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Kirisiw

Bul pitkeriw ganigelik jumisi tiykarinan yarim apiwayi Leibnic
algebralari ham avtomorfizmlerin uyreniwden ibarat. Hazirgi kunde
Leibnic algebralar1 tez pat penen rawajlanip, ayrenilip barilmagta ham
songr on jillhigta uayrenilip baslangan edi. Birinshi marte Leibnic
algebras: Lie algebrasinin kommutativ bolmagan analogi dep tasindirip
bergen ilimpaz L. Lodey edi.

Qalegen yarim apiwayi Lie algebras: toliq klassifikatsiyalangan
apiwayi ideallardin tuwrt gosindisi turinde jaziliwi shekli olshewli Lie
algebralarinin Kklassik teoriyasinan belgili. Bul yarim apiwayi Leibnic
algebralarinin duzilisi yarnm apiwayi Lie algebralarinin duazilisine
garaganda quramali ekenligin korsetedi hamde yarim apiwayi Leibnic
algebralarin ayreniw mashqgalas: tuwiladi. Yarim apiwayi Leibnic
algebras1 L: L =S x I, bul jerde S-yarim apiwayi Lie algebrasi, [
bolsa algebra L elementlerinin kvadratlarinda payda bolgan idealdir. Bul
son1 anlatadi, mashgala ideal I ham yarim apiwayi Lie algebrasi S
ortasindagi baylanisti tyreniwge qaratilgan. Yarim éapiwayi Lie
algebralarinin  tuwindilari  ham avtomorfizmleri  tiyisli  apiwayi
ideallardin  hareketleri menen toliq Klassifikatsiyalaniwina itibar
garatamiz.

Bul pitkeriw qganigelik jumist Kkirisiw, tiykargi bes paragraf,
juwmaglaw ham paydalanilgan adebiyatlar diziminen ibarat.

Jumistin birinshi paragrafi qgaralip atirgan temanin mazmunin
terenirek tasiniw magsetinde tiykargi tasinikler ham aniglamalaraga

arnalgan. Jogarida aytilganday Lie algebras: Leibnic algebrasinin dara



jagdayi bolganhqtan biz daslep Lie algebrasina toqtalamiz ham ogan
misallar keltirip 6temiz.

Jumistin ekinshi paragrafinda bolsa, Leibnic algebrasi ham apiwayi
Leibnic algebralarina toligraq magliwmatlar ham misallar korsetilgen.
Bul magliwmatlar bul temani uyreniwde ahmiyetli orin tutadi. Sonmn
menen birge, bul jumistin ushinshi ham tortinshi paragraflarinda
apiwayi ham yarim apiwayi Leibnic algebralarinin strukturalari ham
differentsiyallari keltirilgen. Bul magliwmatlar Leibnic algebrasinda
aniglangan siziqli operatorlardi uyreniwde biz ushin qolayli bolad:.
Leibnic algebrasi Li algebrasimin uliwmalasgan jagdayi bolganlhigtan,
daslepki paragraflardag: tastiyglawlar ayrim qgosimsha shartler qoyilip
dalillengen.

Qanigelik jumisinin besinshi paragrafinde, jumistin tiykar: bolgan
yarim apiwayi Leibnic algebralar1 avtomorfizmleri haqqginda keltirilgen.
Avtomorfizmler-koébeymeni kobeymege sawlelendiretugin 6z — ara bir
manisli s1zigl shegaralangan operator bolip esaplanadi.

Sonin menen birge, bul ganigelik jumisin jaziwda paydalanilgan
adebiyatlar jumistin en soninda keltiirilgen . Keltirilgen adebiyatlardan

paydalanip, Leibnic algebrasin janede terenirek tyreniwge boladi.



1-§. Tiykargi tasinik ham amglamalar

F maydaninda berilgen U vektorliq kenisligi algebra delinedi,
eger de onda kébeymenin bisizigh nizam: aniglangan bolsa.

F sanli maydan ham L bul F maydan ustinde bazi bir sizigh
kenislik bolsin. Eger

[]:LxL—>L (1.
1)
sawlelendiriw tomendegi gasiyetlerge iye bolsa:
[ax + %, Y] = [%, Y]+ e, [ %, Y]
(X, Y.+ BoY, | = B[ X Vi ]+ B[ %Y. ]
Onda bul sawlelendiriw bisizigli nizam dep atalada.

1. 1-amqlama. Bizge F maydan ustinde L sizigl kenislik ham
onda aniglangan [-,]: L* — L bisiziqli sawlelendiriw berilgen bolip, ol
tomendegi shartlerdi ganaatlandirsin:

VxelL wushin [XX]=0 (L1)

VX,y,z € Lushm [x[y,z]]+[y.[z, X]]+[z[X Y]] =0. (L2)
onda L sizigli kenislik Lie algebra delinedi.

Bunda (L2) sharti Yakobi birdeyligi delinedi. [x, x] elementke x ham y
elementlerinin kobeymesi yamasa kommutator1 delinedi. (L1) den Lie
algebrasinin antikommutativ ekenligi kelip shigadi. Haqiyqattan
[X,x]=0 birdeylikti [X+Yy,X+y]element ushin qollasag, onda
[X+Vy,x+Vy]=0, [XX]+[x y]+[y,X]+[Y,y]=0. Lie algebrasinda
[X,x]=0 ham [y,y]=0 bolgan1 ushin [X,y]=-[Yy,X] birdeylik payda
boladi. Bul birdeylik antikommutativlik birdeyligi delinedi.



1. 2-amiqlama. L — F maydan ustindegi algebra ham K c L ules
kenislik bolsin. Egerde Vx,ye K ushm [X,y]€ K bolsa, onda K ules
kenisligi L algebranin ules algebras: delinedi.

1. 1-misal: Meyli A asssotsiativ algebra bolsin, yagniy
x(yz) =(xy)z, VX, y,Z€ A
Onda A algebra [X,Yy]=Xxy— yx siyaqlt aniglangan kobeyme boyinsha
Lie algebra boladi. Dastlep bisizigli ekenligin tekseremiz. Onda
[o X + %, Y] = (o X +a,%,) Y — Y(ag X + a,X,) =
= o X Y+ a,X, Y — Yo X — Yo, X, =
= o XY — Yo X + X, Y — Yo, X, =
=[x, Y]+ a,[%,, Y.

Endi Yakobiy birdeyligin tekseremiz:
1). Ix[y, zI1=x(yz — zy) — (yZ — 2y)X = Xyz — X2y — YZX + ZyX,
2). [V.[z,X]] = y(zX — X2) — (zX — X2) Y = YZX — YXZ — ZXYy + Xz,
3). [z.[x Y1l = z(xy — yX) = (Xy — yX)Z = ZXy — ZyX — XyZ + yXZ
tenliklerdi gossaq talap etilgen birdeylik kelip shigadi.

1. 3-amqlama. Eger sonday ¢:L — L’ 6z-ara bir manisli sizigh
operator bar  bolip, qalegen X,yeL elementler  ushin

o([x,¥]) =[@(x), (y)] tenlik orinl bolsa, onda F maydan ustindegi L

ham L' algebralar izomorf delinedi. Eger L=L" bolsa, onda ¢

avtomorfizm delinedi.

1. 2-misal. V — F maydan ustindegi n o6lshemli vektorliq
kenislik bolsin. gl (V) arqgali tomendegi koplikti belgileymiz:

gl, (V) ={X|x:V -V —sizigli operator}



Bizge belgili, gl (V)-n* olshemli vektorliq kenislik boladi. Bul
kenislikte tomendegishe amel amglaymiz:  X,yegl (V) ushm
[X,y]=xy—yx. Onda gl (V) kenislik Kiritilgen amelge garata Lie
algebrasin payda etedi.

1. 4-amiqlama. L- Lie algebrasi, | onin ules kenisligi bolsin. Eger
Vxel,yel ushin [X,y]el bolsa, onda | 1les kenisligi L Lie
algebrasimin ideali dep atalad.

1. 3-misal. Z(L)={xeL:[x,y]=0,Vy e L} koplikti qarastiramz.
Bul képlik L Lie algebrasinin ideal1 boladi.

| ={0,L} ules kenislikleri L Lie algebrasiin trivallig ideallar:
delinedi.

1. 5-amiqlama. Eger L algebra O ham L den basga ideallarga iye
bolmasa, onda L apiwayi Lie algebrasi delinedi.

1. 4-misal. sl —apiwayi Lie algebra boliwin korsetin.

B:{hi:eii—ei+1i_1:i:1,n——1}U{eij:i;tj} koplik sl ushin bazis

n

elementleri kopligi boladi.

sl nin apiwayi Lie algebra ekenligin korsetiw ushin | #0 ideah

n

bolip, | sl idealdr alamuz. xel,x#0 bolsin, onda

n-1
x=>ah+> a6  swyagh jazzw  muamkin.  Bul  jerde
i=1

i)

h=e—-e.,,:i=1n-1

1). o, 20,k <s bolsin, onda h, sl ushm [X,h ]e | boladi.

[X, hk] = Eai [h, ) hk ] + Zaij |:eij 1 hk:| = Zaij |:eij ’ekk _ek+1k+1:| =

i#] i#]



- Zaij (eij (ekk - ek+1k+1) - (ekk - ek+1k+1)eij ) =

i#]
= Zaijeik _Zakjekj - Z Ky 1Cika — Z Xna€aj |-
i) i#] i=k+1 j=k+1

[x,h ]el,e, sl depalamiz, onda

[[X’ hk]’elk:| = Zaik[eik’elk] _Zakj [ekj e -

i=k JEZ

- Z Q[ B ]+ Z Ay i1 [ek+1j e ]=

izk+1 j=k+1

= Q) — Xy t Xy € T Xai€ac € 1-

[[x.h.].e, |€l,e, €L bolsm, onda

[[[x h ey |, ekk] = [, €0 ] = X € 1.

€.y € 1,6, €L bolsin, onda [e,,,..€,]=¢€., €L bolad1.
€. €1.,6,., €L bolsin, onda [e,,,,€.,;]=¢€, €l boladu.
Bunnan e, €l,e; €L bolsa, onda [e;,e;;]=¢; €| boladi.
Demek joqaridagilarga tiykarlanip, I=L bolatugini kelip shigadi.

sl,(V) ={X|x:V -V —siziglioperator, Tr(x) =0}  bul koplik gl
kenisliktin tles kenisligi boladi ham onin 6lshemi n* -1 ge ten. Sonin
menen birge, sl (V) gl (V) elgebranin ules algebrasi bolip, apiwayi Lie
algebrast boladu.

1. 6-amqlama. Eger F maydan ustindegi (L,[-,]) algebranin
galegen X,Y,z € L elementleri ushin tomendegi Leybnic birdeyligi orinli
bolsa:

[x.[y, 2] =[x y].z] =[x, 2], ]

onda L algebra Leybnic algebras: delinedi.



L  Leybnic algebrasi ushin |= span{[x,x] :iﬂ,,[xi,xi] ‘X e L}

=
koplikti garaymiz. Bizge belgili, bul sizighh Kkenislik L Leybnic
algebrasinin eki tareplemeli ideali boladi. Bunnan tisqar1 L/l factor-
algebra bolad.
1. 7-amqlama. L Leybnic algebrast ham d:L —L sizighh operator
berilgen bolsin. Eger galegen x,y e L elementler ushin
d([x, y]) =[d(x), y]+[x,d(y)]
tenlik orinli bolsa, d sizigh operator L  Leybnic algebrasinin
differentsiyallaw1 delinedi.
1. 5-misal. L Leybnic algebrasinda « <L elementin alip,
tomendegishe operatord: garayidq:
d(x)=[X,a],xeL
bul operator L algebrasmin differentsiyallaw1 boladi ham bul
korinistegi differentsiyallaw ishki differentsiyallaw dep atalada.
L algebranin barliq differentsiyallawlar kopligin - DerL  dep
belgileyik. Eger galegen f,g e DerL elementler ushin
[f.g]=Tcg—g-f
korinistegi 4mel aniglansa, onda ( DerL,[e,¢])— Lie algebrasi bolad:.

L algebranin barliq ishki differentsiyallawlar kopligin InDerL
argali belgilenedi ham ol DerL din ideal1 boladh.

1. 8-amiqlama. L Leibnic algebrasi ham A:L — L siziqli operator
berilgen bolsi. Eger galegen x e L ushin sonday d, differentsiyallaw1
bar bolip,

A(X)=d, (%)



tenlik orinlansa, @ A-—sizighh  operatori L algebranin  lokal
differentsiyallaw1 delinedi.
1. 9-amiqlama. L Leibnic algebrast ham V:L — L operator (sizigl

boliw1 shart emes) berilgen bolsin. Eger galegen x,y e Lelementler
ushin sonday d, , differentsiyallaw bar bolip,

V(x)=d,,(x)

V(y)=d,,(y)
tenlikleri  ormli  bolsa, 'V -—operator L algebranin  2-lokal
differentsiyallaw1 delinedi.

1. 10-amglama. Kvadrati nolge ten bolgan Lie algebra Abel Lie
algebra delinedi. Bul aniglama vx,y e L ushin [x,y]=0 anlatpaga ten
kushli.

1. 11-amqlama. K kenislik L (Lie algebra) nin ules kenisligi
bolsin. K ules algebra delinedi, eger vx,y e K ushin [x, y] e K bolsa.

Meyli L bazi1 bir Lie algebrasi ham | onin ules kenisligi bolsin,
Eger 1 qles kenisliginen alingan galegen vektor menen L algebradan
alingan galegen vektordin kobeymesi | ules kenislikke tiyisli bolsa,
onda | ideal delinedi, yagniy:

vxel,vyel,[xy]lel.
Kobeytiriw amelimin antikommutativlik gasiyetinen tomendegige iye

bolamiz:

[y’ X] = _[X’ y] el
aniglamadan korinip turganinday, galegen ideal ules algebra boladi.

gl(n,F) bul- F maydan ustindegi n-tartipli kvadrat matritsalar Lie

algebrasi: [X, y]= xy — yx.



sl(n,F) arqali izi nolge ten bolgan barliq n-tartipli kvadrat matritsalar
kopligin belgileymiz: sl(n,F)={x e yl(n,F):tr(x) =0}

1. 1-lemma. sl(n, F) koplik gl(n, F)algebranin ideali bolad:.
Dadlilleniwi: sl(n,F) kopliktin ules kenislik ekenligi matritsa izinin
additivlik ham birteklilik gasiyetlerinen kelip shigadi, yagniy
vx,yesl(n,F),aa € F ushin

tr(x+y)=tr(x)+tr(y)=0+0.
Bunnan
x+Yyesl(nF).
Endi x,yesl(n,F),a eF ushmn
tr(ax) =atr(x)=0
tenliginen ax e sl(n,F) ekenligi kelip shigad.
Kobeyme ushin
tr([x, y]) =tr(xy — yx) =tr(xy) —tr(yx) =0. u

Toémende biz  Shur lemmasinin  biz  paydalaniwimizga
maslastirilgan korinisin korip shigamiz:

1. 2-lemma. Meyli G kompleks Lie algebrasi bolsin.
V=V&..eV, ham W=W®®&...®W, toliq gaytarilatugin G-

modullar: bolsin, bul jerde V...,V ,W,,....,.W, qaytarip bolmaytugin

moduli. Kiyin har ganday G-modulli gomomorfizm ¢:v —W di
0=2.2 %,

i=1 j=1

sipatinda anlatiw mumkin, bul ¢, :V, ->W, operatori 6zgertirilgen

modulli gomomorfizmler ham 4, kompleks sanlar. Bunnan tisqar



@; =0 ham, eger V; ham W, izomorf G-modullar bolsa, ¢, izomorfizm
ge baylanisli boladi.

1. 12-amqlama. G(L) algebra, eger R(G) = Z(G), bul jerde R(G)
ham Z(G) saykes tarde hal giliniwi mamkin bolgan radikal ham G din

orayi bolsa, reduktiv dep ataladi.






2-§. Apiwayi ham yarim apiwayi Leybnic algebrasi
Bul paragrafta biz yarim apiwayi Leibnic algebralarin aniglaw
ushin olardin  6zgertip bolmaytugin  modulleri  boyinsha kerekli
aniglamalar ham natiyjelerdi keltiramiz.

2. l-amqlama. Eger F maydan ustindegi (L,[+]) algebranin
galegen x,y,z e L elementleri ushin tomendegi Leibnic birdeyligi ormnli
bolsa:

[x.[y.2]]=[[x.y1.z]-[[x. 2], y],
onda L algebra Leibnic algebras: delinedi.

Leibnic birdeyligi-bul Yakobiy birdeyligmin uliwmalastirilgani.
Sebebi: (L,[]) anti-simmetrik sharti, bul 6zine tanlik Yakobiy

birdeyligin 6zgertedi.

L Leibnic algebras: ushin | =span{[x,x]:21,[xi,xi]:XE L}

i=1

koplikti garayiqg. Bizge belgili, bul siziglh Kkenislikti L  Leibnic
algebrasinin eki tarepleme ideali boladi. Bunnan tisqar1 L/l factor-
algebra Lie algebrasi boladh.

Endi Leybnits algebrast1 ushin nilpotentlik, sheshiliwshen
tasiniklerdi kiritemiz. Tomendegi gatardi garayiq:

L= L, L2 = [L, L] ..... L] = [L[k], L[k]], k>1. tuwind: qatar (l)
'=L, L= [L, L] ..... Lt = [Lk, L], k >1. tomengi oraylq atar (2)

2. 2-amqlama. Eger sonday n natural san1 bar bolip, "' =0 bolsa
L Leibnic algebrasi sheshiliwshen Leibnic algebrasi delinedi.
2. 3-amgqlama. Eger sonday n natural sanmi tabilip, L"=0 bolsa,

onda L Leibnic algebrasi nilpotent Leibnic algebrasi delinedi.



Leibnic algebrasinin maksimal sheshiliwshen idealr onin radikali,
maksimal nilpotent ideali1 bolsa nilradikali delinedi.

2. 4-amqlama. Eger L Leibnic algebras: L, {0} ham 1 den parigli
bolgan idealga iye bolmasa, onda L—adpiwayi Leibnic algebrasi
delinedi.

2. 5-amigqlama. Eger L Leibnic algebrasmin radikali 1 ge ten
bolsa, L algebra yarim apiwayi Leibnic algebras: delinedi.

2. 6-amglama. Eger n olshemli L Leibnic algebrasinin
xarakteristikaliq izbe-izligi C(L)=(n) bolsa, basqasha aytganda
L" = {0}, L™ ={0} bolsa, onda Leibnic algebrasi nul-filiform Leibnic
algebrasi delinedi.

Bunday algebralar nilindeksli maksimal n+1 bolgan Leibnic algebralar
klas1 bolad.

2. 1-teorema. Kompleks maydanda berilgen galegen n o6lshemli
nul-filiform Leibnic algebrasinda sonday {e,,e,,.....,€,} bazis bar bolip,
algebradagi kobeyme tomendegi koriniske keledi:

[e.e]=e.,,1<i<n-1
bul jerde gatnaspagan kobeymeler nolge ten boladi.

L-nilindeksli s ke ten bolgan shekli 6lshemli nilpotent Leibnic
algebrasi bolsin. gr(L), :L'/L"1<i<s-1 dep alamiz,
grL=gr(L),®0ar(L),®...®gr(L),, dep belgileymiz. Onda
[gr(L);,gr(L);]< gr(L),,; boladi. Eger bul kenislikte tomendegishe
kobeyme aniglasaq

[Xx+L,y+U],.. =[xyl +L*,

gr(L)

onda biz graduirlengen grL algebrasina iye bolamiz.



2. T-amqglama. Eger L Leibnic algebras1 grL algebrasina izomorf
bolsa, onda L tabiyiy usil menen graduirlengen Leibnic algebrasi
delinedi.

2. 8-amglama. Eger n olshemli L Leibnic algebrasimin
xarakteristikaliq izbe-izligi C(L)=(n-121 bolsa, yagniy
L"* = {0}, " ={0} bolsa, bunday Leibnic algebras: filiform Leibnic
algebrasi delinedi.

Endi nilindeksi n-1 bolgan, yagniy L' ={0},L"" ={0}bolgan
Leibnic algebralarin garaymiz. Nilindeksli n-1 bolgan algebralarmin
xarakteristikaliq izbe-izligi eki tarli koériniske iye boladi:
C(L)=(n-211),C(L)=(n-2,2).

Bunday algebralar kvazi-filiform Leibnic algebralar: delinedi.

Xarakteristikaliq izbe-izliktin aniglamasinan sonday e eL/L’
bazis elementi bar bolip, R, operatorimin Jordan formasinda

&

tomendegilerdin biri korinisinde jaziladi. Bul jerde J. i-tartipli Jordan

J, 0Y (3 0
0o J,) 0 J,/

eger R, operator birinshi matritsaga ten bolsa, onda kvazi-filiform

ketekshesi:

Leibnic algebrasi birinshi tardegi algebra delinedi, saykes tarde ekinshi
matritsaga ten bolsa ekinshi tardegi algebra delinedi.
L Leibnic algebrasi L =@V, ham de [V;,V,;]c V, bolsa, onda L

ieZ
Z-graduirlengen delinedi, bul jerde i, jez ham V, ler shekli sandagi

nolden 6zgeshe kenislikler.



Z- graduirlengen L nilpotent Leibnic algebrasi galegen i (0<i<t)

da V,, =0 bolsa, L=V, &V, ;®...®V, , baylanisli graduirovka

+i

boladi.
[(@V)=I(V, &V, ,®... 8V, ,)=t+]1 sanina graduirovkamn uzinlig

delinedi. Eger 1(@V)=t+1=dimL bolsa, graduirovka maksimal
uzinligga iye delinedi.

L algebranin uzinligin tdmendegi gagiyda menen aniglayig:

(L) =max{l(®L): L=V, ®V,,,®...®V, .}
bul baylanisli graduirovka delinedi.

Eger L maksimal uzinligga iye bolgan graduirovka bolsa, L
Leibnic algebras1 maksimal uzinligga iye bolgan algebra delinedi.

2. 2-teorema. Meyli L - n olshemli Lie bolmagan maksimal
uzinhigtagi | tardegi kvazi-filiform Leibnic algebrasi bolsin. Onda L
tomende gi berilgen 6z-ara izomorf bolmagan algebralardin birewine
izomorf boladi:

[e,,e;]=¢e,,
[e,..e]=¢,

M*:3 [e,el=e,,2<i<n-3
[e...e, .]=0¢,,6<{0,1}
[e.e,.]=0€,;,2<1<n-5.

i+37
[e.,e]=¢€,,1<i<n-3
M e : [en—l’en] - en’
[e,.e, . ]=1e,.,,AeC.

n+3?
2. 9-amqlama. Eger n-o6lshemli L Leibnic algebrasimin
xarakteristikaliq izbe-izligi C(L)=(n-2,1,1) bolsa, onda bul Leibnic

algebrasi 2-filiform Leibnic algebrasi delinedi.



2. 3-teorema. Meyli L graduirlengen, tuwr1 gosindiga
ajiralmaytugin  2-filiform Leibnic algebrasi bolsin. Onda L algebra
tomendegi 6z-ara izomorf bolmagan algebralardin birewine izomorf
boladi:

[e.e]=¢e [e.e]=e,,,1<i<n-3
. i1 i+1? 1<i<n-3 : [e e]:e + f
[e e]_ f H, 116 ) 21
pa [e, f]=6.,,2<i<n-3



3-§. Nilpotent Leibnic algebras1 ham omin differentsiyallawi
3. 1-lemma. Vi, je N ushin [L™”, L] < L™ ormnlu.

Dalilleniwi: Vi ushin j boyinsha induktsiya metodinan paydalanamiz.
[L™”, L] < L™ orinl1 dep oylap, j+1 ushin tekseremiz:

[ L] [ [ U] e [, 1], L] - [[L L], L] o [ L] [ L] L
Lemma dalillendi.

Natiyje: Vne N ushin ™™ =L bolsa, onda on nilpotent tasinigi ham
nilpotentlilik ten kashli boladi.

3. 2-lemma. Meyli L — sanli Leibnic algebrasi bolsmn. Eger L°-
nilpotent bolsa, onda L-sheshiliwshen bolada.

Dalilleniwi: L? nilpotentliginen L din sheshiliwshenligi ansat korinedi.
Kerisinshe boljaymiz, meyli L-sheshiliwshen, sheshiliwshen radikal
menen ten kuashli. Sheshiliwshen algebra ten kushli sheshiliwshen
algebra Lie R(L) ge uxsap. [R(L),R(L)] koplikte algebranin nilpotent
radikalinda R(L)" bar. SoninA wushin, 3ImeN,¥vm ushin
R, Ryj],xi,yj e L korinisiin 6zgeriwi menen

[R R, T [R,,R, 1=0

tefilik orinli boladi. RR, —R R, =R ,; dan

Ly.x]

(_1)m R[leyﬂ R[vaym] =0.

Demek L* - nilpotent.
Endi differentsiyallawga tasinik berip étemiz
Bizge tomendegi algebra berilgen bolsin
[e.,e]=¢,1<i<n-3

Hy e, f.]=6,+f,
[e,, f,]=¢,,,2<i<n-3



bul 2-filiform Leibnic algebrasinin differentsiyallawlarinin Kkenisligi
tomendegishe boladi:

a:l. a'2 a'3 a‘4 a'n—2 bl b2
0 26‘1 +bl a, a, Ay 3 0 b1
0 0 3a, +2b a, a, ., 0 0
0 0 0 4a, +3 a. 0 0
Der(s,)=| . : : ; : : ‘. :5 : :
0 0 0 0 o (n=2)a, +(n-3)b, 0 0
0 0 0 0 C a+b d,
0 0 0 0 0 0 2a,

Dalilleniwi: Meyli x4, algebra berilgen bolsin. Bul algebrada {e,, f;}

elementler payda etiwshi elementler boladi. Sonin ushin biz

tomendegilerdi belgilep alamiz:
n-2 n-2
d(e) :Zaiei +b f,+b,f,, d(f) :Zciei +d, f,+d,f,
i=1 i=1

differentsiyallawdin aniqlamasinan témendegilerdi tabamiz:
d (ez) =d ([el’el]) - :d (el)’el] + [el’ d (el)] -

n

-2 ] n-2
={ ae +bf +b,f,e +{e1,2aiei+blfl+b2f2}:
=1 i=1

n-3 n-3
= Zaiei+1 +a,6, + bl(el + fz) = (2a1 + b1)e2 + Zaiei+1 + bl fz
i=1 i=2

Induktsiyadan témendegini alamiz:
n-2
d(e)=(a, +(-1)b)e + Z ;.28
j=i+l

I ushin duris dep boljap, i+1 ushin dalilleymiz:
d (ei+1) =d ([ei ’el]) = [d (ei)’el] + [ei d (el)] =

=| (i, + (i—1)b))e, + nf: Q.28 ,el}+{ei ,ﬁf:aiei +b, f, +Db, fz} =

j=i+l



n-2 n-2
= (Ial + (I _1)b1)ei+1 + Z a'j—i+lej+l + a1ei+:L + b1ei+:L = ((I +1)a1 + ibl)ei+l + Z aj—iej
j=i+ j=i+2

Endi tomendegi differentsiyallawdi garayiq:
0=d([f,e])=[d(f).e]+[f,d(e)]=

n-2 n-2 2
= |:Zciei +d, f, +d, f2’el:| "'{fl’zaiei +b 1, +b, fz} = Zci—lei
i=1 i=1 i=2

demek, ¢, =0,1<i<n-3.
Differentsiyallawdin shartin tomendegiler ushin teksereyik

d ([ei’ fl]) = [d (&), fl] + [ei’d ( fl)] =

n—-2
= {(ia1 +({-Db)e + > a e, fl} +[€,Cy 080, +0, f +d, T, ]=

j=i+l

n-2
= (ia1 + (i _1)b1)ei+1 + Z aj—i+1ej+1 + dlei+1

j=i+l

ekinshi tarepten tomendegige iye bolamiz:

d(fe, £1)=0(e.) = (G +D)a, +ib)e, + 5 a, e

j=i+2

bunnan tomendegi tenlikti alamiz:

d=a+b.
Endi d(f,) ni differentsiyallawdan tabamiz:

d(fz) — d([ey fl]_ez) =[d (el)’ f1]+[el’d(fl)] _d(ez) =

n—-2
= {Zaiei +b f, +hb,f,, fl} +[e,,Co 080, + (@ +h) f+d,f, |-
i1
n-3 n-2
—(2a, +Db)e, - Zaiem -bf,=a(e,+f,)+ Zai—lei +(a, +b)(e, + f,) -
i=2 i=3

n-3
_(231 + b1)e2 - Zaiei+1 - b1 fz = 2a1 fz- u
i=2



Jogaridagi tastiyiglawlardan biz sz, algebranin differentsiyallawlari
kenisliginen tomendegi bazisti tanlasaq
d(e)=ie 1<i<n-2, d/(f)="f, d,(f,)=2f,,
d,(e)=f, d,(f)="1, d,(e,)=e,+1,, d,(e)=(1—-De, 3<i<n-2,
d;(e) =6,
d,(e) =T, d,(f) =6, d.(f)=1,
onda g, algebranin nil-baylanisli bolmagan differentsiyallawlarinin sani

3<j<n-11<i<n-j,

ekige ten, yagniy d, ham d, ler nil-baylamisli bolmagan
differentsiyallawlar boladi.

Nilradikali s, ge izomorf bolgan sheshiliwshen Leibnic algebrasi
nin toligtiriwshi ules kenisliginin 6lshemi dimQ < 2 boladi.

3. 1-teorema. M*? ham M %7 algebralardin

differentsiyallawlarmin matritsaliq korinisi tomendegishe boladi:
Eger 6 =0 bolsa,

o 0 0 0 0 0
0 B 0 0 0 0
0 By a+y, 2a4+7, 0 0
0 B D 20, +7, 0 0

O 3 :Bn—s ﬂn—A :Bn—s ot 0 0
A, P B s B o 0 0
Ay Poa P JE o (N3 +y, a,

a, B 0 0 v 0 2a,

eger 0 =1bolsa,



0 3o 0 0
0 P, 4do, O
0 B, )T

O O O O
- O O O O

an—3 IBn—S IBn—4 ﬁn_5 tt O O
A, ﬂn—Z ﬁn—S ﬂn—A Tt 0 0

Oy /Bn—l :Bn—z ﬂn—3 Ny
a, B, 0 o - 0 2
eger A4 # 0 bolsa,
a, 0 0 0 0 0 0
a, 20, 0 0 0 0 0
a, a, 3y O 0 0 0
a, a, a, 4o, 0 0 0
o) U, 3 Cny Chs (n - 2)0[1 bn 2 0
a, 0 0 o - 0 b, 0
a, (A+De,, O 0 0 b, o +D,

eger 4 =0 bolsa,

o 0 0 o - 0 0 0
a, 2a 0 o - 0 0 0
a, a, 3o 0 0 0 0
Az O, O s Qg 0 b, , 0
a, ., O, o, 0. -+ (N-2)a, b, Db,
a,, O 0 o - 0 b, 0
a, a,, 0 o - 0 b, o +b

Dalilleniwi: Dalilleniwin M*° algebra ushin korsetemiz. Bul algebrada

{e,,e,} elementler payda etiwshi elementler. Sonmin wushin biz



tomendegilerdi belgilep alamiz:  d(e, 3> e d(e,) =D be.
t=1 t=1
Differentsiyallawdin aniglamasinan témendegilerdi tabamiz:

d (en) =d ([eliel]) = [d (el)’ el] + [e1’ d (el)] - |:iatet’elj| + |:e1’ Zn:atet} =

=20, + nz_l“at_let,
d (eg) =d ([62 , el]) = [d (ez)’ el] + [ez ,d (el)] = |:Zn:btet , e1:| + |:ez d Zn:atet} =

n-1
- (al + bz)es + Z bt—let + blen'
t=4

Endi tomendegi tenliklerdi kéremiz

t=3

0=d([e,.e])=[d(e,).e]+[e,.d(e)]= {Zalen + nzl‘,atlewel} +
{en,zn:atet} = Eat_zet,

0=d ([83,62]) - [d (63),82] + [63,d (82)] = |:(a1 + bz)es + nz_llbt—let + blen'eZ:| +

+|:e3,2btet:| = ble4
t=1
bulardan  tomendegi  natiyjelerge  iye bolamizz b =0,0, =0

2 <t <n-3. Matematikaliq induktsiya usilinan tomendegini alamiz:

n-1
die)=((i-2e +b)e+ > b e, 3<i<n-l.a

t=i+1



4-§. Apiwayi ham yarim apiwayi Leibnic algebrasmn differentsiyali

Ba'zi algebralar ushin lokal differentsiallawlar ham apiwayi
ma’nidegi differntsiallawlar ustpe-ust tasedi.

4. 1-teorema. EgerL shekli 6lshemli yarim apiwayi Lie algebrasi
bolsa, onda bul algebranin galegen lokal differentsiallaw1 apiwayi
manidegi differentsiyallaw bolad.

Tomendegi teoremada s, apiwayi Lie algebrasi arqali payda

etilgen apiwayi Leibnic algebralarinin aniglamalari keltirilgen.

4. 2-teorema. Meyli, L algebra L/ 1 =sl, shartti qanaatlandiriwshi
m+4 o'Ishemli apiwayi Leibnic algebras: bolsin. Onda bul algebrada
sonday {e.h, f,x,x....x,} bazis bar bolip, bul bazis elementleri ushin

tomendegi kobeytiriw kestesi ormnli boladi:

[e.h]=2e, [h,f]=2f, [e. f]=h,
[h,e]=—2e, [f,h]=-2f, [f.e]=-h,
[%.h]=(m-2Kk)x, k=0,...,m,

[%: F]= X, k=0,..,m-1,

[%.e]=—k(m+1-k)x_, k=L..m.
Usi teoremada Keltirilgen algebranin differensiallawlari tomendegi
teoremada keltirilgen.

4. 3-teorema. Meyli, L algebra L/1=sl, shartti
qanaatlandiriwshi m+4 o'lshemli apiwayi Leibnic algebrasi bolsin.
Onda bul algebranin differentsiallawlari tomendegishe boladi:

d=R,+a+A,

ae<e, f,h), a(e, f,h)zO, a(x )=A4x, 0<x<m, 1eC
ham
m=2 ushin A(x)=0, A(e)=A(f)=A(h)=0,

m=2 ushin A(Xk):O, A(e):yxo, A(f):,uxz, A(h):yxl, 1ueC



Endi faktor algebrasi galegen G 4piwayi Lie algebrasina izomorf
bolgan apiwayi Leibnic algebralarinin differentsiallawlari haqgindagi
teoremalardi keltiremiz.

4. 4-teorema. Meyli nol xarakteristikallg F maydan ustindegi L
algebra L/1=G shartti ganaatlandiriwshi apiwayi Leibnic algebrasi
bolsin. Onda bul algebranin differentsiallawlari tomendegishe boladi:

d=R,+a+A,
bunda

aeG, a:l ->lvaA:G—l
hamde
a([x.y])=]a(x),y], ¥x,yeL.
bunnan tisqart & (1)=0 yamasa «(1)=1 boladu.

Dalilleniwi. L algebranm1 apiwayi Lie algebras1 G ham | idealdin
yarim tuwr1 qosindisi korinisinde jaziw mamkin:
L=G+1I.
L da L,=G, =1, L =0 belgilewlerdi kiritemiz, bunda
I>1yamasai<0. Onda L=L,®L graduirovkaga iye bolamiz. Bunnan
DerL da tomendegi graduirovkaga iye ekenligi kelip shigada:
DerL =®D(L)
bul jerde
Der(L), ={deDerL|d:L;, > L,,}
Korinip turganinday, D(L). =0, i <2 ham i >2 ushin

Der(L)=Der(L)  ®Der(L), ® Der(L),



Sonday etip, deDer(L) differentsiallawdi tomendegi  ush
sawlelendiriw qosindisi koriniste jaziw mamkin:
d=d,+d,+d,
Biz daslep d,(l)c anlatpanin orinli  boliwin ko rsetemiz.
V[x,x]el ushin
d_[xx]=[xd_ (x)]+[d (x),x]el

tenlik orinli.
D,(1)cG~i(DerL) ,={deDer|d:L, > L]
tenlikten, yagniy d_,: L, — L, den d:1 —> G anlatpa kelip shigad.
GN1={0}=d,=0
Sonin ushin

Der(L)=Der(L),+Der(L),.

Meyli, X,y € G bolsin. Onda

d, ([x,¥])+dy([x y])=d([xy])=[d(x),y]+[xd(y)] =
= [dO(X)’ y]+[x,d0(y)]+[dl(x), y]+[x,dl(y)]

tenlik orinli. Bul bolsa

do ([x.¥]) =[do(x).y J+[x.ds (¥)]

tenlikti beredi. xe G,y €| bolsin, onda

00 ([ 91) = ()] =[x, (1)]-

tenlik orinli boladi. Sonin ushin

do([x.¥])=[do(x), y |+[x.dy(y) ]

Meyli, xe |,y G bolsin. Onda tomendegi tenlikler ormnli



d([xy])=[d.(x).y ]+ [xdi(y) ] =
ham
dy ([x,y])=d[x,y]=[d (x).y ]+[x.d(y)]=[do(x),y ]+ [ x.ds (¥)]
Soni ushin d0 sawlelendiriw L algebranin differentsiallaw1 boladi.
Demek, d, de differentsiallaw payda etedi. d sawlelendiriw G Lie

algebrasinin differentsiallaw1 bolganligi ham apiwayi Lie algebralarinin
differentsiallawlari ishki ekenliginen
d,(x)=d(x)=R,(x), xeG

tenlik kelip shigadi. Bunnan bolsa o =d, — R, ushin

(1), ()R, ()=

tenlikke iye bolamiz.

0,xeG

el,xel.

Bugan kore a(l)clcAmn(L)={xeL|[y,x]=0} ham
tomendegi tenlik orinli bolad:
( [X, y]) [a ,y], x,yel ham «(1)— Lie algebrasinda ideal
payda etedi. Biz A =d, ekenin anigladiq ham teoreman: dalilledik. m
4. 5-teorema. L— kompleks apiway Leibnic algebrasi bolsin.
Onda L algebranin d differentsiallawlari tomendegi ko riniste boladx:
d=R, +a+A
Bunda aeG, A:G—>I, a=41id,, 1€C.
Dalilleniwi. 4. 4-teoremaga ko're d =R, +a+A. | ideal keltirilmes

on G- modul boladi. 1-den ko'rinip turganinday «:1—>1 G-
moduldin gomomorfizmi boladi. Shurdin lemmasina ko're

a=d,,,LcF.m



4. 6-teorema. L kompleks apiwayi Leibnic algebrasi bolsin. Onda

L din differentsiallaw1 d =R, + @+ A ko rinisinde boladi, bunda
aeGA:Gol,a=1id,,1€C

Qosimsha tarde n=m bolsa, A=0. n=mbolsa, A(G)=1 A(G)=0.

Yarim apiwayi Leibnic algebrasin apiwayi Leibnic algebralarmin
tuwr1 qosindisi koriniste jaziw mumkin.

4. 7-teorema. L=@®; L, yarim apiwayi Leibnic algebrasinin
differentsiyallaw1 L, apiwayi Leibnic algebralar: differentsiyallawlarinin

gosindisi koriniste boladi, yagniy:

S

d=%Sd.

i
9=1

bundag: d. - 3. 4 -teoremada keltirilgen.
Dalilleniwi. L, ashin L =G, +1.. Belgili G=&,G, ham | =& 1..
Biz yarim 4piwayi L Leibnic algebrasinin d differentsiallawi

tomendegishe boliwin bilemiz:

d=R,+a+A
Bunda aeG a:l->1, A:GG, a([xy])=[a(x).y],
VX,yelL ¢« ;=al, bolsm. «f :1; —>1;. ham a=2ai,j.

i, j=1

Bunnan «; ; =0(i # j) ekenligi kelip shigadi. Onda
[ (1).G; ]=[«(1,).6;]=([1,,G; ])=0

sol sebepli & =) a;; bolad. Bunnan tisqart har bir 1, keltirilmes G, —
i=1

modul ushin



a; | ([X y])=[a,-,,- (x),y], xelj, yeG;.
onda Shurdin lemmasina ko're
a;;=Aid|, 1< j<s(4; eF ushin)
tenlik orinlanadi.
Endi A=) A, nikorip shigamiz.

A =AlG -1,

[4,;(G).G6,]=][A(G).G;]=[A(G).G, ]+| G.A(G;) | =A([G:.G; ]) =0,

anlatpa argali A, ; =0,i = j tenlikke iyemiz. Sol sebepli A = ZA”. |

i=1
4. 8-teorema. L/| faktor algebra yarim apiwayi Lie algebrast G
ga izomorf bolgan yarim apiwayi kompleks Leibnic algebrasi bolsin.

Onda L din differentsiallawlari d =R, + a + A ko'rinisinde bolip, bunda
aeG,a:l—>1,A:G -G ham a([x,y])=|a(x),y ], ¥x,yeL.
Bunnan tisqar1 | moduldi s te keltirilmes G — modullar (Ii,i :1,_3) nin
tuwr1 qosindisi korinisinde jaziw mamkin ham
o= Zis,jzlaiJ
bu jerde

ol —>1,1<i,j<s.

o, = Aid | 1<i<s,



5-§. Yarim apiwayi Leibnic algebras1 avtomorfizmleri
Bul poragrafta biz yarim apiwayi Leibnic algebralar1 L din
avtomorfizmlerimin Aut(L) gruppalarin aniglaymaiz.
Endi bul paragrafta biz L=SxI| algebrasin yarim apiwayi
Leibnic algebra dep boljaymuz.
p:L—S, X+ymP—X VXxeS, yel;
p,:L=>1, X+y=>y, Vxe§, yel.

Meyli ¢ L degi ¢, =@/1, ¢, =p,opl/s ham @, = p, c@/s korinistegi
avtomorfizmi bolsm. @(X) =@, (X)+@,(X) ham o(y)=¢,(y) V xeS,
y e | ekenligi belgili.

Har ganday S-modul V ham har ganday o € Aut(S) ushin jana S-
modulin V7 =V menen v-x=[v,X] =vo(x), YveV, xeS hareketi
menen aniqlaymiz.

5. 1-lemma.

a) ¢, € Aut(S);

b) ¢,-1 dan 1™ ge S-modulli izomorfizm;

c) @,- S dan 1™ ga S-modulli gomomorfizm;

Dalilleniwi: Meyli X,y € S, bolsin

o ([ YD) + o, (X, Y1) = o([x, Y1) =[o(X), p(y)] =
= [ (%) + 9, (X), 0, (Y) + 0, (V)] =[0.(X), 0, (V)] + [, (X), 2, ()]
bul degeni

o ([% YD) =[o.(X), 2, (Y)]
@, ([%: Y1) =[e,(X), 0, (Y)].
Y XxeS,lel ushin,



o, ([LXD) = o([1, X]) =[p(), e(X)] =1, (1), ¢, (X)]. =

Meyli L=G+1 apiwayi Leibnic algebrasi bolsin, bul jerde G
apiwayi Lie algebrasi, | onmn onnan keltirilmeytugin moduli.

L de aniglangan ¢ avtomorfizmin garastiramiz. L din elementlermin

kvadratlarinan dazilgen idealr span{[x, X]: x € L} ge saykes keledi. Onda

]e 1 ushin tomendegige iye bolamiz:

biz x=) A[x,x
i=1

(X)) = (D(ZJ“.[Xi , Xi]) = Zﬂ1¢[xi X 1= Zﬂﬁ[(o(xi)ﬁp(xi)] = Zﬂi[)’i Vil
i=1 i=1 i=1 i=1
yagniy o(l) < 1.
Endi meyli y=> Aly,,y,] | idealdin erikli tarde tanlap alingan
i=1

elementi bolsin. ¢ avtomorfizm bolgan1 ushin galegen y. € L element

ushin sonday X €L elementi tabilip, ¢(x.)=y: tenlik orinlanadi. Onda

biz tomendegi natiyjeni alamiz:
V= A0 = Y AT, o1 = 3 Ae(Ix, ] =¢(i4[xi,xi]j.

Demek galegen x =Y A4[x,x]e | element p(x) =y kériniste jazilad:.

i=1
Onda | < (1) bolip, bunnan ¢(1) =1 ekeni kelip shigadi.
Meyli L Leibnic algebrasinin barliq avtomorfizmlerinin kopligin
Aut(L) arqali belgileyik. Har bir ¢ € Aut(L) mina ¢ =@ + @5, +¢,

gosind: tarinde jazilatuginin korsetemiz, bul jerdegi ¢, :G—>G - G



din ustindegi avtomorfizm, ¢;, :G—1 - G-modul gomomorfizmi,
@, -1 = 1-1din G -modul izomorfizmi. Dara jagdayda,

p(X+1) :¢G,G(X)+(PG,| (X)+¢|,|(X),X+i eG+l1.
5. 2-lemma. Meyli L =G + 1 apiwayi kompleks Leibnic algebrasi
ham ¢ € Aut(L) bolsin. Onda, eger dimG = dim| bolsa,

P=Psc TP,
ham dimG =dim | bolsa,

P=Psc Tt @0 o Osc T,
boladi.

Dalilleniwi: Meyli X,y € G elementlerin alayig, onda
Poc (X Y])+ 06, (X ¥]) = 0([x, ¥]) = [@(x), 0(Y) ]| =
= |:§DG,G (X) + D ) (X)!¢G,G (y)+ D (Y):| =
:[¢G,G (X)1¢G,G(y)]+[(ﬁe,| (X)1(PG,G(Y)]-

Bul minan1 anlatadi:

Ps, G [X Y] |:¢G ¢ (X): @56 (Y)] (1)

P, | [X y] [(DG (%), @6 (Y)] (2)

Toémendegi sawlelendiriwdi garaymiz:

V=0sctT¢,
bul sawlelendiriw avtomorfizm boladi. Haqiyqatinda da,

y(Dx+iy+ 1) =y (D6 YT+ 00 Y1) = @0 (D6 YD) + 1, (01 Y1) = [ 06,6 (0,056 (9 ] +
+¢ [' Y] [(DGG(X) ¢GG(Y):| (P(l) (P(Y) [¢G,G(X)!¢G,G(y):|+|:¢l,l(i)’¢G,G(y)+¢G,I(y)]:

= [@G,G (X)#’G,G (y):l + |:g0|,| (')1(/)G,G(y):| = I:(/)G,G (X) + ¢ (i)a(pe,e(y) +¢, (J):I = [l//(X +i),w(y+ J)]

Endi n=¢pow™ avtomorfizmin garastiramiz. Onda

X+T) = X477, (X) +1,



bul jerde, 75, =@, o(pg]lG. (1) ham (2) gatnaslardan tomendegige iye
bolamiz:
N6 (D6 Y1) =[ 76, (%), ¥ ]

Bunnan 75, nin G di | ge sawlelendiretugin G-modul gomomorfizm
ekeni kelip shigadi.

1-jagday. Meyli dimG =diml bolsin. Onda Shur lemmasinan
s, =0 boliw1 kelip shigadi. 775, = ¢, o(pg,lG ekenin esapga alsaq, onda
@1 =0 boladi. Bunnan tomendegi tenlikke iye bolamiz:

P=Psi TP,

2-jagday. Meyli dimG =dim| bolsin. Bul jagdayda jane Shurdin
lemmasinan 77, , = @@ tenlikke iye bolamiz, bul jerde @< C. Onda
P51 =Ms1 °Psc €keninen ¢y, =wlo s, gatnasga iye bolammz ham
bunnan

P=@sctW0ops, +¢,.m

Endi biz bul paragraftin tiykargi natiyjesin keltiremiz:

Teorema 5. 1. L=Sx1 yarim apiwayi Leibnic algebrasi bolsa,
Aut(L) = Aut(L)s x Aut(L), orinli boladu.
Dalilleniwi: Meyli ¢ € Aut(L). w(X+1)=@,(X)+¢, (i), x+ieS+1 dep
alamiz. Bunda y avtomorfizm ekenligin korsetemiz. Haqiyqattanda

w(x+iy+iD)=w (X yl+[i,y])= o ([x y]) + ¢ ([i,y]) =
=[p.(x), (V] + (1, Y1) =21 (x), ¢ ()] +[0(1), (V)] =
=[p.(0), (N1 +[9, (1), o(y) + o, (NI =2 (X) + 0, (1), 2 (Y) + ¢, ()] =
=y (x+i).w(y+ i)

Bunnan y e Aut(L), .



Endi n=y log avtomorfizmin korip shigamiz.
n(x+i)=x+¢ o, (x)+i bolganhgtan 7=y 'ope Aut(L), ekenligi
kelip shigadi. Aut(L)= Aut(L), x Aut(L), ekeninen @=won Kkelip
shigadi. =

Endi bir neshe ahmiyetli lemmalardin dalilleniwleri menen tanisamiz:

5. 3-lemma. Meyli ¢ € Aut(L) bolsin. Onda

a) eger ¢, 5 =idy bolsa, onda ¢, | = Aid,;

b) eger ¢, , =id, bolsa, onda ¢; 5 =idg bolad.

Dalilleniwi: a) (2) nin dalilleniwine ugsas barliq i € I,x € G ushm

o, ([LX1) =] @, (). 056 (¥) | =] @, (i), X]
gatnasga iye bolamiz. Shur lemmasinan ¢, | = Aid, gatnasti alamz.
b)Barliq iel,xeG ushin
[i.x1= 1, (0. X1) = @1, .06, (0] =[1,06.6 (9] ekenliginen
[i,ng,G (x)— X] =0 bolatuginlig kelip shigadi. Onda ¢, (X) = X, yagniy
=1id; boladi.

5. 4-lemma. Meyli L=G+1 apiwayi kompleks Leibnic algebrasi
ham dimG =dim | bolsin. Onda har bir ¢ € Aut(L) avtomorfizmi

P=Qsc+00°P;c+ A0 "
koriniste jazip korsetiledi, bul jerde @€ C ham 0= A1 C.
Dalilleniwi: Meyli G din avtomorfizmi ¢, bolsm. Meyli biz

P=@gs+A0°@5 ¢ o6~ nin avtomorfizmi ekenligin korseteyik. Bul har

bir iel,xeG elementi ushin @([i, x]) =[¢#(i),#(x)] gatnasin tekseriwdi



bildiredi. € nin G- modul izomorfizm ekenliginen, 9([9‘1(i),x}):[i,x]

ekeni kelip shigadi. Bunnan biz tomendegige iye bolamiz:

$([i,x]) = 10095 207 ([i,X]) = 200 9 s o[ 7). X | = 2025 6 ([ 07(0). X ]) =

= 205956 °[07().X] = A0([ 06,6 (07(1)).00 (0 ]) = [ 20056 070,00 (0)] =
Endimina ¢p=¢;5 +@0o@ps +0,

sawlelendiriwin garastiramiz. Toémendegishe belgilewler kirgizemiz:

V=0t P §=Poct000sc 00" ham n=yog™.

Onda 77 =idg +7, , bolad1 ham bunnan lemma 5. 2 boyinsha 7, | = Aid,

ekeni kelip shigadi. Olay bolsa

1

w=nop=(idg+2d, )o (@5 +0°psc°0")=psc+A0psc 0"
Demek ¢ =@, + @00 @y +A00 @, ;0 .m

5. 5-lemma. Meyli L=G+1 apiwayi kompleks Leibnic algebrasi

ham dimG=diml,dimH >2 bolsin, bunda H <G Kartan ules

algebrasi. Sonday-aq ¢ e Aut(L) avtomorfizmi  @(h, +i,) =h, +1,
shartin qanaatlandiradi dep uygarayig. Onda ¢ =id, boladu.

Eskertiw. 5.5-lemma dimH =1 bolgan algebralar ushin duris
emes. Bir 6lshemli Kartan ules algebrasi bar bolgan ham dimG =dim |
bolgan apiwayi Leibnic algebrasi birden-bir boladi. Bul 6 o6lshemli
apiwayi Leibnic algebrasi

L =sl, +span{x,, X, X, } = span{h,e, f,X,, %, X, },
sonday-ag L degi bazis vektorlardin nollik emes kobeymesi
tomendegishe korsetiledi:
[x..e]=—-k@-kK)x _,, ke{l2},



[x,fl=x. ke{L2},
[x.h]=(2-2k)x,, ke{0,1,2}
[e, f1=h, [h,e]=-2e, [h, f]=2f,
[f.e]=-h, [e,h]=2e, [f,h]=-2f.
sl, — modul izomorfizmi &:sl, — | bilay aniglanadi:
o(h) =2x, 6(e) =2x,, 6(f)=x,.
Meyli  ¢@(h,+i,)=h,+1, shartin ganaatlandiratugmn ¢ < Aut(L)
avtomorfizmin qarayiq, bunda h,=h,i,=X +X,+X,. Onda ¢=id_
yamasa
P=Psc+0°Pes—0°0;°0" (3)
boladi, bul jerde
?sc(N)=h g5 (€) =—€ ¢ (f) =—1.

Meyli  @=g¢,c+@0°p,c+A00@,, 0™ bolsin.  Onda
o(hy +1y) =h, +1, tenlikten ¢ss(h)=h ham
wO(h) +ﬂ,6’((pG,G (9‘1(i0))) —i, gatnaslarina iye bolamiz. Témendegi
qasiyetti keltireyik:

Meyli ¢ e Aut(L) avtomorfizmi ¢(h,)=h,, bul jerde h, e H kushli
regulyarliqg nogat. Onda
a) p(e,)=t e ham ¢(e )=t'e , bul jerde barhq a € ® ushimn
t €C
b) Barlig he H ushin ¢(h) =h boladi.
Bul gasiyetke muwapig
P (M) =hpsc(6) =te, g, o () =t .

Olay bolsa



X+ X+ %, =i = 00(0) + 20( 95 6 (07 (iy) ) ) = (20+ 1) %, + Atx, + At 7'x,
yamasa
20+ A=1t=1,t"=1.
1-jagday. A =t=1. Bul jagdayda @ =0. Bunnan ¢, =id;, onda
Oops o0 =id, . Solay etip, ¢=id, .
2-jagday. A =t=-1. Bul jagdayda @ =1 bolip, biz (3) korinistegi

avtomorfizmge iye bolamiz.






Juwmagqlaw

Bul pitkeriw ganigelik jumisinda bir gansha adebiyatlar ham
magalalardan paydalnilgan halda apiwayi ham yarim apiwayi Leibnic
algebralari, omin differentsiyallawr ham yarim 4apiwayi Leibnic
algebralar1 avtomorfizmleri uyrenildi ham Lie algebralari, apiwayi,
yarim apiwayi Lie algebralar1 ham Lie algebra ideallari, Lie
algebralarinin ishki differentsiyallawlarinan paydalanilgan halda ayrenip
shigildi. Bunnan tisqar1 usi pitkeriw ganigelik jumisinda aniglamalar
misallar ham teoriyalardin dalilleniwi menen tanisip shiqtiq. Bul
teoriyalar ilim ham texnikada juda ulken ahmiyetke iye, sebebi: Leibnic
algebralar1 Lie algebralarimin kommutativ emes analogi bolgani ushin,

bul algebrada alingan natiyjeler bir gansha uliwmaliq xarakterge iye.
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