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Kirisiw 

  Bul pitkeriw qánigelik jumısı tiykarınan yarım ápiwayi Leibnic 

algebraları hám avtomorfizmlerin úyreniwden ibarat. Házirgi kúnde 

Leibnic algebraları tez pát penen rawajlanıp, úyrenilip barılmaqta hám 

sońǵı on jillıqta úyrenilip baslanǵan edi. Birinshi márte Leibnic 

algebrası Lie algebrasınıń kommutativ bolmaǵan analogi dep túsındırip 

bergen ilimpaz L. Lodey edi.  

Qálegen yarım ápiwayi Lie algebrası tolıq klassifikatsiyalanǵan 

ápiwayi ideallardin tuwrı qosındısi turinde jazılıwı  shekli ólshewli Lie 

algebralarınıń klassik teoriyasınan belgili. Bul yarım ápiwayi Leibnic 

algebralarınıń dúzilisi yarım ápiwayi Lie algebralarınıń dúzilisine 

qaraǵanda quramali ekenligin kórsetedi hámde yarım ápiwayi Leibnic 

algebraların úyreniw mashqalası tuwiladi. Yarım ápiwayi Leibnic 

algebrası L:       , bul jerde S-yarım ápiwayi Lie algebrası,     

bolsa algebra L elementlerınıń kvadratlarında payda bolǵan idealdır. Bul 

sonı ańlatadi, mashqala ideal I hám yarım ápiwayi Lie algebrası S 

ortasındaǵi baylanısti úyreniwge qaratilǵan. Yarım ápiwayi Lie 

algebralarınıń tuwindılari hám avtomorfizmleri tiyisli ápiwayi 

ideallardıń háreketleri menen tolıq klassifikatsiyalanıwina itibar 

qaratamız.  

Bul pitkeriw qánigelik jumısı kirisiw, tiykarǵi bes paragraf, 

juwmaqlaw hám paydalanılǵan ádebiyatlar diziminen ibarat.  

Jumıstin birinshi paragrafi qaralıp atirǵan temanıń mazmunin 

tereńirek túsiniw maqsetinde tiykarǵi túsinikler hám anıqlamalaraǵa 

arnalǵan. Joqarıda aytilǵanday Lie algebrası Leibnic algebrasınıń dara 



jaǵdayi bolǵanlıqtan biz dáslep Lie algebrasına toqtalamız hám oǵan 

misallar keltirip ótemiz.  

Jumıstıń ekinshi paragrafinda bolsa, Leibnic algebrası hám ápiwayi 

Leibnic algebralarına toliǵraq maǵliwmatlar hám misallar kórsetilgen. 

Bul magliwmatlar bul temanı úyreniwde áhmiyetli orın tutadı. Sonıń 

menen birge, bul jumıstıń úshinshi hám tórtinshi paragraflarında  

ápiwayi hám yarım ápiwayi Leibnic algebralarınıń strukturalari hám 

differentsiyallari keltirilgen. Bul maǵliwmatlar Leibnic algebrasında 

anıqlanǵan sızıqlı operatorlardi úyreniwde biz ushın qolayli boladı. 

Leibnic algebrası Li algebrasınıń uliwmalasqan jaǵdayi bolǵanlıqtan, 

dáslepki paragraflardaǵı tastiyqlawlar ayrım qosımsha shártler qoyılıp 

dálillengen.  

  Qánigelik jumısınıń besinshi paragrafinde, jumıstıń tiykarı bolǵan 

yarım ápiwayi Leibnic algebraları avtomorfizmleri haqqinda keltirilgen. 

Avtomorfizmler-kóbeymeni kóbeymege sáwlelendiretuǵın óz – ara bir 

mánisli sızıqlı shegaralanǵan operator bolıp esaplanadi.  

Sonıń menen birge, bul qánigelik jumısın jazıwda paydalanılǵan 

ádebiyatlar jumıstıń eń sońinda keltiirilgen . Keltirilgen ádebiyatlardan 

paydalanıp, Leibnic algebrasın jánede tereńirek úyreniwge boladı.  

 

 

  



1-§. Tiykarǵi túsinik hám anıqlamalar 

F  maydanında berilgen U vektorlıq keńisligi algebra delinedi, 

eger de onda kóbeymeniń bisızıqlı nızamı anıqlanǵan bolsa.  

F sanlı maydan hám L bul F maydan ústinde bázı bir sızıqlı 

keńislik bolsın. Eger  

                                            [ , ]: L L L                                            (1. 

1) 

sáwlelendiriw tómendegi qásiyetlerge iye bolsa: 

     1 1 2 2 1 1 2 2, , ,x x y x y x y       

     1 1 2 2 1 1 2 2, , ,x y y x y x y       

Onda bul sáwlelendiriw bisızıqlı nızam dep ataladı.  

1. 1-anıqlama.  Bizge  F maydan ústinde  L  sızıqlı keńislik hám 

onda anıqlanǵan 
2[ , ] : L L    bisızıqlı sáwlelendiriw berilgen bolıp, ol 

tómendegi shártlerdi  qanaatlandırsın: 

                                    x L        ushın   [ , ] 0x x                                    (L1) 

               , ,x y z L   ushın  [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0x y z y z x z x y   .              (L2) 

onda  L sızıqlı keńislik Lie algebra delinedi.  

Bunda (L2) shárti Yakobi birdeyligi delinedi. [   ] elementke   hám    

elementlerınıń kóbeymesi yamasa kommutatorı delinedi. (L1) den Lie 

algebrasınıń antikommutativ ekenligi kelip shıǵadı. Haqıyqattan 

[ , ] 0x x   birdeylikti  [ , ]x y x y  element ushın qollasaq, onda

[ , ] 0x y x y   , [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 0x x x y y x y y    . Lie algebrasında  

[ , ] 0x x   hám [ , ] 0y y   bolǵanı ushın [ , ] [ , ]x y y x   birdeylik payda 

boladı. Bul birdeylik antikommutativlik birdeyligi delinedi.  



1. 2-anıqlama. L – F maydan ústindegi algebra hám K L  úles 

keńislik bolsın. Egerde ,x y K   ushın [ , ]x y K  bolsa, onda K úles 

keńisligi  L algebranıń úles algebrası delinedi.  

1. 1-misal:  Meyli A  asssotsiativ algebra bolsın, yaǵniy 

( ) ( )x yz xy z ,         , ,x y z A   

Onda   A  algebra  [ , ]x y xy yx   sıyaqlı anıqlanǵan kóbeyme boyınsha 

Lie algebra boladı. Dástlep bisızıqlı ekenligin tekseremiz. Onda 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2[ , ] ( ) ( )x x y x x y y x x            

1 1 2 2 1 1 2 2x y x y y x y x         

1 1 1 1 2 2 2 2x y y x x y y x         

1 1 2 2[ , ] [ , ].x y x y    

Endi Yakobiy birdeyligin tekseremiz: 

1). [ ,[ , ]] ( ) ( ) ,x y z x yz zy yz zy x xyz xzy yzx zyx         

2). [ ,[ , ]] ( ) ( ) ,y z x y zx xz zx xz y yzx yxz zxy xzy         

3). [ ,[ , ]] ( ) ( )z x y z xy yx xy yx z zxy zyx xyz yxz         

teńliklerdi qossaq talap etilgen birdeylik kelip shıǵadı.  

1. 3-anıqlama. Eger sonday : L L   óz-ara bir mánisli sızıqlı 

operator bar bolıp, qálegen ,x y L  elementler ushın   

   [ , ] ( ), ( )x y x y    teńlik orınlı bolsa, onda F maydan ústindegi  L  

hám L  algebralar izomorf delinedi. Eger L L  bolsa, onda    

avtomorfizm delinedi.  

1. 2-misal.  V –  F  maydan ústindegi  n  ólshemli vektorlıq 

keńislik bolsın.  ( )ngl V   arqali tómendegi kóplikti belgileymız: 

 ( ) : siziqli operatorngl V x x V V    



  Bizge belgili, 2( )ngl V n  ólshemli vektorlıq keńislik boladı. Bul 

keńislikte tómendegishe ámel anıqlaymız: , ( )nx y gl V  ushın

[ , ]x y xy yx  . Onda ( )ngl V  keńislik kiritilgen ámelge qarata Lie 

algebrasın payda etedi.  

 1. 4-anıqlama. L- Lie algebrası, I onıń úles keńisligi bolsın. Eger  

,x L y I    ushın [ , ]x y I  bolsa, onda I  úles keńisligi L  Lie  

algebrasınıń idealı dep ataladı.  

 1. 3-misal.  ( ) :[ , ] 0,Z L x L x y y L      kóplikti qarastıramız. 

Bul kóplik  L  Lie algebrasınıń idealı boladı.  

   {0, }I L  úles keńislikleri  L  Lie algebrasınıń trivallıq idealları 

delinedi.  

   1. 5-anıqlama. Eger L algebra 0 hám L den basqa ideallarǵa iye 

bolmasa, onda L ápiwayi Lie algebrası delinedi.  

   1. 4-misal. nsl ápiwayi Lie algebra bolıwın kórsetiń.  

   1 1 : 1, 1 :i ii i i ijB h e e i n e i j        kóplik nsl  ushın bazis 

elementleri kópligi boladı.  

    nsl  niń ápiwayi Lie algebra ekenligin kórsetiw ushın 0I   idealı 

bolıp, nI sl  idealdı alamız. , 0x I x   bolsın, onda 

1

1

n

i i ij ij

i i j

x h e 


 

    sıyaqlı jazıw múmkin. Bul jerde

1 1 : 1, 1i ii i ih e e i n        

1). 0,ks k s     bolsın, onda k nh sl  ushın [ , ]kx h I  boladı.  

 
1

1 1

1

[ , ] , , ,
n

k i i k ij ij k ij ij kk k k

i i j i j

x h h h e h e e e  


 

  

              



 1 1 1 1( ) ( )ij ij kk k k kk k k ij

i j

e e e e e e    



      

1 1 1 1

1 1

.ij ik kj kj ik ik n k j

i j i j i k j k

e e e e      

     

 
    

 
     

1[ , ] ,k k nx h I e sl    dep alamız, onda   

  1 1 1, , [ , ] [ , ]k k ik ik k kj kj k

i k j k

x h e e e e e 
 

         

1 1 1 1 1 1

1 1

[ , ] [ , ]ik ik k k j k j k

i k j k

e e e e    

   

     

1 11 1 1 11 11 1 .k k kk kk k k k ke e e e I            

  1, , ,k k kkx h e I e L       bolsın, onda 

  1 1 1 11 1, , , [ , ] .k k kk k k k kk k k kx h e e e e e I    
         

1 1,k k ke I e L     bolsın, onda  1 1 11[ , ]k k k ke e e L    boladı.  

11 1,k ike I e L     bolsın, onda  1 11 1[ , ]ik k ie e e I     boladı.  

Bunnan  1 1,i je I e L   bolsa, onda  1 1[ , ]i j ije e e I   boladı.  

Demek joqarıdaǵılarǵa tiykarlanıp,  I=L  bolatuǵını kelip shıǵadı.  

   ( ) : , ( ) 0nsl V x x V V siziqlioperator Tr x      bul kóplik  ngl

keńisliktiń úles keńisligi boladı hám onıń ólshemi  2 1n    ge teń. Sonıń 

menen birge, ( )nsl V  ( )ngl V  elgebranıń úles algebrası bolıp, ápiwayi  Lie 

algebrası  boladı.  

   1. 6-anıqlama. Eger F  maydan ústindegi  ,[ , ]L    algebranıń 

qálegen , ,x y z L  elementleri ushın tómendegi Leybnic birdeyligi orınlı 

bolsa: 

     ,[ , ] [ , ], [ , ],x y z x y z x z y   

onda  L algebra Leybnic algebrası delinedi.  



  L  Leybnic algebrası ushın 
1

[ , ] [ , ] :
n

i i i

i

I span x x x x x L


 
   

 
  

kóplikti qaraymız. Bizge belgili, bul sızıqlı keńislik L Leybnic 

algebrasınıń eki táreplemeli idealı boladı. Bunnan tısqarı  L/I  factor-

algebra boladı.  

1. 7-anıqlama. L Leybnic algebrası hám :d L L  sızıqlı operator 

berilgen bolsın. Eger qálegen ,x y L  elementler ushın  

   ([ , ]) ( ), , ( )d x y d x y x d y   

teńlik orınlı bolsa, d  sızıqlı operator L  Leybnic algebrasınıń 

differentsiyallawı delinedi.  

1. 5-misal. L Leybnic algebrasında L   elementin alıp, 

tómendegishe operatordı qarayiq: 

( ) [ , ],d x x x L   

  bul operator L algebrasınıń differentsiyallawı boladı hám bul 

kórinistegi differentsiyallaw ishki differentsiyallaw dep ataladı.  

  L algebranıń barlıq differentsiyallawlar kópligin DerL  dep 

belgileyik. Eger qálegen ,f g DerL  elementler ushın 

[ , ]f g f g g f   

kórinistegi ámel anıqlansa, onda   , ,DerL   
 
Lie algebrası boladı.  

L algebranıń barlıq ishki differentsiyallawlar kópligin InDerL

arqali belgilenedi hám ol DerL diń idealı boladı.  

1. 8-anıqlama. L Leibnic algebrası hám : L L   sızıqlı operator 

berilgen bolsın. Eger qálegen x L  ushın sonday xd  differentsiyallawı 

bar bolıp,  

( ) ( )xx d x   



teńlik orinlansa,  sızıqlı operatori L algebranıń lokal 

differentsiyallawı delinedi.  

1. 9-anıqlama. L Leibnic algebrası hám : L L   operator (sızıqlı 

bolıwı shárt emes) berilgen bolsın. Eger qálegen ,x y L elementler 

ushın sonday 
,x yd  differentsiyallaw bar bolıp,  

,( ) ( )x yx d x   

,( ) ( )x yy d y   

teńlikleri orınlı bolsa, operator L algebranıń 2-lokal 

differentsiyallawı delinedi.  

 1. 10-anıqlama. Kvadrati nolge teń bolǵan Lie algebra Abel Lie 

algebra delinedi. Bul anıqlama ,x y L    ushın  [ , ] 0x y   ańlatpaǵa teń 

kushli.  

1. 11-anıqlama. K keńislik L (Lie algebra) niń úles keńisligi 

bolsın. K úles algebra delinedi, eger ,x y K   ushın [ , ]x y K  bolsa.  

Meyli L bázı bir Lie algebrası hám I onıń úles keńisligi bolsın. 

Eger  I  úles keńisliginen alınǵan qálegen vektor menen L algebradan 

alınǵan qálegen vektordiń kóbeymesi I  úles keńislikke tiyisli bolsa, 

onda I  ideal delinedi, yaǵniy:  

, ,[ , ] .x I y L x y I      

  Kóbeytiriw amelınıń antikommutativlik qásiyetinen tómendegige iye 

bolamız: 

[ , ] [ , ]y x x y I    

aniqlamadan kórinip turǵanınday, qálegen ideal úles algebra boladı.  

  ( , )gl n F   bul- F maydan ústindegi n-tártipli kvadrat matritsalar Lie 

algebrası:                                    [ , ] .x y xy yx   



   ( , )sl n F   arqali izi nolge teń bolǵan barlıq n-tártipli kvadrat matritsalar 

kópligin belgileymız:   ( , ) { ( , ) : ( ) 0}sl n F x yl n F tr x    

 1. 1-lemma. ( , )sl n F  kóplik ( , )gl n F algebranıń idealı boladı.  

 Dálilleniwi: ( , )sl n F  kópliktiń úles keńislik ekenligi matritsa izınıń 

additivlik hám birteklilik qásiyetlerinen kelip shıǵadı, yaǵniy 

, ( , ),x y sl n F F     ushın 

( ) ( ) ( ) 0 0.tr x y tr x tr y      

 Bunnan     

( , ).x y sl n F   

  Endi  , ( , ),x y sl n F F    ushın 

( ) ( ) 0tr x tr x    

 teńliginen ( , )x sl n F    ekenligi kelip shıǵadı.  

    Kóbeyme ushın 

 [ , ] ( ) ( ) ( ) 0.tr x y tr xy yx tr xy tr yx        

Tómende biz Shur lemmasınıń biz paydalanıwımızǵa 

maslastirilǵan kórinisin kórip shiǵamız: 

1. 2-lemma. Meyli  G kompleks Lie algebrası bolsın. 

1 ..... mV V V    hám  1 ..... nW W W     tolıq qaytarilatuǵın G-

modulları bolsın, bul jerde  1 1,...., , ,.....,m nV V W W   qaytarip bolmaytuǵın 

modulı. Kiyin hár qanday G-modulli gomomorfizm :V W   di  

1 1

m n

ij ij

i j

  
 

  

sıpatında ańlatiw múmkin, bul :ij i jV W    operatori ózgertirilgen 

modulli gomomorfizmler hám 
ij  kompleks sanlar. Bunnan tısqarı 



0ij   hám, eger iV  hám 
jW  izomorf G-modullar bolsa, 

ij  izomorfizm 

ge baylanısli boladı.  

  1. 12-anıqlama.  ( )G L  algebra, eger ( ) ( )R G Z G , bul jerde ( )R G  

hám ( )Z G  sáykes túrde hal qiliniwi múmkin bolǵan radikal hám G  diń 

orayi bolsa, reduktiv dep ataladı.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  



2-§. Ápiwayi hám yarım ápiwayi Leybnic algebrası 

Bul paragrafta biz yárim ápiwayi Leibnic algebraların anıqlaw 

ushın olardıń ózgertip bolmaytuǵın modulleri boyınsha kerekli 

anıqlamalar hám nátiyjelerdi keltiramız.  

2. 1-anıqlama. Eger F maydan ústindegi  ,[ , ]L  algebranıń 

qálegen , ,x y z L  elementleri ushın tómendegi Leibnic birdeyligi orınlı 

bolsa: 

     ,[ , ] [ , ], [ , ],x y z x y z x z y  ,  

onda L algebra Leibnic algebrası delinedi.  

Leibnic birdeyligi-bul Yakobiy birdeyligınıń uliwmalastirilǵanı. 

Sebebi:  ,[ , ]L  anti-simmetrik shárti, bul ózine tánlik Yakobiy 

birdeyligin ózgertedi.  

 L  Leibnic algebrası ushın 
1

[ , ] [ , ] :
n

i i i

i

I span x x x x x L


 
   

 
  

kóplikti qarayiq. Bizge belgili, bul sızıqlı keńislikti L  Leibnic 

algebrasınıń eki tárepleme idealı boladı. Bunnan tısqarı L/I factor-

algebra Lie algebrası boladı.  

Endi Leybnits algebrası ushın nilpotentlik, sheshiliwsheń 

túsiniklerdi kiritemiz. Tómendegi qatardi qarayiq: 

                            
           1 2 1

,   , ,...,   , ,   1.
k k k

L L L L L L L L k
     

 
 tuwındı qatar             (1)   

                               1 2 1,   , ,...,   , ,   1.k kL L L L L L L L k         tómengi oraylıq atar          (2) 

2. 2-anıqlama. Eger sonday n  natural sanı bar bolıp,  
0

n
L   bolsa 

L  Leibnic algebrası sheshiliwsheń Leibnic algebrası delinedi.  

2. 3-anıqlama. Eger sonday n  natural sanı tabilip, 0nL   bolsa, 

onda L  Leibnic algebrası nilpotent Leibnic algebrası delinedi.  



Leibnic algebrasınıń maksimal sheshiliwsheń idealı onıń radikali, 

maksimal nilpotent idealı bolsa nilradikali delinedi.  

2. 4-anıqlama. Eger L  Leibnic algebrası  , 0L  hám I  den pariqli 

bolǵan idealǵa iye bolmasa, onda Lápiwayi Leibnic algebrası  

delinedi.  

 2. 5-anıqlama. Eger L  Leibnic algebrasınıń radikali I  ge teń 

bolsa, L  algebra yarım ápiwayi Leibnic algebrası delinedi.  

    2. 6-anıqlama. Eger n ólshemli L Leibnic algebrasınıń 

xarakteristikalıq izbe-izligi ( ) ( )C L n  bolsa, basqasha aytqanda  

1{0}, {0}n nL L  
 
bolsa, onda Leibnic algebrası nul-filiform Leibnic 

algebrası delinedi.  

  Bunday algebralar nilindeksli maksimal n+1 bolǵan Leibnic algebraları 

klası boladı.  

2. 1-teorema. Kompleks maydanda berilgen qálegen n  ólshemli 

nul-filiform Leibnic algebrasında sonday 1 2{ , ,....., }ne e e  bazis bar bolıp, 

algebradaǵi kóbeyme tómendegi kóriniske keledi: 

1 1[ , ] ,1 1,i ie e e i n     

bul jerde qatnaspaǵan kóbeymeler nolge teń boladı.  

   L-nilindeksli s  ke teń bolǵan shekli ólshemli nilpotent Leibnic 

algebrası bolsın. 1( ) : / ,1 1i i

igr L L L i s     dep alamız, 

1 2 1( ) ( ) .... ( )sgrL gr L gr L gr L       dep belgileymız. Onda 

[ ( ) , ( ) ] ( )i j i jgr L gr L gr L    boladı. Eger bul keńislikte tómendegishe 

kóbeyme anıqlasaq  

1

( )[ , ] [ , ] ,i j i j

gr L Lx L y L x y L      

onda biz graduirlengen grL  algebrasına iye bolamız.  



   2. 7-anıqlama. Eger L Leibnic algebrası grL  algebrasına izomorf 

bolsa, onda L tabiyiy usil menen graduirlengen Leibnic algebrası 

delinedi.  

2. 8-anıqlama. Eger n  ólshemli L Leibnic algebrasınıń 

xarakteristikalıq izbe-izligi ( ) ( 1,1)C L n   bolsa, yaǵniy 

1 {0}, {0}n nL L  
 

bolsa, bunday Leibnic algebrası filiform Leibnic 

algebrası delinedi.  

     Endi nilindeksi n-1 bolǵan, yaǵniy 
2 1{0}, {0}n nL L   bolǵan 

Leibnic algebraların qaraymız. Nilindeksli n-1 bolǵan algebralarınıń 

xarakteristikalıq izbe-izligi eki túrli kóriniske iye boladı: 

( ) ( 2,1,1), ( ) ( 2,2).C L n C L n     

Bunday algebralar kvazi-filiform Leibnic algebraları delinedi.  

     Xarakteristikalıq izbe-izliktiń anıqlamasınan sonday 2

1 /e L L  

bazis elementi bar bolıp, 
1e

R  operatorınıń Jordan formasında 

tómendegilerdiń biri kórinisinde jaziladi. Bul jerde iJ  i -tártipli Jordan 

ketekshesi: 

2

2

0
,

0

nJ

J

 
 
 

  

2

0
.

0

n

n

J

J 

 
 
 

 

eger  
1e

R operator birinshi matritsaǵa teń bolsa, onda kvazi-filiform 

Leibnic algebrası birinshi túrdegi algebra delinedi, sáykes túrde ekinshi 

matritsaǵa teń bolsa ekinshi túrdegi algebra delinedi.  

    L Leibnic algebrası i
i Z

L V


   hám de  [ , ]i j i jV V V  bolsa, onda L  

Z-graduirlengen delinedi, bul jerde ,i j Z  hám iV  ler shekli sandaǵi 

nolden ózgeshe keńislikler.  



   Z- graduirlengen L nilpotent Leibnic algebrası qálegen i  (0 )i t   

da 
1

0k iV    bolsa, 
1 1 11 .....k k k tL V V V       baylanısli graduirovka 

boladı.  

1 1 11( ) ( ..... ) 1k k k tl V l V V V t         sanına graduirovkanıń uzinlıǵı 

delinedi. Eger ( ) 1 diml V t L     bolsa, graduirovka maksimal 

uzinlıqqa iye delinedi.  

     L algebranıń uzinliǵın tómendegi qaǵiyda menen anıqlayiq: 

1 1 1( ) max{ ( ) : ..... }
ik k k tl L l L L V V V        

bul baylanısli graduirovka delinedi.  

     Eger L maksimal uzınlıqqa iye bolǵan graduirovka bolsa, L 

Leibnic algebrası maksimal uzınlıqqa iye bolǵan algebra delinedi.  

    2. 2-teorema. Meyli L - n  ólshemli Lie bolmaǵan maksimal 

uzinlıqtaǵi  I  túrdegi kvazi-filiform Leibnic algebrası bolsın. Onda L 

tómende gi berilgen óz-ara izomorf bolmaǵan algebralardıń birewine 

izomorf boladı: 

1 1

1 1 2

1,

1 1

1 1 4

1 3

[ , ] ,

[ , ] ,

: [ , ] ,2 3

[ , ] , {0,1}

[ , ] ,2 5.

n

n

i i

n n

i n i

e e e

e e e

M e e e i n

e e e

e e e i n



 







 

 







   
  


   

 

1 1

2,

1

1 1 3

[ , ] ,1 3

: [ , ] ,

[ , ] , .

i i

n n n

n n

e e e i n

M e e e

e e e



 





 

   



  

 

    2. 9-anıqlama. Eger  n-ólshemli L Leibnic algebrasınıń 

xarakteristikalıq izbe-izligi ( ) ( 2,1,1)C L n   bolsa, onda bul Leibnic 

algebrası 2-filiform Leibnic  algebrası delinedi.  



    2. 3-teorema. Meyli L graduirlengen, tuwrı qosındıǵa 

ajıralmaytuǵın 2-filiform Leibnic algebrası bolsın. Onda L algebra 

tómendegi óz-ara izomorf bolmaǵan algebralardıń birewine izomorf 

boladı: 

1 1

1

1 1 2

[ , ] ,
:

[ , ] ,

i ie e e

e e f






 1 3i n                                  

1 1

2 1 1 2 2

1 1

[ , ] ,1 3

: [ , ] ,

[ , ] ,2 3

i i

i i

e e e i n

e e e f

e f e i n







   


 
    

       .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3-§. Nilpotent Leibnic algebrası hám onıń differentsiyallawi 

      3. 1-lemma. ,i j N    ushın [ , ]i j i jL L L         orınlı.  

 Dalilleniwi: i  ushın  j  boyınsha induktsiya metodınan paydalanamız.  

[ , ]i j i jL L L        orınlı dep oylap, j+1 ushın tekseremiz: 

1 1 1 1[ , ] [ ,[ , ]] [[ , ], ] [[ , ], ] [ , ] [ , ] .i j i j i j i j i j i j i jL L L L L L L L L L L L L L L L                                   

Lemma dálillendi.  

   Nátiyje: n N   ushın nL L    bolsa, onda oń nilpotent túsinigi hám 

nilpotentlilik teń kúshli boladı.  

   3. 2-lemma. Meyli L – sanlı Leibnic algebrası bolsın. Eger 
2L - 

nilpotent bolsa, onda  L-sheshiliwsheń boladı.  

  Dálilleniwi: 
2L  nilpotentliginen L diń sheshiliwsheńligi ańsat kórinedi. 

Kerisinshe boljaymız, meyli L-sheshiliwsheń, sheshiliwsheń radikal 

menen teń kúshli. Sheshiliwsheń algebra teń kushli sheshiliwsheń 

algebra Lie  R(L) ge uxsap. [ ( ), ( )]R L R L  kóplikte algebranıń nilpotent 

radikalında 
*( )R L  bar. Sonıń ushın, ,m N m    ushın 

[ , ], ,
i jx y i jR R x y L    kórinisınıń ózgeriwi menen  

1 1
[ , ] ....... [ , ] 0

m mx y x yR R R R    

teńlik orınlı boladı. [ , ]x y y x y xR R R R R    dan  

1 1[ , ] [ , ]( 1) .... 0.
m m

m

x y x yR R     

Demek 
2L  - nilpotent.  

      Endi differentsiyallawǵa túsinik berip ótemiz 

     Bizge tómendegi algebra berilgen bolsın 

1 1

2 1 1 2 2

1 1

[ , ] ,1 3

: [ , ]

[ , ] ,2 3

i i

i i

e e e i n

e f e f

e f e i n







   


 
    

 



bul 2-filiform Leibnic algebrasınıń differentsiyallawlarınıń keńisligi 

tómendegishe boladı: 

1 2 3 4 2 1 2

1 1 2 3 3 1

1 1 2 4

1 1 5

2

1 1

1 1 2

1

0 2 0

0 0 3 2 0 0

0 0 0 4 3 0 0
( )

0 0 0 0 ( 2) ( 3) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2

n

n

n

n

a a a a a b b

a b a a a b

a b a a

a b a
Der

n a n b

c a b d

a











 
 


 
 
 

 
 
 

   
 
  
 

 

Dálilleniwi: Meyli 2  algebra berilgen bolsın. Bul algebrada 1 1{ , }e f  

elementler payda etiwshi elementler boladı. Sonıń ushın biz 

tómendegilerdi belgilep alamız: 

2

1 1 1 2 2

1

( ) ,
n

i i

i

d e a e b f b f




      

2

1 1 1 2 2

1

( )
n

i i

i

d f c e d f d f




    

differentsiyallawdiń anıqlamasınan tómendegilerdi tabamız: 

     2 1 1 1 1 1 1( ) [ , ] ( ), , ( )d e d e e d e e e d e     

2 2

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2

1 1

, ,
n n

i i i i

i i

a e b f b f e e a e b f b f
 

 

   
         
   
   

3 3

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 2

( ) (2 )
n n

i i i i

i i

a e a e b e f a b e a e b f
 

 

 

          

Induktsiyadan tómendegini alamız: 

2

1 1 2

1

( ) ( ( 1) )
n

i i j i j

j i

d e ia i b e a e


 

 

      

i ushın duris dep boljap, i+1 ushın dálilleymız: 

     1 1 1 1( ) [ , ] ( ), , ( )i i i id e d e e d e e e d e      

2 2

1 1 2 1 1 1 2 2

1 1

( ( 1) ) , ,
n n

i j i j i i i

j i i

ia i b e a e e e a e b f b f
 

 

  

   
          

  
   



 
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2

( ( 1) ) ( 1)
n n

i j i j i i i j i j

j i j i

ia i b e a e a e b e i a ib e a e
 

       

   

            

Endi tómendegi differentsiyallawdi qarayiq: 

1 1 1 1 1 10 ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )]d f e d f e f d e     

2 2 2

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1

1 1 2

, ,
n n n

i i i i i i

i i i

c e d f d f e f a e b f b f c e
  



  

   
         
   
    

demek, 0,1 3.ic i n     

    Differentsiyallawdiń shártin tómendegiler ushın teksereyik 

     1 1 1[ , ] ( ), , ( )i i id e f d e f e d f    

 
2

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2

1

( ( 1) ) , ,
n

i j i j i n n

j i

ia i b e a e f e c e d f d f


   

 

 
        
 

  

2

1 1 1 1 1 1 1

1

( ( 1) )
n

i j i j i

j i

ia i b e a e d e


    

 

      

ekinshi tárepten tómendegige iye bolamız: 

 
2

1 1 1 1 1

2

[ , ] ( ) (( 1) )
n

i i i j i j

j i

d e f d e i a ib e a e


  

 

       

bunnan tómendegi teńlikti alamız: 

1 1 1.d a b   

 Endi 2( )d f  ni differentsiyallawdan tabamız: 

2 1 1 2 1 1 1 1 2( ) ([ , ] ) [ ( ), ] [ , ( )] ( )d f d e f e d e f e d f d e       

 
2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2

1

, , ( )
n

i i n n

i

a e b f b f f e c e a b f d f


 



 
        
 
  

3 2

1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2

2 3

(2 ) ( ) ( )( )
n n

i i i i

i i

a b e a e b f a e f a e a b e f
 

 

 

             

3

1 1 2 1 1 2 1 2

2

(2 ) 2 .
n

i i

i

a b e a e b f a f






        



     Joqarıdaǵi tastiyiqlawlardan biz 2   algebranıń differentsiyallawlari 

keńisliginen tómendegi bazisti tańlasaq 

1( )i id e ie
  

 1 2,i n      1 1 1( ) ,d f f   1 2 2( ) 2 ,d f f  

2 1 1( ) ,d e f
  

 2 1 1( ) ,d f f   2 2 2 2( ) ,d e e f    2( ) ( 1) ,i id e i e 
 
 3 2,i n    

 2( ) ,j i i jd e e      3 1,1 ,j n i n j       

1 2( ) ,nd e f
 
 1 1 2( ) ,n nd f e     2 1 2( ) ,nd f f   

 onda 2  algebranıń nil-baylanısli bolmaǵan differentsiyallawlarınıń sanı 

ekige teń, yaǵniy 1d   hám 2d  ler nil-baylanısli bolmaǵan 

differentsiyallawlar boladı.  

       Nilradikali 2  ge izomorf bolǵan  sheshiliwsheń Leibnic algebrası 

niń tolıqtiriwshi úles keńisligınıń ólshemi dim 2Q   boladı.  

3. 1-teorema. 1,M   hám 2,M    algebralardıń 

differentsiyallawlarınıń matritsalıq kórinisi tómendegishe boladı: 

   Eger 0   bolsa,  

1

2

3 1 2 1 2

4 3 1 2

3 3 4 5

2 2 3 4

1 1 2 3 1 2 2

1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 2 0 0

0 2 0 0

0 0

0 0

( 3)

0 0 0 2

n n n n

n n n n

n n n n n

n n

n





    

   

   

   

      

  

   

   

    

 
 
 
  
 

 
 
 
 
 
 

  
 
 

 

eger 1   bolsa,  



1

1

3 1

4 3 1

3 3 4 5

2 2 3 4

1 1 2 3 1 2

1

0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 4 0 0 0

0 5 0 0

0 0

0 0

0 0 0 2

n n n n

n n n n

n n n n n

n n

n





 

  

   

   

     

  

   

   

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

eger 0   bolsa,  

1

2 1

3 2 1

4 3 2 1

2 3 4 5 1 2

1 1

1 1

0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0

4 0 0 0

( 2) 0

0 0 0 0 0

( 1) 0 0 0

n n n n n

n n

n n n n

n b

b

b b



 

  

   

    



   

    

 



 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
    

 

eger 0   bolsa,  

1

2 1

3 2 1

3 4 5 6 3

2 3 4 5 1 2 3

1 1

1 1

0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0

0 0

( 2)

0 0 0 0 0

0 0 0

n n n n n

n n n n n n

n n

n n n n

b

n b b

b

b b



 

  

   

    



  

    

     

 



 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
   

 

  Dálilleniwi: Dálilleniwin 1,0M  algebra ushın kórsetemiz. Bul algebrada  

1 2{ , }e e  elementler payda etiwshi elementler. Sonıń ushın biz 



tómendegilerdi belgilep alamız:  1

1

( ) ,
n

t t

t

d e e



 

2

1

( ) .
n

t t

t

d e b e




Differentsiyallawdiń anıqlamasınan tómendegilerdi tabamız: 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )] , ,
n n

n t t t t

t t

d e d e e d e e e d e e e e e 
 

   
        

   
   

1

1 1

3

2 ,
n

n t t

t

e e 






   

3 2 1 2 1 2 1 1 2

1 1

( ) ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )] , ,
n n

t t t t

t t

d e d e e d e e e d e b e e e e
 

   
        

   
   

1

1 2 3 1 1

4

( ) .
n

t t n

t

b e b e b e






     

 Endi tómendegi teńliklerdi kóremiz 

1

1 1 1 1 1 1

3

0 ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )] 2 ,
n

n n n n t t

t

d e e d e e e d e e e e 






 
      

 
  

1

2

1 4

, ,
n n

n t t t t

t t

e e e 




 

 
  
 
   

1

3 2 3 2 3 2 1 2 3 1 1 2

4

0 ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )] ( ) ,
n

t t n

t

d e e d e e e d e b e b e b e e






 
        

 


 

3 1 4

1

,
n

t t

t

e b e b e


 
  
 
  

bulardan tómendegi nátiyjelerge iye bolamız: 1 0, 0tb       

2 3.t n    Matematikalıq induktsiya usilinan tómendegini alamız: 

1

1 2 1

1

( ) (( 2) ) ,
n

i i t i t

t i

d e i b e b e


 

 

             3 1.i n      

  



4-§. Ápiwayi hám yarım ápiwayi Leibnic algebrasınıń differentsiyali 

         Ba`zi algebralar ushın lokal differentsiallawlar hám ápiwayi 

ma`nidegi differntsiallawlar ústpe-úst túsedi.  

    4. 1-teorema. Eger L  shekli ólshemli yarım ápiwayi Lie algebrası 

bolsa, onda bul algebranıń qálegen  lokal differentsiallawı ápiwayi 

mánidegi differentsiyallaw boladı.  

Tómendegi teoremada 
2sl   ápiwayi Lie algebrası arqali payda 

etilgen ápiwayi Leibnic algebralarınıń anıqlamalari keltirilgen.  

     4. 2-teorema. Meyli, L  algebra 
2/L I sl  shártti qanaatlandırıwshı 

4m   o`lshemli ápiwayi Leibnic algebrası bolsın. Onda bul algebrada 

sonday  0 1, , , , ,..., me h f x x x  bazis bar bolıp, bul bazis elementleri ushın 

tómendegi kóbeytiriw kestesi orınlı boladı: 

     

     

   

 

   

1

1

, 2 ,               , 2 ,             , ,

, 2 ,             , 2 ,           , ,

, 2                   0,..., ,

, ,                             0,..., 1,

, 1 ,  

k k

k k

k k

e h e h f f e f h

h e e f h f f e h

x h m k x k m

x f x k m

x e k m k x





  

     

  

  

          1,..., .k m

 

   Usi  teoremada keltirilgen algebranıń differensiallawlari tómendegi 

teoremada keltirilgen.  

     4. 3-teorema. Meyli, L  algebra 2/L I sl  shártti 

qanaatlandırıwshı 4m   o`lshemli ápiwayi Leibnic algebrası bolsın. 

Onda bul algebranıń differentsiallawlari tómendegishe boladı: 

 ,ad R     

 , , ,   , , 0,   ,   0 ,  k ka e f h e f h x x x m C          

hám 

2m      ushın                                   0,   0,   kx e f h         

2m      ushın            0 2 10,   ,   ,   ,   kx e x f x h x C             



    Endi faktor algebrası qálegen G  ápiwayi Lie algebrasına izomorf 

bolǵan ápiwayi Leibnic algebralarınıń differentsiallawlari haqqindaǵi 

teoremalardi keltiremiz.   

   4. 4-teorema. Meyli nol xarakteristikalıq F  maydan ustindegi L  

algebra /L I G  shártti qanaatlandırıwshı ápiwayi Leibnic algebrası 

bolsın. Onda bul algebranıń differentsiallawlari tómendegishe boladı: 

 ,ad R     

bunda  

,  :  va :a G I I G I     

 hámde 

    , , ,   ,x y x y x y L      .  

bunnan tısqarı    0  yamasa  I I I    boladı.  

    Dálilleniwi. L  algebranı ápiwayi Lie algebrası   ha'm  G I  idealdıń 

yarım tuwrı qosındısi kórinisinde jazıw múmkin: 

L G I  .  

L  da 0 1: ,   : ,  : 0  iL G L I L   belgilewlerdi kiritemiz, bunda

1 yamasa 0.i i   Onda 
0 1L L L   graduirovkaǵa iye bolamız. Bunnan

DerL  da tómendegi graduirovkaǵa iye ekenligi kelip shıǵadı: 

 DerL D L   

bul jerde 

   | : j i ji
Der L d DerL d L L     

Kórinip turǵanınday,   0, 2
i

D L i   hám 2i   ushin  

       
1 0 1

Der L Der L Der L Der L


    



Sonday etip,  d Der L  differentsiallawdi tómendegi úsh 

sáwlelendiriw qosındısi kóriniste jazıw múmkin: 

1 0 1d d d d    

Biz dáslep  1d I I    ańlatpanıń orınlı bolıwın ko`rsetemiz. 

 ,x x I     úshin  

     1 1 1, , ,d x x x d x d x x I            

teńlik orınlı.  

     1 11
| : j jD I G i DerL d Der d L L 

     

teńlikten, yaǵniy 1 1 0:  d L L   den :d I G   ańlatpa kelip shıǵadı.  

   10 0.G I d    

Sonıń úshin  

     
0 1

.Der L Der L Der L   

 

  Meyli,  ,x y G  bolsın. Onda  

            0 1, , , , ,d x y d x y d x y d x y x d y            

       0 0 1 1, , , ,d x y x d y d x y x d y                   

teńlik órinli. Bul bolsa 

      0 0 0, , ,d x y d x y x d y         

teńlikti beredi. ,x G y I   bolsın, onda  

      0 0 0, , , 0d x y d x y x d y          

teńlik orınlı boladı. Sonıń ushın  

      0 0 0, , ,d x y d x y x d y        .  

 Meyli, ,x I y G    bolsın. Onda tómendegi teńlikler orınlı  



      1 1 1, , , 0d x y d x y x d y          

hám 

            0 0 0, , , , , ,d x y d x y d x y x d y d x y x d y                    

Sonıń úshin 0d  sáwlelendiriw L  algebranıń differentsiallawı boladı. 

Demek, 1d  de differentsiallaw payda etedi. d  sáwlelendiriw G  Lie 

algebrasınıń differentsiallawı bolǵanlıǵı hám ápiwayi Lie algebralarınıń 

differentsiallawlari ishki ekenliginen  

     0 ,   ad x d x R x x G    

teńlik kelip shıǵadı. Bunnan bolsa 0 ad R     úshin 

      0

0,
:

, .
a

x G
x d x R x

I x I



   

 
 

teńlikke iye bolamız.  

  Buǵan kóre       | , 0I I Ann L x L y x       hám 

tómendegi teńlik orınlı boladı: 

    , , ,   ,x y x y x y I      hám  I   Lie algebrasında ideal 

payda etedi. Biz 1d   ekenin anıqladiq hám teoremanı dálilledik.                                                                                            

          4. 5-teorema. L   kompleks ápiway Leibnic algebrası bolsın. 

Onda L  algebranıń d  differentsiallawlari tómendegi ko`riniste boladı: 

.ad R     

Bunda   /,   : ,   ,   .Ia G G I id C         

    Dálilleniwi. 4. 4-teoremaǵa  ko`re .ad R     I  ideal keltirilmes 

oń G   modul boladı. 1-den ko`rinip turǵanınday :     I I G  

moduldiń gomomorfizmi boladı. Shurdiń lemmasına ko`re  

 / , .Iid F      



    4. 6-teorema. L  kompleks ápiwayi Leibnic algebrası bolsın. Onda 

L  diń differentsiallawı ad R      ko`rinisinde boladı, bunda  

 /, : , ,Ia G G I id C        

Qosimsha túrde n m  bolsa, 0  . n m  bolsa,       0.G I G     

      Yarım ápiwayi Leibnic algebrasın ápiwayi Leibnic algebralarıniń 

tuwrı qosındısi kóriniste jazıw múmkin.  

     4. 7-teorema. 1

s

i iL L   yarım ápiwayi Leibnic algebrasınıń 

differentsiyallawı iL  ápiwayi Leibnic algebraları differentsiyallawlarınıń 

qosındısi kóriniste boladı, yaǵniy: 

 
1

,
s

id d


  

bundaǵı id  - 3. 4 -teoremada keltirilgen.  

    Dálilleniwi. iL  úshin .i i iL G I   Belgili 1

s

i iG G   hám 1 .s

i iI I   

Biz yarım ápiwayi L  Leibnic algebrasınıń d  differentsiallawı 

tómendegishe bolıwın bilemiz: 

.ad R     

Bunda         : ,   : ,  , , ,a G I I G G x y x y         

,,     |
ii j Ix y L      bolsın. | : .

iI i jI I   hám ,

, 1

.
s

i j

i j

 


  

Bunnan  , 0i j i j  
 
ekenligi kelip shıǵadı. Onda  

     , , , , 0i j i j i j i jI G I G I G                

sol sebepli ,

1

s

i i

i

 


  boladı. Bunnan tısqarı hár bir jI  keltirilmes jG   

modul úshin 



    , ,, , ,  ,  .j j j j j jx y x y x I y G       

onda Shurdiń lemmasına ko`re  

 , | ,1  ushin
jj j j I jid j s F       

teńlik orinlanadi.  

Endi  ,, 1

s

i ji j
    

 
ni kórip shiǵamız.  

, | :
ii j G i jG I     

         , , , , , , 0,i j i j i j i j i j i jG G G G G G G G G G                         

ańlatpa arqali , 0,i j i j    teńlikke iyemiz. Sol sebepli ,

1

.
s

i i

i

         

           4. 8-teorema. /L I  faktor algebra yarım ápiwayi Lie algebrası G  

ǵa izomorf bolǵan yarım ápiwayi kompleks Leibnic algebrası bolsın. 

Onda L  diń differentsiallawlari ad R     ko`rinisinde bolıp, bunda  

    , : , :  ha'm , , , , .a G I I G G x y x y x y L            

Bunnan tısqarı I  moduldi s  te keltirilmes G   modullar  , 1,iI i s
 
niń 

tuwrı qosındısi kórinisinde jazıw múmkin hám  

 ,, 1

s

i ji j
 


  

 bu jerde  

,

,

: ,1 , .

| ,1 .
i

i j i j

i j i I

I I i j s

id i s



 

  

    

  



5-§. Yarım ápiwayi Leibnic algebrası avtomorfizmleri 

    Bul poragrafta biz yarım ápiwayi Leibnic algebraları L diń 

avtomorfizmlerınıń Aut(L) gruppaların anıqlaymız.  

    Endi bul paragrafta biz L S I    algebrasın yarım ápiwayi 

Leibnic algebra dep boljaymız.  

1 : ,p L S    ,x y x  ,x S   ;y I  

2 : ,p L I   ,x y y  ,x S    .y I  

   Meyli    L degi /I I  , 1 1 /p s    hám 2 2 /p s   kórinistegi 

avtomorfizmi bolsın. 1 2( ) ( ) ( )x x x     hám ( ) ( )Iy y     x S , 

y I   ekenligi belgili.  

   Hár qanday S-modul V  hám  hár qanday ( )Aut S   ushın jańa S-

modulin V V   menen [ , ] ( ),v x v x v x    ,v V   x S  háreketi 

menen anıqlaymız.  

  5. 1-lemma.  

a) 1 ( );Aut S   

b) I - I   dan 1I


 ge S-modulli izomorfizm; 

c) 2 - S  dan 1I


 ǵa  S-modulli gomomorfizm; 

Dálilleniwi: Meyli , ,x y S  bolsın  

1 2([ , ]) ([ , ]) ([ , ]) [ ( ), ( )]x y x y x y x y         

1 2 1 2 1 1 2 2[ ( ) ( ), ( ) ( )] [ ( ), ( )] [ ( ), ( )]x x y y x y x y             

bul degeni 

1 1 1

2 2 2

([ , ]) [ ( ), ( )]

([ , ]) [ ( ), ( )].

x y x y

x y x y

  

  




 

   ,x S i I   ushın,  



([ , ]) ([ , ]) [ ( ), ( )] [ ( ), ( )].I I Ii x i x i x i x          

 

  Meyli L G I   ápiwayi Leibnic algebrası bolsın, bul jerde G  

ápiwayi Lie algebrası, I  onıń ońnan keltirilmeytuǵın moduli.  

  L  de anıqlanǵan   avtomorfizmin qarastıramız. L diń elementlerınıń 

kvadratlarınan dúzilgen idealı {[ , ]: }span x x x L  ge sáykes keledi. Onda 

biz 
1

[ , ]
n

i i i

i

x x x I


    ushın tómendegige iye bolamız: 

1 1 1 1

( ) [ , ] [ , ] [ ( ), ( )] [ , ],
n n n n

i i i i i i i i i i i i

i i i i

x x x x x x x y y       
   

 
    

 
     

yaǵniy ( ) .I I   

     Endi meyli 
1

[ , ]
n

i i i

i

y y y


   I   idealdıń erikli túrde tańlap alınǵan 

elementi bolsın.   avtomorfizm bolǵanı ushın qálegen iy L  element 

ushın sonday ix L  elementi tabilip, ( )i ix y   teńlik orınlanadı. Onda 

biz tómendegi nátiyjeni alamız: 

1 1 1 1

[ , ] [ ( ), ( )] ([ , ]) [ , ] .
n n n n

i i i i i i i i i i i i

i i i i

y y y y y x x x x      
   

 
     

 
     

  Demek qálegen 
1

[ , ]
n

i i i

i

x x x I


    element ( )x y   kóriniste jazıladı. 

Onda ( )I I   bolıp, bunnan ( )I I   ekeni kelip shıǵadı.  

   Meyli L Leibnic algebrasınıń barlıq avtomorfizmlerınıń kópligin 

( )Aut L  arqali belgileyik. Hár bir ( )Aut L  mina , , ,G G G I I I       

qosındı túrinde jazilatuǵının kórsetemiz, bul jerdegi , :G G G G    – G  



diń ústindegi avtomorfizm, , :G I G I   –  G -modul gomomorfizmi, 

, :I I I I   – I  diń G  -modul izomorfizmi. Dara jaǵdayda,  

, , ,( ) ( ) ( ) ( ), .G G G I I Ix i x x x x i G I           

5. 2-lemma. Meyli L G I   ápiwayi kompleks Leibnic algebrası 

hám ( )Aut L   bolsın. Onda, eger dim dimG I  bolsa,  

, ,G G I I     

hám dim dimG I   bolsa,  

, , ,G G G G I I        

boladı.  

 Dálilleniwi: Meyli ,x y G   elementlerin alayıq, onda  

       , ,

, , , ,

, , , ,

[ , ] [ , ] [ , ] ( ), ( )

( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( ) .

G G G I

G G G I G G G I

G G G G G I G G

x y x y x y x y

x x y y

x y x y

    

   

   

   

     

       

 

Bul mınanı ańlatadi: 

                                                           , , ,[ , ] ( ), ( ) ,G G G G G Gx y x y                                           (1) 

                                                           , , ,[ , ] ( ), ( )G I G I G Gx y x y      .                                       (2) 

   Tómendegi sáwlelendiriwdi qaraymız: 

, ,G G I I     

bul sáwlelendiriw avtomorfizm boladı. Haqıyqatında da,  

       , , , ,[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] ( ), ( )G G I I G G G Gx i y j x y i y x y i y x y              
 

   , , , , , , ,[ , ] ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )G G G G G G G G I I G G G Ii y x y i y x y i y y                         
 

 , , , , , , , ,( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) .G G G G I I G G G G I I G G I Ix y i y x i y j x i y j                          
 

Endi  
1      avtomorfizmin qarastıramız. Onda 

,( ) ( )G Ix i x x i     ,  



bul jerde,  
1

, , , .G I G I G G      (1) hám (2) qatnaslardan tómendegige iye 

bolamız: 

 , ,[ , ] ( ),G I G Ix y x y      

 Bunnan ,G I   niń G di I  ge sáwlelendiretuǵın G-modul gomomorfizm 

ekeni kelip shıǵadı.  

   1-jaǵday. Meyli dim dimG I  bolsın. Onda Shur lemmasınan 

, 0G I    bolıwı kelip shıǵadı. 1

, , ,G I G I G G    ekenin esapqa alsaq, onda 

, 0G I   boladı. Bunnan tómendegi teńlikke iye bolamız: 

, , .G I I I     

   2-jaǵday. Meyli dim dimG I  bolsın. Bul jaǵdayda jáne Shurdiń 

lemmasınan ,G I   teńlikke iye bolamız, bul jerde .  Onda 

, , ,G I G I G G    ekeninen , ,G I G G    qatnasqa iye bolamız hám 

bunnan  

, , , .G G G I I I         

  Endi biz bul paragraftıń tiykarǵi nátiyjesin keltiremiz: 

   Teorema 5. 1. L S I   yarım ápiwayi Leibnic algebrası bolsa, 

0( ) ( ) ( )SAut L Aut L Aut L   orınlı boladı.  

 Dálilleniwi: Meyli ( ).Aut L  1( ) ( ) ( ),Ix i x i      x i S I     dep 

alamız. Bunda   avtomorfizm ekenligin kórsetemiz. Haqıyqattanda 

  1([ , ]) [ , ] [ , ] ([ , ]) ([ , ])Ix i y j x y i y x y i y           

1 1 1 1[ ( ), ( )] ([ , ]) [ ( ), ( )] [ ( ), ( )]x y i y x y i y            

1 1 1 1[ ( ), ( )] [ ( ), ( ) ( )] [ ( ) ( ), ( ) ( )]I I I Ix y i y y x i y j                

 ( ), ( ) .x i y j     

Bunnan  ( )SAut L   .  



  Endi 1    avtomorfizmin kórip shiǵamız. 

1

2( ) ( )Ix i x x i       bolǵanlıqtan 1

0( )Aut L     ekenligi 

kelip shıǵadı. 0( ) ( ) ( )SAut L Aut L Aut L   ekeninen   
 

kelip 

shıǵadı.   

 Endi bir neshe áhmiyetli lemmalardıń dálilleniwleri menen tanısamız: 

   5. 3-lemma. Meyli ( )Aut L   bolsın. Onda 

a) eger ,G G Gid    bolsa, onda , ;I I Iid   

b) eger  ,I I Iid    bolsa, onda ,G G Gid   boladı.  

  Dálilleniwi: a) (2) niń dálilleniwine uqsas barlıq ,i I x G    ushın 

 , , , ,[ , ] ( ), ( ) ( ),I I I I G G I Ii x i x i x            

qatnasqa iye bolamız. Shur lemmasınan ,I I Iid   qatnasti alamız.  

b)Barlıq ,i I x G   ushın

 , , , ,[ , ] [ , ] ( ), ( ) , ( )I I I I G G G Gi x i x i x i x             ekenliginen 

,, ( ) 0G Gi x x     bolatuǵınlıǵı kelip shıǵadı. Onda , ( )G G x x  , yaǵnıy 

,G G Gid    boladı.  

    5. 4-lemma. Meyli L G I   ápiwayi kompleks Leibnic algebrası 

hám dim dimG I  bolsın. Onda hár bir ( )Aut L  avtomorfizmi  

1

, , ,G G G G G G           

kóriniste jazıp kórsetiledi, bul jerde    hám 0   .  

  Dalilleniwi: Meyli G diń avtomorfizmi ,G G  bolsın. Meyli biz 

1

, ,G G G G        nıń avtomorfizmi ekenligin kórseteyik. Bul hár 

bir  ,i I x G   elementi ushın    [ , ] ( ), ( )i x i x    qatnasın tekseriwdi 



bildiredi.   niń G- modul izomorfizm ekenliginen,  1( ), [ , ]i x i x       

ekeni kelip shıǵadı. Bunnan biz tómendegige iye bolamız: 

      1 1 1

, , ,[ , ] , ( ), ( ),G G G G G Gi x i x i x i x                    
 

  1 1 1

, , , , ,( ), ( ) , ( ) ( ), ( )G G G G G G G G G Gi x i x i x                       
 

Endi mina  , , ,G G G G I I        

sáwlelendiriwin qarastıramız. Tómendegishe belgilewler kirgizemiz: 

, , ,G G I I     
1

, ,G G G G          hám  
1.     

 Onda ,G I Iid    boladı hám bunnan lemma 5. 2 boyınsha ,I I Iid   

ekeni kelip shıǵadı. Olay bolsa 

   1 1

, , , , .G I G G G G G G G Gid id                   

Demek 1

, , , .G G G G G G            

   5. 5-lemma. Meyli L G I   ápiwayi kompleks Leibnic algebrası 

hám dim dim ,dim 2G I H   bolsın, bunda H G  Kartan úles 

algebrası. Sonday-aq ( )Aut L  avtomorfizmi 0 0 0 0( )h i h i     

shártin qanaatlandıradı dep uyǵarayiq. Onda Lid   boladı.  

   Eskertiw. 5.5-lemma dim 1H   bolǵan algebralar ushın duris 

emes. Bir ólshemli Kartan úles algebrası bar bolǵan hám dim dimG I  

bolǵan ápiwayi Leibnic algebrası birden-bir boladı. Bul 6 ólshemli 

ápiwayi Leibnic algebrası 

2 0 1 2 0 1 2{ , , } { , , , , , },L sl span x x x span h e f x x x    

sonday-aq L degi bazis vektorlardıń nollik emes kóbeymesi 

tómendegishe kórsetiledi: 

1[ , ] (3 ) ,k kx e k k x         {1,2},k  



1[ , ] ,k kx f x        {1,2},k  

[ , ] (2 2 ) ,k kx h k x         {0,1,2}k  

[ , ] ,e f h        [ , ] 2 ,h e e        [ , ] 2 ,h f f  

[ , ] ,f e h       [ , ] 2 ,e h e       [ , ] 2 .f h f   

2sl   modul izomorfizmi 2: sl I   bilay anıqlanadi: 

1( ) 2 ,h x    0( ) 2 ,e x     2( ) .f x   

Meyli 0 0 0 0( )h i h i     shártin qanaatlandıratuǵın ( )Aut L  

avtomorfizmin qarayiq, bunda 0 0 1 0 2, .h h i x x x     Onda Lid   

yamasa  

                                          
1

, , ,G G G G G G                                            (3) 

boladı, bul jerde 

, , ,( ) , ( ) , ( ) .G G G G G Gh h e e f f        

   Meyli 1

, , ,G G G G G G            bolsın. Onda 

0 0 0 0( )h i h i     teńlikten , ( )G G h h   hám          

  1

, 0 0( ) ( )G Gh i i       qatnaslarına iye bolamız. Tómendegi 

qásiyetti keltireyik: 

    Meyli ( )Aut L  avtomorfizmi 0 0( )h h  , bul jerde 0h H  kushli 

regulyarlıq noqat.  Onda  

a) ( )e t e      hám 
1( )e t e   

  , bul jerde barlıq    ushın 

;t   

b) Barlıq h H  ushın ( )h h    boladı.  

Bul qásiyetke muwapiq 

1

, , ,( ) , ( ) , ( ) .G G G G G Gh h e te f t f       

Olay bolsa 



    1 1

1 0 2 0 , 0 1 0 2( ) ( ) 2G Gx x x i h i x tx t x                  

yamasa    

12 1, 1, 1.t t         

1-jaǵday. 1t   . Bul jaǵdayda 0  . Bunnan , ,G G Gid   onda 

1

,G G Iid      .  Solay etip,  .Lid   

2-jaǵday. 1t    .  Bul jaǵdayda 1   bolıp, biz (3) kórinistegi 

avtomorfizmge iye bolamız.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  



Juwmaqlaw 

      Bul pitkeriw qánigelik jumısında bir qansha ádebiyatlar hám 

maqalalardan paydalnilǵan halda ápiwayi hám yarım ápiwayi Leibnic 

algebraları, onıń differentsiyallawı hám yarım ápiwayi Leibnic 

algebraları avtomorfizmleri úyrenildi hám Lie algebraları, ápiwayi, 

yarım ápiwayi Lie algebraları hám Lie algebra idealları, Lie 

algebralarınıń ishki differentsiyallawlarınan paydalanılǵan halda úyrenip 

shiǵildi. Bunnan tısqarı usı pitkeriw qánigelik jumısında anıqlamalar 

mısallar hám teoriyalardıń dálilleniwi menen tanısip shiqtiq. Bul 

teoriyalar ilim hám texnikada júda úlken áhmiyetke iye, sebebi: Leibnic 

algebraları Lie algebralarınıń kommutativ emes analogi bolǵanı ushın, 

bul algebrada alınǵan nátiyjeler bir qansha uliwmalıq xarakterge iye.  
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