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Kirisiw

Bul pitkeriw ganiygelik jumisi gruppalar teoriyasimin jasawshi koplik ham
aniglawsh: gatnaslar argali aniglanatugin gruppalardi Gyrenetugin bolimi-
kombinatorliq gruppalar teoriyasina baylanisli gruppalar kopturliligin ayreniwge
arnalgan. Barliq gruppalar klasinda belgili bir gatnaslardi gqanaatlandiratugin tles
klas1 gruppalar kopturliligi dep ataladi. Hazirge kelip kop tyrenilgen gruppalar
koptarliliginin musallart sipatinda kommutativ gruppalar koptarliligin ([x,y]=1),
Bernsayd  kopturliligin -~ (x"=1), metabellik  gruppalar  koptarliligin

([X1,%2].[X3,X2]=1) ham tag1 basga koptarliliklerdi korsetiw mamkin.

Gruppalar koptarliligin sistemali tiyreniwge ham rawajlandiriwga ulken ules
gosgan matematiklerden, Neyman, Xoll, Malcev, Kurosh ham tagi basgalardi jane

de olardin miynetlerin korsetiw mamkin -~ [1-5].

Gruppalar kopturliligi verbal ules gruppa tasinigi menen tigiz baylanisl.
Gruppalardin har quyli koptarliligindegi verbal ules gruppalardi tyreniwge

baylanislhi materiallardi [2], [6-10] miynetlerden tabiw mamekin.

Bul pitkeriw ganiygelik jumist metabellik gruppalar koptarliliginin bazibir
gasiyetlerin uyreniwge arnalgan bolip Kirisiw, tort paragraf, juwmag ham

paydalanilgan adebiyatlar diziminen turada.

Jumistin kirisiw boéliminde temanm uliwma sipatlamasi, onin goyiliw

ahmiyeti ham tema boyinsha izertlewlerge gisqasha sholiw berilgen.

Pitkeriw ganiygelik jumisinin birinshi paragrafi gruppalar teoriyas: boyinsha
jumista qollanilatugin tusinikler, anigqlamalar, belgilewler ham tastiyiglawlar

berilgen.

Jumistin ekinshi paragrafinda gruppalar kopturliliklerinin aniglamasi, har
gyl anmiglaw usillari, verbal ules gruppalar olardin misallar1 ham gruppalar

kopturliligine baylanish bazibir tastiyiglawlar keltirilgen.
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Pitkeriw ganiygelik jumisinin ushinshi paragrafi koptarlilikler algebras: dep
atalgan bolip, onda kopturliliklerdin kébeymesi, kesispesi, birikpesi ham basqgada

ameller sonday-aq bul amellerdin gasiyetleri ayrenilgen.

Jumistin tortinshi paragrafi metabellik gruppalardin gasiyetlerin ayreniwge
arnalgan bolip, onda metabellik gruppalardin bazisine baylanisli, metabellik
gruppalard1 ekinshi tartipli matricalarga sawlelendiriwge baylanisli, bazislik

kommutatorlarga baylanish gasiyetleri uyrenilgen.

Pitkeriw ganiygelik jumisiin juwmag boliminde goyilgan maselenin
sheshiliw darejesi, alingan natiyjeler ham olardi ameliy iskerlikte gollaniw

mumkinshilikleri hagginda sé6z etilgen.

Jumistin en soninda on atamadan ibarat paydalanilgan adebiyatlar dizimi
keltirilgen.



§1. Tiykargi teoriyalig maghiwmatlar

Gruppanmn arnawli bélimlerinin bayanlawdi gruppanmn aniglamasi ham
tiykargi gasiyetlerinen baslagan magsetke muwapig. Sonligtan biz bul paragrafta
pitkeriw ganiygelik jumisinda gollanilatugin tiykarg: tasiniklerge togtap otemiz.

Qalegen matematikaliq teoriya en soninda koplik ham onm ustinde
aniglangan funkciyalardi uyreniwge alip kelinedi. Egerde f funkciyanin
argumentleri M kopliginen manisler gabil etkende funkciyanin maniside usi
koplikke tiyisli bolsa, M kopliginde algebraliq operaciya aniglangan delinedi.
Algebraliqg operaciyalardi uyrenetugin pan algebra delinedi. Bul maseleni
uyreniwge izomorfizm tasinigi qollaniladi. Meyli bizge algebraliq operaciyalar
aniglangan eki koplik berilgen bolsin. Egerde bul koplikler ham operaciyalar
arasinda 6z-ara bir manisli saykeslik ornatilgan bolsa, saykes operaciyalardin
argumentlerinin sani1 ten bolganda olardin gabil etetugin manisleride birdey bolsa,
bul koplikler 6z-ara izomorf delinedi.

Izomorf obiektler operaciyalar maganasinda birdey duziliske iye, sonligtan
olardi1 algebrada birdey esaplaydi.

Algebraliq operaciyalardin bazibir tarleri matematikada jiyi ushirasatugin
bolganligtan olardi tiyreniw 6z aldina teoriyanin predmeti bolip gqalgan. Gruppalar
teoriyasinin predmeti-gruppa tasinigi solardin birinen esaplanadi. Gruppa bazibir
aksiomalardi ganaatlandiriwshi binarliq algebraliq operaciya aniglangan koplik
bolip tabilada.

Elementlerdin X,y jubina saykes keletugin f binarliq operaciyasinin manisi
f(x,y) tarinde emes, al xfy tarinde jazgan qolayli, sebebi bul ush simboldi
ekonomlaydi ham sanlar tstindegi operaciyalardin kanonikaliq jaziliwi menen
saykes keledi.

Gruppalar teoriyasinda binarliq operaciyani kobeytiw dep ataydi ham tochka

argali belgileydi. Bazibir jagdaylarda *,o h.t.b. belgiler paydalanilad:.



Operaciyani tochka argali belgilew multiplikativ jaziw dep, al gosiw argali jaziw
additiv jaziw dep ataladi.
Amqglama: Binarliq algebralig operaciya aniglangan G kopliginde
tomendegi aksiomalar orinlansa gruppa delinedi:
1. Operaciya associativ. Yagniy galegen a,b,c € G elementleri ushin
(ab)c =a(bc)
2. Operaciyaga baylanish birlik element bar, yagniy G kopliginde sonday
| elementi tabilip galegen 8@ € G elementi ushin
al=la=a
3. Operaciyaga baylanishi keri element bar, yagniy qalegen @ € G elementi
ushin X € G elementi tabilip
ax=xa=|I
Bazibir n>0 ushm a" =1 boliwt mumkin. Bul tealikti ganaatlandiratugin

en kishi N san1 @ elementinin tartibi yamasa periodi delinedi ham |a| dep
belgilenedi. Eger galegen n>0 ushin @" #1 bolsa @ elementinin tartibi

sheksiz delinedi ham | @|= o dep jaziladi.

Egerde G gruppasinin galegen birden 6zgeshe elementinin tartibi sheksiz
bolsa gruppa periodsiz gruppa dep, al kerisinshe barlig elementlerinin tartibi
shekli bolsa periodli gruppa delinedi. Egerde G gruppasmin elementlerinin
tartiplerinin jiynag1 shegaralangan bolsa, olardin en kishi uliwma eseligi
gruppanin periodi yamasa korsetkishi delinedi. Meyli p-apiwayr san bolsin.
Elementlerinin period1 p-apiwayr saninin darejesine ten bolatugin gruppa p-
gruppa dep ataladi. G gruppasmin quwatliligi | G | onin tartibi delinedi. Egerde
bul quwatliliq shekli bolsa gruppa shekli dep keri jagdayda sheksiz dep atalada.

Eger gruppadag: operaciya kommutativ bolsa, yagniy galegen a,beG
ushin

ab =ba



tenligi ormnlansa kommutativ yamasa abel gruppas: dep ataladi. Adette
kommutativ gruppani additiv tarde jazadi ham bul jagdayda belgilewlerdi

tomendegi tablica boyinsha 6zgertedi.

° +
Kobeytiw Qosiw
Kobeyme Qosind1

Birlik Nol

Keri Qarama-garsi
Dareje Eselik
Tiyindi Ayirma

€ yamasa 1 0
a’ —a
an
na
% a—>b

Meyli G gruppa , al H omifi normal ules gruppast Bolsm. G man H

boyinsha irgeles klaslarinin kopligin

% ={gH /g G}

dep belgileymiz ham bul koplikte kobeytiw operaciyasin tomendegishe

aniglaymiz.
ngng = glng
% kopligi bul aniglangan kobeytiw operaciyasina garata gruppa dazedi ham

G gruppasinin H tles gruppas: boyinsha faktor gruppas: dep ataladh.

G gruppasmin  @,0  elementleri X elementi argal: tayinles dep

ataladi,egerde
a = X"bx

tealigi orinlanatugin bolsa. Buni1 & =0 dep belgileymiz. Eger A, B lar eki ules

koplik bolsa



A®={a’/ac AbeB}
dep belgilenedi.
N,(M)={h/heH,M" =M}

kopligi M kopliginin H ules gruppasindag1 normalizator: dep ataladu.

Meyli G galegen gruppa bolsin. G gruppasinin a ham b elementlerinin
kommutator: dep adettegidey a*b*ab kobeymesin tasinemiz.

b=cbc jaziwi1 b elementin G gruppasmin ¢ elementi argal tayinlestiriwdi
bildiredi.

a'btab=[a,b] dep belgileymiz. n>2 bolganda [g1,92,....9n] apiway:
kommutatorinda skobkalar sol jagtan normal jaylasgan dep esaplaniladi.

Yagniy

[91,02,. . -,9 n+1]=[[92,02,- - ..gn], G n+1] (1)
Ayirim jagdaylarda biz natural n san1 ushin (a,b;n) jaziwin paydalanamiz.

Bul kommutator tomendegishe aniglanadi.
[a,b;n+1]=[[ a,b;n]b], nEN (2)
G gruppasinin tomendegi orayliq gatari
Y1(G) = y2(G) =... ¥n(G) =...
tomendegishe aniglanadi.
y1(G)=G 3)
Yn+1(G)= [¥n(G),G], neN (4)

Bul jerde [yn(G),G] dep, G gruppasinin a€ yn(G),beG bolgan [a,b] elementlerinen

jasalgan normal ules gruppasi tasiniledi.
G gruppasimin kommuntanti ya(G),G” argali belgilenedi.

G gruppas: basqish1 k dan artig emes nilpotent gruppa delinedi. Egerde
bazibir k natural san1 ushin y:1(G)=1 tenligi orinlanatugin bolsa, bul shart G

gruppasinda galegen g1,02,...,gk+1 €elementleri ushin
8



[91.92,....9ne1]=1

birdeyliginin ormlaniwina ten kashli ekenligin tusiniw qiyin emes.

G gruppasimin nilpotentlik basgishi dep yn+1(G)=1 sharti orinlanatugin en

kishi k natural sanina aytamiz.

Nilpotentlik basqishi k dan aspaytugin barliq nilpotent gruppalardin kKlasin
My argali, al My klasindagi rangi n ge ten erikli gruppani Fp(My) arqali
belgileymiz.

Erikli F, gruppasinda salmagi r ge ten bolgan bazislik kommutatorlardi

tomendegishe aniglaymiz.
Meyli F, jasawshilar1 X1,Xz,...,X,

1. X1,X2,....Xn — Jasawshilari, salmagi 1 ge ten bolgan bazislik kommutatorlar

delinedi.
X1<X2<...<Xp

2. Salmag r ge ten bolgan bazislik kommutator dep tomendegishe shartlerdi

ganaatlandiratugin [g,h] tarindegi kommutatorga aytilad.

a) g ham h lar salmaglart s ham | ge ten bolgan, janede s+l=r bolatugin

bazislik kommutatorlar.
b) g>h,
c) Eger 9=[901,0-] bolsa, g.<h,

Salmagi r ge ten bolgan bazislik kommutatorlar r den Kkishi bolgan

kommutatorlardin soninan keledi ham olar 6z-ara tomendegishe tartiplestiriledi.

[91,h1]<[92,ho]<=>hy<h;
yamasa h;=h; bolsa gi<g,.
Erikli Fn(My) gruppasmin galegen elementi g bazislik kommutatorlardin

kobeymesi turinde tomendegishe tek bir usil menen jaziladi.



g=c¢",c,",...,.c" a el

Bundag:1 €, <C, <...<C; bazislik kommutatorlar.

Salmag r ge ten bolgan ham Xi,X,,.... X, jasawshilarinan dazilgen bazislik

kommutatordin sanin tomendegi formula boyinsha esaplawga bolada.

(Mn;r)%;u(d)n% -

Bundag: ££(d) —Mebius funkciyasi.

Amqlama: Meyli G bazibir gruppa bolsin. Tomendegi normal gatar

1=G, <G £..£G, =G (6)

orayliq qatar delinedi, egerde onin barliq faktorlari orayliq bolsa, yagniy galegen

i ushini=1,2,...,s

Gy, sc:(%i) )

sharti yamasa ogan ekvivalent bolgan

G, CI<G (8)

i+1°?

sharti orinlansa, orayliq gatarga iye gruppa jogarida aytganimizday nilpotent
basqgishi dep ataladi.

Meyli G-galegen gruppa bolsin. Biz G gruppasinin orayliq gatarin duziw
ushin ekinshi yamasa ushinshi formulan1 basshiligga alip hareket etiwimiz

mumkin. Hagiygatinda da, meyli

EG=1 éh% G= G(%iG) i=12,.. (9

G =G 7.6=[»G,G] i=12,.. (10)
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bolsin.

&G les gruppalar1 G gruppasimin gipercentrallari dep atalad, al 7:G ler
bizge malim gruppanin tdmengi orayliq gatarinin agzalari.

Eger bazibir gipercentr gruppanin 6zine ten bolsa yamasa témengi orayliq
gatardin bazibir agzasi birge ten bolsa, onda gruppanin nilpotent gruppa
bolatuginlig tasinikli.

Kerisinshe, meyli G gruppas: nilpotent gruppa, al birinshi onin galegen

orayliq gatar1 bolsin. Qisgaliq ushin tomendegi belgilewlerdi kiriteyik.
Z, =G I =yG
Nilpotent gruppanin aniglamasinan paydalanip tomendegi anlatpanin durishgin

tasiniw giym emes.

1=72,<Z,<..
1=G, <G, £..£G_, <G, =G (11)

s-1 —
1=T,<T _,<..<I <[, =G

Bul anlatpani nilpotent gruppanin gipercentrlar ham centrallardin qatari
shekli bolip, olardin uzinlig1 gruppanin nilpotentlik basgishina ten ekenligi kelip
shigadi.

(11) diagrammanin tasirinde bul gatarlar saykes jogari ham témengi orayliq
qatarlar dep atalada.

Jogar1 ham tomengi orayliq gatarlardin uzinliglar ten bolgan menen olardin
bir-biri menen betlesiwi shart emes.

Endi nilpotent gruppalardin ayirim gasiyetlerine toqtap oteyik.

Nilpotent gruppalarga baylanishi tastiyiglawlardi dalillewde tomendegi
lemma ulken rol atgaradi.

Lemma: Meyli G nilpotentlik basgish1 S=2 bolgan, nilpotent gruppa
bolsin, onda G gruppasinin kommutanti ham bir element penen jasalgan ules

gruppanin nilpotentlik basqishi s ten kishi bolad.
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Dalillew: Meyli G; , G gruppasinin bazibir elementi, G' kommutanti, al a

menen G' dan jasalgan tles gruppa H bolsin.

Tomendegi sharttin orinlanatuginlig: tasinikli.

G'<(&.,6)nH < H (12)

Olay bolsa, H/&,_H faktor gruppas: ciklli gruppa bolads, al gruppanif
oray1 boymsha faktor gruppas: birden 6zgeshe ules gruppa bola almaytugin
bolganligtan H /& H #1 yagmy H/& H #H . Demek H tia nilpotentlik
basqishi s-1 den asip ketpeydi.

Lemma dalillendi.

Nilpotent gruppalarga baylanishi tastiyiglawlard: indukciya metodi menen
dalillewde tomendegi teorema jiyi gollaniladi.

Teorema: Nilpotent gruppanin galegen ules gruppasida nilpotent bolada.
Dalirek aytganda, eger G gruppas: basqishi s ke ten bolgan nilpotentlik gruppa
bolsa, onin galegen ules gruppast H tin izbe-iz alingan normalizatorlar1 S
gademnen burin G gruppasina ten boladi.

Dalillew: Tomendegi belgilewlerdi kiritemiz.

Z;=§G Hy=H H;; =Ns(H;)
Bul belgilewlerden paydalanip Z; din H; din ishinde jatatugmligin korsetiw
jetkilikli.
Buni1 korsetiw ushin matematikaliq indukciya metodin paydalanamiz.

.....

Endi i den i+1 ge oteyik.

[GC.Z,]<Z <H, (13)
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sharti ormlanatugin bolganligtan Hi di Z;,; menen tayinlestirsek tomendegige

Iye bolamiz.

H % <H[H;, Z, 1< H, (14)

Bunnan Z;,; din H; di normallastiratuginligi korinip tur, yagniy Zi+1 < Hi+1

Teorema dalillendi.

Bul paragraftin soninda G gruppasinin galegen a,b,c elementleri ushin orinli

bolgan tomendegi teoremani keltiremiz.

Teorema: G gruppasinin galegen elementleri ushin tomendegi tenlikler

orinli boladi.
1) (a,b)-(b,a) =1
2) (a,b-c)=(a,c)-(a,b)-((a,b)-c)
3) ((a,b),c)=(a,c)-((a,c),h)-(b,c)

Dalillew: Bul teoremani dalillew ushin har bir gruppalig kommutatordi

gruppa elementlerinin kobeymesi tarinde korsetiw jetkilikli.

1. (a,b)-(b,a) =1

a'b'abbMa'ba=1
2. (a,b-c)=(a,c)-(a,b)-((a,b)-c)
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(a,b)"c'(a,b)ba"abc =

(a,b)*c(a,b)cc™a"abc =
((a,b)-c)(a,b)c"b™a"abc =
(

- ((&b),c)=(a,c)-((a,c),b)-(b,c)
((a-b),c)=(a-b)*c'abc=b™a"c"abc =h"a'c"acc "a"abc =
=b™(a,c)c"abc = (a,c)(a,c)"b'(a,c)bbcaabc =
=(a,c)((a,c),b)b'caabc = (a,c)((a,c),b)b'chec b a™
abc =(a,c)((a,c),b)(b,c);
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§2. Gruppalar kopturliligi ham onin erikli gruppalari

Biz bul paragrafta gruppalar kopturliligi , onin har quyli aniglamalari, erkin
gruppalari, bazislik birdeylikler kopligi hagqinda sé6z etemiz. Paragrafti
salistirmali erkin gruppalar haqgindag: bazibir magliwmatlar menen baslaymiz.

Amqlama: Har bir berilgen birdeylikler koépliginin  har  birin
ganaatlandiratugin gruppalardin barliq klasina koptarlilik delinedi.

Bul koptarlilik us1 birdeylikler kopligi menen aniglanadi dep aytiladi. Eger
M kopliginin har bir s6zi gruppalar klasinin har bir gruppasinda birdeylik bolsa,
bul gasiyetke M nin jabilmasindagi har bir s6zde iye boladi. Sonligtan, koplik
ham onin jabilmasi tek gana bir koptarlilikti aniglayd.

Jabiq V kopligi menen aniglanatugin koptarlilikti B argali belgileymiz. Onda
aniglamadan A gruppasi B kopturliligine V(A)=1 bolganda gana tiyisli bolatugini
kelip shigadi.

Teorema: A gruppas: B koptarliligine tiyisli boliwi ushin ol F erkin
gruppasinin faktor gruppasi %(F) na izomorf boliw1 zararli ham jetkilikli.

Dalillew: Meyli M kopligi A gruppasinin jasawshi kopligi bolsin, al M;
kopliginin quwatlilign M nin quwatliligina ten bolsin. F=Gr(M;)-saykes erkin
gruppa. F gruppasmin A gruppasina kanonikaliq epimorfizmin o argah
belgileyik, yagniy

a.F—> A

onda
V(F)a=V(Fa)=V(A) =1

gatnast kelip shigadi, yagniy V(F), & nin yadrosinda jatadi. Bunnan tisqar1 B
koptarliliginde V dan basga birdeyliklerdi ganaatlandiratugin gruppa bar boladi.

Haqiygatinda da F%(FD) gruppasin garaymiz. Eger @ bul salistirmali erkin
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gruppadag:1 bazibir s6z bolsa, onda W(f)eV(F,) qatnaslari orinli boladi.
Bunnan W €V ekenligi kelip shigadu.

Teorema: B koptarliligi menen X, gruppasiun toliq invariant tles

gruppalar1 V arasinda 6z-ara bir manisli saykeslik bar. Atap aytganda, eger B
gruppalar klas1 V nin birdeyliklerin ganaatlandirsa, onda V kopligi B nin har bir

gruppasinda ormlanatugin barliq birdeylikler kopligi bolad.

Saldar: Eger eki jabig U ham V birdeylikler kopligi saykes U ham B
kopturliliklerin aniglaytugin bolsa U <V ekenliginen U o>V ekenligi kelip
shigad.

Bunday jagdaylarda B koptarliligi U kopturliliginin ules koéptarliligi

delinedi.
I%/(F) salistirmali erkin gruppalari rangi ... ga ten gruppalar dep yamasa B

erkin gruppalar dep ataladi ham olar saykes F(B),F,(B),F,(B) arqal:
belgilenedi.

Teorema: Har bir salistirmali G erkin gruppas: bazibir U koptarliliginde
saykes rangli erkin gruppa boladi.

Dalillew: 2-tastiyigqlawga muwapiq G ge baylanisli rangke iye F gruppasi
tabilip G= % ham R,F de tolig invariant ules gruppa. Onda R-verbal ules

gruppa bolad, yagny R=W < f . W koépliginia jabilmasida us: verbal tles

gruppani aniglayd: ham G= I%J(F) gruppast boladi.

Endi biz bazibir ahmiyetli koptarliliklerdi misal sipatinda keltiremiz.

1. [X, Y] s6zi menen aniglanatugin barliq abel gruppalarinin képtarliligi A

L .
[X,y] & sozinin jabilmas: kommutant F(z) =FY=F bolatuginlig:

tasinikli.

16



2. [x,y] ham X" sézleri menen aniglanatugin eksponentast m ge ten abel
gruppalarinin koptuarliligi An,.

3. X" so6zi menen aniglanatugin eksponentast m ge ten barliq gruppalar
koptarliligi. X" sézinin jabilmast mFA;=B; ekenligin tusiniw giymn
emes.

4. Nc koptarliligi, Bul nilpotentlik basgishi ¢ dan aspaytugin ham
[X,%,,.... %, 4] s6zi menen aniglanatugm barliq nilpotent gruppalar
koptarliligi. [X, X;, - X.,1] s6zinin jabilmas: F..; ge ten bolatuginlig:
tusinikli.

5. o, kopturliligi . Bul sheshimlilik basqishi | den aspaytugin ham
Se(X) =[S,1(X), S, ;(X)] s6zi menen aniglanatugin sheshimli gruppalar
koptuarliligi. S, (X) sozinin jabilmas: F* ham AN1=A= 0; ekenin tasiniw

(1yin emes.

»

. P kopturliligi. Bul polinilpotent gruppalar koptarliligi dep atalad.
(c,,¢C,,...,C.) Klaslar toplami1 menen aniglanadi.

Kopturlilik tasinigin basqasha koz garastan aniglaw mamkin. Bunin ushin
tomendegi belgilewlerdi kiritemiz. Eger {- gruppalar klas1 bolsa, onda S{, Q{, C{
argali saykes ules gruppalarin aliw ameline baylanisli, gomomorf obrazlarin
aliwga baylanisli ham dekart kobeymelerin aliwga baylanish jabilmasi bolsin.
Eger {- koptuarlilik bolsa, onda S{={, Q{={, C{={ ekenligi tusinikli. Bugan keri
tastiyiglawda ormnli.

Teorema(Birkgof[2]). Meyli {- gruppalar klasi bolsin. Onda eger S{={,
Q{={, C{={ tenlikleri ormli bolsa {- kopturlilik boladi.

Dalillew: Meyli V kopligi { da ormlanatugin barliq birdeylikler bolsin. {
olar argali amglanatugin koptarlilik deyik. {gj[ ekenligi tasinikli ham {<{

ekenligin korsetiw kerek. Q{={ bolgan1 ushin da erkin bolgan F gruppas: { ga
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derek ekenligin korsetiw jetkilikli. Bunin ushin C{={, S{={ bolganhgtan F
gruppasin { dan alingan gruppalardin dekart kobeymesine alip qoyiw jetkilikli.

[2] degi 15.1.4 teoremasi Boyinsha

_F(x)
F=""Fm)

Bunda x-saylap alinatugin alfavit, yagniy X ={Xi liel} v kopligine derek
bolmaytugin har bir V(Xil,---,xim) sozi ushin { dan G, gruppasin, onda

0.i:1 €1 elementlerin

V(Quirs -1 Guim) #1

bolatuginday etip saylap alamiz. Endi
[]G.
veV

dekart kobeymesin ham onda fi(v)=g.i tenligi orinlanatugin elementlerin saylap
alamiz. f; elementleri V dan alingan birdeyliklerden basga hesh ganday gatnasga

baginbaytugin bolganligtan olardan jasalgan ules gruppa F ke izomorf .
Teorema dalillendi.

Amqlama: Eger gruppanin sonday jasawshilar képligi tabilip, bul kopliktin
gruppaga qalegen sawlelendiriwin bazibir endomorfizmge shekem dawam ettiriw

mumkin bolsa, onda gruppa salistirmali erkin gruppa delinedi.

Bul aniglamadagi gasiyetke iye jasawshi koplik gruppanin erkin jasawshilari
delinedi.

Salistirmalr erkin gruppalardi Keltirilgen erkin gruppalar dep te ataydi.

Salistirmali  erkin gruppalardr  bir-birine ekvivalent bolgan tomendegi

tastiyiglawlar argali da aniglaw mamkin.
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Teorema: G gruppasi tomendegi gasiyetlerdin birewine iye bolganda gana

salistirmali erkin gruppa boladi.

1. G gruppast sonday jasawshilar kopligine iye bolip, bul jasawshilar
arasindagi gatnas G gruppasinda birdeylik boladi.

2. G gruppast erkin F gruppanin bazibir verbal ules gruppas: boyinsha faktor

gruppas tarinde G = F U(F) korsetiledi.

3. G gruppast GE% korsetiliwine iye bolip, F gruppasmin har bir

endomorfizmi G gruppasinin bazibir endomorfizmin payda etedi.
Dalillew: Aniglamadan 1- tastiyigqlawdin kelip shigatuginligin korseteyik.
Meyli M kopligi G gruppasmmin jasawshi kopligi ham r olar arasindagt m

simboldan duzilgen gatnas bolsin. Onda m elementten duzilgen gtM" izbe-izligi

tabilip, r(g)=1 tenligi orinlanadi. Biraq galegen
7'M —>M,
sawlelendiriwi G gruppasimin endomorfizmin aniglaydi. Demek,
1=r(9)=r(9)r=r(97)

tenligi ormli. 7 sawlelediriwine baylanishi g nin komponentleri G da aldin ala
beriliwi mamkin bolganligtan r din G dagi har bir manisi 1 ge ten, yagniy r gatnasi
G da birdeylik boladi. Endi 1-tastiyiglawdan 2-tastiyiglaw kelip shigatuginligin
korseteyik.

1-tastiyiglawdm shartin ganaatlandiratugin M jasawshi kopligin saylap
alamiz. Keyin F jasawshi kopligi X bolgan erkin gruppa ham |M|=|X| bolsin. Onda

@ X —> M sawlelendiriwi F — G endomorfizmine shekem dawam ettiriledi
ham G = % korsetiliwi bar bolip, ol tomendegi gasiyetlerge iye: F gruppasinin

galegen ® endomorfizminde bazibir F e M" ushin r(f)<« R ekenliginen

r(f®) «— R ekenligi kelip shigad1. Solay etip, R ules gruppas: toliq invariant.
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Demek, [1] degi 12.31 tastiyiqlaw: boyinsha ol F gruppasinin verbal ules gruppasi
boladi. 2-tastiyiglawdan  3-tastiyiglawdin  kelip  shigatuginligt  galegen

a:M —>Ma sawlelendiriwvi F — G endomorfizmine shekem dawam

ettiriletuginliginan kelip shigadi. Endi 3-tastiyiqlawdan 1-tastiyiqlawdin kelip
shigatuginligin  korseteyik. Berilgen GE% korsetiliwi % gruppasinin

tabiygry jasawshilarin, atap aytqanda fR, ftM irgeles klaslarin beredi. Bul

jasawshilar kopligi 1-tastiyiglawdin shartlerin ganaatlandiratugiligin korseteyik.
fR kopliginin G gruppasma ® sawlelendiriwin alamiz. % gruppasinin har bir

elementi

o(F'R) = o(f)R

@ bazibir s6z ham bazibir n ushin f~ €M" tarinde korsetiledi. Bunday
korsetiliwdi har bir (fR)® obrazi ushin belgilep alamiz ham
0,:M->MO, cF
sawlelendiriwin f € M ushin
(fR)©@=(fO,)R
formulas: boymsha amglaymiz. Onda [1] nin 11.14 tastiyiglaw: boymsha ©,
sawlelendiriwi F gruppasinin bazibir endomorfizmin aniglaydi, ol %

gruppasinin bazibir endomorfizmin payda etip, ol % din taglap alingan
jasawshilar kopliginde ® menen birdey boladi. Solay etip, ©® sawlelendiriwi

% gruppasmin endomorfizmine shekem dawam ettiriledi.

Bul keltirilgen dalillemeden tomendegi eki saldar kelip shigadi.
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1-saldar: G salistirmali erkin gruppanin har bir endomorfizmi F gruppasinin

endomorfizmi menen payda etiledi.

2-saldar: Salistirmali G gruppasmin jasawshi kopligindegi har bir gatnas G

gruppasinda birdeylik boladi.

Endi erkin gruppalardin bazibir gasiyetlerin salistirmali erkin gruppalarga

otkeriwge boladi.

Teorema: Salistirmali erkin gruppanin toliq invariant ules gruppas: verbal

ules gruppa bolada.

Dalillew: 2-tastiyiglawdan paydalanip G gruppasm G = Fu(F) tarinde
korsetiliwinen paydalanamiz. Meyli N, G gruppasinin tolig invariant ules

gruppasinin F gruppasindagi toliq proobrazi bolsin, onda %(F) ules gruppasi
%(F) gruppasinda toliq invariant. Onda F gruppasimin har bir ® endomorfizmi

G gruppasmin endomorfizmin payda etedi. Solay etip, \WF ham %(F) ler

® endomorfizminde 6zine o6tedi. Inducirlengen endomorfizmnin aniglamasi

boyinsha N ules gruppasida ® —da 6zine sawlelenedi.

Demek, N ules gruppa F gruppasinda toliq invariant ham verbal ules gruppa

yagnty N =@(F). Olay bolsa

o= e

Bul teoremadan toémendegi saldar kelip shigadi.

Saldar: G= %(F) gruppasinin verbal ules gruppalar1 F gruppasinin F

penen UF araligindag: verbal tles gruppalarina saykes keledi.

Salistirmali M kopliginen jasalgan abel gruppasi 6zine izomorf yamasa

bazistin har bir elementinin tartibi m ge ten bolgan eksponentasi m ge ten abel
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gruppast boladi. Jasawshi kopliktin quwatliligr |[M|, G gruppasinin rangi delinedi.

Ogan baylanishi G, G, belgilewleri paydalamladi.
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§3. Kopturlilikler algebrasi

Biz bul paragrafta kopturliliklerdin ustinde aniglanatugin amellerdi ham

olardin gasiyetlerin uyrenemiz.

C gruppasin A gruppasmin B gruppas: jardeminde keneymesi dep aytamiz,
egerde C gruppasinda A ga izomorf normal ules gruppaga iye bolip, % faktor
gruppas: B ga izomorf bolsa.

Amqlama: Eger A ham B lar bazibir gruppalar koptuarliligi bolsa, onda
olardin kobeymesi AB dep A nin gruppalarmin B nin gruppalart jardeminde

keneymesi bolatugin gruppalar kopligine aytiladi.
Bunday gruppalar kopligi koptarlilik bolatuginin jabilma tasinigin paydalanip

ansat dalillewge boladi.

1-teorema: Eger U, V lar X, gruppasinia toliq invariant ules gruppalari

bolsa ham saykes tarde A ham B kopturliliklerinin birdeyliklerin ganaatlandirsa,
onda AB kopturliliginia birdeylikler jiynagi X, gruppasinmi U(V) verbal dles

gruppasi menen aniglanada.

Dalillew: @ €U (V) sozi U(V,,...,V,),ueU,Vv; eV tarindegi sozlerdin
kobeymesi boladi. Endi @ soézinin AB da birdeylik ekenin korsetiw ushin
u(vy,...,V,) tarindegi sozlerdin bari AB da birdeylik ekenin korsetiw jetkilikli.

Meyli C € AB ham ALC bolip Ac A, %E B bolsmn. V; sozleri %

da birdeylik bolganhqtan V; din C dag: har bir manisi A ga tiyisli: v,(c') € A
bunda ¢ € C™  Demek , U(V,(C*),...,V,(c")) =u(a) bazibir a € A" ushn,

Birag u elementi A da birdeylik, demek u(a)=1 birdeyligi A da ormlanadi.
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Kerisinshe C gruppast U(V,...,V,) tarindegi barliq birdeyliklerdi

ganaatlandiratugin bolsin. Z:V(C) argali V ga saykes keletugin verbal ules
gruppani belgileymiz. Onda A4 C ham %E B. Bunnan tisgart koplik

sipatinda V(C) jabiq bolganhqtan, ol barliq v(c),veV,ceC" tarindegi (bazibir

m ushin) elementlerden turadi. Solay etip,

u@a,....a,)= U(V(C(l)),---,V(C(n))),c(i) eC" ham tastryiglawimiz boymsha

_, _ _
u(a) =1 barhig @€ A ushin. Demek U s6zi A da birdeylik boladi.

1-saldar: Eger A, B lardin hesh birewi barliq gruppalar klasi D ga ten
bolmasa, onda F(AB) erikli gruppasi F(A) nin F(B) jardeminde keneymesi bolada.
Bunda F(A) ham F(B) lardin rangleri sheksiz ham F(AB) nin rangine ten. F,(AB)
shekli rangke iye gruppa Fmn(A) nin Fy(B) jardeminde kobeymesi boladi, bunda
m=(n-1)|Fn(B)|+1.

Dalillew: 1-teorema boyinsha

FA8)=T v ()

onda UV (F)) cV(F) < F ham V (F) absolyut erikli gruppa boladi. Demek

V(F N
Ol Ey=Fm

bundag: F(A) nia rangi V (F) tin rangine ten. Bunnan tisgar1 F(AB) nia bul tles
gruppasimin faktor gruppasi %(F) = F(B) gaizomorf, al bul 6z gezeginde F(B)
nin erikli ules gruppasi.

Eger F tin rangi sheksiz bolsa, onda V(F) tin rangi de sheksiz boladi. F, nin
ules gruppas: V(F,) nin rangi sheksiz, al onmn F, degi indeksi j shekli, keri

jagdayda onin rangi
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(n-1)j+1
ge ten.

2-saldar: F,(AB) erikli gruppasi barlig n €| ushm sonda tek gana sonda

shekli boladi, eger F(A) ham F(B) gruppalarinin rangleri barliq ne | ushin

shekli bolsa.

[U,V] kommutantina saykes keletugin kopturlilikti [A,B] argal: belgileymiz. Bul

U,V tles gruppalar1 orin almasiw gasiyetine iye bolgan gruppalardan turadi. U

ham V lar X, gruppasiua normal tles gruppalart bolganligtan,

Kobeytiw amelinin tiyislilik gatnasina, kommutator ham strukturaliq

amellerge tasirin biliw ushin daslep B # D kopturliliginde ofinan kébeytiw V

gruppasinin verbal ules gruppalarindagi amellerge saykes keledi. Bul gruppanin

6zi rangi Xxo bolgan erikli gruppa. Solay etip, X, gruppasmin verbal tles

gruppasindagi amel V da 6z sawleleniwin tabadi. Bunnan tomendegi

tastiyiglawlar kelip shigad.

2-teorema: A < A, dan AB < AB ekenligi kelip shigadi. Eger B= D
bolsa ABc AB dan A < A, kelip shigadi. Dara jagdayda, eger AB=AB
bolsa, onda A = A, boladu.

3-teorema: Qalegen A kopturliligi ushin AD=DA ham AC=CA=A.
4-teorema: (AvA)B=ABVAB
(AnA)B=ABAAB
[A. A]B=[AB,AB] .

5-teorema: B, < B, ekenliginen AB, = AB, ekenligi kelip shigadi.
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6-teorema: A(B1 \% Bz) = ABl \% A82
A(B, AB,)=AB, A AB,

Dalillew: A=A;, Bi=A,, B,=A; dep alamiz. Meyli A tartibi 7 ge ten bolgan
ciklli gruppanin, onimn 6 tartipli avtomorfizmler gruppas: jardeminde keneymesi

bolsin, yagniy

A=Gr(a,b;a’ =b®=1a" =a’)
CocA VA, polganhgtan A€ A (A VA)=AAVAA koptarliliginin
birdeylikleri A7A, ham A A; koptarliliklerinin kesilispesine ten. Demek X
sozi AYA de, al x* sozi AYA, koptarliliginde birdeylik bolgani ushm
[X“, y*1- A /A v AA  koptiriliginde  birdeylik boladi. Biraq A
gruppasinda X =ab*,y =b sozlerin taalap alip X =a’b?, y* =b> ham

a’h’b® =a’0 ™ tealiklerine iye bolamiz. Birag b*a’h® =ab™ | solay etip

[x, y**1=1 birdeyligi bul eki element ushin ormlanbayd:.

7-teorema: Eger AAB =C bolsa, F(AvB)=F(A)v F(B) onda,

bunda barliq ush erikli gruppalardin rangleri 6z-ara ten.

Dalillew: A(F)B(F)=F ham Av B koptarliligine saykes tolig

invariant uales gruppa bolip U(F)MV(F) penen betlesedi. Demek

FUVB)= % (F)NV (F) tomendegi normal ules gruppalardi 6zinde tutadi.

U(F) _UFNF)/ _F/ -
UF) AV (F)= Xiey="A e =F®

V(F ~U(F)V(F -
i oEeve= = oE=FO).

26



Bul ules gruppalardin F(Av B) dag1 kesispesi birge ten.
8-teorema: Kopturliliklerdi kobeytiw associativ gasiyetke iye.

Koptarliliklerdi kobeytiwdin aniglamasinan  A(BC) =(AB)C  ekenligi

tikkeley kelip shigadi. Meyli endi D € (AB)C Bolsin. Onda N < D normal

ules gruppast tabilip N e AB, % € C ornlanad:. Dara jagdayda, N sipatinda

D da normal tules gruppa W(D) verbal ules gruppani aliwga boladi. Onda V(N)
ules gruppast N normal ham V(N)=A. Tolig invariant ules gruppanin toliq

invariant ules gruppasi toliq invariant bolganligtan, V(N) ules gruppa D da toliq

invariant. Bunnan tisgari %(N) € AB  sehebi W(%(N)) =W(D%(N).

Solay etip, C € A(BC).

Eger koptarlilikti eki kopturlilik kobeymesi tarinde korsetilmeytugin bolsa,
onda oni jiklenbeytugin koptarlilik dep aytiladi. Qalegen D dan 6zgeshe
kopturliliktin  jiklenetugimin korsetiw ushin bizge Levi lemmas: zarar, om

dalillew ushin erikli gruppalarda Nilsen sistemasinin bazibir gasiyetleri kerek

boladi. Bul gasiyetlerdi toliq tarde [2-4] kKitaplardan tabiw mumkin. F,
gruppasimh har bir @ #1 elementi f*,... f, ", 6 =£L f % = f,, 7,121
tarinde jaziladi. | =1(a) —a elementinin uzinhg: dep ataladi. Eger M = F,

din {1} den 6zgeshe tles koplik bolsa, onda (M) uzmligr tomendegishe

aniglanada.

I((M)=minl(a),lzacM

Eger ACF, trivial emes ules gruppa bolsa, onda A gruppasmm Nilsen

jasawshilarinin reducirlengen sistemasi yagniy A gruppasinin erikli jasawshilar

tabilip tomendegi shartler orinlanadi.
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1) 1(&%a;") 2 max(I(a),1(a;));

— €j
2) Eger a€ A,a#1 bolsa, onda a= Hai(j) '@ _ elementinin reducirlengen
j
jasawshilar sistemast bolsa, onda (@) = max1(a ;).

3) Eger (2) Barlig @¢j) lerdin uzinlig1 | ge ten bolsa, onda I(a) =1 ge ten

boladi, eger & — jasawshi yamasa eki jasawshinin kébeymesi bolsa.

Lemma(Levi): Eger F, = Ay = A 2 A, >... keyingisi 6zinen aldingisinda
xarakteristikaliq ~ bolgan  tles  gruppalar  izbe-izligi  bolsa, onda

I(A)>1(A,).k =1,

Dalillew: A\._; ushin reducirlengen Nilsen jasawshilar kopligi U di saylap
alamiz. Meyli @€ M, A, ushin ef qisga uzinliqga iye jasawsh: bolsm. Onda
I(A_)=1(). Eger b en qisga uzinligga iye A nin jasawshist bolsa, onda
I(A.) =1(b) . Bunnan tisqars b€ A, ham b :Hai(j)gj &) €M (2) den
I(b) >1(a,) tensizligi orinli, eger barliq jasawshilar O nin jaziliwinda en qisga

uzinligga iye bolsa (3) den 1(0)>1(a;) yamasa b jasawsh: yamasa eki
jasawshimnif kobeymesi bolsa. Eger b jasawshi bolsa, yagniy b € M bolsa, onda

A, barlig M di ishinde tutads, sebebi A xarakteristikaliq ules gruppa. Demek
Ay = AH, bul mamkin emes. Eger D eki jasawshinin kobeymesi bolsa, onda
aytayiq D=2a,"a," (i# j), onda M degi & ham @; elementlerin & ham b
ga almastinw taza jasawshilar sistemasin beredi ham buringiday A = A .

Demek 0 = ai2 . Birag, onda I(b) >1(q): haqiygatinda da eger @ din uzinlig
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2m ge ten bolganda, onda @ =TI -S, Bunda r ham s tin uzinliglar1 m ge ten. Onda
-1

b =rsrs bolip uzinligi 2m nen aspayds, eger IS=1 bolsa, F =S @ =1, pul

mumkin emes. Demek, & din uzinlig: taq san bolip 2m+1 ge tea. Onda jane

2 . .
a;  kobeymesinde en kop bolganda m harip gqsgariwi mumkin. Bunnan

I(b) >1(a;) +1. Solay etip, eki jagdayda da
1(0) =1(A) >1(A_) =1(&)

3-saldar: Eger F, =A, > A >... ules gruppalardin sheksiz kemiwshi

gatan izbe-izligi bolsa ham har biri aldingisinda Xxarakteristikaliq bolsa, onda

AA ={.

4-saldar: Eger Ao =A,>A >..>A  har biri 6zinen aldingisinda

xarakteristikaliq bolgan ules gruppalardin qatan izbe-izligi bolsa, onda

I(A)>k.

9-teorema: Eger B# D,C bolsa, onda B koptarliligi shekli sandag:
jiklenbeytugin koptuarliliklerdin kobeymesi bolada.
Dalillew: B nin 6zi jiklenbeytugin koptarlilik bolsa teorema ormli. Keri

jasdayda B=BB,. Eger B, yamasa B, lerdin birewi jiklenetugm bolsa, oni

kobeyme turinde jazamiz. Solay etip, biz
B=BB,..B,

tarindegi jikleniwge iye bolamiz. Bugan tomendegi toliq xarakteristikaliq tles

gruppalardin izbe-izligi saykes keledi.

V =V,(V,(..(%,)-)) =V, eV e X,
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4-saldar boymsha K <I(V), olay bolsa, kop bolganda 1(V) gademnen keyin
kobeytiwshiler jiklenbeytugin boladi.

10-teorema: Eger abellik emes A koptuarliligi shekli gruppadan jasalatugin

bolsa, onda ol abellik emes metabellik gruppani 6zinde tutadi.

Dalillew: Eger A metabellik gruppalar kopturliligi bolsa, onda teorema
ormli. Keri jagdayda A dagi barlig metabellik gruppalar koptuarliligi B n1
garaymiz. SHart boymsha B c A, endi biz B abellik emesligin korsetsek
jetkilikli. A koptarliligi shekli gruppadan jasalatugin bolganligtan A nin ishinde B
ga tiyisli emes shekli gruppa bar. Olardin ishinde en kishi tartiplisin saylap alamiz.
On1 C dep belgileyik. Onda onin barliq ules gruppalar B ga tiyisli boladi, yagniy
eger B abellik bolsa O.Yu.Shmidt teoremasi boyinsha eger shekli gruppanin barhiq
menshikli tles gruppalar abellik bolsa, onda onin 6zi metabellik gruppa bolada.
Olay bolsa A-metabellik gruppa ham B ga tiyisli bolar edi. Bul tastiyiglawimizga

gars1 keledi.
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§4.Metabellik gruppalar kortarliliginin bazibir
gasiyetleri

Biz bul paragrafta barlig metabellik gruppalar koptarliligin garaymiz. Bul
kopturlilik [[x,y],[x,t]] birdeyligi menen aniglanadi. «Metabellik» termini
«uzinhigr ekige ten sheshimli» yamasa «eki basqishli nilpotent» maganalarinda

gollaniladi.

Metabellik gruppalardi izertlewde V.Magnus ham D.E.Koenler [1] tarepinen
islenip shigilgan metodlar ulken ahmiyetke iye. Biz bul paragrafta Magnus

metodinan paydalanip tomendegi teoremanin dalillew sxemasin keltiremiz.
Teorema: Qalegen metabellik gruppalar koptarliligi shekli baziske iye.
Magnus metodin qollamiw ushin daslep bazibir belgilewler ham
tastiyiglawlard: keltiremiz.
i A=Gr(M) j spligih M bolg Az X
Meyli jasawshilar kopligi bolgan gruppa, al R

onin korsetiliwi bolsin.

Meyli ZA— A gruppasm patin sanlar tstindegi kolcos: ham (ZA)* arqal:

ZA kolcosmin K ekzemplyarinih (nusgasimin) tuwrt qosindisin belgileymiz,

bunda K = ‘M , X gruppasinin rangi, onda témendegi tardegi ekinshi tartipli

matricalar kopligi

(@ 7). acAac(zA)

a

matricalar adettegi kobeytiw ameline baylanisli gruppa dazedi. Meyli &; argal

ZA kolcosmin i-komponentas: 1, al galganlar: bari nolge ten elementi bolsin.

Onda tomendegi tastiyiqlaw orinl.
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Tastiyiglaw: X gruppasinin matricalar gruppasina jasawshilart argal

N (ai O)
i a; 1

sawlelendiriwi X |[R, R] gruppasinin monomorfizmin payda etedi.

berilgen

Solay etip, dara jagdayda sanagli yamasa shekli jasawshilarga iye metabellik

gruppalar jogaridagiday matricalar menen toliq aniqlanadi. Bul korsetiliwden

paydalanip erkin metabellik gruppa F, (A%) bazibir ules gruppalart ushin, atap

aytganda, erikli 6zgeriwshilerdi orin almastiriwga baylanisli avtomorfizmlerge
garata turaqgli ules gruppalar1 ushin maksimalliq shartin ganaatlandiradi. Solay
etip, ol verbal tles gruppalart ushinda maksimalliq shartin ganaatlandiratugin
bolip shigadi. Buni dalillewdegi tiykargi qiymshilig kommutanta jatatugin ules

gruppalar bolip tabiladi. Bul « elementleri menen jasalgan ules moduller izbe-

e e - . . .- . 1 !
izligine 6tiwge mamkinshilik beredi. Bunin operator1 X| X gruppasm XX
elementlerinen jasalgan abel yarim gruppasi menen almastirilsa bul problema
elementleri orin almastiriw gasiyetine iye bolgan ideallar izbe-izligin tyreniwge

alip kelinedi.

Metabellik gruppalarda shepten normallangan bazislik kommutatorlar gana
1 den 6zgeshe. Bizge gruppanimn matricaliq korsetiliwi rangi ekige ten erkin
metabellik gruppalarda shepten normallangan bazislik kommutatorlardin erikli
ekenligin dalillew ushin kerek. Bunday kommutatorlardin galegen rangli erkin
metabellik gruppalarda erikliligi usi paragraftin tiykargi natiyjesinen kelip

shigad.

Lemma: Meyli A =F,(A) gruppast & ham b1 elementleri argali erkin

jasalatugin bolsin: & ham /S argali komponentalar: (1,0) ham (0,1) bolgan

2 : : : : :
(ZAi) tin elementlerin belgileymiz. Onda tomendegi formulalar menen berilgen
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i sawlelendirivi %o | X, " gruppasmin matricaliq gruppaga gomomorfizmin

aniglayda.

e (9= (5 9)

Dalillew: ¢ gomomorfizm ekenligin korsetiw ushin, eki matrica metabellik

gruppa dazetuginhigm dalillew kerek, yagniy [X.4, X,4] kommutatorr menen

tayinles elementler orin almastiniw gasiyetine iye ekenligin korsetiw jetkilikli.

Jogaridagi kommutatord: esaplaymiz.

[x1 4, 0] = ((b1 _1 Da (1))

Bunnan tisqart ubwma C € A ham 7,6 € (ZA)? ushin

G GI6 D= )

demek [X.44, X,££] menen tayinles element

(D

korinisine iye, al bunday eki matrica orin almastiriw gasiyetine iye.

Lemma: Eger A:FZ(AZ) gruppast @ ham b elementlerinen erkin

jasalgan bolsa, onda barlig shepten normallangan bazislik kommutatorlar A
gruppasinin kommutanti A da baylanissiz.
saldar: F,(A*\N,) gruppasinda salmagi C dan aspaytugin shepten

normallangan bazislik kommutatorlar galegen C = 2 ushin siziqli baylanissiz.

Dalillew: Eger a jasawshis1 b dan aldin keledi dep esaplasag, onda galegen

soldan normallangan kommutator

[b,a,a,...,4,b,...,0]
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korinisine iye bolip, galegen k>0,1 >0 ushin a@ elementi k ret, al b elementi

| ret gaytalanadi. Biz om: [D,(K+1)a,Ib] tarinde jazamiz. OniA matricaliq

korsetiliwi tomendegishe boladi.

( 1 )
(a; — ¥y — DA =bPa+ (a, — D) 1

Soldan tartiplengen bazislik kommutatorlardin erikli ekenligin korsetiw

ushin

(&, -1 (b, -1 (A-b)a+(a, - A), k=0,1>0

anlatpasinin al,bl,a , B belgisizlerine baylamisli kop agzali sipatinda putin

sanlar ustinde erikli ekenligin dalillew jetkilikli. Biraq putin koeffitsientli
2 Na(a -1 (b, - (A-b)a+(a,-)p)=0
gatnast & ge ham S ge iye agzalardin 6z aldina nolge tenligin bildiredi.
>N (a - -0 =" n, (8, ~D“" (b, ~1)' =0
Bul n=a -1 v=Db —1 belgisizlerine baylanisli polinomial tenlik galegen

k>0,1>0 ushin Ny = 0 ekenligin beredi, tomendegi tastiyiglawd: este tutgan

maqul.

Tastiyiglaw: AZFZ(AZ) gruppasindag:  bazislik  kommutatorlar

gruppanin kommutantin jasay almaydi, hatteki olardin A' 4 tomengi orayliq

gatardin galegen agzasinin moduli boyinsha jasawina garamastan.
Dalillew: [b,a™*] kommutatorm garaymiz, galegen m =1 ushin

[b,a™]=[b,a]'[b,a,a]...[b,(m-Da]" ™ [b,(m-Da,a*]>""
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Eger [b,a™]d: bazislik kommutatorlar argali aalattw mamkin bolsa, m

argali ushirasatugin en ulken salmaqgti belgileymiz. Onda jogaridagi lemma
boyinsha bul anlatpa salmagi M ge shekem bazislik kommutatorlardin kobeymesi

menen birdey boliw1 kerek. Onda
[b,(m-1)a,a*]=1
birdeyligi A gruppasinda orinlaniwi tiyis. Biraq bul birdeylikten A gruppasinda

[b,ma] =1 ekenligi kelip shigadi. Bul jogaridag: lemmaga garama-garsi keledi.

Endi NN A koptarliliginin, yagniy nilpotentlik basgishi C dan
aspaytugin ham bir wagitta metabellik bolatugin gruppalar koptarliliginin erkin

gruppalarin iyrenemiz.

Eger € = 2,3 bolsa, bul koptarlilik barlig N menen betlesedi. Bunday

kopturliliktin galegen gruppasinda har bir element soldan tartiplengen bazislik
. . . 1
kommutatorlardin kobeymesi tarinde jaziladi, yagmy 9 = Cla ---Ceae bundag:

Ci ler salmagi C aspaytugin soldan tartiplengen kommutatorlar.

Lemma: Meyli G= Fk(Nc mAz) gruppast 9;,9,,...; g, elementlerinen
erkin jasalatugin bolsin, al A= Fz(Nc mAZ) gruppas: @ ham b elementlerinen

erkin jasalatugin bolsm. Meyli 9 €G,9 =C*..C,"" bunda C; har qryh soldan
tartiplengen bazislik kommutatorlar; eger galegen | :b — A gomomorfizminde

gl =1 bolsa 9 mih korsetiliwindegi barliq &; korsetkishler nolge ten.

Lemmani dalillemesten aldin, onin saldarin bayanlaymiz.
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Teorema: Fk(NCmAZ) erkin gruppasinin galegen elementi soldan

tartiplengen bazislik kommutatorlardin kébeymesi Cl"‘l---C|“' tarinde jazilads,

bunda C; <C, <...<C, bazislik kommutatorlardin tartibi.

Bun1 basgasha formada tomendegishe bayanlaw mamkin.

Teorema: Qalegen F (AZ) erkin gruppasinda salmagi ekiden ulken yaki ten

bolgan soldan tartiplengen bazislik kommutatorlar kommutanttin ules gruppasin

jasaydi.
2 - . :
Teorema: Qalegen N.NA koptarliligi, C>1, 6zinin 2-jasalgan
gruppalar1 menen jasaladi.

Dalillew: Jogaridagi lemma barliq
|:F (N, "A*) > F,(N, " A?)
gomomorfizmlerdin yadrolarmin kesilispesi bos koplik ekenligin bildiredi. Solay

etip, F(N. AZ) gruppast Al\Ng AZ) gruppasinin dekart darejesinin tles

gruppasi bolad1. Demek, kopturliliktin C— jasalgan gruppasin jasaydi, onda [1]
nin 35.12 saldar boyinsha barhiq kopturlilikti jasaydi.

Lemmanii dalillemesi: Eger C=2 bolsa koptarlilik 7, jasaydi, demek,

F,(N,) < (Fz(Nz))m gatnasi bazibir ushin ormlanadi. F(%2) gruppasin dekart

darejesinin kobeytiwshilerine proekciyalaw yadrolarmin kesispesi 1 ge ten
gomomorfizmlerdi kommutatorlar argali jaziliw bir manisli bolganligtan lemma

bul jagday ushin dalillengen dep esaplaw mamkin.

Solay etip indukciya boymsha dalillew ushin bazis bar dep esaplawga boladi.
Endi lemman: nilpotentlik basqishi | =1 bolgan gruppalar ushin duris dep

esaplaymiz. Bunnan salmagi ¢—1 den aspaytugin bazislik kommutatorlar g

36



elementinin jaziliwina nol dareje menen kiretuginlig1 kelip shigadi. Solay etip, biz
tek gana salmag1 C ga ten bazislik kommutatorlar bar dep esaplawga boladi. Eger

olardan bazibiri bar bolsa, onda biz G gruppasimin A gruppasina gomomorfizmi

tabilip 9 elementi 1 den 6zgeshe obrazga iye ekenligin dalilleymiz.

g :Clal---Qa' jaziliwindagi har bir kommutator erkin jasawshilardin

bazibir ules kopligin dazedi. En az sandag: erkin 6zgeriwshiler Kiretugin, aytayiq

I dana C; lerdi garaymiz. Onda G gruppasinifi sonday © avtomorfizmi tabilip
go din korsetiliwinde 9;,9,,...; 0, jasawshilar1 gatnasadi dep esaplawga
boladi. 9" =0,,1=L...,7 ham 9" =Li=r+1..,K formulasi menen =

endomorfizmin gollanamiz. Onda gv 7 elementi 9::95,..-, 9, jasawshilarm
tutatugin bazislik kommutatorlardan dazilgen boladi. Endi Bizge gou 7 birden

6zgeshe obrazga iye bolatugin G nin A ga gomomorfizmin tabiw jetkilikli.

0:,9,,--,9, elementlerinen duzilgen soldan tartiplengen har bir bazislik
kommutator [9sGps-s 91y Gzs01Ggses Gp v 0, ] Kkorinisine iye bolip, bunda
g; jasawshi M > O ret ushirasadi ham 2< j <r . Kerek bolsa jasawshilardin

N 1 : :
ornin almastirwsht 0" avtomorfizmin gollanip JUZU™ elementin témendegi

koriniske iye dep esaplawga boladi.
[gri gll"'1 gli"'l gra'"’ gr]

gurv' =h dep belgilep alamiz. hu#1 bolatugm 4:G— A

gomomorfizminin bar ekenligin kérsetemiz.
M di tomendegishe aniglaymiz.

mi

giu=4a
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1<i<r—-1 ushin b=pu=0b"
I > ushm giu=1

Bunday aniglangan 4 sawlelendiriwinde h ga kiriwshi ham J, den

baslanbaytugin bazislik kommutator 1 ge sawlelenedi. Bunnan tisqari
[90.,.9,,-2 05, 0,1, 0, ]t =[Db,a,...,a,b,...,b]"

Bunda @ elementi N(@) =N, +...+N_; ret, b elementi n(b) = N, ret kiredi

ham
m = rnlnlm n2 m nr
— 2 [N r
Endi h ga kiretugin N(D) ham N(@) sanlari turagh bolatugm bazislik
kommutatorlardi jiynaymiz. Meyli C;,C,,...,C;  usinday kommutatorlardih
, C d pl d ps ., . . ,
barlig1 bolsi. Onda CH,....C U obrazlart O; ..., O darejelerine ten
d =[b,n(a)a, (n(b) ~)b] « A
Bunnan

h=C“..C %%,

tenligine iye bolamiz. Bunda h1 ge kiretugin bazislik kommutatorlardin 4 degi

obrazlar: 0 dan 6zgeshe. A gruppasindagi bazislik kommutatorlar erikli. hp+#1

ekenligin tamiyinlew ushin

(c“.c*)u=d’ #1
O=a P, +...+ap,
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ekenligin korsetiw kerek. Biraq barliq P; ler My, -..; Mg sanlarmin manisi, al @;
nolden 6zgeshe putin koeffitsientler. Solay etip, O sam Z ozgeriwshige iye

polinomnii manisi, sonligtan My,...;Mg sanlarin & #0 bolmaytuginday etip

saylap aliwga boladi. Bul dalillewdi juwmaglaydi.
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Juwmagq

Bul pitkeriw ganiygelik jumisi hazirgi zaman algebrasiin koéplegen
gollamiwlarina iye bolgan metabellik gruppalar koptarliliginin gasiyetlerin
uyreniwge arnalgan. Songi waqitlar1 gruppalardi koptarliliklerdin gasiyetlerine
baylanisli  klasslarga bolip uyreniw 1ulken ahmiyetke iye bolmagta.
Kopturliliklerge baylanisli metodlar gruppalar teoriyasinin rawajlaniwina ulken
tartki bolip, 6zinin jeke mashgalalarin payda etti ham bul narse jana metodlardin
payda boliwina alip keldi.

Hazirgi waqitga kelip en kop tuyrenilgen gruppalar kopturliliklerinin biri
metabellik gruppalar kopturliligi esaplanadi. Sogan garamastan bul koptarliliktin
gasiyetlerin ayreniw ulken ahmiyetke iye bolip galmagqta.

Pitkeriw ganiygelik jumisinin natiyjeleri tiykarinan teoriyaliq xarakterge iye
bolip, gruppalar teoriyasi, uliwma algebra boymsha arnawl kurs, seminarlarda,

dogerek jumislarinda, fakultativ sabaglarda paydalaniliwi mamkin,
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