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KIRiSH

Analitik geometriya kursida ikki va uch 6lchamli affin fazolarni kérib 6tgan
edik. Bu yerda togri chiziglar va tekisliklarning har xil xossalari affin
koordinatalar sistemasi yordamida érganiladi. Uch élchamli affin fazodagi togri
chizigni bir 6lchamli tekislik deb, tekislikning esa 6zini ikki olchamli tekislik deb
ataymiz. Shu bir 6lchamli, ikki 6lchamli tekisliklar tushunchasini érganish katta
ahamiyatga ega. Bir 6lchamli va ikki 6lchamli tekisliklarning 6zaro joylashishi har
xil kombinaciyalari k olchamli tekisliklarga otganda ganday o6zgarishini
tekshirishda geometrik masalalar kelib chigadi. Shularni tekshirish va tadgiq qilish
ahamiyatli masala hisoblanadi. Shuning uchun ham bu bitiruv malakaviy ishida
bir, ikki o6lchamli tekisliklarni umulashtiruvchi k- olchamli tekislik hagida so6z
boladi. Bu yyerda uch élchamli affin fazo n 6lchamliga umumlashadi.

Bitiruv malakaviy ishi kirish qgismi, 5 paragraf, xulosa qismi va
foydalanilgan adabiyotlar ruyxatidan iborat.

Birinchi paragrafda n-olchamli affin fazosi aksiomatik usulda asoslanib
berilgan. Bu paragrafda n-o6lchamli affin fazoni aniglaydigan tortta guruhdan
iborat 12 aksioma Kkeltirilgan. Bundan song shu aksiomalar asosida kelib
chigadigan teoremalar keltirilgan va ularning isbotlanishi kérsatilgan.

Bitiruv malakaviy ishining ikkinchi paragrafida n-olchamli affin fazodagi
koordinatalar sistemasi tushunchasi korib chiqildi. Shu koordinatalar sistemasi
asosida nugatning, vektorning koordinatalari aniglanadi. Songra koordinatalar

sistemasini almashtirish masalasi korib otildi.

Bitiruv malakaviy ishining uchinchi paragrafida A" fazodagi k olchamli
tekislik korib otildi. Bu yerda chizigli bogligsiz nuqgtalar hagida va IT, tekislikning
6zi k olchamli fazo bolishi hagidagi teoremalardan kelib chigadigan natijalar atab
otilgan.

Bitiruv malakaviy ishining tortinchi paragrafida k -olchamli tekislikning
tenglamasi uning tarifi asosida keltirib chiqgariladi. Bu paragrafda k olchamli



tekislikning (n—k) sondagi tenglamalar sistemasi boyicha berilishi keltiriladi.
Bundan song gippertekislikning tenglamasi keltirib chigariladi. Shu ishning

beshinchi paragrafida A" fazodagi tekisliklarning 6z-aro joylashshi hollari yani

kesishishi, parallel bolishi yoki aygash bolib joylashishi hagida masalalar korib
otildi.



1-§. n-élchamli affin fazo

Elementlari ikki guruhdan turadigan bosh bdélmagan fazoni M deb
belgilaymiz. Birinchi guruh elementlarni “vektorlar” deb ataymiz. M toplamning
vektorlar deb nomlanuvchi elementlarini lotin yoki Kirill alfavitining kichik
harflari bilan belgilab uning tepasiga strelka (—) belgisini qoyamiz. Bu vektor
belgisini bildiradi. Birinchi guruh elementlarining har bittasini vektor deb ataymiz.

Demak, vektorlar &, b, €, d,...,X, ¥, Z deb belgilanar ekan. Bu yerdagi har bitta
X elementni vektor deb ataymiz.

Birinchi guruh elementlari mana shu shartlarga boysinsin degan shartni
goyamiz.

I. M toplamning birinchi guruhi ixtiyoriy ikki & va b vektorlariga ularning
yigindisi deb nomlanuvchi ¢(¢ e M) vektor mos qoyilgan bolib, a+b (6:a+5)
esa turida yozilsin.

Bu yerdagi a+b vektor a va b vektorlarning yi g indisi deyiladi. Bu holda

M toplamning birinchi guruh elementlari orasida qoshish amali quyidagi

shartlarga boysinsin.
l,. M téplamning ixtiyoriy ikki @ va b vektorlari uchun
d+b=b+a
bajarilsin. Buni qoshishga nisbatan kommutativ qonun deb ataymiz.
l,, M téplamning ixtiyoriy uch &, b, € vektorlari uchun goshishga nisbatan

assotsiativ gonun bajarilsin, yani

l;. M téplamning nol vektor deb nomlanuvchi 0 elementi mavjud bélib, shu

toplamning ixtiyoriy a vektori uchun
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shart bajarilsin.
I;, M toplamning ixtiyoriy @ vektori (birinchi guruh elementi) uchun uning

a’ vektori topilib
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shart bajarilsin.
Bu yerdagi a’ vektorini a vektoriga garama-garshi vektor deb ataymiz, uni
(-a) orgali belgilaymiz.
a'=-a
II. M toplamning ixtiyoriy & vektori va itiyoriy A hagigiy soniga shu

—

toplamning A& vektori mos qoyilgan. Shu A& vektor & vektorning A soniga

kopaytirishdan kelib chiggan vektor deyiladi. M téplamning & vektori va R
haqigiy sonlar toplamining A4 soniga Ada vektorni mos qoyadigan amal vektorni
songa kopaytirish amali deyiladi.

Vektorni songa kopaytirish amali quyidagi xossalarga ega bolsin.

ll,. M toplamning ixtiyoriy ikki a,b vektorlari va ixtiyoriy A(4eR) soni

uchun
Ma+b)=1a+ b
tengligi orinli.
I1,. M toplamning ixtiyoriy & vektori va ixtiyoriy ikki 4, 1, haqgigiy sonlari
uchun

A(28)=12,(4d)=(24, )a
tenglik bajariladi.
I1;. M toplamning ixtiyoriy & vektori va ixtiyoriy ikki 4, 1, haqgiqiy sonlari
uchun
(Al +/12)é=/11§+ﬂ?§

tenglik bajariladi.



—

I, M toplamning ixtiyoriy & vektori va 1 soni uchun quyidagi yozuv
gollaniladi.
l-a=4a
[1l. M toplamning birinchi guruh elementlari (vektorlari) uchun chizigli
bogliglig tushunchasini Kiritamiz. Bu tushuncha tarif orgali beriladi.

1.1-tarif. M toplamdagi &, &,, &;,,...,a, vektorlar uchun eng kamida bittasi

nolg teng bolmagan 4 4,.. A, haqgigiy sonlar mavjud bolib

M@y + yd, +..+ 2.8 =0 (1.1)

tenglik bajarilsa, u holda shu &, &,, ...,da, vektorlar sistemasi chizigli bogligli,
(1.1) tenglik esa fagat
M=A=.=4=0

bolgandagina bajariladigan boélsa &, &,, ..., d, vektorlar sistemas chizigli bogligsiz
(erkli) deyiladi.

Tarifda koringanidek (1.1) tenglikning chap tarafidagi ifoda &, &,, ...,d,
vektorlarning chizigli kombinaciyasi deyiladi.

Endi uchichi guruh aksiomalarni keltirib étamiz.

I11;. M toplamdag chizigli bogligchiz vektorlarning soni n ga teng.

I1l,. M toplamdagi ixtiyoriy n+1 sondagi vektorlar sistemas chizigli
bogligli.

1.2-tarif. Elementlari I3-l4, 13-114, 13-, shartlarni ganoatlantiradigan
toplam n-o6lchamli vektor fazo deyiladi. Uch gruhga bolib korsatilgan shartlar
vektor fazoning aksiomalari deyiladi.

M toplamning ikkinchi guruh elementlarini nugtalar deb ataymiz.
Toplamning nugtalar deb ataluvchi elementlari A, B,C,D,...,.E,F orgali

belgilanadi.



Endi M toplamning birinchi guruh elementlari (vektorlar) bilan ikkinchi
guruh elementlari (nuqtalar) ortasidagi bogliglikni ani’qlab beradigan shartlarni
keltirib 6tamiz.

IV. M toéplamning malum bir tartibda olingan ikki A va B nuqgtalar

juftligiga shu vektorning aniq bir & vektori mos kelsin.
A va B nugtaga mos keluvchi vektorni = AB deb yozamiz. Bu yerdagi A

nuqgta AB vektorning boshlangich nuqgtasi, B esa uning songi nuqtasi deyiladi.
Shuning bilan birga bu yerda shuni ham aytishimz kerakki M téplamning har bitta
vektoriga shu toplamdagi tartiblangan nugtalar juftliklarinig toplami mos keladi.

Masalan:

- - -

a=AB,=AB,=..=AB,.

Demak, bitta & vektorga tartiblangan (AB,), (A,B,),....(A,B,) nuqtalar

juftligi mos kelar ekan.
Endi tortinchi guruh shartlarini (aksiomalarini) aytib 6tamiz.
IV:. M toplamning ixtiyoriy A nuqgtasi va ixtiyoriy a vektori uchun shu

toplamning yagona B nugtasi mavjud bolib

_—

d=AB

shart bajariladi.

IV,. M topldamdagi ixtiyoriy A, B,C nugtalar uchun

AB+BC=AC

shart orinli.

1.3-tarif. Elementlari ikki guruhga ajralgan bolib, birinchi guruh elementlari
n olchovli vektor boladigan (I3- 14, 114~ g4, - 111, shartlari orinli boladigan),
ikkinchi guruh elementlari esa “nuqtalar’ deb atalib birinchi guruh va ikkinchi

guruh elementlari értasida 1Vy-1V, shartlar érinli boladigan M(M = @) téplam n

olchovli affin fazo deyiladi vau A" orgali yozildi.
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Demak, n olchovli affin fazoni A" =V, uUQ turda yozishga boladi. Bu
yerdagi V, deganimiz n-olchovli vektor fazo, Q esa nuqgtalar toplami. Vektorlar

va nugtalar tortinchi guruhlar shartlari boyicha bogliglikka ega bolishi kerak.
Demak, affin fazoning barcha elementlari orasida munosabat 6rnatilgan.

Affin fazoni keltirib chigaruvchi Iy~ 14, Hq- g, Hl- 1y, 1V1-1V, shartlar
fazoning aksiomalari deyiladi. Shu aksiomalar asosida n-olchamli affin fazo
Ornatiladi.

Xususiy holda n=1 bolganda bitta 6lchamli affin fazo, yani affin togri
chizig, n=2 da ikki olchamli affin fazo (affin tekislik) kelib chigadi.

Affin  fazoning aksiomalaridan kelib chigadigan teoremalarni korib
chigamiz.

1.1-teorema. Affin fazodagi ustma-ust tushadigan ikki nugtaga shu

fazodagi nollik vektor mos keladi, yani AB=0.

Isbot. Aytaylik VAe A" bolsin. Affin fazoning A, A nugtalariga A" fazoda

gandaydir & = AA vektor mos kelsin. IV, aksioma boyicha A nugta va b vektorga

shunday yagona B nuqta mos kelib b =AB orinli bolsin. Agar 1V, aksiomani

foydalansak quyidagiga ega bolamiz:

s

d+b=AB+AB=AB=b=4a+b=0h.

Bundan I, — aksiomaga asoslanib &= 0 degan xulosaga kelamiz. Demak, AA=0.
1.2-teorema. Agar AB =3 bélsa, u holda BA=-4.

Isbot. Biz BA=b deb belgilaymiz. Shunda 1V, aksiomaga asoslanib

quyidagi munosabatni yozamiz:

Bundan

11



1.3-teorema. Agar AB=CD bolsa, u holda AC = BD.

Isbot. IV, aksioma boyicha

AC=AB+BC

Bu yerda berilgan tenglikni hisobga olsak qoyidagiga ega bolamiz:

AC=CD+BC=BC+CD

Bunga IV, aksiomasini foydalansak

AC=BC+CD=BD= AC=BD.

12



2-§. Affin koordinatalar sistemasi

Affin fazoda nugta va vektor tushunchasi mavjudligidan u yerda affin
koordinatalar sistemasi tushunchasini keltirish mumkin. Fazoda koordinatalar
sistemasi Kiritilgan holda nugtaning, vektorning koordinatalari tushunchasi kelib
chigadi va ularning xossalari oson tekshiriladi. Koordinatalar sistemasini 6rnatish
orgali geometrik figuralarni aniglovchi tenglama yoki tengsizlikni hosil gilishimiz
mumkin. Shuning natijasida figuralarning xossasi analitik usul bilan tekshirish
mumkinligiga ega bolamiz. Shuning uchun affin koordinatalar sistemasini aniglash
ahamiyatli bolib, u hagidagi tushunchalarni korib 6tamiz.

2.1-tarif. Fazodagi O nugtadan va chizigli bogligsiz I,,1,,...,I_ nugtalardan
iborat figura affin koordinatalar sistemasi deyiladi. (bazida reper deyiladi). Affin
reper R=(0,,1,....I, ) orqali yoziladi.

Affin  reper Dberilishi uchun ikki narsani tanlab olishimiz kerak ekan:
birinchisi O nugta tanlab olinadi, ikkinchisi — chizigli bogligsiz vektorlar sistemasi
(n sonda g i vektorlar) olinadi.

Affin  reper Dberilsa, u holda O nugtadan otuvchi va har bittasi

E (k :1,2,...,n) vektorga parallel togri chiziglar tanlab olinadi. Bularning har biri

6q boladi. E vektor boyicha yonalish aniglanadi. Bu oglar koordinata oqlari

deyiladi va ular OX, OX,,...,0X,, deb belgilanadi. (1-chizma) Har bir

13



1-chizma

6qgni aniglaydigan vektorlar (EEE) vektorlar koordinata vektorlari deyiladi. U
O nugta reper uchi yoki koordinata uchi deyiladi.

Agar R=(0,1,,.....1,) affin koordinatalar sistemasi berilgan bélsa, u holda

e

I,I,,...1, koordinata vektorlariga kollinear bolgan boshga mos by, b,,...,b

vektorlarga (b, = 4, b, = 4,15, ...,.by = 4,1,,) reperlar bir affin  (ustma-ust
tushuvchi) koordinatalar sistemasini aniglaydi. Shuning bilan birga ixtiyoriy
chizigli bogligsiz vektorlar sistemasini koordinata vektorlari etib gabul gilishimiz

mumkin. Shunga uxshash A" fazoning ixtiyoriy nugtasini koordinata uchi deb
olishimiz mumkani.
Affin koordinatalar sistemasiga nisbatan nuqtaning koordinatalari

tushunshasini kiritamiz.

Aytaylik, A" fazoda R reper berilgan bolsin. Fazoning gandayda bir M
nugtasini tanlab olamiz. U holda A" fazoning O va M nugtalariga (nuqtalar
juftiga) OM mos keladi. Shu OM vektor M nuqtaning radius vektori deyiladi.
(1-chizma) Affin repyerdagi EEE vektorlar sistemasi chizigli bogligsiz
boladi. Shundan chizigli bogligli vektorlar sistemasining xossalariga asoslanib

OM vektorni golgan vektorlarning chizigli kombinatsiyasi turida korsatishimizga
boladi, yani

OM = x4, + X%, +..+ X" (2.1)

14



oM vektorning chizigli ifodasidagi, yani (2.1) tenglikdagi x', x?,...,x" sonlar M
nugtaning R reperga nisbatan affin koordinatalari deyiladi. Nugtaning affin
koordinatalarini kérsatish uchun M(xl,xz,...,x”) yozuvi gollaniladi.

Biz R repyerdagi I,l,,...,1. koordinata vektorlariga moslasuvchi va O
nugta bilan juftlilik tuzadigan nugtalarni M; M, ... M orqgali belgilaymiz. (2-

chizma). Shunda shu nugtalarning radius vektorlarining kérinishi

2-chizma

uchun quyidagicha yozamiz:

Bularning har bittasini

OM; =11, +0-I, +...+0-1,

OM, =0-l, +1-I, +...+0-1,

OM, =0-1,+0-I, +..+1-1,

15



korinishida yozib korsatishimiz mumkin. Buni (2.1) tenglik bilan solishtirsak
M, (L0....0), M,(0,10,...0),..., M, (0,0,...1) ekanligi kelib chigadi.

Vektorning boshlan gich va oxirgi nugtalarining koordinatalari malum
bolgan holda shu vektorning koordinatalarini topish masalasini korib chigamiz.

2.1-misol. A" fazodagi M va N nugtalarning R reperga nishatan
koordinatalari malum bélsin, yani M(xl,xz,...,x”) va N(yl,yz,...,y”). SHu
nuqgtalarga mos keluvchi MN vektorning koordinatalarini toping.

Echimi. A" fazodagi M(xl,xz,...,x”)va N(yl,yz,...,y”) nugtalar 6zlarining
koordinatalari bilan birgalikda berilgan bélsin. U holda bu nugtalarning radius

vektorlari qoyidagicha boladi:

OM =X, + X2l + ...+ X"I

L N (2.2)
ON =y, + y?l, + ...+ y"I_
Affin fazoning 1V, aksiomasi béyicha O,M, N nugtalari uchun
OM + MN =ON
tenglikni yozishga boladi. Bu yerdan
MN =ON —OM (2.3)

ekanligi kelib chigadi. OM va ON vektorlarning (2.2) tenglikdagi ifodalarini (2.3)
tenglikka qoysak MN vektorning chiziqli ifodasi kelib chigadi:

MN =(y1I1+ Vel + ..+ y”ln)—(xll1 + X, + ...+ x”ln)

16



yoki
Wz(yl—xl)rl+(y2 —XZ)TZ+ ...+(yn —x”)ﬂ].

— —

Demak, MN vektor R reperining |1,|2,...,F

n

bazislik vektorlari orqali

chizigli ifodalanadi. Shundan MN vektor
W={y1—xl, y2—x2, ..., y”—x”}

koordinatalarga ega.

2.2-misol. Aytaylik [A, B] kesma berilgan bolsin. Shu kesmani A nisbatta
boluvchi C nugtaning koordinatalarini toping.

Echimi. Kesmani berilgan nisbatta bolishning tarifi boyicha AC = ACB
bélsa, u holda C nugta AB togriga yagin [A, B] kesmani A nisbatta boladi deb

ataymiz. Bu yerdagi A soni (ABC) orgali belgilanib, u uch nugtaning oddiy
nisbati deyiladi:

(ABC)

|

(2.4)

Agar C nugta [A,B] kesmaning ichida joylashsa A>0, al [A, B]
kesmaning davomlarida (sirtida) joylashsa A <0. Shuning bilan birga 4 #-1

teskari holda, yani 4 =-1 boélganda

Ez—@:ﬂ?#@zﬁ:ﬁ%zﬁ:AzB
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béladi. Bunaga bolishi mumkin emas. Shunki [A, B] kesmaning A va B uchlari

har xil nugtalar.

Aytaylik [A,B] kesmaning uchlarining koordinatalari berilgan bolsin
A(xl,xz,...,x”), B(yl,yz,...,y”). Biz C nugtaning koordinatalarini z*,z?,...,z"

deb belgilaymiz. U holda AC va CB vektorlarning koordinatalari mana bu turda

yoziladi.
R:{zl—xl, 7% — X2, ,z”—x”}
@z{yl—zl, y2—22,...,y”—z”}.
yoki
A%C=(zl—x1)ql+(zz—x2);+ +(z"=x")I,

Bu yerda I,,1,,...,1. vektorlarning oldidagi koeffitsientlarini yi g ib chigsak

quyidagi ifoda kelib chigadi:

18



[zl—xl—/l(yl—zl)] E+[22 -x*=A(y’ —ZZ)] I, +...
(2.5)

...+[z” —x”—/l(y”—z”)] I =0

l,1,,...,1, vektorlar sistemasi chizigli bogligsiz boélganligi uchun (2.5) tenglikdagi

vektorlarning oldida turgan koeffitsientlar nolga teng boélishi kerak:

Bu tengliklarning birinchisini
At =xt+ayt
korinishida yozamiz. Bundan C nugtaning z' koordinatasini x* va y* orgali
ifodalaymiz.
X+ Ayt
1+ 4

Shunga uxshash C nugtaning golgan koordinatalari ham quyidagicha topiladi:

'+ A)=x'+ ' = 7' =

22_x2+ly2 Z3_x3+/1y3 o XAy

: (2.6)
1+ 4 1+ 4 1+ 4

Xususiy holda C nugta [A, B] kesimaning értasida joylashsa, u holda A =1

bolib, uning koordinatalari mana bu formula boyicha topiladi:

7t = 2% = 2" = (2.7)

19



Kelib chiggan (2.7) va (2.6) formulalar [A, B] kesmani A nisbatta boluvchi

C nugtaning koordinatalarini topishda goéllaniladi.

Endi affin koordinatalar sistemasini almashtirish formulasini korib

r) reper tanlab olamiz. Shu

chigamiz. Buning uchun A" fazoda R:(OEE )
reperni dastlabki (birinchi) reper deb ataymiz. Ikkinchi R':(O’,E,E,...,E) reperni
belgilab olib, uni yangi reper deb ataymiz. Fazoning gandaydir M nugtasining R

reperga nisbatan koordinatalari (xl, xz,...,x”). Shu nugtaning R’ reperga nisbatan

koordinatalari (yl, y2,...,y”) bolsin. Biz M nugtaning R va R’ reperlarga
nisbatan bogliglikni keltirib chigaramiz (3-chizma).

Aytaylik R’ reperning R reperga nisbatan koordinatalari malum bolsin, yani

! nO)’ I_;.!{all’ a21’ et anl}

O'(ag, aygy - » @
anZ}’ v rn, {aln’ a2n’ e ann}

{8, 8z,

3-chizma

20



U holda

: (2.8)

M nugtaning R va R’ reperlariga nisbatan radius vektorlariinig xossasi boyicha

mana bularni yozishimiz mumkin:

" (2.9)

3-chizmada korsatilgan chizmaga asoslanib mana bu tenglikni yozishimiz mumkin
boladi:

OM =00'+0O'M

Bunga vektorlarning (2.8) va (2.9) yoyilmadagi giymatlarini olib kelib qoysak,
mana bu tenglik kelib chigadi:

—

1 2r ny T T 1 1 1 1
XL +XL+ .+ X', =a,l +a,l,+...+a,l +Yy (allll+a21l2 + ... +anlln)+

(312 +a22 2 ) +an2|n)+ -t y (aln 2n 2 + - +ann|n)

yoki
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g or nr 1 2 n L
XL 4T, 4+ X, = (@Y + 8,y b3,y +ay )+

1 2 n T 1 2 n
(@Y Fay Yt ot ay Y +ay )+ (B Y Y A,y Ay )l

Affin reperning koordinata vektorlari chizigli bogligsiz boélganligi uchun

—

keyingi tenglik orinli bolishi uchun 1,1,,...1  vektorlarning oldidagi

koeffitsientlari teng bolishi kerak. Shundan mana bu tenglik kelib chigadi:

(1 1 2 n
X'=a,y +a,y +...+a,y +a,

2 _ 1 2 n
<X =dy Yy tayny +...tayy +ay (210)

n 1 2 n
X' =a,Yy +4a,y +...+a,,Y +a,

Kelib chiggan (2.10) tenglik koordinatalar sistemasini almashtirish formulasi

deyiladi. Shu formuladagi koeffitsientlardan tuzilgan (aij) matritsa teskari

matritsaga ega bolib, u birinchi koordinatalar sistemasidan ikkinchi koordinatalar

sistemasiga otish matritsasi deyiladi.

Demak, (g; ) matritsa uchun det(aij ) # 0.
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3-§. A" fazodagi k élchamli tekislikning tariflanishi

A" affin fazoning vektorlari deb nomlanuvchi birinchi guruh elementlari n

olchamli vektor fazo bolishini aytib 6tdik. Shu vektor fazoni V,, orqgali belgilaylik.
Aytaylik n olchamli affin fazoda A,, A, A, ..., A, nugtalar sistemasi

olingan bdlsin.

3.1-tarif. Agar A:Al, A:A s e AOﬁAn vektorlar sistemasi chizigli
bogligsiz bolsa, u holda Ay, A, A, ..., A, nugtalar sistemasi bogligsiz deyiladi.

Bu tarifdan va Ill; aksiomadan A" fazodagi chizigli bogligsiz bdlgan
nuqgtalarning soni n+1 ga teng ekanligi kelib chigadi. Chizigli bogligsiz bolmagan
nuqtalar sistemasini chizigli bogligli deb ataymiz. Affin fazoning Ill, aksiomasiga
asoslanib n olchamli fazoda chizigli bogligli boladigan eng kamida n+ 2 nuqgta
mavjud boladi deb aytishimiz mumkin. Bu yerda shuni da aytishimiz kerakki
chizigli bogligsiz boladigan nugtalar har xil bolishi n+2 boélganda uch nugtadan
turadigan nuqgtalar sistemasi chizigli bogligsiz bolishi uchun ularning uchtasi ham
bir vagtning 6zida bir toégrining boyida yotmasligi zarur va etarli.

Biz k olchamli tekislik tushunchasini kiritish uchun affin fazoni keltirib

chigaruvchi V, vektor fazoning V, gism fazosini belgilab olamiz. (v, <V, ) u

holda V, vektor fazo A" fazoda gism fazo bolgan A* affin fazoni keltirib

chigaradi.

3.2-tarif. A" affin fazoning belgilab olingan M, nugtasi uchun M M eV,
sharti orinli boladigan barcha M(M € A”) nuqtalar toplami k olchamli tekislik
deyiladi.

O’Ichami k bolgan tekislikni IT, deb belgilaymiz. Tarifda atab 6tilgan
M, nugta IT, tekislikning boshlangich nuqgtasi deyiladi. Shu IT, tekislikni keltirib

chigaruvchi k olchamli vektor fazo V, boéladi.
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Biz I, tekislikning xususiy turlari bilan tanishib 6tamiz.
1) k=0 bolgan holda M M vektor nollik vektor bolib, T1, tekislik fagat

bitta M, nugtadan iborat bolib qoladi. Demak, A" fazodagi har bitta nugta nol
6lchamli tekislik boladi.

2) k =1 boélgan holda T1, tekislik bir 6lchamli tekislik bolib, u holda u togri
chizig deyiladi. SHunki togri chizigni keltirib chigaruvchi yani uning yoénalishli

vektorlari 6z-aro Kkollinear vektorlar boladi. Boshgacha aytganda V, tekislikda

fikserlab olingan vektorga kollinear vektorlar boladi. SHundan M M vektor

— —

berilgan & vektorga kollinear bolib goladi. Shu & vektor yoki énga kollinear
bolgan ixtiyoriy nollik emas vektor IT, togrining yonalishli vektor1 vazifasini
bajaradi.

3) k=2 bolganda IT, tekislik ikki olchamli tekislik boladi. Shunki 6ni

keltirib chigaruvchi vektor fazo ikki olchamli bolib qoladi. Bu fazodagi chizigli
bogligsiz vektor sistemasining soni 2-ga teng. Ikki 6lchamli tekislikni togridan-

togri tekislik deb ataymiz.

4) k=n-1 boélgan holda A" fazodagi IT, , tekislikni giper tekislik deb
ataymiz. Gipertekislikning olchami 6zi joylashgan asosiy fazoning 6zidan yani
6lchamidan bir birlikka kam boéladi. Masalan, uch olchamli affin  (evklidlik)

fazodagi tekislik gipertekislik deb aytsak boladi.
5) k=n bolgan holda T1,(IT,) tekislik barcha A" fazo bilan yuzlashib

goladi. Shundan n olchamli affin fazoning 6zi ham n o6lchamli tekislik boladi.

Endi IT, tekislikka bogligli bir gancha teoremalarni korib chigamiz.
3.1-teorema. O’Ichami k bolgan IT, tekislikda (k +1) sondagi nugtalardan

iborat chizigli bogligsiz bolgan nugtalar sistemasining eng kamida bittasi mavjud.
Isbot. Aytaylik IT, tekislikdagi keltirib chigaruvchi V, vektorlar fazoning

bazislik vektorlari EEE bolsin. IT, tekislikning boshlan g ich nugtasini M,
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deb belgilab olamiz. V, fazodan & (deV,) vektorni saylab olamiz. Shunda affin
fazoning 1V, aksiomasi boyicha MyM =& vektor bdyicha aniglanadigan M nuqta

I1, tekislikda yotadi. Biz I,1l,,...,1

n

bazislik vektorlarni olib, bular orqgali

aniglangan MM, :E, MM, :E MM, :E
vektorlarni kérib chigamiz. U holda I, tekislikda yotadigan (k+1) sondagi

My, M;,M,,....M, nugtalar sistemasiga ega boélamiz. Bu nuqtalar sistemasi

chizigli bogligsiz boladi. Shunki M M,, M M, ,..., M;M, vektorlar sistemasi

chizigli bogligsiz. Biz V, fazoning boshqa IZ’Eﬁ bazislik vektorini olsak, u

holda M,M! =L MM, =1 ,..., M]M[ =1 boladigan chizigli bogligsiz
My, M;, Mj,..., M| nugtalar sistemasiga ega bolib, ular IT, tekislikda yotadi.

Shundan IT, tekislikda eng kamida chizigli bogligsiz bélgan bitta nuqtalar
sistemasi mavjud.

3.2-teorema. II, tekislikning ixtiyoriy nugtasiga uning boshlan g ich
nuqtasi deb gabul gilgan edik. Aytaylik N, nuqta IT, tekislikning M, nuqgtadan
boshga nugtasi bolsin, yani N, eIl,, M, = N,. Bu yerda N nuqta fagat IT,
tekislikda yotgan holda I\IO—NeVk bolishini korsatsak teoremani isbotlagan
bolamiz.

Aytaylik N,N eV, bolsin. Bu holda M,N, eV, boladi. Shunki IT,
tekislikning aniglanishi boyicha N, €I1, . U holda affin fazoning IV, aksiomasi

boyicha mana bu munosabatni yozishimiz mumkin:

M,N =M_N, + N,N eV, .

Shunki NyN, €V,, N,N eV, II, tekislikning tarifi boyicha N eII,

boladi. Teskarisi boyicha, N € I1, boélsin. U holda MyN €V, . Bundan NN €V,.
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Demak, N eV, bolishi uchun NyN eV, bolishi zarur va etarli ekan. Bundan N,

nugta IT, tekislikning boshlan g ich nugtasi bolishi kelib chigadi.

3.3-teorema. A" fazodagi har ganday IT, tekislik 6z navbatida k 6lchamli
affin fazo boladi.

Isbot. Aytaylik TT, tekislik A" fazoning k olchamli tekisligi bolsin. Bu
tekislik affin fazo bolishi uchun nugta va vektor orasidagi bogligligni 6rnatadigan
IV va IV, aksiomalarning orinli ekanligini korsatishimiz kerak.

Aytaylik M va N nuqgtalar IT, fazoning erkli nugtalari bolsin. U holda IT,
tekislikning tarifi boyicha WGVK,WGVK shartlar orinli boladi. Affin

fazoning 1V, aksiomasiga asoslanib mana bu tenglikni yozamiz:

MN = MMg + MoN = MoN + MM, = MoN + (- MoN)eV,

yoki
MN eV,.

Demak, IT, tekislikdan malum bir tartibda tanlab olingan M va N
nuqtalarga V, vektor fazoda MN vektor mos keladi. Bu xulosa 1V, aksiomaning

orinli ekanligini korsatadi. Shuning bilan birga 1V, aksioma A" fazoda orinli
bolganligi uchun uning gism toplami Hk(Hk C A“) tekislikda bajariladi. Shundan
I1, tekislik k olchamli affin fazo boladi.

3.4-teorema. n olchamli affin fazodagi M, nugta va chizigli bogligsiz
I, 1,,...1I. (k<n) vektorlar sistemasi fagat bir tekislikni aniglaydi.
Isbot. Aytaylik V, vektor fazoning bazislik vektorlari 1,1,....1. bélsin. Biz

A" fazoning M, nugtasini belgilab olamiz. Bu holda M, nugta va chizigli
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bogligsiz bolgan EEE vektorlar sistemasi A" fazoda IT, tekislikni aniglaydi.
(IT, tekislikning taxrifi). Biz shu tekislikning yagona ekanligini isbotlaymiz.
Buning uchun teskari tasdigni gabul gilaylik.

Aytaylik M, nuqta va I,,1,,....I, vektorlar orqali aniglangan boshga IT|
tekislik mavjud bolsin. Bizning qgabul qilishimiz boyicha IT, #IT,. Bu erde

M, e IT, . Biz IT tekislikni keltirib chigaruvchi vektor fazoni V, deb belgilaymiz.
vV, vektor fazosi chizigli bogligsiz bolgan 1,,1,,...,I, vektorlar sistemasini 6z ichiga
oladi. Ikki V, va I,,1,,...I, vektor fazolarning keishmasi ularning 6lchamlariga teng

bolgan sondagi chizigli bogligsiz vektorlar sistemasini 6z ichiga olgani uchun, yani
VeV, =1

shart bajarilganligidan V, =V, béladi. Endi 1, va IT, tekisliklarning yuzlanishini
kosatamiz. Buning uchun tekislikning ixtiyoriy M(VYM eT1,) nugtasini olamiz.
Shunga uxshash TT| tekisliknin ixtiyoriy M’ nugtasini belgilab olamiz. U holda
I, va IT, tekisliklarning tarifi boyicha M M eV,, M,M’ eV, shart bajariladi.
Bu yerda V, =V, bolganligi uchun MM €V,, M M’eV, orinli bolishi kelib
chigadi. Bularning M eIT}, va M'eIl, ekanligi malum boladi. Demak, IT,
tekislikning ixtiyoriy M nuqtasi IT, tekislikning nugtasi bolganidan IT, < IT;
deb aytamiz va 6z navbatida IT, deb ataymiz va 6z navbatida IT, tekislikning
ixtiyoriy M’ nugtasi TT, tekislikka tegishli bolganligi uchun IT, cIT, degan
xulosaga kelamiz. Shundan IT, =TT, tenglik kelib chigadi, yani TT, tekislik fagat

bitta boladi.
Shu teoremadan mana bu natija kelib chigadi:
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1°. n olchamli affin fazodagi (k+1) sondagi ixtiyoriy chizigli bogligsiz
nuqgtalar sistemasi k o6lchamli fagat bitta tekislikni ifodalovchi yani shu nugtalar
orgali yagona IT, tekislik otadi.

2°. A" affin fazodagi n sondagi chizigli bogligsiz nuqtalar sistemasi fagat
bitta gipertekislikni aniglaydi.

Endi biz bir olchamli IT; tekislikni korib chigamiz. T1; tekislik A" fazoda

togri chizig deyiladi. Shu togri chizigni keltirib chigaruvchi fazo bir olchamli

vektor fazo bolib, uni V, deb belgilaymiz. Bir olchamli vektor fazodagi chiziqgli
bogligsiz vektorning soni birga teng.

Aytaylik, V, fazoning bazislik vektori a bolsin. Buni IT, tégri chizigning
yonaltiruvchi vektor1 deb ataymiz. Agar a-yoénaltiruvchi vektor boélsa, u holda har
ganday b =Ad(L# 0, A e R) vektorda IT, togrining yonaltiruvchi vektori béladi.

Togri chizigning ikki A va B nugtalarini belgilab olamiz (4-chizma). Unda

shu togrining yonaltiruvchi

¥
L J

4-rasm
Vektori bolib AB vektor xizmat giladi. U holda IT, togrining ixtiyoriy N nugtasi

uchun A € R soni mavjud bolib,
AN = 1AB (3.1)
tenglik orinli boladi.

3.3-tarif. I, togridagi N nugta uchun (3.1) tekislikdagi A soni 0<A<1

shartini ganoatlantirsa, u holda shu nugta A va B nugtalarning orasida joylashgan

deyiladi.
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1, tégridagi N nuqgta gu togridagi A va B nugtalarning orasida yotadi
degan tushunchani w(ANB) orqali belgilaymiz.
Biz “orasida” yotadi tushunchasining xossasini keltirib chigarish uchun (3.1)
tenglikni quyidagicha yozamiz:
NA=ABA (3.2)
U holda
BN+ NA=BA= BN =BA-NA (3.3)
Kelib chiggan (3.2) va (3.3) tengliklardan mana bunga ega bolamiz:
BN =BA- ABA=(1-1)BA
Agar 1- 4 = 4, deb belgilab olsak, u holda

BN =4,BA (3.4)

buyerda 0<A<1=0<4 <1.

Nugtaning “orasida” yotadi degan tushuncha boéyicha N nuqta A va B
nuqgtalarning orasida yotadi degan tushunchaning giymatini bildiradi va (3.4)
tenglikdan kelib chigadi. Shundan bir tégrining bdyida yotadigan uch nugtaning
bittasi golganlarining orasida yotadi degan tushuncha mana bu xossaga ega:

1(ANB)= 1(BNA).
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Demak, N nugta A va B nuqgtalarning orasida yotsa, u holda shu N nugta
B va A nugtalarning orasida yotadi ekan.

Nugtaning orasida yotadi tushunchasidan foydalanib kesmaga tarif beramiz.

3.4-tarif. T1, tekislikdagi ikki har xil A va B nugtalardan yana p(ANB)

boladigan barcha N nugtalardan iborat nugtalar toplami kesma deyiladi. Kesma
[A, B] orqali yoziladi.

Demak, kesma mana bu turda aniglanadi.
[AB]={A BJU{N/x(ANB)}

Shunga uxshash, boshlan gich nugtasi A bolgan [A,B] nur quyidagicha

aniglanadi:
[AB]=[A,BJU{N/(ABN)}

Yuqgorida atab étilgan [A,B] kesmada A va B nugtalar uning uchlari
deyiladi.
Shunday qilib, A" fazoda “tekislik”, “yarim tekislik”, “fazo”, “yarim fazo”

tushunchalarini ham aniglash mumkin.

30



4-§. O’Ichami k bélgan tekislikning tenglamasi

Affin fazoda koordinatalar sistemasini tanlab olish orgali tekislikning

tenglamasini tuzish imkoniyatiga ega bolamiz. Shuning uchun n o6lchamli affin
fazoda R=(O, EEE) affin koordinatalar sistemasini tanlab olamiz. O’lchami

k bolgan IT, tekislikning boshlangich nuqtasini M, deb belgilab olamiz. M,
nugtaning R reperga nisbatan koordinatalari (xé xéxgxg) bolsin. IT,
tekislikni ifodalovchi V| vektor fazoning bazislik vektorlarini 4, U, ..., U, orgali
belgilaymiz.

Aytaylik, M (X', x*,...,x") nugta I, tekislikning erkli nugtasi bolsin. Bu
yerdagi x', x*,..,x" sonlar M nugqtaning R reperga nisbatan koordinatalari IT,
tekislikning tarifi boyicha uning ustida 6zgaruvchi ixtiyoriy M nuqgta uchun

M,M €V, bolishi kerak. Shuning uchun M,M vektor V, vektor fazoning bazislik

vektorlari orgali chizigli ifodalanadi, yani

MM =AU, + LU, +...+ A4 0,, 4 €R (4.1)

M,M,, U;,0,,...,.0,  vektorlar A"  fazodagi vektorlar bolgani  uchun

R:(O, EEE) reperning koordinata vektorlari orgali chizigli ifodalanadi. Buni

mana bu turda yozamiz:

M, M =(x1 —xtl,)ll +(x2 —xg)l2 +...+(x” —x{,‘)ln

U, =a;,l +a,l, +...+a,l, (4.2)
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Kelib chiggan (4.2) nisbattagi (a;;) matricaning elementlari J,(l =1,_k) vektorning

R reperga nisbatan koordinatalari boladi, yani

Gl{all SRR anl}’ @{aiz CRERE anz}"'" q{aik Qg1 vy ank}

Biz (4.2) tenglikni (4.1) ga goysak mana bunga ega bolamiz:

—_—

1 N\ 2 2 n n\1
(x —xo)ll+(x —XO)|2+...+(X —xo)ln

/11(allll +a,l, +...+anlln)+
+/12(alzll+a2£+...+anzl )+...+/1k (aikll+a2kE+...+ankE)
yoki

(Xl_x(l))E+<X2_XS)E"'""*'(XH _X(?)E:(ﬂlall—i_ﬂ?aﬁ+"'+/1na1k)|_1.+

—_—

+(Ady + Ay, +.+ Ady )L+ +(Aay, +a, +..+ Aag )], .
Bu yerdagi EEE vektorlar sistemasi chizigli bogligsiz bolganligi uchun kelib
chiggan tenglikning orinli  bolishi uchun bazislik vektorning oldida turgan mos

koeffitsientlar teng bolishi kerak. Shundan mana bu munosabat kelib chigadi.

1 1
2 2

X" _X(rJ] :ﬂlanl +ﬂ“2an2 +"'+ﬁ’kank

yoki
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X' =Xg + Aag, + Apay, +...+ A ag

X2 =XZ + Ml + Ay, + ..t Ay 4.3)

........................

n n
X" =Xy, +A4a, +Aa, +...+ 48,

Paydo bolgan (4.3) tenglik IT, tekislikning parametrli tenglamasi deyiladi. Bu
yerdagi 4,,4,,...,4, lar parametrlar. Agar A, 4,,...,4, parametrlarning har birida
uning bir giymati berilsa, u holda x*,x?,...,x" ézgaruvchilar malum bir giymatni
gabul qgilib IT, tekislikdagi aniq bir nugtaning koordinatalarini aniglaydi.

Bu yerda IT, tekislikning xususiy hollarini korib chigamiz.
1. Agar k=1 bolsa, u holda TI, tekislik A" fazodagi togri chizigni aniglaydi.

Uning parametrik tenglamasi quyidagicha boéladi:

1 1

X% =XZ + Aa,, (4.4)

n_yn
X' =Xo + A48,

Agar I, togrining E{a11a21...an1} yonaltiruvchi vektorning koordinatalarini har

biri nolga teng boélmasa, u holda (4.4) tenglikni mana bu turda yozishga boladi

X'—xg X*-x  x"-x]
&1 a1 any

Bu tenglama I, togrining kanonik tenglamasi deyiladi.

2. k=2 boélganda A" fazodagi ikki olchamli TT, tekislikka ega bolamiz. Bu

holda (4.3) tenglamaga asoslanib IT, tenglamani mana bu turda yozamiz:
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X" = Xé + A48, + 4,8,

X2 = X2 + 4,8, + 4,8, 45)

n_n
X _XO +ﬂlan1+ﬂ’2an2

I1, tekislikni aniglovchi u,{a,,a,..a,} va U,{a;,a,..a,,} vektorlar chizigli

bo g ligchiz boélganligi uchun ular kollinear bélmaydi. Shuning uchun mana bu

matricaning rangi 2 ga teng boladi, yani

dyq Ay ... A
rang( 11 *21 nljzz

Bu matricaning ikkinchi tartibli determinantlarining eng kamida bittasi nolga teng
bolmaydi.
Anigro g i

d;, a
11 21 ~0

Ay Ay

bolsin. U holda (4.5) tenglamalar sistemasining dastlabki ikki tenglamasidan 4, va

A, koordinatalarning giymatlarini x* va x? lar orgali ifodalaymiz.

1 2 1
A =b X +Db,Xx + 1y,

1 2 2
Ay =Dy X +D,,X + Y

Buni (4.5) tenglamaga oporib qoysak A4,,4, parametrlar gatnashmagan tenglamalar

sistemasiga ega bolamiz:
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Cy Xt e + X3 =y

Co Xt +CooX? + X% =y,

1 2 n__ ,n
Choo1X +Chp X" + X" =Yy

Bu tenglamalarning soni (n—2) ga teng. Bular chizigli bogligsiz bolib, shu
tenglamalar sistemasi IT, tekislikning tenglamasi boladi.
Demak, A" fazodagi ikki olchamli TI, tekislik n—2 tenglama bilan

aniglanar ekan.

Endi umumiy holda garaymiz. Buning uchun IT, tekislikning parametrli
tenglamasini korib 6tamiz. Bu tenglama (4.3) orqali berilgan.
IT, tekislikni keltirib chigaruvchi ug, u,,...,u, vektorlar sistemasi chizigli

bogligsiz bolganligi uchun, ularning koordinatalaridan tuzilgan

a.ll a12 e aln

a a .o a
(A): 21 22 2n

d,; Q... Ay

matricaning rangi k soniga teng béladi. Boshgacha aytganda (A)=k. Shuning
bilan birga V, vektor fazo V, fazoning qism fazosi bolganligi uchun k <n shartli
orinli. Algebra kursidagi matricaning rangining tarifi boyicha (A) matricaning k
tartibli determinantlarining eng kamida bittasi nolga teng bélmaydi. Aniglik uchun

nolga teng emas determinantni quyidagicha boélsin deb olaylik:

A dp ... Gy
a a ... a

21 Ay 2|
akl ak2 R akk
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Bu holda (4.3) tenglamalar sistemasining dastlabki k tenglamasidan
Ay Ay... A parametrlarni x'x*...x" orqali ifodalashimizga boladi. Shu 4 4,... 4,

parametrlar tenglamadan aniglangannan sénggi giymati mana bu turda boélsin:

. 1 2 k 1
A =D X+ Db, X+ Dy X+ Y

1 2 k 1
Ay =Dy X7 +D,,X" +.. 4Dy X + Y,

. 1 2 k 1
A =D X"+ Db, X7+ + by X"+ Y

A A, ... A parametrlarning bu giymatlarini (4.3) tenglamadagi ortib golgan n—k
sondagi tenglamalarga olib borib gqéyamiz. Shunda quyidagi (n—k) sondagi

tenglamalar sistemasiga ega bolamiz:

Cy X+ X2+ o+ Gy X6+ X =y

1 2 k k+2 k+2
C,., X +C, X +...+C, X +X =Yy
21 22 2k 0 (4.6)

1 2
Cn*k,lx +Cn7kY2X +...+Cn7k‘kx

m n n

+X =Y,

Yugorida korib dtilgan (4.3) tenglamalar sistemasidagi har bir tenglama
chizigli bogligsiz bolganligi uchun undan kelib chiggan (4.6) tenglamalar
sistemasidagi n—k tenglamalar ham chizigli bogligsiz boladi. Shuning bilan birga

ular birgalikda Kkeltirib chigarilgan songgi (4.6) tenglamalar sistemasi IT,
tekislikning tenglamasi deyiladi. Bu tenglamalar sistemasi IT, tekislikning
umumiy tenglamasi deyiladi.

Agar k=n-1 bolsa, u holda IT,, tekislik A" fazodagi gipertekislikni

aniglashi bizga malum. Gipertekislikning tenglamasini keltirib chigarish uchun
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(4.6) tenglamalar sistemasidan foydalanamiz. Shunda IT,, gipertekislikning
tenglamasi

C X X+t G X e X" +C=0

turga keladi. Demak gipertekislik chizigli bogligsiz bolgan bitta tenglama bilan

aniglanadi. Bu tenglamadagi c,,c,,...c;, Koefficientlarning barchasi bir vaqtda

nolga teng emas, yani

rang (C; Gy -+ G ) =1
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5-§. Tekisliklarning éz-aro joylashishi

A" fazodagi har xil tekisliklarning bir-biri bilan 6z-aro joylashish hollarini
korib otamiz. Bular 6z-aro kesishishi yoki kesishmay joylashishi mumkin,

1. Kesishadigan tekislikler.

Aytaylik A" fazoda ikki TI, va TII. tekisliklar berilgan bolsin.

m

(k<n, m<n)

5.1-tarif. A" fazodagi ikki har xil tekislik eng kamida bitta umumiy nugtaga
ega bolsa, u holda bu tekisliklar kesishadigan tekisliklar deyiladi.

Aytaylik T1., va II, tekisliklarning kesishmasiga tegishli bolgan bitta
nugtani A deb belgilaylik. Shu nugtani koordinata uchi deb gabul gilib olamiz.
IT,, tekislikning (I1, tekislikning) ustida erkli 6zgaruvchi N nugtani olamiz. Bu

holda AN evm(m er) boladi. Shunnig uchun kesishadigan tekislikning 6z-aro

joylashishi hagidagi masala A" affin fazoni keltirib chigaruvchi V, vektor
fazoning qgism fazolari V,, va V, fazolarning 6z-aro joylashishi hagidagi masalaga
keladi.

Aytaylik V, =V, "NV, bolsin. Agar m+k=n Dbélsa, u holda V, fazo nol
olchamli vektor fazo boladi. Bu holda V,, va V, fazolarning nol vektor nugtani
aniglagani uchun IT,, va IT, tekisliklar fagat bitta umumiy nuqtaga ega boladi.

Agar m+k >n bolsa V, =V, NV, fazo nol é6lchamli bolmaydi. Bu holda A
nugta va V, fazo orgali II; tekislik aniglanadi. Bu tekislik IT, va II,
tekisliklarning kesishish tekisligi boladi. Shuning uchun

I, =11, NII,
Umumiy holda I1, tekislik fagat bitta nuqgtadan yoki cheksiz kop nuqgtalardan

iborat bolishi mumkin.
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Agar II, =II_ Dbolsa, u holda IT, 6 cII,. Shunga uxshash II =II,
bolganda I, I, boladi.
Yugorida aytib étilganlarning chizmalarini keltiramiz.

1) I, fagat bitta nugtadan iborat.

2) T1,-cheksiz kop nuqtalardan iborat.

/L

3) I =I1,, bolgan holda
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Agar I, va IT, tekisliklar IT tekislik boyicha kesishadigan boélsa, u holda
I, va IT, tekisliklarni 6z ichiga oladigan IT,(r =m+k —s) tekisligi mavjud. Bu
yerdagi IT, tekislikni va shu tekislikni keltirib chigaruvchi V, vektor fazo V., va

V, fazolarning yi g indisi turadi. Xususiy holda m+k —s=n balishi mumikn. Bu

holda TI, tekislikning ornida A" fazoning 6zi boladi. Masalan uch élchamli

fazodagi kesishadigan har xil ikki tekislikni 6z ichiga oladigan tekislik uch
6lchamli fazoning 6zi boladi.
2) Kesishmaydigan tekisliklar.

Biz A nuqgta va V,, fazo orgali aniglangan tekislikni I1., dep, B nuqgta va V,
fazo orqali aniglangan tekislikni IT, deb belgilaymiz.

5.2-tarif. Agar I1, va II, tekisliklarni keltirib chigaruvchi VvV, va V,
fazolarning bittasi ikinchisining gism fazosi boélsa, u holda bu tekisliklar 6z-aro
parallel deyiladi. Parallel tekisliklar IT, || 1, deb belgilanadi.

5.1-teorema. A" fazodagi IT,, va IT, tekisliklar parallel bolib umumiy

nugtaga ega bolsa, u holda bularning bittasi ikkinchisida yotadi.

Isbot. Aytaylik I1., va I1, tekisliklar parallel bulsin. Teoremaning sharti
buyicha bu tekisliklar A umumiy nuqtaga ega bulsin, ya'ni A=I1_,NII,. Bu
yerda aniglik uchun m<k bulgan holni kurib utamiz. U holda parallellikning
ta’rifdan V,, cV, ekanligi kelib chigadi. IT_ tekisliknin ustida uzgaruvchi N
nugtani olamiz. Shunda AN eV, V.. Bu yerdan MGVk:N eIl,. Demak,
AN eIl = N €I1, bulgani uchun IT, < II,.

Shu teoremadan mana bu xulosa kelib chigadi:
Hulosa. Teng 6lchamga iye ikki tekislik parallel bulib eng kamida bitta

umumiy nuqtaga ega bulsa, u holda bu tekisliklar yuzlashadi.
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Ikki tekislikning olchamlari ten bolib, ular parallel bulsa, u holda bu
tekisliklarni keltirib chigaruvchi vektor fazolarning yuzlashishi tekisliklarning
parallel bolish tarifidan kelib chigadi, yani

IT, ||[TT, va m=k =V, =V,

Aytaylik A" fazoda birdek 6lchamga ega bolgan IT va IT' tekisliklarning R
repyerdagi tenglamalari berilgan bélsin. Bu tekisliklarning har bittasi birinchi
darajali bir jinsli tenglamalar sistemasi orgali aniglanadi. Parallel tekisliklarning
aniglamasidan mana bu teorema kelib chigadi.

5.2-teorema. IT va IT' tekisliklar parallel bolishi uchun shu tekisliklarni
aniglovchi tenglamalar sistemasi ekvivalent bolishi zarur va etarli.

3. Ayqgash tekisliklar.

Uch olchamli Evklid fazosida ayqash tégri chiziglar korib otiladi. Bular

hagida maktab kursi geometriyasida téla malumot beriladi. SHu tushunchani A"

fazoda korib 6tish uchun mana bu tarifni korib 6tamiz.
5.3-tarif. A" fazodagi parallel emas va kesishmaydigan ikki IT,,IT,

tekisliklarni ayqgash tekisliklar deb ataymiz.

Uch olchamli fazoda bir olchamli tekislik deb nomlanuvchi ikki togri
chizigning aygash bolishi bizlarga juda yaxshi malum. Shuning uchun uch
6lchamli fazodagi ikki olchamli tekisliklar aygash bolmaydi. Ammo fazoning
6lchami kattalashgani sari, ayqash tekisliklarning ham olchamlari kattalashib

boradi.

A" fazodagi TIT, tekislikni tanlab olamiz. Bu yerda m<n. Aytaylik A"
fazodagi yana bitta IT,, tekislik TT, tekislik bilan kesishsin. SHu tekisliklarning
kesishish tekisligini I, deb olsak, u holda IT,,IT,, tekisliklarning ikkitasini ham
6z ichiga aluvchi TT,(r =m-+k —s) tekisligining mavjudligi bizlarga malum. U

holda mana bu teorema o6rinli .
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5.3-teorema. Agar m+k—s<n Dbolsa, u holda IT, tekisligida parallel

m

bolgan har ganday m-olchamli tekislik IT, tekislikta yotmaydi va IT, tekislik
bilan aygash boéladi.
5.4-teorema. Agar m,k,s,n butun sonlar bolib
0<s<m, 0<s<k, m+k-s<n
tengsizliklari orinli bolsa, u holda A" fazoda ayqgash IT,, va IT, tekisliklar mavjud
bolib, ularni keltirib chigaruvchi V,,,V, fazolarning kesishishidan kelib chiggan

V., "V, fazoa s olchamli boladi (V.,, NV, =V,).
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Xulosa

Biz n olchamli affin fazodagi k o6lchamli tekislik hagida tushunchaga ega
bolib, uning tenglamasini Keltirib chigardik. Shuning natijasida IT, tekislikning
xossalarini analitik usulda aniglash mumkinchiligiga ega bldik. Bu xosslar
tekislikning olchamlari bir, ikki, uch va k bolgan hollarda saglanishini korib étdik.
Masalan, n-o6lchamli affin fazodagi k olchamli tekislik n—k sondagi chizigli
bogligsiz tenglamalar sistemasi orgali aniglanishini korib otdik. Demak birinchi
darajali algebraik tenglamalar sistemasi berilgan bolsa, shu tenglamalar
sistemasidagi nechta tenglama chizigli bogligsiz bolishiga garab olarning nechta
6lchamli tekislikni aniglash mumkinligini topishga boéladi. Bu yerda tekislikni
ifodalovchi tenglamalar sistemasining matricasining rangi katta ahamiyatga ega.

SHuning bilan birga bu bitiruv malakaviy ishida k olchamli tekislikni

yonaltiruvchi vektor fazoning tutgan 6rni hagidagi masalalar ham korib otildi. A"

fazodagi I1, va IT, tekisliklarning yonaltiruvchi V., va V, vektor fazolarining

kesishmasi nechta olchamli vektor fazo bolishiga qarab otirib, shu tekisliklar
nechta olchamli tekislik boyicha kesishishini aniglash mumkinchiligiga ega boldik.
SHuning uchun tekislikning yonaltiruvchi fazosining berilishi katta ahamiyatga
ega. Tekislikning yonaltiruvchi vektor fazosi uning tenglamasi orgali aniglanadi.
Fazoning olchami uchdan katta bolgan holda u yerdagi figuralarning
chizmalarini tasavvur qilish qiyin boladi. Shunki biznig yashab, amaliyotda
gollanayotgan fazomiz uch olchamga ega. Shuning uchun o6lchami uchdan katta
bolgan tekisliklar geometriyasining organish va tadgiq gilish ularning tenglamalari
orgali amalga oshirilishini kordik. Shu bilan birga k olchamli tekislik boyicha
olingan natijalar uch olchamli fazodagi ikki o6lchamli tekislik va togri chiziq (bir
6lchamli tekislik) boyicha olingan natijalar bilan solishtirilib tekshiriladi. Shuning
natijasida k olchamli tekislik hagida koprog tushunchalarga ega boéladigan

materiallar bu bitiruv malakaviy ishida keltirilgan.
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Bu bitiruv malakaviy ishining natijalari universitet va pedagogik institut
talabalarining geometriya fani boyicha chuqur érganishi uchun mustaqil ishlarga

materiallar bolib xizmat giladi.
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