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Таким образом, может быть получена совокупностьлинейных моделей, по существу, 
являющихся присоединенных нелинейных композиций к линейной модели 
многопараметрического процесса. 

Вычислительный процесс моделирования является совершенно аналогичным для всех 

случаев построения модели, т.е. У1,^^2'^3 ^ также последующих моделей, последовательно 
усложняющих структуру модели процесса. Последовательное рассмотрение новых композиций 
модели процесса существенным образом упрощает реализацию метода моделирования 
многопараметрических процессов. Таким образом предложен метод моделирования процесса 
аддитивного усложнения исходной модели самоорганизации как существенно расширяющий 
возможности метода для моделирования сложных систем. 
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ПРОДОЛЖЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ Ф У Н К Ц И Й 
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Аннотация. В данной работе рассматривается задача продолжения обобщеньюй 
аналитической функции в единичный круг по известным ее значениям на дуге граничной 
окружности. Установлено критерий разрешимости этой задачи. 

Ключевые слова: уравнение Коши-Римана, обобщенная аналитическая функция, теорема 
Фока-Куни, формула Карлемана. 

ТЬе ех(еп81оп оГ 1Ье депегаНхес! апа1уйс 1°ипс(;10П8 
АЬ81гас1 1п гЫз рарег ше соп5!с1ег 1Не ргоЫет оГ ех1:епс11п§ а ^епегаИгес! апа1у11с йтсПоп ю а ип11 

с1!8к Ггот 11з кпоу/п уакюз оп Л е агс оГ 1Ье Ьоипёагу с!гс1е. А сп1епоп Гог 1Ье 5о1уаЫИ1у оГ^Ыз ргоЫет 1з 
е51:аЫ!8Кеё. 

Кеуи'огйх: Саис11у-К1етапп е^иа^^оп, ёепегаИтес! апа1уис й1ПС1!оп, Роск-Соопеу Леогет, 
Саг1етап'з 1Ъгти1а. 

1]тип11а811§ап апа1№кГипк81уа1агп1 (1ауот еШпзН 
Аппо(:а1;81уа. УзЬЬи тацо1ас1а итит1а8Ь§ап апаИ11к Гипк81уап! ЫгИк с1о1га сЬе§ага51П1Пё ц15т1с1аё1 

Я1ута11апёа ко'га, зКи с1о1га§а ёауот еШпзЬ та8а1а51 о'г^апИёап. Ви та8а1а уес11!т!п1Пё та\1ис1Ик 
кгЛепуаз! о'тай1ёап. 

КаШ 8о'21аг: СаисЬу-Иетапп 1еп§1а1Т1а81, шпит1а8Ьёап апаИ11к Гипк81уа, Рок-Кип! йогетаз!, 
Каг1етап Й)гти1а81 

Как известно [1], линейная эллиптическая система первого порядка на плоскости заменой 
переменных и неизвестных функций сводится к обобщённому уравнению Коши-Римана 

Эи/ д 1 / д д \ 
— + у1(г)и/-НВ(2)й> = О, ^ = 7 : ^ + г — , 2 = х + 1у. ( 1 ) 

дг ' дг 2 \дх ду) 
Решение уравнения (1) называется обобщенной аналитической функцией. В данной работе 
рассматривается задача продолжения обобщенной аналитической функции в круге гю ее знамениям 
на части граничной окружности. 

Пусть О = {г: \2\ 1} - единичный круг и I' = , I" - е'^ точки на единичной 
окружности 5 0 , 0 <в' < в" < 2п. Дугу (С' ,С" ) окружности дО обозначим через 5; С,,(Е)-
множество функций комплексного переменного г, удоштетворяющих условию Гёльде|)а на 
комплексной плоскости Е; /-р^С^) ~ множество функций / удовлетворяющих условиям 
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1 Ь М 1 У А X В О К О Т N О М А М А Т Е М А Т Ж А 2018-у|!, З-зоп 

• / ( 2 ) е 1 р ( 0 ) , | г | - 2 / ( ^ ) е Ь р ( 0 ) . 

Через Ур 2 (Л, В, О ) обозначим множество решений в области О уравнения (1), где 

д в е ^ р , 2 ( Ю п с « ( г ) , р > 2. 

Формула аналитического продолжения функции комплексного переменного по ее значениям на 
части границы области регулярности впервые была получена Карлеманом [2]. Идея Карлемана была 
развита и обобщена Г.М.Голузиным и В.И.Крыловым [3]. Используя формулу Карлемана, В.А. с1>ок и 
Ф.М. Куни [4] решили задачу описания функций заданных на части границы области, которые 
являются следом аналитических в этой области функций. Теорема Фока-Куни была обобщена в 
работах [5], [6], [7] и других авторов. 

В данной работе рассматривается задача описания функций (р е С ( 5 ) , которые являются 

следом функции и/ 6 Ур_2 (Л, В, О). 
Рассмотрим гармоническую меру О ) дуги 5 относительно круга О [8]: 

Обозначим через Х-'^г, <") (] = 1,2) решения уравнения (1) по переменной г из класса Пр-г^Л, В, О), 

соответствующие по теореме взаимности [1] аналитическим функциям 

где Ф - функция Карлемана дуги 5 относительно круга О [9]: 

ФЛг. О = 7 ^ ехр{а[Щ) - Я ( 7 ) ] } , 

А ( 2 ) —аналитическая функция в области В, такое что КеА. = XV, а —положительный чис.ювой 

параметр. 

Теорема 1. Пусть м/е Цр В, О ) П С ( Д ) , и'!^ = Тогда справедливы следующие 

эквивалентные формулы продолжения: 

1 
Ц/(2) = Ит 

И/ (2 ) = • 

2ш. 

1 

^1{2,Оц>{оа^-^1{х,ошЖ.^ е 0 ( 2 ) 

" 1 ( г . О ' Р С О й С - П г (7 ,0Ф (0^С + 
](г,а)(1а, ( 2 а ) 

2п1 
5 о 

где — основные ядра Коши уравнения (1) 

Доказательство этой теоремы в случайкогда область О ограничена отрезком действительной оси и 
гладкой кривой 5, лежащей на верхней полуплоскости приведено в [10]. 
Используя формулы (2) и (2а) можно получить критерий разрешимости упомянутой выше задачи 
продолжения. С этой целью рассмотрим область О' = О и {г: в' < агдг < 9"]. Имеет место 
следующая теорема о разрешимости задачи продолжения: 

Теорема2. Пусть (р е 1(5) Г\ ( 5 ) (5 = /пС5). Для того чтобысуществовапа функция IV 6 

Ур_2('4, В, О) П С (О и 5 ) такая что ее сужение на 5 совпадает с ср, необходимо и достаточно чтобы 

интеграл 

/ ( 2 , 0 - ) Й ( Т < о о (3) 

сходился равномерно на каждом компакте К с: О'. Если выполнено условие (3), то продолжение 
осуществляется эквивалентными формулами (2) и (2а). 
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1ЫУ11У АXВ0К0ТN01VIА МАТЕМАТЖА 2018-у)1. З-м.п 

Доказательство. Необходимость. Пусть существует функция XV 6 УргС^, В, О ) П С ( 0 и 5 ) гакая 

чтои/(2) = (р{2),2 е 5. Функции Х^{2, <"), Х^{2, ЯВЛЯЮТСЯ решсниями интегральных уравнений 

. (4) 

Из уравнений (4) следует, что аналитическим функциям 

соответствуют функции 

Эти функции во всей плоскости Япо переменной г удовлетворяют уравнению (1) и нелинейным 
интегральным уравнениям: 

• . Х?(г,0 = 1фа(^.0е''^^''^\ 

^(2 ,о = ^ Ф а и о е ^ ^ ^ " ' ^ \) ; 

п 
го 

' с^5(,у = 1,2. 

Так как функции Ху^удовлетворяетуравнению (1) на плоскости Е, функции Пу" = у" (] = 1,2) 

удовлетворяют системе уравнений: 

дгЩ + А{2')Щ + В{2)Щ = 0. (6) 

По теореме взаимности [1] функциям -$0.(2, { ) и ЛФ (Т (2 , { ) соответствуют функщш Х['^,Х'/ 6 

11р2(.—^>—В,Е). Функции Х['^ и 2̂°̂  по переменной ^ удоштетворяют сопряженному уравнению к 

(1): 

д'^Х;,''(_(.2)-АШкЧ(,^)-ВШ1сЧ<.^) = 0, 
С 2, < 6 Я, к = 1,2. 

Взяв в качестве Ж'функции Х^"', 2̂̂ ^ применяем формулу Грина [1]: 

и ' ( О Х Г ( С г Ж г ^ С О ^ Г ( С , ^ Ж = 0 , к = 1,2, 2 ^ 0 ' . 
дЪ 

Умножив второе из этих равенств (к = 2 ) наг' и сложив с первым получим 

В силу равенств [1]: 

- ; - п?(2,о = -п^(2,0, 
п?(2,о = -пГ(г ,0, - -

последнее равенство перепищем в виде Отсюда — • —' 

Оценим интеграл, стоящей в правой части равенства (7). Используя формулы (5) и неравенство (8.7) 
из [ 1 ] (стр. 178), имеем 
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1ЬМ1У АXВОI^ОТNОМА М А Т Е М А Т Ж А 2018-У11, 3 -М1П 

дО\3 

N(01 

< (\г?((.^)\ \гп<.ш^(от\ 
ао\5 

дО\5 

\ехр[ЛЮ -

где 
^ * - • - • 

С = т а х 

гек 

Л ( 0 - Я ( 2 ) М = 

до 
Таким образом 

4з неравенства (8) следует выполнение условия (1). 
Достаточность. Пусть функция (р удовлетворяет условию теоремы. Покажем что сущее I вует 

функциям/ е ир2(А,В,0) П С{В и 5 ) , такая что и/(2) = <р (2 ) ,2 6 5. Рассмотрим функцию Ф ( 2 ) 
заданную правыми частями двух эквивалентных формул (2) и (2а). Первое слагаемое в формуле (2а) 
является обобщенным интегралом типа Копж. Оно задает две функции удовлетворяющие 
соответственно в областях О и 0'\0 уравнению (1) такие, что разность их предельных значений гю 
нормаля.м (или по углам ограниченного раствора, а соответствующие точки 2"*" Е О и 2"*" 6 В'\0 при 
стремлении к точке ^ 6 ^находятся равных расстояниях от ^) на 5 равно ^(< ' ) [1 ] (стр. 198). Причем 
если одна из функций непрерывна в соответствующей области вплоть до 5, то другая тоже обладает 
даннььм свойством. Покажем, что второе слагаемое в формуле (2а) удовлетворяет уравнению ( I ) в 
области В'. В силу равномерной сходимости интеграла (3) имеем 

^ + А{2)]{2, а) + В ( 2 ) 7 ( 2 , а) 
дг 

2т, 
дйЦг.О 

дг <р(О^С + .4(2 )11? ( 2 , О-РСО^С - в{2)й1 ( 2 , ОФ(0«!С 

- А(2)а^ (2 ,0Ф(0с1 (+ в(,2)а^(,2, ОФ(Ос^< (1а 

2т) 1, 
о 

/ 

(дйЦг.О 
дг + Л ( 2 ) П ? ( 2 , 0 + 5 ( 2 ) а ? ( 2 , 0 

\ 
дг 

\ 
+ л ( 2 ) а ^ ( 2 , о + в ( 2 ) п ? ( 2 , о 

} 
(1а, г е О'. 

Отсюда в силу равенств (6) следует что второе слагаемое в формуле (2а) удовлетворяет уравнению ( I ) 

в области О' .Таким образом, правая часть формулы (2а) задает две функциии/1 Ё Пр^ (А, В, 0)11И'2 е 

{/р_2 ( ^ ' В, 0'\0)тжш что для всякой точки <• 6 5верно (в указанном смысле) равенство 

^^гЮ-щЮ = (р(.0> (9) 
причем если одна из этих функций непрерывна в соответствующей области вплоть до 5, го другая 
тоже об.падает этим свойством [1]. С другой стороны функция Ф ( 2 ) равняется правой части (2). Для 
любой компактной подобласти К'сО'\0,гЕК' выполняется неравенство а)(9',в">б> 
1).Поэтому и / 2 ( 2 ) пригЕК'. В силу теоремы единственности д.пя обобщённых аналитических 
функций \л/2(г) = 0. Так, что VV2(С) = Опри "̂ 6 5.Таким, образом 1^2(2)продолжается непрерывным 
образом на (Р'\0) и 5. Но тогда и ' 1 (2 )тоже непрерывна продолжается на В У 5. Из равенства (9) 
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