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LektsiyaNel
Tema. Elementar wagqiyalar kenisligi.
Lektsiyanin jobasi:
1. Tajriybe ha'm waqiya.
2. Elementar wagiyalar kenisligi.
3. Wagiyalar ustin'de a'meller.
4. Misal.

Tayanish tusinikler:
Tajiriybe ha'm wagqiyalardi bir-biri menen baylani®'m olarga misallardi
korsetiu. Elementar wagiyalar kenisliginde kalalguskerek ha'm olarga misal
korsetiu. Wagqiyalar ustin'"de a'meller.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Elementar wagiyalar kenisligi degenimiz ne?
2. Eki wagiyanin gosindisi ha'm kobeymesin aytgpib.

A debiyatlar:
[1] 81,2,3. 16-38 betler

Itimalliq teoriyasinda tajiriybe ha'm wagqiya tuditari tiykargi tusinik bolip
tabiladi. Adette, xar bir tajiriybe natiyjesinde ypara turakli shartler jiynagi
orinlanganda, bazibir waqgiya juzege asadi depaitil

Misali: Tiyindi bir ret taslaganda (tajiriybe) dekelip shigadi (ukiya).

Turakli shartler jiynagi saklanganda, tajiriybenmatiyjesi tajiriybeden
tajiriybege ozgerip otiratugin jagdaylar koplep rashp otiradi.

Misali: Kubikti bir ret taslaganda 6 ochko kelipildkan bolsa, kubikti ekinshi
ret taslaganda 1,2,3,4,5,6 ochkolarinin kalegepubikelip shigiui mumkin. Sol
siyakli baklanip atirgan tajiriypenin natiyjesi ¢ébn stantsiyasina bir saat
dauaminda kelip tusken talaplardin sani bolsd, daat sayin ozgerip otiriui
mumekin.

Solay etip , tajiriybeni natiyjesi tajiriybedenitgjbege tosinnanliq turde
ozgerip otiratugin kubilislar (waqgiyalar) boladdai ala anik aytiu mumkin emes.

Tajiriybeler ha'm olardin tosinannliq xarakterdegitiyjeleri  bolgan
wagqiyalar ozlerinin tabiyati boyinsha juda koplittooladi. Sonligtan da bunday
wagiyalardi matematikaliq koz-karastan birdeysudaret ushin itimalliq
teoriyasinda elementar wagiyalar kenisligi tudikigtiledi.

Elementar wagiyalar kenisligi dep tajiriybenin ibibiri oz-ara
biykarlaytugin natiyjelerin jiynagina aytamiz. Elemtar wagqiyalar kenisligi
Q={«}  dep belgileymiz. Onin elementlerin, yag niy lardi elementar dep
ataymiz.

Misallar:

1.Tiyindi bir ret taslaganda kelip shigiui mumkiolgan elementar wagqiyalar
tek g'ana ekew boladi: gerbtin® shigiui, tsifrdielip shigiui: Q ={r,u} ={w,w,}



2. Kubikti bir ret taslaganQ =={w, w,,w,,w,,w,,w,} bundaw,

Kubikti bir ret taslaganda k ochkonin kelip shigiubildiretugin elementar
waqiya, k=1,2,3,4,5,6.

3. Oqg tegis nishanaga atilgan. Oqtin® nishanamauayamasa minau
tochkasina tiyiui elementar wagiya boladi. Nishanaagisliginde XOY koordinat
sistemasin kiriteyik. Sonda elementar waqiyalandamn,

Q :{)c,y);)c2 +y°< RZ}
turinde boladi.

Bul misallardan tomendegishe juumak shigariuga diolgar bir tajiriybe
natiyjesinde juzege asiui mumkin bolgan, birin-biykarlaytugin elementar
wagqiyalar kenisligin duzedi. Elementar wagqiyalardinl kopligi shekli, sanakli
kontin'ium kuuatligka iye boliui mumkin.

Elementar wagiyalar kenisligine derek elementar iyagrdin kalegen ules
kopligi tosinnanliq wagiya ( yamasa wagqiya) degladi. Bul tastiyiklauQ shekli
yamasa sanakli koplig bolgan jagday ushin tolighereduris bolip, al kontin'um
kuuatligka iye bolganda kopliglerdin ayirim klaghin g ana duris boladi

Wagjiyalardi latin® alfavitin'in bas xaripleri A, VS, ... lar menen
belgileymiz. Egerde A wagqiyasi juzege askan botsala A ga derek elementler
wagiyalardin bireui juzege askan boladi. Misalybkkti bir ret taslaganda A
wagjiyasi jup ochkonin kelip shigiuin bildiretugimlsa, ondad ={w, w,,@,} ha'm
A wagiyasi yamasa 2 ochkonin, yamasa 4 ochkonimaga 6 ochkonin kelip
shigiuin bildiredi.

Tegis nishanaga ok atilganda, V wagqiyasi oktinlidiradiuska iye bolgan
dongelekke tiyiuin bildirse, ondas={(x,y):x*+y*<1}. Uliuma jagdayda
matematikaliq koz-karastan kalegenkopligin elementar wagqiyalar kenisligi dep
ataymiz. Onin elementleri elementar wagiyalar diyadi. Tosinnalig wagiya dep,
Q nin bazi bir ules kopligine ataymiz.

Wagjiyalar ustin’de a'meller. Wagiyalar klassifikatsyasi.

Wagiyalar ustin’de a'meller,kopligler ustin’de allevesiyakli aniklanadi.

1. A ha'm V wagiyalarinin gosindisi dep, olardin keeminde bireuine derek
bolgan elementar wagiyalardin kopligine aytamiz.l Beagiyani A+V yamasa
AO0B dep belgileymiz. Eki wagiyanin qosindisi tajiriylie natijesinde bul
wagiyalardin yamasa bireuinin yamasa ekeuinin dege asiuin bildiredi.

2. A ha'm V wagiyalarinin kobeymesi dep A ga ha ng& derek bolgan
elementar wagiyalardin kopligine aytamiz. Bul wagiAV yamasa4n B dep
belgilenedi. Eki wagiyanin kobiymesi bul wagiyalan ekeuinin de bir uakitta
juzege asiuin bildiredi.

3. A ha'm V wagiyalarinin ayirmasi dep A ga derek,V ga derek emes
elementar wagqiyalardin kopligine aytiladi. Bul giga A-V yamasa A\V den
belgilenedi. A-V wagiyasi A wagiyasinin juzege i@%/ wagiyasinin juzege
aspauin bildiredi.

4. Barliqg elementar wagiyalardin kopli@2 isenimli wagiya dep, al bir de
elementke iye bolmagan E=Q bos kopligi mumkin emes wagiya dep ataladi.



5. 4=Q-4 wagiyasi A wagiyasina karama-karsi wagiya dep aalial 4
wagiyasi A wagiyasinin juzege aspauin bildiredi. r&aa-karsi wagiyalardin
gosindisi isenimli wagqiya, al olardin kobeymesi nkimemes wagiya boladi.
A+A4=Q, 44=0.

6. A ha'm V wagiyalarinin tek g ana bireuine tiyislementar wagiyalardan
turatugin wagiya, A ha'm V wagiyalarinin simmetiigaayirmasi dep ataladi. Bul
wagiya 4ABdep belgilenedi.4AB wagiyasi A ha'm V wagiyalarinin tek g ana
bireuinin juzege asiuin bildiredi.

7. Egerde4B =0 bolsa, onda A ha'm V wagiyalari oz-ara birgeligdip
ataladi. Eki waqgiyanin oz-ara birgeligsizligi tajioenin natiyjesinde bul
wagiyalardin ekeuinin birgeligte juzege asiui mumk&mes ekenligin bildiredi.

8. A wagiyasi juzege askanda V wagiyasi da soaszege asatugin bolsa,
onda V wagiyasi A wagiyasinin saldari dep ataladinm bul fakt 40 B dep
belgilenedi. Egerdet 0 B ha'mB O 4 bolsa, onda A ha'm V wagiyalari ten kushli
yamasa ekvivalent dep ataladi ha'm A=V dep belgiienA+V=V AV=A boladi.

Jokaridagi wagqiyalar ustin'de kiritilgen tusinikdiertomendegi 1- sizilma
turinde tusindiriu kolayli boladi.

Meyli turakli shartler jiynagi tochkani dusmaldamekiratka taslaudan ibarat
bolsin. A-wagiyasi taslangan tochkanin ulken doegké¢ kelip tusiuin, al V
wagiyasi taslangan tochkanan kishi dongelekke keigwuin bildiretugin bolsin.
Sonda A4+B, 4B, A-B, A, AAB wagiyalari, dusmaldan taslangan tochkanin

saykes shtrixlangan oblas’larga kelip tusiuinikeldi. Biz bunnan bilay elementar
wagiyanin bazi bir wagiyaga derekligihsimvoli menen belgileymiz.

Misali a U 4.

Wagiyalardin  gosindisi ha'm kobeymesi tusinigi idhggzamasa sanakli
sandagi wagqiyalar ushin duris boladi.

Wagqiyasi 4,, n=12,... wagqiyalarinin en keminde bireuine tiyisli elemant

wagiyanin juzege asiuin bildiredi.

AA;. A,...=A, wagiyasi A, n=1, 2, ... wagiyalarinin xar birine tiyisli
elementar wagiyanin juzege asiuin korsetedi. Kalagaqiyalar ushin, tosinnanliq
wagiyanin aniklamasinan tomendegi tepliglerdin isligi kelip shigadi.

1. AA=A, A+A=A birdeyliq nizami;

2. A+V=V+A, AV=VA kommutativliq nizami;

3. A+(V+S)=(A+V)+S, A (VS)=(AV)S assotsiativliq nemi;

4. A(V+S)=AV+AS - distributivliq nizami.

Kopshilig jagdaylarda tomendegi teiliglerdin orindikenligin biliu kerek
boladi.

A+V=AV, AV=A+V
Wagiyalar ustin’de a'mellerdi tomendegi misaldaniiseyik.
Misal. Kubik bir ret taslangan, elementar wagqiy&anisligi



Q = {@1,@2,@3,@4,@5,@6}
A wagiyasi - kubikti taslaganda jup ochkonin kedipgiuin, V wagiyasi — tak
ochkonin, S wagiyasi 3 ke eseli ochkonin kelip shigbildiretugin bolsin.
Sondad ={a,,a, a}. B={a, a; a.}.C={a;,aq} boladi.
Z=B={a}1,a)3,a)5} A=B :{wz’wmwe} C:{al’aziamas}
A4+B ={y, @, @, 0, @, @} =Qq
4AB=0. Demek A, V wagiyalar oz-ara karama-karsi ha mgdligsiz

wagqiyalar boladi.
A+ B ={t,, 05,0,y AC ={a}

B+C ={w,w, @, w}, BC={w}

Solay etip A ha'm V ha'm S wagiyalari ozara birgsilz emes.



LektsiyaNe2
Tema. Wagiyalar algebrasi ha #éralgebrasi. Itimallig tusinigi. Aksiomalar.
Lektsiyanin jobasi:
1. Wagiyalar algebrasi.
2. Itimallig tusinigi.
3. Aksiomalar.
4. Misal.

Tayanish tusinikler:
Wagjiyalar algebrasinin tusinikleri ha'm olarga reakorsetiu. Itimalliq
tusinigi. Aksiomalar ha'm olardin kasiyetleri. Milsat korsetiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Wagiyalar algebrasi degenimiz ne?
2. Itimalligtin™ klassikalig aniklamasin berin.

A debiyatlar:
[1], [2], [3]

Elementar wagqgiyalar kenislig shekli yamasa sanakli bolsa tosinnanliq
wagqgiya depQ nin kalegen ules kopligin tusinemiz. & elementar wagiyalardin
kalegen sheksiz kopligi bolgan jagdayda waqgiya @emin ules kopliglerinin
bazibir klasina derek bolgan ules kopliglerin tesmz. Bul klass kopliglerdin
(wagiyalardin) algebrasi yamadaalgebrasi dep ataladi.

Meyli Q kalegen elementar wagiyalar kenisligi bolsin, aloRin ules
kopliglerinin bazi bir klasi bolsin.

Egerde4 0 F, BOF kalegen wagiyalari ushin

1. QUF
2. A+ BOF, ABOF, A\BUOF

Bolsa, onda f wagiyalar algebrasi dep ataladi.

Egerde 4,0F, n=1 2 .. bolgandao A4, 0F Dbolsa, onda wagiyalardin

n=1
algebrasi wagiyalardid-algebrasi dep ataladi.

Endi biz itimallig tusinigin Kiritiuge otemiz. Iti@liq wagiyanin juzege
asiuinin - mumkinshiliq darejesin xarakterleushi .saalegen wagqgiya ushin
itimalligtin™ san manisin tikkeley esaplauga mungiliq beretugin itimalligtin™
uliuma aniklamasi jok. Bul temada biz itimalligtiruliuma aniklamasi sipatin da
xar bir konkret tajiriype yamasa tosinnanliq waquyghin aniklanatugin itimallig
kanaatlandiriui tiyis bolgan aksiomalardi keltinzm

Wagiyalar algebrasi F ke derek bolgan kalegen Aiyasinin itimalligi dep,
tomendegi aksiomalardi kanaatlandiratugin R(A) isamlktsiyasina aytamiz.

Al. Teris emeslig aksiomasi.

Kalegen4OF wagiyasi ushinp(4) = 0.



A2. Normirovkalau aksiomasi.

P(Q) =1

A3. Shekli additivlig aksiomasi.

Egerde A ha'm V waqiyalari birgeligsiz, yag niy48=0 bolsa, onda
R(A+V)=R(A)+R(V). Shekli additivliq aksiomasi kaleg shekli sandagi jup-
juptan birgeligsiz waqiyalar ushin da duris boladi.

Wagiyalardin sheksiz izbe-izligine baylanisli mdergi sheshkenge sanakli
additivlig (0 additivliq) aksiomasi dep atalatugin tomendegii@ksni Kiritiu
kerek boladi.

A4. Egerde 4, 4,, ..., 4,... izbe-izliginde wagqiyalar jup-juptan birgeligsiz

nte-

bolsa (yag'niy 4 4, =0, i#j bolganda), ondaP(ZAn] = ZP(An). Shekli
n=1 n=1

additivlig aksiomasi menen birgeligte uzligsizligaksiomasi dep atalatugin
tomendegi aksioma sanakli additivliq aksiomasimekigshli boladi.

A4’. Uzligsizlig aksiomasi.

Egerde4,, 4,, ..., 4,... wagiyalarinin izbe-izligi kemiushi izbe-izliq duzegin

bolsa, yag niy4, 04, 0...0 4, O... bolsa, ha‘nﬁAj =0 bolsa, onda!]ip]oP(An) =0

(uzligsizlig R).

Itimallig R Al-A4 aksiomalarin kanaatlandiratugirolba ha'm wagiyalar
kopligi F algebra boliu menen birge ozinde wagqiydita sanakli qosindisin ha'm
kobeymesin tutatugin bolsa, onfl@,F, P } ushligi itimalliq kenisligi dep ataladi.

Solay etip itimalliq tusinigin kiritiu ushig Q,F,p } itimallig kenisligin duziu
kerek eken. Itimalliq kenisligi tomendegi tartiptuziledi: daslep elementar
wagiyalar kenisligiQ beriledi, onin ules kopliglerinin jiynaginan F algrasi §-
algebrasi) duziledi, keyin F tin® elementi bolgasdgen A wagiyasi ushin onin
itimalligi R(A) aniklanadi. Al, A2, A3, A4’ yamas®1l, A2, A4 aksiomalar
sistemasiQ elementar wagqiyalar kenisliginin &-algebrasinda itimalliq olshemli
aniklaydi. Bul aksiomalar sistemasi 1933-jili A.Noknogorov tarepinen Kkiritilgen.

Demek itimalligtin™ jokaridagi aniklamasi boyims, 40 F bolganda g ana
R(A) itimalligi aniklangan boladi. Kerek jagdaydanin ules kopligi A itimalligka
iye emes. Sonligtanda( F) ekiliqg olshemli kenisliq dep ataladi.

Itimalligtin™™ bul uliuma aniklamasinan wagiyanirtinnalligi wagiyanin
funktsiyasi ekenligi kelip shigadi. Sebebi oz-aea kushli emes eki A ham V
wagiyalarina xar kiyli R(A) ha'm R(V) itimalliglarsaykes keledi. Waqiyalar
funktsiyasi bolgan itimalligtin™ aniklau obladf algebrasi &algebrasi) boladi.
Al, A2 aksiomalarinan itimalligtin"™ manisler kogii[0,1] segmenti ekiligi kelip
shigadi.

Endi elementar wagqiyalar kenisligh nin elementlerinin sani xar Kkiyli
(shekli, sanakli, sanaksiz) bolgan jagdaylar ushimmalligtin™ aniklamalarin
keltiremiz.

Diskret elementar wagqiyalar kenisligi.



Itimalligtin”" klassikalig aniklamasi.

Egerde elementar wagiyalar kenisligi shekli yansessaakli sandagi elementar
wagqiyalardan turatugin bolsa, onda bul kenisligkeis elementar wagqiyalar
kenisligi dep ataladi. MeylQ elementar wagqiyalardin diskret kenisligi bolsin.

EgerdeQ da Y P(w)=1 bolatugin R@) teris emes sanli funktsiyasi berilgen
a1Q

bolsa, onda elementar wagiyalardin itimalliglarrilgen dep aytiladi.
A wagiyanin itimaligi dep, 4>Q bolganda, tomendegi formula menen
aniklanatugin R(A) sanina aytamiz.

P(4)=> P(w), 420 (1)

Egerde 4=0 bolsa, onda R(A)=0 boladiP(«) itimalliglari elementar
itimalliglar dep ataladi. Solay etip, A wagiyasintimalligi A wagiyasina derek
elementar wagqiyalardin itimalliglarinin gosindisiten.

Usilayinsha aniklangan itimalliq Al-A4 aksiomalakanaatlandiradi.

Misal: Tiyin ozinin bir tarepinen katarina eki r&elip tuskenge shekem
taslanadi.

Tiyindi: a) 5 retten kop taslamau kerekligin, bpJet taslau kerek boliuinin
itimalliglarin tabin.

Tiyindi bir ret taslaganda eki turli elementar wadardin (G, Ts) bireui kelip
shigiui mumkin. Tiyin bir tekli materialdan islenge simmetriyali dene
bolganligtan, R(G)=R(Ts)=1/2 dep aliu orinli boladonligtan n taslauda gerb
katarina eki ret kelip shigadi, tsifr katarina e&t kelip shigadi — degen wagiyalar
oz-ara ten itimalliglarga iye boladi ha'm bul ititp 1/2 n ge ten. Bizin
misalimizda:

Q={aw, @y, ., @y =0T, LI, QIT, THL, THIT, QIO ..},
Tiyindi n ret taslaganda tiyin ozinin bir tarepinkatarina eki ret kelip tusedi
— degen wagiyani juzege asiratugin eki turli natigpr. Olardin bireuinde keyingi
eki rette gerb, al ekinshisinde tsifr kelip shigadi

Sonligtan, P(w,) :2—2n = znl_l (n=2) boladi.
Usilayinsha alingan itimalliglar.

2}_1 >0, (n=2); ZP(wn)=222—1n:1 shartleri kanaatlandiradi. Olay
n=2 n=2

bolsa jokaridagi wagiyalardin itimalliglari (1)-foula boyinsha esaplauga boladi.

Misalda karalip atirgan wagiyalardi saykes A ha nd&p belgilesek, onda olardi

tomendegishe jaziuga boladi.

A:{az, Gy, Gy, as}, B:{az, ,, g, Gg, }

Pw,) =

Demek, (1)-formula boyinsha
~1.1.1.1_15 e 12
P(A)—E*'?*'?*'?—E, P(B)—nz:;,P(%n)—znz1 g
Meyli elementar wagiyalar kenisligiQ oz-ara ten kushligti (tendey
itimalliglarga iye bolgan) n elementar wagiyalardaratugin bolsin, yag niy




=, @, @, ..., @) P=(a)=Pa)=Plw)=..=Pa,)=1n.
A wagiyasi(4 0 Q) k elementar wagiyalardan turatugin bolsin.
A:{a)ll’ Wy, Wgy -y W }

Onda (1)-formula boyinsha
1.1 1_x
P(A) = ZP(w)——+n+ o=
Bunda k A ga derek elementar wagiyalar san€ rga derek elementar
wagqiyalar sani. Sonligtan jokaridagi formulanio Q bolgan kalegen A wagqiyasi
ushin tomendegishe jaziuga boladi:

A 2a oepek snemenmap yaxwisnap camvl | A4
P(A) = P Py i M (2)

Q 2a Oepex snemenmap yaxolsnap Cavl ‘Q‘
Solay etip, (2)-formula boyinsha A wagqiyasinin ighgi A ga derek
elementar wagiyalardin saninin elementar wagiyatardiuma sanina katnasina

ten. (2)-formula boyinsha aniklangan itimalligtinaniklamasi itimalligtin™
klassikaliq aniklamasi dep ataladi.



LektsiyaNe3
Tema: Itimalligtin™ kasiyetleri.
Lektsiyanin jobasi:
1.Birgeligsiz wagiyalardin itimalliglarin kosiu teigasi.
2. Kombinatorika elementleri.
3. Kllasikalig sxemaga keltiriletugin maseleler.

Tayanish tusinikler:
Birgeligsiz wagiyalardin itimalliglarin kosiu teomsasin korsetiu ha'm
dalilleu. Kombinatorika elementlerin korsetiu. Kd#saliq sxemaga keltiriletugin
maseleler.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Birgeligsiz wagqiyalardin itimalliglarin kosiu éeemasin aytin'.
2. Kombinatorika elementlerin jazin?

A debiyatlar:
[11, [2], [4]

Al-Adaksiomalarinin  saldarlari  sipatin'da itimalilof=  tomendegi
kasiyetlerin keltiremiz.

1. Mumkin emes wagiyanin itimalligi nulge ten.

p(d)=0

Bul tenliq durisligi Q+0 =Q tenligine ha'm A2, A3 aksiomalarinan kelip
shigadi.

2. Egerde4 0O Bbolsa, onda

R(WV\A)=R(V)-R(A).

V=A+(V/A) ha'm A(V/A)=0 bolganligtan, A3- aksiomasi boyinsha
R(V)=R(A)+R(V/A) yamasa R(V/A)=R(V)-R(A)

3. Egerde4 O B bolsa, onda

R(A)<R (V).

Bul tenlig A1 aksiomasinan ha'm 2-kasiyetten kehgadi.

4.40F kalegen wagiyasi ushin
0< P(4)<1.

Bul tensizligh O 4 0 Q katnasinan ha'm 3- kasiyetten kelip shigadi.

5. P(4)+1-P(4). Bul tenlig 4+4=Q, 44=0 tenliglerinen ha'm A3
aksiomasinan kelip shigadi.

6. Kalegen eki A ha’m V wagiyalari ushin

R(AOV)=R(A)+R(V)-R(AV).

A0OV=A+(A\AV) Dbolganligtan A3 aksiomasi boyinsha R(A
V)=R(A)+R(V\AV). ltimalligtin=" 2-kasiyeti boyinsha R(V-AV)=R(V)-R(AV)
bolganligtan,

R(AOV)=R(A)+R(V)-R(AV)
tenligine iye bolamiz.



7. Kalegen A ha'm V wagiyalari ushin
R(AOV)<R(A)+R(V).

Bul tensizlig 6-kasiyetten kelip shigadi.

8. Meyli 4, 4,, ..., 4, kalegen wagqiyalar bolsin. Onda

P4 =D P(4)=D P(4,A4)+ D P(4, A, A) + ..t ()" P(4, 4,,....4,) .
i=1 i=1 i<j i<j<x
Bul formula Bul" formulasi dep ataladi. Bul formualainduktsiya metodi
menen dallileymiz. Itimalligtin™ 6- kasiyeti boysha, Bul' formulasin=2
bolganda duris.
R(4, O 4)=R(4)+R(4,)-R(4, 4,), n=1 ushin formula duris bolsin

P(B) = P(LnJAi) = EP(Ai) =Y P(4,4))+ D P(4,4,,A) +..+ ()" P(4, 4,,....4, ;)

i<j i<j<x

SondaP(OAij =P(B+A)=P(B)+P(A)-P(4,B).

n

Bul tenligke bizge malim bolganP(B):P(UA], P(AB):P(oAiAj

i=1

manislerin koysak, Bul" formulasi kelip shigadi.
9. Kalegen A, A, ..., A, waqgiyalari ushinP(LnJAszn:P(A).
i=1 i=1

Bul tensizliq 7-kasiyetten induktsiya metodi boyiaskelip shigadi.
10. Egerde{4,} wagiyalardin monoton osiushi izbe-izligi bolsaagyniy

4.04.,) ham 4 {04] bolsa, onda P(4) = lim P(4,). Bul uzligsizliq

aksiomasinin ekinshi formasi boladi.

Kombinatorika elementleri. Klassikaliq sxemaga keliriletugin maseleler.

Elementar wagqiyalar kenislig2 shekli sandagi elementlerden turatugin, ha'm
barlig elementar wagiyalar tendey itimalliglargee iypolgan sxema klassikaliq
sxemani duzedi. Bul sxema kiretugin maselelerde iyadaydin itimalliglari
itimalligtin™ klassikalig aniklamasi boyinsha e&apadi. Itimallig teoriyasina
tiyisli maselelerdi sheshiu tiykarinan eki etaptaradi:

1) Maselenin shartin'de Kkiritilgen tajiriybeni setleu ushin saykes
matematikalig model di saylap aliu ha’m maselertermatikaliq formulirovkalau.

2) Matematikaliq maseleni sheshiu.

Itimalligtin™ klassikaliq aniklamasi tajiriybenimatyjeleri bazi bir maniste
simmetriyali bolatugin ha'm bul natiyjelerdi ten mkinshiligli dep karauga
bolatugin  tosinanliq kubilislardin en jaksi matdikaliq model boladi.
Tajiriybenin natyjelerinin simmetriyalig ha'm tenmiinshiliq kasiyeti kubikti
yamasa tiyindi taslaganda, lotereya oyininda habmtajiriybelerde saklanadi.

Klassikalig aniklama boyinsha wagiyalardin itimglérin esaplaganda bazibir
kopligtin® ules kopliglerinin sanin kombinatorikglimetodlar menen esaplauga
tuura keledi. Olar, ornalastiriu, orin almastiria m teriu tusinikleri boladi.



Meyli bizge sheklix =(x,,x,,....x,) kopligi berilgen bolsin. Bul kopligti N ge
ten bolgan bas toplam dep ataymiz. Bos toplamnailgén kolemi n ge ten
bolgan saylanba toplam defx,;, x;,. ..., x,,) tartiplengen izbe-izligine aytamiz.

X kopligine N elementin"en n element boyinsha jgaal (duzilgen)
orinalastiriu dep kalegen tartiplengefy;;, x,,..., X;,) saylanba toplamina
aytamiz. EKki orinalistiriu bir-birinen  ozlerinin lementlerinin sostavi menen
yamasa tartibi menen ayiriladi. EKix;y, X5, X)) ha'm (xj, X500 X,
orinalastiriulari oz-ara ten boliui uship _=x,, «=1 2 3 .., n tenligleri olardin

barliq saykes elementleri ushin orinlaniui kerdidi'm jetkiligli. N elementten n
element boyinsha duzilgen barlig orinalastiriudamis
AN =NON-).ON -n+1) (1)

N=>1 bolgandady =1 dep kabil etemiz N =n bolgandagi orinalastiriudin
dara jagdayi N elementten duzilgen orin almastep ataladi . N elementten
barlig ornalastiriulardin sani

P, =NON-1)0.0320=N!. (2)

Birdey sandagi elementlerge iye bolgan eki orin adtmiu bir birinen
ozlerinin elementlerinin tartibi menen ayiriladi. Bopliginin N elementin'en n
element boyinsha duzilgen teriu dep, X kopliginim,, x,, ..., x;,) turindegi
kalegen ules kopligine aytamiz. N elementten n ifsha jasalgan barlig
teriulerdin sani

on = Al _ N N(N-(N-2)..(N-n+])
n n(N-n)! nl

3)

(3)- tenligtenCy =Cy " ekenligi kelip shigadi. Bunnan bilay 0'=C2 =1
ha'm n<0, n>N bolgand&, =0 dep tusinemiz. Birdey sandagi elementlerge iye
bolgan eki teriu biri-birinen ozlirinin elementlamn sostavi menen ayiriladi. Meyli
bizge kolem N ge ten bolgan bas toplam berilgersibolBul bos toplamnan
kolemi n ge ten bolgan saylanba toplamdi eki tusii menen duziuge boladi. 1)
Kaytalausiz saylanba toplam. Saylanba toplamnimdii elementi sipatin'da bas
toplamdagi N elementtin® kalegen bireuin, al ekinslementi sipatin'da kalgan
N-1 elementtin” kalgan bireuin ha'm.t.b. saylanty@amnin n-elementi sipatin'da
bas toplamda kalgan N-(n-1) elementtin® kalegereuar alamiz. Usilayinsha
duzilgen saylanba toplam dep ataladi. Kolemi n g lholgan bunday saylanba
toplamlardin sani N nen n boyinsha duzilgen orniadadin sanina ten:

AV =N(N-1D...N-n+12)

Egerde xar bir kaytalausiz saylanba toplamgaé itimalligin

saykeslendirsek, onda biz klassikalig sxemaga ofarbiz. Kaytalausiz saylanba
toplamdin ishinde numerlegen N shar bar urnadae-izliurde dusmaldan n shar
aliu arkali duziledi dep tusiniuge boladi. Alingahar urnaga kaytarilmaydi. Bul



jerde «dusmaldan» sozi urnadan kalegen shar aliligbsharlar ushin ten
mumkinshilig ekenin bildiredi

1-misal. Numerlengen m shar n oringa dusmaldanlagsyiladi.
Numerlengen k ha'm s bolgan eki shar sol numentgijdglaskan boliu itimalligin
tabin.

Biz bul jerde elementar wagiya dep, m shardin ngaijaylasiuinin bir usilin
tusinemiz. Elementar wagqiyalar kenisli@i nin elementlerinin sani shardi n oringa
jaylastiriudin sanina yag niy n elementten m elemdioyinsha duzilgen
ornalastiriulardin sanina ten:

Q| =47 =n(n-1...n-m+1).
Numerleri k ha'm s bolgan eki shardi saykes nunweitilarga tek g ana bir
turli usil menen jaylastiriuimizga boladi, al kalgen-2 shardi n-2 oringa
A" =(n-2)(n=-3)...n—m+1)
turli usil menen jaylastiriuga boladi. Sonda izlengtimalliq
P= Ay o 1 :
A n(n-1)

Endi biz kolemi N ge ten bolgan bas toplamnan amgzlerinin sostavi
menen ayirilatugin kolemi n ge ten bolgan saylatdg@@amlardin sanin tabayik.
Biri birinen elementlerinin tartibi menen ayirilgim, birdey sostavka iye bolgan,
kolemi nge ten bolgan saylanba toplamlardin sahiga ten. Sonligtan

elementlerinin sostavi boyinsha ayirilatugin saplanoplamlardin sani‘#:c:, ge
n

ten boladi.
Bul N elementten n element boyinsha jasalgaan teoladi. Eger xar bir

saylanba toplamg%lT itimalligin saykeslendirsek, biz tagi da klassifasxemaga
N

ilye bolamiz.



LektsiyaNe4
Tema. Itimalligtin™™ geometriyaliq ha ' m statistilgahniklamasi.
Lektsiyanin jobasi:
1. Itimalligtin™™ geometriyaliq aniklamasi.
2. Misallar.
3. Itimalligtin™ statistikaliq aniklamasi.

Tayanish tusinikler:
Itimalligtin™™ geometriyaliq aniklamasi ha'm misall koriu. Elementar
wagiyalardin kenisligin tusindirip beriu. Itimalkip " statistikalig aniklamasi ha'm
misallar sheshiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Itimalligtin™™ geometriyalig aniklamasin aytin'.
2. Itimalligtin™ statistikaliq aniklamasin aytin'.

A debiyatlar:
[1], [3], [3]

Elementar wagiyalar kenisligio diskret bolgan jagdayda wagiyalardin
itimalliglari (1) ha'm (2) aniklamalari menen esaphtuginin kordik. Bul
aniklamalardi Q tajiriybenin sanaksiz sandagi ten mumkinshiligditigjelerinin
kopligi bolgan jagdayda kollanip bolmaydi. Sonlgthn bunday jagdaylarda
itimalligtin™ geometriyalig aniklamasi kollanadi.

Meyli Q(w) shekli n olshemli kolemge iye bolgan n olshemli Kk
kenisliginin oblasti (kopligi) bolsinQ nin n olshemli kolemge iye bolgan ules
kopligi A ni tosinanliq wagiya dep tusinemiz.

40Q wagiyalarinin klasi F J-algebrasin duzedi.4OF wagiyasinin

itimalligin tomendegishe aniklaymiz.

P(A) _ A HbIH N onwemau Konremu _H (1)

Q noin N onwemau Koremu ‘Q‘

N olshemli kolem dep saykes lebeg olshemin ha minkalligtin™ (1) tenligi
menen aniklap bi{ Q.,F,P} itimallig kenisligi materialliq tochkaQ oblistin'a
dusmaldan (tosinanliq turde) taslangandagi paydandgdugin maselelerdin
modeli boladi. Materialliq tochkanie oblastin’in anau yamasa minau kelip tusiui
elementar wagiya boladi ha'm bul tochkanin jagd&gordinatalari) usi oblast'ta
ten olshemli bolistiriigen boladi, yag niy mateli@ltochkani A 0 Q oblastin'a
kelip tusiu itimalligi sol oblasttin n olshemlokemine proportsional boladi

Biz oblast’lardin n olshemli kolemi dep n=1,2,3 dmrhida saykes kesindinin
uzinligin, tegis figuranin ha'm kenisliq figuragmnikolemin tusinemiz. (1)-
formulada aniklangan itimalliq geometriyaliq itirhgldep ataladi.



1-misal. Sterjen ozinin uzinligi boyinsha ten olsthiebolistirilgen tosinanliq
tochkada eki bolekke bolinedi. Sterjen'nin kishildginin uzinliginin ushten
birinen asip ketpeuinin itimalligin tabin.
i i
0 1/3 21/3 1
Sterjen nin uzinligin 1 dep belgileyik. San koshde x ozgermeli koordinata
bolsin. Elementar wagqiyalar kunisligi uzinligi 1 bolgan kesindinin tochkalarinin
jiynaginan turadi: Q=(x; 0sx<1), |Q=|4] wadiyasi itimalligi izlngen wagiya
bolsin

A={x; OSxSI—, gIS)csl}, |A|:|—+|_:£|.
3 3

2

(1)-formula boyinshap(4) = M_35_2

2-misal. Ushirasiu xaqginda masele. Eki joldas kmat dauaminda
ushirasiuga kelisken. Ushirasiu ornina burin kelgetam ekinshisin 20 minut
dauaminda kutip turadi. Onnan keyin ketip kaladgeile olardin xar kaysisi
ushirasiu ornina 1 saat araligindagi kelgen uakanmantlerinde keliui mumkin
bolsa, eki joldastin’ ushirasiu itimalligi negm®?

X, U arkali saykes birinshi ha'm ekinshi joldasiardshirasiu ornina keliu
momentlerin belgileyikp< x <60, 0< y <60.

Sonda o ={(x,y), 0<x<60, 0<y<60}. A wagiyasi eki joldastin’ ushirasiuin
bildiretugin bolsa, onda ={(x,y), [x-»/<20

A
y
6 SN
2(Q
N X
0 20 60 X

Sonda geometriyalig aniklama boyinsha eki joldastishirasiu itimalligi A
oblastin’in maydani tarepi 60 ka ten bolgan kvdaramaydanina katnasinina ten,
yag niy
|4 _80*-40* _5

P(A) = = =
D0 67 o

Itimalligtin™ statistikaliq aniklamasi.
Itimalligtin™ klassikaliq aniklamasi tajiriybe ogkiletugin ob ektlerdin
simmetriyaligina ha'm onin tiykarinda tajiriybeninnatiyjelerinin  ten



mumkinshiligli boliuina tiykarlangan. Birak-ta tgfattaniu ilimine baylanisli ha'm
texnikalig xarakterdegi kop g ana maselelerdi karafa tajiriybenin natiyjelerinin
ten mumkinshiligli yamasa ten mumkinshiligli emgsii aniklauga akildin muapik
usilin tabiu kiyin. Bunday jagdaylarda tajiriybenmatiyjeleri bolgan elementar
wagqiyalardin kanday itimallig penen juzege asatligjixagqginda xesh narse ayta
almaymiz, uliuma jagdayda bul itimalliglar belgidooladi. Itimalliq teoriyasinin
rauajlaniuinin daslepki dauirlerinen baslap, bundalgisiz itimalliglardi kop
sandagi tajiriybelerdi otkeriu arkali tabiu mumkekenligi xaqqindagi pikirler
payda bolgan.

Meyli turakli shartler jiynagi orinlaganda xar laginda bazi-bir A ukiyasi
juzege asatugin yamasa aspaytugin n garezsizybmirotkerilgen bolsin. Usi n
tajiiybede A waqiyasiy ret juzege askan bolsinu/n katnasi A wagiyasinin
juzege asiui yamasa aspaui ustin'degi jurgizilgeakuuakit baklaular, shartler
jiynagi turakli bolganda, kop sandagi otkerilgenirigbelerdin natiyjesinde A
wagqiyasi juzege asiu jiyiligi turakli zakonligka llatuginligin aniklangan. Atap
aytkanda u/n katnasi n sani jeterli darejede ulken bolgand® ksandagi
tajiriybeler seriyasi ushin bir-birinen juda az iparkilatuginligi baklangan.
Jiyiligtin® turakliliq kasiyeti dep atalatugin buiakt en daslep demografiyaliq
xarakterdegi izertleudin barisinda ashildi. Ayerdgn yada putkil mamleket ushin
ha'm ulken kalalar ushin tuuilgan ul balalar samituuilgan balalar uliuma sanina
katnasi jildan jilga derlig ozgermey kalatuginlggzilgen. Bul san ayemgi Kitayda

bizin eramizdan 2238 jil burin xaligtin® esabinualin natiyjesinde% ge ten dep

kabil etilgen. Laplas, London, Peterburg, Berlin'rhaputkil Frantsiya ushin
statistikaliq maglumatlardi uyreniu natiyjesinde ldlalardin tuuiliu jiyilginin
birinshi jillari dauaminda shama menen 22\43 e ¢kenligi aniklangan. Solay
etip, ayemgi dauirlerden baslap-ak, wagiyanin igyiltajiriybenin sani artip
barganda bazi bir turakli sanga juuiklasip baratligi xaqgindagi maglumatlar bar
bolgan. Asirese, itimalligtin™ klassikaliq aniklasin kollaniuga bolatugin
jagdaylarda jiyiligtin®  terbelisli  turde jakinlas wagqiyani itimalligtin™
dogereginde bolatuginligi aniklangan. Bul fakttstigiklau ushin kop g ana ret
tiyin taslau, kubikti taslau ha'm t.b. tajiriybeletkerilgen. Tomendegi tablitsadan
kop ret tiyin taslauda Gerbtin® kelip shigiu jigin onin itimalligi 1/2 ge

jakinlasip baratuginligi korinedi.
Tiyindi taslau Gerbtin® kelip Jiyiligy

Eksperementator sani shigiu sani

Byuffen 4040 2048 0,5080
Feller 10000 4979 0,4979
K.Pirson 12000 6019 0,5010
Djevons 20480 10379 0,5068
K.Pirson 24000 12012 0,5005
Romanovskiy 80640 39699 0,4923

Meyli tiyin n ret taslanganda gerbtin® kelip shigjiyiligi w/n bolsin.
Koordinatalar kosherin sizip, abstsissa kosheripitterilgen tajiriybeler sani n di



,al ordinata kosherine gerbtin® kelip shigiu jigilixz/n di koyayik. Tajiriybenin
sani n nin osip bariui menen (m,/n) tochkalarin tutastiriushi sinik sizik u=1/2
tuurisina jakinlasip baradi.

AN

N

0O 2 34 56 7 89 10

Kop sandagi otkerilgen tajiriybeler natiyjesinder bkatar tosinanliq
wagqiyalardin jiyiligin derlig turakli bolip kalatugligi, tajiriybe otkeriushiden
garezsiz turde tosinnanlig wagqiyalardin zakonligidvar ekenligin korsetedi. Bul
zakonliglardi koriniui jokarida aytilgan jiyiliglelin derlig turakliliginan ibarat
boladi. Itimalligtin™ klassikaliq aniklamasin kalhiuga mumkin bolgan
jagdaylarda, tajiriybe kop sanda otkerilgende wanqiy jiyiligi wagiyanin
itimalligina jakin boliui, uliuma jagdayda da jiygl onin dogereginde terbelisi turde
ozgerip, ogan sheksiz jakinlasip baratugin turakin bar dep esaplauga
mumkinshiliq beredi.



LektsiyaNe5
Tema. Shartli itimalliglar.
Lektsiyanin jobasi:
1. Shartli itimalliglar.
2. Kobeytiu teoremasi.
3. Wagiyalardin garezsizligi.

Tayanish tusinikler:
Shartli itimalliglar ha'm kobeytiu teoremasi. Maael sheshiu. Wagiyalardin
garezsizligi.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Shartli itimalliglardin aniklamasin aytin'.
2. Kobeytiu teoremasin dallillen.

A debiyatlar:
[11, [2], [3]

Biz usi uakitka shekem wagiyalardin itimalliglaresaplaganda tajiriybeni
otkeriude saklanatugin turakli shartler jiynagin@aska kosimsha shartlerdin
orinlaniuin talap etkenimiz jok. Usilayinsha esaggan itimalliglar shartsiz
itimalliglar dep ataladi. Kopshiliq jagdaylarda A agiyasinin itimalligin
esaplaganda V wagiyasinin juzege askanligin esaplkga tuura keledi. Bunday
itimallig A wagiyasinin V ukiyasi juzege askanliggmartli itimalligi dep ataladi. A
wagiyasinin V wagqiyasi juzege askandagi shartinailigi P(A/V) yamasa RA)
dep belgilenedi. Shartli itimalliglardi esaplaudiim kansha misallarin keltiremiz.
1-misal. Eki kubik bir uakitta taslangan. Kelip ldkan ochkolardin gosindisi jup
ekenligi malim bolganda, ochkolardin gosindisinigd ten ekenliginin itimalligin
tabin.

Ochkolardin gosindisinin 8 ge ten boliuin bildirgim wagiyani A arkali,
ochkolardin gosindisinin jup ekenligin bildiretugmagiyani V arkali belgileyik.
Sonda

Q={(i,j): i,j= 123456
A={(i.j): i+j=8i,j=1 ¢

B:{(i,j): i+j+2k, i,j=1 6 k=1, 6}

|9 =36, |[A =5 |B]=18 bolganligtan,itimalliqtin™ klassikaliq aniklamasi

boyinsha
5

P(A)=336, P(B)=;—2, P(A/B)zlzzcl*’g:]]jg, AB = A
36
P(4B)

bolganligtan, bul misald&(4) = P(5) dep jaziuga boladi.



2-misal. Meyli elementar wagqiyalar kenisligi oz-aien mumkinshiligli n
elementar wagiyadan turatugin bolsin, yag niy:
1

Q={w, @}, P@)=", i=1n.

Olardin ishinde |A=m, |B|=k, |AB|=r bolsin. Egerde V wagqiyasi juzege
askan bolsa, onda ogan derek k elementar waqgiylaingui juzege asadi. Sol

uakitta A wagiyasi juzege asiu ushim®X ga derek bolgan r elementar wagiyanin
r

P(4B)

P(B)

bireui juzege asadi. Sonligtan klassikaliq aniklasoginshap 4/ = '

i:E:
kK

S

Uliuma jagdayda shartli itimalligtin™™ aniklamasinhendegishe kiritiledi:
Meyli {Q,F,P} itimalliq kenisligi berilgen bolip, ABOF ha'm R(V)>0
bolsin. A wagqgiyasinin V wagqgiyasi juzege askandawgrtli itimalligi dep
_ P(4B)
P(A/B)_W (1)
formulasi menen aniklanatugin itimalligka aytamiz.

Egerde V berilgen bolip,ADF wagiyasi {Q,F,P} itimalliq kenisligin
aniklaytugin bolsa, onda JA) shartli itimalligi AOF wagiyasi R funktsiyasi
retin'de jana {Q,F,P} itimalliq kenisligin aniklaydi. Buni tekseriu ushR, shartli
itimalligininAl-A aksiomalarin kanaatlandiratugininkorsetiu jetkiligli. Bul
aksiomalardin orinlanatuginligi \RA) (yamasa R(A/V)) shartli itimalliglardin

tomendegi kasiyetlerinen kelip shigadi.
1. P(4/B)=0, cebeou P(AlB) - P(4B) >0.

P(B)

P(QB) _,

P(B)

3. Egerde AA,=[1 bolsa, onda

R(A1+A2/V)=R(A/V)+R(A/V). (2)
A:A,=01 bolganda4,s n 4,8 =0 bolatugin bolganligtan
P((4y+4,)B) _ P(4B+4,B) _ P(4B)+P(4,8) _ P(4B) _ P(4,B)
P(B) P(B) P(B) P(B)  P(B)

2. P(Q/B) =1, cebebu P(QIB)=

P(A4,+ A,1B) =

= P(4,/ B)+ P(4,1B).

Shartli itimalliglardin bul kasiyetleri A1-A3 aksmalarinin durisligin korsetedi.

4. P(AIB)=1-3(4/B) (3)

Xakiykatin'"dada4+4 =Q, 44 =0 bolganligtan (2)-tenliqte4, =4, 4,=4
dep alsak 2- kasiyettin® tiykarinda (3)-tenligi ikeshigadi.

5. Egerde bolsa, ond&(4,/B) 1 0. Agl U ekenliginen VA1 O ekenligi kelip
shigatugin bolganliqtarP(An/B):%l 0 shartli itimalligtin™ bul kasiyeti A4

aksiomasinin orinlanatuginin bildiredi.
(1)-formulanin tiykarinda R(A)>0 bolganda



P(BA)

P(AIB) = (4)
P(A)
dep jaziuga boladi. (1) ha'm (4) formulalarinan
P(4B) = P(A)LP(B] A) = P(B)[P(AlB) 5)

ekenligi kelip shigadi. Bul tenlig kobeytiu teoresnadep ataladi ha'm oni
tomendegishe aytiuga boladi.

Kalegen eki wagiyanin kobeymesinin itimalligi olardbireuinin shartsiz
itimalligin  ekinshisinin birinshisi juzege askamila shartli itimalligina
kobeytkenge ten.

Kobeytiu teoremasi induktsiya boyinsha kalegen agndwagiyalardin
kobeymesi ushin uliumalastiriuga boladi

P(4,,4,,...,4,) = P(4,) P(4,/ 4)[L.CP(A, | A,A4,..A.). (6)

(6)-tenliginin dalilleuin okiushilardin ozlerine kdaramiz.

Itimallig teoriyasinin qollanbalarinda biz R(A/V)timalligin (1)-formula
boyinsha emes, al baskasha pikir juritiu arkalikeyimiz. Bul jagdayda (5)-
formula R(AV) itimalligin R(A) ha'm R(V/A) itimallglari arkali yamasa R(V)
ha'm R(A/V) itimalliglari arkali esaplauga mumkinksip beredi.

Wagiyanin garezsizligi.

Endi biz wagqiyalardin garezsizligi tusinigin kintez.

Egerde A ha'm V wagqiyalari ushir(4B) = P(4) [P(B) tenligi orinlansa, onda
A ha'm V wagqiyalari oz-ara garezsiz kelip shigadi.

A ha'm V wagiyalarinin garezsizliginen tomendegsikatler kelip shigadi.

1. Egerde R(A)>0, P(V)>0 bolsa, onda A ha'm V watgrinin garezsizligi
R(A/V)=R(A), R(V/A)=V tenliglerinin xar kaysisina kwivalent. Bul kasiyet (1)
ha'm (4)-formulalarina (7)-tenligti kollaniudan kekhigadi.

2. Egerde p(4B) = P(4) 1P(B) bolsa, ondar(4B) = P(4) [ P(B), P(AB) = P(A)P(B),
P(4B) = P(4)tp() . Bul ush tenligtin™ birinshisin dalilleyik:

R(AV)=R(A-AV)=R(A)-R(AV)=R(A)-R(A)R(V)=R(A)(1-R(V))=R(A)R(V).

3. Egerde A ha'm Vwaaqiyalari garezsiz ha'm A ha m, Wagiyalari garesiz
jane BB, =0 bolsin. Onda A ha'm MV, wagiyalari da garezsiz boladi.

Bu kasiyettin™ durisligi tomendegi tenliglerden ikethigadi.

P(A(B, + B,)) = P(AB, + AB,) = P(AB,) + P(4B,) = P(A)P(B,) + P(4)P(B,) =
P(A)[P(B) + P(B,)] = P(A)P(B, + B,)

Itimalliqg teoriyasinin qollanbalarinda kalegen ekiagiyanin garezsizligin
aniklau ushin (7)-tenligtin” orinlaniuin tekseretkiligli boladi.

Misal: Tiyin eki ret taslangan. Avaqiyasi birinshi taslauda gerb; wagqiyasi
ekinshi taslauda tsifr kelip shigadi degen wagqisdilabildiretugin bolsin.

P(4) = P(4,) :% bolganligtanr(4,, 4,) =% :%B;—:P(Al) [P(4,) boladi.

Wagiyalardin sani ekeuden kop bolgan jagdayda vedapglin jup-juptan
garezsizligi ha'm toplamda garezsizligi tusinikigqiriteyik.



Egerde 4,4,,....4, wagqiyalari ushini # j bolgandaP(4;,4;)=P(4)P(A)
tenligleri orinlansa, onda,, 4,,...,4, wagiyalari jup-juptan garezsiz dep ataladi.
Egerde A, Ay, A, wagqiyalarinin kalegen gruppasi ushin
1<i;<i, <..<igsn, 2<ks<n bolganda P(4 A ....A)=P(4 )P(4)..P(A)
tenligleri orinlansa, ond&, , A, .....,A wagiyalari toplamda garezsiz dep ataladi.
Keri jagdayda wagqiyalar toplamda garezsiz boladiagi/alardin jup-juptan
garezsizliginen olardin toplamda garezsizligi kebpiga beredi. Bul kasiyet
tomendegi misalda korinedi.

Misal: Tegisligke ush jagi saykes kizil, kok, jas#nlerge, al tortin'shi jagi
ush renge de aralas boyalgan tetraedr taslangdraet@iedin tegisligke kizilga
boyalgan jagi menen kelip tusiuin V, al jasilga algyn jagi menen kelip tusiun S
wagqiyasi dep belgilensin.

P(A)=P(B)=P(C) = % an P(AB)=P(BC)=P(AC) = % = % D= P(A)P(B) = P(B)P(C) = P(4)P(C)
boladi.

Sebebi tetraedrdin tort jaginin ekeuinide kizilkkgasil renler bar. Demek A,

V, S wagqiyalari jup-juptan garezsiz. Bil’akta’(ABC)=%¢%=P(A)P(B)P(C)

bolganligtan A, V, S wagiyalari toplamda garezli.



LektsiyaNe 6
Tema. Tolig itimalligtin™ formulasi.
Lektsiyanin jobasi:
1. Tolig itimalligtin™" formulasi.
2. Bayes formulasi.
3. Misallar.

Tayanish tusinikler:
Tolig itimalligtin™ formulasi ha’m ogan misallabksetiu. Bayes formulasinin
kelip shigiui ha'm ogan misallar.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Tolig itimalligtin™™ formulasin jazin.
2. Bayes formulasin dallilen.

A debiyatlar:
[1], [5], [6]

Eger 4,...,.4, wagiyalari jup-juptan birgeligsiz bolsa ham 4 +..+4=Q
bolsa, onday,,...,4, waqiyalarin shekli jikleniu duzedi dep ataymiz.
Meyli 4,,....4, wagiyalari shekli jikleniu duzetugin bolsin ha marbq
P(4,)>0 bolsin. Onda kalegen 0 Q wagiyasi ushin
B=BQ=AB, +..+ AB, (1)
dep jaziuga boladi4,,...,4, wagiyalarinin jup-juptan birgeligsizliginem4,,...,B4

n

wagiyalarinin jup-juptan birgeligsizligi kelip shagi. SonligtanP(B) :ZP(BAK)

k=1
kobeytiu teoremasi boyinsh®(BA4,) = P(4,)P(B/A4.) bolganligtan keyingi eki
formuladan

P(B)=) P(BA)P(BIA,) 2)
k=1

formulasi kelip shigadi. Bul formula toliq itimadjtin"" formulasi dep ataladi.

1-misal: Urnada M ak shar, N-M kara shar bar. damakaytalausiz turde
izbe-iz eki shar alingan. Ekinshi alingan shardirshar boliuinin itimalligin tabin.

A ukiyasi arkali birinshi alingan shardin ak shailibin, V waqiyasi arkali
ekinshi alingan shardin ak shar boliuin belgileyik.

M _— _N-M M-1M-1

- M - _M-1M-1 -_M i
Sonda P(A)—N, P(A4) , P(Bl4)= NCI N1 P(BI A) N_1' Toliq

itimalligtin™ formulasi boyinsha
P(B) = P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A)__EM 1, N-1.M

N CN-1_ N(N -1) N(N -1)

_MM-1+N-M) M(N-) _M

N



Solay etipp(A):p(B):% yag niy birinshi ha’m ekinshi ret ak shar aliudin

itimalliglari oz-ara ten boladi eken. Sol siyaklingan shardi urnaga kaytarmay
izbe-iz turde shar alganda kalegen orinda ak sladi@ itimalligi da % ge ten

bolatuginligin koriuge boladi.

2-misal: Mugalim jokari matematikadan zachet alishin 50 masele
tayarlagan. Olardin ishinde differentsial esabi@@nmasele, integral esabinan 18
masele, itimalliglar teoriyasinan 12 masele batudént differentsial esabinan 18
masele, integral esabinan 15 masele, itimalligiyaeman 10 masele shigara
alatugin bolsa, onda dus kelgen bir maseleni sipigachet tapsiriuinin itimalligin
tabin.

Tomendegi wagiyalardi kiriteyik:

A,={studentke masele differentsial esabinan kelipjusti

A,={studentke masele integral esabinan kelip}usti

As={ studentke masele itimalliq teoriyasinan esabirgipkust}.......

V={student zachet tapsirdi},

20 2 18 9 12 6
Sonda P(4)="==2, P(4)=""=—, P(4,)="2=—
() 30 5 (42) 50 25 (4a) 50 25
Saykes shartli itimalliglardi esaplayik:
18 9 15 5 10 5
P(BIA)=""="2P(BlA)=""="P(Bl4)=—=".
( l)2010( 2)186( 3)126

Sonligtan (2)-formula boyinsha
2.9 9 6 43
P(B) = P(4)P(BI 4)+ P(4,)P(BI 4,) + P(4,)P(BI 4,) _E%+EG2+EG2 === 086.

Meyli 4,...,4 waqiyalari shekli jikleniu duzetugin bolsin. (Brligi V
wagiyasinin kalegen bireui menen birligte juzegataginligin bildiredi. Sonda
(2)-tenligi menen aniklangan toliq itimalligtin’ofmulasi V wagiyasinin4,,...,4
wagqiyalarinin kalegen bireui menen birligte juzegpguinin itimalligin bildiredi.

Meyli V wagqiyasi juzege askan bolsin. Sol uakitta Awaqgiyasi juzege
askanliginin shartli itimalligin tabayik. Kobeytieoremasi boyinsha.

n

P(A.B)=P(A.)P(BlA)=P(B)P(A.lB). Keyingi tenligten
P(A. ] B)= P(AKifzglA“) . (2)-tenligten R(V) nin manisin koysak
P(4)P(Bl A
p(4, 1 By=DAIP(BIA) -
2 P(4)P(BI4,)

k=1
(3)-formula Bayes formulasi dep ataladi. Bayes fadamin tomendegishe
interpretatsiyalauga (tusindiriuge) boladi, (x =12,...,n) wagqiyalarin boljaular
(gipotezalar) dep ataymiz.

P(4,) itimalliglar tajiriybe otkizgenge shekem esaplamgdapriorliq)
itimalliglar, al P4, /B) shartli itimalliglaritajiriybe juumaginda V wagigajuzege
askannan keyin esaplanatugin (aposteriorliq) itigialr boladi. Bayes formulalari
boljaulardin aprirliq itimalliglari P(4,) ha'm V wagiyasinin shartli itimalliglari



P(BIl 4,) lar arkali aposteriorliq itimalliglar(4, / B) lardi esaplauga mumkinshiliq
beredi.

3-misal. Skladta eki zavodta tayarlangan lampocikalralas turde kabil
etilgen. Birinshi zavodta tayarlangan lampochkiler sani ekinshi zavodta
tayarlangan lampochkalardin saninan n ese ddiiknshi zavodta tayarlangan
lampochkalardin R ulesi, al ekinshi zavodta tayarlangan lampochkatalR, ulesi
jaramsiz. Skladtan dusmaldan alingan bir lampochfamramsiz ekenligi malim
bolsa, onin birinshi zavodta tayarlangan boliuiimalligin tabin.

Skladtan alingan lampochkalar kaysi zavodta tapgdaligi xaqgginda eki
turli boljau jurgiziu mumkin. A {alingan lampochka 1-zavodta tayarlangan}, A
{alingan lampochka 2-zavodta tayarlangan}. Skladtzayliq lampochkalardin n

ulesi 1-zavodta, al bir ulesi 2-zavodta tayarlamgéan, skladtagi lampochkalardin

uliuma sani n+1 ulesti kuraydi. Sonliqtarp(Al):Ll, p(Az):Ll V wagqiyasi
n+ n+
alingan lampochkanin jaramsizligin bildiretugin biol. Onda

P(B/A)=P, P(BlA,)=P,. Tolig itimalligtin™ formulasi boyinsha
nk
nR

p,. Bayes formulasi boyinsha4/p)=—"n1*1 - . Sol
2 "R, R nR+R

n+l n+1
siyakli alingan jaramsiz lampochkanin 2-zavodtgatiangan boliuinin shartli
itimalligi tomendegishe boladi

1
n+1

n
P(B)=——P +
(B)=—1P,

P,

P
P(4,/B)=—"0*L - T2 |
Y, , P2 nNptp,
n+l n+1




LektsiyaNe7
Tema: Garezsiz tajiriybeler izbe-izligi.
Lektsiyanin jobasi.
1. Tajiriybelerdin garesizligi.
2. Bernulli sxemasi. Binomial formulasi.
3. Misallar.

Tayanish tusinikler:
Tajiriybelerdin garesizligi ha'm ogan misallar ketis. Bernulli sxemasin
korsetiu. Binomial formulasi ha'm onin aniklamatarmisallar jardeminshe
korsetiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Tajiriybelerdin garesizliginin aniklamasin aytn
2. Binamial formulasin Kkeltirip shigariu?

A debiyatlar:
[1], [3], [4]

Tajiriybe dep natiyjesinde, elementar wagqiyalamigkgi Q ga tiyisli bazibir
elementar wagiyalar juzege asatugin belgili birgégjiynaginin (eksperementin’)
iske asiuin tusinemiz. n tajiriybeler izbe izligmatematikaliq model

w = (a).l,a).z, ----- ,a).g) tochkalarinan turatugin jana elementar wagiyalar

kenisligi Qn boladi. Bunda &, K- numerli tajiriypede juzege askanQ

elementar wagiyalar kenisligini kalegen tochkasmisali: tajiriybe kubikti
taslaudan ibarat bolsin. Elementar wagqiyalar kenis} alti elementten turadi.

w=(w,w,,w,w,,ws,Ws).
Ush tajiriybege saykes keletugin jana elementar iyeday kenisligi
Q,w=(w,;,W,,......J3) turdegi 216 tochkadan turadi. Bunda

Wy, W, xaMm...., 3 ler saykes birinshi,ekinshi ha’m ushinshi tajigyjozege

askan Wy, W,, W0, ,Ws,Ws.  lardin  kalegen bireui. Sonligtan
Q) =666=6"=256
Meyli A(S) A(S) ...A(S) wadivalari . - .
1 Ay Ty giyalari s tajiriybedegiQ shakil jikleniui
bolsain. Yag niy i natiyjede dep ataymiz. Degdgbeyik.
@, 04"  @,04®,0, 04" polatugin Q, kenisligini barlig

W, Ws,,...,0, tochkalarinan turatugin Ai(l) Ai(z),----,Ai(n) wagjiyasin
duzeyik.



1 2 K)\ — 1 2
Egerde €, kenisliginde P(Ai( )Ai( ),---Ai(n )) = Pi(l)Pi(Z) ""’Pi(nn)

tenligi kalegenl,l,,...,I, ler ushin (I i, <i, <...,<i, £k orinlanatugin
bolsa, ondaotkerilgen n tajiriybeleri garezli cgepladi.

Bernulli sxemasi. Binomial formula.

Biz bunnan bilayAiS wagiyalarinin itimalliglari tajiriybenin  numare

baylanisiz bolgan jagdaydi karaymiz. Bul jagday®44’) = P;,i =12,...K

k
dep belgileymiz.AiS wagiyalar shekli jikleniu duzetugin bolganliqtaﬁpl =1
i-1

shart orinlanadi. Bunday sxema k=2 bolgan daralggda Yakov Briulli
tarepinen en birinshi ret karalgan. Sonin ushirbdiasxema Bernulli sxemasi dep
ataladi. Bernulli sxemasinda xar bir tajiriybeniatiresinde bazi bir A wagiyasi
turakli itimalliglar mene juzege asadi, @, =1-P=q itimalligi menen juzege
aspaydi dep karalidi. Yag niy,

P(4)=P,P(A)=qgp+q=1

Bul jagdayda Q=4+4,Q, :{a)}6 arw = (W, a,,......4%,) Tlementar
wagqiyalar A ha’m4 lardin bazi bir izbe izliginen turadi. Egerde irshjiriybede A
wagjiyasi juzege assay = 4,P(w)=P) egerde A i- tajiriybelerdi A waqgiyasi
juzege aspasaw, = 4,P(w) = q)-- boladi

Bernulli sxemasinda karatiuga masele otkerilggamrezsiz tajiriybelerde A
wagiyasinin  m ret juzege asiu itimalligi,(Fh) di tabiu bolip esaplanadi. Bul
itimalliq w={44....44 4...4} turindegi elementar wagiyalar itimalliglar qosisida
ten boladi. Bunday elementar wagiyalardin itingalliboladi.

N tajiriybe A wagiyasi m ret juzege asip n-m retJuzege aspaytin’
. m .
jagdaylardan sarfn ge ten bolganligtan

P,(m) =CTP"q" 1)

Kelip shikkan formula binomial formula dep atala8ebebi (1) tenligtin™ sol
jagi  (px+0q)" binomial jikleniuinde X nin koeffitsienti boladi.r, (0),P,(),...P,(n)
itimalliglarinin izbe-izligi binomial bolistiriliudep ataladi.

Meyli xar bir garezsiz tajiriypenin NATIYJEsindehzara birgeligsiz
A, 4,,...4,  wagiyalarinin tek g'ana bireui juzege asatuginiséoha ' m

P(4,) = P,,P(4,)P,,..P(4,) = B, bolsin. Bunda

P,+P,+..+P =1 Bul jagdayda 4, +4,+..+4, =Q,Q, ={a}, al

W= (W, W,..0,) = Ay, A;,..A, wagiyalarinin  bazi-bir izbe-izligine turadi.

Egerde i tajiriybede A uakfyasi juzege assa
w = AJ.,P(a),) = Pji =12,...n;] =12,...k



Bunda biz otkerilgen tajiriybede;Avagiyasinin m ret A, wagiyasinin m
ret .. A wagiyasinin m ret juzege asiuinin itimalligin tabiyik
(m+m+...+m =n) Bul itimaligti £,(m,m,,....m) dep belgileyik.
P.(m,m,,....m) itimalliqti  w=(4,...44,..4,..4..4) turindegi elementar

wagqiyalardin itimalliglarinin  kosindasina ten. Buad xer bir elementar
wagqiyalardin itimalligi B™, Py,....,P™ kobeymesi ten, al elementar wagiyalardin

sani— - polinomial koeffitsientin e ten bolganligtan
mM11Im21..m34
nl ml m2 mk
P,(m,m,,.m)=——P™ P* P, 2
(M My M) = oo P P By (2)

(2) formuladan K=2 bolgan dara jagdayda (1) formkéip shigadi. (2)
formula polinomial formula dep ataladi, sebebi (2¢nligtin® on jagi
(px, + px, +...+ p.x.)" polinomnin jukleniuinde kasindagi koeffitsient kdl.

1-misal. Bazi bir elatli punktte sentyabr™ ayindéacesap penen 12 kun jauin
jauadi. Sentyabr® ayinda dusmaldan alingan 8 kunisimnde ush kunde
jauatuginliginin itimalligin tabin.

Sentiyabr'degi 30 kunnin ishinde 12 kun jauinajagin bolganligtan aydin

xar bir kuninde jauin jauiudin itimalligiP:;—Ezé, al jauin jaumaudin itimalligi

q= % =g boladi. Bul jagdayda n=8,m=3 (1) formula boyinsha
3,2\ 35 _ 8[7(6
P,3) =C; (E) qu) = mo,064[®,7776= 56[D,00497664= 0,27769184

2-misal. n yacheykada numerlengen r bolekshe dutemghylastiriigan. k-
yacheykadajrbolekshe jaylaskan boliuinin itimalligi nege ten?

Bolekshelerdi yacheykalarda jaylastiriudi kolemi ge ten bolgan bas
toplamnan kolemi r ge ten bolgan kaytalanbali sayéatoplam duziu dep karauga

boladi. Xar bir bolshekkerlL] itimalligi menen kalegen yacheykada jaylaskanuoli

mumkin.
A wagiyasi boleksheni k yacheykada jaylaskanliglditetugin bolsa, onda

P = P(A) :%,q = P(4) :1[-1r1—]

Sonda r boleksheden bolekshenin k —yacheykada jaylasiuinin itimalljd)

formula boyinshaPr(rl):C}(rlj [El—%j 0(3)

1 1

Bul itimalliglardi otkerilgen r tajiriypede A wagasinin § ret juzege
asiriuinin itimalligi dep karauga boladi.

Izlegen itimalligti klassikaliq aniklama boyinstesaplasakta (3) tenligine iye
bolamiz.Xakiykatin'"dada xar bir bolshek n yacheyhkda kalegen bireuine
jaylasiui mumkin. Sonligtan r boleksheni n yachey& n turli usil menen
jaylastiriu mumkin.

Yag niy |Q =n'



V wagiyasi k yacheykadan; rbolshek jaylasiuin bildietugin bolsin k
yacheykada tuspegen yrivoleksheni kalegen n-1 yacheykada-1"" turli usili

menen jaylastiriuga boladi, al r-boleksheni r bolekshedeﬁzr_r1 = Crr1 turli

usi menen  bolip aliuga boladi. SondB|=C. *(N=D™ sonligtan
klassikaliq aniklama boyinsha

P(B): Cr (n_l) =C:-r1(lj (1_1j

' n n

LektsiyaNe8
Tema: Bernulli sxemasi ushin shek teoremalari.
Lektsiya jobasi:
1. Bernulli sxemasi ushin shek teoremalari.
2. Muavr- Laplastin™ lokal” shek teoremasi.
3. Misallar

Tayanish tusinikleri::
Bernulli sxemasi ha'm shek teoremalari ha'm ogaaltar keltiriu. Muavr-
Laplastin® lokal™ shek teoremasi ha'm olarga masadbrsetiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Bernulli sxemasi ushin shek teoremasin dalillen.
2. Muavr-Laplastin™ lokal” shek teoremasin aytia'rh ogan misallar keltirin.

A debiyatlar:
[1]. Il bap §10,77-84 betler.

Binomial formula boyinsha Rm) itimalliglarin esaplau tajiriybenin sani n
kishi bolgan jagdaylarda juda jenil boladi. Tajivgnin sani asip barganda(R)
itimalliglarin binomial formula boyinsha esaplawyiilasip baradi.

1-misil. Bazi bir zavod tayarlagan detal lardin kaysisinin jaramsiz boliu
itimalligi 0,005 ke ten. Tayarlangan 10000 detel &ihinde jaramsiz detal lardin
sani a) 40 ka ten boliuinin, b) 70 ten boliuinimialliglarin esaplan.

Bizin misalimizda n=10000,r=0,005,9=0,995 Sanligteimomial formula
boyinsha

A) Pigono = (40) = Cr0000(0,009% (0995

B) Jaramsiz zatlardin sanini 70 ten saip ketpeildirbtugin {m< 7¢ wagiyasi
jaramsiz zatlardin saninin 0,1,2,....,70 ke ten bholibildiretugin wagqiyalardin
gosindisina ten.

Sonligtan



70 70
P(m<70) = zplooo(m) = Z Clrgooo(O’OOS)m(0’995)100on
m=0 m=0

Bul misalda tabiliui kerek bolgan itimalliglardi rmmial formula boyinsha
esaplau texnikalig kiyinshiliglarga alip keledi.
Sonin ushinda tajiriybenin sani n ulken san bolgari(m)

1
Itimalligin  ha'm Zl:(pn(m) turinde  kosindilardi  esaplauda
-~

ansatlastiratugin juuik formulalar tabiu kerek lwhla

Bunday dara jagday formulalar Muavr tarepinen R#g=fholgan dara jagday
ushin 1730 jili tabilgan. Keyin ol formulalar Lagd tarepinen (1812)0 ha'm 1 den
ozgeshe bolgan kalegen r Ler ushin aniklanganligan 5,6,7 paragraflarda
karalatugin shek teoremalar Muavr- Laplastin® sfeekemalari dep ataladi .

Muavr- Laplastin® lokal” shek teoremasi

TEOREMA. Egerde n garesiz tajiriybelerden xarkapsia A wagiyasi
tkrakli p(O<p<1) itimalligi menen juzege asatugialda , Onda A wagqgiyasinin n
tajiiybeden m reet juzege asiuinin,(R) ,m nin x=D7" " shamasi shekli

Jkpg

araligta bolatugin manisleri ushin ten olshemldein ulken san bolgan tomendegi
katnasti kanaatlandiradi.

1 aeoll
Pn(m)_\/wpqg (1+0(\/ﬁ)

DALILLEU: Teoremani dalilleude Stiring formulasn
Paydalanamiz:ki= «/27kk"e™e®" |0 < 1/2k
Bul formulani logorifmler arkali Stirling formulasitomendegishe jazamiz.

Lnk=Iny27k +kink -k + O, = 0@/ k)x = 1P

tenlinen
A NPq

m=np+ X,/ npg=npl+Kk /ﬁ)
ng

n—m=np-x,nNpq=npl-x £)
nq

(1)

tenliglerine iyk bolamiz.
X shekli araligta ozgeretugin olganligtam- «» (1) formuladan m - «,
n-m - « ekenligi kelip shigadi . Sonligtan Inn! Inm!Ir(m)! Anlatpalarina

Stirligi formulasin kollaniuga boladi. Sonda P, (m)=C™p™q" ™ = m(nn_l - pmg" ™

formulasinan
ImP,(m) = In\/ﬁ+nln—n+9n ~Inv2m -minm+ mé,, —In/277(n = m) — (n—m)In(n —m)
+n-m-6,_,+minP+(n—-m)inq

Anlatpasina ne bolamiz. Bul anlatpani apiuayilastarkali tomendegi turde
jaziuga boladi.



m n—-m
-min——-(n—-m)In

InP (m) =In
2rm(n—m) np ng

+0 (2)

n jeterli darejede ulken bolganda ,x,p,q lar she&h bolgani ushin/nip,\/n:'?q

shamalar kalegeninshe kishi boladi. Sonliggar- 0 In(1+ &) = 0(€) tenliginen
paydalanip ha'm (1) tenliglerdegi m ha’m n-m nimrskerin ornana koyip

In,|—— =In L—lln(1+x i)—1 In| 1+ x -2 | =1In L i
2m(n—m) 2mpq 2 np- 2 nq 2mpq Jn

3)

ekenligine iye bolamiz.
Sol siyakii

- mInm —(n—-m)In n-m._ (np+ X npq)ln[1+ x\/EJ - (np— X npq)
np nq np
In(l— x\/Ej = —(np+ X npq{x\/E = /ﬁ +O(n‘3’2)J =
nq ng \2nqg
(np—xJnT»c{— 2 =1/§TX;+o<n-3'Z>J= @

1 1 1 X2 1
Xyn += XZ_ X2+X\ln +— X2— X2+ — |=——+0 =,
A AT TP O(Jﬁj 2 O(Jﬁj
/9/s/en/+/9m/+/9n_m/si(1+£+ 1
12ln m n—-m

jeterli darejede ulken bolganda
1
6=0() (5)

(3),(4),(5) baxalarin (2) tengligine koysak nin geterli ulken manisleri
ushin dalilleu kerek bolgan juuik tenligke iye aoliz.

.

X

j ekenligi kelip shigadi. Demek n

(N

1
Egerde #(x) = EAZ funktsyasin kiritsek jokaridagi formula

1 1
R.(m) m¢()€)(1+0(\/ﬁ))
#(x)-jup funkts, yag niy ¢(-x)=¢(x)- tenligi oranlandi.

Sonligtan  funktsyasinin manislerinin tablitsagin® tek g'ana on manisleri
ushin berilgen.

1-misal. Endi biz aldingi paragrafta karalgan ndsal shartlerinde
tayarlangan 10000 detal linishinde 40 detal dimanasiz boliu itimalligi tabayik.
Maselenin sharti boyinsha

n=10000, p=0,005, g=0,995, m=40



np =1000D00 =50, \/npq = 4/500,995= 7,05

_m-np _ 40- 50 142
~ Jnpg 705
0,1456
Poooo@0) = _¢ 142 = W = 0,0206

><1

_ 1 = . o .
P(x) = E/] funktsyasinin manisleri tablitsada berilgen.

2- misal. Kubik 1800 ret taslaganda 6 ochkonin 320 kelip shigiuinin
itimalligin tabin.

1 5
=180Q]P==-,g=—. M =320
n Q] 6q 5

np= 1800% = 3001,/ npg = 1/3002 = 58

01804
Psoo(320 = —¢ (126) = ﬁ =(0,0114

3-misal: Simmetriyali Bernulli sxemasi ushin:q:% boladi, al binomial

formula
R.(m)=Cr2™" (7)
turine ie boladi. Bul jagdayda lokal™ n ulken saiganda

@ﬁ(uo{%n (8)

P(m=Cr2"=

turine iye boladi. Bunda

XZZ{”\;;]:Z\r}%n' \/ﬁpq:\/an}f:\/ﬂ%

1730- jili Muavr Bernulli sxemasi ushin (8) formualan durisligin dalillegen,
al 1812-jili Laplas bul formulani (6) formula tude uliumalistirgan.
Bernulli sxemasif ushin (7) formulanin misili Banaxnaselesinin

sheshiletugin boladi (1,2,3-misali). Bul misaldd,, (K) = Cy,_, 2~
sheshimine iye bolgan edik. lzlengen itimallig ks5@0 bolgan jagdayda
esaplayik. Sonda n=2k-r=80,m=k=50 bolganligtan
Py, 60) = Cgo2™
Bul itimalligti (8) formula boyinsha esaplau kolayboladi (8) formulani
tomendegi turde jazayfk.



(M) = F ( 0( fD ¢(x>(1+0(i]j 9)

2m-n
BundaXx =
Jn
Bizin misalimizda x = 120=89 504
/80

P, (50) = \/_ ¢ (224) = 0,224[0,0325= 0,00728



LektsiyaNe9
Tema: Muavr-Laplastin integral shek teoremasi.
Lektsiya jobasi:
1. Muavr-Laplastin® integral shek teoremasi.
2. Misallar
3 Puasson teoremasi.

Tayanish tusinikler:
Muavr-Laplastin® integral shek teoremasi misal bhesPuasson teoremasi
ha'm ogan misal korsetin'.

Qadagalawshi sorawlar:
1.Muavr-Laplastin® integral shek teoremasin datille
2. Puasson teoremasin aytin' ha’m misallar korsetin

A debiyatlar:
[1]. I bap 811, 85-97 betler.

Tajiriybenin  sani  n  jeterli darejede ulken san |laoida

K
P,(k smsk,)=> P(m) turindegi kosindilardi esaplaudi ansatlastiratugimik
K

formula keltirip shigarayik. Tomendegi belgileulakaritemiz « = K 6 ke NP
\/npq \/npq
m-np 1

y X Jps X xmﬂxm\/n_pq

Teorema. Egerde A wagiyasi otkerilgen n garezgigytaenin xarkaysisinda
turakli p(<p<1) itimalligi mene juzege asatugin bolsa a ha'm v
(-0 < a <6 <) sanlarina karata ten olshemli turde. « tomendegi katnas orinli

boladi.

Il

P.(k < m<k)—>—je1dx (1)

Dalilleui. Biz teoremani a ha'm i turakli sanlar Iggan jagday ushin
dalilleymiz. I\/Iuavr—LapIastin‘ lokal™ shek teoremasiyinsha

1 1knp2 1 k-np,,
P.(k <msk )—ZP(m)Z

o) =y

T Z\/_mpq2
mea

(“0[ B I £ (1+O(IJJ @)

k, —np m—np<k2—np
Jnpa — ynpg  y/npg

Sebebi P, (k, <m<k,) = P[ ]:P(a< X <6)



J(ax, je 7 dx jardemshi funktsiyasin ha'm u=x;xornina koyiui arkali taza

ozgerlushl u di kiriteyik. Sonda

J(ox,)=[e 2du=e ? [e 2du.
0 0
0su<AXx, :\/1_ bolganligtan, n nin jeterli ulken manimlerinde i #&alegenshe
npq

X 2
eishi boladi. Sonligtar " 2 =1+0(ux_ +”?).
Demek, J(Ax,)= Te‘fdx:e‘ngxm[ho(%D. Keyingi tenligtin® eki jagin
n

——— Ge kobeytip, m nira< x_ <b bolatugin manisleri boyinsha summa alsak

\/—
— > j e % ixTe_XZAx (1+0(iD (3)
a_><m<b a_xmsb\/% X " \/ﬁ
tenligine iye bolamlz. (2) ha'm (3) tenliqlerinin gaklari birdey. Sonligtan,
P(k, <msk,)=—— ZX]'I e 2dx.
N a<x,<b X

Bul tenligten n- « da, dalilleu kerek bolgan juuik tenlig kelip shia
%Te_zdz funktsiyasin kiritsek, (L) ni tomendegishe jazilgaadi
n 0

Pl smsk,)=

D(X) =

\/_ j e dz=p(h) - B(a) (4)
F(x) funktsiyasi — tak funkiya, yag niy F(-x)=-F(#@nligi orinlanadi. F(x) tez
osiushi funktsiya, X5 bolganda F(x) 0,5 dep alamiz. Bul funktswanmnmmn

tablitsalastiriigan. @(x) = \/_J.ezdz funktsiyasi, x>0 F(x)= \/_J'ezdz

funktsiyasi menerF (x) =§+cb(x) tenligi menen baylaniskan.

Misal. Ul balanin tuuiliu itimalligi 0,51 ge ten.-Klasska kelgen 400
okiushinin ishinde ul balalardin sani 190 nan azgn210 nan kop emes boliuinin
itimalligin tabin. N=400, p=0,51, q=0,49,%190, k=210 bolganligtan
_k —np_ 190-4000051 __ 10 _

= -1,365,
Jnpg /4000051049 10234
k,—np _ 210-400(051 __ 6
Jnpg /4000051049 10,234

(4) formula boyinsha
P(190< m< 210) = ®(0,586) - &(~1,365 = d(0,586) + @ (1,368 = 0,22240+ 0,41309= 0,6354

b= =(0,536.




Puassaon teoremasi.
Muavr-Laplastin® lokal” shek teoremasi r ha'm ¢ %inge jakin manisleri

ushin R(m) itimalliglarinin manislerin dalilrek esaplaugaumkinshiliq beredi. r
ha'm g din manisleri 0 ha'm 1 ge jakin bolgan sdgkal" shek teoremalarinin
dalligi kemip baradi. Bul teoremanin dalligin amtii ushin tajiriybenin sani n di
jane de arttiriu kerek boladi, bul praktikalig kkarastan mumkin emes. Sonin
ushin da r ha'm q din saykes 0 ha'm 1 ge jakin shemiushin R(m) itimalligin
juuik esaplau formulasin keltirip shigariu kerekldmh. Bunday formula Puasson
tarepinen 1873-jili tabilgan.

Meyli bizge wagiyalar seriyasinin izbe-izligi beyén bolsin ha'm bir seriyaga
tiyisli waqiyalar oz-ara garezsiz bolsin.

n seriyada wagiyanin juzege asiu itimalligindep belgileyik.

Teorema. Tajiriybeler sani-ico da R - o bolsin ha’m nf- A bolsin. Onda

P(m=C"P"(1-P )™ - %e‘”. (1)

Dalilleu. nR,— A depbelgileyik.

P (m) =CTPM(1-P )" = N (A" 1o/ "_m _A p(n-D)...(0-m+1)
" non " m(n-m)\ n n mi nm(l—/]”jm
n

(RN AN, o, - @

n ml n m
-
n

Meyli A jeterli darejede ulken san bolsin, m beeilgsan bolganda>0 sani

m A
berilgen bolsin.4=4(§) sanin A, = A bolganda%en sg bolatugin etip saylap

aliuga boladi. Sonligtan n nin usi manisleri usligx<l bolganda 1-xe™

tensizliginen paydalanip (2) tenliginenn(m)s%e_gﬁ”sg. Keyingi tensizliq

m _1
n>2m bolganda orinlanadi. Sebepi= X ¢/ funktsiyasinin manisi 0 ha'm

ml
X —»co nol'ge umtiladi, al x=2m bolganda en ulken maniske boladi. Sonligtan
n=A bolganda

Pn(m)—/]—”e‘”" ST LN 3
m m m 2 2

Bul tensizlig A4,=A (yag niy n~o daA,-) bolsa (1) tensizliginin orinli
ekenin korsetedi.
Meyli kalegen n ushina. shekli san bolsin, yag niyi, > A bolsin. onda

Iim(l—ﬂj =g ha'm m nin  berilgen turakli manisi ushin
n-oo n



o M-
lim N N /-1 ekenligi (1) tenliginin duris ekenligi kelip shidia

e
n

Teorema dalillendi.
Puasson teoremasi xar bir tajiriybede wagiyaniregazasiu itimalligi R O ge

jakin bolganda, n nin ulken manisleri ushig(rR) itimalligin Pn(m)z%::e‘”" juuik

m

formulasi boyinsha esaplauga mumkinshiliq bereg@opn(m):Pn(m):%e‘”

A
L @ L . PM _ m© 2
belgileuin Kkiriteyik. r;)P(m)-l orinlanatuginligi malim. Pm=D - A m
(m—1)!e

tenliginen

1) m<A bolganda P(m-1)<P(m),

2) m=\ bolganda P(m-1)=P(m),

3) m>\ bolganda P(m-1)>P(m)
ekenligleri kelip shigadi. Bunnan P(m) itimalligi min daslepki manislerinde,
yag'niy m<[A] bolganda, osetugim=[4] en ulken maniske iye bolatuginligi, al
m>[A]bolganda kemip baratuginligi kelip shigadi. Egekdputin® san bolsa, onda
P(m) m=A-1, m=A bolganda en ulken manislerge iye boladi.

P(m) =%e‘” itimalliglarinin izbe-izligi Puasson bolistiriliuilep ataladi.

Misal. Xar bir oktin® nishanaga tiyiu itimalligi 001 ge ten bolsa, atilgan
5000 oktan tiygen oklardin sani ekeuden az boliuitimalligin tabin.
A, =n[p=50000,001=5 bolganligtan
5000

P(m=2) = Z Paooo(M) =1= Pyp(0) = Pygge D) -

m=2
Puasson teoremasi boyinsha
P.ooo(0) =€ =0,006738 P,y,(1) =5 = 0,033690.
SonligtanP(m= 2) =1-0,40428=0,959572
A, =5 putin’ san bolganligtan,si4m) tajiriybesi m=4 ha’m m=5 bolganda
en ulken maniske iye boladi. Puasson teoremasnbbyi

4

I:)5000 (4) = Psooo (5) = %e—S = 0,175467



LektsiyaNe10
Tema: Muavr- laplasti integral shek teoremasiniteapalari.
Lektsiyanin jobasi:
1. Muavr- laplasti integral shek teoremasinin gaialari.
2. Puasson sxemasi.
3. Misallar.

Tayanish tusinikler:
Muavr- laplasti integral shek teoremasinin golldabda m misallar keltirip
Puasson sxemasi.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Muavr- laplasti integral shek teoremasinin agpin?
2. Puasson sxemasin dalilen?

A debiyatlar:
[1]. Il bap 814 103-107 betler.
[7]. 85 61-67 betler.

1. Muavr- laplasti integral shek teoremasinin esl@aki kollanbasi sipatin'da

{M= P}<<r tensizliginin itimalligin baxalayik. Bunda n taybenin juzege asiui
n

sani,% tajiriybesi juzege asiui jiyligi,3 wagiyanin xair tajiriybede juzege asiui
itimalligi.

{

M:P
n

‘o

M —np n 1 ' 1% =
< =P =¢ < < — == 2dx - — |/ 2dx=1
E”] (52 ¢ } ZXI ZX_L

n Pq

n

pq

w =X

Sebebi [/ dx integrali Puasson integrali dep ataladi ha'm»t ge ten.

Solay etip|im P(|%—P|E£=1j ekenligin korsetik. Demek wagiyanin juzege

asiu jiyiligi menen onin juzege asiu itimalliginelyirmasinin absolft shamasinin
kalegeninshe Keshi nen kishi boliuinin itimaligi tajiriybenin sani sheksiz 1 ge
umitiladi eken. Bul fakt itimallig teoremasinda wglk sanlar zakoni yamasa
Bernulli teoremasi degen at penen malim. Jokaridélehgen fakt en daslep.
Ya.Bernulli tarepinen tabilgan.

2. A wagiyasinin jiyiliginin onin itimaligi 3 dan yarmasinin absalyut
shamasinas dan asip ketiuinin t/ itimalligin tabin. Bul itinflag tomendegishe
tabiladi.



a]:[ \/T s pq}:% ;dx{a %]_

P(M—P

n

< a) = 2@[a 1] (1)
Pq

. . . 1 ¢ -2 . .. . ..
a,p,n Ler berilgen manisler boyinsha(x) :—jz 2dz funktsiyasinin manislerini

Jarmry,

izlengen itimalligti tabamiz.
2. A wagiyasinin jiyliginin onin juzege asiu itim@inan ayirmasinin
absolyut shamasinia dan asip ketpeuinin itimallig8 ga ten bolsa.

Yag niy, P(‘%—P < aj =p

tenliginen 2@(0\/%}:,8 yamasa @(a\/%jzg (2) ekenligi kelip shigadi.

Egerdea, p,n lerdin bireui belgisiz bolgan jagdayda berilg%rmanisi boyinsha

tablitsadana(x, -ﬁ tenligi kanaatlandiratugingxmanisine iye bolamiz. Keyingi

tenligte (2) tenligi menen salistirip\/% =X, (3) tenligine iye bolamiz. Bul tenlig

a, p,n lardin kalegen bireui belgisiz bolganda oni anilgfa mumkinshilig beredi.

1-misal. Otkerilgen ozara garezsiz 10000 tajiriyhexarkaysisinda juzege
asiu itimalliginin ayirmasinin absolyut shamasiOD, den asip ketpeuinin
itimalligin tabin.

Berilgeni n-10000,p=0,75, q=0,2b,= 001 (1)-shi formula boyinsha
P( M 10000

n 0,75025

2-misal. garezsiz tajiriybelerdin xarkaysisinda wagin juzege asiu
itimalligi 0,3 ke ten. Wagiyanin juzege asiu jiglimenen wagiyanin juzege asiu
itimalliginin ayirmasinin absolyut shamasi 0,02 dexspauinin itimalligi 0,98 ge
ten boliui ushin neshe ret tajiriybe otekriu kerek?

berilgen p=03 q=07 a=002 [=098

pl < a] = B tenliginen n di tabiuimiz kerek. Bul tenliqt@{a\/%J =5

= 2(2,277) = 2[D,48840= 0976880

P < 0,0lj = 29000

Biz P(|M -
n




tenligi kelip shigiui berilgenp(x,) =§ = 049 manisi boyinsha tablitsadan x2,33

ekenligin aniklaymiz.

a\/% = x, tenliginenn =[X‘2ﬁq} ekenligi keli shigadi. Sonda
n=| B3YD307|_ soq,
(002

Puasson sxemasi.

Meyli A wagiyasi otkerilgen n garezsiz tajiriybediem xarkaysisinda xarkiyli
itimalliglar menen juzege asatugin bolsin. Egerddajiriybede A wagiyasinin
juzege asatuginin bildiretugin wagiyani® al aspaytuginligin bildiretugin
wagiyani 4% dep belgileyik. Sondar(4®) = p,, P(4®)=q =1-p, i-I1,n boladi.
Bunday sxema Puasson sxemasi dep ataladi. Puassmasinan P, = p bolgan
dara jagdayda Bernulli sxemasi kelip shigadi. Boasxemasinda a wagiyasinin

n garezsiz tajiiybede m reet juzege asiuinin itiga £,(M, P, P, ...+, P,)
dep belgilesek, onda

o A o g,,m=0,
Pa g, + 4P Gy +eet G G, P M =1,

Po(M Py, Py D) =4 wP * (1)
PP, p,,m=n

Ekenligin ansat keltirip shigariuga boladi.
P.(mp,pP,,.....0,) itimalligti aniklaushi tenligtin® on jaginda
kosiliushilardin sanc™ Ge ten ekenligi tusiniu kiyin emes.
Va(X) = (G + PX)(0 + PoX)-eo- O + DY) (2)
eki agzalilarinin ~ kobeymesin karayik.(2) tenliginion jagindagi eki
agzalilardi agzam-agza kobeytip x tin" darejel@yibsha kosindiga jayip jazsak,
X™  kasindagi koeffitsiene (m, p,, p,.....p,) itimalligina ten boladi. Sonda (2) ni

yn(X):iPm(ml pl'pz """ pn)D(m (3)

turinde jaziuga boladi.y, (x) funktsiyasi P_(m, p,p,....p,) itimalliglarinin

doretiushi funktsiyasi dep ataladi. Bernulli sxemashin doretiushi funktsiya
tomendegi turge iye boladi.

Vo(X) =(q+ DX)”Zn‘, P.(m)X™.

m=0
Doretiushi funktsiyanin jardemi menerm, (m p,p,,....p,) itimalliglarin
esaplauga bir misal keltireyik.
Misal. Mergen bir-birine garezsiz turde 3 metrilagtan nishanaga bir-birden
ok atkan. Olardin nishanaga tiyiu itimalliglari &&g 0,2; 0,3 ha'm 0,5 ke ten
bolsa, atilgan 3 oktan nishanaga ok tiyiuinin itilgarin tabin.



Berilgeni: n=3p,=02p,=03p,=05 lzlenip PR@PR,R,R) atrgan
P,(3R,P,R) ha'm itimalliglarin (1) formula boyinsha tikkglespalauga boladi.
Bul itimalliglardin doretiushi funktsiya arkali gsiayik. (2) formula boyinsha
Vs(X) = (08+ 0,2x)(0,7 + 03x)(05+ 05x) = 028+ 0A7x + 022x* + 003x®

(2) tenlig boyinsha
Va(x) = Py (0, Py, Py) + Py (L P, Py, Py) X +P3(2’P1’P2’P3)X2 +P3(31P1'P2’P3)X3
bolganligtan

P, (0,020305) = 028 P, (1,0,2030,5) = 047,
P, (20,20305),
P, (30,2,0305) = 003

tomendegi belgileulerdi kiritemiz.
P+P,+..+P,Rq+P,q,+...+P, q,=S?

Usi belgileulerdeP, (M, Py, Py,---,Py) itimalliglari ushin Muavr diplastin’

lokal ha'm integral shek teoremalardin dalilleUusieyik.
Teorema. Egerde tajiriybenin sani- «dad — «» onda

1 60
P(mP,P,,...P)———/2° 0
n 17 2 n \/%
Teorema. Egerde tajiriybeninsani n - wodad - o onda

m,m,(-eo <m <m, <) sanlarina karata ten olshemli turde
d

m-al ldx - O

F)n(mlS sz)_

tenligi orinlanadi.

ENN
\N2TO m



LektsiyaNell
Tema: Markov shinjiri.
Lektsiya jobasi:
1. Marov shinjirinin aniklamasi.
2. Birtekli markov shinjiri.
3 Misallar.

Tayanish tusinikler:
Markov shinjirinin aniklamasi ha'm ogan misallarrgetiu. Birtekli Markov
shinjiri, otiw matritsasi menen misal korestiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1. Markov shinjirinin aniklamasin aytin® ha'm misarsetin’
2. Birtekli Markov shinjirinin aniklamasin aytin™?

A debiyatlar:
[1] 813 97-103 betler.
[1] Il bap 815 109-110 betler

Biz usi uakitka shekem garezsiz tajiribeler izbiggia uyrendik. Endi garesiz
tajiribeler izbe-izligin tikkeley uliumalastiratugi1907- jili belgili rus matematigi
A.A.Markov tarepinen kiritigen Markov shinjiri deptalatugin sxema garezsiz
tajiriybeler izbe-izliginen apuayi misali boladi.

Meyli xar bir tajiriybenin natijesinide shekli yarsa sanakli sandagi ozara

birgeligsiz Al(n) ,Aén) ,----Aén) yoos

Wagiya kalegen bireui juzege asatugin bolsa (bujmeargi indeks
tajiribenin nomerin bildiredi).

Egerde n- tajiriybede41(”) wagqiyasi juzege askanligi malim bolgandagi n+1-
tajiriybede Al(”+1) wagiyasinin juzege asiuinin shartli itimalligi tayiribede.

Al(”) wagiyasinin juzege askanliginan garezli bolin otgen buringi
tajiriybelerde kanday wagqiyalardin juzege askanbgbaylanisli bolmasa, onda
otkerilgen tajiriybeler izbe-izligi Markov shinjmiduzedi dep aytiladi.

Bul aniklama tomendegi tenligtin® orinlaniui menaraktirlendi.

P(AM 149 ,..., 4" )P(A™ 1 48) = BY (1)

Mumkin bolgan natijeleriAén) wagqiyalari bolgan tajiriybelerdin kalegen
izbe-izligi ushin tomendegi tenligti jaziuga boladi
P(AY, A2, A"D) = P(AD) P(AP 1 40). P45 [ 42 ,.. A"
Bul tenlig tajiriybeler izbe-izligi Markov shinjin duzetugin jagdayda (1)
tenligti tikarinda tomendegi apiuayi turge iye &dil
+ — +
P(A7, 42 ,....4") = P(AP) P(AP 1 AD).. (AT | 47

I 1+1+1



Markov shinjiri xar bir uakit momentiEl,Ez,---En---- jagdaylarinin

bireuinde bolatugin, al ozinin jagda;]ib,tl,tz,---tn---- momentlerde ozgertip
otiratugin bazi bir fizikalig S sistemasi arkalistndiriuge boladi . Makov shinjiri

ushin s sistemasininr(tn >T <tn+1) momentin'de £ jagdayinda boliu

itimalligi sistemanin r(tn_lEr <tn) momentin'de kanday jagdayda boliuina
baylanisli bolip , buringi uakit matentin'’de kagd@agdaylarina boliuina
baylanisli emes Markov shinjirin (1) tenligi menemiklanatugin bul tiykargi
tiykargi kasietin® tomendegishe aytiuga boladi:tesizani keleshekti kanday
jagdayda boliu itimalligi, onin xazirgi jagdayinbaylanisli  bolip, buringi
jagdaylarina baylanisli emes. Markov shinjirinini ksisieti “ Markovlig kasiet”
dep ataladi.

1. Tenligi menen aniklanatugiﬁ?j(n) n- tajiriybede A(n) wagiyasinin juzege

+1
askanligi malim bolgan n+1 tajiriybede‘lj(n ) wagiyasinin juzege asiuinin

shartli itimalligin bildiredi. Bul itimalliq (n-kadmde) otiw itimalligi dep ataladi.
Tajiriybege  shekem sistemanin  kaysi jagdayda boliuibildiretugin
Py =(P?,P{,..) vektori Markov shinjirinin daslepki bolistiriliuidep
ataladi. Markov shinjirinin daslepki bolistirili{IPéo)} ha'm otiw itimalliglari Pi,(")
lerdin beriliui menen aniklanadi.

2.BundaR” 20X RY =1R" 203 R =1

3. Birtekli Markov shinjiri, otiw matritsasi.
Egerde otiw itimalligi p~ tajiriybenin nomerine baylanisli bolmasa, yag niy

Pij(n) =P bolsa, onda Markov shinjiri bir tekli dep ataladi

Biz bunnan biliy bir tekli Markov shinjirina tiyislyrim maselelerdi uyreniu
menen sheklenemiz.

Meyli sistemaky, E,,...E, jagdaylarinda bola alatugin bolsa. Bir tajiriybade

kelesi tajiriypege otkendegi iske asatugin mumkivolgan ozgerislerdin toliq
itimallig korinisi, otiw matritsa si dep atalatugiotiw itimalliglarinan duzilgen
tomendegi matritsa menen berilgen.

P, P,,...P,
P,,P,,,..P
7T, = 214722 2k
Py Pgre Py

Otiw matritsasinin elementleri itimalliglar bolgaatan.
1. P =20

1)



k
2. El P =1 shartler orinlandi.

Elementleri jokaridagi eki shartti kanatlandiratugikalegen matritsa
stoxastikaliqg matritsa dep ataladi.
Birtekli Markov shinjirina birneshe misallar kekiyik.

1-misal : Bolshek tuuri sizik boyinshd;,t,,..I, uakit momentlerinde

tosinnanliq turtkilerdin natijesinde kozgalatugioldin. Bolshek putin® kordinatali.
a,a+l,a+2,...,v tochkalarda bola aladi a ha'm \hkalarinda shagilistiriushi
ekranlar koyilgan. Xar bir tosinnanliq turtki nasinde bolekshe P itimalligi en
birligte onga yamasa ( itimalligi menen bir birbggolga jilisadi. Egerde bolshek a
yamasa Vv tochkalarinda bolsa, xar bir turtki omilrligke ekranlari araligna ishke
jilistiradi. Boleksheni shagilstiriushi ekranlaasrasinda bunday kozgalis Markov
shinjirinin misali boladi. Markov shinjirinin otiwnatritsasi tomendegishe boladi.

0100Q..0
g0p0.....0
T, =| 0g0p.....0
000Q....10

2-misal: Birinshi misaldin shartlerinde a ha'm chkalarin ozine tartiushi
ekranlar koyilgan bolsin. Egerde bolshek bazibsirtoanliq turtki natijesinde a
yamasa Vv tochkalarinin bireuine otken bolsa ondahaikelesi turtki natijesinde
ekranlar arasindagi ishki tochkalardin bireuine atmaydi, yag niy sol tochkada
kaladi. Markov shinjirinin bul misali ushin otiw rix@sasi tomendegi turge iye
boladi.

0O 0 0..0
O p... O
=0 0O p.0O

0O 0 0 O..... 1
3-misal Meyli sistemak, E,, E5 jagdaylarinin bireuinde bolaalatugin bolsa
ha'm otiw matritsasi tomendegishe berilgen bolsin

lr O wlk
RPN RO
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Bul misalda sistemani bir jagdaydan baska jagdayiya tomendegishe iske
asadi: egerde sistema xazirgi momenttgagdayinda bolsa, kelesi momente ol 1/3



itimalligi menen k& jagdayina yamasa 1/6 itimalligi menen fagdayina otedi
yamasa 1/2 itimalligi menen;Hagdayda kaladi. Egerde sistema jgBgdayinda
bolsa, ol tendey itimalliq penen Famasa Ejagdayini otedi,al Ejagdayinda kala
almasa. Egerde sistema kagdayda bolsa, onda ol 1/4itimalligi menen E
jagdayina yamasa ¥z itimaligi menepj&gdayina otedi yamasa ¥4 itimalligi menen
E; jagdayinda kaladi.



LektsiyaNel2
Tema: Rekurent formulalar.
Lektsiya jobasi:
1. Rekurent formulalar.
2. Shek itimalliglari xaqqginda teorema.
3. Misallar.

Tayanish tusinikler:
Rekurent formulalar. Shek itimalliglari xaggindaotema ha'm olarga
misallar korsetiu.

Qadagalawshi sorawlar:
1.Rekurent formulalarin keltirip shigarin .
2. Shek itimalliglari xaqqginda teoremani aytipibner

A debiyatlar:
[1] 815 110-115 betler.

Endi biz sistema £E,E,,..E, jagdaylarinda bola alatugin bolganda n
tajiriybeden (kademnen) keyin Markov shinjiri ustotiw itimalligin ha'm otiw
matritsa tabiu maselesine karayik. S- tajiriybesistemal; jagdayinda bolganda,
S+n — n tajiriybede sistemarfi; jagdayina otiw itimalligi (n) dep belgileyik.
Araligtagi  S+m- tajiriypede sistema mumkin bolgar®, 1< T <K)
jagdaylarinin bireuinde boladi. Sonda toliq ititigtin™™ formulasi boyinsha.

Py (n) = Z:Pir (mF; (n-m) (3)

Egerde7i, arkali n tajiriybeden keyin otiw matritsasin béégiek,onda

Py(n) Pu(n) Py ()

7 = Pyu(n) Pyu(n) ... P, (n)

P,(n) P,(M) ...l P.(n)
(3) formula boyinsha xarkiyli nomerli otiw matrilaai arasinda tomendegi
katin"as orinlanadi.

7. =171

n mnn—m !
Bunnan n=2 bolganda

7, =, Ur, = 113

(O<m<n)

n=3 bolganda
7T, =1 T, = 71,



ekenligi kelip shigadi ha'm kalegen n ushin
T, = 77fn) , (3) ekenligine iye bolamiz. M=1 bolganda (2ynuladan

k
Py (n) = rz_lPir P; (N=1) formulasina iye bolamiz.

Solay etip 74, matritsasinin beriliui kalegen sandagi tajiriylrdien keyin

otiw itimalliglarin bir manisli aniklaydi eken. Egee El(n) arkali n tajiriybede
sistemani Ejagdayinda boliuin belgilesek, onda birtekli Mavk&hinjiri ushin.
k _ k 0y —
P(ES™ 1EM) = P(ESW 1 E®) =P (k)
ekenligi kelip shigadi.

Bul aytilganlardan kalegen sandagi tajiriybe ushtMarkov shinjiri n,
matritsasi ha’m daslepki bolistiriliuP® = P(E)”) arkali toliq aniklanatuginligi
kelip shigadi.

4-misal: (3) formuladan paydalanip eki (kademnexjyiybeden keyin otiw
matritsasin 1 ha’m 2 misallar ushin jazayik.

a) Bolekshe eki shagilistiriushi ekranlar arasintlaurisizik “oyinsha
kozgalganda

q0 poO0O..
0 g+ pg 0 p°0....
p>02pq 0 p°....

b) Bolekshe eki ozine tartiushi ekranlar arasindaiisizik boyinsha
kozgalganda

10 000O....
qp q0 p°..
m=g°02pg0 p°...

7ly di esaplau ushin 8 ret kobeytiu ameli orinlaudinimi 4 ret kobeytiudi
orinlau jetkiligli aytip ketiu orinli boladi.
n,=mnln,n,=n,ln,n=nln,ny=ngln,

Shek itimalliglari xagginda teorema.



Tema. Egerde S>0 ushiffs otiw matritsasinin barliq elementleri on bolsa,
onda sonday?; (j =12,..K) --- sanlar bar bolip i tndeksine garezsiz turde,
tomendegi tenligler orinlanacl!im P.(n)=P

Dalilleniui: Bul teoremanin dalilleniui tomendegeshjurgiziledi: daslep
P;(n) itimalliglarinin en ulken n oskende ospeytugiitig al en kishisi

kemimeytugin korsetemiz, onnan keyin P;(n)—P; (n)(il1=12,...k)
ayirmasinin maksimal manisi - « nol ge umtilatuginin korsetemiz.

Endi teoremani dalilleuge oteyik n>1 bolganda todegi tensizliq orinli
boladi.

K K
P, (n)=% P.P; (n=2) =min P, (Nn=D3> P, =min P, (n-1)
i=1 1<1<k i=1 1<1<k

Bul tezlig kalegen i ushin , darajagdaydgij (n)= rjpjirk] Pij (n)
Tenligi orinlangan jagday ushinda duris boladi.&yattip

min £; (N) min £; (n—1)
1<I<k 1<1<k

Sol siyakii Min%; (Mmin; (N=1)  ekeniigi kelip shigariuga boladi
n>s dep esaplap (3) formulasi boyinsha
k
P;(n) = Zz:l Py ()P (n—9) ha'mP; (n) - P; (n) = rZﬂ[P" (s)- P, (S)]Prj (n-9)

P.(s)- P, (s) ayirmalarinin onlarin 87 , terisleri 8\’ dep belgilesek

k k
> P ()= Zl P, (8) =1 kenliginen

r=1
K . :
2 [P (9P l=x BB =0 )
r= r
ekenligine iye bolamiz.
Bul tenligten h :(Zr;ﬁy) :%,Bﬂ(r) ekenligine iseniuge boladi.
Teoremanin sharti boyinsha barlig i ha'm r ushi(@)ﬁf) <rZ:1Pﬂ (s)<1
ekenligi kelip shigadi. Solay etips h, <1 Meyli (v = maxh, posin,

1<i,l <k

Shinshir ushin mumkin bolgan jagdaylar shekli balggan h;; shamalari

menen bir katarda < h <1 sharti orinlanadi. Kalegen i ha'm@1=1,k) ushin (3)
formuladan.



[Pij (n) - =F (n)‘:‘(%ﬁ.(lr) P, (n-s) _(Zr; IBij(r) P, (n- S)‘S‘ r]g%z( P, (n-s)

A ~min Py (N=9)% 4,"|< WmaxF, (1=9) ~ mix B, (n-9) =R (n-s)]

(r) I<r<k I<r<k I<r<k

ekenligine iye bolamiz. Sonligtan,
max

R,(n-9)-R,(n-9)

R (M =R;(M<h max
I<i,l<k I<i,l<k
max|P, (n) - P, ()| < s max
I<i,I<k I<iI<k

Bul tensizligti H ret kollansak,
P (n - F}sj -PB (n - F}sj .
S S
tensizligine iye bolamiz.

3
Kalegen m ushing, (m) - B, (m)| <1 bolganligtan,

maX‘Pu (n) - R (n)‘shu N — 0 ymitilganda HMO bolganligtan ha'm

n - oo S

0< h<1 bolganligtan

K
lim max‘ P (n) - R, (n)‘ =0 poladi. DaIiIIengennengle =1 ekenligi kelip

n-oo j<r<k

shigadi. Xakiykatin'da da
K K
ZPJ' = lim ZPU (n) =liml=1
j=1

n-oo j=1 n- oo

Solay etip Ritimalligin n ulken san bolganda n- tajiriybed¢” wagiyasin
juzege asiu itimalligi dep karauga boladi. Dalitiem teoremanin fizikalig manisi
s-sistemasinin [ jagdayinda boliu itimalligi erte uakitta sistemankanday
jagdayda boliuina baylanissiz ekenligin anlatadi.

Dalillengen teorema A.A. Markov tarepinen dalillemg bolip, ol shek
itimalliglari dep ataladi

Egerde Ritimalliglar ushiny P =1 bolganda

J

Tenlemeler sistemasi orinli bolsa, ondaitiRnalliglari statsionar itimalliglar
dep ataladi.

4-misali: Statsionar itimalliglardi esaplauga biisal keltireyik.

Markov shinjiri tomendegi otiw matritsasi menenilsan.
111
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Statsionar itimalliglar ushin tomendegi tenlemalistemasina iye bolamiz:



1.1 1
P1:§P1+EPZ+EP3
1.1
%=§ﬂ+2%
1..1_ .1
%:€e+§%+z%
R+R+R =1
Ekinshi tenlemeden Fin manisi ushinshi ha'm tortin shi tenlemelerggif
P, =1i:5, Pl:% ekenligin tabamiz. Bul manislerdi ekinshi koyi’p=% ekenligin
tabamiz. Solay etip sototstsionar itimalliqlqr=%, P, :%, P, =1i:5 boladi eken.

Jokaridagi tenlemeler sistemasin sheshkende bizinshir tenlemeni
paydalanganimiz jok. Uliwma jagdayda (5) tenlemedestemasinda kalegen
tenleme kalgalarinin saldari boladi. Xakiykatin'da (5) tenlemenin eki jagi

boyinsha summalaska% R =1 ekenliginer: P = ZJ: P ekenligi kelip shigadi.
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