O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY VA O‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

ALISHER NAVOIlY NOMIDAGI
SAMARQAND DAVLAT UNIVERSITETI
Qo‘lyozma huqugida
UDK 517.984
ABRAYEV BUNYOD O‘RINBOYEVICH
«NOKOMPAKT QO*‘ZG*‘ALISHLI BIR MODEL

OPERATORINING MUHIM VA DISKRET SPEKTRI»

5A130101 «Matematika» mutaxassisligi

Matematika bo‘yicha magistr akademik darajasini olish uchun

MAGISTRLIK DISSERTATSIYASI

»Dissertatsiya kaferda majlisida ko‘rib IImiy rahbar

chigildi va himoyaga tavsiya etildi f.-m.f.n. S.M. Samatov

“Matematik fizika va funksional

analiz” kafedrasi mudiri dots. A.M.Xalxo‘jayev

SAMARQAND-2014



MUNDARIJA

KIRISH.

Masalaning dolzarbliga va uning tarixi.

I bob. Chizigli operatorlar.
1-§. Funksional fazolar.

2-§. Chiziqli operatorlar fazosi.

Il bob. Shryodinger operatorining spektri

3-§. Ikki zarrachali Hamiltonianning aniglanishi

4-§. Shryodinger operatorining uzluksiz spektri

111 bob. Shryodinger operatori uchun nokompakt qo‘zg‘alishlar
5-§. Shryodinger operatori uchun invariant gism fazolar

6-§. Shryodinger operatori uchun kompakt bo’lmagan qo’zg’alishlar

Xulosa

Foydalanilgan adabiyotlar

15

40
41

30

52

52

52

61

62



KIRISH

1. Masalaning dolzarbliga va uning tarixi. Kvant mexanikasining bir gator
masalalari ([1-7,9-16] larga garang) quyidagi
(H £)(x)=u(x)f(x)+ 2 [K(x,y)f(y)dy (0.1)

i
operatorning spektral xossalarini o‘rganishga keltiriladi. Jumladan, ikki zarrachali
sistema Hamiltonianlarining xossalarini  o‘rganish  (0.1) ko‘rinishdagi H
operatorning spektral xossalari bilan uzviy bog‘liq ([1-6, 9-10] larga garang). (0.1)

ko‘rinishdagi operator, aniqrog‘i

1

(H, £)(x)=xf (x)+ A [K(x,y)f(y)dy (0.2)

operator birinchilardan bo‘lib Fridrixs tomonidan uzluksiz spektr qo‘zg‘alishlari
nazariyasining sodda modeli sifatida [11] ishda garalgan. Bunda K (x,y) yadro o‘z
o‘zgaruvchilarining uzluksiz funksiyasi bo‘lib, Gyolder hamda quyidagi
chegaraviy

K(x-1)= K(x1)=K(-1,y)= K(,y)=0, Vx,y e [-11]
shartlarni ganoatlantirishi talab gilingan. Bu shartlarda Fridrixs 2 ning yetarlicha

kichik giymatlarida H, va H , operatorlarning unitar ekvivalentligini, ya’ni H

operator [-1, 1] kesmani to‘ldiruvchi oddiy Lebeg spektriga ega ekanligi

isbotlagan. Keyinchalik bu model Fridrixs modeli deb nom olgan.
Fridrixs ishlarining bevosita davomi O.A.Ladijenskaya, L.D.Faddeev [13]
va L.D.Faddeev [14] ishlarda o‘z aksini topgan, ya’ni bu ishlarda Fridrixs

modelida go‘yilgan go‘zg-alishning kichiklik shartini olib tashlab va k (x,y) yadro

P >% daraja bilan Gyolder sinfiga qarashlilik shartida H, operator [-1, 1]

kesmani to‘ldiruvchi uzluksiz spektrga va [-1, 1] kesmadan tashgarida yotuvchi
ko‘pi bilan chekli sondagi chekli karrali xos giymatlarga ega bo‘lishi isbotlangan.

Agar u(x) va K(x,y)=K(y,x) lar hagigiy giymatli analitik funksiyalar
bo‘lsa, u holda (0.1) tipidagi H operatorning xos gqiymatlari soni chekliligi
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S.N.Lagayevning [15] ishida isbotlangan. Jumladan, S.N.Lagayev tomonidan
garalgan [12] ishda H operatorning uzluksiz spektri u(x), x € [a,b] funksiyaning
giymatlar to‘plami bilan ustma-ust tushishi hamda garalayotgan operatorning fizik
rezonanslari uzluksiz spektr maxsus nugtalarining & >0 atrofida yotishi

ko‘rsatilgan. I.A.lkromov va F.Sharipovlar [16] ishda u(x) va K (x,y) funksiyalar

analitik bo‘lmagan holda ham H operatorning xos giymatlari soni chekliligini
ko‘rsatishgan. Diskret spektrning chekliligi H operator o‘z-o‘ziga go‘shma
bo‘lmagan holda, M.E.Muminov tamonidan [17] ishda keltirilgan. Keyinchalik
(0.1) ko‘rinishdagi operatorning ikki yo‘nalish bo‘yicha umumlashmasi,

(birinchidan, X = (X, Xp,-..,%,) — v -o‘lchamli vektor, ikkinchidan
u(x) = (uij(x))i“j:1 - n x n o‘lchamli matritsa ko‘rinishli funksiya) [7, 18-19]

ishlarda qaralgan, ya’ni H operator L,(t",c") fazoda (0.1) formula bilan

aniglangan operatordir. J.I.Abdullayev va S.N.Lagayevlarning [7] ishida ham [12]
ishdagi natijalarga o‘xshash natijalar olingan, [19] ishda esa (0.1) ko‘rinishdagi H
operatorning uzluksiz spektr ichida yotuvchi ixtiyoriy sondagi xos giymatlari
mavjudligi ko‘rsatilgan va bu xos giymatlar kichik qo‘zg‘alishlar natijasida fizik
rezonanslarga aylanishi hamda bu fizik rezonanslarning kengligining tartibi
topilgan.

J.Abdullayevning [18] ishida H operator xos giymatining karraligi bilan
unga mos Fredholm determinanti nolining karraligi ustma-ust tushishi isbotlangan.

Ikki zarrachali uzluksiz Shryodinger operatori H (1) = —-A + AV ning

diskret spektri ko‘plab mualliflar tomonidan tadqiq gilingan bo‘lib, potensial v ga

quyilgan shartlar koordinat fazoda berilgan. Masalan, v potensial chekli radiusli

shardan tashgarida v (x)|< c @+ |x

) “ shartni ganoatlantirib, « >1 bo‘lsa H (1)

operator musbat xos giymatlarga ega emasligi T.Kato tomonidan [20] ishda
isbotlangan. H (1) operator manfiy xos giymatlari sonining chekliligi hagida juda
ko‘p alomatlar keltirilgan. Masalan, L.D.Faddeev [21] ishda « >2 bo‘lganda

H (1) operatorning (-~ ,0) da yotuvchi spektri chekli sondagi chekli karrali xos



giymatlardan iborat ekanligini ko‘rsatgan. M.Sh.Birmanning [22] ishida manfiy
xos giymatlar soni chekli bo‘lishligining umumiy shartlari keltirilgan.

Panjaradagi ikki zarrachali Shryodinger operatorining ba’zi spektral
xossalari [10] ishda tahlil gilingan. Kontakt potensiallar uchun xos giymatning
mavjudligi va yagonaligi [23] ishda keltirilgan.

Bundan tashgari [6] ishda bir o‘lchamli panjarada ikki zarrachali
Shryodinger operatori H (z) ning ikki karrali xos giymatlari kvaziimpulsning
Kichik go‘zg‘alishlarida ikkita oddiy xos giymatlarga ajrab ketishi isbotlangan.

J.Abdullayevning [2] ishida esa ikki o‘lchamli panjarada berilgan ikki

zarrachali Shryodinger operatori H (k) ning kvaziimpuls koordinatalaridan biri

k=7 yoki Kk =z bo‘lganda cheksiz ko‘p xos giymatlarga ega bo‘lishligi
isbotlangan. Xos giymatlar uchun asimptotik formula [5] ishda keltirilgan.

2. Masalaning qo‘yilishi. Usbu magistrlik dissertatsiyasida ikki o‘lchamli
panjarada ikki zarrachali sistemaga mos Shryodinger operatori ixtiyoriy hamda
3.1-shartni ganoatlantiruvchi potensiallar bilan garaladi. Qo‘zg‘almas H (k)
operatorning spektrini to‘lig o‘rganish, H (k) operator uzluksiz spektri kengligini
keT" ga bog‘ligligini tekshirish. Qo‘zg‘atuvchi v operatorning spektrini, xos
giymatlari va xos funksiyalarini topish, uni izli operatorlar sinfiga qarashli
ekanligini ko‘rsatish. Ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) ning nokompakt
go‘zg‘alishlarida xos giymatlar uchun asimptotik formulalar olish.

3. Ishning maqgsadi va vazifalari. Panjaradagi ikki zarrachali sistemaga
mos Shryodinger operatori haqgidagi ma’lumotlarni o‘rganish va tahlil gilish. Bu
natijalardan foydalanib go‘yilgan masalani yechish.

4. llmiy tadqigot metodlari. Ushbu magistrlik dissertatsiyasini bajarish
jarayonida funksional metodlardan, o‘z-o°ziga qo‘shma operatorlar nazariyasidan,
qo‘zg‘alishlar nazariyasi metodlaridan hamda analitik funksiyalar nazariyasi

metodlaridan foydalanildi.



5. Ishning ilmiy ahamiyati. Magistrlik dissertatsiyasi ishida olingan
natijalar yangi, undan matematik fizika, kvant maydonlar nazariyasi, statistik fizika
va bir gator dinamik masalalarda foydalanish mumkin.

6. Ishning amaliy ahamiyati. Magistrlik dissertatsiyasida Shryodinger
operatori H (k) ning spektral xossalaridan va to‘plangan materiallardan fizik
sistemalarning holatlari haqida ma’lumotlar olish mumkin. Bundan tashqari
chizigli operatorlar nazariyasidan masalalar yechishda foydalanish mumkin.

7. Ishning tuzilishi. Magistrlik dissertatsiyasi kirish qgismi, 3 bob, 6
paragraf hamda o‘z ichiga 33 adabiyotni olgan foydalanilgan adabiyotlar
ro‘yxatidan iborat. Belgilashlar ikki sonli bo‘lib, ular orasi nuqgta bilan ajratilgan.
Birinchi ragam paragraf nomerini bildiradi, ikkinchi son esa tartib nomerini
bildiradi. Masalan, 1.2-teorema yozuvi — birinchi paragrafning 2-teoremasi
ekanligini bildiradi, yoki (2.3) belgilash 2-paragrafdagi 3-formula ekanligini
anglatadi.

8. Olingan natijalarning qgisgacha bayoni.  Ushbu dissertatsiyada ikKi
o‘lchamli panjarada ikki zarrachali sistemaga mos Shryodinger operatori ixtiyoriy
potensial (3.1-shartni, qo’shimcha 5.1-shartni ganoatlantiruvchi) bilan garaladi.
Erkin operator H (k) ning spektri H (k) operatorning uzluksiz spektri bilan ustma-
ust tushadi. Biz H (k) operator xos giymatlarining nokompakt qo‘zg-‘alishlarda
Kichik parametr s >~ o ga bog‘lig o‘zgarishini o‘rganamiz.

Panjaradagi ikki zarrachali sistemaga mos Shryodinger operatorining
impuls ko‘rinishi kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalarning v, (r*) Hilbert

fazosida quyidagi formula yordamida beriladi:

(H(k)f)(q):[ @kqj&kqn (@)= (20)" Jv(a—s) f(s)es .

TZ

Bu yerda £(q)> 0 alohida olingan zarrachaning q < 7> momentdagi energiyasi,
v(q) esa 1° da aniglangan haqiqiy giymatli, uzluksiz va juft funksiya. Bu
shartlarda ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) o0°‘z-o‘ziga go‘shma

chegaralangan operator bo‘ladi.



1-§ da biz chiziqli fazo, normalangan fazo, Evklid fazosi va Hilbert
fazolarini ta’riflab, ularga doir misollar keltiramiz. Evklid fazolarida Koshi —
Bunyakovskiy tengsizligini keltirib, ortonormal bazislar haqida ma’lumotlar
beramiz

2-§ da biz to‘la normalangan (Banax va Hilbert) fazolarida chizigli
operatorlarga oid asosiy ma’lumotlarni beramiz. Chiziqli operator, chegaralangan
operator, uzluksiz operator, operator normasi, teskari operator, qo‘shma operatorlar
ta’riflarini keltiramiz. Bundan tashqari o‘z-o‘ziga qo‘shma va kompakt operatorlar
xossalarini bayon qilamiz. Chiziqli operator spektri, yadroli operator, Hilbert-
Shmidt tipidagi operatorlarni ta’riflab, ularning ba’zi xossalarini isbotsiz
keltiramiz.

3-§ da garalayotgan ikki zarrachali sistema Hamiltonianining koordinata va
impuls fazolardagi tasvirlari keltirilib, masalaning go‘yilishi va olingan asosiy
natijalar matematik tilda bayon etiladi. Ikki zarrachali sistema Hamiltoniani H

ning «siljitishy gruppasi u_sez* lar bilan o‘rin almashinuvchi ekanligi

S

isbotlanadi.

4-§ va 5-§ pargraflarda Shryodinger operatorining muhim va diskret spektri
va nokompakt qo‘zgalishlarda xos qiymatlar hagidagi teoremalar hamda
asimptotik formulalar keltirilib isbotlanadi.

4-§ da H (k) operator uzluksiz spektri kengligi w(k) ning sistema to‘la
kvaziimpulsi « < 7* ga bog‘ligligi tekshirilgan. Uzluksiz spektr kengligi w(k) va
uzluksiz spektrning e”.i=1 2 yo‘nalish bo‘yicha kengligi w, (k') lar orasida
w(k)=w, (k®)+w,k®) tenglik isbotlangan. Uzluksiz spektr kengligi w(k) va
yo‘nalish bo‘yicha kenglik w (k‘”) larning «",i-1 2 koordinatalar bo‘yicha
[o,z] kesmada kamayuvchi ekanligi isbotlangan. Erkin operator H (k) ning
musbatligi ko‘rsatilib, uning spektri [m (k), M (k)] kesmadan iboratligi isbotlangan.

Zarrachalar o‘zaro ta’sirini ifodalovchi v operatorning musbatligi ko‘rsatilib,

uning barcha xos giymatlari va ularga mos xos fuksiyalar aniq topilgan.



5-§ da panjaradagi ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) ning
invariant gism fazolari o‘rganilgan.

6-§ da Shryodinger operatori H (k) ning nokompakt go‘zg‘alishlarda xos
giymatlarining chetlanishlari o‘rganilgan.

Dissertatsiyaning asosiy natijalari quyidagi teoremalardir.

6.1-lemma. Qo‘zg‘almas operator H (r) ning 3 ta xos giymati bor: bular
z, =4-v(n,0) oddiy xos giymat, z -4-vma1 ikki Kkarrali xos giymat : -4
cheksiz karrali xos giymat.

6.2-teorema. Har bir ne<z uchun shunday s-s >0 mavjudki, barcha
Be(-s,0) larda H (r -2p)-v, = H(z)-sin g W oOperatorning z, - 4-v(n,0) hugta
atrofida yagona : (p) oddiy xos giymati mavjud bo ‘lib, uning uchun quyidagi

asimptotik formula o ‘rinli:

zn(ﬂ):4—\7(n,0)+;,82+0(,84), B — 0.
¥(n,0) - v(n,1)

6.3-teorema. Har bir ne<z uchun shunday s =5, >0 mavjudki, barcha
pge(-5,5) larda w(z)-sin pw oOperatorning z =4-v(n1) atrofida rosa 2 ta
2 (p) oddiy xos giymalarti mavjud bo lib, uning uchun quyidagi asimptotik
formula o ‘rinli:

25(B)=4-V(n1l)-c,B°+0(B") B — 0.



I bob. Chizigli operatorlar

Bu bobda biz ushbu dissertatsiyani bayon gilishda ishlatiladigan bir gator
ta’rif va teoremalarni keltirib o‘tamiz. Bu bob 2 paragrafdan (1-2-§§ lar) iborat
bo‘lib, unda biz chizigli operatorlarning asosiy xossalarini o‘rganamiz. Bu yerda
keltiriladigan yordamchi ma’lumotlar [24-27] adabiyotlardan olingan.

Funksional analiz va operatorlar nazariyasining boshlang‘ich tushunchalaridan
biri chizigli fazo tushunchasidir. 1-§ da chiziqli fazo o‘lchami ta’riflanib, chekli va
cheksiz o‘lchamli fazolarga misollar keltirilgan. Chizigli funksionallar, ularning
ayrim xossalari garab chigilgan. Banax fazosi, Evklid fazosi va Hilbert fazolariga
misollar ham shu paragrafda keltirilgan.

2-§ chiziqli uzluksiz operatorlar xossalariga bag‘ishlangan bo‘lib, unda
chizigli operatorlarning asosiy  xossalari isbotsiz  keltirilgan.  Chizigli
operatorlarning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrolariga ta’rif berilgan.
Chizigli operatorlar uchun uzluksizlik va chegaralanganlik ekvivalent tushunchalar
ekanligi hagidagi teorema keltirilgan. x chizigli normalangan fazoni v chizigli
normalangan fazoga akslantiruvchi chizigli uzluksiz operatorlar to‘plami -
L(x,Y) chizigli normalangan fazo bo‘lishi ko‘rsatilgan. Agar vy to‘la
normalangan fazo bo‘lsa, u holda L(x ,v) chizigli normalangan fazoning Banax
fazosi bo‘lishi aytib o‘tilgan. Teskari operatorlar, ularning asosiy xossalari
berilgan. Bundan tashqgari chizigli operator teskarilanuvchan bo‘lishining zaruriy
va Yyetarli shartlari keltirilgan. Hilbert fazolarida berilgan go‘shma operatorlar,
ularning asosiy xossalari bayon gilingan. Hilbert fazolari ¢,(z) va L,[a;b] larda
ko‘paytirish operatorining o‘z-o‘ziga qo‘shmalik kriteriysi berilgan. L,[a;b]
fazoda K (x,y) yadro bilan aniglanuvchi integral operatorning o‘z-o‘ziga
go‘shmalik sharti keltirilgan. Paragraf so‘nggida chiziqli operatorlarning spektri
klassifikatsiya qgilinib, ularga doir misollar garalgan. Chizigli uzluksiz operatorning
spektri bo‘sh bo‘lmagan yopiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilgan. Muhim spektr, goldiq
spektr va chizigli operatorning xos giymatlarini topishga doir misollar garalgan.



1-§. Funksional fazolar

Biz asosan funksional fazolar bilan ishlaymiz. Chiziqli fazo ta’rifini ma’lum
deb hisoblaymiz. Ma’lumki, bo‘sh bo‘lmagan L to‘plam chizigli fazo bo‘lishi
uchun bu to‘plam elementlarini go‘shish va songa ko‘paytirish amallari aniglangan
bo‘lib, bu amallar 8 shartni ganoatlantirishi kerak.

1.1-ta’rif. Elementlari funksiyalar yoki sonli ketma-ketliklardan iborat
bo ‘Igan chizigli fazolar funksional fazolar deyiladi.

Funksional fazolarga misollar keltiramiz:

1.1-misol. ¢,(z) - butun sonlar to‘plamida aniglangan va modulining
kvadratlaridan tuzilgan gator yaginlashuvchi bo‘lgan barcha funksiyalar to‘plami,

ya’ni
zz(z):{f 7 > C: Z‘f(n)‘2<oo}.

Bu to‘plamda elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari quyidagicha
Kiritiladi:

(f+9)(n)="f(n)+g(n) (1.1)
va

(¢ f)(n)=a f(n). (12)

(1.1) va (1.2) tengliklar bilan aniglangan go‘shish va songa ko‘paytirish amallari
chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, ¢, (z ) to‘plam chizigli
fazo tashkil giladi.

1.2-misol. c[a,b] - [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar to‘plami.

Bu to‘plam ham funksiyalarni go‘shish va funksiyani songa ko‘paytirish amallari
(1.1) va (1.2) tengliklar bilan aniglanadi. Demak, c[a,b] to‘plam chizigli fazo
tashkil giladi.

1.3-misol.  L,[a,b]-[a,b] kesmada aniglangan va kvadrati bilan

integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu to‘plamda ham elementlarni
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go‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.1) va (1.2) tengliklar bilan aniglanadi.
Bu to‘plam ham chiziqli fazo tashkil giladi.

Odatda chekli o‘lchamli fazolar bilan cheksiz o‘lchamli fazolar xossalari
jihatidan bir-biridan muhim farg giladi. Shu magsadda chekli va cheksiz o‘lchamli
fazolarni ta’riflaymiz.

1.2-ta’rif. Agar L chizigli fazoning x,, x,,...,x, elementlar sistemasi

n

uchun hech bo ‘Imaganda birortasi noldan fargli bo‘lgan a;, a,,...,a, sonlar
mavjud bo ‘lib,
A, X, + @,X, + - +a X, =0 (1.3)

tenglik bajarilsa, u holda x,, x,,...,x, elementlar sistemasi chizigli bog langan

deyiladi. Aks holda, ya 'ni (1.3) tenglikdan

al:azz...:a :0
ekanligi kelib chigsa, x;, x,,...,x, elementlar sistemasi chizigli bog lanmagan
yoki chizigli erkli deyiladi.

1.3-ta’rif. Agar x,, x,,... , x cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy

ntee

chekli gism sistemasi chizigli erkli bolsa, u holda {x, }" sistema chizigli erkli
deyiladi.

1.4-ta’rif. Agar L chizigli fazoda n elementli chizigli erkli sistema mavjud
bolib, bu fazoning ixtiyoriy n+1 ta elementdan iborat sistemasi chizigli
bog ‘langan bo‘lsa, u holda L n- o‘lchamli chizigli fazo deyiladi va dim L =n
kabi yoziladi. n-o‘lchamli L chizigli fazoning ixtiyoriy n ta elementdan iborat
chizigli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.

1.5-ta’rif. Agar L chizigli fazoda ixtiyoriy n e N uchun n elementli chizigli
erkli sistema mavjud bo ‘Isa, u holda L cheksiz o ‘lchamli chizigli fazo deyiladi va
dim L =« Ko ‘rinishda yoziladi.

x chizigli fazoning har bir elementiga aniqg bir sonni mos qo‘yuvchi

p: X — C akslantirishga funksional deyiladi.
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Ko‘plab amaliy masalalarni hal etishda fazo elementlari yaqinligi, masofa
tushunchasiga tayaniladi. Masofa tushunchasini kiritishning sinalgan usullaridan
biri fazoda norma kiritishdir.

1.6-ta’rif. Bizga L chizigli fazo va unda aniglangan p funksional
berilgan bo‘lsin. Agar p quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa, unga norma
deyiladi:
1) p(x)20, ¥xel; p(x)=0e x=6;
2) p(ax) = a|p(x), VaeC, vxel;
3) p(x+y)< p(x)+p(y), Vx,yel.

1.7-ta’rif. Norma kiritilgan L chizigli fazo chizigli normalangan fazo
deyiladi va x e L elementning normasi Hx H orgali belgilanadi.

x chizigli normalangan fazoda {x,} ketma-ketlik va xe x element

berilgan bo‘lsin.

1.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy - > o son uchun shunday n(¢) natural son mavjud
bo lib, barcha n > n(¢) larda |x, - x|< ¢ tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik

x elementga yaginlashadi deyiladi.

1.9-ta’rif. Agar ixtiyoriy > o son uchun shunday n(s) > 0 mavjud bo lib,

ixtiyoriy n>n(e¢) va barcha pe N sonlar uchun <& tengsizlik

Xn+p - X,

bajarilsa {x,} ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, har gqanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik
fundamentaldir, lekin teskarisi doim o‘rinli emas.

1.10-ta’rif. Agar x chizigli normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo ‘Isa, u holda x to ‘la normalangan fazo yoki Banax
fazosi deyiladi.

Bizni bundan keyin fagat to‘la normalangan fazolar giziqgtiradi.

Chizigli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

1.4-misol. cla,b] chizigli fazoda f elementning normasi quyidagicha

aniglanadi:
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J¢]= mox [0,
as<x<b

1.5-misol. ¢, (z) chiziqli fazoda elementning normasi quyidagi aniglanadi:

HW=J§M@%=thmw.

Bizga L — kompleks chizigli fazo berilgan bo‘lsin.

1.11-ta’rif. Lx L dekart ko ‘paytmada aniglangan p:LxL — c funksional

quyida keltirilgan to ‘rtta shartni ganoatlantirsa, unga skalyar ko ‘paytma deyiladi:

1) p(x,x)>0, Vxel; p(x,x) =0 x=246,

2) p(x,y)=p(y,x), Vxyel,;
3) p(ax,y) =ap(x,y), VX, yelL va VaeC,;
4) p(x, + %, ) = p(x,,y) + P(x,,¥), VX, X, ¥eL.

Odatda x,ye L elementlarning skalyar ko‘paytmasi (x,y) orqali
belgilanadi.

1.12-ta’rif. Skalyar ko ‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi.

Evklid fazosida skalyar ko‘paytma orqali kiritilgan quyidagi p:E —» R
funksionalni garaymiz:

p(x) = /(x,x).
Bu funksional norma shartlarini ganoatlantiradi, xususan, uchburchak tengsizligini
isbotlashda quyidagi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalaniladi:
Oy )= - [
Evklid fazosiga misollar keltiramiz:
1.6-misol. ¢,(z) chizigli fazoda skalyar ko‘paytmani quyidagicha

aniglanadi:

(f.g)=3% f(n)g(n). (1.4)

1.7-misol. c,[a,b] va L,[a,b] chizigli fazolarda skalyar ko‘paytma

b

(f.9)=]f(x)-g(x)d (1.5)
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formula bilan aniglanadi.
1.13-ta’rif. Cheksiz o ‘Ichamli to ‘la Evklid fazosiga Hilbert fazosi deyiladi.
Demak, H Hilbert fazosi quyidagi 3 ta shartni ganoatlantirishi lozim:
1) H Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazo;
2) 1 fazo p(x) = \/(x,x) = |x| normaga nisbatan to‘la;
3) H fazo cheksiz o‘lchamli, ya’ni H fazoda cheksiz ko‘p chizigli erkli
elementlar sistemasi mavjud bo‘lishi kerak.
1.8-misol. L,(R") - R"da aniglangan va modulining kvadrati

integrallanuvchi bo‘lgan funksiyalar fazosi, unda skalyar ko‘paytma quyidagicha

aniglanadi:

(f.g)= [ f(x)g(x)dx .

Aytish joyizki, L,(R") Hilbert fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi quyidagi

ko‘rinishga ega:

2

J'f(x)g(x)dx

R

< JIFOO1 d flg(x) [ dx .

1.6 va 1.7- misollarda keltirilgan ¢,(z) va L,[a,b] lar Hilbert fazosi, lekin
C,[a,b] Hilbert fazosi emas, chunki c,[a,b] to‘la emas.

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi bilan bir gatorda biz integrallash tartibini
almashtirish hagidagi Fubini teoremasining natijasidan ham foydalanamiz. Fubini

teoremasi natijasining quyidagi bayoni biz uchun qulaydir.
1.1-teorema (Fubini). Agar |k (x,y)|" funksiya T =T da integrallanuvchi

bo ‘Isa, u holda deyarli barcha xeT (yeT) da

[k 0y ay (HK(x,y)\zdx}

integral mavjud va quyidagilar o ‘rinli

” ‘K(x,y)‘zdxdy :jdxHK (x,y)‘zdy :jdyHK(x,y)‘zdx.

TT T T T T

Bizga H Hilbert fazosi va undagi {x } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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1.14-ta’rif. Agar ixtiyoriy y e H va biror xe H uchun Im (x, ,y)=(x,y)

n— oo

munosobat bajarilsa, u holda {x 3} ketma-ketlik x e H elementga kuchsiz ma’noda
yaqginlashadi deyiladi.

1.15-ta’rif. Agar Im | x, - x|=0 munosobat bajarilsa, u holda {x }

ketma-ketlik x e H elementga kuchli ma’noda yaqinlashadi deyiladi.

1.9-misol. H Hilbert fazosi bo‘lsin. Barcha x,y e H lar uchun

~[x=ylslxl=Iylslx-v] (1.6)
tengsizlikni isbotlang.

Isbot. Barcha x,y e H lar uchun normaning uchburchak aksiomasiga ko‘ra
quyidagi tengsizlik o‘rinli
Ixl=lx=y+yl=lx=yl+]v]. (L.7)
(1.7) tengsizlik istalgan x,y e H lar o‘rinli. Demak, (1.7) da x va y ning joyini
almashtirish mumkin.
[yll=ly=xex]<x=y]+]x]. (2.8)
Bu ikki (1.7) va (1.8) tengsizliklardan
=y l=lx=vl = Qxl-lyD=lx-vl (2.9)
tengsizliklarni olamiz. (1.9) dan esa isbotlash lozim bo‘lgan (1.6) tengsizlik kelib
chigadi.
1.9-misol. Agar {x,} ketma-ketlik xe< H elementga kuchli ma’noda
yaginlasha, u holda {x, 3} ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi. Isbotlang.
Isbot. (1.7) tengsiizlikdan
[l o =+ x| (110

Misol shartiga ko‘ra {|x, - x[}”_~ sonli ketma-ketlik nolga yaginlashadi. Demak,

u chegaralangan. Bundan {

x, = x |+ |x[}”_, ketma-ketlikning ham chegaralangan

ekanligi kelib chigadi. Element normasi manfiymas ekanligidan hamda (1.10) dan

{x,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini olamiz.
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1.10-misol. ¢,(z") Hilbert fazosida

(1, agar , s =n,

@, (s) =1 (1.11)
(0, agar ,s#n

ketma-ketlikni kuchsiz ma’noda nolga yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isbot. Biz isbotni v =1 hol uchun keltiramiz. ¢, (z ) Hilbert fazosida skalyar

ko‘paytma (1.4) tenglik bilan aniglanadi. Shuning uchun ixtiyoriy ne z da

1o, 1I°=(g,.0,)=1

o‘rinli. ¢,(z) fazodagi skalyar ko‘paytmadan foydalansak quyidagini olamiz:

(0,.9)= Y 0,(s)a(s)=g(n)> 0, n > .

se”Z

Oxirgi munosobat g € ¢,(z) shartdan kelib chigadi. Demak, {¢.} ketma-ketlik
0 e ¢,(z) elementga kuchsiz ma’noda yaqinlashar ekan. a
Shuni ta’kidlaymizki, {¢.} ketma-ketlik nol elementga kuchli ma’noda

yaginlashmaydi, chunki qurilishiga ko‘ra | ¢, -6 =1 bo‘lib, | ¢, -6 nolga
intilmaydi. Agar g, :i(;n ketma-ketlikni garasak, u holga {g 3} nolga kuchli
n

ma’noda yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1.1-lemma. Evklid fazosida yig‘indi, songa ko‘paytirish va skalyar ko‘paytma

amallari uzluksizdir, ya’ni agar x, » x, y, — y (kuchli yaginlashish ma’nosida),
a, — a (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘lsa, u holda
n"TwH(X“ Tty - (x+y)|=0, nIiTwHanxn ~ax|=o, nIiTOO(xn,yn): (x,y)
tengliklar o‘rinli.
Isbot. Birinchi tasdigning isboti quyidagicha:
[+ ya) = O )= [0 =0+ (v = W) 3 = x [+ v -y [ 000 > e
Ikkinchi tasdigning isbotiga o‘tamiz:
P I P P E

SH(a —an)an+Ha(xn - X)H:‘a _an"HXnH_'_‘a ‘-Hxn - XH (1.12)

16



Matematik analiz kursidan ma’lumki, nolga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning
chegaralangan ketma-ketlikka yoki songa ko‘paytmasi yana nolga yaginlashuvchi
ketma-ketlik bo‘ladi. Nolga yaginlashuvchi ketma-ketliklarning yig‘indisi ham
nolga yaginlashuvchi ketma-ketlik bo‘lganligidan hamda (1.12) dan ikkinchi
tasdigning isbotini olamiz.

Uchinchi tasdigning isboti quyidagicha:

[ (%0 v ) = (Y[ = [ g0y )= (0 v )+ (%, v, ) = (%, y)| <
<[00 5y #1000 = | Dty = x vl Dy = v > 0. s
Haqiqgiy Evklid fazolarida vektorning normasini, balki vektorlar orasidagi

burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan fargli x va y vektorlar

orasidagi ¢ burchakning kosinusi

cos ¢ = (x.y) (1.13)

Il

formula bilan aniglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (1.13) ning o‘ng

tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (1.13) formula hagigatan ham,
nolmas x va y vektorlar orasidagi ¢, 0 < ¢ <~ burchakni bir giymatli aniglaydi.
Agar (x, y) =0 bo‘lsa, u holda x va y vektorlar ortogonal deyiladi.
1.16-ta’rif. Agar ixtiyoriy « = g da (x,.x,)=0 bo‘lsa, u holda nolmas
{x,} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir
elementning normasi birga teng bo‘lsa, {x } ortogonal normalangan sistema,

a

gisqacha ortonormal sistema deyiladi.

Agar {x_} vektorlar ortogonal sistemani tashkil gilsa, u holda { x_} chizigli
bog‘lanmagan bo‘ladi. Hagigatan ham,
Ay Xy + Ay Xy + o+ X, =0
bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala gismini x; ga skalyar ko‘paytirib, quyidagiga ega
bo‘lamiz
(X, X +ay Xy + o+ +a,X,)=a;(X;,, x;,)=0, i=12,...,n

(x;» x;)# 0 bo‘lgani uchun, barcha i e {1,2,... ,n} larda «; = 0 bo‘ladi.
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1.17-ta’rif. Agar {x, } < E sistemani o zida saglovchi minimal yopiqg gism
fazo e fazoga teng bo ‘Isa, u holda { x_} sistema to ‘la deyiladi.
1.18-ta’rif. Agar {x_} ortonormal sistema to ‘la bo ‘lsa, u holda bu sistema

e fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar { x,} - ortogonal sistema bo‘lsa, u holda

el x|
ortonormal sistema bo‘ladi.

1.11-misol. L,[-~,~] fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

(f,g9)= } f(t)g(t)dt (1.14)

Bu fazoda ortonormal bazisga

inx

¢”“):v%_e nez ( 1.15)
T

funksiyalardan tashkil topgan sistema misol bo‘ladi [8, 25].
1.19-ta’rif. Agar e Evklid fazosining hamma yerida zich bo ‘lgan sanoqli

to ‘plam mavjud bo ‘Isa, £ separabel Evklid fazosi deyiladi.
Yuqorida keltirilgan ¢,(z) , c,[a,b] va L,[a,b] fazolar separabel Evklid

fazolariga misol bo‘ladi. Har ganday separabel Evklid fazosidagi ixtiyoriy
ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir.

1.1-natija. Har ganday separabel Evklid fazosida sanogli ortonormal bazis
mavjud.

Cheksiz o‘Ichamli E Evklid fazosining
iy Boreee  Prsee (1.16)
ortonormal sistemasi va f € E ixtiyoriy elementi berilgan bo‘lsin. f elementga
¢, =(f.¢.) k=1,2,..,n,.. (1.17)
sonlar ketma-ketligini mos go‘yamiz va ¢, sonlarni f elementning koordinatalari

yoki {¢,} sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deb ataymiz.
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S o, 4, (1.18)

k=1
formal gatorni esa f elementning {¢,} ortonormal sistema bo‘yicha Furye gatori

deb ataymiz.

Furye koeffitsiyentlari quyidagi tengsizlikni ganoatlantiradi:

Yic P<|f- (1.19)
k=1
So‘nggi (1.19) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.
1.20-ta’rif. Agar ixtiyoriy f € E uchun

0

Ste =t ¢ =(f.6) (1.20)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, {4, ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (1.20)
tenglik Parseval tengligi deyiladi.
(1.20) tenglikdan kelib chigadiki, {¢,3 ortonormal sistemaning yopiq bo‘lishi

uchun, har bir f € E da
2 C 9,

Furye qatorining qismiy yig‘indilar ketma-ketligi t elementga yaginlashishi
kerak.

1.2-teorema. Separabel Evklid fazosida har ganday to‘la ortonormal
sistema yopiq va aksincha.

Bizni asosan to‘la Evklid fazolari gizigtiradi.
1.21-ta’rif. E Evklid fazosi | x |= +/(x,x) normaga nishatan to‘la bolsa, u
to ‘la Evklid fazosi deyiladi.
1.12-misol. ¢,(z) va L,[a,b] to‘la separabel Evklid fazolariga misol
bo‘ladi.
E - to‘la separabel Evklid fazosi va {¢,3 -undagi ortonormal sistema bo‘lIsin.

Bessel tengsizligidan kelib chigadiki, c;,c,,... ,c sonlar biror f elementning

nre-*

Furye koeffitsiyentlari bo‘lishi uchun
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S e, I (1.21)

gatorning yaqinlashishi zarur.
To‘la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

1.3-teorema. (Riss-Fisher). {4,3- E to‘la Evklid fazosidagi ixtiyoriy

ortonormal sistemava c,,c,,... ,c sonlar shunday bo ‘Isinki, (1.21) gator

yaqginlashsin. U holda shunday f € E element mavjudki,

¢, =(f,¢.) k=1,2,..,n,... va £0:=(f'f)=HfH2

tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi.
Ortogonal sistemaning to‘laligi hagida quyidagi teoremani keltiramiz.

1.4-teorema. To‘la separabel Evklid fazosidagi {¢,3 ortonormal sistema
tola bolishi uchun E da {4, sistemaning barcha elementlariga ortogonal
bo ‘lgan nolmas elementning mavjud bo ‘Imasligi yetarli va zarurdir.
1.22-ta’rif. Agar R va R~ Evklid fazolari o ‘rtasida o ‘zaro bir giymatli
moslik o ‘rnatish mumkin bo ‘lib,
X <> X*, yo y*  x,yeR, x* y*eR*
ekanligidan

X+ Yo X*+y* Ax< Ax* va  (x,y)=(x*y>*)

munosabatlar kelib chigsa, R va rR™ lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu
fazolar o‘rtasida o°‘zaro bir giymatli moslik mavjud bo‘lib, bu moslik shu
fazolardagi chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko‘paytmani saglaydi.

Ma’lumki, n - o‘lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o‘zaro izomorfdir.

Cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari o‘zaro izomorf bo‘lishi shart emas. Masalan,
¢,(Z) va C,[a,b] Evklid fazolari izomorf emas, chunki 7,(Z) to‘la, C,[a,b] esa

to‘la emas.
Quyidagi teorema o‘rinli.

1.5-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o ‘zaro izomorfdir.
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1.2-lemma. R separabel Evklid fazosining har ganday R’ gismi yana
separabeldir.

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy
normalangan fazoning qism fazolari bu xossalarga ega emas. Bu xossalar Hilbert
fazosida kiritilgan skalyar ko‘paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga

asoslangan.

1.6-teorema. H separabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M qism fazosida
shunday {¢,} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli gobig ‘ining yopig i M
ga teng.

1.7-teorema. Agar M - H Hilbert fazosining yopiq gism fazosi bo‘Isa, u

holda ixtiyoriy f € H element yagona usul bilan f = h + h’ yig‘indiga yoyiladi,

buyerdahe M, h'eM "
1.2-natija. M < H qism fazoning ortogonal to ‘ldiruvchisining ortogonal
J_)J‘

to ‘Idiruvchisi M ning o ziga teng, ya'ni (M =M .

Shunday qilib, H fazoning o‘zaro to‘ldiruvchi gism fazolari haqgida fikr

yuritish mumkin. Agar M va m © ikkita shunday bir-birini to‘ldiruvchi gism

fazolar va {4,} {¢.} - mos ravishda M va m = dagi to‘la ortonormal sistema

bo‘lsa, u holda {¢,} va {¢,} sistemalarning birlashmasi butun H fazoda to‘la

ortonormal sistema bo‘ladi.
1.3-natija. H fazodagi har qganday ortonormal sistemani to‘la
sistemagacha to ‘ldirish mumkin.

Agar {¢,} sistema chekli bo‘lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar

soni {¢,} sistemadan hosil gilingan M gism fazoning o‘lchamiga va m * gism
fazoning koo‘lchamiga teng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz.
1.4-natija. Chekli n - o‘lchamli gism fazoning ortogonal to ‘Idiruvchisi n -

koo ‘Ichamga ega va aksincha.

1.23-ta’rif. Agar H Hilbert fazosining ixtiyoriy f € H elementi
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f=h+h,, hyeM,, h,eM,
ko ‘rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o‘zaro ortogonal m, va M, qism
fazolarning to ‘g ri yig ‘indisiga yoyilgan deyiladi va
H=M,®M,
Ko ‘rinishda yoziladi.

To‘g‘ri yig‘indini chekli yoki sanogli sondagi gism fazolar uchun ham
umumlashtirish mumkin, ya’ni H o‘zining M ,,M ,,... ,M ... gism fazolarining
to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

a) M ; gism fazolar juft-jufti bilan o‘zaro ortogonal, ya’ni M ; dagi ixtiyoriy vektor
M dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, i = k ;
b) ixtiyoriy f € H element

f=h+h,+ +h +-, h eM,, n=12.. (1.22)
ko‘rinishda tasvirlanadi, agar go‘shiluvchilar soni cheksiz bo‘lsa,

2

hn

o0
> |
n=1

gator yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu holda H = i @ M, ko‘rinishda yoziladi.

n=1

Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar f uchun (1.22) yoyilma mavjud bo‘lsa, u

yagona va

2

hﬂ

N>

Qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi bilan bir gatorda chekli yoki sanoqli

sondagi Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi hagida ham gapirish mumkin. Agar

H, va H, lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo‘lsa, u holda ularning to‘g‘ri yig‘indisi

H =H,®H, quyidagicha aniglanadi. H fazoning elementlari barcha

(h,.h,), h, e H,, h, e H, juftliklardan iborat. H = H, ® H, da skalyar ko‘paytma
quyidagicha kiritiladi:

((hl,hz),(h'l,h'z))z(hl,h'l)H +(h2,h'2)H , h,h',eH ,h,,h,eH, .,

1 2
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Chekli sondagi H,.H,,...,H Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi ham

xuddi shunday aniglanadi.
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2-§. Chiziqli operatorlar

Bu paragrafda biz to‘la normalangan (Banax va Hilbert) fazolarida chizigli
operatorlarga oid asosiy ma’lumotlarni beramiz. Chizigli operator, chegaralangan
operator, uzluksiz operator, operator normasi, teskari operator, go‘shma operatorlar
ta’riflarini keltiramiz. Bundan tashqari 0‘z-o‘ziga qo‘shma va kompakt operatorlar
xossalarini bayon qilamiz. Chiziqli operator spektri, yadroli operator, Hilbert-
Shmidt tipidagi operatorlarni ta’riflab, ularning ba’zi Xossalarini isbotsiz
keltiramiz.

Bizga H va H, chizigli normalangan fazolar bo‘lIsin.

2.1-ta’rif. H fazoning har bir x elementiga H, fazoning yagona vy
elementini mos go ‘yuvchi A akslantirishga operator deyiladi va u 4 x = » yoki
A:H — H, kabi yoziladi .

H normalangan fazoni H, normalangan fazoga akslantiruvchi 4:H — H,
operator berilgan bo‘lsin.

Bundan keyin biz b (A) bilan A operatorni aniglash sohasini belgilaymiz.
D(A) = H bo‘lishi shart emas. Lekin D (A) ni chizigli ko‘pxillilik bo‘lishi talab
gilinadi.

2.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y € D(A) elementlar va «, < ¢ sonlar uchun

A(ax+By)=aAx+ Ay

tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, u holda A ga chizigli operator deyiladi.

Agar shunday ¢ >0 son mavjud bo‘lib, barcha x e & lar uchun |||<c

bo‘lsa, u holda m < H to‘plam chegaralangan deyiladi.

2.3-ta’rif. Bizga x,< D(A) berilgan bo‘lsin. Agar y, = Ax, e H, ning

1

ixtiyoriy v atrofi uchun x, ning shunday u atrofi mavjud bo‘lib, barcha

xeU ND(A) lar uchun Ax ev bo‘lsa, A operator x = x, nugtada uzluksiz
deyiladi. Agar A operator ixtiyoriy x e D(A) nugtada uzluksiz bo ‘Isa, u holda A

ga uzluksiz operator deyiladi.

24



2.4-ta’rif. Agar n > «» da

x, - x,| - 0 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
{x,} = D(A) ketma-ketlik uchun |Ax - Ax,|— o munosobat bajarilsa, u holda A
operator x = x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Bizga A:H — H, chizigli operator berilgan bo‘lsin.

2.5-ta’rif. Agar shunday c > o son mavjud bolib, barcha .c b(a) lar
uchun

Jax < | @)

tengsizlik bajarilsa, u holda A chegaralangan operator deyiladi.

2.6-ta’rif. (2.1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonlar to ‘plamining aniq
quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u |A| bilan belgilanadi, ya i

|a|=inf C .

2.7-ta’rif. Ax =0 tenglikni ganoatlantiruvchi xe H lar to‘plamini A
operatorning yadrosi deb ataymiz va uni ker A bilan belgilaymiz.

2.8-ta’rif. Biror x e D(A) uchun y = ax tenglik bajariladigan y e H, lar
to ‘plamini A operatorning giymatlar sohasi deb ataymiz va uni im A yoki R(A)
bilan belgilaymiz.

Chizigli operator yadrosi va qiymatlar sohasini matematik simvollar
yordamida quyidagicha yozish mumekin:

Ker {A}={xeH : Ax =6},
R(A)={yeH, :biror xeD(A)uchun y= Ax|.

Chizigli operator aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosini quyidagi
misollarda tushuntiramiz.

2.1-misol. x chizigli normalangan fazo bo‘lsin. Har bir xe x uchun
Ix = x deymiz. Bu akslantirish birlik operator deyiladi va D(1)= X, R(1)= X,
Kerl = {0} bo‘ladi.

2.2-misol. L,[-#;~] Hilbert fazosida

T

( Af )(x):i [ (@ +cos xcos y)f(y)dy (2.2)
2r .
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integral operatorni garaymiz. Uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va
yadrosini toping.
Yechish. Qaralayotgan integral operatorning aniglanish sohasi b (A),
L,[-~;~] fazo bilan ustma-ust tushadi. Chunki istalgan f < L,[-#;z] uchun
g (x) = (Af )(x) = a + B cos X (2.3)

ko‘rinishda tasvirlanadi. Bu yerda

a= [f(y)dy Va p= [cosyf(y)dy. (2.4)

-7 -7

Demak, g = Af e L,[-#,#]1. Bundan D (A)=L,[-z,#] tenglik kelib chigadi. A
operatorning giymatlar sohasi (2.3) ga ko‘ra 1 va cos x elementlarga tortilgan ikki

o‘lchamli qgism fazo bo‘ladi. Endi A operatorning yadrosini topamiz.

felL,[-7;z] element A =0 tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun u 1 va cos x

elementlarga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli ((2.3) va (2.4) ga garang). Shunday

qilib, A operatorning yadrosi 1 va cos x larga ortogonal bo‘lgan gism fazodan
iborat. Bu misol uchun quyidagi tenglik o‘rinli:
ImA={gel[-7,7]: g(X)=a + Bcos x}, Ker A=(ImA) .
2.9-ta’rif. H normalangan fazoni H, normalangan fazoga akslantiruvchi
A chizigli operatorning aniglanish sohasi D(A)=H bo‘lib, birlik sharni

chegaralangan to ‘plamga akslantirsa unga chegaralangan operator deyiladi.

2.1-teorema. H normalangan fazoni H normalangan fazoga

1

akslantiruvchi A chizigli chegaralangan operator normasi ||| uchun

Al - sip e | - s 1221
I e K

tengliklar o ‘rinli.

A,B:H — H,_ operatorlarning yig‘indisi deb ixtiyoriy xe D(A)N D(B)
elementga y = Ax + Bx ¢ H, elementni mos qo‘yuvchi c = A+ B operatorga
aytiladi. A chizigli operatorning « songa ko‘paytmasi x ¢ D(A) elementga «Ax

elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi, ya’ni
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(aA)(x)=aAx .

Ma’lumki, chiziqli operatorlar yig‘indisi yana chizigli operator bo‘ladi,
xuddi shunday chizigli operatorning songa ko‘paytmasi ham chiziqli operatordir.
Agar A va B lar chegaralangan operatorlar bo‘lsa, ularning yig‘indisi bo‘lgan ¢
operator ham chegaralangan operator bo‘ladi.

Operatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish assotsiativdir. Qo‘shish amali
kommutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas, ya’ni

(A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC),
A+B=B+A, AB=BA.

2.2-teorema. H normalangan fazoni H normalangan fazoga

akslantiruvchi A:H — H, chizigli operator berilgan bolsin. U holda quyidagi
tasdiglar teng kuchli:

1) A operator biror x, nugtada uzluksiz,

2) A operator uzluksiz,

3) A operator chegaralangan.

Bizga H Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A chizigli
chegaralangan operator (ya’ni 4:H — H ) berilgan bo‘lIsin.

O‘z-o‘ziga go‘shma operatorlar sinfi ko‘pgina ajoyib xossalarga ega.
Dissertatsiyada qaralayotgan operatorlar ham o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorlar
bo‘lganligi uchun biz bu sinf operatorlarining ta’rif va ba’zi xossalarini keltiramiz.

2.10-ta’rif. H Hilbert fazosini o ‘zini-o ziga akslantriuvchi A chizigli

chegaralangan operator berilgan boIsin. Agar ixtiyoriy x,y e H lar uchun
(Ax, ) = (x4 v) tenglik, Dbiror A H > H chizigli operator uchun o ‘rinli
bo Isa, u holda 4~ operator 4 ga go ‘shma operator deyiladi.

2.11-ta’rif. Agar A" = 4 bolsa, ya 'ni ixtiyoriy x,ye H uchun

(A, y)=(x,Ay)

tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, u holda A o ‘z-o ‘ziga qo ‘shma operator deyiladi.
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Chizigli operatorlar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri spektr
tushunchasidir. Spektr tushunchasini bayon qilish uchun bizga teskari operator
tushunchasi kerak bo‘ladi. Quyida biz chizigli operatorlarning spektriga oid
bo‘lgan ba’zi bir ta’rif va tushunchalarni keltiramiz.

2.12-ta’rif. Bizga H ,, H, Hilbert fazolariva A:H - H, chizigli operator

berilgan bo ‘Isin. Agar istalgan y e Im A = R(A) uchun y = Ax tenglama yagona
yechimga ega bo‘lsa, u holda 4 teskarilanuvchan operator deyiladi. Har bir

yeIm A elementga H, fazodan y = Ax tenglikni ganoatlantiruvchi yagona

1

x € H, elementni mos go ‘yuvchi operator A ga teskari operator deyiladi vau A~
kabi belgilanadi.

2.1-tasdig. H Hilbert fazosida aniglangan A chizigli operator
teskarilanuvchan bo ‘lishi uchun ax = o tenglama fagat nol yechimga ega bo ‘lishi
zarur va yetarlidir.

2.3-teorema. 4 chizigli operatorga teskari bo‘lgan A~ operator ham
chiziglidir.

2.4-teorema. x Banax fazosi va A:x — x bo‘lsin. Agar |a|<q<1
bo ‘Isa, u holda 1 — A operatorga chegaralangan teskari operator mavjud.

2.5-teorema. (Teskari operator uchun Banax teoremasi). A —x Banax

fazosini x, Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi chizigli chegaralangan

operator bo ‘Isin, u holda A~ operator mavjud va chegaralangan.

Bizga H Hilbert fazosini o°zini-o‘ziga akslantiruvchi A chizigli operator
berilgan bo‘lsin. 1 orgali H da aniglangan birlik operatorni belgilaymiz.

2.13-ta’rif. Agar (A - z1) operator teskarilanuvchan va (A - z1 )" operator
butun H fazoda aniglangan bo‘lsa, z ga A operatorning regulyar nugtasi
deyiladi. A operatorning barcha regulyar nugtalari to‘plami ,(A) kabi
belgilanadi.

2.14-ta’rif. A operatorning regulyar bo Ilmagan barcha nuqtalari to ‘plami

A operatorning spektri deyiladi va u o (A) ko rinishda belgilanadi.
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Spektr xos giymat, uzluksiz spektr, diskret spektr, muhim spektr kabi
gismlarga bo‘linadi.

2.15-ta’rif. Agar biror z soni uchun Af =z tenglama nolmas yechimga
ega bo Isa, u holda ushbu z soni A operatorning xos giymati, unga mos yechim
f e H esa z gamos xos vektor deyiladi.

Agar z soni A operatorning xos giymati bo‘lib, u o (A) to‘plamning
yakkalangan nugtasi bo‘lsa, u holda z soni A operatorning yakkalangan xos
giymati deyiladi.

2.16-ta’rif. Agar z soni A operatorning xos giymati bo lib,

dim Ker A =n
bo ‘Isa, u holda z xos giymatning karrasi n ga teng deyiladi. Agar n =1 bo‘lsa, u
holda : oddiy xos giymat deyiladi.

2.17-ta’rif. A operatorning barcha chekli karrali yakkalangan xos

giymatlari to ‘plami A operatorning diskret spektri deyiladi va u o, (A) kabi

belgilanadi.
Qayd etish kerakki, agar z soni A operator uchun xos giymat bo‘lsa, u
holda (A - z1 ) operatorga teskari operator mavjud emas.

2.18-ta’rif. Agar normasi birga teng bo‘lgan va nolga kuchsiz ma’noda

yaginlashuvchi {x } sistema mavjud bo ‘lib,

im || (A-zl)x [=0

tenglik o rinli bo ‘Isa, z soni o ‘z-o Ziga qo ‘shma A operatorning muhim spektriga

garashli deyiladi. Muhim spektr o __ (A) simvol bilan belgilanadi.

ess

Agar bu ta’rifda {x } ortonormal sistema bo‘lsa, u holda 2.18-ta’rif Veyl

mezoni deb yuritiladi [27].

2.2-tasdiq. 1) Chizigli chegaralangan operatorning spektri bo ‘sh bo Imagan
yopig to ‘plamdir.

2) Oz-oziga qo ‘shma operatorning spektri haqgigiy sonlar to ‘plamining

gismi bo ‘ladi.
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3) O z-0 ‘ziga qo ‘shma operatorning har xil xos giymatlariga mos keluvchi
x0s vektorlari o ‘zaro ortogonaldir.

Ba’zi bir sinf operatorlarning spektrini biz to‘larog o‘rganishimiz mumkin.
Operatorlarning bunday sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu sinf
operatorlari o‘zlarining xossalari bo‘yicha chekli o‘lchamli operatorlarga o‘xshab
ketadi. Biz quyida bu sinf operatorlarining ta’rif va ba’zi xossalarini keltiramiz.

2.19-ta’rif. x Banax fazosi va M uning gism to‘plami bolsin. m
to ‘plamdan olingan ixtiyoriy {x,}< M ketma-ketlikdan m da yaginlashuvchi
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, yoki ™M ning ixtiyoriy ochiq
goplamasidan chekli goplama ajratish mumkin bo‘lsa, m  kompakt to ‘plam
deyiladi.

2.20-ta’rif. Agar N to‘plamning yopig‘i kompakt bo‘lsa yoki ixtiyoriy
{x,3c N ketma-ketlikdan x da yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin bo ‘Isa, u holda N nisbiy kompakt to ‘plam deyiladi.

L(H,H,) orgali H Hilbert fazosini H_  Hilbert fazosiga akslantiruvchi

chizigli chegaralangan operatorlar to‘plamini belgilaymiz.

2.21-ta’rif. AeL(H,H,) va dm Im A<x bo‘lsa, u holda A chekli

o ‘Ichamli operator deyiladi.

2.22-ta’rif. Bizga A:H — H, operator berilgan bo‘lsin. Agar A operator
H dagi har ganday chegaralangan to plamni H, dagi nisbiy kompakt to ‘plamga
0 ‘tkazsa, u holda A kompakt yoki to la uzluksiz operator deyiladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo‘lishi uchun uning
chegaralangan va yopig bo‘lishi zarur va yetarlidir. Demak, chekli o‘lchamli
fazodagi har ganday chegaralangan to‘plam nisbiy kompaktdir va aksincha.

Shunday qilib, chekli o‘lchamli fazolarda aniglangan har ganday
chegaralangan operator kompaktdir. Hagigatan ham, operator chegaralangan
bo‘lgani uchun u chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga
o‘tkazadi. Har ganday chegaralangan to‘plam esa chekli o‘lchamli fazoda nisbiy

kompaktdir. Shunday gilib, quyidagi teoremalar o‘rinli.
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2.6-teorema. A:c" - c " chizigli operator kompaktdir.

2.7-teorema. Ae L(H,H,) va dim Im A<« bo‘lsin. U holda A kompakt

operator bo ‘ladi.

Cheksiz o‘lchamli fazolarda kompaktlik talabi chegaralanganlik talabidan
ancha kuchliroq hisoblanadi. Masalan, H Hilbert fazosidagi birlik operatorni
garaymiz. Bu operator chegaralangan, lekin kompakt emas. Hagigatan ham, birlik
operatorning chegaralanganligi bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. H dagi birlik shar
B[6 1] ni garaymiz. U chegaralangan to‘plam bo‘ladi, uning birlik akslantirishdagi
obrazi o‘ziga teng. Lekin birlik shar cheksiz o‘lchamli fazoda kompakt emas [24].

2.8-teorema. Agar A :x - Yy (X,Y-Banax fazolari) kompakt operatorlar

ketma-ketligi A operatorga tekis (norma bo ‘yicha) yaginlashsa, u holda A ham
kompakt operator bo ‘ladi.

2.3-misol. A:¢,(z)— ¢,(z), (Af)n)=v(n)f(n), lim v(n)=0

n—o0

operatorni kompakt ekanligini isbotlang.
Isbot. Berilgan operatorning kompakt ekanligini 2.8-teoremadan foydalanib

isbotlaymiz. Buning uchun A ga tekis yaginlashuvchi A :/¢,(z)- ¢,(z)

operatorlar ketma-ketligini quyidagicha quramiz:

(v(m)f(m), agar |m|<n bo'lsa

(A f)(m) =1

| 0, agar |m |>n bo'lsa
Qurilgan A operator chekli o‘lchamli (2n+1 o‘lchamli), 2.7-teoremaga ko‘ra har
bir nenN da A, lar kompakt operator bo‘ladi. Endi |A- A | normani

baholaymiz:

n
[(a= At = 5 vyt P sw v P g 1 HmFs s fvm) Pt
[m[>n [m[|>n [m|>n [m|>n

Bu tengsizlikdan

|A-A,

< sup |v(m)]| (2.5)

|m|>n

tengsizlik kelib chigadi. m v(n)=0 shartdan va (2.5) dan im [a- A |=0

n— o

ekanligi kelib chigadi. Demak, 2.8-teoremaga ko‘ra A kompakt operator bo‘ladi.
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2.9-teorema. Agar A:H —» H kompakt operator, B  L(H ) bo ‘lsa, u holda
AB Vva BA operatorlar ham kompakt operator bo ‘ladi.

2.10-teorema. Kompakt operatorga go ‘shma operator kompaktdir.

2.11-teorema. X Banax fazosida A kompakt operator va ixtiyoriy o > 0 son
berilgan bo ‘Isin. A operatorning absolyut giymati bo ‘yicha , dan katta bo lgan
x0s giymatlariga mos keluvchi chizigli erkli xos vektorlarining soni cheklidir.

2.12-teorema. Agar |k (s,t)|" integrallanuvchi bo ‘Isa, u holda

b

(Ap)s)= [K(s.)o(t)at (2.6)

a

tenglik bilan aniglangan A operator L,[a,b] fazoda chizigli kompakt va uning

normasi

] < J;;\K(s,t)\zdsdt

aa

tengsizlikni ganoatlantiradi [24-25].
(2.6) tenglik bilan aniglanuvchi operatorlar Fredholm tipidagi operatorlar

deyiladi. K (s,t) funksiya esa integral operatorning yadrosi deyiladi.

2.13-teorema. Agar A -K(s,t) yadro bilan aniglanuvchi Fredholm

operatori bo ‘Isa, u holda unga go ‘shma bo ‘lgan A= operator K (t,s) yadro bilan

aniglanadi.

2.23-ta’rif. Agar U :H — H, chizigli operator H va H, Hilbert
fazolaridagi skalyar kopaytmani saqlasa, ya ni barcha f,g « H lar uchun

(Uf \ug )=(f.,g) (2.7)

tenglik bajarilsa, u :H — H ga izometrik operator deyiladi. Agar u :H - H

operator hamma yerida aniglangan bo ‘lib giymatlar sohasi H, ga teng bo‘sa u

ga unitar operator deb ataladi [8, 24, 25-27].
Unitar operatorlar quyidagi xossalarga ega:

U'u=UuU =1, Ut=u". (2.8)

(2.7) tenglikdan ||uf |=|| f || tenglik kelib chigadi.
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2.24-ta’rif. Bizga H Hilbert fazosini o zini-oziga akslantiruvchi A
chizigli operator berilgan bolsin. Agar biror u :H — H, unitar operator va

B:H,— H, uchun

-1

B=UAU ~ =UAU ~
tenglik o rinli bo‘lsa, u holda A va B operatorlar unitar ekvivalent operatorlar
deb ataladi.

Ma’lumki, unitar ekvivalent operatorlarning spektrlari ustma-ust tushadi [8,
25-27, 30]. Spektrning gismlari ham saqlanadi, ya’ni xos qiymatlar xos
giymatlarga, muhim spektr esa muhim spektrga o‘tadi. Faraz gilaylik, 2 son A

operatorning xos giymati, f, esa unga mos xos vektor bo‘lsin. U holda B
operatorning 1 Xos giymatiga mos keluvchi xos vektori g, =uf , bo‘ladi.
Shuning uchun A va B unitar ekvivalent operatorlardan gay birining spektral
xossalarini tekshirish oson bo‘lsa, ushasi tekshiriladi.

2.25-ta’rif. Bizga A:H — H chizigli operator va H,6c H qism fazo

berilgan bo‘lsin. Agar AH , < H, bo‘lsa, u holda H 6 gism fazo A operatorga

nisbatan invariant gism fazo deyiladi [8, 24-27].

L biror 1 Hilbert fazosining gism fazosi bo‘lsin. U holda har bir x ¢ H
element yagona usul bilan quyidagicha tasvirlanadi

x=y+z,buyerdayelL,zeL".

2.26-ta’rif. Har bir xe H uchun px =y ni mos qoyib, H ning hamma
yerida aniglangan P operatorni hosil gilamiz. Bu operator proyeksiyalash
operatori yoki L ning ustiga orthogonal proyeksiyalash deb ataladi.

Uning giymatlar sohasi L bo‘ladi. Shuni ta’kidlash kerakki, agar x e L
bo‘lsa x = y va z = 0 bo‘ladi. Ya’ni barcha x e L uchun pPx = x bo‘ladi.

Ortogonal proyeksiyalash operatori uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:

)pP=pP, 2)|P[=1, 3) P*=P.
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2.27-ta’rif. Agar A< L(H,H)=L(H) operator va istalgan f < H uchun
(Af ,f)>0 bo‘lsa, u holda A ga musbat operator deyiladi va A >0 kabi

belgilanadi. A > B belgilash A - B > oekanligini bildiradi [8, 24, 25-26, 30].

H separabel Hilbert fazosi va {» } undagi ortonormal bazis bo‘lsin. U

n

holda ixtiyoriy musbat A e L(H ) operator uchun

©

trA =Y (Ag, .0,) (2.9)

n=1

ni kiritamiz va bu sonni A e L (H ) musbat operatorning izi deb ataymiz.

Agar (2.9) gator yaginlashsa, u holda uning yig‘indisi {¢ } ortonormal

n

bazisning tanlanishidan bog‘liq emas.
2.28-ta’rif. Agar A< L(H) musbat operator va {p }  sistema H

separabel Hilbert fazosidagi ortonormal bazis bo ‘Isin. Agar

©

trA =3 (Ap, . p, )<

n=1

bo ‘Isa, u holda A ga yadroli (izli, iz goldiruvchi) operator deyiladi [26] va yadroli

operatorlar sinfi =, orqgali belgilanadi.
2.29-ta’rif. Agar trAA *<« bo‘lsa, u holda Ae L(H) Hilbert-Shmidt
tipidagi operator deyiladi.

Hilbert-Shmidt tipidagi operatorlar to‘plamini =, bilan belgilaymiz.

Quyidagi tasdig o‘rinli.

2.14-teorema. Aezx, bolishi uchun shunday Bex, va <cCezx

1 2

operatorlar mavjud bo ‘lib A = BC ko ‘rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli.

Endi L,(D), D =« R" fazoda berilgan
(Af )(x) = [K(x,y) f(y)dy (2.10)

integral operatorlarning =, sinfga garashli bo‘lishligining kriteriysini keltiramiz.

2.15-teorema. (2.10) tenglik bilan aniglanuvchi A integral operator =

2

sinfga garashli bo ‘lishi uchun
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[[IK(x,y)I" dxdy <o (2.11)

bo ‘lishi zarur va yetarli.

Agar A e =, bo‘lsa, u holda traa * chekli bo‘ladi va uni
2
Jall; = wma -

bilan belgilaymiz. Agar A integral operator (2.10) formula bilan aniglangan

bo‘lsa, u holda

[AF = ffiK oy P axay
DD

tenglik o‘rinli.
2.4-misol. A:¢,(z)—> ¢,(z), (A )n)=v(n)f(n)
operatorni gqaraymiz. Bu yerda v:z — R funksiya quyidagi

v(n) >0, > v(n)<owo

nez

shartlarni ganoatlantiradi. Uni musbat va izli (yadroli) operator ekanligini
isbotlang.

Isbot. Musbat operator ta’rifiga ko‘ra (Af , f) ning barcha f € ¢,(z) larda

manfiymas ekanligini korsatishimiz kerak. Demak,

(Af, f)= S (Af )(n) f(n)= S v(n)f(n) f(n)= 3 v(n)| f(n)|220

nez nezZ nez
A musbat operator ekan. ¢, (z) Hilbert fazosida 1.10-misolda (1.11) tenglik bilan
aniglangan {¢,}, ne z, sistema ortonormal bazis bo‘ladi. Endi bu ortonormal
bazisda A operatorning izini topamiz. Ta’rifga ko‘ra

trA=3 (Ap,,¢,)=Yv(n) <o .

nez neZz

Demak, A yadroli (izli) operator bo‘ladi. A

2.5-misol. Standart Furye almashtirishi

1

Jor

operatorni garaymiz. Uni unitar operator ekanligini isbotlang.

SiLy[-7, 2] 0,(Z) (3f)n)=

}e_inx f (x)dx (2.12)
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Isbot. L,[- =,~] kompleks Hilbert fazosida (1.15) tenglik bilan aniglangan
{p,hnez to‘la ortonormal sistemani (1.11-misolga garang) olamiz va
f eL,[-z,z] ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda f e L,[-z,z] ning {p }nez
to‘la ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari

(f,@,)=(3f)n), nez (2.13)

bo‘ladi. Bessel tengsizligiga ko‘ra

St P (2.14)

nezZ

tengsizlik o‘rinli. Demak, Furye almashtirishi 3 ning aniglanish sohasi L,[- 7, ]
fazo bilan ustma-ust tushadi. Ikkinchi tomondan Riss-Fisher teoremasiga ko‘ra
istalgan Fefz(Z) uchun shunday f e L,[-7,z] element mavjudki, uning
{p.},n e z ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari

(f.p.)=f(n) nez (2.15)
bo‘lib

KIS ‘F(n)‘z - H f H2 (2.16)

nez
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan Furye almashtirishi 3 ning giymatlar sohasi
¢,(z) gatengligi kelib chigadi. (2.13), (2.15) va (2.16) lardan

2 ~ 12
(f,f)=HfH=HfH = (3f,3f) (2.17)
tenglikni olamiz. Demak, 3 unitar operator ekan. a
Furye almashtirishi 3 ga qo‘shma operator quyidagi

* -1

3 =3 0,(2)o L[] (S_lf)(x):%Ze
2z neZ

inx

f(n)

formula yordamida beriladi.

Siljitish va burish operatorlari ham unitar operatorlarga misol bo‘ladi.

2.6-misol. Harbirse z"” ga

Uszfz((zv)zja zz((zv)zj, (U, f)(n,n,)= f(n +sn,+s) (2.18)
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operatorni mos go‘yamiz. u _, s e z" ni unitar operator ekanligini va

tenglikni isbotlang.

Isbot. Istalgan f e zz((zv)zj va se<z’ uchun

luf[f = fu,f)= Sif+sn,+s)P=  S1f(m,m,)P=(f,f)

v v
ng,n,e’z m;,myeZ

tenglikdan u _, s e z" butun fazoda aniglangan ekanligi kelib chigadi. Istalgan
ge 42((zv)zj da
(U s f )(n1xn2) = g(nlnnz)

tenglama f (n;,n,) = g(n, - s,n, —s) yechimga ega. Buyerdanu ,, se z"
operatorning giymatlar sohasi 52((2 Y )ZJ ga teng ekanligi kelib chigadi. Shunday

gilibu_, sez” larunitar operatorlar ekan.
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Il bob. Shryodinger operatorining spektral xossalari

Ikki o‘lchamli panjarada ikki zarrachali sistemaga mos Shryodinger
operatorini garaymiz. Xuddi uzluksiz fazodagidek panjarada ham ikki zarrachali
sistemani tadqiq qilish muammolari sistemaning to‘la kvaziimpulsi ajratilgandan
so‘ng bir zarrachali sistemani tekshirish masalasiga keladi. Panjaradagi Laplas
operatorining uzluksiz fazodagi Laplas operatoridan fargi shundan iboratki u
«fazoviy aylanish»ga nisbatan invariant emas. Natijada panjaradagi ikki zarrachali
Shryodinger operatori to‘g‘ri integralga yoyilganda uning gatlamlari H (k)
sistemaning to‘la kvaziimpulsi k eT" = (-»,71" ([1-7,9] garang) ga bog‘lig
bo‘ladi. Erkin operator H (k) ning spektri H (k) operatorning uzluksiz spektri
bilan ustma-ust tushadi. Biz H (k) operator uzluksiz spektri kengligining « < 1°
parametrga bog‘ligligini tekshiramiz. Uzluksiz spektr kengligi w(k) quyidagicha
aniglanadi

w(k)=sup (H,(k)f, f)—inf (H (k)f,f).
Bu yerda aniq yuqori va aniq quyi chegaralar ., (r*) fazodagi yopiq birlik shar
bo‘yicha olinadi. Biz w (k‘”) - bilan uzluksiz spektrning e’ j<{ 2z (e’ bilan
z* fazodagi birlik vektor belgilangan) yo‘nalish bo‘yicha kengligini belgilaymiz

va ko‘rsatamizki,

w(k) =S w, (k)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Ikki zarrachali w (k) Shryodinger operatori ., (r *) Hilbert fazosida quyidagi

formula yordamida beriladi:
1 1 1
(H (k) f)(q) = [5(—k + qh e(—k - q\} f(a) - — [v(a-s)f(s)ds,
(2 ) (2 ) 27[T2

bu yerda ¢(q) zarrachaning q < 7° kvazimomentdagi energiyasi, v(q) esa 1 da

aniglangan haqiqiy giymatli, uzluksiz va juft funksiya.

38



Ko‘rsatilgan shartlarda ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) o‘z-

o°ziga go‘shma chegaralangan operator bo‘ladi.

Biz ko‘rsatamizki e', je¢, 22 yo‘nalish bo‘yicha uzluksiz spektrning
kengligi wj(p):4cosﬂ bo‘lib, u [-z,~] da juft va [0, -] kamayuvchi
2

funksiyadir. Ravshanki, k=7 = (z,~) bo‘lsa uzluksiz spektrning kengligi nol
bo‘lib, ikki zarrachali Shryodinger operatori H (z) ning spektri fagat xos
giymatlardan iborat bo‘ladi.

Biz bu bobda Shryodinger operatori H (k) ning bir gator ajoyib xossalarini
isbotlaymiz. Jumladan barcha k < 7> uchun H (k) operatorning uzluksiz spektrdan

chapda yotuvchi xos giymatlari soni uchun quyidan va yugoridan baholar olamiz.

3-§. Ikki zarrachali Hamiltonianning aniglanishi
Ikki kvant zarrachali sistemaning erkin Hamiltoniani H? ikki o‘lchamli
panjara z* da o‘z-o‘ziga go‘shma chegaralangan operator bo‘lib u ¢,(z*?

Hilbert fazosida quyidagi formula yordamida beriladi

I,

1 1
O A +——4,, (3.1)
2m, 2m,

bu yerda m, > 0 birinchi (m, > o ikkinchi) zarrachaning massasi, A, = A ® 1 va
A,=1® A, A- ayirmali Laplas operatori bo‘lib, u zarrachaning bir tugundan

go‘shni tugunga o‘tishini ifodalaydi, yani

(AF)(x) =S [f(x) - f(x+8)], fer,(Z7)

Is|=1

Ikki zarrachali H, Hamiltonian Hilbert fazosi ¢,(z%? da erkin

2
Hamiltonian H ! ga zarrachalarning o‘zaro ta’sirini tavsiflovchi v, operatorni

ayirish bilan ifodalanadi, ya’'ni
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bu yerda
(V, )X %) = V(¢ = x,) F(x,,x,) el (Z9)7)
3.1-shart. Faraz gilamiz v (x) = o hagigiy giymatli z* da aniglangan juft
funksiya bo ‘lib, quyidagi shartni ganoatlantirsin

Z V(X) < oo,

>(eZ2

3.1-shartda ikki zarrachali sistema Hamiltoniani 1, Hilbert fazosi ¢,«z*)*) da
0°‘Z-0°ziga go‘shma chegaralangan operator bo‘ladi.

Hamiltonianning koordinat ko‘rinishidan impuls ko‘rinishga o‘tish Furye
almashtirishi orgali amalga oshiriladi. Biz s:.,(7%)*) > ¢,«(z?)*) bilan standard
Furye almastirishini belgilaymiz (2.5-misolga garang), bu yerda (r*)* bilan ikki
o‘lchamli tor 72 = (-z,~1* ning o‘ziga o‘zini dekart ko‘paytmasi belgilangan.

Ikki zarrachali Hamiltonianning (impuls tasviri) o‘z-o‘ziga qo‘shma

chegaralangan operator sifatida ., (7 *)*) Hilbert fazosida quyidagicha aniglanadi

H? v

2 2"

_c~’1~<~
H,=3 H.,S

Erkin Hamiltonian H, o°z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator bo‘lib

L, (T %)% Hilbert fazosida quyidagicha

m, m,

(H zof)(kl,kz) = ig(kl)+ ig(kz)J f(k, k,)

aniglanadi, gqaysikim

2

g(k) =3 @ -cosk V).

j=1
Zarrachalarning o‘zaro ta’sirlashuvini tavsiflovchi v, operator L,(7°)%)

Hilbert fazosida quyidagi formula bilan beriladi

k, -k, -k, +Kk,
2

1
vV, )k, k,)=— '[ %
2r 5,

]6(k1 +k, -k, —k,)f(k,, k,)dk dk,.
(T

Bu yerda s (k) Dirakning delta-funksiyasi, yadro funksiya v Furye gatori

yordamida aniglanadi
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1 ~ i(k,s)
v(k) = — > v(s)e .
2

SeZ2

3.1-shartdan kelib chigadiki, v (k) funksiya t* da aniglangan uzluksiz, juft
funksiya bo‘ladi.

Bizu , s<z? bilan ¢,(z?*?) Hilbert fazosida unitar operatorlarning
(U~Sf)(n1,n2) = f(n,+s,n,+s), fer,((z2°)°).
oilasini belgilaymiz. Osongina ko‘rish mumkinki

u,,=UU,, spez’
ya’ni, U, sez? operatorlar z* da Abel gruppasini tashkil giladi. Bu u_, s<z*
gruppa Furye almashtirishi yordamida v,(t*)*) Hilbert fazosidagi unitar
operatorlar oilasi u_ =370 3, sez?, ga o‘tadi. Uning fer,(1°)* elementga
tasirini beramiz:

(U, )k, k,)=exp (—i(s k, +k,)) f(k,k,). (3.2)
L, (T **) Hilbert fazosini quyidagicha to‘g‘ri integralga yoyamiz

L,(T*)") = [ ®L,(G,)dk, (3.3)

TZ

bunda

G, ={(k,,k,)e (TH*: k, +k, =k} keT?

Bu yoyilmaga unitar gruppa u ., s < z* ning quyidagi yoyilmasi mos keladi

US:I(@US(k)dk,
2

qaysikim, u (k) operator L,(G,) Hilbert fazosida exp (-i(s k)) funksiyaga
ko‘paytirish operatoridir.

Ikki zarrachali Hamiltonian H, (koordinat tasvirida) siljish gruppasi
U.,se z* bilan o‘rin almashinish xossasiga ega, ya’ni,

UH,=H,U, sez’.

Shunday ekan, Hamiltonian H, (impuls tasviri) (3.2) formula bilan berilgan u _,
se z’ gruppa bilan o‘rin almashinish xossasiga ega. Demak, H, operator to‘g‘ri
integralga yoyiladi
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H, = J’@ﬁz(k)dk.
2

T

3.1-lemma. IKkki o ‘Ichamli ko ‘pxillilik , ikki o ‘lchamli tor T* ga

izomorfdir.
Ko‘rsatish mumkinki, H, operatorning gatlamlari w,x) ke7? quyida
aniglanuvchi w (), k e T?, operatorlarga unitar ekvivalent bo‘ladi
H(k)=H,(k)-V. (3.4)
Ikki zarrachali erkin H (k) Hamiltonian v,r?) Hilbert fazosida
quyidagicha tasvirlanadi
(H, (k) f)(a) =¢,(a)f(a)

gaysikim,

sk<q)=isﬁk+ﬂ+is(3k—ﬂ. (3.9)
\ 2 )

m, \2 ) m,

Zarrachalarning o‘zaro ta’sirlashuv operatori v Hilbert fazosi v, (r*) da

1
(v f)(q) = — jv(q —s)f(s)ds
2z 7,

formula bilan beriladi.
4-§. Shryodinger operatorining uzluksiz spektri

Dastlab Shryodinger operatori H (k) ning uzluksiz va diskret spektri hagida
qisqacha ma’lumotlar beramiz. Zarrachalarning o‘zaro ta'sirini ifodalovchi v
operator kompakt bo‘lganligi uchun (4.4-teoremaga qarang) muhim spektr

hagidagi Veyl mezoniga ko‘ra H (k) va H (k) operatorlarning uzluksiz spektrlari
ustma-ust tushadi. Erkin operator H (k) ning spektri esa [m(k), M (k)] kesmadan
iborat (4.3-teoremaga garang). Demak,

O o (H (K)) =[m(k), M (k)]
ekan. Bu kesma uzunligi w(k)=M (k)-m(k) ga H (k) operator uzluksiz

spektrining kengligi deb ataladi. H (k) operator uzluksiz spektrining kengligi
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w(k) ning ba’zi xossalarini keltiramiz. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni

ko‘rsatadiki, w(k) uchun m, =m, =1 holda

K@ K@
+ 4 cos

(4.1)

w (k) = 4 cos
2

tenglik ofrinli. Bu yerdan wk)=w(k®,k®) funksiya k" e[-z,z], iecf, 2}
koordinatalarning juft funksiyasi ekanligi kelib chigadi. Biz bu wk) = w(k®,k®)
funksiyaning xossalarini bayon gilamiz. Bu xossalar aslida barcha v >1 larda
o‘rinli. Bundan tashgari wk)=w(k®,k®) funksiya k, i<, 23 lar bo‘yicha
simmetrik funksiya, ya’ni

w(k) = w(k® k®)=wk® k™).
(4.1) tenglikdan wk) = w(k® k) funksiyaning « i =1, 2 koordinatalar bo‘yicha
[0,z ] kesmada kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bulardan

min w(k) =w(z,7)=0
keT?

tenglik klelib chigadi. Bu holda w (z) = 41 -v operator cheksiz ko‘p

z (r)=4-V(n), nez’
X0s giymatlarga ega bo‘lishi kelib chigadi. 4.4-teorema isbotidan kelib chigadiki,
z, (k) nez’ X0S qiymatga

¢,(p)=(2x) op (i(n,p)nez’ (4.2)
normasi bir bo‘lgan xos funksiya mos keladi.

Agar v =0 bo‘lsa, u holda H (k) operator fagat uzluksiz spektrga ega

bo‘ladi. Uzluksiz spektrning kengligi (aniglanishiga asosan) quyidagiga teng:

w(k) = max £,(9) - mn ¢,(9)
quz quZ

Bundan tashgari biz uzluksiz spektrning ¢’, j =1 2, yo‘nalish bo‘yicha (e’ orgali
z > fazodagi birlik vektor belgilangan) kengligini quyidagicha kiritamiz

Wj(k,Q—q(j)ej)E max g.(q) - min g, (q). (43)

Ve(-m,7] aVe(-z,7]
4.1-lemma. Uzluksiz spektrning e’ j < ¢, 23 yo ‘nalish bo ‘yicha kengligi

w, (k,q-q’) fagat k'’ dan bogliq va quyidagi tenglik o ‘rinli:
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w (k,g-qPey=w k), w(k)=w, (k?)+w,(k?).

Isbot. (3.5) formula bilan aniglangan ¢, (p) funksiya

£.(p) = 3{i+ LJ— Sak@ycos p” +b(kysin p?, (4.4)
m, m, i=1

ko‘rinishda tasvirlanadi. Bunda a(k‘”) va b(k‘"’) koeffitsiyentlar mos ravishda

quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:

o) 1 1 K D 0 1 1) kO
a(k’’')y=| —+—|cos —, b(k'")=|——-—/|sin —

m, m, 2

(4.4) tenglik £, (p) ning

( 1 1 J ’ (@D (@) (@D
e (p)=3 —+—|-2r(k")cos (p " — p(k))
m, m, i=1

tasviridan kelib chigadi. Bunda

_ : : ' bk _
r(k(”)=\/az(k(”)+b2(k(”), p (k) = arcsin ( _), Ve(-z,71
U holda quyidagi munosobatlarga ega bo‘lamiz:
w k) =2rk™) va wk)=2rk?)+2rk?). (4.5)

Ravshanki, w, (k”)=2r(k"”) funksiya juft va (-z.~) da musbatdir. Qayd
etamizki,
w (k) =0

tenglik fagat va fagat m, = m, va k' = = bo‘lgandagina o‘rinlidir.

H (k) operator uzluksiz spektrining chap chegarasini m (k) orqgali
belgilaymiz.

Erkin 1 (k) operator spektri hagida quyidagi teorema o‘rinli.

4.1-teorema. Erkin operator H, (k) barcha «x<1° larda o‘z-oZiga
go ‘shma, musbat operator bo ‘lib uning spektri [m (k ), M (k)] kesmadan iborat.

Isbot. Avvalo, H (k) operatorni o‘z-o°ziga qo‘shma ekanligini ko‘rsatamiz.

2.11-ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy f,g e L,(T*) uchun
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(Ho(k) fg)=(f.H, (k)g) (4.6)
tenglikning bajarilishini ko‘rsatish yetarli. .,(r*) dagi skalar ko‘paytmadan
foydalansak (4.6) ning chap tomonini quyidagicha yozish mumkin

(Ho(k) f,g)= [e (a)f(a)g(a)da =] f(a)e (a)g(q)dg =(f,H (k)g).

T T

Biz bu yerda ¢, (q) funksiyaning haqiqgiy qiymatli ekanligidan foydalandik.
Endi H (k) operatorni musbatligini ko‘rsatamiz. 2.27-ta’rifga ko‘ra
Ixtiyoriy f e L,(7*) uchun
(H, (k) f,f)>0
ekanligini ko‘rsatish kifoya. Agar biz barcha gqeT" larda ¢ (q)>0 va
integralning monotonlik xossasidan foydalansak, quyidagiga kelamiz

(Ho(k) f,f)=[e (@) f(a)l"dg>0.

TZ

H, (k) operatorning spektri [m(k),m (k)] kesmadan iborat ekanligini Veyl
mezonidan foydalanib isbotlash mumkin ([26] garang). a
Qo‘shimcha qilib shuni aytish mumkinki, H (k) operator xos giymatlarga
ega emas. Qo‘zg‘atuvchi v operator spektri hagida quyidagi tasdiq o‘rinli.
4.2-teorema. 3.1-shart bajarilganda v operator musbat bo lib, yadroli

operatorlar sinfi =, ga garashli bo‘ladi. Bundan tashqgari uning spektri o (v )
uchun quyidagi tenglik o ‘rinli
c(V)=1{0,7(n).nez?}.
Isbot. Furye almashtirishining aniglanishiga ko‘ra

3,2 L), (3)(p)=(27)" 3 (e,

neZ2

va v :r,(z*) > ¢,z orqali sv 5 operatorni belgilaymiz. U holda
(VElm)=v(m)t(n), fer,(z?)

o‘rinli. Demak, v operatorining xos giymatlari v(n).n < z* lar ekan. Ularga mos

xos funksiyalar (1.11) tenglik (1.10-misolga garang) bilan aniglanuvchi ¢, , nez?

lar bo‘ladi. 3.1-shartga asosan
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gator yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu esa v operatorrning =, sinfga tegishli ekanligini

anglatadi.

Bundan tashgari yugorida berilgan Furye almashtirishi unitar operator (2.5-
misolga qarang) bo‘lganligi uchun v operatorning ham xos qiymatlari
v(n),ne z"” sonlar bo‘ladi va bu sonlardan tuzilgan gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Bu yerdan v operatorning =, sinfga qarashli ekanligi kelib chigadi.

1

Chegaralangan operator spektri yopig to‘plam. Shuning uchun xos giymatlar
ketma-ketligi v(n),ne z? ning limiti bo‘lgan nol soni ham o (v) ga garashli

bo‘ladi. A
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111 bob. Shryodinger operatori uchun nokompakt qo‘zg‘alishlar
5-§. Shryodinger operatori uchun invariant gism fazolar

Bir o‘lchamli panjarada ikki zarrali Shryodinger operatorining Xos
giymatlarining qo‘zg‘alishlari [1] ishda o‘rganilgan. [2] ishda esa ikki o‘lchamli
panjarada Dberilgan ikki zarrali sistema Hamiltonianining kvaziimpuls
koordinatalaridan biri k® =~ vyoki k® =z bo‘lganda cheksiz ko‘p xos
giymatlarga ega ekanligi isbotlangan. Ikki o‘lchamli panjarada berilgan ikki zarrali
Shryodinger operatorining invariant gism fazolari [29] ishda o‘rganilgan. Biz bu
paragrafda ikki o‘lchamli panjarada Shryodinger operatori uchun kompakt
bo‘lmagan qo‘zg-alishlarni garaymiz va kompakt bo‘Imagan gqo‘zg‘alishlarda xos
giymatlar uchun asimptotik formulalar olamiz.

Biz Shryodinger operatorlari deb ataluvchi H®)=H (k)-v, keT?

operatorlarni garaymiz. Bu yerda erkin w (k) Hamiltonian v, (t*) Hilbert fazosida

quyidagicha tasvirlanadi
(H, (k) f)(a)=¢,(a)f(q)

gaysikim,
k k
£,(q) = 4-2cos —-cos g, — 2C0S —=COS q,. (5.1)
2 2
Zarralarning o‘zaro ta’sirlashuv operatori v Hilbert fazosi ,(t*) da
1
(v £)(q) = —jV(q —s) f(s)ds
2z 2

formula bilan beriladi. Bu yerda v potensial v ning Furye tasviri. 3.1-shartdan v
ning haqiqgiy giymatli uzluksiz va juft funksiya ekanligi kelib chigadi.
Ma’lumki, v, (t*) fazosi, juft funksiyalardan tashkil topgan gism fazo
LT =1{f e L,(T"): f(-a) = f(a)}
va tog funksiyalardan tashkil topgan gism fazo
L) ={teL,(T): f(-a)=-f(a)}
larning to‘g‘ri yig‘indisidan iborat, ya’'ni
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LT =L(TH® L,(T°)

5.1-lemma. Har bir keT® da L% va L,(T°) qism fazolar H (x)
operator uchun invariant gism fazolar bo ‘ladi.

Isbot. Dastlab L;(T?*) qism fazoni v operator uchun invariant gism fazo
ekanligini ko‘rsatamiz. Yani ixtiyoriy f e L (T?) uchun vt =gpeL,(T?)

ekanligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda ¢ (-q) ni gqaraymiz
+ 1 +
p(-a)=Vf "(-a)=—[v (-a-s)f (s)ds.
2z e

Bu tenglikda f"(s) ni f'(-s) bilan almashtiramiz va integralda t=-s

almashtirish gilamiz, natijada
l +
(p(—Q)=;TIZV(—q+t)f (t)dt (5.2)

tenglikni olamiz. Nihoyat, v(q-t)=v(-q+t) tenglikdan foydalansak, (5.2) dan
quyidagi tenglikka kelamiz:

1
p(-q) = —jv(q -t) f " (t)dt = ¢ (q).
272'T2

Shunday qilib, v * L (1 *) munosabat ko‘rsatildi. Juft funksiyalar ko‘paytmasi juft
ekanligidan hamda ¢, « L (T *) munosabatdan
Ho(k) T (@) =5,(a)f (a), H,(k)Ff el (T?)

munosabat kelib chigadi. Shunday qilib + ) operator uchun v;(r*) qism fazo
invariant ekan. Natijada v;(r?) qism fazoning H()=H,(k)-v uchun ham
invariant qism fazo ekanligini olamiz. H () operatorning o‘z-o‘ziga
go‘shmaligidan v;(t*) qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘lgan (%)
gism fazo ham H (k) operator uchun invariant bo‘ladi. Lemma isbotlandi.

1
2

Ravshanki, ¢_(q)=(2z) 2e™, nez sistema r,(r) fazoda ortonormal bazis
tashkil giladi. L(n), nez bilan ¢ () nez funksiyaga tortilgan bir o‘lchamli gism
fazoni belgilaymiz. U holda v.,(r) Hilbert fazosi quyidagi to‘g‘ri integralga
yoyiladi
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L,(T) = 2@ L(n).

n=-w

Bu yoyilmadan quyidagi yoyilma kelib chigadi:

0

L,(T*)=L,(T)® L,(T) = 2®{L(n)® L,(M)}=Y&H"

n=-—w0

5.2-lemma. Agar «k - Dbo‘lsa, u holda har bir nez uchun
H":=L(n)® L,(T) qismfazo H (z.k,) operatorning invariant gism fazosi bo ‘ladi.
Isbot. Agar k, -~ bo‘lsa, u holda ¢ (q,,q,) funksiya q, o‘zgaruvchiga

bog‘lig bo‘Imaydi va
I(2
€,(9,,9,)=4-2cos —2 cos g, (5.3)

tenglik o‘rinli. Endi f(q,.q9,)=¢,(qa,)f,(a,)e H" elementga H, (z.k,) oOperator

ta’sirini qaraymiz:
k
Hy(z.k,)e, (q,)f,(a,)=¢,(q,) (4~ 2cos ?Zcos q,) - f,(a,)e L(nN)® L,(T).

Shunday qilib,
H":=L(n)®L,(T)
gism fazo H,(=,k,) operatorning invariant gism fazosi bo‘ladi.
Endi H" =L e L,) gism fazoni v uchun invariant gism fazo ekanligini
ko‘rsatamiz. Endi f(q,.q,)=¢,(q,)f,(a,)e H" elementga v operator ta’sirini

garaymiz:
1

1 l
(V f)(q17q2) = Z_IVZ(ql_Sl'qz _Sz)(pn(sl) fz(sz)dsldsz .
T 2
T

Bu tenglikdan hamda {¢, (s,)e, (s,)} ortonormal bazis elementlari v ning xos

n,meZ

funksiyalari ekanligidan quyidagiga kelamiz:

(v )(a,.9,) = ¢, (a,)V, f,)a,) (5.4)
Bu yerda
1
v, f,)a) = v, (q-s)f,(s)ds, 55
— I (5.5)
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1

v, (q) = Y v(nm)ep {img ) (5.6)

27[ meZ

Bu yerdan H"=vL(n)®L,(T) gism fazo v operatorga nisbatan invariant ekanligi
kelib chigadi. Natijada H"=-L(meL,(T) qgism fazoning ayirma operator
H (z,k,)=H,(z, k,)-Vv uchun ham invariant ekanligi kelib chigadi. 5.2-lemma isbot
bo‘ldi.
H (z.k,) Operatorning w " gism fazodagi gismi quyidagicha tasvirlanadi
H(7.k,)| =1®H " (k,) H™(k,)=H,(k,)-V, (5.7)
Bu yerda w, (x,) va v, operatorlar ) fazoni ,(r) fazoga akslantiruvchi

operator sifatida quyidagicha aniglanadi:

1

Ivn (q—s)f(s)ds.

2

k
(H,(k,)f)(a)=(4-2cos 72005 q) f(a) (v, f)a)=

Bu yerda v_ -- integral operatorning yadrosi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

1

v, (q) = Y v(n,m)ep {img }. (5.8)

27[ meZ
5.1-shart. Endi v(n,m) potensialni |m|>2 da nol va v(n,0) > v(n.1) = v(n,-1) deb
faraz gilamiz.
Natijada (5.7) tenglik bilan aniglanuvchi H ™ (k,) = H(k,) -V, operator L, (r)

fazoda quyidagicha aniglanadi:

(H,(k,)=V.)f(q)=(4-2cos X+ cos q) f(q) - ij[v‘(n,0)+ 2V(n,1)cos (q — s)] f (s)ds. (5.9)
2 2r e

Agar k, =k, =z bo‘lsa, H (z,z) operator 4 - v(n,m), n,m e z Ko‘rinishdagi xos

giymatlarga ega bo‘ladi. H ™ (z-28)=H (z-28)-v, operatorni H(z)-2sin pw

n

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda H(z)=-H,(x)-v, Qo‘zg‘almas operator,

(W f)(q)=cosqf(q), felL,(T) nokompakt go‘zgatuvchi operator.
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6-§. Shryodinger operatori uchun nokompakt qo‘zg¢alishlar

Bizning asosiy magsadimiz w (=, ~) operator xos giymatlarining kvaziimpuls
k., k, ning » nuqta atrofida kichik go‘zg‘algandagi chetlanishlarini tekshirishdan
iborat, ya’ni k =z, k,=7-28 (k,=z-28,k,=x), <R Dbo‘lganda H (k)
operator xos qiymatlarini “qo‘zg‘almas” H (r,~) oOperator xos giymatlaridan
ganchalik chetlanishini tekshirishdan iborat. Bu paragrafda potensiallar 5.1-shartni
ganoatlantiradi deb faraz gilamiz.

Beshinchi paragrafda H (x.k,) operatorning xos qiymatlarini tekshirish
masalasi  H (z,k,) operatorning w1 " qism fazodagi ((5.7) ga garang) gismini
H™(k,)=H,(k,)-v, yani (5.9) formula bilan aniglanuvchi H “(k,)=H (k,)-V,
operatorning  xos giymatlarini o‘rganish masalasiga keltirildi. Bu operator
H,(r-28)-V, =H(r)-sin gw Nio‘zimizga qulay shaklda yozib olamiz:

(H(z)f)(a)=4f(a) -V, )a) (6.1)
go‘zg‘almas operator,

(W f)(@)=cosqf(a), fel,(T) (6.2)
nokompakt go‘zg‘atuvchi operator.

6.1-lemma. Qo‘zg‘almas operator H (r) ning 3 ta xos giymati bor: bular
z, = 4-v(n,0) oddiy xos giymat, z -4-vn31 ikki karrali xos giymat : -4
cheksiz karrali xos giymat.

Isbot. 4.2-teorema isbotidan kelib chigadiki v, operatorning xos giymatlari
z, =4-9(n0), z, =4-v(n1) va z_ =4 larbo‘ladi. z, = 4 - v(n,0) oddiy xos giymat
bo‘lib, unga

1
@, (p)=
N2

xos funksiya mos keladi, z, = 4 - v(n,1) ikki karrali xos giymat bo‘lib, unga

1 1
¢, (p)=—=cos p, ¢, (p)=—=sin p
Jr N
xos funksiyalar mos keladi,z, - 4 cheksiz karrali xos giymat bo‘lib, unga

1 . 1
@.(p)=—=cos np, ¢ (p)=—=sinnp, n=x2
Jr Jr

cheksiz ko‘p xos funksiyalar mos keladi. Endi H (z) Ni H(z)=41)-v,
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ko‘rinishda yozib 6.1-lemmaning isbotiga ega bo‘lamiz.

Qo‘zg‘alishlar nazariyasining asosiy teoremalaridan biri bo‘lgan Kato-Rellix
teoremasini keltiramiz, gaysikim keyinchalik biz bu teoremadan foydalanamiz.

6.1-teorema (Kato-Rellix [20, 27]). Faraz qgilaylik, z, soni 8 operatorning
yakkalangan oddiy xos giymati bo‘Isin. U holda yetarlicha kichik s < r lar uchun
T(B) =B - pw Operator yagona oddiy :z,(p) X0s giymatga ega bo‘ladi. Bu xos
giymat u,(z,)={zec:|z-z,|<s} atrofda yotadi va s -0 nugtaning atrofida
analitik. z,(p) x0s giymat g = o nugtaning atrofida quyidagicha darajali gatorga
yoyiladi

LN .
N7 P e —— L (6.3)

0

1+anﬂn n=t
n=1

Agar T(p) o‘z-o‘ziga go‘shma operator bo‘lsa, u holda Reley-Shryodinger

koeffitsiyentlari deb ataluvchi a, va o,  lar quyidagi formulalar yordamida

aniglanadi
a,=-— [o.W@E-a)Te)d, nen, (6.4)
271 |,y |
b - [(p,.(B-2) W (B-2)]p,)dz, neN. (6.5)
27i
22|

Bu yerda >0 soni shunday tanlanganki |z-:|<s doira o'z ichiga T(s)
operatorning yagona z,(g) X0s giymatini oladi. ,, esa s operatorning z, X0S

giymatiga mos keluvchi normalangan (normasi birga teng) xos vektori.

6.2-lemma. H (x) vaw operator uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

(H(r)—21) ol = 20—, (6.6)

Z -1

m

+

W(po ¢1+ +¢’17' \,\/1(¢)1Jr +(017):2(ﬂ0+ +§92+ +@;v (67)

52



Isbot. H(z)e. =z, tenglikdan (6.6) tenglikka ega bo‘lamiz. (6.7) tenglik
esa w operatorning aniglanishidan kelib chigadi.

6.2-teorema. Har bir nez uchun shunday s-s,>0 mavjudki, barcha
Be(-s,0) larda H,(zx-28)-v, =H(z)-sin pw Operatorning z, = 4-v(n,0)
atrofida yagona :_(s) oddiy xos giymati mavjud bo ‘lib, uning uchun quyidagi

asimptotik formula o ‘rinli:

z (B) = 4—\7(n,0)+;ﬂ2 +0 (8" B — 0.
¥(n,0) - v(n,1)

Isbot. Kato-Rellix teoremasiga ko‘ra z, () x0s qiymat uchun

©

Zo(ﬂ)zzo_zcnﬂn

n=1

ni yozishimiz mumkin. Biz z,(p) xos gqiymatni s* aniglikda hisoblaymiz.
Buning uchun Reley-Shryodinger gatorining a,, a,, b, koeffitsiyentlarini topish
yetarli, chunki

c,=a, c,=a,-ab,. (6.8)
a, va b, koeffitsiyentlarni topish uchun (e .[w (H (z)-2) '1"¢,) Skalyar
ko‘paytmani hisoblashimiz kerak. (6.6) va (6.7) tengliklardan quyidagi tenglikni
olamiz
W (H @) -2) 1" e, =d,(2)p, +9,)+d,(2)¢, +9,)+.+d, (2N, ,+¢, ) neN.
(. .0.)=0, ne N tengliklardan

(pg MW (H(z)-21) 1" "p,) =0, Vne N.

(6.4) ga asosan ixtiyoriy ne n uchun a,, , = o kelib chigadi.

-1

1 -1.2n-1 + 1 + -1.2n-1
(9o (H(z)-2) W (H(z)-21) 1" ¢,) = (0o W (H(z)-21) ]

7, -1

(pg):o, vneN

tenglikdan esa b, , = o ni olamiz. Demak ixtiyoriy ne< ~n uchun ¢, , =0 ekan

Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar ko‘rsatadiki,

2

(z, —z)z, - 2) .

(pg IW (H(z)-121) "1 9,) =
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Bu tenglikni ikkala tomonini (-2z)" ga ko‘paytiramiz va |z-z,|=. aylana

bo‘yicha integrallaymiz, u holda a, - —>— kelib chigadi. (6.8) tengliklardan

1-v

¢, =0, c, = a, tengliklar kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

1

Bu yerda shuni ta’kidlash kerakki, z (s) X0S qgiymat g ning juft funksiyasi
bo‘ladi.

6.3-teorema. Har bir ne<z uchun shunday s -5, >0 mavjudki, barcha
pge(-5,5) larda w(z)-sin pw oOperatorning z =4-v(n1) atrofida rosa 2 ta
2-(p) oddiy xos giymalarti mavjud bo lib, uning uchun quyidagi asimptotik
formula o ‘rinli:

25(B)=4-V(n1)-c, B  +0(B") B — 0.
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Xulosa

Ushbu ishda panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltonianining koordinata va

impuls fazolardagi tasvirlari keltirilgan. Ikki zarrachali sistema Hamiltoniani H
ning «siljitishy gruppasi u_.,sez” lar bilan o‘rin almashinuvchi ekanligi

S

isbotlanadi.

Ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) uzluksiz spektri kengligi w (k)
ning sistema to‘la kvaziimpulsi k « T ga bog‘ligligi tekshirilgan. Uzluksiz spektr
kengligi w(k) va uzluksiz spektrning e’ je{12 ...,v} Yyo‘nalish bo‘yicha
kengligi w (k") lar orasida w(k)=w,(k”)+w,(k?)+-+w, (k") tenglik
isbotlangan. Uzluksiz spektr kengligi w(k) va yo‘nalish bo‘yicha kenglik w (k")

larning ki =1,2,3 koordinatalar bo‘yicha [0,~] kesmada kamayuvchi ekanligi
isbotlangan. Erkin operator H (k) ning musbatligi ko‘rsatilib uning spektri
[m(k), M (k)] kesmadan iboratligi isbotlangan. Zarrachalar o‘zaro ta’sirini
ifodalovchi v operatorning musbatligi ko‘rsatilib, uning barcha xos giymatlari va
ularga mos xos fuksiyalar aniq topilgan. Bir zarrachali H, operatori va ikki
zarrachali Shryodinger operatorlari H (k) orasidagi bog‘lanishlar ochib berilgan.
Ikki zarrachali Shryodinger operatori H (k) ning xos giymatlari o‘rganilgan.
Shryodinger operatori H (k) ning uzluksiz spektridan tashqgarida yotuvchi xos
giymatlarini o‘rganish o‘z-o‘ziga qo‘shma, kompakt G (k,z) operatorning
go‘zg‘almas nuqtalarini topish masalasiga keltirilgan. Panjaradagi ikki zarrachali
Shryodinger operatori H (k) uchun Birman-Shvinger prinsipi keltirililgan. Agar
ke (-, )" bo‘lib, v potensial 3.1-shartni ganoatlantirganda H (k) operatorning
X0s giymatlari soni uchun yuqoridan baho olingan. Agar «‘”) -~ bo‘lsa, u holda

H (k) operatorning xos giymatlari soni uchun quyidan baho olish mumkin ekan.
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