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Determinantning asosiy xossalari. Minor va algebraik to’ldiruvchi
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Chizigli operatorning xos son va xos vektorlari. Xos vektorlari bazis
tashkil qiluvchi chizigli operatorlar. Chizigli operatorning xos
vektorlari bazis tashkil gilishining yetarli sharti.

Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga
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SO’Z BOSH I

Hozirgi vaqtda chizigli algebra fani, texnika va iqgtisodning turli —tuman
masalalarini hal gilishda keng qo’llanilmoqda. Talabalar o’quv adabiyotni mustagil
o’rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil gilish; mantiqgiy fikrlashni
o’stirish va matematikaviy madaniyatning umumiy saviyasini ko’tarish; tatbigiy
masalalarni matematikaviy tomondan tekshirish malakalarini hosil gilish kabilar
talab gilinadi. Ma’ruzalar kursi "Chizigli algebra " fani bo’yicha yozilgan bo’lib,
5330500 — Kompyuter injiniringi (“Kompyuter  injiniringi”, “AT-servis”,
“Multimedia texnologiyalari’’); 5330300 — Axborot xavfsizligi; 5330600 —
Dasturiy  injiniring; 5350100 - Telekommunikasiya texnologiyalari
(“Telekommunikasiyalar”, “Teleradioeshittirish”, Mobil tizimlari); 5350400 —
Axborot-kommunikasiya texnologiyalari sohasida kasb ta’limi bakalaviatura
yo’nalishlari bo’yicha ta’lim olayotgan talabalar uchun mo’ljallangan.

Mazkur ma’ruzalar kursiga 15 ta ma’ruza Kiritilgan bo’lib, u 1- kurs
bakalaviaturaning 2-semestrida o’qitiladi. Ma’ruzalar kursi Oliy texnika o’quv
yurtlarida o’qiladigan «Chizigli algebra» fanining nisbatan ko’p o’rganilgan,
tadbiqg doirasi keng va muxim bo’limlaridan biri bo’lgan chizigli algebra
bag’ishlangan. Ushbu ma’ruzalar kursi oliy texnika o’quv yurtlari uchun
belgilangan dastur asosida yozilgan.

Ma’ruzalar kursi talabalar uchun shunchaki chizigli algebra o’rganish uchun
emas, balki ularning matematik mushohadasini, fikrlashini rivojlantirish va
matematik dunyoqarashini kengaytirishga ham garatilgandir.  Har bir ma’ruzada
tegishli ta’riflar tushunchalar va tasdiglarga doir misollar yechib ko’rsatilgan,

hamda mavzuni o’zlashtirish uchun sinov savollari va misollar keltirilgan.



V3BEKHUCTOH PECINYBJUKACH OJIUA BA YPTA MAXCYC
TABJUM BA3BUPJIUTU
MYXAMMAJ AJI-XOPA3BMUHN HOMUJATHU TOIKEHT
AXBOPOT TEXHOJIOTUSJIAPU YHUBEPCUTETH
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bunum coxamapu: 200 000 — M>xktumowuii coxa, MKTHCOJ Ba XyKYK.
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Tabnum coxanapu: 230 000 — UxkTuco.

330 000 — KoMmproTep TEXHOIOTHSTIAPY Ba HHPOPMATHKA,
TEeJIEKOMMYHHUKAIHS TEXHOJIOTHSIIAPH.

350 000 — Anoka Ba axOOpOTIAITHPHIII,
TEeJIEKOMMYHUKAIHS TEXHOJIOTHSIAPH.

Tabaum iyramummapu: 5232800 — D1eKTpoH THXKOPAT;

5234100 — PakaMiii MKTHCOIUET;

5330500 — KommbroTep nnxunupunru (“Kommbiorep
WHXUHUpUHTY, “AT-cepBuc”, “MynbTumMenna
TeXHOJOoTusapu’”);

5330300 — Ax60opoT xaBhCUBIUTH;

5330600 — [JacTypuii MHXUHUPUHT;

5350100 — TenexkoMMyHHKALUsI TEXHOIOTUsIIapU
(“TenexomMmMyHuKausiaap”,
“Tenepaauosmmttupuir’, MoOWIb TH3UMIAPH);

5350200 — TeneBU3MOH TEXHOIOTHUIAD
(“AynuoBu3zyain texHonorusiiap”, “Tenectynus
TU3UMJIApH Ba WJIOBAJIApU’);

5350300 — AXO60pOT-KOMMYHUKALIHS TEXHOJIOTUsTIApH
coxacuja MKTHCOAUET Ba MCHE)KMEHT;

5350400 — AX60pOT-KOMMYHHKAIIHS TEXHOJIOTHSIIApU
coxacuja KacO TabJIUMH,

5350600 — Kyrybxona-ax60pot paonausTu.
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®an/mMonya Typu TabauMm THIH Xa¢pragaru xapce
MaxOypui V36ex/Pyc coaTAJrIaPI’l
Ayaurtopus MycTakua Kamn
@aHHUHT HOMH MAalIFyJOTJAapH TabJUM KJIaMa
1. (coat) (coart) (coaT)
Yusukiau ajaredopa 60 60 120
2. | |.DaHHUHT Ma3MYHH

Dannu yKUMUWOAH MAKCAO:

— Tanabajiap UKTUIAOPUHU YCTUPHIL, MAHTHKUAN Ba aJrOPUTMHUK (UKpIaLl
KOOWJIMATUHYU IIAKIUIAaHTUPHIL; axOopoTiap OwiaH OOFNHMK >KapaéHIapHU
TaxJIWJI KWIAII Ba MAaTE€MaTUK MOJIEJUIAIITUPUIN Y4YyH 3apyp Oynrax
MaTeMaTHUK yCyJUIapHHU YKUTHIL, axO0pOTiIap Ba TEXHOJIOTUSIAP COXACH AT
TYpIH HYHATWIIArd MacallAIApHUHT acociyd Ba omntuman (dHT MakOyn)
euruMIIapuHU  Tomumaa “Yum3ukaum anaredpa” <¢daHUHUHT VpHU Ba
aXaMUATHHU KypcaTull,

— YTWiIraH MaB3yJapHU MYCTaKWJI PHUBOXKJIAHTUPHIL, TYFpPH €YUMIIAPUHU
Tomumi, Typiau axbopor wmaHOamapu (agabu€r Ba  HMHTEpHET)IaH
¢oiimanannil, KYHUKMa Ba KOOMIMATIAPUHYU IIAKIUIAHTUPUII XaMaa yJIapHU
amaJijia TaTOMK STUII KYHUKMAaCUHU XOCHJT KUJTUIIL.

Dannunz eazugpacu:

® yMyMHUI YpTa Ba ¥pTa Maxcyc, KacO-XyHap TabJIUMH OWUJIaH y3BHMIIMK Ba
Y3IYKCU3UKHU TabMUHJIALLL;

e Tajabanapra yYMyMWIMHM, MyXaHAUCIMK Ba Maxcyc (aHmapHH
V3MamTUpUIN  Xama YH3WKIA anrebpa yCyJUIapHH  MYXaHIUCITHK
UIUTapuTa TaTOWK KWIHMIIHYA YPraTull,

e Hazapuil Ba aMaluMid MacaJaJapuHU e€4ya OJIMINra eTapiau Oyiarad
MaTeMaTUK anmnapaTHU Jrajjiamra Ba YHM KYJUlallra, [IYHUHTJEK,
MYXaHIUCIUK MacaJlaJapUHUHT MaTeMaTUK MOJICIMHU TY3UII XamJia
yJIapHU TaxXJIWJI KWIHIITa YPraTHIll,

® MAHTUKHM, aNTOPUTMHUK, a0CTPaKT (PUKpIAIIHUA, MaTEMATUK TadaKKypHH
PUBOXKIIAHTUPUII, Y3UHUHT (HUKP-MYJI0Xa3a, XyJIOCATApUHU aCOCIIH Tap3/a
aHWK Oa€H HTUINra Vpratuil Xamja srajulaHraH Owimmiiapu Oyiinua,

KYHMKMA Ba MaJlaKaJIApHU IAKIUIAHTUPULL,




® axOOpOTHM OJIMLI, CaKJall, KalWTa WIall Ba Y3aTUIIHUHT aCOCHU
yCyJulapH Ba BocUTalapuaaH (poigalaHUIIHY drajijlarad Oyiuiy,

® DKOJIOTMK JyHEKAapall MIaKJUIAHTaH OYJIMILIM, 3KOJOTHUSHHUHI KOHCENTYyall
acocJIapyuHu OMIUIIMHY YpraTUigad nuoopar.

Il. Acocmii Ha3apuii KHcM (Mabpy3a MAIIFYJOTJIAPH)
Il.l.®an Tapkubura Kyiiugaru MmaB3yJjap KHpPajau:

1-maB3y. MaTpuuajap Ha3apusiCH 3JIeMeHTIapH.

Acocuii  Tappud Ba TymyHuUanap. MarpunanapHUHT  TypJapH.
MarpunaniapHu coHra KynaWuTHPHILI, MaTpULAJapHU KYyIIWII, MAaTpULAJIapHU
alMpUIl Ba MAaTPULAHU MATpULIAra KyMAWTUPUIN aMaJUIApH, XaMJIa YJIAPHUHT
xoccanapu.

2-maB3y. JlerTepMUHAHT/IAP HA3aPUSICH.

WKkkyHYM Ba yUWHYU TapTHOIU AETEPMUHAHTIIAP Ba YJIApHU XUCOOIAII
yCcyJulapy. YpUH alMallTUpuuuiap. N -TapTHOIU AETEPMUHAHTHUHT TabpU(H.

3-MaB3y. JleTepMUHAHTHUHT X0CCAJIAPH.

JleTepMUHAHTHUHT acoCuii Xxoccanapu. MUHOD Ba aireOpauk TYJIIUPyBUH
TyumyH4anapu. Jlamiac reopemacu.

4-ma3y. MaTpuna panru. MaTpuua paHruHE XHCO0J1a1l YCYJJIapH.

Martpunia paHTHHUHT Tabpudu. MaTpuia paHTHHH XUCOOJAITHWHT
MUHOPJIAp yCYJIH. DKBUBAJICHT aJIMAIITUPUIILUIAD EpIAaMHIa MATPUIla PAaHTHHH
XucooJar.

5-maB3y. Teckapu wmarpuna. Teckapum MaTpumaHud XucoOaamn
ycyJu1apH.

Teckapu wmatpuma Tabpudu. Xoc Ba XocMmac maTpumanap. Teckapu
MaTpulla MaBXYyIJUTMHUHT 3apypud Ba e€Tapiaud IIapTH. OKBUBAJICHT
aIMaITUpUIUIap €paaMuia TeCKapyu MaTpUIlaHU XUCOOIAIIL.

6-maB3y. UnM3NKIU ajrefpauk TeHIJIaMaJiap CHCTeMACH Ba yJIapHHU
eYMIl yCYJIJIapH.

Yuzukau anreOpavk TEHIJIaManiap CUCTEMAacy Ba YHUHT €4UMH. UM3HKIIU
anreOpauk TEHIJIaMallap CUCTEMACUHUHT €UMMHU MaBXYUTUTMHUHT 3apypuidl Ba
erapau  maptu (Kponekep-Kamemmu Teopemach). Yuzukiam  anreOpauk
TEHIJIamMajap CUCTEeMacHuHU e4uITHUHT Kpamep ycynu.




7-maB3y. UYm3ukam ajare0pamk TeHIJIaMajap CHCTeMACHHM
eunIIHUHT maTtpuua, I'aycc Ba I'aycc-Kopaan ycysiapu.

Uusukan anrebpavk TeEHIIamMajgap CHUCTEMAaCHHU EUYUIIHUHT MaTpulla
ycynu. UYu3MKIu anreOpauk TeHIJIamajiap CHCTeMacuHU e4UITHUHT ["aycc Ba
lNaycc-XKopnan ycynnapu.

8-M3B3y. EI/Ip AKUHCIN YU3NKIN aﬂreﬁpamc TCHIJIaMaJIap CucreMacu.

bup kuHCIM UYM3MKIM anreOpaMK = TEHIJIaMalap CHUCTEMacCHHHHT
HOTPUBUAT €YUMHU MaBXYJIMK MIApTH. bUp XKUHCIM YU3MKIN anreOpauk
TEHIJlaMalap CHCTEMAaCUHUHI (yHIaMEeHTad eduMiapud CHUcTeMacu. bup
KUHCIIM Ba OMp >KMHCIM OYyiIMmaran YU3UKJIM ainreOpavk TeHrjamanap
CUCTEMaJIapyu €YMMIIapu Opacuiaru OOFIaHMILL.

9-maB3y. BekTopsap HazapusicH 3JIeMEHTJIApH.

Texucnukna Ba ¢a3oja BEKTOp TylIyHYasIapu. BeKTOpHUHI MaTpulaBUid
KypuHumi. Bekrtopmap yctuaa apudMmeTHMK —aMaiiap-BEeKTOPHUM — COHra
KYIIAaUTUPUII, XaMJa BEKTOPJAPHHM KYyIIMII Ba alupuil. BexropraapHuUHT
CKaJisip, BEKTOp Ba apaiail KynaiTmamapu, xamaa Oy KymadTMaiapHH
aeTepMuHaHTIap Eépaamua xucoouamt. Komm-byHsKOBCKUI TEHICU3INUTH.

10-maB3y. ApudMeTuK BeKTOP (pa30 Ba yHra MHCOJLIIAP.

N ¥14oBIM BEKTOpJap Ba yjap ycTuaa apudMeTuk amamiap. N ymyoBiu
BEKTOpJIap CHCTEMAaCHHHUHT PaHTH Ba 0azucu. N Ya4oBIM apuPMETHK BEKTOP
¢dazo Ba yHra MucoJsiap.

11-maB3y. Unsuxkan ¢paszo. EBkanj daszocu.

Uuzukyu ¢dasoHuHr tabpudu Ba mucoiiap. Yusukinu (HazoHUHT YITYOBH
Ba Oasucu. Ymsukim (a3zo dIeMEeHTHHH Oaszuc Oyimya &imm. Yn3ukim
dazonunr kucm Qazonapu. EBknua dazocununr tavpudu. EBkaug dazocuna
AJIEMEHTHUHT HOpMacu TymryH4Yacu. EBkimug (dasocuma opToHOpMallJIaHTaH
0a3uc KypHuIil.

12-maB3y. Uu3uKJIU oniepaTopap Ba YJIAPHUHT X0CCATAPH.

Uusukau onepaTopHUHT Tabpudu Ba Mucosuiap. Yn3ukiu onepaTropHUHT
Matpuiacu. Yu3ukiam oreparopiap yctuaa apudmeruk amamiap. Yusukiu
oneparopiap ¢azocu. UN3HMKIM ONIEpaTOPIAPHUHT YTUIT MAaTpUTlach. YU3HKIH
ONIEPATOPHUHT XOC COH Ba XOC BEKTOPJIAPH.
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13-maB3y. Xoc BekTOpJapu 0a3uc TAMKWJI KHJIYBYM YHM3UKJIN
omeparopJjap.

UM3KUKIM ONEPAaTOPHUHT XOC COH Ba XOC BEKTOpJIapH. XOC BEKTOpJapU
0a3uC TalIKWI KWIYBYM YM3HKIN orepaTopiap. UH3UKIN ONMEepaTOpHUHT XOC
BEKTOpJIapH 0a3UC TAIIKWI KUIUIIMHUHT €Tapiiy MIapTH.

14-maB3y. Ksagpatuk d¢opmMa Ba yYHM KAHOHMK KYPHHHUIIIA
KeJITHPHIIL.

KBagpatuk ¢dopmanunr Ttabpudu. Ksagpatuk (opMaHUHT KaHOHUK
kypunuim. KBagparuk hopMaHy KaHOHUK KYPUHUIITA KEJITUPHUIII.

15-maB3y. UYm3ukiaum aarefpaMk TeHIJIAMAJIap CHCTEMACHHH
TAaKpUOU €Y1l YyCYJUIApH.

Yuzukin anreOpauk TEHIVIAMaJlap CUCTEMAacUHU TaKpUOMIl EYUIIHUHT
oaauy  wuTepatuMs  Ba  3euaen  ycymiapu.  HMrepatumon — xapaéH
SAKUHJIAIIMIIAHAHT 3apypUid Ba €Tapiy MapTIApH.

I1l. Amanauii mamryaoraap 6yiiuuya kypcarMa Ba TaBcusijiap

Amanun mawyaomaap yuyH Kyuuoazu mae3ynap maecus
IMUNAOU:
1. MarpunanapHuHr Typjapud. MarpuuaiapHd COHra KyHauTHpPHIL,
MaTpULAIIAPHU KYIIWII, MaTpUUAJapHU alupuIl Ba MAaTPULIAHW MaTpUIlara
KYTTAUTUPUII aMaJUIApH, XaMJa YJIIAPHUHT XOCCalapH.
2. VkxkuHYM Ba yYMHUYM TapTUONM JETEPMUHAHTIAP Ba yJIapHH XHUCOOJIAIIL.
Vpun anmamtupumap. N —TapTHONM A€TEPMUHAHTHHHT TabPHU(H.

3. JerepmuHaHTHUHT acocwii Xxoccajmapu. MwuHOp Ba  anrebpauk
TYJIAUPYBYHU TyLIyHUYasiapu. Jlarmiac teopemacu.

4. Marpuna padnruHuHr Tabpudu. MaTpuila paHTHHU XHUCOOJIAITHUHT
MUHOpJIAp YyCYJIH. OKBUBAJCHT adMalITHpUNUIap EpaamMuia MaTpuia
paHTMHU XHCOOIaIll.

5. Teckapu marpuna Tabpudu. Xoc Ba Xxocmac matpuranap. Teckapu
MaTpulla MaBXYIJUTHHUHT 3apypuil Ba e€Tapjid IMapTH. OKBUBAJICHT
aNMaITupunUIap EpaaMmuia TeCKapyu MaTpUIlaHU XUCOOJIAIIL.

6. UYwmsukiu anreOpavik TeHTJaMajgap CHUCTEMacu Ba YHHUHT CYHMH.
Unzukm anredpank TEHTJIaMaliap CHCTEMAaCUHUHT €YUMHU MaBXYTUTUHUHT
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sapypuii Ba etapiu maptu (Kponekep-Kamemmn teopemacu). YUusukiu
anreOpank TEHIJIaMaaap CUCTeMAacHHU eduinHuHT Kpamep ycynu.

7. Yuzukiu anreOpauk TEHIVIAaMallap CUCTEMAaCHHU CUMIIHUHT MaTpuila
ycynu. YW3UKIM anreOpavik TEHIramajaap CUCTEMacHHM eduilHuHT ["aycc
Ba ['aycc-Kopaan ycymnapu.

8. bup KuHCIM YM3MKIM aireOpavk TEHrjJamaaap CHCTEMaCHHHUHT
HOTPUBHAT UMMM MAaBXY/UIMK MIAPTU. BUp KUHCIM YM3HUKIA alredOpauk
TEHIJlaMalap CUCTEMAacHUHHUHI (yHIaMeHTaln eduMilapu cuctemacHu. bup
KUHCIIM Ba OUp >KMHCIM OyiIMaraH  YM3UKIM aireOpavk TEHIJIaMasap
cUCTeMajlapy €4MMIIapu Opacuaru OOFIaHUII.

9. Texucnukaa Ba ¢azofa BEKTOp TyllyHUaidapu. BeKTOpHUHT
MaTpULIaBUi KypuHUIIU. Bekropiap ycTuaa apupMeTuk amaiap-BeKTOPHU
COHTa KYNAaUTUPHIL, XaMJda BEKTOpJAapHM KyIIMII Ba  alMpHIL.
BekTopnapHUHI CKajsip, BEKTOp Ba apajaml KynauTMmanapu, xamaa Oy
KynaiTManapHu — JAeTepMHHaHTiIap  €épaamunua  xucoOmam. — Komm-
ByHAKOBCKUI TEHICU3JIUTH.

10. N ynuoBaM BeKTOpiAap Ba yiap ycTuAa apupmeTHk amamiap. N
YIIYOBIM BEKTOpJap CHUCTEMAacMHUHI paHru Ba Oazucu. N YiyoBiu
apu(pMeTuK BEKTOp (pa3o Ba yHra MUCOJLIAP.

11. Ywmsuknu (a3oHUHT Tabpu(u Ba MUcOUIap. YN3UKIN (Ha30HUHT YIHOBU
Ba Oaszucu. Ymsukiu (a3zo sineMeHTHHU Oaszuc OViinua Enum. Yuszukiu
dazonunr kucM (Qazomapu. EBkiama ¢dazocunuHr Ttabpudu. EBkaup
dazocuma SIEMEHTHUMHI HOpMAacu TyllyH4uacu. EBkiaun — ¢aszocuna
OpPTOHOpPMAJUIAHTaH 0a3uC KypHILL.

12. Ywusuknau  omnepaTopHUHr Tabpudu Ba  mucoiap.  Yusukium
OTIEPAaTOPHUHT MaTpuIach. YW3WKIW olepaTopiap ycTHaa apu(pMETHK
amasiap. Yusukiu onepartopiiap ¢gazocu. UU3UKIM onepaTOpJapHUHT YTHIII
MaTpuIacu. Yu3uKm onepaTOPHUHT XOC COH Ba XOC BEKTOPJIAPH.

13. Ywu3uKIM ONMEepaTOPHUHT XOC COH Ba XOC BEKTOpJApH. XOC BEKTOPJIApH
0a3uc TaIKUI KWIyBYM YU3UKIIN oniepatopiiap. YU3UKIu ONepaTOPHUHT XOC
BEeKTOpJapu 0a3uC TAMIKII KWINITUHUHT €Tapiu MIapTH.

14. Ksaapatuk dopmanuar tabpubu. Kagpatuk dopMaHUHT KaHOHHK
kypuHuIy. KBagpatuk opMaHy KaHOHUK KYPUHUIITA KEITHPHIII,

15. Ywuzukiau anreOpavik TEHIJIaMajlap CUCTEMACHMHU TaKpUOWM €YUITHUHT
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oanuii  urepanus Ba  3edgen  ycyuapu.  MrepauvoHn  kapa€H
SAKAHJIAIIMIIMHAHT 3apypPUi Ba €TapJid MapTIapH.

16. Awmanmuii wmamFrynoTiapaa Tanabamap  “Yumsukiam - ajareopa”
dbaHugaH oyraH Hazapuii OWJIMMIIAPUHH MyCTaxKamymauauiaap. Amanwid
MaIIFyJoTIap/ia edrIaJiurad MUCOJ Ba Macaiaaap KyWnaaru npuHIuIiapra
acocaH TaHJIAHAJM. TUIIMK MHCOJI Ba MacallaJapHU €YMINTa Majaka XOCHII
KWITUPYBYH, (aHHUHT MOXUATHHHM aHTJIATyBYM Ba MaB3yjap OpachUiaru
OOFNMKINKHU U(DOAATOBYM MabIyM MHUKIOpJAard MHCOJ Ba Macajaiap
TaHJIaHAIH.

V. MycTakua TabJuM Ba MYCTAKWJ MILJIAP

Tamaba MycTakun UWIIMHUHT aCOCHMM  Makcaiu  YKUTYBUMHHUHT
pax0Oapiuru Ba Ha3zopaTHaa MyalsiH YKyB MUUIAPUHU MYCTAKWJI paBULIAA
Oaxapum y4yyH OWIMM Ba KYHUKMAJAPUHU  IIAKJUIAHTUPUII — Ba
PUBOKIIAHTUPULIIUD.

Tanaba mycmakun uniuHu MAWKUI IMUUIOA Kyiuuoazu waxkiiapoau

goitoananaou:

e aiipuM Hazapuil MaB3yJapHHU VKyB anaOuériapu €pamuga MyCTaKuI

V3IIalTUPULL;

e Oecpwiran MaB3ynap Oyiuua axoopot (pedepar) Taiépan,

e Hazapuil OMIUMIIApHU aMau€TIa KyJall,

® MakeT, MOJIeJ]I Ba HaMyHaJlap spaTHIIL;

® WIMHUI MaKOJIa, aHXyMaHJIap/ia Mabpy3a Tanuépiam Ba X0Kaso.

Mycmaxun mavaum yuyn maecus Imunaouzan Mag3yiap:

1. Matpunanapan LU Ba LDU kynmaittmanapra €ium Ba ylapHUHT
TaTOMKJIapH.

2. EBxnma ¢azonapu. EBkiup dazocuna oproHopMan 6a3uc KypHiil.

3. Umsuxyu omeparopiapHu Oepwiran Oasucna wudonanam. Ywuszukimm
OMEpaTOpJIapHUHT  TypaW  Oa3uciapiard MaTpullajiapy  Opacujiaru
OOFIaHMIIL. Y TUII MaTpULIaJIapH.

4. Yusuknu anreOpauk TEHIJIaMalap CUCTEMAacHHU TaKpUOWM  euuIl
yCyJUIapH Ba YJIapHU KOMITBIOTEP/Ia OaXKapHiil.

V. ®aH JKATWIHIIHHUHT HaTHwxkajgdapu (makjajJaHaaurad
KOMIIETEeHCHSJIAp).
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Dannu y3nammupuw Hamuxcacuoa maiaoa:

e amajgui  Macajajapja MaTeMaTHK  TEKIIMPUIIHUHT  OOILJIaHFUY
KYHUKMAacHHU WNuiad uukum (XaéTUi MacallaJJapHUHT MaTeMaTHK
MOJICJIMHU KYpHWIl, YHM TEKIIUPHUII Ba CUHUIIHUHI KyJal YCYJIUHHU
TaHJIAII, OJIMHTaH HaTFOKaJapHU 0axoJiall, KyJulall Ba X0Ka3oJap);

® MaBXKyJ MAaTeMAaTHK TNakeraap €Exku axO0opoT TEeXHOJOTHUsUIApUAaH
doiianana oyuii;

e MaB3yra JIOMp MHUCOJI Ba MacaJlUIapHUA €YHUILIra MOC KyJal yCyJIHH TOIa
OJIMIII,

e MaTEMaTUK MacaJaJlapHU €YMII YCYJUIApUHH MyKaMMall Y3JaliTHpuoO,
CUMMIIAPHU aMaNuETNa KYJUIAaHWII KypuUHUINUrada etkazumi(hopmyna,
COH, TpadiK Ba XOKa30) Ba HATHXaJa JIOTHK Ba aJITOPUTMHK (DUKpIIAI
KOOWJIMSATHUTA 3ra OYIUIIN Kepak;

e Tajaba MyTaxacCUCIUTH OwinaH OOFNIWK angabuérnapaa ydpaiaura
MaTeMaTUK anmnapar TYIIyHYaJJapUHU MYCTaKuJ TaxXJWJ KWJia OJIUIIIH,
myHuHTACK, “UM3ukaum ajredpa” daHugaH OJIMHTaH OWIMMIIAPHHU
MyTaXaCCHUCIUTH OMIaH OOFIail OJIUIIN KEPaK;

e V3 (uUKp-MyJi0oXa3a Ba XyJIOCAJIAPUHHM acoCid Tap3ja aHuK OaéH 9Ta
OJIMIII MajlaKajapura 3ra OYJIUIIu Kepak.

BU. TabauM TeXHOJOTuslJIapH Ba METOAJAPHU:

e Mabpy3anap,

e uHTedaod Kelc-cTaguiap,

e cemuHapiaap (MaAaHTUKHHA GUKpIAII, Te3KOp CaBOJI-)KaBoOIap);

® KHYUK TypyXJjapja WIIJall;

® TAaKJAMMOTIAPHHU KHUJIUIII;

e WHIWBUAYyAJ JioMuxauap;

e jxamMoa OYynu0O wummam Ba XUMOS KHIHUII Yy4YyH JoWuXamap
Tau€pian,

® aKJUU XyXyM Ba Oomkanap.

VIl. Kpeautaapau oM YyYyH Tajgadaap:

danra oua Haszapu¥ Ba aMaJMi TYWYHYaJapHU TyJa
Y3JalITUPUIL, TaxXJWUJ HATHXKAJIAPUHU TYFPU AaKC OTTHUpPA OJMHII,
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Yypranunaérran jkapa€Hiap XakKuJa MYCTaKHJI MYIIOXajJa FOPHTHII,
TaBCHsl JTHITAaH MYCTaKWJI TabJIUM MaB3yJapHH Y3 Myanatuna cudatiu
Taiiépram(XuMOsl KHUIHII), JKOPHWH, OpaluK Ha3zopaT IHakKiIujaa
Oepuiran Ba3uda Ba TONMHUPUKIAPHU Oakapuil, SKYHHH Hazopar
O0Viinya €3Ma UIIHU TOMIIUPHUIL.
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1-maruza.
Matrisalar nazariyasi elementlari

1.1. Matrisa tushunchasi

1.1-ta’rif. m ta satr n ta ustundan iborat ushbu

jadval to’g’ri burchakli mxn tartibli (o’lchamli) matrisa deyiladi.

Matrisaning  tuzuvchi aij(i =12,...m, j=12,...,n) sonlar uning
elementlari deyiladi. Matrisada satrlar soni ustunlar sonidan kichik, unga teng yoki
katta, ya’ni m<n, m=n, m>n bo’lishi mumkin.Umumiy holda matrisaning

elementlari, odatda, pastiga ikkita indeks qo’yilib, bitta kichik lotin harfi bilan
yoziladi. Indekslardan birinchisi satr tartibini, ikkinchisi esa ustun tartibini bildiradi.

Matrisalar uchun quyidagi ko’rinishdagi belgilashlar ham ishlatiladi:

Ay 18y 5.8y, Ay 185.. 8,

Agar matrisaning satrlari soni ustunlar soniga teng (ya’ni m=n ) bo’lsa,

matrisani kvadrat matrisa deyiladi. Bunday matrisa (n- tartibli) matrisa deb

yuritiladi.
Ushbu
d,0..0
0 dy..0
D= 22 (1.1)
0 0. d,

ko’rinishdagi kvadrat matrisa diagonal matrisa deyiladi va gichgacha quyidagicha
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Agar (1.1) diagonal matrisa d;; =1(i=12,...,n) bo’lsa, bu matrisa birlik
matrisa deyiladi va E harfi orqali belgilanadi, ya’ni
1 0.0]

..........

Agar matrisaning barcha elementlari nollardan iborat bo’lsa, u nol matrisa

deyiladi va E° orqali belgilanadi, ya’ni

E? =

Agar m tasatrli va n ta ustunli ikkita A va B matrisadan birining hamma

elementlari ikkinchisining hamma mos elementlariga teng, ya’ni a; =b; bo’lsa, bu

matrisalar teng deyiladi va A= B kabi yoziladi.

Agar bir matrisaning kamida bitta elementi ikkinchisining mos elementiga
teng bo’lmasa, bu matrisalar teng emas deyiladi va A= B ko’rinishda yoziladi.
Matrisalar uchun kichik va katta tushunchalari ma’noga ega emas.

1. 2. Matrisalar ustida chizigli amallar

1.2—ta’rif. Bir xil o’lchamli ikkita ~A=(a;) va B=(b;)(
i=12,..m, j=12,...,n ) matrisalarning yig indisi deb, shunday C = (c;;) matrisaga

aytiladiki, bu matrisaning elementlari A va B matrisalarning mos elementlari

yig’indilariga Cij:aij+bij,‘v’i,j, 1=12,...m,j=12,..n teng bo’ladi va

C=A+B deb belgilanadi.
Ta’rif bo’yicha

a;,+b, a,+b,.a,+b,

Copnipe| ™ b,y 8y, +by,..8,, +by,

a +b, a.,+b,..a.. +b.
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Matrisalar yig’indisi tarifidan uning qo’yidagi xossalari kelib chigadi:
1°. A+(B+C)=(A+B)+C. 2°. A+B=B+A.

3. A+E%°=A (bunda E°=(0),A B,C —berilgan bir xil tartibli kvadrat
matrisalar).

Matrisalarning ayirmasi ularning yig’indisiga o’xshash ta’riflanadi va

Am _bml Am2 _bm2"'amn _bmn
ko’rinishda yoziladi. Agar matrisalarning  tartibi bir xil bo’lmasa, unday
matrisalarda qo’shish va ayrish amallari kiritilmagan.

1.3—ta’rif. A=(a;) matrisani « #0 songa ko’paytmasi deb, A matrisaning

hamma elementlarini shu « songa ko’paytirishdan hosil bo’lgan matrisaga aytiladi
va oA ko’rinishda yoziladi.

Ta’rifga ko’ra,

aall aalz e aaln

aa aa ..oaa
Aad=a A= 21 22 2n

ad,; a@d,, ... aad,,

Matrisani songa ko’paytirish ta’rifidan qo’yidagi xossalar kelib chiqadi:
19.1-A=A-1=A. 2°. A-0=0-A=E".

3% a(p)A=Blah) = (ap)A. 4. (a+p)A=cA+ pA.

5% a(A+B)=ad+ B.

Bu yerda A va V — bir xil tartibli kvadrat matrisalar, «, f# - haqgigiy sonlar.

Misollar:

2 3 1 -2 _
1) A= va B = berilgan bo’lsa, u holda
4 5 3 4

2 3) (1 -2 1+2 3-2 31 ,
A+B= + = = bo’ladi.
PRI A R AR S  E
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2 3
2) A= (4 c va a =2 berilgan bo’lsa, u holda

2 3 2-2 3-2 4 6
Aa=acA=2 = = )
4 5} (4-2 5-2} (8 le

1.3. Matrisalarni ko’paytirish. Tartiblari mos ravishda mxn va pxq

bo’lgan
p  Qpp..dyy by, Dby..by
Ao A1 App--8yp va B = by, Dy
aml am2" amn bpl bpz---bpq

to’g’ri burchakli matrisalar berilgan bo’lsin.
Agar A matrisaning ustunlari soni n berilgan B matrisaning satrlari soni p ga
teng bo’lsa, u holda bu matrisalar uchun ko’paytirish amalini aniqlash mumkin.

1.4—ta’rif. Berilgan mxn o’Ichamli A va nx p o’lchamli B matrisalarning
ko’paytmasi AB deb, shunday mx p o’lchamli
Cix Cpp--Cyp

C21 C22---C2p

matrisaga aytiladi, C matrisaning elementlari
n
Clj =al1b1] +al2b21 +...+ Clnbnj :Z:alkbkJ y | :1,2,...,m J :1,2,...,n
k=1

formulalar bilan aniglanadi.

Agar A va B lar n. tartibli kvadrat matrisalar bo’lsa, ularning C = AB
ko’paytmasi ham n. tartibli kvadrat matrisa bo’ladi.

Qoida. Ikkita matrisani ko’paytirishdan hosil bo’lgan matrisaning i - satri va
j - ustunida turuvchi c;; elementni topish uchun birinchi matrisaning i- satrida
turuvchi elementlarni ikinchi matrisaning j - ustunida turuvchi elementlarga mos

ravishda ko’paytirib qo’shish kerak.
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Misol. Quyidagicha

matrisalar ko’paytmasini topamiz.
o AB:F-2+ 2-1+ 8-0+1-3 3-(—1)+2-(—3)+8-1+1-1} :{ll O}
1-2+(-4)-1+0-0+3-3 1-(-)+(-4)-(-3)+0-1+3-1 7 14

Matrisalarning ko’paytmasi quyidagi xossalarga ega:
1°. A(BC) = (AB)-C. 2°. a(AB) = (cA)-B = A(eB), « #0.
3% (A+B)C=AC+BC. 4°, C(A+B)=CA+CB.
5. A" = AA.A. 6°. AE=EA=A. 7. OA=AO0=E".

Bunda A,B,C matrisalar, « -haqigiy son.

Ikki matrisaning ko’ paytmasi uchun kommutativlik (o’rin almashtirish)

xo0ssasi umuman aytganda, o’rinli emas, ya’ni

AB = BA
. 51 2 4 11 18
Misol. Agar A= va B= bo’lsa, u holda AB= ,
2 4 1 -2 8 0

18 18 )
BA= bo’ladi.
1 6

Shunday qilib, AB = BA.
Satr va ustun matrisalarni ko’paytirish.

1. lIstalgan m o’lchamli ustun matrisani istalgan n o’lchamli satr
matrisaga ko’paytirish mumkin, natijjada mxn o’lchamli matrisa hosil bo’ladi.
2. n o’lchamli satr matrisani N o’lchamli ustun matrisaga ko’paytirish

mumkin, natijada 1x1 o’lchamli matrisa hosil bo’ladi.

22



1. 4. Transponirlangan matrisa. Elementar almashtirishlar.Ushbu

matrisa berilgan bo’lIsin.
1.5—ta’rif. A matrisaning satrlari bilan ustunlarining o’rinlarini nomerlarini

o’zgartirmasdan almashtirishga transponirlash deyiladi va quyidagicha belgilanadi

all a21-- -aml

AT — iy ay..8p

1
1 2 =7 .. i
Masalan, ushbu 4 =L 0 9 } matrisani transponirlashdan 47 =| 2 0

matrisa hosil bo’ladi.

Transponirlash amali quyidagi xossalarga ega:

19 (AT =A. 20 (A+B) =AT +B". 3. (cA) = oA,
bunda « - hagigiy son, A va B lar mxn o’lchamli matrisalardir.

Agar A kvadrat matrisa uchun A= A" ya’ni vij lar uchun a;; =a;; tenglik

o’rinli bo’lsa, u holda A simmetrik matrisa deyiladi. Masalan, ushbu

12 -3
A= 2 4 5
-35 7

simmetrik matrisa bo’ladi.
Agar A=—AT Vij lar uchun a;; =—a;; tenglik o’rinli bo’lsa, u holda A

matrisa antisimmetrik (nosimmetrik) matrisa deyiladi.

Masalan, ushbu
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antisimmmetrik matrisa bo’ladi.
Eslatma. Har ganda A matrisani simmetrik va antisimmetrik matrisa lar

yig’indisi ko’rinishda tasvirlash mumkin:
aij = %(aij + aji) +%(aij —aji)

1=12,.m>j=12..n.

1.6-ta’rif. Matrisada elementar almashtirishlar deb,quyidagi amallarni
tushunamiz

1. Transponirlashni;

2. Istalgan ikki satr (ikki ustun) ni o’zaro almashtirishni;

3. Istalgan satr (ustun) ning elementlarini noldan fargli har ganday m songa
ko’paytirishni;

4. Biror satri(ustuni)ning elementlarini istalgan m songa  ko’paytirib,
boshgqa satri (ustuni) ning mos elementlariga qo’shishni.
Agar B matrisa A matrisaning satrlari (yoki ustunlari) ni bir necha

marta ketma-ket elementar almashtirishlar yordamida hosil gilingan bo’lsa, u holda

A matrisa B matrisaga ekvivalent deyiladi va A~ B ko’rinishda yoziladi.

12 3 4 : : : :
Masalan, ushbu A= 3 4 B = |2 matrisalar ekvivalentdir. Hagigatan

ham, A matrisaning 2- satrni 1- satrga qo’shamiz,

12 4 6
A= ~ ~
Baed)

2- satrni (—1) ga ko’paytirib, 1- satrni qo’shamiz;

4 6) (46 34_B
34/ \12) 12

2- satrni (—1) ga ko’paytirib, 1- satrni qo’shamiz natijada B matrisa hosil bo’ladi
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2-ma’ruza. Determinantlar nazariyasi

2.1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularni
hisoblash usullari
n-tartibli kvadratik A matritsaga mos qo’yiluvchiuning determinanti deb

ataluvchi va det A (yoki |4|, A) kabi belgilanuvchi sonni quyidagicha ta’riflaymiz.
2.1-ta’rif. Berilgan ixtiyoriy a(ae<R) hagigiy son, birinchi taribli determinat
deyiladi va det A:= A =|A:=a kabi yoziladi.
2.2-ta’rif. Ushbua, ja,, —a,,8,, ifodaga  ikkinchi tartibli determinant
deyiladi vau

dip A

n=2, detA=A=|A= N

=318y, — ;8

kabi yoziladi. Bunda a,,, a,,a,,,a,, larga determinantning elementlari bo’lib,
a,;, 8,, elementlar determinantning bosh diagonalini, a,,,a,; elementlar esa

determinantning yordamchi diagonalini tashkil etadi. Ikkinchi tartibli determinant
bosh diagonal elementlari ko‘paytmasi bilan yordamchi diagonal elementlari

ko‘paytmasining ayirmasiga teng:

2.1-misol. Determinantlarni hisoblang:

2 4
5 6

X 2X

A=
b 3 6

; 2) Ay =

Yechilishi. Determinantlarni ta’rif (sxema) asosida topamiz:

1) A=2-6-5-4=-8; 2) Ay =Xx-6-3-2x=0.
2.3-ta’rif. Ushbu

1852833 + 815873831 + 4385183, — 8y385783; — 8385383, — 818,833

ifodaga uchinchi tartibli determinant deyiladi va u
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a1 Q4 3
n=3 detA=A=|A=|a,, @y ay|=
d3; d3; 833
= 818,833 + 818,385, + 81385185, — 8138581 — 8118385, — B1p8p18g; (2.1)
kabi yoziladi.
Bu ifoda uchburchaklar goidasi (Sarryus qoidasi) bo’yicha topiladi. Uni
quyidagi jadvallar orqali tasvirlash mumkin bo’lib, bir xil ishora bilan bitta

ko’paytmada ishtirok etuvchi elementlar kesmalar bilan birlashtirilib

ko’rsatilgandir:
+ -
yoki
o 0 o 000 0 o 00
o 0 0| — 00 0O o) Q '
— AN + lo/oo| + |os/o] —
o 0 0 o D\O 0 o0 0 D\) 0

00 00 O
- |0 o/ o - O'% - 0\:
JO 0 00 o Q
Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning yana bir usuli quyidagicha.
Determinantning o’ng tomonidagi birinchi ustunlarni yozamiz va asosiy diagonal
yelementlari va ikkita parallel diagonalning elementlari ko’paytmalarini plyus

belgisi bilan yig’amiz. Keyin ikkilamchi diagonal yelementlari va ikkita parallel

diagonalning elementlari ko paytmalarini minus belgisi bilan qo’shamiz.

+ o+ +

) 11 “xgﬁ‘l;___.‘«*';'glilfj,,-ﬂl.l ATy
@31 Q3 A3 a1 A

<3y T3 E330d 31 4
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1.5.6-misol. Ushbu

3 -1 2
A=l1 2 3
5 0 4

matritsaning determinantini uchburchak qoidasi bo’yicha hisoblang.

Yechilishi. Determinantni ta’rif (Sxema) asosida topamiz:

3 -1 2
detA=|1 2 -3 =
5 0 4

=3-2:4+1-0-2+(-1)-(-3)-5-5-2-2-0-(=3)-3—1-(-1)- 4 = 23,

2.2. O’rin almashtirishlar va o’rniga qo’yishlar

ntal, 2, .,n sonlar (yoki n taharxil a;, a, .., a, simvollar) ning ma’lum
tartibda mumkin bo’lgan ixtiyoriy joylashuviga shu sonlarning (yoki simvollarning)
o rin almashtirishi deyiladi. Berilgan n ta simvollarni 1, 2, ..., n sonlar bilan
tartiblash mumkin bo’lganligi sababli ixtiyoriy n ta simvollarning o’rin
almashtirishlarini o’rganish 1, 2, ..., n larning o’rin almashtirishlarini o’rganishga
keltiradi. n ta sonlarning barcha o’rin almashtirishlari soni 1:2:3---n = n! («n-
faktorial» deb o’qgiladi) ga teng. Masalan, a;, a,, as simvollarning barcha o’rin
almashtirishlari quyidagilardir: a; a, as, a; az a,, a; a; as, a, aga;, asza; a, az ay
a;. Ularning soni 3! =6 ta.

Agar o’rin almashtirishda ikki sondan kattasi kichigidan oldin kelsa bu sonlar
inversiyani tashkil etadi, agar kichigi kattasidan oldin kelsa, tartib deyiladi.

Inversiyalar sonini hisoblash usuli: o’rin almashtirishdagi sonlarni yozilish
tartibi bo’yicha (chapdan o’ngga) har bir son uchun undan o’ng tomonda turgan
kichik sonlar sanaladi va hosil bo’lgan barcha sonlar qo’shiladi. Masalan, (613542)
o’rin almashtirishda inversiyalar soni 5+1+2+1=9 gateng.

Inversiyalar sonining juft-togligiga garab o’rin almashtirish juft yoki toq
deyiladi.
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O’rin almashtirishdagi ikki sonni o’rnini almashtirish transpozitsiya deyiladi.
I va j sonlarning transpozitsiyasi (i, j) bilan belgilanadi. n ta sonning har ganday o’rin
almashtirishidan shu sonlarning istagan boshga o’rin almashtirishiga bir nechta
transpozitsiyalarni bajarish bilan kelish mumkin bo’lib, bunda n-1 tadan ko’p
bo’Imagan transpozitsiyalar bilan chegaralanishi mumkin. Misol. (312546) o’rin
almashtirishdan (631254) almashtirishga beshta: (3, 6), (3, 1), (1, 2), (2, 5), (5, 4)
transpozitsiyalarni bajarish bilan kelish mumkin.

1, 2, ..., n sonlarning barcha n! o’rin almashtirishlarni har keyingisi
oldingisida bitta transpozitsiyani bajarishdan hosil bo’lgan qilib (tushirib
goldirmaydigan va takrorlanmaydigan), birin-ketin joylashtirish mumkin. Har bir

transpozitsiya o’rin almashtirishning juft-togligini o’zgartiradi. n >2 son uchun n
ta sondan tuzilgan o’rin almashtirishlardan juftlari soni toqlari soniga, ya’ni > n! ga

teng bo’ladi.

ntal, 2, ..,n sonlar to’plamining 0’ziga o’zaro bir qiymatli akslantirishiga
(biyeksiyasiga) bu sonlarning o’rniga go’yish yoki n-tartibli o’rniga qo’yish
deyiladi. Shunday qilib, o’rniga qo’yishda 1 dan n gacha bo’lgan har bir songa shu
sonlardan gqandaydir biri mos keltirilgan bo’lib, ikkita har xil songa ikkita har xil son
mos keladi. O’rniga qo’yish umumiy gavsga olingan ikkita satr ko’rinishida: yuqori
satrda turgan har bir sonning tagida unga mos keluvchi sonni yozish bilan

623451 _ :
o’rnigago’yishdal »1,2—>3,3—>6,4—>2,5

ifodalanadi. Masalan,
436251

— 5, 6 — 4 mos keltirilganligini bildiradi.
Sonlarning yuqori satrda joylashuviga garab bitta o’rniga go’yishni bir
nechta ko’rinishda yozish mumkin. Masalan,
[1234] (2134} (3124) [4123j
3412)" (4312) (1342 ) ( 2341
o’rniga go’yishlarning barchasida 1 soni 3 ga, 2 soni 4 ga, 3 soni 1 ga, 4 soni 2 ga
o’tganligi sababli, ular aynan bitta o’rniga go’yishni ifodalaydi. n ta son yordamida
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tuzilgan har bir o’rniga go’yishni n! har xil ko’rinishlarda yozish mumkin. n ta
sondan tuzilgan har xil o’rniga go’yishlar soni ham n! ga tengdir.

Agar o’rniga go’yishning ikkala satridagi inversiyalar yig’indisi juft bo’lsa,
o’rniga qo’yish juft deb, agar inversiyalar yig’indisi toq bo’lsa, toq deb aytiladi.
Demak, agar ikkala satrdagi inversiyalar bir xilda juft, yoki ikkalasi ham toq bo’lsa,
o’rniga go’yish juft, agar har xil bo’lsa o’rniga qo’yish toq bo’ladi. O’rniga
go’yishning juft-toqligi uning ikkita satr yordamida ko’rinishidan bog’liq emas,
ya’ni bitta o’rniga go’yishning har xil ko’rinishida inversiyalar juft-togligi bir xildir.
3214\ (1234
1324) (2314

Masalan, ( j o’rniga qo’yishning birinchi yozuvida to’rtta,

ikkinchisida ikkita inversiya bor, ya’ni juft.

n elementdan tuzilgan juft o’rniga go’yishlar soni tog o’rniga qo’yishlar
soniga va demak, %n! ga tengdir (n > 2).

O’rniga qo’yishning juft-togligini aniglashning boshga usuli ham bor. Bir
nechta sonlar ketma-ketligida berilgan o’rniga go’yishda birinchi son -ikkinchisiga,
ikkinchisi-uchinchisiga va h.k oxirgisi - birinchisiga o’tsa, bu sonlar sikl deb ataladi.
SikIni undagi sonlarni umumiy gavslarga olib yozish bilan belgilanadi. Agarda son
yana o’ziga o’tsa, u ham bitta sikIni tashkil etadi. Umumiy sonlarga ega bo’Imagan
sikllar, o’zaro bog’lig bo’Imagan sikllar deyiladi. Har ganday o’rniga go’yishni

o’zaro bog’lig bo’lmagan sikllarga ajratish mumkin (yoki yoyish mumkin).
123456

Masalan, =(162)(45)3).
raney ~52Ke510

O’rniga qo’yishdagi elementlar soni n va uning yoyilmasidagi sikllar soni k
ning ayirmasi bo’lgan d soniga, ya’ni d = n - k ga o’rniga qo 'yishning dekrementi
deyiladi. O’rniga qo’yishning juft-togligi uning dekrementining juft-togligi bilan bir
xildir. Masalan: n =6,k =3,d =3 bo’lib, o’rniga qo’yish toqg. n- tartibli
ikkita o’rniga go’yishni ketma-ket bajarishdan hosil bo’lgan o’rniga go’yishga
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25314

ularning ko ‘paytmasi deyiladi. Masalan, agar a = 12345
e YR 29 9= 31054 )

12345
( j bo’lsa,

12345 .
] bo’ladi.

u holda ab = (32541

Agar siklni o’rniga qo’yish deb tushunsak, u holda o’rniga qo’yishni o’zaro
bog’liq bo’lmagan sikllarga yoyilmasiga uning shu sikllarning ko’paytmasi
ko’rinishidagi ifodasi deb garash mumkin. Agar 1, 2, ..., n, sonlarning o’rniga
qo’yishda iy son iy ga, iz -- i3 ga ,... k1 -- ik ga (k < n), ix --1; ga o’tib, qolgan sonlar
0’ziga o’tsa, bunday o’rniga qo’yishga Sikl yoki siklik o 'rniga qgoyish deyiladi va
(ig, I2, ..., Ix) ko’rinishida belgilanadi. (i, Iz, ..., i) va masalan, (iz, i3, ..., ik, i1) Sikllar
o’zaro tengdir. k songa siklning uzunligi deyiladi.

Uzunligi 1 ga teng sikl ko’paytmada yozilmaydi. Masalan,

[12345678

82157463} = (183)(4576). Uzunligi ikkiga teng sikl transpozitsiya deyiladi. Har

qanday o’rniga qo’yishni transpozitsiyar ko paytmasi shaklida ifodalash mumkin.
Masalan, (iy, iz, ..., ik) = (i1, 12) (i1, 13) ... (i1, ). Bu ifodalanish yagona emas, har
qanday juft o’rniga qo’yishni juft sondagi transpozitsiyalar, toq o’rniga qo’yishni
toq sondagi transpozitsiyalar ko paytmasi ko’rinishida ifodalash mumkin.

2.2-misol. Agar RPOKUTME harfli o’rin almashtirishni tartib deb qarab,
unga nisbatan KOMPUTER o’rin almashtirishining juft yoki togligini aniglang.

Yechilishi. K harfi O, P, R harflari bilan 3 inversiyani tashkil giladi. O harfi P,
R bilan 2 inversiyani, M harfi P, U, T, R harflari bilan 4 ta inversiyani, P harfi R
harfi bilan 1 inversiyani, U harfi R bilan 1 inversiyani, U harfi R bilan 1 inversiyani,
T harfi R bilan 1 inversiyani, E harfi R bilan 1 inversiyanm hosil giladi. Hammasi
bo’lib KOMPUTER o’rin almashtirishida 14 ta inversiya bor. Demak, bu o’rin
almashtirish juft. m

2.3-misol. (2n,2n-2,...,6,4,2,2n-1,2n-3,...,5/3,1) (1)
o’rin almashtirishida inversiyalar sonini toping. O’rin almashtirishi juft bo’ladigan
n larning va toq bo’ladigan n larning umumiy ko’rinishini ko’rsating. Yechilishi.

Inversiyalar sonini hisoblaymiz:
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@2n-)+(2n-3)+..+5+3+1+(n-D+(n—-2)+...+ 2+1=

:1+(2n—1)-n+1+(n—1).(n_l):n2+n(n—1):l
2 2 2 2

bundan n=4k va n=4Kk+ 3 bo’lgandagina (1) o’rin almashtirish juft bo’lishini

n(3n-1)

ko’ramiz. m
2.4-misol. (9,5, 1, 8, 3,7, 4,6, 2) o’rinalmashtirishdan (9, 8,7,6,5,4, 3, 2,
1) o’rin almashtirishga o’tish mumkin bo’lgan transpozitsiyalarni ko’rsating.
Yechilishi. Bu transpozitsiyalar quyidagilardan iboratligini ko’rish qiyin
emas. (5, 8), (1, 7), (5, 6), (3,5), (1,4), (1,3),(2,1). m

2.3. n-tartibli determinantning ta’rifi

n - tartibli determinant deb quyidagi simvol bilan belgilangan sonni ataymiz:
iy Aty

D= Ay dpp *rrdyy,

..................

n-tartibli determinant yoki n > 1 da A matritsaning determinanti deb, shu

matritsaning elementlaridan quyidagi formula yordamida hosil gilingan songa

aytiladi:
all a12 TR aln
a a Lo a
‘A‘:detA:‘aijln: 21 22 2n _
anl an2 ann

S+t k

Bunda birinchi to’rtta ifoda determinantning belgilanishi; birinchi summa o’zaro

Li_l - 'j -
| PR PRRETRI

teng bo’lmagan barcha



o’rniga qo’yishlar bo’yicha olinib, bunda s — yuqori satrdagi inversiyalar soni,
t — quyi satrdagi inversiyalar soni, ikkinchi summa barcha (ki, kz, ..., ky) o’rin
almashtirishlar bo’yicha olinib, k - bu o’rin almashtirishdagi inversiyalar soni. Bu
ikki summa aynan tengdir. Summalardagi qo’shiluvchilar determinantning hadlari
deyiladi; determinantning har bir hadi — matritsaning har bir satridan bittadan, har
bir ustunidan bittadan olingan n ta elementlar ko’paytmasiga teng bo’lib, agar (*)
o’rniga qo’yish juft bo’lsa, bu ko’paytma o’z ishorasi bilan, agar o’rniga qo’yish
toq bo’lsa, teskari ishora bilan olinadi. Birinchi tartibli determinant o’zining yagona
elementiga teng. n-tartibli determinantning barcha elementlari soni n! ga teng. A
matritsaning elementlari, satrlari, ustunlari mos determinantning elementlari,
satrlari, ustunlari deb ataladi.

n -tartibli determinant n ta satr, n ta ustun va n® ta elementga ega, bunda

84,8y, Agg,...,A,, €lementlar birinchi ( bosh) diagnolni, a,,a,, ,,...,a, elementlar

esa ikkinchi (yordamchi) diagonalni tashkil etadi.
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3-ma’ruza. Determinantning xossalari

3.1. Determinantning asosiy xossalari
1°. Determinantda hamma satrlar mos ustunlar qilib yozilsa, ya’ni
transponirlanganda, determinatning giymati o’zgarmaydi, ya’ni
all a12 a13 all a21 a31
Ay 8,y 8y =3y, Ay Agyl - (3.1)
8y 8y 3| |Ay3 By gy
Isboti. Bu xossani isbot etish uchun (3.1) tenglikning to’g’riligini ko’rsatish
yetarli. Ammo (3.1) dagi har ikki determenantni uchburchak qoidasini qo’llab
hisoblasak, bir xil natijaga kelamiz. =
2°. Determinantning biror satridagi (yoki biror ustunidagi) barcha elementlar

nolga teng bo’lsa, bunday determinant nolga teng bo’ladi, ya’ni

all a12 a13 all a12 O
0 0 0|=0, |a, a, 0=0. (3.2)
a3l a32 a33 a31 a32 O

Isboti. (3.2) ni har ikki determenantni uchburchak qoidasini qo’llab
hisoblasak, har bir hadida nol gatnashadi. Bunday determinant giymati nolga teng
bo’ladi. m

3°. Determinantda istalgan ikki satrni (yoki ikki ustunni) 0’zaro almashtirsak,
determinantning faqat ishorasi o’zgaradi.

Isboti. Bu xossaning to’g’riligiga berilgan determenantga va undan ikki satr
yoki ikki ustunning o’rnini almashtirishda hosil bo’lgan determinantga uchburchak
qoidasini bevosita qo’llash bilan ishonch hosil qilish mumkin. Jumladan, 1-va 3-

ustunlarning o’rnini almashtirsak, Ushbu

all a12 a13 a13 alZ all

Ay Qyy Ay = |8y Ay, Ay
a

a
a31 a32 a33 33 a32 a31
tenglikka ega bo’lamiz. m
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4%, Determinantning ikkita satri (yoki ikkita ustuni) teng bo’lsa, bu
determinant nolga teng bo’ladi.
Isboti. (3.1) determinantning 1- va 2- satri elementlari mos ravishda bir-

biriga teng bo’lsin,

a, a, a;
a,; a4, a;|= A,
Ay 83 g

Shu determinantdagi bu satrlar o’rinlarini amlashtiramiz. U vaqtda, bir tomondan,
3%-xossaga asosan, determinantning qiymati o’z ishorasini o’zgartiradi. Lekin
ikkinchi tomondan, o’zaro almashtirilayotgan satrlar bir xil bo’lgani uchun ularni
o’zaro almashtirish determinant qiymatini o’zgartirmaydi. Demak, A=-A
tenglikka egamiz, bundan 2A=0 yoki A =0 Kkelib chigadi. Determinantning
elementlari teng ikki ustunining o’rinlarinialmashtirishga tegishli mulohazalar ham
shunga o’xshash yuritiladi. m

59 Determinantning ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarini biror o‘zgarmas k
soniga ko‘paytirilsa, determinantning qiymati ham K ga ko‘paytiriladi.

Isboti. (3.1) determinantning birinchi satri elementlarini  k ga ko‘paytirib
determenantni uchburchak qoidasini qo’llanib hisoblaymiz:

ka, ka, kag
Ap=|8 8y 83| = Kay8p85; + Kayaysas; +Kay38,,8g, —Kayjsap,85, —

&1 A a3
—kay 8585, —Kay,a,0855 =Klay, 8y  ap|=kKA.
d3; a3 g3
Demak, determinantnin satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning
umumiy ko’paytuvchisini determinant belgisi ostidan chigarish mumkin. m
6°. Biror satridagi barcha elementlari boshga bir satrining mos elementlariga
proporsional bo’lgan determinant nolga tengdir. Xuddi shundayxossa ustunlar uchun

ham o’rinli.
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Isboti. (3.1) determinintning, masalan, birinchi satri elementlari uning
uchinchi satri elementlari bilan proporsional, ya’ni a;; =ka,,, a;, =ka,, 8,5 =Kag,
munosabatlar o’rinli bo’lsin deylik. Bu munosabatlardan foydalanib, quyidagiga ega
bo’lamiz:

&, &, &y |Kay, kag, Kag| [ Ay, A
A=lay 8y 85=|8; 8; a3|=Kay a5, axp/=k-0=0.
d3; @83 dg3) |83 83 A3 d3; Q3 g3
Oxirgi determinantning birinchi va uchinchi satrlari elementlari bir hil bo’lgani
uchun 4%-xossaga ko’ra uning qiymati nolga teng. Qolgan hollarda ham mulohazalar
shu kabi yuritiladi. m

7°. Agar determinantning i-satridagi barcha elementlar m ta go’shiluvchidan
iborat bo’lsa, u holda bu determinantni m ta determinantlarning yig’indisi
ko’rinishida ifodalash mumkin bo’lib, bunda ularning i-dan fargli barcha satrlari
berilgan deteminantdagidek, i- satri esa birinchi determinantda birinchi
go’shiluvchilardan ikkinchisida - ikkinchilaridan va h.k. tuzilgandir. Xuddi
shunday, ustunlar uchun ham o’rinlidir. Xususiy holda bitta satrga boshga bir satrni
(ustunni) go’shish (yoki undan ayirish) mumkin, ya’ni

a, a,+b a, |a, a, a, |[a, b a;
a8, 8, +C aAy(=|ay 8y, ay/+|@y C a8yl
a, a8, +d ay| (@, @, agl |8y d ag,

8°. Agar determinantning hech bo’lmaganda bitta satri boshqa satrlari orgali
chizigli bog’langan bo’lsa, bu determinant nolga tengdir. Aksincha, agar n- tartibli
(n > 2) determinant nolga teng bo’lsa, u holda uning hech bo’lmaganda bitta satri
boshqa satrlari orgali chizigli ifodalangan bo’ladi. Xuddi shunday ustunlar uchun
ham o’rinlidir.

99, Determinantda biror ustun (satr) ning hamma elemntlarini bitta k songa
ko’paytirib, bu ko’paytmalarni boshqga ustun (satr) ning mos elementlariga qo’shsak,

determinantning qiymati o’zgarmaydi.
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Isboti. (3.1) determinintning bininchi satri elementlarini k ga ko’paytirib,
ikkinchi satri elementlariga mos ravishda qo’shaylik (boshqga hollar uchun ham isbot

shunga o’xshash bo’ladi). Ko’rilayotgan holda

ajg app ag3
Ay tKayy @, +Kay, ay +Kkag.
dgg dsy As3

Bu determinant giymatini A deb belgilaylik. Biz A=A ekanini ko’rsatishimiz
lozim. Determinintning 6° - va 7°-xossalarga ko’ra, qo’yidagiga ega bo’lamiz:
Ay dp 3| |d; G Gg3
A= Ay, Ay, Aygl+Ma;; mMa, mMa,s=A+0=A.m
d3; d3p; d33) |3 d3  dg3

3.2. Minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalari.
Laplas teoremasi

3.1-ta’rif. n- tartibli D determinantning istalgan k ta satri va k ta
ustunlarini ajrataylik. Bu satrlar va ustunlarning kesishgan joylaridagi elementlarni
D determinantdagidek tartibda olib, ulardan k - tartibli M determinantni tuzsak, u
D ning k- tartibli minori deb ataladi.

3.2-ta’rif. D determinantda ajratilgan k ta satr va k ta ustunni o’chiraylik.
D ning golgan elementlarini shu D dagidek tartibda olib, ulardan (n—k) tartibli
M determinantni tuzsak, u, M ga go 'shma minor deyiladi.

3.1-misol. Ushbu
ay Q, 3 A s
a, a, &, a, ax
D=la,, a;, a; a8, a;
a, a, 8, a8, a;

a'51 a52 a53 a54 a'55

determinantda 1- va 5- satrlarni, 3 va 4- ustunlarni ajratib minor va qo’shma

minorlarni tuzing.
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Yechilishi. Berilgan determinantning 1- va 5- satrlarni, 3 va 4- ustunlarni

kesishgan joylaridagi elementlarni ajratamiz. Budan 2- tartibli

a3 dpy
M =

ds3  dsg
minor tuziladi. Bu ajratilgan satr va ustunlarni o’chirsak, qolgan elementlardan

ushbu

ay1 dpyy dys

M =|a3 a3 ass
g1 dgp  Qys
qo’shimcha minor hosil bo’ladi. m
3.3- ta’rif. Ushbu

(_1)6{1+0!2+...+O!k,ﬂ1+ﬂ2+...+ﬂk

darajaning M qo’shimcha minorga ko’paytmasi k- tartibli M minorning algebraik

to’ldiruvchisi (yoki M minorga mos algebraik to’ldiruvchi) deb ataladi, bunda

o, Oy, Ba B, fo,....fc MoOs ravishda, D determinantning M minorga

tegishli satr va ustunlarining ragamlarini bildiradi.

Algebraik to’ldiruvchi, odatda, A harf bilan belgilanadi. Ta’rifga muvofiq:

A= (_1)a1+a2+...+ak+ﬂl+ﬂ2+...+ﬂk . M .

ko’rinishda yoziladi.

Agar M minor bitta elementdan iborat, ya’'ni M =a,, bo’lsa, unga mos

algebraik to’ldiruvchini A, bilan belgilaydilar. Bu holda

K-+l
Ag = D™ - My .
. . a3 Ay . . . o1 1 ..
3.1-misoldagi M = minorning algebraik to’ldiruvchisi
ds3  dsq4
Ay Gy s Ay Gy s
_ 1+5+3+4 _
A4=(-1) 31 U3y 35| =—|d3) A3y zs
Q41 Aqp  Gys 41 Gqp  Gys

bo’ladi.
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3.1-lemma. M minorning istalgan hadini shu minorga mos A algebraik
to’ldiruvchining istalgan hadiga ko’paytirsa, D determinantning hadi hosil bo’ladi.
3.1-teorema (Laplas). n- tartibli D determinantda istalgan k ta satr (yoki
ustun) ni ajratamiz (1<% < n). Bu ajratilgan satr (yoki ustun) larning elementlaridan
tuzilgan hamma k- tartibli minorlarni o’z algebraik to’ldiruvchilari ko’paytirib

natijalarni qo’shsak, yig’indi D determinantga teng bo’ladi.

3.2-misol. Ushbu

2 1 3
-1 3 -2 5
D=
4
1 2 -3

5- tartibli determinantni 2-tartibli minorlar bo’yicha yoyib hisoblang.
Yechilishi. Determinantda, masalan, 1 va 2 satrlarni ajratsak, ularning

!
elementlaridan, hammasi bo’lib C; = % =6 ta 2- tartibli minor tuziladi. Laplas

teoremasiga asosan quyidagini hosil gilamiz:

D= 2 1 _(_1)1+2+1+2 4 2 + 2 3 _(_1)1+2+1+3 . 5 2 + 2 4 . (_1)1+2+1+4 .
-1 3 -3 -1 -2 2 1 |-1 5
5 4 1 3 0 2 (1 4 0 4
. + . (_1)1+2+2+3 . + (_1)1+2+2+4 . +
2 -3 3 -2 11 3 5 1 -3
3 4 0 5
+H, 5‘ L~ 2‘ =7-10-1(-1) +14-(-23) -11-(-2) -

—7-4+23-(-5)=70+1-322+22-28-115=-372.m
3.3. Determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish
Agar Laplas teoremasisida k=1 bo’lsa, ya’'ni D determinantda bitta satr

ajratilsa, u vagtda M,,M,,...,M, minorlar, birinchi tartibli minorlar sifatida, satrning

elementlaridan iborat bo’ladi.
Masalan, bu minorlar , i-satrning a;,a,,,...,a;, €lementlarini bildirsa, u
vaqtda A4,, 4,,...,4, algebraik to’ldiruvchilar bu elementlarning
v Agreen A,
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algebraik to’ldiruvchilariga aylanadi va Laplas teoremasiga ko’ra,

D=a A, +anA;, +...+a;,A4;, (3.3)
ko’rinishni oladi. Bu (3.3) tenglik D determinantning i satr elementlari bo yicha
yoyilmasi deyiladi.

Agar minorlar j-ustunning a,;,a,;,...,a,; elementlarini ifodalasa, u holda

Laplas teorimasiga ko’ra D determinantning qiymati

bo’ladi. Bu (3.4) tenglikka D determinantning j-ustun elementlari boyicha

yoyilmasidir.
1 2 -2
3.3-misol. Ushbu A=[1 0 5| determinantni ikkinchi va uchinchi ustun
3 0 6

bo’yicha hisoblang.
Yechilishi. Berilgan A determinantni (1.9.2)-formula bo’yicha hisoblaymiz:

A=—2(—1)1+3; 8‘+5(—1)2+3; §‘+6(—1)3+31 3:18,
15 1 -2 1 -2
A:2_11+2 _12+2 _13+2 ~18.
(o groer " Rroly ) s

Demak, berilgan A determinantnng qiymati bir xil chiqdi. m

3.2-teorema. Determinantda i- satr ( yoki j- ustun) ning a,;; dan boshga,
hamma elementlari nolga teng bo’lsa, bu determinant o’sha a;; element bilan unga

mos algebraik to’ldiruvchining ko’paytmasiga teng bo’ladi, ya’ni

D = aiinj'
4 1 3 4
3.2-teoremaga asosan, ushbu A=[0 0 5 |=5(-1)*" 32_125, determinantni
-1 6 -

hisoblash engil.
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3.3-teorema. D determinantning bitta satri (yoki ustuni) dagi hamma
elementlarini  boshga satr (ustuni) dagi mos elementlarining algebraik
to’ldiruvchilariga ko’paytirib, natijalarni qo’shsak, yig’indi nolga teng bo’ladi, ya’ni
A A + A ot A, =0 (i#]),
A Ay Ay .+, A =0 (sS#t).
3.4-teorema. D determinantning bitta satri (yoki ustuni) dagi hamma
elementlarini shu satr (ustuni) dagi mos elementlarining algebraik to’ldiruvchilariga
ko’paytirib, natijalarni qo’shsak, yig’indi D determinantga teng bo’ladi, ya’ni
Ay +a,A, +...+3,A, =D, a A +a, A +...+a, A =D.
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4-ma’ruza.

Matrisa rangi. Matrisa rangini hisoblash usullari

4.1.Matrisa rangi.

4.1-tarif. Matrisa rangi dyeb, uning noldan fargli minorlari tartibining eng
kattasiga aytiladi va u r(A) yoki rang(A) kabi belgilanadi.

Agar A matrisaning rangi r ga tyeng bo’lsa bu narsa A matrisada hyech
bo’lmaganda bitta noldan fargli r tartibli minor birligini, birog r dan katta tartibli
har ganday minor nolga tyengligini anglatadi.

A matritsada noldan fargli agalli bitta s tartibli minor mavjud bo’lib, shu A
dagi s dan yugqori tartibli hamma minorlari nolga teng bo’lsa, A ning rangi s ga
teng, ya’ni rangA=s bo’ladi.

Agar A matritsaning 2 va undan yuqori tartibli minorlari nolga teng bo’lsayu,
lekin A da aqalli bitta element noldan farqli bo’lsa, A ning rangi 1 ga teng, ya’ni
rangA=1 bo’ladi.

Agar A matritsaning hamma elementlari nollardan iborat bo’lsa, bu
matritsaning rangi 0 ga teng, ya’ni rangA=rangE® =0 bo’ladi.

4.1-teorema. Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o’zgartirmaydi.

4.2-teorema. Agar A matritsaning rangi s ga teng bo’lsa, rangni aniglovchi
D minorga kirgan satrlar (ustunlar) orgali A ning golgan har bir satri (ustuni)
chizigli ifodalanadi.

4.3-teorema. Agar matritsada noldan fargli s -tartibli D minor mavjud bo’lib,
bu minorga kiruvchi satrlar (ustunlar) orgali A ning golgan har bir satri (ustuni)
chizigli ifodalansa, A ning rangi s ga teng bo’ladi.

4.4-teorema. To’g’ri burchakli A matritsaning noldan fargli minorlarning eng
yuqgori tartibi shu matritsaning rangiga teng.

Matrisa rangini aniglashda odatda, ko’p sondagi dityerminantlarni
hisoblashga to’g’ri kyeladi. Bu ishni osonlashtirish uchun maxsus usullarni

bayonidan oldin matrisaning elyemyentar almashtirishlarini kyeltiramiz:
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4.1.. Elementar almashtirishlar.

4.2—ta’rif. Matritsani elementar almashtirishlar deb,

1. Transponirlashni;

2. lIstalgan ikki satr (ikki ustun) ni o’zaro almashtirishni;

3. lIstalgan satr (ustun) ning elementlarini noldan fargli har ganday M songa
ko’paytirishni;

4. Bir satr (ustun) ning elementlarini istalgan m songa (m =0 bo’lishi ham
mumkin) ko’paytirib, boshga satr (ustun) ning mos elementlariga qo’shishni
aytamiz.

5. Matrisada, barcha elyemyentlari nol bo’lgan satrini tashlab yuborish;

Agar B matritsa A matritsaning satrlari (yoki ustunlari) ni bir necha
marta ketma-ket elementar almashtirishlar yordamida olingan bo’lsa, u holda A
matritsa B matritsaga ekvivalent deyiladi va A = B ko’rinishda yoziladi.
Ekvivalyent matrisalar umuman aytganda bir- biriga tyeng emas lyekin ularning

ranglari tyeng bo’lishidan foydalanish mumkin.

12 3 4
Masalan, ushbu A4 :(3 4] Bz(l 2J matritsalar ekvivalentdir.

12 4 6
Hagigatan ham, 2 satrni 1 satrga qo’shamiz, 4 = (3 4} ~ (3 4j ~

satrga 2 satrni —1 ga ko’paytirib, 1 satrni 2 satrga qo’shamiz;

46\ (46 34_B
“l34)(12)12)

1 satrni —1 ga ko’paytirib 2 satrni qo’shamiz.

Teorema. Elementar almashtirishlar matrisaning rangini o’zgartirmaydi.
Matrisa rangi uchun quyidagi xossa o’rinli:

1°. rang(A+ B)<rang(A)+ rang(B);

2°. rang(A- B)< min{rang(A),rang(B)};

3% rang(A-B)+rang(BC)-r(B)<rang(ABC).
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4.2. Matrisa rangini hisoblashning minorlar usuli. Ekvivalent

almashtirishlar yordamida matrisa rangini hisoblash

4.1-misol. Xashiyalavchi minor yordamida quyidagi matrisaning rangini
topig

1 -2 3 -2 4
2 -4 5 1 7]
1 -2 1 8 2

Yechilishi. Xoshiyalavchi minor yordamida bu matrisaning rangini

hisoblaymiz. Matrisaning chap burchagidagi birinchi tartibli minor noldan fargli

1 #0. Uning xoshiyalavchi ikkinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

M

-2
2 -4

=0, M’ :‘
M2 minorni saglagan xoshiyalavchi uchinchi tartibli minorni hisoblaymiz:
-2

1 1 3 4
2 1/=0 wva 2 5 7)=0.
1 1 1 2

= O W

Uchinchi tartibli minorlarning barchasi nolga teng. Demak, berilgan matrisaning

rangi rangA=2. m

4.2-misol. Elemintar almashtirishlar yordamida quyidagi matrisaning rangini

toping

2 3 5 -3 -2
34 3 -1 -3
5 6 -1 3 -5
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Yechilishi. Biz qo'shni matritsalarni ~ ekvivalentlik belgisi bilan birlashtirib,
bosgichma-bosqgich shaklga olib keladigan elementar almashtirishlar yordamida

ushbu matritsaning rangini hisoblaymiz.

Ikkinchi satrdan  birinchi satrni ayiramiz va  satrlarning o’rinlarini

almashtiramiz:

11 -2 2 -1
2 3 5 -3 -2|~
5 6 -1 3 -5

Ikkinch satrdan uchinchi satrni ayiramiz va mos ravishda 2 va 5 ga ko’paytiramiz:

11 -2 2 -1
~101 9 -7 0|~
01 9 -7 0

Uchinchi satrdan ikkinch satrni ayiramiz

11 -2 2 -1
~101 9 -7 O
00 0 0 O

Demak, matritsaning ranggi ikkitadir.

Olingan matritsa osongina kanonikka ko’rinishga olib keladi. Birinchi
ustunni chigarib, tegishli sonlar bilan ko'paytiriladi, quyidagilardan, birinchi
gatordan tashgari birinchi satrning barcha elementlarini nolga aylantiramiz va
boshga satrlarning elementlari o'zgarmaydi. Keyin, ikkinchi ustunni chigarib,
quyidagi ragamlarga ko'paytiramiz, ikkinchisidan tashqari ikkinchi satrning barcha

elementlarini nolga aylantiramiz va kanonik matritsani olamiz:

o o

o - o

o o o

o o o

o o o
n
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5-ma’ruza.

Teskari matrisa. Teskari matrisani hisoblash usullari

5.1. Teskari matrisa haqgida tushuncha
5.1-ta’rif. Agar n- tartibli A va B kvadrat matrisalar orasida

AB=BA=E (E - birlik matrisa) munosabat o’rinli bo’lsa, u holda B matrisani A

matrisaga (va aksincha) teskari matrisa deyiladi.

A matrisa uchun teskari matrisasini A™ orgali belgilanadi. U holda o’zaro

teskari matrisalar uchun ushbu munosabat o’rinli:
AAT = ATA=E.

Berilgan kvadrat matrisaga teskari matrisa har doim ham mavjud
bo’lavermaydi. Bunday matrisa mavjud bo’lganda uni topish ko’p masalalarni hal
etishda muhim ahamiyat kasb etadi.

5.2—ta’rif. Agar A kvadrat matrisaning determenanti nolga teng bo’lsa, u
holda A matrisani maxsus, aks holda, maxsusmas matrisa deyiladi.

5.1-teorema. Ixtiyoriy maxsusmas matrisa uchun unga teskari matrisa
mavjud.

Isboti. Faraz gilaylik, A=[a;] matrisa n tartibli kvadrat matrisa bo’lib,
D =det A= 0 bo’lsin. A matrisaning a;(i, j =12,...,n) elementlariga mos

keluvchi algebraik to’ldiruvchilardan tuzilgan ushbu matrisani qaraymiz:

Ay Ay |
Ao Poghon |

>
[l

Agar bu matrisani transponirlasak,
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_All A21"'An1
'&T — A12 A22"'An2
_Anl A2n" Ann

matrisaga ega bo’lamiz. AT matrisani odatda A4 matrisaga qo’shma matrisa
deyiladi. Qo’shma matrisaning barcha elementlarini A matrisaning determinantiga
bo’lib, qo’yidagi matrisani hosil qilamiz:

Ay Ay A,
det A detA detA
A, Ay, A,
B=|det4 detA detA|.

............................

A, A, A

n nn

det A detA detA

n

Hosil bo’lgan bu B matrisani A matrisaga teskari ekanini, ya’ni B=A"
ekanligini isbot gilamiz. Buning uchun determinantning xossalariga asoslanib, A

va B matrisalarning ko’ paytmasini hisoblaymiz:

Av Ay A

&, a2, | AAl AAZ /i 10..0]
AB = d,;  dy..dy, . A2 Az... AZ _ 0 1..0 |
. O 0 0.0
L ~'nl n2 nn _| Ain A2n. A\m L _
A A A

Demak, B=A™".Bundan det A* = % A ekani kelib chigadi. m

Eslatmalar.

1. Berilgan maxsusmas A matrisa uchun uning teskari A™ matrisasi
yagonadir.

2. Maxsus kvadrat matrisa uchun teskari matrisa mavjud emas.

5.1-misol.Ushbu
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123
A=|2 45
356
matrisa uchun teskari matrisani topaylik.
Yechilishi.Buning uchun avval det A determinantni tuzamiz va

hisoblaymiz.

123 04 2 3
D=detA=2 4 5=0 0 -1|=-1%0
355 |0 -1-3
Demak, A maxsusmas matrisa.
Endi qo’shma matrisani tezamiz. Buning uchun A matrisaning satr
elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini topamiz va ularni mos ravishda

ustunlarga joylashtiramiz:

A;=4-6-5-5=-1, A,=—(2-6-3-5)=3,
A, =—(2-6-5-3)=3, A,=1-6-3-3)=-3,
Ay =2-5-4-3=-2, A,=-(1-5-3-2)=1

A,=2-5-3-4=-2
A, =-(5-1-3-2)=1
A,=1-4-2.2=0

Shunday qilib,
-1 3 -2
AT=| 3 -3 1
-2 1 0

Nihoyat, A ning barcha elementlarini A=-1A=-1 ga bo’lamiz, u holda

teskari matrisa ushbu ko’rinishga ega bo’ladi:

1 -3 2
A'=|-3 3 -1|.
2 -1 0

Tekshirish ko’rsatadiki, A- A™ = E. Hagigatan,
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123 1 -3 2

AA'=|2 4 5|-|-3 3 -1|=

356 2 -1 9
1.1+ 2(-3)+3-2 ,(-3)+2-3+3(-1) 1-2+2(-1)+3-0
=|2-1+4(-3)+5-2 2(-3)+4-3+5(-1) 2-2+4(-1)+5-0|=
3:1+5(-3)+6-2 3(-3)+5-3+6(-1) 3-2+5(-1)+6-0
100
=10 10|=E
0 01

Shu yo’l bilan A™A=E ekanini isbotlash mumkin. m

5.2. Ekvivalent almashtirishlar yordamida teskari matrisani hisoblash

Teskari matrisa quyidagi xossalarga ega:
1°. Teskari matrisaning determinanti berilgan matrisa determinantining

teskari qiymatiga teng, ya’ni det(A™) = b :
det A

2°. Kvadrat matrisalar ko paytmasi AB uchun teskari ikkinchi B matrisaga
teskari matrisaning birinchi A matrisaga teskari matrisaga ko’paytmasiga teng,
ya’'ni
(AB) ' =BA™,
3°. Transponirlangan teskari matrisa berilgan transponirlangan matrisaning
teskarisiga teng, ya’ni
(A7) =(A")™.
4°, Teskari matrisaning teskarisi berilgan matrisaning o’ziga teng, ya’ni
(A H1=4.

2 x 2 o’lchamli matrisa uchun teskari matrisa quy’dagicha aniqlanadi.

b 4 1 d -b
g va ad —bc#0 bo’lsa, u holda A~ =

a
Agar A=
ad —bcl\-c a

C

bo’ladi.
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5.2-misol. Elimentar satrlarni almashtirish yordamida A teskari matrisani

toping:

3 -4 5
A=|2 -3 1
3 -5 -1
Yechilishi. Matrisani ko’rinishda yozamiz:

3 -4 5|1 00 (1 -1 4|1 -1 0

2 -3 1|0 1 0|]—=5|2 -3 1|0 1 0>
3 -5 -1|/0 01 3 -5 -1/0 0 1

1 -1 4 |1 -1 0)

0 -1 -7|-2 3 0|>

0 -2 -13|-3 3 1,

1 -1 4]1 =10 1 -1 0|-3 11 -4

— B2 o0 -1 -7|-2 3 0|—=|0 -1 0|5 -18 7 |>

00 1|1 -31 0 0 -3 1
1 0 0[-8 29 -11
—|0 1 0|/-5 18 -7
0011 -3 1

Shunday qilib, izlangan teskari matrisa ko’rinishda bo’ladi:

-
-

-8 29 -11
Al=|-5 18 -7 |.m
1 -3 1
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6-ma’ruza.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi va
ularni yechish usullari.

Yugqoridagi paragraflarda chiziqli algebraning asosiy tushunchalaridan bo‘lgan
matritsalar, determinantlar va ularning asosiy xossalarini o‘rgandik. Endi ular
asosida chizigli algebraik tenglamalar sistemalarini batafsil o‘rganamiz.

6.1. Chizigli tenglamalar sistemasi. Kroneker-Kapelli teoremasi. n
noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:

Ay X +a,X +...+ a3, X, =by,
J 821Xy F 8gXp + ot By Xy = b,, 6.1)

(@i Xy + 8o Xy +ot 8 X, =Dy,

bunda tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik, teng yoki undan katta

m <n,m =n,m >n) bo’lishi mumkin. (6.1) tenglamalar sistemasida a;

koeffisiyentlar x; -noma’lumlar, b, -ozod hadlar (i =12,...,m, j=12,...,n) deyiladi.
6.1-ta’rif. Agar x,x,,...,x, noma’lumlarga berilgan ¢;,a,,...,c, qiymatlarni

qo’yganda (6.1) sistemasining hamma tenglamalarini ganoatlantirsa, o;,a,,...,a,

sonlar to’plami (6.1) sistemaning yechimi deyiladi.

(6.1) tenglamalar sistemasi koeffisiyentlaridan tuzilgan ushbu

matrisani va A matrisada unga ozod hadlar ustunini qo’shish bilan hosil gilingan

ushbu



matrisani garaymiz. A matrisa (6.1) tenglamalar sistemasining matrisasi yoki asosiy
matrisasi, B esa kengaytirilgan matrisasi deyiladi. Bu matrisalarning ranglari

rangA <rangB tengsizlik bilan bog’langanligi ravshan.

Agar chizqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo’lsa, u birgalikda, agar
yechimga ega bo’lmasa, u birgalikda emas deyiladi.

Birgalikda chizigli tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo’lsa, u
aniglangan, agar cheksiz ko’p yechimlarga ega bo’lsa, u anigmas sistema deb
ataladi.

Agar ikkita birgalikdagi tenglamalar sistemasidan birining har bir yechimi
ikkinchisining yechimi va aksincha, ikkinchisining har bir yechimi birinchisining
yechimi bo’lIsa, bu sistemalar teng kuchli sistemalar deb ataladi.

Quyidagi almashtirishlar tenglamalar sistemasidan unga teng kuchli
sistemaga o’tkazishni isbotlash mumkin:

1. Istalgan ikkita tenglamaning o’rinlarini almashtirish;
2. Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan fargli istalgan
songa ko’paytirish;
3. Sistema tenglamalardan birining ikkala tomoniga boshga bir
tenglamaning istalgan haqiqiy songa ko’paytirilgan mos qismini qo’shish.
Endi (6.1) chizigli tenglamalar sistemasining yechilishi alomatini gqaraymiz.
6.1-teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). (6.1) chizigli tenglamalar
sistemasi birgalikda bo’lishi uchun, asosiy matrisa bilan kengaytirilgan matrisaning

ranglari teng, ya’ni rangA =rangB bo’lishi zarur va yetarlidir.

(6.1) sistemani tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga oshiriladi.
Tekshirish: (6.1) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
topiladi. Bunda:

1. Agar rang(B)=rang(A)) bo‘lsa, (6.1) sistema birgalikda bo‘lmaydi;

2. Agar rang(B)=rang(A)=n, ya’ni (6.1) sistemaning rangi uning

noma’lumlari soniga teng bo‘lsa, (6.1) sistema birgalikda va aniq bo‘ladi;

51



3. Agar rang(B)=rang(A)<n bo‘lsa, sistema birgalikda va aniqmas

bo‘ladi.

6.2. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning

Kramer usuli

n ta nomalumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi deb, ushbu

allxl +a12.X2 +-°°+a1nxn :bl
alel +a22x2 +"'+aznxn :b2

A X, +a,x, +--+a,x, =b,

ko‘rinishdagi chiziqli tenglamalarning chekli to‘plamiga aytiladi.

Bunda

Y (i, j :1,_n) sonlar berilgan sistemaning koeffitsientlari, b, (i :L_n) esa, sistemaning

ozod hadlari deyiladi. Bu (6.1) sestemadagi noma’lumlarning koeffisiyentlaridan n

- tartibli ushbu detrminantni tuzamiz:
all a12...a1 oo

y1 Ay =r+lyg - rdyy

anl anz.-.a ---a

(6.3)

Bu determinant (6.2) sistemaning determinanti deyiladi. Bunda ikki hol bo’lishi

mumkin: D=0 va D =0. Biz hozircha D # 0 bo’lgan holni ko’raylik.

(6.2) sistemaning birinchi tenglamasini A, (s :1_n) algebraik to’ldiruvchiga,

ikkinchisini 4,.9a,..., n—sini 4, ga ko’paytirib, natijalarni hadlab qo’shamiz:

(A1 A + Ay Agg + F A Ang) X +

+ (A1 Al + 89 Ag + 0+ A Ag) Xy +
o +

+ (alnAls + aZnAZS +'°'+annAns)Xn =

:blAls +b2A25 +'°'+bnAn'

(6.4)

5-mavzudagi determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish, 5.5- va 5.6-

teoremalarga asosan,
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aj A, +a,Arg +...+a, A, =D (6.5)
bo’lib,

ay A +ay A+ +a A =0 (k=59) (6.6)
ko’rinishidagi hamma yig’indilar nolga teng.

Demak, (6.5) va (6.6) ga asosan, (6.4) tenglikdan
D-x,=bAy +byAy), +...+b,A4,, (6.7)

shaklini oladi. (6.7) tenglikning o’ng tomonidagi yig’indini (6.5) bilan solishtirib,
D determinantning s - ustundagi «,,,a,,...,a,, elementlarini mos ravishda,
by, b,,...,b, 0zod hadlar bilan almashtirsa, determinant kelib chigadi. Shunday
qilib, bu determinant quydagi
& Aprdyeg B Agccra,

Ay Apyrrdyey Dy Ayggcerdy,

D, =
dy  Ap an,s—l bn an,s+1 Ay
ko’rinishga ega bo’ladi.
Demak, (6.7) ni D-x, =D shaklda yozib, bundan
Xs =% (s=12,....n) (6.8)

tengliklarga ega bo’lamiz. Bu tengliklar Kramer qoidasi deyiladi.
6.2-teorema. Agar (6.2) sistemaning (6.3) determinanti noldan farqli bo’lsa,
ya’ni D =0, u holda bu (6.2) sistema yechimga ega va bu yechim yagonadir. Bu

yechim (6.8) formulalar bo’yicha, ya’ni Kramer qoidasi bo’yicha hosil gilinadi.
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7-ma’ruza.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning matrisa, Gauss
va Gauss-Jordan usullari

7.1. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Gauss va
Gauss-Jordan usullari
Bizga m nomu’lum n ta chizikli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin, ya’ni
a; X, +apx, +-+ap,x, =b
Ar1X| + AypyXy +-+ay, X, =b,

(7.1)

(7.1) sistemaning noma’lumlarini ketma-ket yo qotish usuli yoki Gauss usuli bilan
yechimini topamiz. Noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish bilan berilgan sistema
uchburchak shaklga kelib goladi.

Agar (7.1) sistemadagi biror tenglamani ikkinchisiga qo’shganda yoki har
qanday haqiqiy songa ko’paytirganda, (7.1) sistemaga ekvivaliyent tenglamalar
sistemasiga ega bo’lamiz. Faraz qilaylik, (7.1) dagi a;;#0 bo’lsin. (7.1)
sistemadagi birinchi tengalamani a,; ga bo’lamiz. U holda

a a a b
X| A+ 22X, 4y ey =L (7.2)
ap apg ap ap

hosil gilingan (7.2) tenglamaga — a,;, — as,...,—a,,; sonlarni ketma-ket
ko’paytirib sistemaning tenglamalariga qo’shamiz, u holda ushbu

a Xy +012X2 +"'+a1mxm :b19
012X2 +"'+szxm:d2,
C32X2 +'°'+C3mxm :d3, (73)

sistemaga ega bo’lamiz. (7.3) tenglamalar sistemasi (7.1) sistemasiga ekvivaliyent

ekanligi bizga ma’lum.
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Bunda birinchi tenglamaga mutlago tegmaymiz va (7.3) sistemaning birinchi
tenglamasidan tashqari barcha tenglamalaridan iborat gismini almashtirish kerak
deb hisoblaymiz. Bunda bu tenglamalar ichida chap tomonlarining barcha
koeffisiyentlari nolga teng bo’lgan tenglamalar mavjud emas deb hisoblaymiz,
albatta, bunday tenglamalarni, agar ularning ozod hadlari ham nolga teng bo’lsa,
tashlab yuborgan bular edik, aks holda esa sistemaning birgalikda emasligini isbot

gilgan bular edik.
uchun ¢,, =0 deb gabul gilamiz. (7.3) sistemaning ikkinchi tenglamasining hamma
hadlarini c,, ga bo’lamiz, so’ngra uni mos ravishda —c,,,—C,,,...—C,, sonlarga
ko’paytirib uchinchi, turtinchi va boshga tenglamalarga qo’shamiz, u holda
a1 Xy + ajnXoy + aj;zXs + e+ AUmX m :bl’
szXz + 023X3 + .- +6’2me :dz,
P33X3 ot Py Xy =43, (7.4)

sistemaga ega bo’lamiz.

Agar bu tenglamalardan biri noldan farqli ozod hadga ega bo’lib, chap
tomonidagi barcha koeffisiyentlari esa nolga teng bo’lgan sistemaga ega bo’lib
qolsa, u holda bu sistema yechimga ega bo’Ilmaydi.

Agar o’zgaruvchilar soni bilan tenglamalar soni (m=n) teng bo’lib va (7.1)
sistema birgalikda (yechimga ega) bo’lsin, u holda (7.4) sistema quyidagi
ko’rinishga ega bo’ladi:
a1 Xy + AoXy + 83Xy + o+, X, =by,

CppXy + CogXg + -4+ Cyp X, =0,

P33X3 + -+ PanXp = s, (7.5)
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bunda a;,,cy,, p33,----¥,, Koeffisiyentlar hammasi noldan fargli. (7.1) sistemaning

oxirgi tenglamasidan X, noma’lum uchun x, oyl tayin bir giymat hosil gilamiz.

nn
Bu qiymatni oxiridan ikkinchi tenglamaga qo’yib, X, ; X,-1 noma’lum uchun bir
giymatli aniglangan tayin giymatni topamiz. Shunday davom ettirib, (7.1)
sistemaning x;, X,...X, yagona yechimiga ega bo’lamiz.

Agar o’zgaruvchilar soni tenglamalar sonidan ko’p (n<m) bo’lsa, u holda
almashtirishlar yordamida (7.4) sistema quyidagi ko’rinishga keladi:
(@)%, +aj,x, +ajzxy +-+ay,x, =b,

CypXoy +Cp3X3 + 4+ Cy X, =by,

(7.6)

PinXn Tt DumX i =45,

(7.6) cistemadagi x .X,, noma’lumlarni o’ng tomonga o’tkazib, quyidagi

n+1 ' n+2 -

sistemani hosil gilamiz:

Ay Xy + 8%y + oA Xy =0 —ay X~ = A X
< CopXo + o+ Ap, Xy =y —Cy 11X = = Qg Xy
PrnXn = Un = PronsaXnss =~ PomXm
Bunda X,,;,X.,.-X, lardan iborat ozod noma’lumlarga ixtiyoriy qiymatlar berib,

uchburchakli sistemani hosil gilamiz, so’ngra yuqoridagi uslub bilan ketma — ket

, . .
Xns Xn_1,***» X, noma’lumlarni aniqlaymiz.

Agar x ga ixtiyoriy giymatlar berish mumkinligini e’tiborga

n+1r Xn2,7 71 Xy

olsak, bu holda berilgan (7.1) sistema cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.

7.2. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli

Ushbu n ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasini ko’raylik:
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a1 X +a,% + ...+ a, X, =Dy,
Ay Xy + 8y,X, +.o+ Ay X, =Dy,

(7.7)
X +a,X, +...+a,.X, =b,.
Ushbu belgilashlarni kiritamiz:
dip -4y b, X1
4= dpy dpp..dyy  B= ‘bz , X = -xz (7.8)
Am1 Ay -y b, X p

U holda (7.7) sistemani matrisalarni ko’paytirish qoidasidan foydalanib, ushbu
ekvivalent shaklda yozish mumkin:

AX =B, (7.9)
bu yerda A — noma’lumlar oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan matrisa, B — 0zod

hadlardan tuzilgan ustun matrisa, X — noma’lumlardan tuzilgan ustun matrisa.

Agar A matrisa xosmas, ya’ni det A=0 bo’lsa, u holda uning uchun A™
teskari matrisa mavijud. (7.9) matrisali tenglamaning ikkala gismini A™ ga chapdan
ko’paytirib, qo’yidagini hosil gilamiz:

A (AX)=A"'B yoki
ATAX = ATB, ATA=E,EX =X
ekanligini hisobga olib,
X=A"B (7.10)

ni topamiz. (7.10) formula A matrisa xosmas bo’lganda n noma’lumli n ta chizigli

tenglamalar sistemasi yechishning matrisali yozuvini beradi.
1
X1= _{Allbl + A, +...+ Agby =

{A12b+A22b +..+ AR } %,

{Alnb1+A2nb +. +bAn} AX

bunda A =det A.
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8-ma’ruza.

Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

8.1. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining notrivial yechimi
mavjudlik sharti
Ushbu n ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasini ko’raylik:
a1 X +a,X% +...+a, X, =0y,
Ay Xy + 8%, +.+ 3y, X, =Dy,
J 21™M 22772 2n*n 2 (81)

X +a,X, +...+a,.X, =b,.

Agar (8.1) sistemadagi b,,b,,...,b, 0zod hadlar nolga teng bo’lsa, ya’ni
b, =b, =...=b, =0, uholda bunday sistema bir jinsli sistema deyiladi.
Ushbu bir jinsli

all.xl + alzxZ +...+ amxn :O

ari X1 + Ay Xy +...+ar,x, =0
Jd2rXy T Xy 21X n 8.2)

(A1 X) + AppXy +ot @y, x, =0

tenglamalar sistemasi doimo birgalikda, chunki B matrisa A matrisadan fagat
elementlari nollardan iborat ustuni bilan farq giladi va shu sababli rangA = rangB.
Bu (8.2) sistemani x, =0,x, =0,...,x, =0 giymatlar ham ganoatlantiradi. (8.2) bir
jinsli sistema qachon nolmas yechimga ega bo’lishi haqidagi savolga ushbu

teoremalar javob beradi.
8.1-teorema. n noma’lum n ta bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli

yechimlarga ega bo’lishi uchun, sistema determinanti nolga teng bo’lishi zarur va
yetarlidir.

8.2-teorema. (8.2) sistema nolmas yechimga ega bo’lishi uchun A
matrisaning rangA rangi noma’lumlar soni n dan kichik bo’lishi zarur va yetarlidir,
ya’ni rangA <n.

Isboti. Agar rangA =n bo’lsa, u holda Korneker-Kapelli teoremasiga ko’ra
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sistemamiz birgina yechimga ega. (8.2) sistemaning nol yechimi bor bo’lganligi
uchun uning boshga yechimi yo’q. Agar rangA <n bo’lsa, u holda (8.2) sistema
cheksiz ko’p yechimga ega (Korneker-Kapelli teoremasining isbotiga garang) va
demak, nol yechimdan tashgari boshga yechimlari ham mavjud bo’ladi.

8.1-misol. Ushbu

2xl_X2 +X3 :0 2x1—3x2—X3 :0
a) 9x; +2x, —=3x3 =0 b) <x;—4x, +2x; =0

tenglamalar sistemasining nol yoki nolmas yechimlarga tekshiring.

Yechilishi. a) noma’lumlar oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan determinantni

hisoblaymiz.
2 -1 1
D=|]l 2 -3=15#0.
311

Demak, sistema bittagina (0,0,0) yechimga ega, chunki D #0

b) Berilgan sistemaning determinantini hisoblaymiz.

2 -3 -1
D=1 -4 2|=0.
3 -7 1

Demak, D =0, shu sababli sistema nolmas yechimlarga ega. Ulardan bittasi
2,1,1 bo’ladi.

8.2. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining fundamental
yechimlari sistemasi
(8.2) sistema cheksiz ko’p yechimlarga (demak S <n) bo’lgan holni ko’ramiz.

8.1-ta’rif. (8.2) bir jinsli tenglamalar sistemasining

(8.3)



dan iborat | ta yechimi o’zaro chizigli bog’lanmagan bo’lib, (8.3) sistemaning

istalgan

B B By

yechimi (8.3) yechimlar orqali chiziqli ifodalansa, ya’ni
P =cion; +¢y005, + ..+ oy Ce,
=0, + CyQlyy + ...+ CQ 5,
P =10, + Cy0p 112 (8.4)

B, =c0y, + 0, + ...+ Ca,
tenglikni ganoatlantiruvchi ¢y, c,,...,c, sonlar topilsa, (8.3) sistema fundamental

yechimlar sistemasi yoki fundamental sistema deyiladi.
8.3-teorema. (8.2) bir jinsli tenglamalar sistemasining asosiy A matrisasi
noma’lumlar sonidan kichik rangga ega (s<n) bo’lsa, bu sistema uchun
fundamental yechimlar sistemasi mavjud va fundamental sistemasiga kiruvchi
yechimlarning soni parametrlar soniga teng.
8.2-misol. Ushbu
3x;+2x5 —x3-x4 =0
X| =Xy —X3+x4 =0 (1)
6x, —x, —4x5+2x, =0
sistemaning fundamental yechimlar sistemasini toping.
Yechilishi. Ushbu

3 2 -1 -1
A=|1 -1 -1 1
6 -1 -4 2

matrisada elementar almashtirishlar bajaramiz. 1 satrni —1, 2-sini — 3 ga ko paytirib

ketma-ket 3-siga qo’shamiz. Bu vaqtda

3 2 -1 -1
1 -1 -1 1
0 0 0 O

hosil bo’ladi. Demak, A ning rangi 2 ga teng, chunki
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=-5#0.
1 -1

Berilgan sistemaning avvalgi ikkita tenglamasini olib yechamiz:

(2)

3X; + 2X, = X3 + Xy,
Parametrlarning soni ikkita bo’lgani uchun, fundamental sistema ikkita yechimdan
tuziladi va A determinant 2-tartibli bo’ladi. Parametrlarga A=0 shart bajariladigan
giymatlarni beraylik. Masalan, x3=5 va x4=-, so’ngra x3=0 va X,=5 giymatlarda
50
A= =25#0
05

bo’ladi. Parametrlarning birinchi qiymatlarida (2) sistema
3%, +2X, =5,
X, — X, =95
ko’rinishni oladi. Bundan: x;=3, X;=-2 bo’ladi. Parametrlarning ikkinchi
giymatlarida esa
3X; +2X, =5,
X, —X, ==5
hosil bo’lib, x1=-1, X,=4 bo’ladi.

Demak, fundamental yechimlardan bittasi

3,-2,5,0,
-1,4,0,5,
Berilgan (1) sistemasining yechimlari
B =3c; — ¢,
P =—2c, +4c,
B3 =5c; +0c,
B4 =0c; +5¢,

tengliklar bilan aniglanadi. Masalan, s;=s,=1 giymatlarda =2, B.=2, Bs=5, Bs=5
bo’ladi.
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8.3. Bir jinsli va bir jinsli bo’Imagan chizigli algebraik tenglamalar
sistemalari yechimlari orasidagi bog’lanish
(8.1) — asosiy sistema, (8.2) esa unga mos sistema deyiladi.

Awvla shuni aytib o’taylikki, o, a,,....x, Va B, B,,....5, Yechimlarning
yig’indisi va ayirmasi deb mos ravishda, o, + g,,....a, + B, V& oy — ...y — By,
sonlarni tushunamiz va quyidagicha yozishni gabul gilamiz:

(aty,.c0,)+ (BrreonfB) =0, + Bryeosty, + )
va
(@10 tn) = (BrreroifBn) = (et = Brrvtta = )
Bir jinslimas va bir jinsli sistemalarning yechimlari orasidagi bog’lanish
1-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning istalgan yechimi bilan
unga mos bir jinsli sistemaning istagan yechimining yigindisi bir jinsli bo’lmagan
sistemaning yechimi bo’ladi.

2-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning istalgan ikkita
yechimlarining ayirmasi unga mos bir jinsli sistemaning yechimi bo’ladi.

3-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning umumiy yechimi X, unga
mos bir jinsli sistemaning umumiy yechimi X bilan o’zining istalgan bitta X,
xususily yechimining yig’indisiga teng bo’ladi, ya’ni X, = X + X,,.

8.4-teorema. (8.1) bir jinsli bo’lmagan  chizigli algebraik tenglamalar
sistemaning hamma yechimlarini hosil gilish uchun uning bitta yechimga (8.2) bir
jinsli sistemaning hamma yechimlarini ketma-ket qo’shish kifoya.

Isboti. 1. (8.1) bir jinsli bo’lmagan chizigli algebraik tenglamalar
sistemasining tayin bir yechimini o, a,,...,, bilan va istalgan yechimini
B Bos-- 3, bilan belgilab, istalgan yechimini hosil gilish uchun «, «,,....2,
yechimga (8.2) sistemaning tegishli yechimini qo’shish kifoya ekanini ko’rsataylik.
Haqgigatan, ham o, — B, =y4,...., — B, =y, sonlarni (8.1) sistemaning istalgan
tenglamasiga qo’yib, ushbuni topamiz:

Q)1+ Q) Tt ) = ail(al - 181)+ai2(a2 - ﬁ2)+"'+ain(an - /Bn):
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= (a0 + a,a, +...+a,a,)— (@, f, +a,pb, +..+a,B,)=b —b =0.
Demak, 74, 7,,....7,, sonlar (8.2) sistemaning yechimini ifodalaydi va shu bilan
birga, quyidagi tenglik hosil bo’ladi:
(al,...,an):(ﬂl + V1B + 7/n):( 1,...,,B’n)+ (yl,...,yn)
2. Endi g, p,,....5, yechimga (8.2) sistemaning istalgan 7, 7,,....7,
yechimini qo’shsak, (8.1) bir jinsli bo’lmagan  chizigli algebraik tenglamalar
sistemasining yechimi hosil bo’lishini ko’rsataylik. Chindan ham

(BrovosBa)+ (Prvev0) = (B4 1aBy + 70)

sonlar (8.1) sistemani ganoatlantiradi:
ay (7 + B)+ap(r, +Bo)+.+ay(r, + B,)=
=(apyy +a7p + ot 87y )+ @By + 8By + ..+ 3, B,) =0+b, =hy.
Misol. Ushbu

3X; — X, = X3 =—2

asosiy sistemaning 1, 3, 2 yechimiga mos bir jinsli

3X; — X, — X3 =0

sistemaning 2, 2, 4 yechimini qo’shsak, yana asosiy sistemaning
(4, 3,2)+(2,2,4)=3,5,6

yechimi hosil bo’ladi.
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9-ma’ruza.
Vektorlar ustida amallar. Ikki vektorning skalyar va

vektor ko’paytmalari

9.1. Vektorning ta’rifi, asosiy tushunchalar.Matematika, fizika, mexanika,
elektrotexnika, radiotexnika va shunga o’xshash soxalarda ikki xil miqdorlar
uchrab turadi. Bu migdorlarning bir turi uzining son giymati bilan to’la aniglanadi.
Masalan, shaklning yuzi, jismning xajmi, temperatura, elektr kattalik, zichlik kabi
miqgdorlar.Bunday miqdorlar skalyar miqdorlar deyiladi. Ikkinchi tur miqdorlar
o’zining son qiymati bilan to’la aniqlanmaydi, ularni to’la aniglash uchun son
qiymatlari bilan bir gqatorda yo’nalishlari xam berilgan bo’lishi kerak. Masalan,
kuch, tezlik, tezlanish kabi migdorlar.

Vektorlar — uzunlik va yo’nalishga ega bo’lgan migdorlardir. Vektorlarning
uzunligi uning moduli yoki absolyut migdori deyiladi. Nul vektorning o’ziga X0s
xususiyatlari shundan iboratki, uning uzunligi nulga teng, u yo’nalishga ega emas.

Nulga teng bo’lmagan vektorlar yo’naltirilgan kesmalar ko’rinishida
ifodalanadi va AB kabi yoziladi, bunda A - berilgan vektorning boshi, B — uning
oxiridan iborat. AB vektorning uzunligi (moduli) |A§| kabi yoziladi. Bundan

buyon vektorlar yoki ikkita harflar bilan (masalan A§), yoki bitta harf bilan

-

(masalan, g, b, Z)belgilanadi.

N

9.1.1-ta’rif. Agar ikkita nulga teng bo’lmagan g va b vektorlarning

> |-

uzunliklari teng, |a|=|b| va ular bir xil yo’nalishga ega bo’lsalar, a TT b, bu

vektorlar o zaro teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
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N

9.1.2-ta’rif. Agar ikkita nulga teng bo’lmagan g va b vektorlarning

-

uzunliklari teng, |a

-

b

, va ular garama-qgarshi yo’nalishlarga ega bo’lsalar, bu

vektorlar garama-qarshi deyiladi va 22 —E kabi yoziladi.

9.1.3-ta’rif. Agar g va B vektorlar bitta to’g’ri chizigda yoki parallel to’g’ri
chiziglarda yotsalar, ular kollinear deyiladi.

9.1.4-ta’rif. Bitta tekislikda yoki bir necha parallel tekisliklarda yotgan
uchta yoki undan ortig vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

Fazoda ikki, uch, yoki ulardan ko’p vektorlar berilgan bo’lsin. Ularning
uzunliklarini o’zgartirmasdan, barcha vektorlarni o’z-o’ziga parallel ravishda bitta
umumiy A nugtaga ko’chiramiz. Vektorlar ustida bunday amal — vektorlarni
umumiy boshlang’ich nuqgtaga keltirish deyiladi.

9.1.5-masala. ABCD parallelogramm berilgan. Parallelogrammning

tomonida: a) teng; b) garama-garshi vektorlar

B ,C
ko’rsatilsin.
Yechilishi. Parallelogrammning garama-garshi
"D

tomonlari teng va parallel bo’lganligidan, javoblar

A

9.1-yusmMma.

quyidagicha bo’ladi (9.1-chizma):
a) AB=DC, BC=AD, BA=CD, CB=DA;
b) AB=-CD, AD=-CB, DA=-BC, BA=-DC;
9.2. Vektorlar ustida amallar. Fazodagi vektorlarni qo’shish, ayirish

va vektorni skalyarga ko’paytirish amallari tekislikda vektorlar ustidagi shunday

amallarga o’xshashdir.

1. IKkkita, g va B vektorlarni yoki uchburchak

. B b qoidasi bo’yicha, yoki parallelogramm qoidasi
a - bo’yicha qo’shish mumkin.
A a+b N
a) Uchburchak qoidasi. a= AB vektorning
9.2-yn3Mma.
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boshini A nuqgtaga joylashtirib, B vektorning boshini B nuqtaga joylashtiramiz

- -

(9.2-chizma) va BHC:b vektorni yasaymiz. Unda g vektorning boshini b

vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi AC vektor, a va b vektorlarning

yihindisidan iborat bo’ladi:
AC=AB+BC, AC=atb.

b) Parallelogramm goidasi. Berilgan ikkKita, g va B vektorlarning boshini

- -

bitta umumiy A nuqgtaga keltiramiz va AD=a, AB=Db vektorlarni yasaymiz

(9.3-chizma). So’ngra, AB va AD vektorlami tomonlar sifatida garab, ABCD

parallellogrammni yasaymiz. Unda AC diagonalda yotuvchi va umumiy A

nugtadan chiquvchi AﬁC vektor g va B vektorlarning yihindisidan iborat bo’ladi:

-

Ab:a+6

9.3-yu3Mma. 9.4-yn3zma

> o> -

c) Ko’pburchak qoidasi. Bir nechta, a, b, c, d, e vektorni qo’shish

uchun, har bir keyingi vektorning boshini undan oldingi vektorning oxiriga

N

keltiramiz (9.4-chizma). Unda birinchi g vektorning A boshini oxirgi e

e

vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi s vektor berilgan a, b, ¢, d, e

- -

vektorlarning yig’indisi deyiladi va g = g+ B+ c+d+ g bo’ladi.

Vektorlarni go’shish amali quyidagi xossalarga ega:
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—

- - -
1°. Qo’shishning o’rin almashtirish xossasi: a+b=b+a.

. . e - - > o> (> -5
2°.Qo’shishning guruhlash xossasi:a+b+c=| a+b |+c=a+ a+c |.

2. Vektorlarni ayirish. Ikkita g va B vektorlarning ayirmasi deb, B+Z:g

shartni ganoatlantiruvchi ¢ vektorga aytiladi vau ¢ =a—b kabi yoziladi.

B P Shunday qilib, a va b vektorlarning ayirmasini
a topish uchun, a vektorning oxiriga b vektorning
A c=a-b oxirini ko’chirish lozim. Unda, birinchi g vektorning
9.5-un3Mma. boshini ikkinchi vektorning boshi bilan tutashtiruvchi
KC:E vektor, g va B
Cq B _C _ _ _ _

a b aib vektorlarning  ayirmasidan iborat
2 N bo'ladi: AC=a—b. a va b
D+ b A b D . . . -
vektorlarning ayirmasini a-

9.6-un3Mma.

B :g +(— Bj tenglikdan  topish

mumkin. Buning uchun, g va B vektorlarni A nugtaga keltirib, ularda ABCD

N

parallelogramm yasaymiz (9.6-chizma). So’ngra B vektorni yasaymiz va Z va-b

vektorlarda ABC,D, parallelogramm yasaymiz.

Unda AC :5—6 deb yozish mumkin. Nixoyat, AC vektorni o’ziga parallel

N
- o

ravishda D nugtaga ko’chiramiz. Unda DB = AC, = a—b bo’ladi.

Shunday qilib, agar g va B vektorlarda ABCD parallelogramm yasalgan

bo’lsa, uning bitta diagonalida ularning yig’indisi vektori, ikkinchisida esa,

ularning ayirmasi vektori yotadi: AC = a+ b; DB=a-b.
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9.3.Vektorni songa ko’paytirish

9.3.1-ta’rif. b vektorning A songa ko paytmasi deb: 1) \g\:MHE\ va

2) A.>0 Dbo’lganda a™ B; A<0 bo’lganda atb shartlami

—

ganoatlantiruvchi a vektorga  aytiladi, bunda ™ -vektorlarning
yo’nalishdoshligini, T\ - vektorlar garama-garshi yo’nalganligini anglatadi.
Vektorning songa ko’paytmasi quyidagi xossalarga ega:
1°. 1-b=h, 2° 1(;1 bjz(ﬂ,,u)b;
0 - - - - - - -
3% (A+u)b=Ab+ub; 4° ﬂ,(b+ cj:/lb+/1c.
Bu xossalarning isbotlari planimetriyadagi shu kabi xossalarning isbotiga

o’xshashdir. Ushbu gz/lg tenglikni g va B vektorlar kollinearligining zaruriy
va yetarli sharti sifatida garash mumkin.
9.4. Fazodagi bazis hagida
9.4.1.Vektorning koordinatalari. Biz tekislikdagi bazisni kollinear
bo’lmagan vektorlar jufti shaklida kiritgan edik. Unda har ganday uchinchi
vektorni bazisning ikkita vektori orgali ifodalash mumkin
By C1  bo’lgan edi.

Fazodagi vektorlarning yuqoridagiga o’xshash

xossasini garab chigamiz. Fazoda uchta komplanar

bo’lmagan a,b,C vektorlar berilgan bo’lsin. Bunda

A

—

ixtiyoriy to’rtinchi d vektorni a,b va c vektorlar

9.7-1m3Mma. orgali ifodalash mumkinligini isbotlaymiz.

-

a,b,c,d vektorlarni umumiy A nugtaga keltiramiz (9.7-chizma). a,b,c

-

vektorlar komplanar bo’lmaganligidan (a bj, (a Cj, (b C) vektorlar juftining
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har biri tekislikni aniglaydi. C, uch orgali mos ravishda (ABCD), (ABBAl) va
(ADD,A ) tekisliklarga parallel tekisliklar o’tkazamiz. Natijada ABCDA,B,C,D,

prizmani hosil gilamiz. Vektorlarni qo’shish qoidasi bo’yicha
AC, = AD+ DC+CC,
deb yozish mumkin. AD I a bo’lganligidan, ikki vektorning kollinearlik shartiga

ko’ra, AD=xa deb yozish mumkin. Shunga o’xshash, AB| b va Azi” c

munosabatlardan,

AB|yb va AA|zc

bo’lishi kelib chigadi. Bu ifodalarni o’rniga keltirib qo’yib, d = AC, vektor

uchun

— -

J:xg+yb+zc (9.4.2)

tenglikni hosil gilamiz.

(9.4.2) tenglik d vektorning uchta komplanar bo’lmagan 553 vektorlar

bo’yicha yoyilmasi deyiladi. Bu holda a,b,c vektorlar fazoda bazis hosil giladi

deyishadi, X,y,z koeffisiyentlar esa, 07 vektorning bu bazisdagi koordinatalari

=

deyiladi va u oT(x,y,z) kabi yoziladi. (9.4.2) yoyilmadagi xg, yb, zc
qo’shiluvchilar oT vektorning (9.4.2) yoyilmasini tashkil etuvchilar deyiladi.
Berilgan bazisda d vektor yoyilmasining yagonaligini isbotlaymiz.

d vektorning (1) yoyilmasidan boshqga, yana koeffisiyentlari boshga bo’lgan ,

- - -

d = x,a+y, b+z ¢ (9.4.3)
yoyilmasi ham mumkin bo’lsin.

Modomiki, yoyilmalar har xil ekan, ularning koeffisiyentlari uchun

X#X, Y#Y., Z#L
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shartlardan hyech bo’lmaganda bittasi bajariladi. (9.4.2) tenglikdan (9.4.3)
tenglikni ayirib,

(X_ Xl)a+ (y_ Y1)b+ (Z - Zl)C =0

(9.4.4)
munosabatni olamiz. (9.4.4) dan Xx—-X, #0 bo’lganda g vektorni B va Z
vektorlar orgali quyidagicha ifodalash mumkin:

a=-Yhp 274 (9.4.5)
X=X X=X
Bunday yoyilma esa, fagat g, B

c vektorlar komplanar bo’lganda mumkin

AZ

bo’ladi, bu esa, a, b, c¢ vektorlarning

komplanar emasligi shartiga ziddir. Demak,

y (9.4.4) tenglik, faqat
k A B X—x=0, y-y,=0, z—z,=0 va
O“ “. y X=X, Y=Y, Z=2 bo’lgandagina o’rinli
by s > bo’ladi. (9.4.2) yoyilmaning yagonaligi
4 'Al isbotlandi.

9.5. Vektorning dekart koordinatalari

Fazoda to’g’ri  burchakli  Oxyz
9.8-um3ma.

koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Unda

bazis vektorlar sifatida Ox o’q bo’yicha T , Oy 0’q bo’yicha T , Oz 0’q bo’yicha
E birlik vektorlarni kiritamiz (9.8-chizma). Fazoda A(xl,ylzl) nugta berilgan

bo’lsin. A va O nugtalarni tutashtirib, §=A6 vektorni yasaymiz. A nugtadan
XOy tekislikka AA perpendikulyarni va Ox o’qga AA, perpendikulyar
o’tkazamiz. Uch perpendikulyar haqidagi teoremaga ko’ra, AA, 1 Ox, yani
OA, —a vektorning Ox o0’qqa proyeksiyasidan iborat bo’ladi.
Vektorlarni qo’shish qoidasidan foydalanib,
OA=OA,+ A A+ AA
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- -
- |

e — g
kabi yozishimiz mumkin. Modomiki, = OAz|l i ekan, OA2=0A, i =X

- - - - - -
bo’ladi, shunga o’xshash, A A || j va AA|k bo’lganligidan, A)A =Yy, j va
- -
A A=z, k bo’lishi kelib chiqadi. Natijada,

- - - - -
a=0A=xi+Yy, j+zKk

yoyilmaga ega bo’lamiz.
_g = _> _> - - - - -
Shunday qilib, agar a =OA vektor koordinatalar sistemasi boshidan chigsa,

%
a vektorning koordinatalari bu vektorning oxiri A nugtaning koordinatalari bilan

ustma-ust tushadi.

_)
AB vektor o’zining boshi A(x,Y;,z;) va oxiri B(x,,Y,,2,) koordinatalari

- -
bilan berilgan bo’lsin. OA va OB vektorlarni yasaymiz.

Vektorli AOABdan
- - -
OB=0A+AB
kabi yozish mumkin, undan
- - -
AB=0B-0A
bo’ladi.
_)
AB vektorning koordinatalari (x,y,z) bo’lsin. Unda vektorlarning

yoyilmalari

- - > - - - - o - - -

N
AB=xi+yj+zk, OA=x i+Vy; J+7k, OB=x, i+Y, J+2Z,k,
ko’rinishda bo’ladi. Bu ifodalarni (2.4.4) ga keltirib qo’yib,

- - -

Xi+yj+zk=0A=(x, —x)i+(y, —y1) i+ (22 -z )k
munosabatni olamiz.
Vektorlar o’zaro teng bo’lganligidan, ularning mos koordinatalari ham

o’zaro teng bo’ladi:
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X=Xy =X, Y=Yo—Y. Z=2 1.
Shunday qilib, agar vektorning uchlari koordinatalari ma’lum bo’lsa,
vektorning koordinatalari vektorning boshi va oxiri mos koordinatalari ayirmasiga
teng ekan.

Endi o’z koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida amallarni qarab

— —
chigamiz. Bizga a(xy,Y;,z;) va b(x,,Yy,,z,) vektorlar berilgan bo’Isin. Ularning

yoyilmalari

- e - - - e - -
a=Xx 1+Vy J+7;K, b=Xx,1+Yy, j+2,k

bo’ladi. Bu vektorlarning yig’indisi va ayirmasini topamiz:

a+b:(xl+x2)i+(y1+ yz)j"'(zl"'zz)k’

a—b=(x, —x, )T+ (y, - yzﬁ+ (z, - zZ)E,
ya’ni vektorlarni qo’shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari qo’shiladi
(ayiriladi). Bu xulosa koordinataning geometrik ma’nosidan ham kelib chigadi.
Vektorlar (kesmalar) yig’indisi (ayirmasi) proyeksiyasi vektorlar (kesmalar)
proyeksiyalari yig’indisiga (ayirmasiga) tengligidan, vektorlarni (kesmalarni)

qo’shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari qo’shiladi (ayiriladi).
_)
Agar b vektor A songa ko’paytirilsa, uning har bir koordinatasi ana shu

songa ko’paytiriladi: igz(ﬂxz,iyz,izz), bu proyeksiyaning xossasidan kelib
chigadi.

— — - -
Agar a=Ab bo’lsa, ava b vektorlar kollinear bo’ladi, buning

koordinatalar vositasidagi ifodasi
X =A%y, Y =A4Y,, 2,=41,

- -
ko’rinishni oladi, ya’ni agar ava b vektorlar kollinear bo’lsalar, ularning mos

koordinatalari proporsionaldirlar:

N _ 4
X2 Yo 1y
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- - —
9.6. Chiziqli bog’liq va chiziqli erkli vektorlar. Agar a,,a,,...,a, vektorlar

berilgan bo’lsin.

- - -> - - -
9.6.1-ta’rif. Ushbu Aa+Aa,+..+1a, ifoda a;,a,,....a

. Vvektorlarning

A Ay A, KOeffisentli chizigli kombinasiyasi deyiladi, bunda 4,,4,,..,4, biror

haqiqiy sonlar.

- - -
9.6.2-ta’rif. Agar berilgan a;,a,,...,a, vektorlar uchun kamida bittasi noldan

- -

tenglik o’rinli bo’lsa, a,,a,,...,a, vektorlar chizigli bog’log deyiladi. Agar bunday

- > -

A, Ay, A, sonlar mavjud bo’lmasa, a,,a,,...,a, vektorlar chizigli erkli deyiladi.

9.6.3-misol. Kollinear vektorlar chiziqli bog’liqdir.

- -
Xaqigatan, a va b vektorlar kollinear bo’lsin. U holda

N

allb=>a=Ab=a-Ab=0 bo’ladi. Agar 4, =1, 4, =—A1 desak, L, a+4,b=0
kelib chigadi.
9.7. IKKi vektorning skalyar ko’paytmasi

- -
9.7.1-teorema. Nul bo’lmagan ikkita ava b vektorlarning skalyar

ko’paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklarining ular orasidagi burchak kosinusiga

ko’paytmasiga aytiladi:
a-b=lal-|b|-cose, (9.7.2)

- -
bunda ¢ — a va b vektorlar orasidagi burchak.

_)

5
Agar a va b vektorlardan hyech bo’lmaganda bittasi nul vektor bo’lsa,

ularning skalyar ko’ paytmasi nulga tengdir: a-b =0.
Ikki vektor skalyar ko’paytmasining ba’zi xususiy hollari hagida

to’xtalamiz:
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-> -

- >
1. Agar b=a bo’lsa, ¢=0, |b|Ha| bo’ladi. Unda ta’rifdan,

a-a=|al® bo’lishi kelib chigadi.

5> 2

a-a=a ko’paytma - a vektorning skalyar kvadrati deb ataladi. Bundan

vektorning uzunligini aniglash uchun

N —
|al=Va®

formulani olamiz, ya’ni vektorning uzunligi bu vektorning skalyar kvadratidan

olingan kvadrat ildizga tengdir.

i i -> - -
2.Agar nmul bo’lmagan ava b vektorlar uchun a-b=0 bo’lsa, ava

5
b vektorlar bir-biriga perpendikulyardirlar.

- - - -
Nul bo’lmagan a va b vektorlar uchun a-b =0 bo’lishi fagat cose =0 va

unda ¢ = 90° bo’lishi mumkinligini bildiradi.
Skalyar ko’paytmaning asosiy xossalari quyidagilardan iborat:
- > o -

1°. O’rin almashtirish qonuni: a-b=b-a.

2°. Guruhlash qonuni: Aa-b :(/1 aj- b=a- (/1 bj.
3°. Tagsimot qonuni: (a+ bjc =a-c+b-c.

£ aMbeaboal|bl,aNboab=—|allb].
Bu xossalarning isboti  planimetriyadagi shunday xossalarning isbotiga

o’xshashdir.
Skalyar ko’paytmaning fizikaga tadbiqi quyidagicha: g siljishda o’zgarmas
E kuch bajaradigan A ish bu vektorlarning skalyar ko’paytmasiga teng:
A=F-S=F|-|S]|-cosp,

- -
bunda ¢ —F va S vektorlar yo’nalishlari orasidagi burchakdir.
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9.8. Skalyar ko’paytmaning vektorlar koordinatalari orqali ifodasi

- -
Agar a(xy,y;,z;) va b(x,,Y,,z,) vektorlarning koordinatalari ma’lum

bo’lsa, ularning yoyilmalari

- 2 e - - e - -
a=x 1+y; J+7k, b=X,1+Y, j+2,K

ko’rinishni oladi.

- -
a-b skalyar ko’paytmani hisoblashdan oldin, birlik vektorlarning skalyar

ko’paytmalarini topamiz:
(-1)=(0-1)=(kk)=L (i-))=(]-k)=(1-k)=0.

a- b skalyar ko’paytma vektorlar yoyilmalari orqali

- - -

5-)‘E:(Xl i+y J+7 k)(xz_i)"' Y2 _j)"‘ Zzz)
ko’rinishda yoziladi.
Skalyar ko’paytmaning taqsimot xossasidan foydalanib, oxirgi ifodaning
o’ng tomonini ko’phadlar kabi ko’paytiramiz:

4 - - - - -

a-b =x%, 1P+ VoY, 2+ 22, K2 G ( 1)+ %2, (i K)+ Y (j 1)+
+Y,2,(J K) + X2, (1 K) + 2,y (] K)

yoki

—>—
(ab)=xx, + Y1y, +7,2,.

Shunday qilib, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ko’paytiriluvchi
vektorlar mos koordinatalari ko’paytmalari yig’indisiga teng ekan.

-

a vektorning skalyar kvadrati

%
a=xt+yi+17f
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- - -
bo’ladi. | a |*=a? bo’lganligidan, a vektorning uzunligini topish formulasi

%

| al=yxf + 7 + 2]
ko’rinishda yoziladi, ya’ni vektorning uzunligi vektor koordinatalari kvadratlari
yig’indisidan olingan kvadrat ildizga teng.

5
Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi formulasidan foydalanib, a va

5
b vektorlar orasidagi burchakni hisoblashimiz mumkin:

a-b
COSp=——7-
lallb]
yoki

X1 Xo +Y1Yo + 2475

COSQp = )
P \/2 2 2\/2 2 2
Xp+ Y1 43Xy + Yy + 275

- -
Ikkita a va b vektorlarning perpendikulyarlik sharti

g- E: XX, + V1Y, +2,2,=0
ko’rinishda yoziladi.
9.9. Ikki vektorning vektor ko paytmasi. Vektor ko paytma ta'rifini
kiritishdan avval, biz uchta ozaro nokomplonar vektor uchligining fazoda
joylashishi bilan bog'liq bo’lgan zarur bir tushunchani Kiritamiz. Shuni aytib

o tamizki, keyingi bandlarda yuritiladigan mulohazalar fagat uch o’Ichovli fazoga
doir bo’ladi.

- -
E

9.9.1-ta rif. Agar komplanar g, b va c ; [

vektorlar boshi umumiy nuqgtaga keltirilgandan

-

song ¢ vektorning oxiridan (uchidan)

N

garalganda g vektordan b vektorga garab =

_}
b

dan kichik burchakka burish soat strelkasiga

N

teskari bo’lsa, bu g, b va ¢ uchlik o'ng uchlik, aks holda chap uchlik
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deyiladi.Chap yoki o'ng uchlikni tashkil etadigan uchlik tartiblangan uchlik deb
yuritiladi (9.9-chizma).
9.9-chizma.

9.9.2-ta rif. g va B vektorlarning vektor ko paytmasi deb quyidagi
shartlarni ganoatlantiradigan E vektorga aytiladi:

1. Z vektor g va B vektorlarga perpendikulyar(ortogonal)

—

2. C=

—

a Esin(g, B));

N
3. a, b, C vektorlarning tartiblangan uchligi o'ng uchlikni tashkil etadi.

(Bu ta'rifda Z¢6, B;t deb faraz qilinadi) g va B vektorlarning vektor

l ol

%

B
ko paytmasi a* b yoki [@, b] ko'rinishda yoziladi.

—>

- -
c sonavab

Agar g va B vektorlar kollinear bo'Imasa, u holda |c|=|c,b]

vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzasiga teng bo’ladi.

- -
Haqgigatan, maktab geometriya kursidan ma’lumki. a va b vetorlarga
yasalgan parallelogrammning S yuzi uning tomonlari uzunliklarini shu tomonlar

orasidagi burchak sinusi bilan ko paytmasiga teng.

Demak,
| g R - -
S =|a||b|sin(a, b) = [a,b]
- - - =
Agar a va b vektorlar kollinear bo'Isa,u holda {2* b| =0 chunki

(a,b) =0 yoki ~ va sin(a,b)=0.

Vektor ko paytma quyidagi qonunlarga bo ysunadi.
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1°. Vektor ko paytmada ko paytuvchilar o’ rnini almashtirilsa, uning ishorasi
0°zgaradi, ya'ni [a,b]=—[b, a].

Hagigatdan ham,agar a va b vektorlar kollinear bo'lsa, bu ravshan. a va b

vektorlar kollinear emas deb faraz gilaylik. Bu holda ikki vektorning vector

diard -

ko paytmasi ta'rifiga ko'ra ¢, =[a,b] hamda c, :[E,g] vektorlarning uzunligi

a va b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuziga teng bo’lgani uchun bir

- -

xil; ammo c, va c, vektorlar bir biriga garama-qarshi yo’nalgan.

- >

Demak [a, b]=—[b, a]

- -
2°. Har ganday A<R, a va b vektorlar uchun vektor ko’paytma skalyar
ko’paytuvchiga nisbatan guruhlash qonuniga bo’ysunadi, ya’'ni

[a,Ab]=[4a,b]=A[a,b].

EEN

- -
3°. a va b vektorlar yig’indisi bilan ¢ vektorning vektor ko’paytmasi

tagsimot qonuniga bo’ysunadi, ya’ni

[a+ b,c]=[a,c]+[b,c].
9.10.Vektorlarial ko paytmani ko paytuvchi vektorlarning
oordinatalari orgali ifodalash. Quyidagi teorema, ikki vektorning

koordinatalarini, ya'ni to g ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasi o glariga

proeksiyalarini bilgan holda, ularning vektorial ko paytmasini hisoblash mumkin.

—

N -
9.10.1-teorema. Agar a va b vektorlar o'zlarining, a={xX,,VY;,Z},

N

b={X,,Y,,2,} koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, a vektorning b vektorga

}:

vektorial ko paytmasi
[a,b]= {

formula bilan aniglanadi.

—

- -

Z
Y144 K

Yoz,

X121 | %Y1

XY,

Y12y
Y27,

X,Z X, Y
1-1 +11

X2 Y,

XyZy XyZy
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- > >

Isboti. Avvalo koordinata o'glarining i, j,k koordinatalar uchun quyidagi
munosabatlar o rinli bo lishini eslatib o tamiz :
> 7 > e
[I I] 0, [I,J]Zk, [I,k]Z—J,
g EEC
[J I]——k [i,i]=0, [j.k]=1, (2.10.2)
. . 2 g -7
[k,I]ZJ, [k’J]:_I1 [|,|]=O.
a va b vektorlar Dekart koordinatalar sistemasida mos ravishda {X,Y;,2,} va

{x,,¥,,2,} koordinatalarga ega bo’lsin, ya'ni
- - - —> - - -
a={x,yz}=x1+y j+ Z1 D ={X, Y5, k=% 1+, J+ 2, K.

[g,g] ko paytmani (2.10.2) ni hamda vektor ko paytmaning xossalarini e tiborga

olib topamiz:

- - - - -> > -> > - >

[a b] (X1|+Y1J+Zlk)(le+y2 J+sz) X[, 1]+ Y X[, 1]+ 2%,[k, 1]+

lez[i , J]+ Y1y2[j, J]"‘ Zlyz[k’ J]"‘ Xlzz[i :k]"‘ ylzZ[j’k]+ lez[kak]
yoki

- - - - - -

[a,b]=-y;X, k"‘ 21X, J+ XY, K=20Y, 1 =XZ, j+ Y2, |

Bir xil ortoginalga ega bo’lgan go shiluvchilarni gruppalab yozamiz:

[a,b]= (ylzZ - 21Y2) i _(Xlzz - lez) j+ (X1Y2 - Y1X2)k =
_ Y1 7 _i)— X 4 _j>+ XY E’
Y 4 X, I X Y,

Bu ifodani yana uchunchi tartibli determinant ko rinishda yozish mumkin

PG K
[a.b]l=|x 1 1z
X Yo I

N

9.10.3-teorema. g va b vektorlar kollinear bo’lishi uchun [a,b]=0

bolishi zarur va yetarli.

79



9.10.4-natija.Agar a va b vektorlar kollinear bo’lsa,u holda ularni

N4

koordinatalari proporsional bo'ladi, ya'ni - =-%=
XZ

Y. %,
9.10.5- teorema (Uchburchak yuzining formulasi). g va B vektorlarga

uchburchak yasalgan bo'lsin,u holda bu uchburchakning yuzi:

> > >

i ] K
s =1[a,b] =1 modlx ,
ot RI=S 1 Y1 4
X, Yy 7,

formula bilan topiladi.

9.11.Vektorlarning aralash ko paytmasi
9.11.1-ta'rif. a,b va c¢ vektorlar tartiblangan uchligining aralsh
ko paytmasi deb, [a,b] vektor bilan ¢ vektorning skalyar ko paytmasiga teng

bo’lgan songa aytiladi va (g*g)-g yoki [g,k_))]-g kabi belgilanadi.

Aralash ko paytmaning miqdor nuqgtai nazaridan ma'nosini tekshiramiz.

- - - .
a,b va c vektorlar komplanar bolmagan

vektorlar bolsin. [g,g]:g deb belgilasak, 3

vektor migdori a va b vektorlardan yasalgan

parallelogrammning yuziga teng

[a,b]-c=d-c .

bo’lgani uchun skalyar ko paytma ta rifiga 9.10-chizma.

ko'ra d- ¢ =|d|np, ¢c. Ammo np_, ¢ =h miqgdorning moduli, ya ni \h\ son 23 va
d d

—

Z vektorlarga yasalgan parallelepipedning balandligini anglatadi. Z bilan d
orasidagi burchak o'tkir bo’lsa, h musbat ishora bilan, o'tmas burchak esa manfiy

ishorasi bilan olinadi (9.10-chizma).
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-

Shunday gilib d- ¢ =[d)n

Aralash ko'paytmaning absolyut giymati shu a,b va ¢  vektorlarga

> > >

yasalgan parallelepiped hajmiga teng,ya ni V =|[a,b]- c|.

Endi aralash ko paytmaning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1° Ko'paytmada ikki qo'shni vektorning o'rinlari almashtirilsa,aralsh

ko paytmaning ishorasi teskariga almashadi,ya ni quyidagi tengliklar o rinli.

[a,b]-c=—[b.a]-c =—a,c]-b=—[c,b]-a.

2°. a,b va c vektorlarning o’rinlari doiraviy siklda almashtirilsa,aralash

ko paytma oz ishorasini 0"zgartirmaydi,ya ni ushbu tenglilar orinli

e e e e

[a,b]-c=[b,c]-a= [ca]

3°.Agar a,b va c vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng yoki

parallel(kollinear) bo’lsa,ularning aralash ko paytmasi nolga teng bo"ladi, ya’ni

- > >

[a,b]-c=0.

- - -
4° Agar a,b va c vektorlar o’zaro komplanar vektorlar bo'lsa,ularning

- > >

aralash ko paytmasi nolga teng bo'ladi, ya’ni [a,b]- ¢ =0.
9.12. Proeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralsh ko paytmasi.

a{x, vy, 2.}, 6{x2,y2,22}, c{X;, Y5, 25} Vvektorlar o'zlarining koordinatalari bilan
berilgan bo’lsin. Bu vektorlarning aralsh ko paytmasini topaylik. [g,g] vektor

bilan ¢ vektorning skalyar ko paytmasi bu vektorlarga mos proeksiyalari
ko paytmalarining yig indisiga teng ekanini bilamiz. Shuning uchun

Y1 Y2
Z1 Z2

Z1 Zy X X;

+7Z
3Y1 Y>

X1 Xy
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X Xy X3

yoki [a,b]-c=|y; Y, Y3
Z; I, I3

Demak, proeksiyalari bilan berilgan uchta vektorlarning aralsh ko paytmasi

bu vektorlar proeksiyalaridan tuzilgan uchinchi tartibli determinantga teng.

- - -
a,b va ¢ vektorlarning komplanar bo"lishi uchun

X Xy X3
[a,b]-c=|y; ¥, Y3/=0
Z; L, I3

tenglik bajarilishi zaruriy va yetarli.

9-mavzu bo’yicha nazariy materiallarni mustahkamlash uchun topshiriqlar

2.1. Vektorning ta’rifi, asosiy tushunchalar([14], 37-39 betlar, [4],[6], [9]).

2.2. Vektorlar ustida amallar([14], 39-40 betlar, [5],[4], [9)]).
2.3.Vektorni songa ko’paytirish([14], 44-45 betlar, [4],[6], [9]).

2.4. Fazodagi bazis haqgida([14], 51-52 betlar, [5],[4], [9])

2.5. Vektorning dekart koordinatalari([14], 51-53 betlar, [4],[6], [9]).

2.6. Chiziqli bog’liq va chiziqli erkli vektorlar([14], 48-50 betlar, [4],[6], [9]).

2.7. Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi([14], 65-66 betlar, [4],[6], [9])

2.8. Skalyar ko’paytmaning vektorlar koordinatalari orqali ifodasi([14], 68-69
betlar, [5],[6], [9])

2.9. Ikki vektorning vektor ko paytmasi([14], 71-75 betlar, [],[6], [9])

2.10.Vektorlarial ko paytmani ko paytuvchi vektorlarning oordinatalari orgali
ifodalash ([14], 72-75 betlar, [5],[6], [9]).
2.11.Vektorlarning aralash ko paytmasi([14], 78-79 betlar, [],[6], [9])

2.12. Proeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralsh ko paytmasi([14], 79-80
betlar, [4],[6], [9]).
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10-ma’ruza.

Arifmetik vektor fazo va unga misollar

10.1. n o’Ichovli vektorlar va ular ustida arifmetik amallar

Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy nazariyasini qurish uchun
Kramer goidasi tatbig etilishi mumkin bo’lgan sistemalarni yechishda muvaffagiyag
bilan xizmat gilgan apparat endi yetarli emas. Determinantlar va matrisalardan
tashgari o’zicha ham katta umummatematik ahamiyatga ega bo’lgan yangi bir
tushunchpnn, ya’ni ko ’p o’lchovli vektor fazo tushunchasini kiritishimiz
kerak bo’ladi.

Dastlab bir nechta boshlang’ich izohlar berib o’tamiz: Analitik geometriya
kursidan ma’lumki, tekislikning har ganday nuqtasi o’zining ikkita koordinatasi
(berilgan koordinata o’qlaridagi) bilan, ya’ni ikkita haqgiqiy sonnpng tartib langan
sistemasi bilan aniklanadi; tekislikdagi har qanday vektor o’zining ikkita
komponent bilan, ya’ni yana ikkita hagigiy sonning tartiblangan sistemtsi bilan
aniklanadi. Shunga o’xshash uch o’lchovli fazoning har ganday nuqgtasi o’zining
uchta koordinatasi bilan, fazodagi har ganday vektor o’zining uchta komponent
bilan aniklanadi.

Geomegrnyada, shuningdek, mexanikada va fizikada ko’pincha shunday
obyekglarni o’rganishga to’g’ri keladiki, ularni to’la aniglash uchun uchta haqigiy
sonning berilishi yetarli bo’lmay di. Masalan, uch o’Ichovli fazoda sharlar
to’plamnni garaylik. Shar to’la aniglangan bo’lishi uchun uning radiusi va
markazining koordinatalari berilgan bo’lishi, ya’ni to’rtta hagigiy sondan iborat
tartiblangan sistema berilishi kerak. Yana shunisi ham borki, radius fagat musbat
giymatlar kabul gilishi mumkin. Ikkinchi tomondan, gattiq jismning fazodagn turli
holatlarini qgaraylik. Agar jismning og’rlik markazi koordinatalari (ya’ni uchta
haqigiy son), og’irlik markazidan o’tuvchi birorta tayinlangan o’qning yo’nalishi
(ikkita son - uchta yo’naltiruvchi kosiiusdan ikkitasi) va, nihoyat, bu o’q atrofida

burilish burchagi ko’rsatilgan bo’lsa, uning vaziyatn to’la aniglangan bo’ladi.
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Shunday qilib, fazodagi qattiq jismning vaziyatn oltita hagigiy sondan iborat
tartiblangan sistema bilan aniglanadi.

Bu misollar n ta haqgigiy soniing barcha mumkin bo’lgan tartiblangan
sistemalari to’plamini garash magsadga muvofigigini ko’rsatadi. Bu to’plam unda
qo’shish va songa ko’paytirish operasiyalarn Kiritilgandan keyin (bu quiyroqgda, uch
o’lchovli fazoniig komponentlar orgali ifodalangan vektorlari ustidagi mos
operasiyalarga o’xshash amalga oshiriladi) « o’lchovli vektor fazo nomini oladi.
Shunday qilib, n o’Ichovli vektor fazo fagat algebraik tuzilma bo’lib, u uch
o’lchovli fazoning koordinatalar boshidan chiquvchi vektorlari to’plaminnng ba’zi
eng sodda xossalarini saglaydi.

10.1-ta’rif. n ta soniing tartiblangan ushbu

a=(a,a,,..a,) (10.1)

sistemasi n o’lchovli vektor deyiladi. a; (i=1...,n) sonlar a=(a,,a,,...a,)

vektorning komponent lari deyiladi.

Agar a =(a,a,,....a,) va
B=(b,b,,...0,) (10.2)

vektorlarning bir xil o’rinda turgan komponentlari ustma- ust tushsa, ya’ni agar

a. =D, (i=1...,n) bo’lsa, bu vektorlar teng deb hisoblanadi.

Vektorlarni belgilash uchun bundan buyon grek alfavitining kichik harflari
ishlatiladi, latin alfavitinnng kichik harflari esa sonlarni belgilash uchun nshlatiladi.
Misollar. Vektorlarga misollar sifatida quyidagilarni keltiramiz:

1) tekislikda yoki uch o’Ichovli fazoda koordinatalar boshidan chiggan vektor-
kesmalar tayinlangan koordinatalar sisgemasida mos ravishda yugorida aytilgan
ma’noda ikki va uch o’Ichovli vektorlar bo’ladi;

2) n noma’lumli har ganday chizigli tenglamaning koeffisiyentlari n
o’lchovli vektor tashkil etadi;
3) n noma’lumli chizigli tenglamalarning istalgan sistemasining har ganday

yechimi n o’lchovli vektor bo’ladji;
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4) agar s ta satrln va n ta ustunli matrisa berilgan bo’lsa, u holda uning
satrlari n o’Ichovli vektorlar, ustunlari esa s o’lchovli vektorlar bo’ladi;

5) s ta satrli va n ta ustunli matrisaning uzn sn o’Ichovli vektor sifatida
garalishi mumkin: matrisa elementlarini satrma satr bo’yicha ketma-ket o’qib

chigish kifoya; xususiy holda, n tartibli kvadrat matrisani n- o’lchovli vektor deb

garash mumkin, shu bilan birga, ravshanki, har gqanday n? o’lchovli vektor shu yo’l
bilan n—tartibli birorta matrisadan hosil gilinishi mumkin.

10.2-ta’rif. a=(a;,a,,....,) va B=(b,b,,...b,) vektorlarning yig indisi
deb komnonentlari qo’shilayotgan vektorlarning mos komponentlari yig’indisidan
iborat bo’lgan

a+pf=(a, +b,a, +b,,..a, +b,) (10.3)

vektorga aytiladi.

Vektorlarni qo’shish sonlarni go’shish kommutativ va assosiativ bo’lgani
sababli kommutativ va assosiativdir.

Nol rolini ushbu
0=(0,0,...0) (10.4)
nol vektor uynaydi.

Hagigatan ham,

a+0=(a, +0,a,+0,..a, +0)=(a,0,a,,....3,)= .

Nol vektorii yozish uchun nol soninn ifodalovchi 0 simvolning o’zidan
foydalanamiz; ayni paytda nol soni hagida gapirilyaptimi yoki nol vektor
to’g’risidami ekanligi masalasi hyech gachon giyinchilik to’g’dirmaydi.

10.3-ta’rif. a=(a,,a,,...,a,) vektorga garama-qarshi vektor deb, ushbu

~a=(-a,,-a,,.a,) (10.5)
vektorii aytamiz.

Ravshankn, a+(-a)=(a, —a,,a, —a,,...,a, —a,)=0. Endi vektorlarni
qo’shishga teskari amal —ayirish mavjud ekanligini ko’rish oson: (10.1) va (10.2)

vektorlarning ayirmasi  a — 8=a +(— #)bo’ladi, ya'ni
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a+(-p)=(a —b,a, -b,,..a, —b,)=0. (10.6)

n o’lchovli vektorlarni (10.3) formula bilan aniglanadigan qo’shish
vektorlarni tekislikda yoki uch o’lchovli fazoda parallelogramm qoidasi bo’yicha
geometrik qo’shishdan kelib chiggan. Geometriyada vektorni hagigiy songa
(skalyarga) ko’paytirish ham ishlatiladi: «=(a,,a,,....a,) vektorni k songa
ko’paytirish k >0 bo’lganda, a =(a;,a,,...,a,) ni k marta cho’zish (ya’ni k <1 da
sigish) ni, k <0 daesa, \k\ marta cho’zish va yo’nalishni teskarisiga almashtirishni
bildiradi. Bu goidani a=(a;,a,,...,a,) vektorning komponentlari orqgali ifodalab
va tekshirilayotgan umumiy holga o’tib, qu- yidagi ta’rifni hosil gilamiz:

10.4-ta’rif. (10.1) vektorning k songa ko ’paytmasi deb komponentlari
a=(a,,a,,...a,) vektorning mos komponentlarini k ga ko’paytmasiga teng
bo’lgan

ka =(ka,,Ka,,...,ka,) (10.7)

vektorga aytiladi.

Bu ta’rifdan quyidagi muhim xulosalar kelib chigadi (ularni tekshirish
o’quvchining o’ziga havola gilinadi);

1% k(o = B)=ka £ kg;

20.(k+a=ka *la;

3 k(ler) = (Kl

1. a=a.

10.5-ta’rif. Vektorlarni qo’shish va vektorni songa ko’paytirish amallari
aniglangan barcha haqiqiy komponentli n o’Ichovli vektorlar to’plami p o Ichovli
vektor fazo deyiladi.

Shuni ta’kidlab o’tamizki, n o’lchovli vektor fazo ta’rifiga vektorni
vekgorga hyech ganday ko’paytirish kirmaydi. Vekgorlarni ko’paytirishni aniglash
giyin emas-masalan, vektorlar ko’paytmasining komponentlari ko’paytuvchi

vektorlar mos komponentlarining ko’paytmasiga teng deb olish mumkin. Biroq
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bunday ko’paytirish hyech ganday jnddiy tatbigga ega bo’lmas edi. Masalan,
tekislikda yoki uch o’lchovli fazoda koordinatalar boshidan chiggan vektor-
kesmalar tayinlangan koordinatalar sistemasida ikki o’Ichovli va mos ravnshda uch
o’lchovli vektor fazolar tashkil etadilar. Bu misolda vektorlarni qo’shish va vektorni
songa ko’paytirish, yugorida gayd gilib o’tilganidek, muhim geometrik ma’no kasb
etgan bir paytda vektorlarning komponentlari bo’yicha ko’paytirishga biroi bir

tuzukroqg geometrik talgin berib bo’lmaydi.

10.2. n o’Ichovli vektorlar sistemasining rangi

10.6-ta’rif. Agar shunday 1,1,,...,|, sonlar mavjud bo’lsaki, ular uchun
L=l +lo +..+
munosabat bajarilsa, g vektor «,a,,...,., vektorlarnnng chizigli kombnnasiyasi
deyiladi.
10.7-ta’rif. Ushbu
a0y, (r=2) (10.8)

vektorlar sistemasiinng hyech bo’lmaganda bir vektori (10.8) sistemaning golgan
vektorlarining chizigli kombnnasiyasi bo’lsa, (10.8) sistema chizigli bog’liq, aks
xolda esa chizigli erkli deyiladi.

Agar hyech bo’lmaganda bittasi noldan fargli shunday ki,k,,....k, sonlarni

r

topish mumkin bo’lsaki, ular uchun
Ky + koo, +...+ K, 2, =0
tenglik o’rinli bo’lsa, (10.8) vektorlar sistemasi chizigli bog’liq bo’ladi.
Agar ikkita vektorlar sistemasining har gaysisi boshqasi orgali chizigli
ifodalansa, bu sistemalar ekvivalent deyiladi.

10.1-teorema. Agar n o’lchovchi vektor fazoda ikkita «,,a,,....,cr, Vva
Bi Bo,-.. P vektorlar sistemasi berilgan bo’lib, ulardan birinchisi chizigli erkli

hamda ikkinchisi orgali chizigli ifodalansa, u holda birinchi sistemadagi vektorlar

soni ikkinchi sitemadagi vektorlar sonidan ortiq bo’lmaydi, ya'ni r <s bo’ladi.
87



10.1-natija. Har ganday ikkita ekvivalent chizigli erkli vektorlar sistemasi
teng sondagi vektorlarga ega bo’ladi.

Berilgan vektorlar sistemasining istalgan maksimal chiziqli erkli sistemasiga
kiruvchi vektorlar soni bu sistemaning rangi deyiladi. Bu tushunchadan foydalanib
asosly teoremadan yana bir natija keltirib chigaramiz.

10.2-natija. n o’lchovchi vektor fazoda ikkita o, ,,....a, va B, fo,.... 5
vektorlar sistemasi berilgan bo’lsin. B u sistemalar chizigli erkli bo’lishi shart emas,
shu bilan birga «;,a,,...,, sistemaning rangi k songa, g, /f,,...,;sistemaning

rangi esa | songateng bo’lsin. Agar birinchi sistema ikkinchi sistema orgali chizigli

ifodalansa, k <I| bo’ladi Agar bu sistemalar ekvivalent bo’lsa, k <1 bo’ladi.
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11-ma’ruza.

Chizigli fazo. Yevklid fazosi

11.1. Chiziqgli fazoning ta’rifi va misollar . L  to’plam berilgan bo’lib,

uning elementlari X,y, z,...u vektorlar bo’lsin.

I. L to’plamda «elementlarni qo’shish» amali kiritilgan, ya’ni V x,y e L

elementlari uchun shunday uchinchi bir z € L element biror qoida bo’yicha mos
qo’yilgan bo’lsin, vauni z = x+y deb belgilaymiz.

Il. L to’plamda «elementlarni songa ko’paytirish» amali kiritilgan, ya’ni V
xel va VaeR son uchun L to’plamda shunday ueL element biror qoida

bo’yicha mos qo’yilgan bo’lsin, vauni u =a- x
III. Bu ko’rsatilgan yuqoridagi ikkita amallar quyidagi sakkizta aksiomani
ganoatlantirsin.

1° X+ y = y+ X (0’rin almashtirish xossasi);

20 (x+y)+ z = x(y+ z) (assosiativlik xossasi);

3°. L to’plamda shunday nol 0 element mavjud bo’lib, VXeL element uchun

mana ushbu
X+0=0+x=Xx
tenglik bajarilsa;

4% L to’plamdagi har qanday x e L element uchun L da shunday —xelL

element mavjud bo’lib, ushbu
X+(=x)=0
tenglik bajarilsa (- x ni x garama-garshi element deb ataymiz)

50 1.x=X (Wxel)
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6% A(ux)=(Au)x (VX el, VA, ueR) (guruhlash xossasi)

70 A+uw)X)=Ax+ux (VxelL VA ueR) (sonlar yig’indisini
ko’p.taq.xossasi)

89 A(X+Y)=Ax+A1y (Vx,yelLVieR) (element yig’indi sonini
tag.xossasi)

Bu L1111 — shartni ganoatlantiruvchi L to’plamni chizigli fazo deb ataymiz.
Hagqiqiy sonlar to’plamidagi chiziqli fazo, odatda haqiqiy fazo deyiladi, kompleks
sonlar to’plamidagi chiziqli fazo esa, kompleks fazo deyiladi.

Chizigli fazoga doir misollarni garaymiz.
1. R”:{_x_:(xl,xz,...,xn),xi — haqiqiy sonlar} to’plamini qaraymiz. R"

to’plamning elementlari ustida qo’shish va songa ko’paytirish amallari va 8 aksioma

bajariladi. Hagigatan,

X =(X[,Xp,000x,)ER", Yy =(31,¥2,..¥, ) ER", YA €R bo’lsin, u holda

;+; =(X1,X0,000X ) )+ (V5 V200V ) = (X1 + Y1, X0 + V0,0 X, +V,) eR”
/1; = (ﬂxl,hz,...,ﬂxn) e Rn .

0=(00,.0 —x= (=X, =X5,eees X, ).
\—\f—/

Demak, R" - chiziqli fazo bo’ladi.

2. Darajasi n natural sondan oshmaydigan hamda qo’shish va songa
ko’paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha ko’phadlar to’plami chizigli
fazo hosil giladi.

3. Fazoning tayinlangan nugtasidan chiquvchi barcha radius vektorlar

to’plami haqiqiy chiziqli fazo hosil giladi.

11.2.Vektorlarning chizigli bog’lanishi. Elementlari x,yz,.,n bo’lgan

.....

ixtiyoriy haqiqgiy chizigli L fazo berilgan bo’lsin.
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11.1-ta’rif. Agar x,yz,.,u vektorlar uchun x=ya+pgz+..+xn

tenglikni ganoatlantiruvchi «, g,...,y sonlar mavjud bo’lsa, u hoida x vektor

Y, Z, ...,u vektorlar orqgali chizigli  ifodalangan yoki ularning chizigli
kombinasiyasidan iborat deyiladi.

Bunda a,f,...,y sonlarning ba’zilari (hatto hammasi) nolga teng bo’lishi
mumkin.
Masalan. x =(7,12,7) vektor y=(1,2,5), z=(-3,0,7), u=(4,6,—8) vektorlar

orgali chizigli ifodalanadi:

x=3y+0z+1u ; (7,12,7)=3(1 2,5)+0(-3,0, 7)+1(4, 6, —8)

11.2-ta’rif. Agar berilgan x,y,z,... u vektorlar uchun kamida bittasi

noldan fargli shunday «, 3, 4..... # (@, B, x...., s € R) sonlar mavjud bo’lsaki, ushbu

ax+BYy+7y+.+uu=0 (11.1)

tenglik o’rinli bo’lsa, x,y,z,.u vektorlar L chizigli fazoda chizigli bog’liq
deyiladi.

11.3-ta’rif. Agar berilgan x,y,z,..u vektorlar uchun yugorida aytilgan
shartlarni ganoatlantiruvchi sonlar mavjud bo’lmasa, ya’ni (11.1) tenglik fagat
a = =y=...= u=0 shartdagina bajarilsa, x,y, z,..u vektorlar L chizigli fazoda
chizigli bog’lanmagan (erkli) deyiladi.

1-misol. Rasional sonlar maydonidagi uch o’lchovli vektor fazoning

x=(0-2), y=(3-93), z=(3-6,0) u=(25,7)
vektorlari chiziqli bog’langan, chunki rasional 3, 2, -3, 0 sonlar uchun
3x+2y—3z+0u =0
tenglik bajariladi, bunda 0 =(0,0,0).
2-misol. Ushbu a=(1,2-1), b=(-2,13), c=(-131)

vektorlarning chiziqli bog’lanmaganligini ko’rsating.
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Hagigatan ham
ax+pBy+yc=0 (11.2)
tenglikdan o= =y =0 kelib chiqishini ko’rsatamiz.
Berilgan vektorlarni (11.2) tenglikka qo’ysak qo’yidagi birjinsli chizigli
tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi:

a(2,2,-)+ B(-2,1,3)+y(-1 3,1) = (0, 0, 0)

yoki
a-2p-y=0
20+ B+3y =0
—a+3p+y=0

bu bir jinsli sistemaning asosiy determinanti noldan fargli shu sababli u fagat hol

1 -2 1
yechimgaegabo’ladi| 2 1 3|=-5#0
-1 3 1

Demak, (11.2) tenglik fagat « = # =y =0 bo’lgandagina bajarilar ekan.

11.1-teorema.R" chizigli fazoning x,y,z,...,u elementlari chiziqgli

bog’langan bo’lishi uchun bu elementlardan birortasi qolganlari orqali chizigli

(kombinasiyasi) ifodalangan bo’lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. Faraz gilaylik x, y,..., z, elementlar chizigli bog’langan
bo’lsin, ya’'ni

XY +Yy Yy+oty, z=0 (11.3)
tenglik bajarilsin, bunda y,,7,,...7,, lardan agalli birortasi noldan fargli, masalan

71 #0 bo’lsin, u holda (11.3) ni quyidagicha yozih mumkin

—%:a, %:ﬂ ..... _7/—7/“:}/ deb belgilashlar kiritib, x =« y+ Bz +...4+y u ni
1 1 n
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Bu esa x elementni qolgan vy,z,..,u elementlar orgali chizigli
ifodalanganligini bildiradi.
Yetarliligi. Faraz gilaylik x element golgan v, z,...,u elementlarning chizigli

(kombinasiyasi) ifodasi bo’lsin, ya’'ni
X=ay+fz+.+yu
Bu tenglikni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin.
xX+ay+PBz+..+7u=0 (11.4)

Bu (-1), &, f,...,y sonlar bittasi noldan fargli, u holda (11.4) tenglik x,y,..,u
elementlarning chizigli bog’langanligini ko’rsatadi. Teorema isbotlandi.

Qo’yidagi elementar tasdiglar o’rinlidir:

1°Agar x,, z,... ,; elementlardan birortasi nol elementga ega bo’lsa, u holda

bu elementlar chiziqli bog’langandir.

Hagigatan ham, x =0 ega bo’lsin, u holda ¢ x+ B y+...+y z = 0 tenglik

o’rinli bo’ladi, agar =1L f=...=y =0 bo’lsa.

20 Agar x,y, ?,...,; elementlarning bir qismi chizigli bog’langan bo’lsa, u
holda hamma elementlari chiziqli bog’langan bo’ladi.

3% Har ganday x vektorini chizigli ifodalash mumkin.

X =x1 61+x2 ez-l-...—l—xn €n :{xl,X2,...,xn}.

11.3. Chizigli fazo elementini bazis bo’yicha yoyish

11.4-ta’rif. L chizigli fazoning har bir x elementni uchun shunday

X[,X5,...,X, sonlar mavjud bo’lib, ushbu
X :xl el+X2 €2+...+xn €n
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tenglik o’rinli bo’lsa, u holda e, e»,..., en chiziqli bog’lanmagan vektorlar sistemasi

L chizigli fazoning bazisi deyiladi, bunda x;,x,,...,x, sonlar x vektorning

n

koordinatalari deyiladi.

11.2-teorema. L chizigli fazoning har bir x elementini yagona usulda bazis

vektorlari orqali yoyish mumkin, ya’ni
X =Xx,e1+Xxyer+..+x, en

11.4. Chizigli fazoning o’Ichovi. L chizigli fazo x,y,z,..u elementlari

bilan berilgan bo’lsin.

11.5-ta’rif. L chizigli fazoning x,y,z,..u elementlaridan n tasi chizigli

bog’lanmagan (erkli) vektorlar sistemasi bo’lib, ixtiyoriy n+1 tasi chizigli
bog’langan bo’lsa, u holda L n o’lchamli chiziqli fazo deyiladi va quyidagicha
belgilanadi dimL=n_

11.6-ta’rif. Agar L chiziqli fazoda cheksiz ko’p chizigli bog’lanmagan
vektorlar sistemasi mavjud bo’lsa, u holda bu L cheksiz o’lchovli chiziqli fazo
deyiladi va demL = bo’ladi.

Misol. R maydonda darajalari (n—1) dan ortiq bo’lmagan ko’phadlar fazosini
olaylik. Bu fazoda ushbu

Lx,x2,...x" (11.5)
vektorlar chizigli bog’lanmagan, chunki
a, +a,X+..+a X" =0
tenglik, ma’lumki, @y, =q =...=a, ;=0 martdagina o’rinli bo’ladi. Endi,
fazoning istalgan
f(x)=by+bx +..+b,_x""

vektorni olsak, uning (11.5) vektorlar orqali ifodalanishi ko’rinib turadi. Shunday

qilib, biz bunda n o’lchovli fazoga ega bo’lamiz.
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11.3-teorema. Agar L chiziqli fazoning o’Ichovi n ga teng bo’lsa, u holda

bu L chizigli fazoning n ta chiziqli bog’lanmagan vektorlari uning bazisi bo’ladi.

Isboti. L chizigli fazoning elementlari n+1 ta bo’lsin: x,e,e,,...e, bu
elementlarga mos «, 3, 7,...,0 sonlar mos kelsin. U holda bu sistema chizigli

bog’langandir:

ax+pPe+ye,+..+5e,=0

o+

bo’lsin, u holda

=P Vo 0.
a a a
bo’ladi. x; :—é,x2 =—Z,...,xn =—é, belgilasak, u holda
a a a
X =x|e+Xye,+...+x,e, (11.6)

bo’ladi. Shartga ko’ra, x L fazoning ixtiyoriy elementi, u holda (11.6) tenglikdagi

e.e,..e, elementlar sistemasi L fazoning bazisi bo’ladi.

11.5. Qism fazo
F maydon ustidagi V chizigli fazoda V' qism to’plam berilgan bo’lsin.
11.7-ta’rif. Agar V dagi qo’shish amaliga va vektorlarni F dagi skalyarlarga
ko’paytirish amaliga nisbatan V' to’plam yopiq bo’lsa, ya’ni har ganday X,y eV'
, uchun x+yeV'vaharqganday xeV', AeF ,uchun AxeV"' bo’lsa, u holda
V"' kism to’plamga V chizigli fazoning qism fazosi deyiladi.
1-natija. 0eV' .
Hagigatdan ham ixtiyoriy x V' uchun 1 =0deb olsak 0eV".
2-natija. Agar xeV'bo’lsa, —xeV' bo’ladi.
Buni ko’rsatish uchun A =-1 deb olish kerak.
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2-natija. V' to’plamning o’zi ham F maydon ustida V chizigli fazoda
kiritilgan amallarga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

11.4-teorema. 1) V' fazo V chiziqli fazoning gism fazosi bo’lsa,

dimV'<dimV

bo’ladi.

2) Agar V' vaV"larV chizigli fazoning gism fazolari vaV'cV" bo’lsa,
dimV'<dimV"buladi. Bundan tashqgari oxirgi tengsizlikdan tenglik bo’lishi uchun
V'=V" tenglik bajarilishi zarur va yetarli.

11.6. Yevklid fazosining ta’rifi. Yevklid fazosida elementning normasi

tushunchasi. Yevklid fazosida ortonormallangan bazis qurish

Chizigli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar
ko‘paytma kiritishdir.

11.8-ta’rif. Bizga L haqiqiy chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Agar L x L dekart
ko‘paytmada aniglangan P funksional quyidagi to‘rtta shartni qanoatlantirsa, unga
skalyar ko‘paytma deyiladi:

1) p(x,X)=0, Vxel; p(x,X)=0<x=0,;

2) p(x,y)=p(y,x), VxyeL,;

3) plex,y)=ap(Xy), YVaeR, ¥x,yelL;

4) p(X, +X,, ¥) = p(X, ¥) + p(X,, Y), VX, X, Yel,

11.8-ta’rif. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi

va X,Y elementlarning skalyar ko‘paytmasi (X,y) orqgali belgilanadi.

Evklid fazosida x elementning normasi

[x][=/(xx) (11.7)

formula orgali aniglanadi. Bu funksional norma aksiomalarini ganoatlantiradi.

Skalyar ko‘paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib
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chigadi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataluvchi quyidagi
[ V)< x]-] ] (11.8)
tengsizlikdan kelib chigadi.
Endi (11.8) tengsizlikni, ya’ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz.
A € R ning barcha giymatlarida nomanfiy bo‘lgan kvadrat uchhadni qaraymiz:
#2)=(Ax+y, Ax+y)= 22 (x,x)+22(x, y)+(y, y)= 2| x|} +22(x, y)+| y|*.
Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya’ni
D =4[(x y)F ~4|x| | y[" <0

Bundan

[P <[y [P yami [Gey)|<] x|y
Endi (11.7) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini ko‘rsatamiz:
[x+y [ =0+ v+ y)=06x)+ 2%, )+ (y, y) <
2 2 2
<|x["+ 2 x|y [+ |y [ =(x]+[ y]Y-

Bundan || x+ y| <[ x| +]y| tengsizlik kelib chigadi.

Shuni ta’kidlaymizki, Evklid fazosida yig¢indi, songa ko*paytirish va skalyar
ko‘paytma amallari uzluksizdir, ya'ni agar X, —X, Y, —>Y (norma bo‘yicha
yaqginlashish ma’nosida), a, = o (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘lsa, u holda
X +Y, >X+Y, ax —oax, (x.y,)—=>(xy).
Bu tasdiglarning isboti quyidagicha:
[ 00+ )= O ) =1 06 =)+ (=) <0 =X+ ] Yo =y [ 20 >0y
| anXa —a X|| =] Xy —a X, + X, —a x| <[ (a—ap )X +] e (X, = X)| =
=|a—ay|-[ ;[ +|a]-| % = X[ >0, n—>oo;
[ (0 ¥ )= (6 V) [ =] (%0, ¥a) = (% ¥ )+ (3, v )= (%, )| <
<160 53016 Yo = /=0 =X+ 13 - Y50, >
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Evklid fazolarida nafaqat vektorning normasini (ya’ni uzunligini), balki vektorlar

orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan fargli X va y

vektorlar orasidagi ¢ burchakning kosinusi

(x,y)
0SQp = (11.9)
TN

formula bilan aniglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (11.9) ning o‘ng
tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (11.9) formula hagigatan ham,

nolmas X va y vektorlar orasidagi ¢, 0< @ <7z burchakni bir giymatli aniglaydi.
Agar (X, Y¥) =0 bo‘lsa, uholda X va y vektorlar ortogonal deyiladi.
11.10-ta’rif. Agar ixtiyoriy = f da (xa, Xﬂ):O bo‘lsa, u holda nolmas

{x,} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir

elementning normasi birga teng bo‘lsa, {X,} ortogonal normalangan sistema,

gisgacha ortonormal sistema deyiladi.

Agar {x_} vektorlar ortogonal sistemani tashkil gilsa, u holda {x,} chizigli

bog‘lanmagan bo‘ladi. Hagiqatan ham,
X+ Ay KXo+ -+ Oy Xy =0
bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala qismini X; ga skalyar ko‘paytirib, quyidagiga ega
bo‘lamiz
(X,00 % + 0o %o + -+ +ap X, )= (X, X )=0, i=12,...,n

(Xi, Xi)¢ 0 bo‘lgani uchun, barcha i €{1,2,...,n} larda aj =0 bo‘ladi.

11.11-ta’rif. Agar {Xa} sistemani o‘zida saqlovchi minimal yopiq qism fazo
E fazoning o‘ziga teng bo‘lsa, u holda {x,} sistema to‘la deyiladi.

11.12-ta’rif. Agar {X,} ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda bu sistema

E fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {x,} - ortogonal sistema bo‘lsa, u holda

U™ x,

ortonormal sistema bo‘ladi.
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11.1-misol. R" ={x=(X,%,,....X,), X, €R} - n o‘lchamli Evklid fazosi. Bu

fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi
(X!y): inyi :
i1

Bu fazoda {e, = (O,...,O,lO,...,O)}k”:1 vektorlar sistemasi ortonormal bazisni tashkil
k

qgiladi.
11.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya'ni £, ni

qaraymiz. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi
(X’ y): gxiyi :

¢, fazoda ortonormal bazis sifatida (5.8) tenglik bilan aniglanuvchi {e,}n-;
vektorlar sistemasini olish mumkin.

11.3. C,[a,b] fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

(f.g)=

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 2znt . 2xznt
—, COS , SIn :
2 b-a b—a

f(t)g(t)dt. (11.10)

D — T

n=12,...

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo‘ladi.

11.4. L,[a,b] fazoda ham f va g elementlarning skalyar ko‘paytmasi
(11.10) tenglik bilan aniglanadi.

11.13-ta’rif. Agar E Evklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli

to‘plam mavjud bo‘lsa, E separabel Evklid fazosi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan R", 7, , C,[a,b] va L,[a,b] fazolar separabel Evklid
fazolariga misol bo‘ladi. Har qanday separabel Evklid fazosidagi ixtiyoriy
ortonormal sistema ko‘p1 bilan sanoqlidir. Mustagqil isbotlang.

11.5-teorema. (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid fazosida

chizigli bog‘lanmagan
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f1, o fryens (11.11)
clementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E Evklid fazosida quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi

N TR N (11.12)
sistema mavjud:
1) (11.12) ortonormal sistema.

2) Har bir ¢ element f, f,, ..., f,,... elementlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat, ya’'ni
g,=ay,f+a,f+---+a,,f,, a,>0;
3) har bir f, element

1:n :bn1¢l+bn2¢2+"'+bnn¢n’ bnn >0

ko‘rinishda tasvirlanadi.
4) (11.12) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir giymatli

aniglanadi.
Ishot. & element & f, ko‘rinishda izlanadi va 311
2
(4. ¢)=a(f, f)=1

shartdan aniglanadi. Bu yerdan

& = t _ 1 >
N CRANNEA

Ko‘rinib turibdiki, ¢ bir giymatli aniglanadi. Faraz qgilaylik, 1-3 shartlarni

0.

ganoatlantiruvchi ¢ , k e{1,2,...,n —1} elementlar qurilgan bo‘lsin. Ushbu

wn =1, _(fn’¢l)¢l_(fn’¢2)¢2 - "'_(fnl¢n—1)¢n—1
elementni kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki, agar k €{12,...,n—1} bo‘lsa, (v ¢ )=0
bo‘ladi. (v,,w,)=0 tenglik (11.11) sistemaning chizigli erkli ekanligiga zid,
shuning uchun (v, ., )> 0. Endi

v
4 D
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deymiz. wp, vektorning qurilishiga ko‘ra u f;, f,,..., f, vektorlarning chizigli

kombinatsiyasi va demak, @, ham ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni

¢,=a,f+a,f,+--+a,f, buyerda a, :;>0

\/(’//n!‘/jn)

Bundan tashaari (4, ¢,)=1, (¢..4.)=0, (k<n) va
1En:bn1¢l+bn2¢2""""'bnn¢nr bnn:ar;r}:\/(‘//n!lﬂn)>o,

ya'ni @, teorema shartlarini ganoatlantiradi. A

(11.11) sistemadan 1-3 shartlarni ganoatlantiruvchi (11.12) sistemaga o‘tish
ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko‘rinib turibdiki, (11.11) va (11.12)
sistemalardan hosil bo‘lgan qism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib chigadiki,
bu sistemalar bir vaqtda to‘la yoki to‘la emas.

11.1-natija. Har ganday separabel Evklid fazosida sanogli ortonormal bazis
mavjud.

Isbot. @, - E Evklid fazosining hamma yerida zich sanogli to‘plam bo‘lsin.

Undan chizigli bog‘langan elementlarni chigarib tashlab, qolgan {f } sistemaga

ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal bazisni hosil gilamiz. A
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12-ma’ruza.

Chiziqgli operatorlar va ularning xossalari

12.1. Chizigli operatorning ta’rifi va misollar

Biz asosan chiziqli operatorlarni garaymiz. Chizigli operatorlarning
aniglanish sohasi va qiymatlar to‘plami chiziqli normalangan fazolarning qism
fazolari bo‘ladi. Shunday qilib, bizga X va Y chizigli normalangan fazolar berilgan
bo‘lsin.

12.1-ta’rif. X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona vy
elementini mos qo‘yuvchi

Ax=y (xeX, yeY)
akslantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X ning hamma yerida aniglangan bo‘lishi shart emas.
Bu holda Ax mavjudva AxeY bo‘lgan barcha x € X larto‘plami A operatorning
aniglanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya’ni:

D(A)={3xe X: Ax mavjud va AxeY }.

Agar chizigli A operator garalayotgan bo‘lsa, D(A) ning chiziqli ko “pxillilik
bo‘lishi talab gilinadi, ya’ni agar X, y € D(A) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy e, 8 €C lar
uchun e x+ By e D(A).

12.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y € D(A)c X elementlar va ixtiyoriy «, 8 €C
sonlar uchun

Alax+ py)=aAx+ Ay
tenglik o‘rinli bo‘lsa, A ga chiziqli operator deyiladi.

12.3-ta’rif. Bizga A:X —Y operator va x, € D(A) nugta berilgan bo‘Isin.
Agar y, = Ax, €Y ning ixtiyoriy V atrofi uchun, x, nugtaning shunday U atrofi
mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x €U (1 D(A) lar uchun Ax eV bo‘lsa, A operator x = X,
nuqtada uzluksiz deyiladi.

12.3-ta’rifga teng kuchli quyidagi ta’riflarni keltiramiz.
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12.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ >0 uchun shunday & = 5(s)> 0 mavjud bo‘lib,
|x=%,| <&  tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha  xeD(A) lar uchun
| Ax—Ax, | < & tengsizlik bajarilsa, A operator x = x, nugtada uzluksiz deyiladi.

12.5-ta’rif. Agar X, nugtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik uchun
| AX, — AX,| — 0 bo‘lsa, uholda A operator X, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Agar A operator ixtiyoriy xe D(A) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, A uzluksiz
operator deyiladi.

12.6-ta’rif. Ax =@ tenglikni ganoatlantiruvchi barcha x € X lar to‘plami A
operatorning yadrosi deb ataladi va u KerA bilan belgilanadi.

12.7-ta’rif. Biror xe D(A) uchun y = Ax bajariladigan y €Y lar to‘plami
A operatorning giymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u ImA yoki R(A)
bilan belgilanadi.

Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va giymatlar sohasini
quyidagicha yozish mumkin:

KerA ={3x e D(A): Ax=6},
R(A):=ImA={3yeY :biror xe D(A)uchun y=Ax}.

Chiziqli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko‘pxillilik bo‘ladi.
Agar D(A) = X bo‘lib, A uzluksiz operator bo‘lsa, u holda KerA yopiqg gism fazo
bo‘ladi, ya’ni KerA =[KerA]. A operator uzluksiz bo‘lgan holda ham ImAcY
yopiq qism fazo bo‘Imasligi mumkin.

12.2. Chizigli operatorlarga misollar

12.1-misol. X - ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo‘lsin.

IX=X, XeX

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu operatorning chizigliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan

bevosita kelib chigadi:
lax+BY)=ax+py=alx+Bly, [I(x=%)]=]x-%].
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Qo‘shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, giymatlar

sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
D(l)=X, R(l)=X, Kerl ={6}.
12.2-misol. X va'Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar bo‘Isin.
0: X >Y, Ox=460
operator nol operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan kelib
chigadi. Uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar
o‘rinli:

D@®)=X, R(@®)={0}, Ker(®)=X.

12.3-misol. Aniglanish sohasi D(A) =C"[a,b] = C[a;b] bo‘lgan va C[a;b]

fazoni o‘zini-o°ziga akslantiruvchi

A:Cla;b]— Cla;b], (Af)(x)=f'(x)
operatorni garaymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni chiziglilik va
uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy

f,g € D(A) elementlarning chizigli kombinatsiyasi bo‘lgan « f + fg elementga
A operatorning ta’sirini qaraymiz:
(Aler T+ 89))x)=(a T (x)+ Bg(x))=a f'(x)+ B (x) = ar(Af Jx)+ B(Ag)x).
Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda
o‘zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chigarish munkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nugtada uzluksizlikka tekshiramiz.
Ma’lumki, A@ =6, buyerda 6 - C[a;b] fazoning nol elementi, ya’ni #(x)=0. Endi
nolga yaginlashuvchi f, e D(A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiylikni buzmagan
holda a=0, b=1 deymiz.
e

X : : X
, lim| f,| = lim max
nN+1 now n—w 0<x<1 N +1

n+1

fo (x) =

Ikkinchi tomondan,
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=lim1=1=«0.

n—o0

(Af,)(x)=x", lim | Af, — A& =lim max|x"

n—o0 n—oo 0<x<1

Demak, A operator nol nugtada uzluksiz emas ekan. 12.2-teoremaga ko‘ra
differensial operator aniglanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega.
Uning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
R(A) = Cl[a,b], KerA ={const}.
12.4-misol. Endi C[a;b] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B operatorni

quyidagicha aniqlaymiz:

(BF)(x)= [K(x,t)f (t)dt (12.1)

a

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(x,y) funksiya [a,b]x[a,b] -
kvadratda aniglangan, uzluksiz. K(x,y) integral operator-ning o‘zagi (yadrosi)
deyiladi. B operatorni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ma’lumki, ixtiyoriy f e C[a,b] uchun K(x,t)f(t) funksiya x va

t larning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,

TK(xt)F (t)dt

a

integral parametr x e[a,b] ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B
operatorning aniglanish sohasi D(B) uchun D(B) = C|a;b] tenglik o‘rinli ekanligi
kelib chigadi. Integral operatorning chizigli ekanligi integrallash amalining
chiziglilik xossasidan kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy f,g e C[a;b] va a,C lar

uchun

b

(Bla f +B9))(x)=[K(xt)a f(t)+Ag(t))dt =

a

b

— [ Kt Ot + B[ K (x.)gt)dt = o (BF )x) + 2(Bg)(x)

tengliklar o‘rinli. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
f,  C[a;b] ixtiyoriy tayinlangan element va {f }<Cla;b] unga yaginlashuvchi

ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda
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| Bf, — Bf,| = max <

a<x<b

iwnmg®_g®mt

b
jK@ﬂmFCﬂn—gw

(12.2)
<max| f,(t)- f,(t)| max

a<x<b a<x<b

Bu yerda

b
C =max [|K(x,t)[dt.

a<x<b a
C ning chekli ekanligi [a,b] kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan
ekanligidan kelib chigadi. Agar (12.2) tengsizlikda n — oo da limitga o‘tsak,
lim | Bf, —Bf | <C-lim| f, — f,[=0

Nn—o0

ekanligini olamiz. Agar | Bf, — Bf,|| > 0 tengsizlikni hisobga olsak,

iim |Bf, B f,| =0

n—oo

Shunday qilib, B integral operator ixtiyoriy nugtada uzluksiz ekan.

B integral operatorning giymatlar sohasi va yadrosi integral operatorning
o‘zagi - K(X,y) funksiyaning berilishiga bog‘liq. Masalan, K(x,t) =1 bo‘lsa, B
operatorning qiymatlar sohasi ImB o‘zgarmas funksiyalardan iborat, ya’ni
Im B = {f e Cla,b] : f(t) = Const}, uning yadrosi KerB o‘zgarmasga ortogonal

funksiyalardan iborat, ya’ni

KerB ={3f e Cla;b]: [ f(t)dt = 0}.

QD T

12.8-ta’rif. Bizga X normalangan fazoning M to‘plami berilgan bo‘lsin.

Agar shunday C >0 son mavjud bo‘lib, barcha x € M uchun | x||<C tengsizlik

o‘rinli bo‘lsa, M to‘plam chegaralangan deyiladi.

12.9-ta’rif. X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator berilgan
bo‘lsin. Agar A ning aniglanish sohasi D(A) = X bo‘lib, har qanday chegaralangan
to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A ga chegaralangan
operator deyiladi.

Chizigli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif

qulaydir.
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12.10-ta’rif. A: X —Y chizigli operator bo‘lsin. Agar shunday C >0 son
mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x € D(A) uchun
|Ax|<C-| x| (12.3)
tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.
12.11-ta’rif. (12.3) tengsizlikni ganoatlantiruvchi C sonlar to‘plamining aniq

quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi, va u | A| bilan belgilanadi, ya’ni
|A|=inf C.
Bu ta’rifdan ixtiyoriy X € D(A) uchun H AXH SH AHH XH tengsizlik o‘rinli

ekanligi kelib chigadi.

12.1-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi

chizigli chegaralangan A operatorning normasi || A| uchun

H/\H—-sup”/\x”—-sup” X” (12.4)

tenglik o rinli.
Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz

sl
o | X
A chiziqli operator bo‘lgani uchun
oz:supHAXH — | =sup|Ax]|.
o [X] ot =1
Ixtiyoriy x=0 uchun
|Ax]_
| x]

Demak, ixtiyoriy xe X uchun | Ax|| < | x|. Bundan esa
|A|<a. (12.5)
Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy &£>0 son uchun, shunday x, =6

element mavjudki,
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| AX,
—&< ‘
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan & > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun,

o <|Al. (12.6)

<| Al

X

&

(12.5) va (12.6) lardan H AH = tenglik kelib chigadi. A

12.1-tasdiq. Chizigli chegaralangan A operator uchun
sup| Ax| = sup| Ax|

x| [x|<1
tenglik o‘rinli.
12.1-tasdigni mustaqil isbotlang.

X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga akslantiruvchi
chizigli chegaralangan operatorlar to‘plamini L(X,Y) bilan belgilaymiz. Xususan,
X =Y bo‘lsa L(X,X)=L(X).

12.1-natija. Ixtiyoriy Ae L(X,Y) va x e D(A), | x| =1 uchun

| Ax| <[ Al (12.7)
tengsizlik o‘rinli.

(12.7) tengsizlikning isboti (12.4) tengsizlikdan bevosita kelib chigadi.

12.12-ta’rif. A: X —> Y va B : X — Y chizigli operatorlarning yig‘indisi
deb, x € D(A)(1 D(B) elementga y= Ax+BxeY elementni mos qo‘yuvchi
C = A+ Boperatorga aytiladi.

Ravshanki, C chizigli operator bo‘ladi. Agar A, B € L(X,Y) bo‘lsa, u holda
C ham chegaralangan operator bo‘ladi va

ICl=[A+B]<]|A[+]B] (12.8)
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,

[Cx|[=]Ax+Bx|<|Ax|+[BX| <|A]-|x[+]B]-| x| <( Al +]|B[)] x].
Bu yerdan (12.8) tengsizlik kelib chigadi.

12.13-ta’rif. A chizigli operatorning « songa ko‘paytmasi x elementga

a AX elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniglanadi, ya’ni
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(a A)(X)=a Ax.
12.14-ta’rif. A: X > Y va B:Y — Z chizigli operatorlar berilgan bo‘lib
R(A) — D(B) bo‘lsin. B va A operatorlarning ko‘paytmasi deganda, har bir
x € D(A) ga Z fazoning z = B(AX) elementini mos qo‘yuvchi C=BA: X »>Z
operator tushuniladi.

Agar A va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C ham

chiziqli chegaralangan operator bo‘ladi va
ICl<IB]-|Al (12.9)
tengsizlik o‘rinli. Haqigatan ham,
[Cx], =I8(Ax)], <|[B]-| Ax], <[ B]-|A[-|x],-

Bu yerdan (12.9) tengsizlik kelib chigadi.

Operatorlarni  qo‘shish va ko‘paytirish assotsiativdir. Qo‘shish amali
kommutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas.

Agar X va'Y lar chiziqli normalangan fazolar bo‘lsa, L(X,Y) ham chizigli
normalangan fazo bo‘ladi, ya’ni p:L(X,Y) >R,

p(A) = sup| Ax|

[ x[=1
funksional normaning 1-3 - shartlarini ganoatlantiradi.
12.2-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi
A: X —Y chiziqli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiglar teng kuchli:
1) A operator biror x, nuqgtada uzluksiz;
2) A operator uzluksiz;
3) A operator chegaralangan.
Isbot. 1) — 2). Chizigli A operatorning biror X, nugtada uzluksiz ekanligidan
uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chigaramiz.

A operator x, nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun, X, ga intiluvchi ixtiyoriy

{xr?} ketma-ketlik uchun Ax’ — Ax,. Ixtiyoriy x’e D(A) nugta uchun, x! — x’
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ekanligidan ~ Ax — Ax’ kelib chiqishini ko‘rsatamiz. y;, =X} — X'+ Xy = X
deymiz. U holda
lim Ay/ = lim A(X|, — X'+ Xy) = lim (AX, — AX'+ AX,)= AX,.

N—o0 N—o0 Nn—o0
Bu esa

lim Ax; = Ax'
n—o0

ekanligini bildiradi. Demak, A operator ixtiyoriy x' nugtada uzluksiz.

2)—3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi kelib
chiqishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, A chizigli operator uzluksiz
bo‘lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya’ni ixtiyoriy C >0 son uchun shunday

x, € D(A) element mavjud bo‘lib,

| ax=C|x]
bo‘lsin. Agar C=neN desak, ixtiyoriy neN uchun shunday x, e D(A)
mavjudki, | Ax,|| > n| x,| tengsizlik bajariladi. Quyidagi

X
Sn y

x|

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko‘rinib turibdiki, £, — €, ya’'ni

X 1 1
& ~01=| il = el = >0
N[ x| n
Ikkinchi tomondan,
X 1 1
! nxall )| nlxal N[

Bu garama-qgarshilik A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi.
3)—1). A chizigli chegaralangan operatorning biror nugtada uzluksizligini
ko‘rsatamiz.

Ta’rifga ko‘ra, shunday C >0 son mavjudki, ixtiyoriy x € D(A) uchun
| Ax]l, = clx],
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tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {x.} - X ga yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin, u holda Ax, — Ax ekanligini ko‘rsatamiz:

| Ax, — Ax| =] Alx, = x)| < C|x, —x| =0,
ya’nt AX, > AX. A

12.2-natija. A chiziqli operator chegaralangan bo‘lishi uchun uning uzluksiz
bo‘lishi zarur va yetarli.

12.5-misol. Birlik va nol operatorlarning (12.1 va 12.2-misollar)
chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini
hisoblaymiz. Ixtiyoriy xe E uchun |Ix||=]x| tenglik o‘rinli. Ta’rifga ko‘ra, |
chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning chegaralangan
ckanligini ko‘rsatib, uning normasini topamiz. Istalgan xe€E uchun
|®x| =6 =0 tenglik o‘rinli. Bundan | ®|| =0 ekanligi kelib chigadi. Nol operator
L(X,Y) chizigli normalangan fazoning nol elementi bo‘ladi.

12.6. 12.3-misolda keltirilgan A:C[a,b] — C[a,b] differensial operatorning
chegaralanmagan ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Buning uchun A akslantirishda D(A)=CWY[0, 1] fazodagi birlik shar
B[61] ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Birlik
shar B[#,1] da yotuvchi {f } ketma-ketlikni quyidagicha tanlaymiz:
=1

f,(x)=x", |f,]=max|x"

0<x<1

U holda

(Af, Xx)=n-x"", |Af,[=max|n-x"|=n.

0<x<1

Bundan

lim | Af,|=c0

N—o0

ekanligi kelib chigadi. Demak, differensial operator chegaralanmagan ekan.

12.7. 12.4-misolda Kkeltirilgan B:C[a,b]—Cl[a,b] integral operatorning

chegaralangan ekanligini ko‘rsating.
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Yechish. 12.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi ko‘rsatilgan edi.
12.2-natijaga ko‘ra, u chegaralangan bo‘ladi.

12.8. C[-11] fazoda x ga ko‘paytirish operatorini, ya’ni

B:C[-11] —>C[-11], (Bf)(X)=xTf(x) (12.10)

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping.

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz
funksiyalarning ko‘paytmasi uzluksiz ekanligidan B operatorning aniglanish sohasi
D(B)=C[-11] ekanligi kelib chigadi. Endi B operatorning chegaralangan
ekanligini ko‘rsatamiz.

HBfH_T%‘Xf( )‘<T§§‘X‘ m%\ f(x)]=1-] f||.

Bu tengsizlikdan B operatorning chegaralangan ekanligi va || B <1 kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, agar f,(x)=1 desak, u holda

@1)00=x [Bf|=1 [B]=120l_s

| fol

ni olamiz. Yugoridagilardan |B|=1 kelib chigadi.
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, L,[-1, 1] Hilbert fazosida ham (12.10) tenglik
bilan aniglangan B operator chiziqli chegaralangan bo‘lib, normasi 1 ga teng
bo‘ladi.
12.9. Endi ¢, fazoda ko‘paytirish operatorini, ya’ni
Aily, >0, (AX), =a,X, sup|a,=a<owo (12.11)

n>1
operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping.
Yechish. Ixtiyoriy x e ¢, uchun A x e/, ekanligini ko‘rsatamiz:
& 2 & 2 2 & 2 212
Y |(AX),[" =" |anx,|” <sup|a,|” | x|  =a%| x| . (12.12)
n=1 n=1 n=1 n=1
Bu munosabatlardan D(A) = ¢, ekanligini olamiz. Endi uning chizigli ekanligini

ko‘rsatamiz. A operatorning aniglanishiga ko‘ra
(Alax+pY)), =a,(ax, +BY,)=aa,x, + fa,y, = a(Ax), + B(Ay),.
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Demak, A chizigli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (12.12)

tengsizlikdan kelib chigadi. Bundan tashgari (12.12) tengsizlikdan |A| < a ekanligi
ham kelib chigadi. A operatorning normasi | A|=a ekanligini isbotlaymiz. Buning
uchun ¢, fazoda {e,}”, ortonormal sistemani ((5.8)ga garang) olamiz. A
operatorning aniqlanishiga ko‘ra, ixtiyoriy n € N uchun Ae, =a, e, tenglik o‘rinli.
Bundan va (12.7) dan

| Al= ] Aey] = [a.ed] =|a| - &] = a|
munosabat kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy ne N da o‘rinli bo‘lgani uchun

H AHZSEP‘an‘:a (12.13)

ni olamiz. Demak, | A| = a tenglik isbotlandi. A
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13-ma’ruza.

Xos vektorlari bazis tashkil giluvchi chizigli operatorlar

13.1. Chizigli operatorlarning xos sonlari va xos vektorlari.
Xarakteristik ko’phad

Kvadrat matrisani garaymiz

Air 0 Qn
A=| : :
An1  ° Qan

Bu matrisaning bosh dioganali elementlarini  a;; —1 , ay, — A, ...ap, —
A, elementlar bilan almashtirib, boshga matrisa tuzamiz, A - ixtiyoriy haqiqiy yoki

kompleks son

a1 — A air QAin
a Ayy — A A2n
A-AE = 21 Gz
An1  Ap2 Qg — A

bu matrisaning determinanti A ga nisbatan n - tartibli algebraik ko’phaddan iborat

bo’lib , A matrisaning xarakteristik ko ’phadi deyiladi, E - birlik matrisa.

a1 — A .. A1n
|A-AE|=[ E =A(A)
Ap1 - Apn — A
n-tartibli A(A) =0 algebraik tenglama esa, A matrisaning xarakteristik tenglamasi,
uning ildizlari esa A matrisaning xos sonlari (giymatlari) deyiladi. Algebraning
asosiy teoremasiga ko’ra xarakteristik tenglama kamida bitta haqiqiy yoki kompleks
ildizga ega bo’ladi.
13.1-teorema. O’xshash matrisalar bir xil xarakteristik ko’phadlarga,
binobarin bir xil xarakteristik ildizlarga ega.
Hagigiy R yoki kompleks C sonlar maydonida berilgan A matrisani n-

o’chamli R™ fazoda chizigli operator deb ham garash munkin.
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13.1-ta’rif. Agar shunday Ae R(A1e C) son va nolmas xe R™ vektor
(element) topilib, Ax = Ax tenglik bajarilsa, u holda A son A (matrisaning) chizigli
operatorning xos soni, X esa unga mos xos vektor deyiladi.
Ta’rifdan kelib chigadiki x xos vektor Ax vektorga kollinar ekan. A operator xos
vektorlarining muhim xossalarini keltiramiz :
1. Har bir xos vektorga yagona xos son mos keladi.
2. Agar x; va x, A operatorning A xos songa mos xos vektorlari bo’lsa, u
holda x; + x, vektor ham shu xos songa mos xos vektor bo’ladi.
3. Agar x, A operatorning A xos songa mos xos vektori bo’lsa, u holda

ixtiyoriy ¢ o’zgarmas uchun cx kollinar vektor ham A operatorning xos

vektori bo’ladi.

13.2. Chiziqgli operatorning xos vektorlari bazis tashkil gilishining
yetarli sharti

13.2-teorema. Agar e: ,..., en bazisning barcha vektorlari A chizigli
operatorlarning xos vektorlari bo’lsa, u hold ava faqat shu holda A chiziqli operator

bu bazisda diognal matrisa orgali beriladi.
13.3-teorema. A chizigli operatorning turli xos qiymatlariga taallugli bo’lgan

b1,..., bn Xxo0s vektorlari chizigli erkli sistemani tashkil etadi.

13.1-misol. Matrisaning xos sonlari va xos vektorlarini toping.

(7 —-12 6
/\'_(10 -19 10)-

12 -24 13

Yechish: A matrisaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz

7— 12 6
det(A—HE): 1()“ -19-pu 10]|= 0.
12 -24 13—u

Determinantni hisoblab, quyidagi tenglamani hosil gilamiz (1 — @) (u?> —1) =0
bu tenglamani yechib, matrisaning xos sonlarini topamiz: p,, =1, pz = —1;

Endi A matrisa(operator)ning bu xos sonlarga mos xos vektorlarni topamiz.
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1. ui, =1 ikkikarrali xos songa mos xos vektorni topamiz, buning uchun

(A—uE)X = 0 birjinsli tenglamaar sistemasini  u=1 deb yechib,

6x1 - 12x2 + 6X3 =0
10x1 —ZOXZ + 1OX3 = 0

12x1 - 24x2 + 1ZX3 = 0

xo0s vektorning koortinatalari uchun quyidagi bog’anishni topamiz
X — 2X, +x3 =0
bundan x, va x5 koordinatalarini erkin o’zgarmaslarni
X, = C;,x3 = C, deb olsak, xos vektorning umumiy ko’rinishi quyidagicha

bo’adi.
() =a el
X3 0 1

bunda C; va C, lar ixtiyoriy o’zgarmas sonlar, <§) va <_01) birjinsli sistemaning
0 1
fundamental yechimlar sistemasidan iborat .

2. p3 = —1xos songa mos xos vektorni topamiz. (A—uE)X =0 dap = 1deb
quyidagi birjinsli sistemani hosil gilamiz

8x; —12x, + 6x; =0

10x; -18x,+ 10x3 =0

12x; —24x, + 14x3=0
Bu sistemani yechib, xos vektorning koordinatalari uchun quyidagi bog’lanishlarni
olamiz

x1 == Ex?)
B 5
X2 = 6x3

x5 erkli o’zgarmasni 6C deb tanlasak, xos vektorning umumiy ko’rinishi

qyuidagicha bo’ladi
X4 3
Y = x, | =C| =5
X3 6

bunda, C ixtiyoriy o’zgarmas son.

116



14- ma’ruza.

Kvadratik forma va uni kanonik ke’rinishga keltirish

14.1. Kvadratik formaning ta’rifi. Kvadratik formalar nazariyasining
manbalari analitik geometriyada, chunonchi ikkinchi tartibli chiziglar (va sirtlar)
nazariyasida yotadi. Ma’lumki, tekislikdagi ikkinchi tartibli markaziy egri
chizigning tenglamasi to’g’ri burchakli koordinatalar boshini shu egri chiziq

markaziga ko’chirgandan so’ng quyidagi ko’rinpshga ega bo’ladi:
Ax? +2Bxy+Cy?=D. (14.1)

Yana, ma’lumki, koordinata o’qlarini biror & burchakka shunday burish mumkinki,

ya’'ni X,y koordinatalardan x',y' koordinatalarga shunday o’tish mumkinki,

X =X'CoSa — Vy'sin
{ @ ysha (14.2)

y=X'sina — y'cosa
bo’ladi, bu yangi koordinatalarda egri chizngning tenglamasi ushbu “kanonik”
ko’riiishga ega bo’ladi:
AX?+C'y?=D; (14.3)
demak, bu tenglamada noma’lumlar ko’paytmasi x“y' ning oldidagi koeffisiyent

nolga teng. Koordinatalarni almashtirish (14.2) ni ravshankn, noma’lumlarni
chizigli almashtirish deb, shu bilan birga xosmas almashtirish deb talgin etish
mumkin, chunki uning koeffisiyentlaridan tuzilgan determinant birga teng. Bu
almashtirish (14.1) tenglamaning chap tomoniga tatbik giliiadi va shuning uchun
(14.1) tenglamaning chap tomoni (14.2) xosmas chizigli almashtirish orgali (14.3)
tenglamaning chap tomoniga keltiriladi deb aytish mumkin.

Turli-tuman tatbiglar shunga o’xshash nazariyani noma’lumlar soni ikkita
emas, balki istalgan n ga teng bo’lgan, koeffisiyentlar esa yo haqiqiy, yoki istalgan
kompleks sonlar bo’lgan hol uchun ham tuzishni tagozo etdi.

(14.1) tenglamaning chap tomonida turgan ifodani umumlashtirib, quyidagi

tushunchaga kelamiz.
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14.1-ta’rif. n ta X;,X,,...,X, noma’lumlarning f(x) kvadratik formasi deb

har bir hadi bu noma’lumlardan birining kvadrati yoki ikkita turli noma’lumning
ko’paytmasidan iborat bo’lgan yig’indiga aytiladi.

Kvadratik formaning koeffisiyentlari haqiqiy yoki istalgan kompleks sonlar
bo’lishiga bog’liq ravishda, kvadratik forma haqiqiy yoki kompleks deyiladi.

f(x) kvadratik formada o’hshash hadlar ixchamlangan deb hisoblab, bu

formaning koeffisiyentlari uchun quyidagi belgilashlarni kiritamnz: x% oldidagi

koeffisiyentni a; orgali i= j uchun x;x; ko’paytma oldidagi koeffisiyentni esa
2a;; orqali ((14.1) bilan solishtiring!) belgilaymiz. Birog X;x; = x;X; bo’lgani uchun
bu ko’paytma oldidagi koeffisiyent 2a;; orqali ham belgilanishi mumkin edi, ya’ni

biz kiritgan belgilashlar

a a

ij — Y4

tenglikning o’rinin bo’lishini faraz etadi. 2a;;x;x; hadni en di ushbu

ko’rinishda, f(x) kvadratik formaning o’zini esa, mumkin bo’lgan barcha ;%X
(bu yerda 1 va ] bir-biriga bog’lig bo’Imagan holda 1 dan n gacha bo’lgan
giymatlarni gabul giladi) hadlar yig’indisi ko’rinishida yozish mumkin:
f (X, X oo Xy )= F(X) = 8yyX%0 + 8%, Xy + oo B Xy X, +
+ By Xo Xy + BypXs + ..ot By XX, F

n n

2
+ 8 X Xy + X Xy F o By Xy = D D A% X (14.5)

i1 j-1
a;; koeffisiyentlardan n—tartibli A=(a;) kvadrat matrisa tuzish mumkinligi

ravshan.

(14.5) kvadratik formaning koeffisiyentlaridan tuzilgan:

118



matrisa kvadratik formaning matrisasi deyiladi.
Dastlab quyidagicha belgilashni kiritamiz: agar kvadrat, yoki umuman,

to’g’ri burchakli A=(aj;) matrisa berilgan bo’Isa, u holda A'=(a;; ) orqali A=(a;)
matrisani transponirlash natijasida hosil gilingan matrisa belgilaymiz.
(14.5) kvadratik forma matrisa ko’rinishda ham yozish mumkin:
f(x)=X'AX, A=A,
X

Xy

bunda noma’lumlardan tuzilgan ustunni X =| . | orqali belgilaymiz, bu n — ta satr

Xn
va bitta ustundan iborat matrisadir, X matrisani transponirlab, bitta satrdan iborat
X'= (X, X,,.....x, ) matrisani hosil gilamiz. Xususan, i=j bo’lganda a;x’ had
hosil bo’ladi.

14.2-ta’rif. Kvadratik forma A=(a;) matrisasining rangi r esa, bu
kvadratik formaning rangi deyiladi.

14.1-teorema. n—tartibli kvadratik A=(a;;) matrisalar ko’payitma-sining

rangi shu shu matrisalardan har birining rangidan katta emas.

Xususan, agar r=n, ya’ni matrisa xosmas bo’lsa, f(x) kvadratik forma
ham xosmas deyiladi. (14.4) tenglikka ko’ra, A= (aij) matrisaning bosh diagonalga
nisbatan simmetrik bo’lgan elementlari bir-biriga teng, ya’ni A:(aij)— simmetrik

matrisa. Aksincha, n—tartibli istalgan A simmetrik matrisa uchun koeffisiyentlari

A=(a;) matrisa elementlaridan iborat bo’lgan, n ta noma’lumning to’la

aniglangan (tayin bir) (14.5) kvadratik formasini ko’rsatish mumkin.
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(14.5) kvadratik formani to’g’ri burchakli matrisalarni 1-ma’ruzada
Kiritilgan ko’paytirishdan foydalanib, boshgacha ko’rinishda yozish ham mumkin.

14.2-teorema. Agar A=(a;;) va B =(b; ) matrisalarni ko’paytirish mumkin

bo’lsa, u holda ko’paytmani transponirlash natijasida olingan matrisa ko’paytuvchi
matrisalarni transponirlashdan hosil gilingan matrisalarning teskari tartibda olingan
ko’paytmasiga teng,ya’ni

(AB)=B'A (14.6)
tenglik urinli bo’ladi.

Isboti. Agar AB ko’paytma aniglangan bo’lsa, osongina tekshirib ko’rish
mumkinki, B'A' ko’paytma ham aniglangan: B' matrisaning ustunlari soni A’
matrisaning satrlari soniga teng. (AB) matrisaning i —satri va j —ustunida turgan
elementi AB matrisada | —satr va i—ustunda joylashgan. Shuning uchun u A
matrisaning j —satri va V matrisa 1 —ustunidagi mos elementlar ko’paytmalarining
yig’indisiga, ya’ni A' matrisaning j—ustuni va B' matrisaning i—-satri mos
elementlari ko’paytmalarining yig’indisiga teng. Shu bilan (14.6) tenglik isbot
bo’ldi.

Natija. Az(aij) matrisa o’zining transponirlangan matrisasiga teng

bo’lganda va fagat shundagina, ya’ni A= A' bo’lgandagina simmetrik bo’ladi.

14.2. Kvadratik formaning kanonik ko’rinishi. Kvadratik formani

kanonik ko’rinishga keltirish

Bu bandda asosiy masala f(x,X,,...,x,) kvadratik formaga xosmas
chizigli almashtirishni tatbiq etib, bu formani

F=Az" + 4,25 +..+ A, 2" (14.7)
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ko’rinishga keltirishdan iborat, bunda A, 4,,...,4, koeffisiyentlar P maydon
elementlaridan iborat, z,,z,,...,z, €sa, yangi o’zgaruvchilar,

(14.7) ga kvadratik formaning kanonik ko rinishi deyiladi, bunda
A, Ay, A, Koeffisiyentlardan ba’zilari nolga teng bo’lishi mumkin. Agar

A #0,1 =1,n bo’lsa, 4z?,i=1n ni noldan fargli kvadratik forma deyiladi.

Agar 4 =0, 1 =1 nbo’lsa, u holda kvadratik forma nolga teng kvadrat forma
deyiladi.

14.3-teorema. P maydondagi har bir f(x,X,,...,x,) kvadratik formani
shu maydondagi xosmas chizigli almashtirish yordami bilan kanonik shakilga
keltirish mumkin.

Isboti. (14.5) kvadratik formani olib, ikki holni tekshiramiz:

1. f(%,Xy,...,X, ) kvadratik formaning a,,,a,,,...,a,,, koeffisiyentlaridan

agalli ~ bittasi  nolga teng emas. Masalan, a;=#0. Ushbu

i(allx1 +ay,X, +...+a,, X, ) ifoda- kvadratik formadan iborat bo’lib, uning x,
11
o’zgaruvchili hadlari
f(X)=ay,% + 280X Xy + ...+ 280, XX, + Gy (X)
kvadratik formaning xuddi shunday hadlariga teng. Shu sababli,

1
f(x)_a_(allxl +aX; ... a, X, )2 = gz(x)
11

ayirmaga x, kirmaydi va bu ayirma Xx,,Xs,...,X, o’zgaruvchilarga nisbatan
kvadratik formani ifodalaydi.
Shunday gilib, f(x;,%,,...,x,) kvadratik forma

f(x)= i(allx1 +8y,Xy .ot 8y X, ) + G, (X) (14.8)
11

shakilda yoziladi. Quyidagi chizigli almashtirishni olamiz:
Y =X +8,X, Fo+ 8 X Yo = Xope, Yy =X, (14.9)

Bu almashtirish — xosmasdir, chunki uning determinanti noldan fargli
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a1 a12 a13 aln—l a‘1n

1
o 1 0 .. 0 O
0 0 1 0 0
=a,, #0.
0 0 O 0 0
o 0 0 .. 1 0
o 0 0 0 0 1

(14.9) almashtirishga teskari almashtirish
F

1 a
X ==Y = =2y == =YX = Yo Xy = Y (14.10)
ajq 11 11

ko’rinishga ega bo’lib, u ham xosmasdir. (14.10) almashtirishni S bilan
belgilab, (14.8) kvadratik formaga tatbiq etsak,

F(YyoYn) =801 Y1 +9 (14.11)
hosil bo’ladi, bunda ¢ ni x,,Xs,...,X, o’rniga mos ravishda y,,ys,...,y, ni
qo’yish orgali g, dan topamiz.

Shuni takidlab o’taylikki, (14.11)ni hosil gilish uchun, (14.8) ga (14.9)
qo’yish qulayroq.
2. f(x,%,,....x,) kvadratik formaning a,,,a,,,...,a,, koeffisiyentlari

nolga teng. Lekin, golgan koeffisiyentlaridan eng kamida bittasi nolga teng

bo’lmasligi kerak. Masalan, a;, =0 deylik. Ushbu

X =Y1— Yo X = Y1+ Yo, X =Y, k=3n
chizigli almashtirishni T bilan belgilaymiz. Bu chizigli almashtirish xosmasdir,

chunki unga mos matrisaning determinanti noldan fargli, ya’ni

1 -10 ..00

1 1 0 ..00

0 01 ..00
=2#0.

0 0 0 .. 0O

0 0 0 .. 10

0 0 00 01
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T  chizigli almashtirishni f(x,,x,,...,x,) kvadratik formaga tatbiq etsak,
2a,,%X, had 2a,XX, =28y,(y, — Y, Y1 + ¥2)=22,,Y7 —2a,y; ko’rinish
oladi.

Demak, kvadratik formaning yangi @(y,,...,y,) shakliga birdaniga
ikkita o’zgaruvchining kvadratlari paydo bo’ladi.

Shunday qilib, bu hol bitta T xosmas chiziqli almashtirish yordami bilan
birinchi holga keltiriladi.

Endi, birinchi holdagi mulohazani ®(y;,...,y,) kvadratik formaga

nisbatan takrorlab, bu formani (16) ga o’xshash
¥(z,,...2,)=b; 27 +v (14.12)
shaklga keltiramiz, bunda b, =2a,,.

Ikkala holda ham ¢ va w qo’shiluvchilar n—-1 ta z,,z,,...,z,
o’zgaruvchilarga nisbatan kvadratik formani bildiradi, shu sababli, farazimizga
muvofig, bu forma uchun teorema to’g’ridir, ya’ni z,, z,,...,Z,, 0’zgaruvchilarni
xosmas chizigli almashtirsak, ¢ va y kvadratik forma kanonik shakini oladi.

@ va y ga tatbiq etilgan chizigli almashtirish

Z, =CyoUy + Cyals +...4+ Cy Uy,
Z3 =Cg,U, + 8g5U5 +...4 C3,U,,
Z,=CpoU, +C U3 +...4+C, U,
ko’rinishga ega desak, ushbu U maxsusmas:
Zz,=Uu;+0-Uu, +...4+0-u,,
Z;=0-u; +a,U, +...+C, U,

z,=0-u, +cC,U, +...4+C, U,
chizigli almashtirish yordami bilan (14.11) va (14.12) kvadratik formani
kanonik shaklga keltirgan bo’lamiz.
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Demak, ikkita S va U yoki uchta T,S,U xosmas chizigli
almashtirishlarni tatbiq etib, f(x,,x,,...,x,) kvadratik formani kanonik shaklga

keltiramiz.

Agar f(x,X,,....x,) kvadratik formaning matrisasini A bilan belgilab
xulosani ikki yoki uch marta takrorlasak, kvadratik formaning shakli
(CD)ACD=D'C'ACD yoki (BCD)ABCD=B'D'C'ABCD matrisaga ega
bo’ladi, bunda B, C, D bilan mos ravishda T, S, U chizigli almashtirishlarning
matrisalarini belgiladik. S va U yoki uchta T, S, U chizigli almashtirishlar

o’rniga bitta SU =V yoki TSU =V xosmas chizigli almashtirishni olishimiz
mumkin.

Shunday qilib, P maydondagi bitta V xosmas chizigli almashtirish
yordami bilan, usha maydonda kvadratik forma kanonik shakilga keltirilali.
Teorema isbotlandi.

Eslatma. Konkret misol yechganmizda, berilgan kvadratik forma
kanonik shaklga keltirguncha 1 va 2 mulohazani bir necha marta takrorlash

lozim bo’lishi mumkin.
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15 — ma’ruza.
Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini

tagribiy yechish usullari

15.1. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini tagribiy
yechishning oddiy iteratsiya usuli

Agar noma’lumlar soni juda ko’p bo’lsa Gaussning aniqg metodi juda
murakkab bo’lib ketadi. Bu holatda taqribiy metodlarni qo’llash, ya’ni anig yechim
cheksiz ketma-ketliklarning limiti sifatida topiladi.

Hozirgi vagtda har hil prinsiplarga asoslangan holda juda ko’p iterasion
metodlar yaratilgan.

Bu metodlar o’z xatosini o’zi tuzatib boradi. Agar aniq metodlar bilan
ishlayotganda biror gadamda xatoga yo’l qo’yilsa, bu xato oxirgi natijaga ham ta’sir
giladi. Yaginlashuvchi iterasion jarayonning biror gadamida yo’l qo’yilgan xato esa
faqat bir necha iterasiya gadamini ortiqcha bajarishgagina olib keladi holos.

Biror gadamda yo’l qo’yilgan xato keyingi gadamlarda to’zatib boriladi.
Metodlarni hisoblash sxemalari sodda bo’lib, ularni EHMlarda realizasiya qilish
qulaydir, lekin har bir iterasion metodning qo’llanish sohasi chegaralangandir.

Shuning uchun ham, iterasion metodlarda fagat yaginlashish masalasigina
emas, balki yaqginlashish tezligi masalasi ham katta ahamiyatga egadir. Yaginlashish
tezligi dastlabki yaginlashish vektorining qulay tanlanishiga ham bog’liqdir.

Faraz gilamiz chizigli tenglamalr sistemasi berilgan bo’lsin:

1% + 815X, + .o+ By Xy =0y

( (15.1)

A Xy + X, +.+ 3, X, =Dy |

Qo’yidagi belgilashlar kiritamiz
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=, (15.2)

anl an2 ann Xn bn
(15.1) sistemani (15.2) ga asosan, qo’yidagi
Ax=D
ko’rinishda yozamiz.

Faraz gilamiz a;; #0 (i =12,...,n)diognal elementlari noldan fargli bo’Isin.
(15.1) sistemaning birinchi tenglamasini X; ga nisbatan ikkinchisini X, ga
nisbatan , uchinchisini X; ga nisbatan va h.k yechib qo’yidagini hosil gilamiz:

Xy = o + 0y Xy + UogXg .o+ Ay X, & (15.3)

Xy = ﬂn Ty X+ O Xy ot 1 X

. a; ..
buyerda g, =:—', a; :_a_;i’ i # j bo’lganda, ; =0, agar 1 = ] bo’lganda

qo’yidagi matrisani Kiritamiz

B
011 Qpp - Oy B
A=y Oyy... Oy |, p= : ?
Oy Apo - Oy ﬂ
n
va (15.3) quyidagicha yozamiz:
X=f+ax (15.4)

(15.4) ketma-ket yaginlashish metodi bilan yechamiz. Nolinchi yaginlashish deb

0zod hadlar ustunini olamiz: x* = /3. Buni (15.4) ga qo’yib 1 — yaginlashishni

topamiz :
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X =p+ax (15.5)
P 2B rax k=012..)
i . -0 —-O —(k) .
Agar ketma-ket yaginlashishlar X , X , ..., X ... limitga ega bo’lsa,

- =k
ya’ni X = I!Im X( ). Bu limit (15.3) sistemaning yechimi bo’ladi.
—>00

(15.5) formula ketma-ket yaginlashish usuli yoki iterasiya usuli deb
aytiladi.
Hagigattan ham (15.5) dan limitga o’tib hosil gilamiz:

. —(k+1 — . —(k
lim x(+):ﬂ+allmx()

k—>0
yoki
X=pf+ax
ya’ni limit vektori X (15.4) , ya’ni (15.1) ning yechimi bo’ladi.

Eslatma. Iterasiya metodini qo’llaganda boshlang’ich yaginlashish sifatida
ozod hadlar usulini olish shart emas, chunki iterasiya jarrayonining yaginlashishi «
matrisaga bog’lik bo’ladi.

Boshlang’ich yaqginlashish sifatida taqribiy sonlarni (ildizga yaginini) olish
magsadga muvofiqgdir.

Teorema. Agar (15.3) keltirilgan sistema uchun quyidagi
n
D > lag|<l (i=12,...n);2) > |ay| <1 (j=12, ...,n)
= i=1

ikki shartdan hyech bo’lmaganda bittasi bajarilsa (15.5) iterasion jarayon
boshlang’ich shartga bog’liq bo’lmasdan yagona ildizga yaqginlashadi.

Harmka. (15.1) cucrema yuyH

| > Z\aij\ (=12, ...n) (15.6)

i)
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TeHrcu3nukiaap Oaxapwica, sbHU (15.1) cuctemanuHr xap Oup TeHTIaMacu
yuyH OoIl JAuaroHanaard Kod(QQHuIHeHTIap MOIylu KojiraH Oomika Oapua
kodpbunmentnap (0307  XamjgapHd ~ XucoOra — oJiMarasaa) — MOJyJUIapu

WUFUHANCHUIAH KaTTa OYIiica, uTepanus xapaCHU SKUHJIAIIYBUYM OYaim.

15.2.Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechishning
Zeydel usuli
Zeydel metodi chizigli bir gadamli birinchi tartibli iterasion metoddir.

Bu metod oddiy iterasion metodidan shu bilan farqg qiladiki, dastlabki
yaginlashish xi X2, x9) gako’ra X yaginlashish topiladi.
Bundan keyin (X, x{”,... x{”)gako’ra, X" topiladi va hokazo. ~ Bunga x" lar
aniglangandan keyin Xi(z), Xi(?’) lar topiladi.

Zeydel metodi iterasiya metodining o’zgartirilgan ko’rinishidagi formasidir.
Bu metodning asosiy ideasi quyidagidan iborat.

X;-ning (k+1) - yaqginlashishini topish uchun X, X,, ..., X;; lar uchun
topilgan (k +1) - yaginlashishdan foydalaniladi.

Faraz gilamiz keltirilgan chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo’Isin:
Xi:ﬂi+zaij X; (i=1, 2,...,I’]).

Ildizlarning ixtiyoriy dastlabki yaginlashishini olamiz:

x0 xO0 . x©
Bu yaginlashishlar albatta hagigiy ildizni biroz bo’lsa ham aks etirishi kerak.
Bundan keyin x) -ildizlari k - yaginlashishini ma’lum deb (k+1) -
yaginlashishini quyidagi formula orgali topamiz.

Aniqrog aytganda, hisoblashlar quyidagi sxema bo’yicha olib boriladi:
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b a a,
X(k+1) — 2 21 Xl(k+|) Z J ng)
Ay, Ay =3 Ao
. b. i-1 3. n  a.
Xi(k+|) :_|_Z ngkﬂ) . Z ngk)’
a.. = a.. ~—~ a.
i =L i j=i+l i
b n-1 a..
Xr(]k+1) _ 5n _Z nj X§k+l).
ann j=1 ann

Teorema. Zeydel metodini yaginlashishi uchun tenglamani barcha ildizlari
bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va kifoyadir.
Ushbu

aA A, A Ay
QA A g By,

a4 a,A asi..a.l

tenglamaning barcha ildizlari modullari bo’yicha birdan Kichik bo’lishi zarur va
kifoyadir.

Zeydel metodi iterasiya metodiga garaganda yaxshi natija beradi va tezrok
yaginlashadi. Ayrim hollarda iterasiya metodi o’zoqlashsa ham Zeydel metodi

yaqginlashadi.
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1-15- ma’ruzalar bo’yicha 0’z-0’zini tekshirish savollari

Matrisa deb nimaga aytiladi?
Matrisa bilan determinant o’rtasidagi farq qanday?
Matrisalar ustida ganday chiziqli amallarni bajarish mumkin?
Matrisalar ganday ko’paytiriladi?
Elementar almashtirishlar ganday bajariladi?
Transponirlangan matrisa deb nimaga aytiladi?
Teskari matrisa ganday topiladi?
Maxsus matrisa deb nimaga aytiladi?
Maxsusmas matrisa deb nimaga aytiladi?

10 Teskari matrisa ganday xossalarga ega?

11. Simmetrik va antisimmetrik matrisalarning ta’riflarini ayting.

12. Determinantlarning asosiy xossalarini ayting.

13. Minor va algebraik to’ldiruvchi deb nimaga aytiladi?

14. Determinantni satr (ustun) elementlari bo’yicha yoyishni misol orqali
tushuntiring.

15. Kramer qoidasini aytib bering.

16. Noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuli, ya’ni Gauss usulining

ma’nosini aytib bering.
17. Yugqori tartibli determinantlarni hisoblash usullarini ayting va misollar
keltiring.
18. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usulini ayting.

CoNORODE

19. Kroniker- Kapelli teoremasini ayting.
20. Birjinsli chizigli tenglamalar sistemasini yechish hagida ayting.

21. Vektorlarning skalyar, vektor va aralash ko’paytmalari deb nimaga
aytiladi?

22. Arifmetik vektor fazo va unga misollar.
23.Chiziqgli fazo. Yevklid fazosi.

24. Chiziqli operatorlar va ularning xossalarini ayting.

25. Xos vektorlari bazis tashkil giluvchi chizigli operatorlar.
26. Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish.

27.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechish usullarini
ayting.
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Chizigli algebra bo’yicha nazariy materiallarni mustahkamlash
uchun topshiriqglar

1.1. Matrisa tushunchasi ([7], 1-g., 68-70 betlar; [14], 195-197 betlar; [4] [6]).
1. 2. Matrisalar ustida chizigli amallar([1], [6], [10]; [14], 197-199 betlar).
1.3. Matrisalarni ko’paytirish([1], [6], [10]; [3], 199-200 betlar).
1. 4. Transponirlangan matrisa([1], [6], [10]; [14], 202-204 betlar).
1.5. Elementar almashtirishlar ([1], [6], [10] [14], 195-197 betlar).
1.6. Ikkinchi, uchinchi va yugqori tartibli determinantlarning ta’riflari([7], 1-q., 28-
36 betlar; [1], [6], [10]; [14], 15-20 va 28-30 betlar).
1.7. Determinantlarning asosiy xossalari([7], 1-q., 36-46 betlar; [14], 15-20 betlar).
1.8. Minorlar va algebraik to’ldiruvchilar([7], 1-q., 46-8 betlar; [14], 20-22 betlar).
1.9. Laplas teoremasi([7], 1-q., 48-52 betlar; ([1], [6], [10]).
1.10. Determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish([7], 1-q., 52-57
betlar; [1], [6], [10]).
1.11. Teskari matrisa hagida tushuncha ([1], [6], [10] [14], 204-208 betlar).
1.12.Matrisa rangi([7], 1-q., 70-76 betlar; [14], 212-218 betlar).
1.13. Chiziqgli tenglamalar sistemasi. Kroneker-Kapelli teoremasi ([1], [6], [10];
[14], 212-218 betlar).
1.14. Kramer qoidasi([7], 1-q., 83-87 betlar; [14], 209-212 betlar).
1.15.Gauss usuli([7], 1-q., 87-90 betlar; [14], 221-226 betlar).
1.16. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli([4], 1-q., 68-70
betlar; [14], 209-211 betlar).

1.17. Birjinsli chiziqgli tenglamalar sistemasini yechish hagida ayting ([1], [6], [10];
[3], 199-200 betlar).

1.18. Vektorlarning skalyar, vektor va aralash ko’paytmalari ([1], [6], [10]; [3],
199-200 betlar).

1.19. Arifmetik vektor fazo va unga misollar([2]; [1], 62-65 betlar).
1.20.Chiziqli fazo. Yevklid fazosi([1], [6], [10]; [1], 196-242 betlar)..

1.21. Chiziqli operatorlar va ularning xossalarini ayting([1], [6], [10]; [1], 219-224
betlar)..
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1.22. Xos vektorlari bazis tashkil giluvchi chizigli operatorlar([1], [6], [10]; [1], 219-
224 betlar).

1.23. Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish([1], [6], [10]; [3], 199-
200 betlar).

1.24.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechish usullarini
ayting([1], [6], [10]; [3], 199-200 betlar)..

1.Kurosh A.G. Oliy algebra kursi. T.O’qituvchi. 1976
2. Narzullayev U.X.
3. Isroilov M.

1-, 2-amaliy mashg’ulot.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularni hisoblash. O’rin
almashtirishlar. n —tartibli determinantning ta’rifi. Determinantning
asosiy xossalari. Minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalari. Laplas
teoremasi.

1-misol. Determinantni hisoblang

2 4
A= :
‘o
Yechilishi.
2 4
A= =2-8-4-6=16-24=-8m
‘o
1 0 1
2-misol. Quyidagid =2 1 3| determinantni hisoblang.
50 -
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Yechilishi. 1-usul.  Uchinch tartibli determinantni hisoblash uchun
uchburchak goudasidan foydalanamiz:

1 0 1
d=2 1 3|=11-(-1)+0-3.5+1:0-2-1-1-5-3.0-1-(-1)-2-0=-6.

50 -

2-usul.  Uchinch tartibli determinantning ikkinchi ustun elementlari bitta
elementdan tashqari barchasi nol. Qulaylik uchun ikkinchi ustun bo’yicha yoyishdan
foydalanib hisoblaymiz

2 BJJ +1-(-2)*

5 —

1 1

: _J+o(_n%2

3-misol. Determinant xossalaridan satr yoki ustun bo’yicha yoyishdan

d — O . (_ 1)l+2

1 1 1 1
= =—6.m
2 34k

foydalanib, quyidagi ayniyatlarni isbotlang:

cosa_’g sina+ﬂ cosa+ﬂ

2 2 2
cos? sin% cos% :%[sin(ﬂ—a)+sin(y—ﬂ)+sin(a—;t)].
cos’ =% sinlE% cosl X

2 2 2

Yechilishi. Determinantni birinchi ustun bo’yicha yoysak, quyidagilar hosil
bo’ladi:

a_ﬂsinw cosM ﬂ_}/sinOHﬂ cosOlJr’B|
w2l v e e
7 sin/ =% cos/ T4 2 sin? cos?
2 2 2 2
7_asinazﬂ cosanr'B|
+C05— =
2 sinﬂ+7 cos’Bﬂ/
2 2
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=CO0S

a_ﬂ(sin'g+7cos7/+a—sin7+acosﬂ+7j—

2 2 2
—cosﬂ 7(3 OHﬂ 0s? % _sin 7/+a ﬂ)+
2 2 2
= cos’ = a(smaJrﬂ 'B+7 sin Pty a+’8
2 2 2
B in B2 _osP =V sin A= 7/+cos7/ sin @7 -
2 2 2 2 2 2
:%[sin(ﬂ—a)Jrsin(;/—,B)+sin(a—7/)].-
1 -1 2 1
: 3 4 -1 0 _ _ : :
4-misol. Ushbu d = s 1 3 1 determinantni xossalaridan foydalanib
-5 0 1 -2

hisoblang.

Yechilishi. Determinantda quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:

a) 1- ustun elementlarini 2- ustunning mos elementlariga qo’shamiz;

b) (-2) ga ko’paytirilgan 1-ustun elementlarini 3-ustunning mos elementlariga
qo’shamiz;

¢) (-1) ga ko’paytirilgan 1-ustun elementlarini 4-ustunning mos elementlariga
qo’shamiz.

Natijada determinantning qiymati o’zgarmaydi:
1 -1 2 1 1 0 0 O
3 4 -1 0 3 7 -7 -3
2 1 3 1| |2 3 -1 -1
-5 0 1 -2 -5 -5 11 3

Birinchi satrda uchta nol bo’lganligi sababli bu determinantni 1-satr elementlari

bo’yicha yoyish qulaydir. Shunday qilib,

7 -7 -3
d=1-(-)**|3 -1 -1/=-21-99-35+15+77+63=0.m
-5 11 3
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1 1 1 1
_ 1 -1 1 1 . .
5-misol. A= determinantni hisoblang.
1 1 -1 1
1 1 1 -1

Yechilishi. Har bir keyingi ustundan 1-ustunni ayiramiz.

1 0 0 0
1 -2 0 0 -2 00
A= ~1.(-)™ 0 -2 0|=-8m.
1 0 -2 0
0 0 -2
1 0 0 -2

6-misol. Laplas teoremasidan foydalanib determinantni hisoblang:
2 1 4 3

o
I
A P W W
W L, O O

o 01 b~ b
O N 01 O

~N B~ N O

0

Yechilishi.  Ikkinchi va beshinchi satrlardagi ikkinchi tartibli o’nta

minorlardan fagat uchtasi noldan farqli. Shu satrlar bo’yicha yoyamiz:

N sy [t 45 L 248
d = (-1 ‘5 2 1+ (-D¥ ‘.4 5 1+ (-1 ‘3 5 1=
2 4 3 52 1 123

=2-49+1-(~100) + 2(~1) = —4.m

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Determinantlarni hisoblang:

a)3 5_b)ab ac| sina sin g| fog,a 1 |
5 8 ‘lbd cdl’ “lcosa cosp|’ 1  fog,b|’
cosa +iSina 1 a+bi  c+di

e) A f) _ 1.

1 CoSa —IiSina —c+di a-bhi

2. Determinantlarni hisoblang:

135



-1 5 4 0 2 2 123

a3 -2 0; b)2 0 2; c)4 5 6f;
-1 3 6 2 20 789
a b c 0ado sina  cosa 1 0 1+i
d)b ¢ a; e)b ¢ dj; f)sing cosp 1;9)0 1 i/|;
c ab 0e O siny cosy 1-i —i 1

3. Determinantlarni yoymasdan turib, quyidagi ayniyatlarni isbotlang:

1 a bc
a)l b caj=(b—-a)(c—a)(c—hb);

1 c ab
1 1 1
b)a* b* c¢?/=(ab+ac+bc)(b-a)(c—-a){c-b);
a® b* c®
1 a bc] 1 a a’ 1 a a’ 1 a a’
c)l b ca=[1l b b?; dl b b*=(@+b+c)l b b?.
1 c ab [L ¢ c? 1 ¢ ¢ 1 ¢ c?
5 1 2 3
x 1 2 . : : : N
1. a) s determinantning x* va x3 ni saglovchi hadlarni toping.
x 1 2 2x
x 1 2 3
1 x 3 2 . _ _ . S
b) 31 x 2,determlnantnlng x*, x3 va x2 ni saglovchi hadlarni toping.
531 x
111 a
2 210D _ i . : :
5. a) 321 ¢ determinantni 4-ustun elementlari bo’yicha yoying;
123d
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alld]1
b 011 . . . : :
b) c 101 determinantni 1-ustun elementlari bo’yicha yoying;
d 110
1 2 -1 -2
2 -1 -2 1 ) _ . : :
C) 2 b o d determinantni 3-satr elementlari bo’yicha yoying.
-2 -1 1 2

6. Determinantni uni yoymasdan turib hisoblang:

a b c 1
b Cc a 1
Cc a b 1

b+c c+a a+b 1
2 2 2

/. Determinantning xossalaridan foydalanib (satr va ustun bo’yicha yoyishni

ham hisobga olganda) ayniyatlarni isbotlang:

(a+b)® c’ c’
a) a’ (b+c)? a®> |=2abc(a+b+c)’;
b® b? (c+a)’
1 1 1
a+x a+y
ot 1 . @-DE-9b-okx-y)
b+x b+y @+x)b+x)c+x)@a+y)b+y)c+y)’
1 1
1
C+X C+Yy
8. Determinantlarni hisoblang:
-12 7 5 1110 0111
3 -12 1101 1011
a) , D) , ©) ;
1 2 3 1011 1101
-5 2 -13 0111 1110

9. Laplas teoremasidan foydalanib, quyidagi determinantlarni hisoblang:
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1 0 0 -1 5 62 —79 4 3 -152
2 3 4 7| 02 3 0 2 070
V13 45 9 Pl 931 20
_4 -5 6 1 03 4 0 5 —4 1 2

10. Quyidagi determinantlarni avval almashtirishlar bajarib soddalashtiring,

so’ng Laplas teoremasidan foydalanib hisoblang:

3 111 9 7 97 6 8 -9 —12
2 111 8 6 86 4 6 -6 -9
)l sg595 Dlg 797 9346 8
1177 4 8 -6 8 6 2 -3 4 6

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1.a) -1; b) 0; s)sin(a- B); d)0; e)0; f) a2+ b?+ ¢+ d* 2.a) -50;b) 16; ) O;
V) 3abc -a%- b3-s% e)0; f)sin(B- &) +sin(S- @) +sin(a- B); g)-2; V/3.4.a)
10 x4, - 2x%, - 3x3; b) x4, -x3,-32x%;5.a)4a—c—d;b)2a+b-c—d; c)-5a—5b -
5c-5d.6.0.8.a)-252; b)-3: c)-3. 9.a)216; b) 1: c) ~106.10. a) —12:
b)16; c) 1.

3-,4-amaliy mashg’ulot.

Matrisalar ustida amallar. Teskari matrisa

3 1 -2 .
1) A= va B = 3 4 berilgan bo’lsa, u holda
2 3) (1 -2 1+2 3-2 31 _
A+B= + = = bo’ladi. m
4 5 3 4 4+3 5+4 79
2 3 _
2) A:(4 5) va o = 2 berilgan bo’lsa, u holda
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2 3 2-2 3-2 4 6
Aa=cA=2 = = .u
(4 5} [4-2 5-2) (8 le

2-misol. Quyidagi

S

3 281 1 -3
A= va B =

1 -4 03 0 1

_3 1_

to’g’ri burchakli matritsalar ko paytmasini toping.
Yechilishi. Ta’rifga ko’ra,
32+ 21+ 80413  3-(-D)+2-(-3)+8-1+1-1 } {11 0}
= .

C=AB= =
{ 714

1.2+(-4)-(-3)+0-0+3-3 1-(-1)+(-4)-(-3)+0-1+3-2

123
3-misol. Ushbu A=|2 4 5| matritsa uchun teskari matritsani toping.
356

Yechilishi. Buning uchun avval det A determinantni tuzamiz va uni
hisoblaymiz.
123 1 2 3
D=detA=2 4 5=|0 0 -1|=-1=0
355 [0 -1-3
Demak, A maxsusmas matritsa. Endi qo’shma matritsani tuzamiz. Buning
uchun A matritsaning satr elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini topamiz va
ularni mos ravishda ustunlarga joylashtiramiz:
A,=4-6-5-5=-1, A,=—(2-6-3-5)=3,
A,=—(2-6-5-3)=3 A,=1.6-3-3)=-3,
A,=2-5-4-3=-2, A,=-(1-5-3-2)=1,
A;=2-5-3-4=-2
A,=-(51-3-2)=1
A,=1-4-2-2=0
Shunday qilib,
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~1 3 -2
AT=| 3 -3 1
~2 1 0

Nihoyat, AT ning barcha elementlarini A =-1 ga bo’lamiz, u holda teskari

matritsa ushbu ko’rinishga ega bo’ladi:

1 -3 2
Al=-3 3 -1/
2 -1 0

Tekshirish ko’rsatadiki, A-A™ =E. Hagigatan,

123 1 -3 2
AA'=|2 4 5|.|-3 3 -1|=
356 2 -1 9
1.1+ 2(-3)+3-2 1(-3)+2-3+3(-1) 1-2+2(-1)+3-0
=12-1+4(-3)+5-2 2(-3)+4-3+5(-1) 2-2+4(-1)+5-0|=
3-1+5(-3)+6-2 3(-3)+5-3+6(-1) 3-2+5(-1)+6-0

100
=01 0|=E.m
001
4-misol. Satrlarning elementar almashtirishlari yordamida teskari matritsa

Al ni toping
3 -4 5
A=12 -3 1
3 -5 -1

Yechilishi. Quyidagilarni hosil gilamiz:

3 -4 5
2 -3 1

3 -5 -1

1 -1 0
0 1 0|—R=2h o
0O 0 1

1 00 1 -1 4
0 1 0] —2f /2 -3 1
0 01 3 -5 -1

1 -10
~2 3 0| R,
-3 3 1

1 -10 1 -1 4
-2 3 0o|—B3r 40 -1 -7
0 0 1 0 -2 -13

1 -1 4
—Re2R S0 -1 -7
3 -5 -1
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1 -1 4|1 -10 1 -1 0|3 11
— R 50 -1 -7|-2 3 o}&m—l -7|-2 3
0 0 1|1 -31 0 0 1|1 -3
1 -1 0[-3 11 -4 1 0 0|-8 29
—RR 0 -1 0] 5 -18 7}%010 5 -18
0 0 1|1 -3 1 0 0 1|1 -3
10 0[-8 29 -11
&{o 1 0/-5 18 —7}
001|1 -3 1

Bunda R; matritsaning i-satri.

—4
0
1

~11

7
1

R, +7R,

(DR,

Shunday qilib, teskari matritsa quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

-8 29 -11
Al=|-5 18 -7 |.m
1 -3 1

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Matritsalarning chizigli kombinatsiyasi topilsin:

41 2] (3 2]_4° ) bzz 32-
V31 2)7 13 2) M0 1 P?%735)
6
18 7 _15) (5 24 -7 -1
c) 2 - ;
1.5 6 11) -1 2 7 3

12\ (4
ol s

vJols G5

200111 10111
01001 (01111)

2. Qanday shartlarda quyidagi ayniyatlar o’rinli bo’ladi:

a) A+B=B+ A

¢) a(pA) = (ap)A,;

b) A+(B+C)=(A+B)+C;
d) a(A+B) =cA+aB;

e) (a+ f)A=aA+ pA.
3. Matritsalarning ko’paytmasini hisoblang:
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4 4 113 5
a) (2 -3 0) 3], b)| 3|2 -3 0); c) (1 1](5 9);
1

1
123
d)(lO)ll- )3111- hy 1112 3 4];
11) Y02 1)1 1) ’
345
14 3 33 -4 —3Y0 111 1Y1
w0 100032] pl08 1 1j1 10111
o010/ "lsa 2 1ol Yoo1o|1]
021 23 3 20 00111

4. Ko’paytmaning mavjudligini tekshiring va mavjud bo’lganda hisoblang:

a) @ Zj(l 2)(3; b) Gj(l 2)@} c) 2)(3(2 4);

13547 13647 -1
d) (-12 13)( I J(—lZ 13).

28423 28523\ 1
5. Hisoblang:

\ 010 0
1 1Y L 0010
a) ; b)|0 0 0] ; C) ;
11 0001

000
00O00O

d)G :3; ¢ ((1) 3 f)G gj .
6. Ayniyatlarning to’g’riligini tekshiring:

a) (cA) =cAT; b) (AB)' =BTA';

c) (ABC) =C'B"A"; d) (A+B) = A" +B'.
7. f(A) ni hisoblang, agar

1
a) f(X)=x>—2x+1, A:(1 (3 b) f(X)=x"-2x+1 A

o 3
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) B 0 -2) VY (€ 1)
c) f(x)=x"-3x+2, A_(l 3], d) f(x)=(x-¢)7, A—(_l 8}

8. A matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’lgan hamma matritsalar topilsin,
agar:
-100

_ B 2 -1) 11
a) A=| 0 2 0} b) A—(B _1} C) A:(O J,
0 05

917—6_2320—7 3t likdan fovdalanib
las _15)7lg 7)o 3l 5 _p tenglikdan foydalanib,

17 -6Y .
ni hisoblang.

35 -12
4 3 -3 1 311 00y0 2 -1
10./2 3 -2|=(2 2 1|0 2 0] 1 1 -1|tenglikdanfoydalanib,
4 4 -3 342/ 001\-2 -5 4
4 3 -3
2 3 -2 nihisoblang.
4 4 -3

a b
11. A:( dJ matritsa ~ x* —(a+d)x+ad —bc=0 tenglamani

ganoatlantirishini isbotlang.
12. Teskari matritsani topish formulasidan foydalanib quyidagi matritsalar

uchun teskari matritsani toping:

12_b34_ a b) dCOSa—sina_
2) [3 4}’ )[5 7]’ 2 (c dj’ )(sina cosaJ’

2 7 3 1 2 2 2 -2 1
e) |3 9 44 |2 1 -2|; 9) 2 1 -2|;
153 2 -2 1 1 2 2

13. Matritsaviy tenglamalar sistemasini yeching:
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11 0 1
X +Y = 2X —Y =
o1 S

, b .
1 o) 0 -2
2X +3Y = _4X -2V =

(o J (2 oj

14. Elementar almashtirishlar yordamida berilgan matritsa uchun teskari

matritsani toping:

1000 0010 2000
0010 1000 000 1
a) ; , C) ;
0001 0001 0200
0100 0100 0010

15. Quyidagi tenglamalardan X matritsani toping:
25X_21_ bX25—21'
M1 3) "1 1) )1 3)7 11 1)

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

4

-3 -8 21 -29 5 0 0 4
1.a)0;b) | -11 ;c)(3 8 _19 19 );d) (O 5j;e) (4 Oj;
-16

-1 0 1 1 1
f) L 0 1 -1 -1 J. 2. a), b), d) lar o’rinlidir, agar matritsalar bir xil o’lchovli

8 -12 0
bo’lsa; C), e) lar doimo o’rinli. 3. @) (-1);b) [6 -9 0};
2 3 0

c) (8 14); d) (11); e) (4 4}; f)(6,9,12);g) (0 3 2);h)
8 14 3 3

w A~ O W

4. a) mavjud emas; b)@j;c) (8 16); d) (-1200 1300).
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111 0 001
(11 0 00O
5.a) 2 ;b)|0 0 0];c) ; d) 0 agar n > 1 bo’lsa;
11 00 0 0 00O
0 00O

e) ((1) 2], f) G 8] 6. b), ¢), d) lar o’rinli, agar ularda foydalanilgan amallar

bajarilsa; a) doimo o’rinlidir. 7. a 0; b) 0; c¢) 0; d) -E. 8. a)
a 0 0

0 B O|la,fyecCl: b) “ P ), pech 0)
—38 a+3p
0 0 vy
190 189 -189
a B 3197 -1266
la,BeCl; 0. . 10. |126 127 -126]|. 12. a)
0 «o 7385 —-922
252 252 -251
-2 1 7 _4 d -b
AL el )
5 5 -5 ad —bcl—-c a
o, 1
COoS sin 3 : 12 2
d) > a;e) > —l;f)EZ 1 -2
—SIha COoS« 3 3 9
-2 1 1 -2 1
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2 2 1
1 2 3 -1 -2 0 -1
o2 1 2lsma x-f2 r-(2 ) mvea0 )

0 2 0 -1 0
1 -2 2
1 0 01
T _ 0 001
bunda X — ikkinchi tartibli ixtiyoriy matritsa. 14. a) 0100 ; b)
0 010
1
0100 > 000
0 001 1 1 - 5 -8
;0|0 0 - 0 15.9) ; b) ,
1 000 0 0 g . 0 2 -3
0 010
0100
5-amaliy mashg’ulot.
Matrisa rangi
1-misol. Ushbu
2 -4 3 1 0
|t -2 1 -4 2
o1 -1 3 1
4 -7 4 -4°5

matritsaning rangini toping.

Yechilishi. Bu matritsaning yugori chap burchagida joylashgan ikkinchi

tartibli minori nolga teng. Ammo matritsada bundan boshga noldan fargli

2-tartibli minorlari bor. Jumladan,

M =

-4 3
‘ J:2¢O

Endi uni o’rab turgan uchinchi tartibli minorni hisoblaymiz.
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2 -4 3
M, =1 -2 1 |=1#0.
0 1-

M; minorni o’rab turgan ikkala to’rtinchi tartibli minorlar nolga teng. Haqgiqatan,

2 _43 1 2 430
1 -21 -4 1 212
Mu=lg 1.1 372 MeSlo 1 147°
4 —7 4 —4 4 745

Demak, berilgan matritsaning rangi rangA=3 ga teng ekan.

1. Xoshiyalavchi minor yordamida quyidagi matrisalarning rangini topig:

2 -4 3 -3 5 2 -1 3 -2 4
a1 -2 1 5 3| |4 -2 5 1 7]
1 -2 4 -34 0 2 -1 1 8 2
2 1 -1 1 2 3 -2
3 1 4 2 2 -3 1 -4
c) ; d) ;
1 3 -1 1 9 8 -2
1 -4 -7 5 1 -12 -7 -2
1 3 5 -1 3 -1 3 5 2
2 -1 -3 4 5 -3 2 4 3
e) ; f) ;
5 -1 7 1 -3 -5 -7 0
7 9 1 7 -5 1 1 4
3 4 -1 5 -2 4 2 3 -1 5
1 5 -2 3 4 2 1 -1 3 -2
g9l2 -1 1 2 3| hy|2 1 -6 10 -11]|.
3 -7 4 1 -7 2 1 9 —-11 16
0 11 -5 4 -4 10 5 10 -6 17

2. Elemintar almashtirishlar yordamida quyidagi matrisaning rangini toping:
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17 51 27 31 25 31 17 43
2 93 25 14 121| ) 75 94 53 132
94 27 15 120 | 75 94 54 134
18 53 28 30 25 32 20 48
12 -51 23 48 94 24 19 36 72 -38
25 31 48 73 -103| 49 40 73 147 -80 |
2 11 -186 21 71 385 d) 73 59 98 219 -118|
19 203 27 39 111 47 36 71 141 -72
3 18 23 48 8 5 3 7 1 2
17 15 31 -47 4 6 7 9 11 12
e)|23 27 42 33 3 0 -1 2 7 1
4 6 27 -110 15 11 9 13 19 15
26 21 30 67 17 10 2 -5 6 3

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1.a)r=2; b)r=2; c)r=3; d)r=2; e)r=3; f)r=3; g)r=3; h)r=2.
2.a)r=3; b)r=3; c)r=4; d)r=3; e)r=4; f)r=5.

6-, 7-amaliy mashg’ulot.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemani yechishda Kramer,
matrisa va Gauss usullari
1-misol. Ushbu
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2%, + X, —9Xg + X, =8,
—-6X, =9,

2X, — X3 + 2X, =—5,

X, —3X%,

X, +4X, —7X; +6X, =0

sistemani yeching.
Yechilishi. Bu sistemaning D determinantini tuzamiz.

2 1 -5 1
1 -3 0 -6
0O 2 -1 2
1 1 -7 6

D # 0 bo’lgani uchun sistemaga Kramer qoidasini qo’llash mumkin.D3, Dy, D3, D4

larni tuzamiz.
8 1 5 1 2 8 5 1
9 3 6 1 9 0 6
Di=lg 5 1 78 D:=lp 5 1 o|7108
0 1 7 6 1 0 7 6
2 1 8 | 2 I -5 8
1 -3 9 -6 1 -3 0 9
D; = =-27, D, = =27.
0 2 -5 2 0 2 -1 -5
1 1 0 6 1 0 -7 6

(1.13.7) formulaga asosan, berilgan sistemaning yechimi x;=3, X,=-4, X3=-1, X4=1
bo’ladi.m
2-misol. Ushbu
2x; +7x5 +13x5 =0,
3x) +14x, +12x5 =18,

le +25x2 +16X3 =139,

sistemani Gauss usulidan foydalanib yeching.
Yechilishi. Bunda a;; =2 = 0. Shuning uchun birinchi tenglamaning hamma

hadlarini 2 ga bo’lamiz. Natijada berilgan tenglamaga ekvivalent bo’lgan ushbu

tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi:
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x+zx+§x—0
AN

3x1 +14X2 +12X3 :18,

hosil bo’lgan sistemaning birinchi tenglamasini —3 ga ko’paytirib, ikkinchi
tenglamaga, so’ngra —5 ga ko’paytirib uchinchi tenglamaga qo’shamiz. Natijada

berilgan sistemaga ekvivalient bo’lgan quyidagi sistemani hosil gilamiz:

X +—x +Ex =0

1S TN 5
7 15

X —X, ——X, =18,
27 273
15 33
—X, ——Xx, =39
27 o7

shu bilan birinchi gadam tugadi.

Ikkinchi gadamda azzzgiO ekanligidan foydalanib, ikkinchi

tenglamaning hamma hadlarini %ga bo’lib, hosil bo’lgan tenglamani —g ga

ko’paytirib, uchinchi tenglamaga qo’shamiz:

7 13
X|+=-x, +5x3 =0,
15 3
X2 —7)(?3 —7,
3.3
7707

Bunda uchburchak sistema hosil bo’ldi. Uchinchi tenglamadan x3 = -1.

ikkinchi tenglamadan x, :g(—l) + 3—76 = ? — g =3. Birinchi tenglamadan esa,
7 13
X, =—-3-=".(=1)=-4.
175 5 -1
Demak, berilgan sistemaning yagona yechimi x, =—4, x,=3, X,=-1
bo’ladi. m
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3-misol. Ushbu
X,—2X, + X; =5
2X,—X; =0
—2X X, + X, =-1
sistemani yeching.

Yechilishi. Bu misolda (1.15.2) belgilashga asosan,

1 -2 1 5 X,
A=l 2 0 -1|,B=|0 |, X =|x,
2 1 1 -1 X,

ko’rinishda bo’ladi. U holda berilgan tenglamalar sistemasini (1.15.3)

Ko’rinishda yozish mumkin. Endi det A ni topamiz:

1 -2 1
A=det4=2 0 —-1=3=0.
-2 1 1

A matritsa maxsusmas ekan. Bu A matritsa uchun teskari matritsa mavjud. Teskari

matrisani topamiz

(1.15.4) formulaga asosan, berilgan sistemani ham X=A"B ko’rinishda yozish
mumkin. Endi x,, X,, X, larni topamiz:

1
1

1

WA = WIN
I
I
[E—

w
)
Il

Bundan x; =1, x, =—1, x; =2 bo’ladi. m

4-misol. Tenglamalar sistemasini yeching:
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2%, +3X, +5X3 + X, =3,
3X; +4X, + 2X5 +3X, =2,
X, + 2X, +8X3 — X, =8,

X, + 9%, + X3 +8x, =0.
Yechilishi. Matritsaning shaklini almashtiramiz:

2 3 5 1 3 1 2 8 -1 8

3 42 3-2| |0 -2 —22 6 /-26
128 -18| |0 -1 -11 3 -13|
791 80) |0 -5 —55 15-56
1 2 8 -1/8) (1 2 8 -1/8

0 1 11 -313| |0 1 11 -313
000 00| |00 o0 0/1]
000 O 000 0

Dastlab birinchi va uchinchi satrlarning o’rinlarini almashtiramiz, hosil bo’lgan
birinchi satrni mos ravishda 3, 2, 7 larga ko’paytirib, qolgan satrlardan ayiramiz.
Ikkinchi satrni (-2) ga bo’lib, mos ravishda 1 va 5 larga ko’paytirib qolgan satrlarga
qo’shamiz, uchinchi qadamda esa, to’rtinchi satrni 9 ga bo’lib uchinchi satr bilan
o’rinlarini almashtiramiz.

Sistemada 0=1 ko’rinishdagi tenglama hosil bo’ladi. Demak, berilgan sistema
yechimga ega emas. m

5- misol. Ushbu
X, + X, —3X3 =1,
< 2%, + X, —2X5 =1,
X + X, + X3 =3,
X +2X, —3X; =1

sistema birgalikdami?

Yechilishi. Asosiy va kengaytirilgan matrisalarni tuzamiz.

11 -3 11 -31
21 -2 21 -2 1
NN 1113
12 -3 12 =31
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Asosiy matrisaning rangini topish uchun, uni elementar almashtirishlar yerdamida
topamiz:

1 1-3) (1 1-3) (11
j0-1 4/ |0 1 0] |01
0 0 4| |0 -1 4/ |0 0
o0 10)l0 o0 4/ {0 0

Q

1 1-3
0 1 0[=A
0 0 4

hosil bo’lgan ekvivaliyent A; matrisaning rangi rangA, =3, chunki

11 -3
01 0(=4=#0.
00 4

Demak, A matrisaning rangi ham 3 ga teng: rangA = 3.

Endi kengaytirilgan matrisaning rangini topish uchun elementar
almashtirishlar bajaramiz:

I 1 -31 1 1 -31 I 1 -3 -1
0 -1 43 0 -1 43 0 -1 4 3

~ ~ ~
~ ~ ~

0 0 44|10 0 1110 01 1] "
01 02 0 0 44) 0 0 0 1

Ekvivaliyent B, matrisaning rangi rangB, =4 teng, chunki

I 1 -3 -1| |-1 43

0 -1 4 3=/0 1 1|=-1=#0.

0O 0 0 1 0 0 1
B matrisaning rangi ham 4 ga teng, rangB = 4. Matrisaning ranglari har xil.
Demak, berilgan sistema birgalikda emas. m

6- misol. Ushbu
xl _2X2 +X3 +5.X4 - 5

sistema birgalikdami?

Yechilishi. A matrisaning rangini hisoblaymiz.
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1 -2 1 1 1 -2 1 1 1 -2 1 1
I -2 1 1
A=|1 -2 1 -1|=/0 0 0 -2|=|0 0 0 -2|=
0 0 0 1
1 -2 1 5 0 0 0 4 0 0 0 O

11
rangA =2 chunki A = ‘O 1‘ =1+ 0. Endi kengaytirilgan B matrisaning rangini

hisoblaymiz
1 -2 111 1 -21 11
B=|1 -2 1 -1 -1|=|0 00 -2 -2|»
1 -2 1 5 5 0 00 4 4

1 -21 1 1
1 -2111
~0 00 -2 -2|~
0 0011
O 00 O O

11
rangB =2, chunki A:‘O Jle;tO. Sistema birgalikda, chunki rangA=

=rangB =2. Rang noma’lumlar sonidan kichik bo’lgani uchun sistema cheksiz
ko’p yechimlarga ega. Ushbu

Xg — X, =—1—X —2X,

sistemani yechamiz. x, va X, ozod noma’lumlarga ixtiyoriy qiymatlarni, masalan,

X, =1, X, =0 qiymatlarni beramiz. Sistema ushbu ko’rinishni oladi

X3 + X, =0,

Uni yechib, x; =—1, x, =1 ni topamiz.
Demak, berilgan sistemaning cheksiz ko’p yechimlaridan bir1 X, =1, X, =0,

X3 =—1, X, =laniqlanadi. m

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Tenglamalar sistemasini Kramer goidasi va matrisa usullarida yeching:
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{x+4y=—10, {2x—5y=1,
a b

3X—-y=09; ax—5y=-2a-5
X+2y—-2=12, 2X+4y+3z =14,
C) «3x—y+4z=-13, d) {3x—-y+4z=-13,
—X+5y—-2=27; —X+5y—-2z=217,
2X, +2X, =X, + X, =4, 2%, +3X, +11x, +5X%, = 2,
) 4x, +3X, — X, + 2X, =6, f) X, + X, +5X, +2X, =1,
e
8%, +5x, —3x, +4x, =12, 2%, + X, +3X, +2X, =3,
3X, +3X, — 2X, +2X, = 6; X, + X, +3X,; +4X, =-3;

2. Tenglamalar sestemasini Gauss usulida yeching:

X—2y=3, b X—2y=3,
2X—4y =6; 2X—4y =5;
X—2y=1-1i, d X—2y=1-1,
2X—4y=2-2i; ) 2X —4y =2 +1;
2z, —(1+1)z, - 3iz; =b,
Krey=z=s f) 1= 22, + (1+i)z, + (L+3i)z, =b
e — —b,.
X—-y+z=-4; ) : ? U
2, =b;;
2x+3y—1z=0, 2X+3y—z=-1,
g) <x—2y+4z=09, h) <x+2y—-4z=09,
y+2=2; -x-12y+14z =1,
3X; —2X, —9X3 + X, =3, 2% + Xy +3X5 + X, =5,
2%, —3X, + X3 +5X, =-3, | X +3X, +5%X; —2X, =3,
i
) X, +2X, —4X, =-3, ) X, + 95X, —9X; +8X, =1,
X, — X, —4X; +9X, =22; 5X; +18x, +4X; +5X, =12;

3. Agarf()=-1 f(-1) =9, f(2)=-3 bo’lsa, f(x) kvadrat ko’phadni
toping.
4. Agar f(-1)=0, f(1)=4, f(2)=3, f(3)=16 bo’lsa, uchinchi darajali
ko’phadni toping.
5. k ning ganday haqiqiy qiymatlarida sistema nol yechimga ega bo’Imaydi:
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KX, +X,+X,+X,=0,

X+ +k)x,+x,+x,=0,

X, +X, + (2+Kk)x,+x,=0,
2x,+2x, + (3+k)x,+2x,=0

KX, +X,+X,=0,
b) 1 X, +kX,+Xx,=0,
X, +X,+kx,=0 ?

Mustaqil yechish uchun berilgan misolning javoblari
1.a){2-3)} b{2-Dja=-2} s){(05-2)}
d) Kramer qoidasi bo’yicha sistemani yechish mumkin emas;
ye) {11-1,-1)}; f){(-201-1} 2.a) {B+2a,a)|acR};
b) Yechimi yo’q; S) {(l-i+2a,) ‘aeC}; d) Yechimi yo’q;
e) {(a.1-4a,-3-7a)|acR}; f) Agar b,=b +b,, u holda yechimi yo’q;

{Gm i) +b, +3ib,),a, b3j laeC,b, =b, + bz}; 9) {10,2)};

13 13 10) . _ .
n) (3, B —3), ) (13-22)} i
{(6-28a+17 B, -1+ Ta—5p, a, f)|a, feR}3. f(x)=x" —5x+3.

4. f(x)=2x*-5x*+7. 5.a) -1 01; b) —2;1.
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Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning umumiy sxemasi:

Sisterna (mxm)
Sistema Sistema
birgalikda b > hirgalikda
eImnas
(&) = o(E).
FlAa)# r(B).

m<n m=n m>»n
f 1 ¥ ¥
— k4
r<m r=m r<em r=m
F=n r=n
¥ v h v
L
L 4
Cheksiz ko'p yechim L
Yechimz ega
4
Gauss ¥
¥ echish uaallar
Y l Y
Gauss Kramer Teskari

matrit=
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8-amaliy mashg’ulot.

Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

8.1. Chiziqgli tenglamalar sistemasi. R sonlar maydonida n noma’lumli m
ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:
ay X, +apx, +...+a,x, =b
LT + AyXy +...+ay, X, =b

1)

Bunda tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik, unga teng ,yoki undan katta
m < n,m =n,m > n) bo’lishi mumkin. (1) da a;; - koeffitsientlar X; - noma’lum-lar,
bi - ozod hadlar (i =12,....,m, j=12,...,n) deyiladi.

8.1-ta’rif. Agar x;,x,,....x,noma’lumlarga berilgan ¢,,,...,c, gqiymatlar
(1) sistemasining hamma tenglamalarini ganoatlantirsa, ¢;,,,...,, sonlar to’plami
(1) sistemaning yechimi deyiladi.

(1) sistema uchun koeffitsientlaridan tuzilgan ushbu

Ay -l

matritsani va A matritsaga ozod hadlar ustunini qo’shish bilan hosil gilingan ushbu
a; ap..a, b

ar| Qy...ar, b,

Aml Am2--App bm
matritsani garaymiz. A matritsa (1) sistema matritsasi (asosiy matritsasi), B esa

kengaytirilgan matritsasi deyiladi. Bu matritsalarning ranglari rangA < rangB

tengsizlik bilan bog’langanligi ravshan.
Agar chizqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo’lsa, u birgalikda, agar

yechimga ega bo’lmasa, u birgalikda emas deyiladi.
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Birgalikda chizigli tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo’lsa, u
aniglangan, agar cheksiz ko’p yechimlarga ega bo’lsa, u anigmas sistema deb
ataladi.

Agar ikkita birgalikdagi tenglamalar sistemasidan birining har bir yechimi
ikkinchisining yechimi va aksincha, ikkinchisining har bir yechimi birinchisining
yechimi bo’lsa, bu sistemalar teng kuchli sistemalar deb ataladi.

Quyidagi almashtirishlar tenglamalar sistemasidan unga teng kuchli
sistemaga o’tkazishni isbotlash mumkKin:

1. Istalgan ikkita tenglamaning o’rinlarini almashtirish;

2. Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan fargli istalgan
songa ko’paytirish;

3. Sistema tenglamalardan birining ikkala tomoniga boshga bir

tenglamaning istalgan haqiqiy songa ko’paytirilgan mos qismini qo’shish.

8.2. Kroneker-Kapelli teoremasi. Endi (1) chizigli tenglamalar
sistemasining yechilishi alomatini garaymiz.

8.1-teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). (1) chizigli tenglamalar
sistemasi  birgalikda bo’lishi uchun, asosiy matritsa bilan kengaytirilgan

matritsaning ranglari teng, ya’ni rangA =angB bo’lishi zarur va yetarlidir.

Natija. (1) sistema yechilmaydigan bo’lsa, A va B matritsalarning ranglari
bir xil bo’lmaydi, va aksincha, A va B matritsalarning ranglari bir xil bo’lmasa, (1)
sistema yechilmaydigan bo’ladi.

1- misol. Ushbu
X;+xy =3x3 =1
2x)+x, —2x3 =1

xl +2XZ _3X3 :1
sistema birgalikdami?

Yechilishi. Asosiy va kengaytirilgan matritsalarni tuzamiz.
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11 -3 11 -31

|21 -2 |21 -21
111 111 13
12 -3 12 =31

Asosiy matritsaning rangini topish uchun, uni elementar almashtirishlar yordamida
topamiz:

1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3
0 1 4 0 1 0 0 1 0 0O 1 0
IAz = ~ I~ :AL
0O 0 4 0O 1 4 0O 0 4 0 0 4
0 1 0 0O 0 4 0 0 4 0O 0 O

hosil bo’lgan ekvivalent A; matritsaning rangi  rangA, =3, chunki

11 3
M=01 0{=4=+0
00 4

Demak, A matritsaning rangi ham 3 gateng rangA=3.

Endi kengaytirilgan matritsaning rangini topish uchun elementar
almashtirishlar bajaramiz.

1 1 -31 1 1 -31 1 1 -3 -1
0 -1 43 0 -1 43 0 -1 4 3

~ ~ ~ —_
~ ~ ~

0 0 4410 0 11| 1o o0 1 1| !
01 02 0 0 44/ (0 0 0 1

Ekvivalent B; matritsaning rangi  rangB, =4 teng, chunki

1 1 3 1

01 4 3
=1=+0.

0O 0 1 1

0O 0O

B matritsaning rangi ham 4 ga teng, rangB =4. Matritsaning ranglari har xil.

Demak, berilgan sistema birgalikda emas.

161



8.3. Chiziqgli bir jinsli tenglamalar sistemasi. Ushbu bir jinsli
allxl + a12x2 +...+ am.xn :O
azlxl +a22x2 +...+ aznxn :0

(4)

tenglamalar sistemasi doimo birgalikda, chunki B matritsa A matritsadan fagat
elementlari nollardan iborat ustuni bilan farq giladi va shu sababli rangA =rangB.
(4) sistemani x; =0, X =0 ,..., Xo = 0 giymatlar ham ganoatlantiradi. (4) bir jinsli
sistema gachon nolmas yechimga ega bo’lishi haqidagi savolga ushbu teorema javob
beradi.

8.2-teorema. (4) sistema nolmas yechimga ega bo’lishi uchun A matritsaning

rangA rangi noma’lumlar soni n dan kichik bo’lishi zarur va yetarlidir, ya’ni

rangA <n.
2-misol. Ushbu
2X1_XZ +X3 =0 2xl_3X2_X3 =0

tenglamalar sistemasining nol yoki nolmas yechimlarga tekshiring.

Yechilishi. a) noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan determinantni

hisoblaymiz.
2 -1 1
D=1 2 -3=15%0
3 11

Demak, sistema bittagina (0,0,0) yechimga ega, chunki D =0.

b) Berilgan sistemaning determinantini hisoblaymiz.

2 -3 -1
D=|l -4 2{=0
3 =7 1

Demak, D =0, shu sababli sistema nolmas yechimlarga ega. Ulardan bittasi
(2,1,1) bo’ladi.
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8.4. Fundamental yechimlar sistemasi. (4) sistema cheksiz ko’p
yechimlarga (demak s < n) ega bo’lgan holni ko’ramiz.
2-ta’rif. (4) bir jinsli tenglamalar sistemasining
Q11,0125---501,»

azl,a22,...,a2n, (5)

Oo5Cpnse sy s

dan iborat n ta yechimi o’zaro chizigli bog’lanmagan bo’lib, (5) sistemaning istalgan

B, By B, yechimi (5) yechimlar orgali chizigli ifodalansa, ya’ni

B =cqoy + 0+t eay,

=ca, +tc,a,, +...+C.x,,,
ﬁz 112 222 e“e2 (6)

B, =qa,, +c,a,, +...+C.a,,
tenglikni ganoatlantiruvchi cy,co,...,cie sonlar topilsa, (5) sistema fundamental
yechimlar sistemasi yoki fundamental sistema deyiladi.
8.3-teorema. (4) bir jinsli tenglamalar sistemasining asosiy A matritsasi
noma’lumlar sonidan kichik rangga ega (s<n) bo’lsa, bu sistema uchun
fundamental yechimlar sistemasi mavjud va fundamental sistemasiga kiruvchi
yechimlarning soni parametrlar soniga teng.
3-misol. Ushbu
3x;+2x5 —x3—x4 =0
X|—Xy—X3+x4 =0 (1)
6x; —x, —4x5+2x, =0
sistemaning fundamental yechimlar sistemasini toping.
Yechilishi. Ushbu

3 2 -1 -1
A=|1 -1 -1 1
6 -1 -4 2
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matritsada elementar almashtirishlar bajaramiz. 1 satrni —1, 2-sini — 3 ga ko’paytirib

ketma-ket 3-siga qo’shamiz. Bu vaqtda

3 2 -1 -1
1 -1 -1 1
0 0 0 O

hosil bo’ladi. Demak, A ning rangi 2 ga teng, chunki

3 2
=-5%#0
1 -1

Berilgan sistemaning avvalgi ikkita tenglamasini olib yechamiz:
3x; +2x, =Xx5 +X
{xll—xz :zxs —3x4 4 )
Parametrlarning soni ikkita bo’lgani uchun, fundamental sistema ikkita
yechimdan tuziladi va A determinant 2-tartibli bo’ladi. Parametrlarga A=#0 shart
bajariladigan giymatlarni beraylik. Masalan, x3=5 va x4=0, so’ngra xs=0 va X,

=5 giymatlarda
50
A= =25+#0
05

bo’ladi. Parametrlarning birinchi qiymatlarida (2) sistema {ixl +X2X_25: >
=X, =
ko’rinishni oladi. Bundan: x; = 3, x2 = - 2 bo’ladi. Parametrlarning ikkinchi
giymatlarida esa
{3x1 +2x, =5
X; =X, =-5
hosil bo’lib, x;=-1,X,=4 bo’ladi. Demak, fundamental yechimlardan bittasi (3,
-2,5,0),(-1,4,0,5). Berilgan (1) sistemasining yechimlari
p,=3c, —c,, B, =—2c,+4c,, By=5c, +0c,, B, =0c +5c,
tengliklar bilan aniglanadi. Masalan, ¢, =c,=1 giymatlarda g1 =2, =2,
(=5, fr=5bo’ladi. m

4-misol. Tenglamalar sistemasini tekshiring va yeching:
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[ X X, XX X = =1,
2X,+2X,+  3X,+X.=1,
2X,+2X,—X.=1,
— 2X,+4X,-3X,= 71,

6X,+3X,—X,=—1.

Yechilishi. Gauss algoritmini qo’llab, quyidagi kengaytirilgan matritsaga ega

bo’lamiz:
11 1 1 1}-1
2 2 0 3
00 2 2 -1
0 0 -2 4 -3
0 0 6 3 -1-1
soddalashtirgandan so’ng,
11 1 1 1]-1
00 -21 -13
00 0 3 -24
00 0 O 00
00 0 0 00

Demak, sistema birgalikda, chunki sistemaning matritsasining rangi bilan
kengaytirilgan matritsaning rangi teng, ya’ni rangA = rangB = 3.
Bu matritsaga mos sistemaga ega bo’lamiz:
X+ X, + X+ X,+X= =1,
— 2X3+X,—X:=3,

3X,—2X.=4.
Bunda
1 1 1
D=0 -2 1=-6=0,
0O 0 3

bo’lganligi uchun, X;, X;, X, lar erksiz o’zgaruvchilar, X,, X, lar ozod o’zgaruvchilar.
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Ozod o’zgaruvchilarni o’ng tomonga o’tkazib sistemani umumiy yechimini
topamiz:

-3-2a - -5- 4+
xlzz’B,XZ:a,x3: 5 'B,x4=3ﬁ,x5:ﬂ.

Faraz gilaylik, =0, =0 bo’lsa, xususiy yechimini topamiz:

X :_E’XZ =0, X3 :—2,x4 :;1,x5 =0.m
5-misol. Quyidagi bir jinsli tenglamar sistemasi uchun fundamental yechimlar
sistemasini toping:
X, — X, +9%, — X, =0,
X, + X, —2X, +3X, =0,
3X, — X, +8x, + X, =0,

X, +3X, 9%, +7x, =0.
Yechilishi. Berilgan sistemada elementar almashtirishlar bajarib, quyidagi

sistemaga ega bo’lamiz:

X, — X, +5X, — X, =0,
2X, —TX, +4x, =0.

Bunda x, va x, lar bosh o’zgaruvchilar, x, vax, lar esa ozod o’zgaruvchilar.
, 7 -3 o1
Agar x, =a, X, = bo’lsa, X, =§a— 20, X, =7a — [ bo’ladi.
Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

(—ga—ﬂ,ga—Zﬂ,a,ﬂj.

10
Ozod o’zgaruvchilarni mos elementlari ‘0 1‘ ikkinchi  tartibli

determenantning satr elimentlaridan iborat bo’lsa, sistemaning fundamental

yechimlar sistemasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi: (—g, 2,1,0), (-1,-2,01). m
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1. Tenglamalar sistemasini birgalikka tekshiring va umumiy yechimini

toping:

3%, —2X, = Xg — X, =1, 3X, —2X, +5X, +4X, =2,

a) 3%, —2X, — X3 — X4 =2, b) <9x, —6X, +9X, +7x, =5,
3X; — 2X, +5Xg +4X, =2; 3X, —2X, =X, =X, =1,
X, —X, +2X, =X, =1, X, —X, =X, +2X, =1,

0 3x, —3X, +4x, —3x, =1, d) X, + X, =X, —3X, +4X, =2,
3X, —3X, +8X, —3X, =5, 6X, — X, —2X, =3,
X, — X, +6X, =X, =5; 4X, — X, —2X, + 2%, =3;

3X, +2X, +2X, +2X, =2,

2X, +3X, + 2X, +5X, =3,

e) 19x, + X, +4x, —=5x%, =1, f)
2X, +2X, +3X, +4x, =5,

X, + X, +6X, =X, =7,

X, + X, +3X, —2X, +3X, =1,
2X, + 2X, +4X, = X, +3X, =2,
3X, +3X, +5X, —2X, +3X, =1,
2X, + 2X, +8x, —3X, +9X, =2;

X, +2X, +3X; = 2X, + X, =4, 6X, +3X, +2X, +3X, +4X, =5,
9 3X, +6X, +5X, —4X, +3X, =5, ) 4X, +2X, + X, +2X, + 3X, =4,
X, +2X, + 71X, —4X, + X, =11, 4x, +2X, +3X, +2X, + X, =0,
2X, +4X, +2X, —3X, +3X, =6; 2X, + X, + X, +3X, +2X, =1,
8X, +6X, +5x%, +2x, =21, (2%, +3X, + X, + 2X, = 4,
3X, +3X, + 2X, + X, =10, 4X, +3X, + X, + X, =5,
1) <4X, +2X, +3X, + X, =8, J) 15X, +11x, +3X, + 2%, = 2,
3X, + 95X, + X, + X, =15, 2X, +5X, + X, + X, =1,
|7X, +4X, + 95X, +2X, =18; X, =X, =X, +2X, =7,

2. Tenglamalar sistemasini birgalikka tekshiring va A4 parametrga bog’liq
bo’lgan umumiy yechimini toping:
AX + X, +X, =1, A+ X, +X, +X%, =1,
a) 3 X, +AX, +X, =1, b) 3 X, + A+ A)X, + X, =4,
X +X, + A%, =1 X, + X, + 1+ )X, = A
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2X, +3X, + X, +2X, =3,
4x, +6X, +3X, +4x, =5,
6X, + 9X, + 5%, +6X, =7,
8X, +12X, + X, + A X, =9;

(A+D)x, +X, + X, =4 +34,

e) X, +(A+x, +x, =2 +34°,

X, +X, +(A+1)x, =" +34%;

X, +(2-A)X, + X, =—A4,

f) SAX + (A -1 X, +x, =24,
(AA+3)X +(2A-DX, +(A+4)x, =24+3,

d)

AX X, + X, +X, =1,
X +AX, + X, +X, =1,
X +X, +A4 X, +X, =1,

X +X, + X, +AX, =1

3. Berilga tenglamalar sistemasi uchuh fundamental yechimlar sistemasini

toping:

2) X, —X, =0,
2X, —2X, =0;

9)

X, —2X, + X, — X, + X, =0,
X, +3X, — 2X, + 3%, — 4%, =0,
2X, —5X, + X, = 2X, + 2X, =0,

4x, —4x, — X, =0;

6X, —2X, +2X, +5X, + 71X, =0,
9x, —3x, +4x, +8x, +9x, =0,
6X, —2X, +6X, +7X, + X, =0,

3X, = X, +4X, +4X, — X, =0;

X, =X, +X, =0,
X, =X, + X, =0,
- X, =0,

Xl_X2+X5 6

X, =X, + X, =0,

X, =X, + X =0;
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f) <

h)

) {xl—x2 +X, =0,

2X, + X, — X, =0;

3X, +2X, + X, +3X, +5X, =0,
6X, +4X, +3X, +5X, + 7X, =0,
9x, +6X, +5x, +7X, +9x, =0,
3X, +2X, +4xX, +8x, =0;

X, —X, =0,

X, —X, =0,
- X, + X, =X, =0,
- X, +X, =X, =0,
- X, +X%, =0,
-X, +X, =0;

5X, +6Xx, —2X, + 7X, +4x, =0,
2X, +3X, — X, +4x, + 2%, =0,
X, +9X, —3X, +5X, +6x, =0,

5%, +9x, —3X, + X, + 6%, =0;



3X, +4X, + X, +2X, + 3%, =0,
SX, + X, + X, +3X, +4xX, =0,
4X, +5X, + 2X, + X, + 5%, =0,

7x, +10x, + X, +6Xx, + 5%, =0.

4. Martritsaning har bir satri

30 —24 43 -50 -5 4 2 9 -20 -3
A=9 -15 8 5 2| ,B=|1 -11 2 13 4
4 2 9 -20 -3 9 -15 8 5 2

ushbu tenglamalar sistemasi uchun fundamental yechimlar sistemasi bo’ladimi:
(3X, +4X, +2X, + X, + 6%, =0,

SX, +9X, + 17X, +4X, + X, =0,

4x, +3X, =X, — X, +11x, =0,

| X, +6X, +8X, +9X, —4x, =0.

Mustagqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning javoblari

1.a) Yechimi yo’q; b) {(«, 8,6 -15a+104, —7+18ax + 2 ) ‘a,ﬂe R};

s{(al+a—-pB,18) },a.feR; d) {(@2a-16a-2-3,—a+2p,B)}
a,feR;

e){(— 6+78a’ 1_?0{, _15—7605’ a) ‘ae R}; f)Yechimi yo’q; g)

9 25 15 |
{(“'ﬁ"g‘“—m —, T2a-4p —E—Za—4ﬂj\a,ﬂeR},
) {(“’ﬂ’%“% B, —%a—% ﬂ—l,gm%mz\a,ﬂeR};

1) {(3,0,-5,11)}; J) Yechimi yo’q.

1 1 1 , o
2.a){(“3,/1+3,MS)\(z—l)(mz)io}, {Q-a-p.ap)|a peR,A=1;

A =-2 da sistema birgalikda emas;
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b){( 22 24-1 A+212-1-1

: : j\ﬂ(ﬂ+3)¢0}; A=0va 1=-3 larda
A(A+3) A(1+3) A(A1+3)

sistema  birgalikda emas; s) {(a,ﬂ,—l,Z—a—g,B]\a,,BeR,ﬂ,:8};

(a,ﬂ_ga,—l,Oj‘aeR ;d) ( ! : ! , ! : ! )
3 3 A+3 A+3 A+3 1+3

‘(ﬂ—l)(/1+3)¢0; {(1—a—,8—y,a,ﬁ,7/)‘ a,f,yeR,A=1}; A=-3 da sistema

birgalikda emas; f) {(2—4*,24 -1, 2" + 22 -1 -1)| A(A+3) = 0};
{(~a-p.a.B)|a, BeR, 1=0}; {(@,a,) | aeR, 2 =-3};
3' a) {(1’1)}1 b) {(01111)}1 S) {(11 0,0, 5! 4)’(0111_11_71_4)};

d) {(1,0,0,—g,§j,(0,1,0,—§,1),(0,0,1,—2,1)};
4 4 22

e) (11010’_g’_i]!(oilvo’i1ij1(0’0111_gii) 1
11 11 11 11 11 11

f) Sistema fagat nol yechimga ega;
9) {11110,0),(-10,0,0,1,0),(0,-1,0,0,0,1};

h) {(Oé,1,0,0],(0,—%,0,0,1}}; 1) {(-3,2,1,0,0),(-5,3,0,0,1)}.

4. A matritsaning satrlari fundamental yechimlar sistemasini tashkil gilmydi,

B matritsaning satrlari esa fundamental yechimlar sistemasini tashkil giladi.
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9- amaliy mashg’ulot.

Vektorlar
1-misol Agar A(3;4:1) va B(6; 8; 6) bo’lsa, AB vektorning koordinata
o’qlari bilan tashkil etgan burchaklarning kosinuslarini toping.
Yechilishi. AB vektorning Ox, Oy, Oz o’qlardagi proyeksiyalarini
topamiz:

NPoy AB=6-3=3; npo, AB=8-4=4; np;, AB=6-1=5.

- g
AB vektorning modulini topamiz: AB|=+/3? + 4 +52 =[50 =5//2.
Ushbu
a a a
cosa = X , COSf = 4 , COSy= z
\/axz +a,’ +a,’ \/axz +a,’ +a,’ \/axz +a,’ +a,’

formulalarga asosan, vektorning yo’naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

cosw—i cos,B—i cos 1 |
52 52" V2

N

bj=4 va gpz% bo’lsa, 2a+ b va a—4b vektorlar

=3,

a

2-misol. Agar

A ning ganday giymatlarida o’zaro perpendikulyar bo’ladi?
Yechilishi. Berilgan vektorlarning skalyar ko’paytmasini topamiz:
(2a+2bj(a—4b):2aa—8a b+ Aab-—44b’

b

=2.]a* -8a bcos%+ﬂé cos%—M\b\z =

=18—8-3-4-%+ﬂ-3-3-%—4-/116:18—48+62—64&:

=-30-581
Ikki vektor perpendikulyar bo’lishi uchun ularning skalyar ko’paytmasi nolga teng

bo’lishi shartidan topamiz: 30-581=0=> A= % [
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3-misol. F = {3;2;—4} kuch A(2;-1;1) nugtaga qo’yilgan. Bu kuchning

koordinatalar boshiga nisbatan momentini aniglang.
- d
Yechilishi. Agar F vektor A nuqtaga qo’yilgan bo’lsa, a vektor O
nugtadan A nuqtaga yo’nalgan, ya’ni OA = a bo’ladi. [a, F]vektor ko’paytma

esa, F kuchning O nugtaga nisbatan kuch momentini ifodalaydi.

Demak,
->-> -
I ] &
- - - - - - -
a=0A={2-11}, [OAF]=2-1 1=2i+11j+7x.m
32—

Mustagqil yechish uchun berilgan misol va masalalar

1. Quyida berilgan vektorlarning uzunligi va vektor yo’nalishidagi birlik

vektorni toping.
1) a ={2:-6:3}; 2) b ={4:-5:2}; 3) ¢ = {6:10:0}.
2. Ushbu g = {-2;11;z} vektorning uzunligi 15 ga teng bo’lsa, z ni toping.
3. A(-2; 5; -4), B(3;-7;8), C(2; 4; 0) nugtalar berilgan. AB, BA, AC, BC va
CA vektorlarni toping.
4. Agar g ={-1; 3; 7} vektor va M(4; -3; 0) nuqta berilgan bo’lib,
a=MN bo’lsa, N nugtaning koordinatalarini toping.

5. Agar g =4bo’lib, g vektorning Ox, Oy, Oz o’qlari bilan mos ravishda

a =60°%, 5 =45°, y =60°tashkil etsa, a vektorining koordinata o’qlaridagi
proeksiyalarini toping.
6. Quyida berilgan vektorlarning yo’naltiruvchi kosinuslarini toping.

1) a ={3:12:-4}; 2) b = {3;-4;5}.
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7. Vektor koordinata o’qlari bilan quyidagi burchaklarni tashkil etishi

mumkinmi?

=225, 8=240°,7=120°; 2)a=60°,3=45%y=60°;

3)a=60°,3=90°,y =120°.

8. a vektor Ox va Oy o’qlari bilan & =120° va B =60° tashkil etadi. Agar
|a =5bo’lsa, uning koordinatalarini toping.

9. Agar M(x,y) nuqtani aniglovchi radius vektori koordinata o’qlari bilan bir
xil burchakni tashkil gilib, uning uzunligi 53 ga teng bo’lsa, M nugtaning

koordinatalarini toping.

10. g va B vektorlar berilgan. Quyidagi berilgan:

- -

1) 25; 2) -0,55; 3)—a +b;4) 0,55- 35 vektorlarni yasang.

11. |a=15, |b|=25va |a+b|=32 bo’lsa,

a-b| ni toping.
12. a va b b vektorlar 60° burchakni tashkil etadi. [5]=6, 5|3 ekanligini

bilgan holda (25 +B)(2§ - 36) vektorni hisoblang.
13. ABC uchburchakda AB vektor m ga va AC vektor n ga teng bo’lsa,

quyidagi vektorlarni yasang:

14, g = {5; -3;7} va B:{3; -1; -2} vektorlar berilgan. Quyida berilgan

vektorlarning koordinata o’qlaridagi proeksiyalarini toping:

Da+b:2a-bh; 3)-3a; 4)%6; 5)2a -3 b: 6)%a+6

)

15. a va g ning ganday giymatlarida g =3i-2j+ ak va b =pi+3j-6k

vektorlar kolleniar bo’ladi?
16. ¢ =11i+1j—-10k vektor berilgan. c vektorga parallel, unga garama-

qarshi yo’nalgan va uzunligi 45 ga teng bo’lgan d vektorni toping.
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17. KB = {4, 6; 2} va A%C ={-8; 10; -12} vektorlar ABC uchburchakning
tomonlari bilan ustma- ust tushadi. Boshlari uchburchakning uchlarida va

medianalar bilan ustma- ust tushgan vektorlarning koordinatalarini toping.

18. g= {1; -2}, B = {-2; 3}, Z = {-4; 7} vektorlar berilgan. Har bir
vektorni, golgan ikki vektorlarni bazis deb olganda, yoyilmalarini aniglang.

19. Tekislikda A(2; -1), B(-1;-2), C(-2; -3), D(-3; 2) nugtalar berilgan. ATB
va A%C vektorlarni bazis vektorlari deb, quyidagi vektorlarning yoyilmalarini
toping:

1) AD: 2)BD: 3)CD; 4)BD+CD: 5)AB+ BD +CD.

20. g ={1; -3; 2}, B ={-2; 1, 3}, Z ={1; -2; -1} vektorlar berilgan.

d ={-6; 5; 11} vektorning a, b, ¢ bazis vektorlari bo’yicha yoyilmasini toping.

21.a ={2;-1;2}, b ={1;0; 2}, ¢ ={7;-7:3}, d = {-1; 2; 1} vektorlar
berilgan. Bu vektorlarning har birining yo’yilmasini qolgan uchta vektorlarni bazis

vektori deb gabul gilgan holda toping.

-

22. g va B vektorlar % burchakni tashkil giladi. g =5, |b|=6 ekanligini
bilgan holda quyidagilarni hisoblang.
1)(a,b);  2a% b4 4(a+b)y 5(a- by

6)(2a -3b, 2a+3b) 7)(2a -3 b)>

- -

23. a va b vektorlar o’zaro ortogonal bo’lib, ¢ vektor bilan esa 2?7[

-

burchakni tashkil etadi. |al=2./b|=4,|c

—4,

=8 ekanini bilgan holda, quyidagilarni

hisoblang.
)(a+3b,2b-3¢c) 2)(a+ b-c)a:
3)(2a -3 b +4c¢ ) 4)(a-b-c)
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24. Ushbu (a+b)? +(a-b)*=2(a" + ‘6‘2) ayniyatni isbotlang va uning
geometrik ma’nosini aniqlang.

25. Ushbu a+b +C =0 shartni ganoatlantiruvchi birlik gB va ¢
vektorlar berilgan. (a,b) + (b,€) + (€,d) ni hisoblang.

26. |a|=7, ‘5‘ =7 ekanini bilgan holda, o ning ganday giymatlarida @+ ¢ -b
va a — « - b vektorlar perpendikulyar bo’ladi.

27. ABC uchburchakning tomonlari bilan ustma-ust tushgan b = AB, € = AC

vektorlar berilgan. Boshi C uchida va CD balandlik bilan ustma-ust tushgan

vektorning b,¢ bazis vektorlari bo’yicha yoyilmasini toping.
28. d va b vektorlar orasidagi burchak 2?7[ burchakni tashkil etadi. |a=3,

‘5‘ = 4 ekanini bilgan holda, & —b va a +b vektorlar orasidagi burchakni toping.

29. a ={2;—4;—2},b ={4;-3;2} vektorlar berilgan. Quyidagilarni hisoblang:

1) (a,b): 2) Ja’; 3) Vb2
4) (3a-b,2a+3b); 5)(@+b)?; 6) (3 —b)?

30. To’rtburchakning A(3;-1; 2), B(2;1; -3), C(5; -4;7) vaD(6; 7; -1) uchlari
berilgan. Uning AC va BD diagonallari perpendikulyar ekanligini isbotlang.

31. ABC uchburchakning A(2; -3; 1), B(5; -3; 5), C(9; -3; 2) uchlari be
rilgan. A uchidagi ichki burchakni toping.

32. ABC uchburchakning A(4; -2; 7), B(2; 1; 1) va C(-1; 7; 3) uchlari
berilgan. ABC uchburchakning ichki burchaklarini hisoblab, uning teng yonli

uchburchak ekanligini isbotlang.
33. g ={2;-6;3} va X vektorlar o’zaro kollenear bo’lib, Oz 0’qi bilan o’tkir
X

burchakni tashkil giladi. |x| = 42 ekanini bilgan holda X vektorning koordinatalarini

toping.
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34,  a={2-34},b={-123} vektorlar berilgan. (%,a)=-7,(X,b)=2
ekanligini bilgan holda Oz o’qqga perpendikulyar bo’Igan X vektorni toping.

35. Z ={3;6;3} vektorning koordinata o’qlari bilan teng o’tkir burchaklarni

tashkil etuvchi o’qdagi proeksiyalarini toping.

- —

36. g:{4; ~2;-5}, b={6;1,-3}, c=1{4; —12; 3} vektorlar berilgan.

g + Bvektorning Z vektordagi proeksiyalarini toping.

EEN

37. a ={4; -2; -4}, B ={-1; -4;1} va Z = {5; -8; -4} vektorlar berilgan. g

vektorning B+ Z vektorlardagi proeksiyalni toping.

-

39. a va b vektorlar 5{ burchakni tashkil etadi. [a| = 3va |b| = 4 ekanini

bilgan holda \[a’,ﬁ]\ni hisoblang.

N

40. |al =6.|b

=12 va ular 36° burchak tashkil etishini bilgan holda \[5,6]\ ni
hisoblang.

41. O’zaro ortogonal bo’lgan a va b vektorlarning uzunliklari g

- 2,‘6" =3
ekanini bilgan holda quyidagilarni hisoblang:

1) \[25—6,3—26]\; 2) [d—-3b,33 +b]°.

42. Ushbu [4,b]? + (a,b)? =ab? ayniyatni ishotlang.

43. g, B vag vektorlar g + B + Z = 6 shartni ganoatlantiradi. Ushbu
[4,b]=[b,c] =][c,4] o’rinli ekanligini isbotlang.

44, g={2;l;—3} va B={1;-2;-1} vektorlar berilgan. Quyidagi vektor
ko’paytmalarining koordinatalarini toping.

1) [a-b]; 2)[d,a—2b]; 3)[a-2b,a+2b]; 4) [3a-2b,2a+3b].

45. ABC uchburchakning A(1; 2; -1), B(3; -1; 2) va C(-2; 3; 5) uchlari
berilgan. ABC uchburchakning yuzini hisoblang.
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46. ABC uchburchakning A(1;-2;-1), B(6;-2;-5), C(-3;1;-1) uchlari berilgan.
B uchudan AC tomoniga tushirilgan balandlikning uzunligini toping.

47. a vektor b va c¢ vektorlar bilan o’zaro perpendikulyar bo’lib, b va ¢

vektorlar 5?” burchakni tashkil giladi. \é\:S,‘B‘z&\é\:B ekanligini bilgan holda (

g ,[B ,g ]) aralash ko’paytmani hisoblang.
48. a = {2:-3:1}, ={-1:2:4 b }, ¢ ={3:-5:2} vektorlar berilgan.

([g : B], Z )aralash ko’paytmani hisoblang.

49. Ushbu A(1; 2; 3), B(1;0;5), C(2;1;-1) va D(2; -1; 1) nugtalarning bitta
tekislikda yotishini isbotlang.

50. Uchlari A(2; -1; 3), B(1; 3; 4), C(-1; 1; 2), D(5; 4; 5) nugtalarda
joylashgan tetraedrning hajmini toping.

51. Piramidaning A(3; 7; 6), B(3; 1; 2), C(-4 ; 8; -5), D(1; -2; 4) uchlari
berilgan. C uchudan tushirilgan piramidaning balandligini toping.

52. ABCD tetraedrning uchta A(1; -3; -2), B(3; -1; 4), C(2; -3; 4) uchlari va
uning hajmi 3 ga teng. Tetraedrning D uchi Ox o’qiga tegishli ekanini bilgan

holda, uning koordinatalarini toping.

Mustagqil yechish uchun misol va masalalarning javoblari

g2 63 oot 3 12 2 211
1. 1)7,{7, 7,7}, 2)13,{13, 3 13}, 3)15; {15,3,15}.2.J_r10.
3.a) {5, -12, 12}; b) {-5, 12, -12}; c¢) {4, -1,4}; d) (-1, 11, -8);e) {-4,1,-4}.
> /5. 312 4, 3 . 4 1,
4N(3,0,7).5. {2,24/2;2}. 6. 1) 313 13,2) NN
. . , 555 .
7.1) Ha; 2) Ha; 3) Yo’q. 8. ( z’z’iﬁ)'g' +{5;5;5}. 11. 26.
12 81.14.1) {8; -4; 5};2) {2; -2; 9}, 3) {-15; 9; -21}; 4) {1;—%;—2};

5) {1, -3; 20};6) {%;—2;%}.15. 4;-45.16. {-33; -6; 30}.17.{-2; 2; -5};

177



{-8; 11; - 8}; {10; -13; 13}.18. 4 =0,5b -0,5¢:b =2a +¢; € =-2da + b . 19.
1) {11;-7},2) {10; -7}, 3) {11; -8}; 4) {21, -15};5) {32; -22}.

20.c=p+2q-3r.21. 4 =-2b + ¢ +3d, p=—tarlei3q,
2 2 2
. e -1 2. 1=
¢ =d+2b-3d,b="a+2b-2d 22.1)15/2) 25; 3)36,4) 91;5) 316) -118;

7) 244 23.1)240;2)132;  3)1440;4) 68 . 25. -1,5.26. a = +1.

27. (L;”a_e. 28. arccos(- ! ).29.1) 16; 2) \/24; 3) V29

¥ V481
4) 169; 5) 85; 6) 21. 31. %. 33.{12;-36;18}. 34.{-8;-3;0}. 35. {3+/2;3./2;3./2.
37.4.39.6.40. 36+/3. 41.1) 18; 2) 5184. 44.1) {7; 1;5}; 2)  {14; 2; 10};
3) {-28; -4; -20}; 4) {-98; -13; -69}. 46. h = 5. 47. 60. 48.5.  50. 3. 51. %

52. 13

3
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10-, 11-amaliy mashg’ulot.
Arifmetik vektor fazo. Chiziqli fazo

11.1.Chiziqli fazoning ta’rifi. L to’plam berilgan bo’lib, uning elementlari

X,V z ,... u vektorlar bo’lsin.
l. L to’plamda «elementlarni qo’shish» amali kiritilgan, ya’ni V X,y el

elementlari uchun shunday uchinchi bir z eL element qo’yilgan bo’lsin, bunda

Z = x+ y deb belgilaymiz.

Il L to’plamda «elementlarni songa ko’paytirish» amali kiritilgan, ya’ni V
X el va VaeR son uchun L to’plamda shunday u € L element mos qo’yilgan

bo’lsin, bunda U =« - X
[T Bu ko’rsatilgan yuqoridagi ikkita amallar quyidagi sakkizta aksiomani

ganoatlantirsin.

1° X+ y = y+ X (o’rin almashtirish xossasi);

20 (x+ y)+ z =x+(y+ z) (assosiativlik xossasi);

3% L to’plamda shunday nol 0 element mavjud bo’lib, VxeL element uchun
ushbu x+0 =0+ x = x tenglik bajarilsa;

4° L to’plamdagi har qanday x €L element uchun L da shunday —xe L

element mavjud bo’lib, ushbu X+ (—x) = 0 tenglik bajarilsa (- x ni x garama-

garshi element deb ataymiz)
501-x=x (vxel)

6% A(u x) = (Au) x (VX el, VA,ueR) (guruhlash xossasi)
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P A+)X)=Ax+ux (Vxel VA, ueR) (sonlar yig’indisini

ko’p.tag.xossasi)

8 Ax+Yy)=Ax+4y (¥VX,yelL,VAieR) (element yig’indi sonini
tag.xossasi)

Bu L1111 — shartni ganoatlantiruvchi o to’plamni chiziqli fazo deb ataymiz.
Hagqiqiy sonlar to’plamidagi chiziqli fazo, odatda haqiqiy fazo deyiladi, kompleks
sonlar to’plamidagi chiziqli fazo esa, kompleks fazo deyiladi.

Chiziqli fazoga doir misollarni garaymiz.
1. R" :{Y:(xl,xz,...,xn),xi—haqiqiysonlar} to’plamini gqaraymiz. R’

to’plamning elementlari ustida qo’shish va songa ko’paytirish amallari va 8 aksioma

bajariladi. Hagigatan,
X =(X],X0,00%,)ER",Y=(V|, V50, ) ER", VA €R bo’lsin, u holda

X+ Y = (%, Xoreees X0 ) + (Vi YooY ) = (4 + Y1, X + Yoo X, + Y,) €R"

A X = (A%, AXy,..sAX ) €R". 0 =(0,0,...0), — X =(=X;,~Xg,.e.i7X,,) -
%,_/

n ta

Demak, r" - chiziqli fazo bo’ladi.

2. Darajasi n natural sondan oshmaydigan hamda qo’shish va songa
ko’paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha ko’phadlar to’plami chizigli
fazo hosil giladi.

3. Fazoning tayinlangan nugtasidan chiquvchi barcha radius vektorlar

to’plami haqiqiy chiziqli fazo hosil giladi.

12.2.Vektorlarning chizigli bog’lanishi. Elementlari x,y z,...,u bo’lgan

ixtiyoriy haqiqiy chizigli L fazo berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar X,y z,...,u vektorlaruchun x=ay+Bz+..+yu

180



tenglikni ganoatlantiruvchi «, £,...,y sonlar mavjud bo’lsa, x vektorlar orgali
chizigli ifodasi yoki chizigli kombinatsiyasi deyiladi.
Bunda «,f,...,y sonlarning ba’zilari (hatto hammasi) nolga teng bo’lishi

mumkin.
1-misol. x=(712,7) vektor y=(1,25), z=(-30,7), u=(4,6,-8)
vektorlar orgali chizigli ifodalanadi:
x=3y+0z+1u,
(712,7) =3(1,2,5) + 0(-3,0,7,) + (4,6,-8)

2-ta’rif. Agar berilgan x,y, z,... u vektorlar uchun kamida bittasi noldan

fargli shunday «, 8,7....u («, B,7,...,1 € R) sonlar mavjud bo’lsaki, ushbu

ax+fy+zy+.+uu=0 (1)
tenglik o’rinli bo’lsa, X,V,z,..U vektorlar L chiziqli fazoda chizigli bog’liq
deyiladi.

3-ta’rif. Agar berilgan x,y,z,..U vektorlar uchun yugorida aytilgan

shartlarni qanoatlantiruvchi sonlar mavjud bo’lmasa, ya’ni (1) tenglik faqat
a=f=y=..= u=0 shartdagina bajarilsa, x,y, z,...U vektorlar L chizigli fazoda
chizigli bog’lanmagan (erkli) deyiladi.

2-misol. Ratsional sonlar maydonidagi uch o’lchovli vektorlar fazosini
olganimizda bu fazoning x =(10,-2), y =(3,-9,3), z =(3-6,0) u =(25,7)
vektorlar chizigli bog’langan, chunki ratsional 3,2,-3,0 sonlar uchun

3x+2y—-3z+0u =0

bajariladi, bunda 0 = (0,0,0).

3-misol. Ushbu a = (1,2,-1), b =(-213), ¢ =(-131)

vektorlar chiziqli bog’lanmagan haqgiqatan
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ax+py+yc=0 (*)
tenglikdan albatta o = =y =0 degan natija kelib chiqishini ko’rsataylik.
Tegishli ifodani (*) tenglikka qo’ysak qo’yidagi hosil bo’ladi
a(22,-1)+ f(-2,1,3) + y(—1,3,1) =(0,0,0)

a 28 y=0 1 -2 1
200+ f+3y=0 Bu bir jinsli sistemasi deyiladi. | 2 1 3|=-5%#0
a+3p+y=0 -1 3 1

Shu sababli o= =y =0 bo’ladi. Demak, (*) tenglik fagat a=f=y=0
bajarilar ekan.

1-teorema. R" chizigli fazoning >_<,§/,E,...,G elementlari chizigli bog’langan
bo’lishi uchun bu eyementlardan birortasi qolgan elementlarni chizigli

(kombinatsiyasi) ifodalangan bo’lishi zarur va yetarli.

Quyidagi elementar tasdiglar o’rinlidir:

1°Agar x,y, z,... ,; elementlardan birortasi nol elementga ega bo’lsa, u holda

bu elementlar chiziqli bog’langandir.

20 Agar x,y, Z,...,u elementlarni bir qismi chizigli bog’langan bo’lsa, u
holda hamma elementlari chiziqli bog’langan bo’ladi.

3% Har ganday x vektorini chizigli ifodalash mumkin.

X :xl el+x2 62+...+xn €n :{xl,X2,...,xn}.

12.3.Bazis va koordinatalar.

4-ta’rif. L chizigli fazoning har bir X elementni uchun, shunday x,,x,,....X,

sonlar mavjud bo’lib, ushbu

X =Xje1+x, e2+...+x, ey
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Tenglik o’rinli bo’lsa, u holda €1,€,,...6, chizigli bog’lanmagan . €1,85,...6,

vektorlar sistemasi L chizigli fazoning bazisi deyiladi, bunda x,, X, ,...,x, sonlar x

vektorning koordinatalari deyiladi.

2-teorema. L chizigli fazoning har bir x elementini yagona usulda bazis

vektorlari orqali yechish mumkin, ya’ni

X =x,e1+xyert..+x, en (1)

12.4. Chizigli fazoning o’Ichovi. L chizigli fazo x,y, z,..u elementlari

bilan berilgan bo’lsin.

5-ta’rif. L chizigli fazoning x,y,z,..u elementlaridan n tasi chizigli
bog’lanmagan (erkli) vektorlar sistemasi mavjud bo’lib, n+1 tasi chizigli
bog’langan bo’lsin, u holda L chizigli fazo n o’Ichovli chizigli fazo deyiladi va n
o’lchovli chiziqli fazoning o’lchovi odatda quyidagicha belgilanadi. dimL =n

6-ta’rif. Agar L chiziqli fazoda cheksiz ko’p chiziqli bog’lanmagan vektorlar
sistemasi mavjud bo’lsa, u holda bu L cheksiz o’lchovli chizigli fazo deyiladi va
dim L =o0 bo’ladi.

4-misol. R maydonda darajalari (n—1) dan ortiq bo’lmagan ko’phadlar
fazosini olaylik. Bu fazoda ushbu

Lx,x2,..x"! (2)
vektorlar chiziqli bog’lanmagan, chunki
a, +a,X+..+a X" =0
tenglik, ma’lumki, a, =a, =...=a, ; =0 shartdagina o’rinli bo’ladi. Endi, fazoning
istalgan
f(x)=by+bx +..+b,_x""

vektorni olsak, uning (2) vektorlar orqali ifodalanishi ko’rinib turadi. Shunday qilib,

biz bunda n o’Ichovli fazoga ega bo’lamiz.
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3-teorema. Agar L chiziqli fazoning o’lchovi n ga teng bo’lsa, u holda bu L

chizigli fazoning n ta chiziqli bog’lanmagan vektorlari uning bazisi bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Quyida keltirilgan sonlar to’plamlari haqiqiy chizigli fazoni tashkil
etadimi?

a)N b) Z c) Q dR e)R* (Barcha musbat haqgiqiy sonlar
to’plami)

2. Vektorlar algebrasida kiritilgan vektorlarning qo’shish, vektorlarni songa
ko’paytirish amallariga bo’ysunadigan quyidagi geometrik vektorlar to’plamlari
haqiqiy chizigli fazoni tashkil etadimi?

a) Berilgan to’g’ri chiziqga parallel bo’lgan barcha vektorlar to’plami;

b) Berilgan tekislikka parallel bo’lgan barcha vektorlar to’plami;

c¢) Berilgan to’g’ri chiziqga parallel bo’lmagan barcha vektorlar to’plami;

d) Oxirgi nuqgtasi berilgan to’g’ri chiziqga yotuvchi barcha vektorlar to’plami;

e) Oxirgi nuqtasi birinchi chorakda yotuvchi barcha vektorlar to’plami;

3. Matrisalarni qo’shish, matrisani R maydondan olingan elementga
ko’paytirish amallarga bo’ysunadigan matrisalar to’plami R maydon ustida chiziqli
fazoni tashkil etadimi?

a) barcha matrisalar to’plami;

b) {; jj\a,ﬁ,yeR}; c){(; j\a,ﬂ,yeR};
d) {(_aﬁ Zj‘a,ﬂeR}; e) {(; j\a,ﬂ,yeR};

4. Agar vektorlar sistemasida ikkita vektor skalyar ko’paytuvchilari bilan farq

etilsa, unda vektorlar sistemasi chizigli bog’langanligini isbotlang.
5. a, b, ¢ — chiziqli bog’lanmagan vektorlar sistemasi bo’Isin. Quyida berilgan

vektorlar sistemasi chiziqli bog’lanmagan bo’la oladimi?
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a) a,a+b,a+b+c; b)a+b,b+c;c+a; ¢c¢) a-b,b-c,c-a.

6. R, fazoda berilgan vektorlar sistemasi a =(,1,0), a,=(1a,1),
a,=(0,4,«) chizigli bog’langan bo’lishi uchun, « son ganday shartga
ganoatlantirishi kerak.

7. Haqgigiy chizigli fazoda Dberilgan vetorlar sistemasi chizigli
bog’langanligini ko’rsatib, 0 ga teng bo’lgan notrival chizigli kombinasiyasini
toping.

a) a, =(1,25), a,=(531), a,=(-15-2,21)

b) f,(x)=x>+5, f(x)=x*—4x+3, f(x)=x*+16x+13;

C) z,=2+5i, z,=1-i, z,=6+29i,
1 2 3 2 15 -3 6 -5
d) A= , B= , C= i
011 2 0 4 -8 5 -11
e) f,(t)=sin’t, f,(t)=cos’t, f,(t)=t, f,(t)=3, f.(t)=¢".
8. Haqgigiy chizigli fazoda berilgan vektorlar sistemasi chizigli

bog’lanmaganliklarini ko’rsating:

a) (5,3,1), (1,1,1), (1,4,2);

b) (X,y,3), (2,X—y,l) VX,yeR, x#6, y:g-

5’
1 0 01 0 0 00

) & :(0 oj’ %z :(o o]’ o :(1 oj’ o2 :(o 1];

d) 2+5i, 1-1;

9. Keltirilgan chizigli fazolarni o’lchovini va biror bazisini ko’rsatingi
ko’rsating:

a) X+2, Xx—2; b) 6x+9, 8x+12;

c)sin x, cos; d) 1, (x—1),(x-1)

e)4—X,2x+3, 6x+8; f)x* +2x, 3x* =1, x +4;

g) X* —x+3, 2x* +X, 2x—4; h) e*, e, e¥;

i) X, e, xe"; j) 1,sin? x,c0s2x;
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k) 2%, 3%, 6%; ) sin X, cosx, sin 2x;
m) sin x, sin(x+2), cos(x—5); n) x*, x|x|;

0) X, X%, [x°|; p)arctgx, arcctg, 1.

3 4 2 5 .
10. A= ' B= vektorlarning
-4 1 4 2

{5y e

L 10 0 1) (0 O _ _ _ _
Hagqiqiy chiziqli fazo (O 1], ( j ( 1] bazisdagi koordinatalari

-1 0/ \0
topilsin.

11. Keltirilgan vektorlar sistemasi R® fazoning bazisini tashkil etilishini
tekshirib, a=(3,7,13) vyektorning Keltirilgan har bir bazisdagi koordinatalani
toping:

a) e, =(1,0,0), e, =(0,1,0), e, =(0,0,1)

b) e, =(1,0,0), e, =(1,1,0), e, =(1L,11)

c) e, =@111), e, =(1,2,3), e, =(1,4,9).

12. e,e,,...,e, bazisda f,f,,..., f, bazisga o’tish matrisasi topilsin va a
bilan b vektorlarning shu bazisdagi koordinatalarini aniglang, agar:

a) e=i—j, e =2i+j, f =5-2j, f,=-5i—-4j, a=10i—j, b=2i;Db)

e, =1 e =x, e=x°, f=2, f,=x-1, f,=(x-1), a=6x*—4x+5,

5 ) 10 01 00 0 0
b=3x"-5x"+4x-2;cC) e = , &, = , € = e,
00 00 10 0 1
2 3 0 1 1 2 01 2 4
f, = , £ = , f3: , f,= . =
-3 0 -11 -2 1 2 1 5 -3

2 4 0) . . . i i
d) e, =1-i, e, =1+i, f=2, f,=2i, a=2+2i, b=2-2i
5-30)

=121, e,=(233), e=(371, f=(314), f,=(521),

f, :(1,1,—6), a=(9,4,-1)



13. Berilgan vektorlar sistemalarining barcha bazislari topilsin:

a) a =(4,-13-2), b) a, =(12,00),
a, =(8,-2,6,—4), a, =(1,2,3,4),
a, =(3,-1,4,-2), a, =(3,6,0,0);
a, =(6,—-2,8,—4);
c) a =(21,-31), d) a =(1234),
a, =(4,2,-6,2), a, =(2,3,4,5),
a, =(6,3,-9,3), a, =(3,4,5,6),
a, =(1111);, a, =(4,5,6,7).
14. Berilgan vektorlar sistemalarini fazoning bazisigacha to’ldiring:
a) a =(121), b) a =(2,311),
a, =(2,4,3); a, =(2,4,1,0);
c) a =(120,0), d) a =(210,3),
a, =(2,1,0,3); a, =(4,2,0,6).

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1.a) —c), e) yo’q; d) ha. 2. a)- b) ha; ¢), e), ), g) yo’q; d) da,
agar to’g’ri chiziq 0 nuqta orqali o’tsa; aks holda yo’q. 12.3.a) —c) yo’q; b), d)
ha.5.a) ha;b)ha s)yo’q. 6. &>2a=0. 7.a)5a;-4a,-a;=0; b)5f;-4f,-f;=
0;¢) 5z1-4z,-23=0; d) 5A; - 4A; - A;=0; e)-3f, - 3f, +0f; + 4+ 0= 0.
9. b) 4(6x + 9) - 3(8x + 12)=0;e) 2(4 - X) - 32(3 + 2x) + 11(8 + 6x)=0; @) 4(x*—x +
3) - 2(2x2+ X) + 2(2x - 4) = 0; j) 1-2sin?x - cos2x = 0;
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m) — cos 7 sinx + cos 5sin(x + 2) - sin 2cos( x - 5) = 0;
p) arctgx + arcctgx —% =0.10. A(34,-2),B¢L.11.a)(3,7,13); b) (-4,-6,13); c)

1 .
j’a:4el +3e,, a:§ fl_é fzi b:g(el"'ez)’ bZE(Zfl_ fZ),
3 2 2 3 15

(1,1,1). 12. a)(i

2 1 1
)0 1 —2,a:5e1—4e2+6e3,a:gfl+8f2+6f3,b¢L;
0 0 1

2 0 1 0

C) o1zl a=2e +4e,+5e,—-3e
_3 _1 _2 2’ 1 2 3 47
o 1 1 1

a=5f +2f, 8f,+3f, b L;

1 -1
d) Ll 1J,a:Zez,az f,+f,,b=2e,b="f -1,

-27 -71 -41
e)] 9 20 9 | a=-13%, +38e,+24e,,a="f+f,+f,.
4 12 8

13.a) a,,a,; &,,4,; a,,4,;a,,a,; b) a,a,;a,,a,; ) a,a,;4a,,a,; a,,a,; d) har
ganday ikkita vektor bazisni tashkil giladi. 14. Bazisni tashkil giladi , masalan,
vektorlar a) a,,a, vaa, = 1,0,0); b) a,,a,,a, =(1,0,0,0) va a, =(0,1,0,0) c)
a,,a,,a, =(1,0,0,0) va a, =(0,0,0,1); d) to’ldirish mumkin emas.
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12-amaliy mashg’ulot.

Chizigli operator va uning matrisasi

1-misol.R® fazoda e,,e,,e; basis berilgan bo’lsin. Mos ravishda
a =e —e,+e;, a,=e +e,—e; a;=6 —€e, —€, vektorlarni
b,=e +2e,+e;, b,=e,+e;, by=e,+e;, vektorlarga o’tkazivch chizigli
operatorning mavjudligini isbotlang. e, e,, e, bazisda uning matrisasini toping.

Yechilishi. Ravshankia,, a,,a; chiziqli bog’liq bo’Imagan vektorlar , shuning
uchun ular fazoda bazisni tashkil giladi. Har ganday a vektorni bir giymatli
ko’rinishda yozish mumkin

a=oa, +a,a, +a,a,.

Izlanayotgan  operator ¢(a)= oyb, + a,b, + @b, ko’rinishda bo’ladi.  Mos
ravishda e;,e,,e; bazisdan a;,a,,a; vektorga o’kazivchi operatorni y orqali

belgilaymiz . U e ,e,,e; bazisda quyidagi matrisani aniglaydi

1 1 1
C=-1 1 -1|.
1 -1 -1

Bu maxsusmas matrisa. Mos ravishda e;,e,,e; bazisdan b;,b,,b; vektorga

o’kazivchi operator, ularning ko’payitmasi bo’ladi, shuning uchun u e;,e,,e;
bazisda ushbu

1 01

D=2 1 0

1 11

matrisaga ega. Shu bazisda operatorlarning ko’payitmasing matrisasi ularning

matrisalarining ko’paytmasi teng bo’ladi, yani D = AC, bunda A — e;,e,,e;

bazisdagi ¢ operatorning matrisasidir.

Demak,
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-1
1

A=DCl==
2

N W
o N O
|

1
0
2-misol. Ushbu a, =(8,-6,7), a, =(-16,7,-13), a, =(9,-3,7) bazisda ¢

chizigli operator quyidagi matrisaga ega:

1 -18 15
A=|-1 -22 15|.
1 -25 22

b =(@-21), b,=(3-12), b;=(212) bazisda ¢ chizigli operatorning
matrisasini toping.
Yechilishi. a,,a,,a; bazisdan b;,b,, b, bazisga o’tish matrisasini topamiz

8 -16 9 1 3 2 1 -3 2, 0 1 0
-6 7 -3, -2 -1 1|~11 -6 4, -1 1 3|~

7 =13 7 1 2 2 /(=13 7] 1 2 2
1 -3 2 0O 1 0 1 0 0] 1 1 -3
~10 -3 2| -1 0 3|~|0 -3 2| -1 0 3 |~
o 8 -7, 1 -5 2 o 1 1| 2 5 -11
100 1 1 -3 1 00 11 -3
~10 121, 2 5 -11/~|0 1 1| 2 5 -11|~
0 0 5/ 5 15 -30 0 01| 1 3 -6
1 0011 -3
~10 1 0 1 2 -5
0 01| 1 3 -6

Demak, o’tish matrisasi T quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi

11 -3
T=1 2 -5]|.
1 3 -6

T matrisaga T ! teskari bo’lgan matrisani hisoblaymiz:
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3 -3 1
T1=|1 -3 2|.
1 -2 1

b,,b,,b; bazisda ¢ chizigli operatorning V matrisasini topamiz:

1 2 2
B=T?!AT=(3 -1 -2|.m
2 -3 1

. - -2 3 :
3-misol. a =(31), a, =(-2,3) ¢ chizigli operator (4 5} matrisaga,

3 2
b, =(~13), b, =(4,2) bazisda esa y chizigli operator (2 7) matrisaga ega bo’lsin.

b,, b, bazisda ¢+ chiziqli operatorning matrisasini toping.
Yechilishi. Dastlab b, b, bazisda ¢ chizigli operatorning matrisasini
hisoblaymiz. Buning uchun a;, a, bazisdan b, b, bazisga o’tish matrisasini

topamiz:

3 2 3 16
3 -2-14) (1 3|3 2 (13 5| |t 0w |
1 3|3 2) (0 -11]-10 -2} |0 1|77 17/ |0 1]10 2
11 11

Demak, o’tish matrisasi T quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi

3 16

|11 w1
"=l 2|

11 11

T matrisaga T ! teskari bo’lgan matrisani hisoblaymiz:

A_| 7T
T_53

7 14

b,, b, bazisda ¢ chizigli operatorning V matrisasini topamiz:
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T_l—z 3T_1 2 16)(-2 3) 1(3 16\ 1 (944 1236) 1 (472 618
4 5) 14\10 3) 4 5)1110 2) 154\426 -38) 77(213 -19)

b,, b, bazisda ¢ +w chizigli operatorning matrisasini quyidagi ko’rinishda

hisoblaymiz
703 772
1 (472 618 3 2 77 77 | 1(703 772
- + = = — . i
77\ 213 -19 2 7 367 520 | 77(367 520
77T

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1. by, b, vektorlarga mos ravishda a,,a, vektorlarni o’tkazuvchi ikki o'lchovli
fazoda chizigli operatorning mavjudligini aniglang va ushbu e;,e, bazisda

operatorning matritsasini toping:

2) a, =€ +2e,, b, =6e, +9e,,
a, =3e, —e,, b, =11e, —8e,;

b) a, =€, +2e,, b, =2e, —e,,
a, = 2e, +4e,, b, =€, +e,;

0 a, =€ +2e,, b, =2e,—e,,
a, =2e, +4e,, b, =4e, —2e,.

2. b, b,,b;vektorlarga mos ravishda a,,a,,a;vektorlarni o’tkazadigan uch
o'lchovli fazoda chizigli operatori mavjudligini anilang va e,,e,,e; bazisda ushbu

operatorning matritsasini toping, unda barcha vektorlarning koordinatalari berilgan:
a, =(235), a,=(012) a;=(10,0)

) b =(111), b,=@11-1), by=(212);
X a, =(1,2,0), a,=(11), a,=(231)
) b =@11), b,=(10), b;=(100)

. - 2 —
3. e,e, bazisda ¢ chizigli operator (3 4j matrisasiga ega. Ushbu
a, =2e,—e,, a,=e,+2e, bazisda uning matrisasini toping.
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15 -11 5
4. e ,e,,e; bazisda ¢ chizigli operator | 20 —-15 8| matrisasiga ega.
8 -7 6

Ushbu a, =2e, +3e,+e;, a,=3e, +4e,+e;, a;=¢€,+2e,+2e; bazisda uning

matrisasini toping.
: - 01 .
5. a, =(12), a, =(11) bazisda ¢ chizigli operator [1 2} matrisasiga ega.

Ushbub, =(2,3),b, =(0,1) bazisda uning matrisasini toping.

1 1
6. O, 0 , 0 O, 00 bazisda ¢ chizigli  operator
0 0)l0 0/{1 0)(0 1

1 0 0 O

01 0 O 1 0)(1 1)(1 1)(1 1
matrisasiga ega. Ushbu , , , bazisda ¢

0 0 -1 O 0 0)l0 O0/{1 0)1 1

0O 0 0 -1

chizigli operatorning matrisasini toping.

3 5
7. a,=(L2), a, =(2,3) bazisda ¢ chizigli operator (4 3} matrisasiga,

4 6
b, =(31), b, =(4,2) bazisda esa y chizigli operator (6 9) matrisasiga ega.
Ushbub,, b, bazisda ¢ +y operatorning matrisasini toping.

2
8.a,=(-37), a,=(1,-2)bazisda ¢ chizigli operator [5 . ] matrisasiga,

1 3
b, =(6,-7), b, =(-5,6) bazisda esa w chizigli operator (2 7j matrisasiga ega.

Ushbu by, b, bazisda ¢y operatorning matrisasini toping.
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Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning javoblari

1 2 =11 6

4 1 a =(2-a)
La)| ;g9 a @, feRb. 2.2 Ha, |1 —7 4/ b)
p =50+ p) 2 —1 0

yo’q, chunki &;,a,,8, chizigli bo’g’liq sistema, b;,b,,b; esa chizigli bo’g’lig

5 [_21 ‘O]. ;

o O -
o NN O
w O O

ho'l . 3 1(8 -11
o’lmagan sistema. "Slg 99 |

2 4 109 93
1ol 7.__7? 250 8| 34 g9
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13-amaliy mashg’lot.

Chiziqgli operatorning xos son va xos vektorlari

P maydonda L chiziqgli fazo bo’lib, A:L — L chizigli operator bo’lIsin.
13.1-ta’rif. Agar noldan fargli x wvektor uchun shunday A e P son mavjud
bo’lsaki, Ax=Ax tenglik bajarilsa, u holda x vektor A chizigli operatorning xos
vektori va A esa, bu xos vektorga mos xos son deb ataladi.
n=1 bo’lganda Achizigli operatorning xarakteristik ko’phadi:
@a(1):=det(A— AE)=det(A —AE)=a, — 1.
n=2 bo’lganda Achizigli operatorning xarakteristik ko’phadi:

@a(4):=det(A- AE)=det(A, — AE)=

a; -4 ap ‘ _
8y Ay -4
= (a11 - ﬂ)(azz - /1)_ A8y = 27— (all + ‘"122))L + 8118y, — A3y

n=3 bo’lganda Achiziqli operatorning xarakteristik ko’phadi:

;-4 ap a3
3 2
¢A(ﬂ‘) =l @y -4 dy3 |=—A"+ (311 +ay, + 333)/1 -
dzq Az a33 — 4
a a a a a a
_{ 11 812 (B B3l (B2 23j/1+detA.
Ap; Ay |A3; dzz |d3; A3z

1-misol. R® fazoda matritsasi berilgan operatorning barcha xos vektorlarini
toping:

=N
N

01

Yechilishi. Berilgan matrisaning A — AE  xarakteristuk ko’phadi va
xarakteristuk tenglamasinidet(A— AE)=0 to’zamiz:
1-4 2 2
A-JE=| 0 1-21 3 |; det(A-AE)=(1—-A) =0.
0 0 1-2
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Shunday qilib, 1 xarakteristuk tenglamaning uch karrali ildizga bo’lib, u xos
son hagigiy sonlar yotadi.

Ushbu A — E matritsasi bilan chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasini
tuzamiz. Shunday qilib, xos vektorlari x, =, a —bu erda har ganday hagiqiy son,
X, = X3 =0.

Ushbu misolda biz barcha ildizlar haqiqiy bo'lsa— da, xos vektorlaridan hech

ganday bazisi mavjud emas-xos vektori mutanosiblikka ega.m

2-misol. C* fazoda A operatorning matritsasi berilgan

2 -1 -1
A=|1 1 -1|.
1 -1 1

Ushbu operatorning xos vektorlarini va xos gadriyatlarini toping. Ushbu matritsani
yangi bazaga o'tish orgali diagonal ko'rinishga olib kelish mumkinmi? Ushbu bazis
va unga mos keladigan matritsani toping.
Yechilishi. Berilgan matrisaning A — AE  xarakteristuk ko’phadi va
xarakteristuk tenglamasinidet(A— AE)=0 to’zamiz:
2-4 -1 -1
o (A)=] 1 1-1 -1|=-2+42"-
1 -1 1-4
2 -1

2 -1 |-1 -1 |1 - -
- + + A+1 1 -1=0.
1 1 1 1) -1 1
1 -1 1
Shunday qilib, xarakteristuk tenglamaning ildizlar 4, =2, A, =1+i,
Ay =1—1 bo’ladi.
Operatorning xos giymatlari turli xil bo’lganligi asosan, unga mos X0S
vektorlari chizigli bog’lanmagan bo'lgani uchun, berilgan operatorning Xxos

vektorlarining bazisi mavjud bo’ladi.

Ushbu sistemadan
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Xy
(A-2E) x, |=0,

X3

X0s giymatlarga mos xos vektorlarni topamiz:
A4 =2=(0,1-1)7

A=1+i=(1+i11)T
A =1-i=(1-,1,1)7
Shunday qilib, ushbu operatorning bazisdagi matritsasi

f,=(01-1)", f,=@+ill)", f,=(1-i11)" diagonal ko'rinishga olib
keladi:

2 0 0
0 1+i O |. m
0 0 1-i

Mustaqil yechish uchun misollar
1. Chizigli fazoning gandaydir bazisida matrisalar berilgan. Berilgan 1) Q; 2)

R; 3) C maydonlarda chizigli operatorning xos giymatlari va xos vektorlarini
toping:

2) @ :Q; b)G :ij; c)(g ;) ) [Cl’ ;]

2. Chizigli fazoning gandaydir bazisida matrisalar berilgan. Berilgan C

maydonlarda chizigli operatorning xos giymatlari va xos vektorlarini toping:
L 3 -1 0
a) ( j; b)|6 -3 2
-1 -1
8 -6 5
3. Ushbu operatorning xos vektorlarini va xos gadriyatlarini toping. R

maydonda L chizigli fazoda chizigli operatorning matritsalarni yangi bazaga o'tish

orgali diagonal ko'rinishga olib kelish mumkinmi? Ushbu bazis va unga mos
keladigan matritsani toping.
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1 -1). 4 -1), 2 -1,
V4 4}’ b)(l zj’ C)(4 —2)’

3 12 -4 10 -3 -9 5 -1 -4
d)|-1 -3 1|, e|-18 7 18| fH|-12 5 12|

-1 -12 6 18 -6 -17 10 -3 -9

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
l.a) Q: 4, =4, =-1, {a(11)|0 = a € Q};
R: A4 =4, =-1 {a11)|02a e R};
C:A=2,=-1{a11)|0=aecC};
b) Q va R xos vektorlari yo’q;
C:A =1+2i,{al1-i)|0#zaeC} A, =1-2i,{a(l1+i)|02a eC};
c) Q xos vektorlari yo’q;
R:4 =2, {allv2)0=aeR} 2, =2, {ell—2)0#a e R}
C: 4, =v2,{alLv2)|0#aeC} 4, =2, loll—2)| 0% aeC}
d) Q: 4 =L{a(1)| 0= aeQ}; 4, =-L{a(,-1)| 0= @ € Q};
R:4 =1{a(1)|0=#aeR} A, =-1{a(l-1)| 02 x e R};
C:4 =L{a(11)|0#aeC} A, =—L{a(l,-1)|0 £ a eC};
2.8) A =i, x=(—(0+i)%,%,)"; A =—i,x=((i —1)x,,%, )", Vx, €C;
b) 4, =1L x=(x,2%,% ) ; A, =2+i,x=(x,(2-0),2+i)x,%)";
A =2—ix=(x@-i)2+i)x,x)";
3.3) a,(11), a,(1,—4), diag[0,5]
b), ¢), f) diagonal ko'rinishga kelmaydi;
d) a,(-212), a,(-837), a,(~313), diag[,2,3]
e) a,(1,30), a,(0,-31), a,(1,-2,2), diag[l1-2].
61.b), c) da; b) diag[L,2,2} ) diag[L,1,-1,-1] .
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14-mavzu.

Kvadratik forma va uni kanonik ke’rinishga keltirish

1-misol. Kompleks C va R hagiqiy sonlar maydonida quyidagi
f(Xp) Xy, Xg) = Xy Xy + X Xg + XoXq
kvadratik formani normal ko'rinishga keltiring va bu ko’rinish keltiradigan bitta
almashtirishni toping:
Yechilishi. Ushbu kvadratik formada kvadrat hadlar yo'gligi sababli, o’zaro
go’shma chizigli almashtirish olamiz:
=Y1=Y X=YitYe, X3=Y3 (1)
U holda berilgan kvadratik forma quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi
FY)=¥ —y2 +2y1ys =i+ ¥5) —¥; — V5.
Endi quyidagi chizigli almashtirishni olamiz Primeniv preobrazovaniye
L=Y1t+Ys ;=Y Z3=Ys, (2)

Bu almashtirishga asosan, kvadratik forma normal ko’rinishga keladi

f,(z)=2f — 25 —235.
(2) dan y,=7-12,,Y,=12,, Y3=12; topamiz. Bu ifodalarni (1) ga qo’ysak,
quyidagi chizigli almashtirishni olamiz
X\ =21 —2,—23, Xy =21 +2,—13, Xg=1,. (3)
Berilgan f(x)kvadratik forma quyidagi f,(z) kanonik ko’rinishga keltirildi.
Ravshanki, R hagiqiy sonlar maydonida berilgan f(x) kvadratik formaning

kanonik ko’rinish yana normal korinishda, (3) chizigli almashtirish bilan ham bu
ko’rinishga keladi. C kompleks sonlar maydonida kvadratik formaning normal
shaklini topamiz. Bu hol uchun quyidagi chizigli almashtirishni qo’llaymiz:
z, =%, z,=Iit,, z;=it;, (4)
u holda C kompleks sonlar maydonida kvadratik formaning normal shakliga ega
bo’lamiz
fo(t)=t +t5 +t2.
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(4) almashtirishni (3) ga go’ysak, ushbu almashtirishga ega bo'lamiz:

X =t -t —ity, X, =t +it, —it;, X3 =ity
C kompleks sonlar maydonida berilgan f(x) kvadratik forma quyidagi  f,(t)

normal ko’rinishga keltirildi.m
M ustaqil yechish uchun misollar

1. Ushbu matritsaga ega bo’lgan kvadrat formaning yozing:

. 5 45 4 2 4 0 21
a)[2 8j;b)(5 4j;c)2—3 o;d)|2 8 2.
4 0 4 1 20

2. R haqgigiy sonlar maydonida quyidagi kvadratik formalarni normal
ko'rinishga keltiring

8) T(Xy, %o, X3 )= X7 + X5 +3XZ + 4X, X, + 2%, X5 + 2Xy X5

b) (X0, Xy, Xg)= X7 —2X5 + X2 + 2X, Xy + 4X X5 + 2X, X5}

C) (X, Xy, X5) =X +5X5 —4XZ + 2X, X, — 4% X5.

3. Quyidagi kvadratik formalarni normal ko'rinishga keltiring:

2) 2X7 +5X5 +8XZ + 2% X, + 6X, X5 +12X,Xg;

D) X2 + X2 + X5 +4X X, + 48X Xg + 4Xy X5 ;

C) X7 +5X5 — X5 +6X,X, +4X,Xg;

d) X7 —3XZ — 2% X, + 2X; X5 — 6X, X5

) XXy + XyXg + XgXy + X Xy

3. R maydonining kvadratik formalarni normal ko'rinishga keltiring:

a) 2X{ +2X5 —5X2 + 2%, X, ;

D) XZ + X, X5 + XgX, ;

C) X7 + X3 +5X2 —6X X, — 2% Xg + 2X, X5 .
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1.a) 5x7 —4xX, +8X; ; b)—4x;] +10x,X, —4X; ;
C) 4X] +4X,X, +8X X, —=3X; +4x;; d) 4X.X, + 2% X, +8X; +4X,X, .
2.8) y{ +Y;— Y3 D) Y =Yz = Y5 ©) Vi + Yz — Vs
X =Y, —0,5y +§y X _Ey —ly X _Ey
1 1 1~ 2 6 3y 2 2 2 6 3 3 3 2"

3.a)Nad R:y?+y2—y2: nad C:y2+yZ—vy?
bynad R:y?—ys—yZ; nad C:yZ+Yyi+V;

c),d),e)nad R:y?—y2, nad C:y?+yZ,

1 3
4' a)§y12+5y22_5y§, 3121111; y1:2X1+X2,y2:X2,y3:X3;

b)zf +27-25,3,211%2 =%,2, :%(x2 +Xg+ X, ),

1 :
Z3 :E(Xz ~Xg+ Xy ), 24 = X

1 9
) y12_§y22+§y§; 32LL Yy =X —3%, = X3, Y, = 4%, + X3, Y3 =Xg;
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15-amaliy mashg’ulot.
Chizigli tenglamalar sistemalarini oddiy iterasiya

usuli va Zeydel usuli bilan yechish

Iterasiya usuli va Zeydel usulining chizigli tenglamalar sis-
temalarini yechishga tatbiq etilishiga oid misollar ko’ramiz.
1-misol. Ushbu chizigli tenglamalar sistemasini (0,1 gacha aniglikda)
oddiy iterasiya usuli bilan yeching:
8%, + X, + X3 =26,
X +5X, — X3 =7,
X, — X, +5X3 =7,
Yechilishi. Berilgan sistemani maxsus (15.3) ko’rinishga keltiramiz:
X, =3,25- 0,125x, —0,125x4,
X, =1,4- 0,2% +0,2X,,
Xg =14 - 0,2x, +0,2X,.
Ushbu matrisalarni tuzamiz:

0 -0125 -0,125 3,25 X,
a=/-020 02 | f=[14 | x=|X,|.
-0,2 0,2 0 1,4 X3
Ketma- ket yaginlashishlarni amalga oshiramiz. Nolinchi yaginlashish sifatida
x© = S olinadi:
X (3,25
x© =| x| =| 1,4
Xgo) 14

Birinchi yaginlashish: x = g+ ax":
x) (325) (0 —0125 —0125) (325 (2.9
xW=|x¥ =14 [+]-020 02 |14 |=[103]|
x| \14 -0202 0 14 ) (1,03

(2 -,

Ikkinchi yaginlashish x = +ax
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X2\ 325\ (0 0125 —0125) (29 (2,992
x@=|x? =14 [+]-02 0 02 |]{103|=|1026 |

x| (14 -0202 0 1,03) (1,026

Uchinchi yaginlashish x> = g+ ax":

X\ (325) (0 —0125 —0125) (2,992 (2,99
x® = x® =14 |+|-020 02 |[1026 |=|101 |

x@ | (14 0202 O 1,026 | (1,01

Shunday qilib, x{¥=2,99, x® =101 x¥ =101 va 01 gacha aniglikda
X, =3, X, =1, X3 =1 ni hosil gilamiz.
2- misol. Ushbu tenglamalar sistemasini 0,001 gacha aniglikda Zeydel
usuli bilan yeching
10X, + X, + X3 =12,
2X; +10x, + X3 =13,
2%, + 2X, +10x; =14,
Yechilishi. Iterasiya jarayoni yaqginlashadi, chunki ushbu
lay,| =10 > [ay,| +|ay5| =2,
18,,| =10 > [ay;| + |35 =3,
85| =10 > [ay,| + [az,| = 4.
(15.6) shart bajariladi. Berilgan sistemani (15.3) ko’rinishga keltiramiz:
X, =1,2- 0,1x, —0,1X,,
X, =1,3— 0,2x; —0,1x,,
Xg =1,4—- 0,2%, —0,2Xx,.
Nolinchi yaginlashish sifatida
x\9 =12 x99 =13 x? =14
yechimlarini olamiz. Zeydel jarayonini ketma-ket qo’llab, quyidagilarni ketma-

ket hosil gilamnz:

203



xP=12-01-13-01-1,4=0,93,
x¥ =1,3- 0,2-0,93-0,1-1,4=0,974,
xP =14-0,2-093-0,2-0,974=1,0192.

x\?) =12~ 0,1-0,974—0,1-1,0192 =1,0007, l
x{?) =1,3— 0,2-1,0007 — 0,1-1,0192 = 0,9979,
x{?) =1,4 - 0,2-1,0007 - 0,2 0,9979 =1,0003.

x{®) =1,2 - 0,1-0,9979 — 0,1-1,0003 =1,0002,
x$¥) =1,3- 0,2-1,0002 - 0,1-1,0003 = 0,9999,
x$ =1,4 - 0,2-1,0002 - 0,2 - 0,9999 =1,0000.

Tenglamalar sistemasining yechimi sifatida uchinchi yaginlashishni gabul
gilamiz:
x®) =1,0002, x{¥) =0,9999, x¥) =1,0000.
0,001 gacha aniglikda yechim x, =1,000, x, =1,000,X; =1,000 bo’ladi.
Taqggoslash uchun sistemaning aniq yechimini Kkeltiramiz: x; =1, X, =1, X; =1.
Mustaqil yechish uchun misollar
1. Ushbu chizigli tenglamalar sistemasini 0,001 gacha aniglikda oddiy

iterasiya usuli bilan yeching:

7,6% +0,5x, +2,4%; =19, 8,3%, —0,1x, +0,2x; =161,
1) 2,2%, +9,1x, + 4,4%, =9,7, 2) 0,3x; +4,5x, —0,1x; =-3,6,
—1,3x, + 0,2x, +5,8%; =—-14. 0,4x, —0,2X, +5,5%; =-15,5.

2. Ushbu tenglamalar sistemasini 0,001 gacha aniglikda Zeydel usuli

bilan yeching
2%, — X, +2X3 =1, 4,3%, — X, +2X; =13,6,
1) — X, +3x, =1, 2) X +51x, +0-x; =-133,
2%y, +4X; =2 0,3x; — 2,1X, + 6,2X3 =13 1.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1. 1) x, =0,236; x, =1103; X, =—-0,214.2) X, =2; X, =1, X3 =-3.
2.1 X, =483, X, =1,94; X3 =-2,91.2) X, =2; X, =—3; X3 =1.
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1-7- mavzu bo’yicha amaliy mashg’ulotlarni mustahkamlash u

chun nazorat topshiriglari

1.1.-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini a) Kramer goidasidan

foydalanib; b) Gauss usuli; ¢) Maple tizimidan foydalanib yeching.

1.1.1.

1.1.3.

1.15.

1.1.7.

1.1.9.

1.1.11.

1.1.13.

2X+2y—72+ t=4,
AX+3y—-7+2t=6,
8Xx+5y—-3z+4t =12,
3X+3y—-2z+2t=6

2X+Yy+4z+8t=-1,
X+3y—-6z+2t=3,

3X—-2y+2z-2t =8,
2X—Yy+22 =4

2X+5y+4z+t =20,
X+3y+2z+t=11,
2X+10y +9z + 7t = 40,
3X+8y+9z+2t=37

TX+9y+4z+2t-2=0,
2X—2y+z+t-6=0,
5X+6y+3z+2t-3=0,
2X+3y+z+t=0

3X—-2y-5z+t=3,
2X—3y+Z+5t =-3,
X+2y—4t =-3,
X—y—4z+9t =22

2X—-2y+t+3=0,
2x+3y+z-3t+6=0,
3X+4y—-z+2t=0,
X+3y+z-t-2=0

2x—-3y+3z+2t-3=0,
6X+9y—-2z—-t+4 =0,

8X+6y+z+3t+7=0

10x+3y—-3z-2t-3=0,
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1.1.2.

1.1.4.

1.1.6.

1.1.8.

1.1.10.

1.1.12.

1.1.14.

2X+3y+11z +5t =2,
X+Yy+52+2t=1
2X+Yy+32+2t=-3,
X+y+3z+4t=-3

2X—-y—-62+3t+1=0,
7X—4y+2z-15t+32 =0,
X—2y—-4z+9t-5=0,
X—y+2z-6t+8=0

6X+5y—-2z2+4t+4=0,
O9x-y+4z-t-13=0,
3X+4y+2z-2t-1=0,
3X-9y+2t-11=0

3X+4y+z+2t+3=0,
3X+5y+3z+5t+6=0,
6Xx+8y+z+5t+8=0,
3X+5y+3z+7t+8=0

4Xx-3y+z2+5t-7=0,
X—2y—-2z-3t-3=0,
3X—-y+2z+1=0,
2X+3y+2z2-8t+7=0

X+Yy—6z—-4t =6,
3X—-y—-6z-4t=2,
2X+3y+9z2+2t =6,
3X+2y+3z2+8t=-7

X+2y+52+9t=79,

2X+4y +11z +16t =146,
X+9y+9z+9t =92

3X+13y +18z + 30t = 263,



X+2y+3z-2t =6, X+2y+3z+4t =5,
2X—y—22-3t =38, 2 22 +3t =1,
1.1.15. 7Y% 1.1.16. ] YT
3X+2y—z+2t=4, 3X+2y+z2+2t=1
2X—-3y+2z+t=-8 4X+3y+2z+t=-5
y—3z+4t =-5, —3x+9y+3z+6t =2,
—27+3t=-4, —-5x+8y+2z2+7t=3,
1.1.17. 777 1.1.18 X TeyTesT
3X+2y -5t =12, 4x -5y —-3z-2t =0,
4x+3y—-52=5 7x-8y—-4z-5t=4
3x—-3y—-5z+8t=1, 2X—-5y+4z+3t—-2=0,
—-3X+2y+4z-6t=2, 3X—4y+7z+5t+4=0,
1.1.19. 7Y 1.1.20. ywrzmote
2X—5y—T77+5t =4, 4x -9y +8z+5t—-4=0,
—-4x+3y+52-6t=4 —-3Xx+2y-5z+3t+6=0
2X—-5y+z+2t=4, 3X—-5y—-2z+2t =6,
—3X+T7y—-z+4t=1 —4X+T7y+4z+4t =4,
1.4.21, Xy 1.1.02 - rAyTazy
SX—-9y+2z+7t=2, 4x -9y —-3z+7t =6,
4X-6y+z+2t=4 2X—-6y—-3z+2t=1
3X+2y+2z+2t=1, TX+6y+3z+7t=4,
9x -8y +5z +10t = 2, 3X+5y+72+2t=3,
1.1.23. yroew 1.1.24, |72V FIET
5x—-8y+5z+8t =4, S5X+4y+3z2+5t =1,
6X—-5y+4z+7t=1 S5X+6y+52+4t=6
6X—-5y+8z+4t =1, TX+3y+2z+6t=4,
OX+7y+5z+2t =4, 8Xx—-9y+4z+9t =1
1.1.25, {>XTyToT 1.1.26, (X 72V TAeT
TX+5y+3z+7t=1, IX—-2y+7z2+3t=4,
—4x+8y—-8z-3t=2 5x—3y+3z+4t=6

1.1.27-misol. Ushbu

(2x+3y+4z+5t =3,
5X+4y+3z+2t=-3,
y (1)
3X+2y+52+4t=-3,

SX+2y+3z+4t =-1,

sistemani a) Kramer goidasidan foydalanib; b) Gauss usuli; ¢) Maple tizimidan
foydalanib yeching.

Yechilishi. a) Kramer qoidasi. Berilgan (1) sistemaning yechimini Kramer
qoidasidan foydalanib topamiz. (1) sistemaning koeffisiyentlaridan tuzilgan

determinantni Laplas teoremasiga asosan, qo’yidagi yoyilmaga ega bo’lamiz:
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2 34

54 3
A=detA=

325

523

+ 2 5(_1)1+2+1+42

5 2 2

+3 4(_1)l+2+2+33

4 3 5

= —56+84—-56-2

5
2

i
4
5
ik
4 3 4
4 |4 2
24+ 28=-112+0.

2 4
2 4

2 4
53

5 4
3 4

2 3
5 2

- -

‘(_1)1+2+1+2

‘(_ 1)1+2+1+3

45
32

35
53

5 2

‘(_1) 1+2+2+4 ‘(_1)1+2+3+4

32‘

Endi A,,A,,A,,A, determinantlarni hisoblash uchun A ning, navbat bilan, 1-,2-,3-

va 4- ustunlari o’rniga 0zod hadlarni qo’yamiz. Determinantni hisoblashda tartibni

pasaytirish uslubidan foydadanamiz:

334509 13 17
3432 |0-2 -6 -10 o 18l
A, = = =(-)(-D**-2 -6 -10=
-3254 |0-4 -4 -8
—4 -4 -8
-1234/ -1 2 3 4
9 13 17
=81 3 5=8.14=112,
1 1 2

bunda ikkinchi sirtdan
chigargan.

2 345
5 -332
3 -3514
5 -134

35
~3 2
~3 4
~1 4

2 3
5 4
32
5 2

-2, uchinchi sirtdan -4 determinant belgisidan tashqari

17 013 17
0 0 610 17 13 17
> o _a-s = (-1)(-1)*?-10-6-10| = -112,
5 -1 34 em4 -8
17 9 0 17 17 9 17
~10-2 0-10
-4 08 = (-1)(-)*°|-10-2-10| = 224,
5 2 -14 lema o8
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2 34 3 17 9 13 O

17 9 13
543 -3 |-10 -2 -6 0
A, = = = (-D(-D)**-10-6-6| = —224
325 -3 |-12 -4 -4 0

-12-4-4
523 -1 5 2 3 -1
Kramer formulalardan foydalanib x,y,z,t ni topamiz:
A2 A -2
A -112 7 A -112 7
_A, 224 _ t—ﬁ—_224—
A -112 7 A -112 7

Shunday qilib, (1) sistemaning yechimi (-1,1,-2,2) bo’ladi. m
b) Gauss usuli. Berilgan (1) sistema noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuli

ya'ni Gauss usuli bilan yechimini topamiz. Berilgan sistemaning determinanti
A =det A=-112 0 bo’lganligi uchun, bu sistema yagona yechimga ega.

Avval -5 ga ko’paytirilgan birinchi tenglamani ko’paytirilgan ikkinchi
tenglamani qo’shib, so’ngra — 3 ga ko’paytirilgan birinchi tenglamani 2 ga
ko’paytirilgan uchinchi tenglamani qo’shib, undan keyin —5 ga ko’paytirilgan
birinchi tenglamani 2 ga ko’paytirilgan to’rtinchi tenglamaga qo’shib, ushbuni hosil
gilamiz:
2X+3y+4z +5t =3,

—-7y—24z7 -21t =-21,
-5y —-2z-7t=-15,
-11y-14z -1/t =-17

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasini —7 ga qisqartirib, uchinchi va to’rtinchi
tenglamalarni esa —1 ga ko’paytiramiz, natijada, ushbu
2X+3y+4z+5t =3,

y+2z+3t=3,

5y+2z+7t=15,

11y +14z +17t =17

sistemani hosil gilamiz.
Ikkinchi tenglamani —5 va —11 ga ko’paytirib, mos ravishda uchinchi va

to’rtinchi tenglamalarga qo’shamiz:
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(2X +3y+4z+5t =3,
y+2z+3t=3,
—8z-8t =0,
—8z —-16t = -16,

Bu sistemaning uchinchi va to’rtinchi tenglamalarni —8 ga qisqartirib,
uchinchi tenglamani to’rtinchi tenglamadan ayiramiz:
2X+3y+4z+5t =3,
y+2z2+3t=3,
zZ+1=0,
t=2

To’rtinchi tenglamadagi t=2 qiymatini uchinchi tenglamaga qo’yib, z ni
aniglaymiz: z=-t, z=2 zvat ning qiymatilarini ikkinchi tenglamaga qo’yib, y ni
aniglaymiz: y=3-2z-3t=3+4-6=1. Nihoyat, birinchi tenglamadan X ni topamiz:
2X—-3y—-4z7-5t=3-3+8-10=-2; 2x=-2; x=-1

Shunday qilib, (1) sistemaning yechimi (-1,1,-2,2) bo’ladi. m

¢) Maple tizimidan foydalanib misolni yechish:
> with(Student[LinearAlgebra]):
> A 1= <<25,3,5>5[<3,4,2,2>|<4,3,5,3>|<5,2,4,4>>:

b :=<3,-3,-3,-1>:
LinearSolve(A, b);

1. 2-misol. Berilgan tenglamalar sistemani matrisa usulida yeching.

2X+Yy+3z2=T. X—-y+z=12.
121 {2x+3y+z=1. 122, {Xx+2y+4z=6.
3X+2y+12=6. 5x+y+2z=3,
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1.2.3.

1.2.5.

1.2.7.

1.2.9. |

1.2.11.

1.2.13.

1.2.15.

1.2.17.

1.2.19.

1.2.21.

2X—-y+2z=3.
X+y+22=-4 .
Ax+y+4z =-3.

3X—-2y+4z =12,
3X+4y—-22=6 .

2X—-y-z=-9,

4x+y—-32=0.
X+y—-z=-2
8x+3y—-6z=12.

(2x+3y +4z2=12.
/X—5y+z=-33.
4X+z=—1.

4x+y+4z=19.
2x—2+2z=11.
X+Yy+2z=8.

2X-y—-3z=0.
X+4y+2z=1
X+5y+2z=-3.

3X-y+z=09.
S5x+y+2z=11.
X+2y+4z=109.

X+4y—-2z=0.
Sy+4z =-20.

[2x -y +22 =0.
A4X+y+4z7=6.
X+Yy+2z=4.

3X+y+z=-4
X—4y-2z=-9.

3Xx—2y+5z =-22.

(—3x+5y +62 =-8.
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1.24.

1.2.6.

1.2.8. |

2X—y+3z=-4.
X+3y—-z=11
X—2y+27=-1.

8x+3y—-6z =—4.
X+y—-2=2
4x+y—-3z=-b.

2X+3y+4z =33.
/Xx—5y=24

1.2.10.

1.2.12.

1.2.14.

1.2.16.

1.2.18.

1.2.20.

1.2.22.

Ax+ﬂ1:39

3X—-2y+4z=21.
3X+4y—-2z2=9 .
2x -y —1z=10.

[2x -y +22 =8.
X+Yy+2z=11,
AX+y+4z=22.

(3X+y+z=-4,
—3X+5y+6z =36.
X—4y -2z =-19.

(2% +3y +1z =12.
2X+Yy+32=16.
3X+2y+2=38

3X—-2y -5z =5.
2Xx+3y -4z =12.
X—2y+3z=-1

2X—-y -3z =-9.
X+95y+2z=20.
3X+4y + 2z =15.

(3x—y+2z=-11.
SX+Yy+2z=8.
X+2y+4z=16.




2X+3y+2z=4. X—2y+3z=14.
1.2.23. 2X+Yy+32=0. 1.2.24. 2X+3y—4z =-16.
3X+2y+z2=1, 3Xx—2y -5z =-8.
3x+y—-z=11. (X +5y -6z =-15.
1.2.25. 2X—-y—z7=4. 1.2.26. 3X+Yy+4z=13.
3X—-2y+4z=11. 2X—-3y+3z=09.

1.2.27-misol. Ushbu
X;—2X, + X3 =5,
2X,—X3 =0,
sistemani matrisa usulida yeching.

Yechilishi. Bu misolda (2.2) belgilashga asosan

1 -2 1 5 X,
A=l 2 0 -1|,B=]0 |, X=|x,
2 1 1 -1 X3

ko’rinishda bo’ladi. U holda berilgan tenglamalar sistemasini

AX=V
ko’rinishda yozish mumkin. Endi det A ni topamiz:
1 -2 1
A=detd=|2 0 —-1=3%0
-2 1 1

A matrisa maxsusmas ekan. Bu A matrisa uchun teskari matrisa mavjud.
Endi A matrisa elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini hisoblab, so’ngra

teskari matrisani topamiz:

1,2
4, =1, Ay =3, Ag1 =2, 3 3
A].ZZO’ A22:31 A32:3, A_lz 011
Az =2, Ayz =3, A33 =4, % 1 i

3 3
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(3.4) formulaga asosan, berilgan sistemani X = A™'B ko’rinishda yozish mumkin.

Endi x,,x,,x; larni topamiz:

1,2
X, 3 3 5 1
X, =10 1 1 0 |=|-1
X3 315 -1 2
3 3

Bundan x; =1, x, =—1, x; =2 bo’ladi. m

Marlye tizimidan foydalanib misolni yechish:
> with(Student[LinearAlgebra]):
> A =<<1,2,-2><-2,0,1>|<1,-1,1>>:

b :=<5,0,-1>:
LinearSolve(A, b);
1
-1|.m

2

9-mavzu bo’yicha amaliy mashg’ulotlarni mustahkamlash

uchun nazorat topshiriqglari

a,b va cvektorlar berilgan. Quyidagilarni bajaring: a) ikki vektorning
skalyar ko’paytmasini hisoblang; b) berilgan vektorlarning kollinear yoki ortogonal
bo’lish yoki bo’lmasligini tekshiring; ¢) vektor ko’paytmasining uzunligini toping;
g) uch vektorning aralash ko’paytmasini hisoblang; d) berilgan vektorlar komplanar

bo’lish yoki bo’Imasligini tekshiring.



a) 4,c, b)b,c; c)4b,2c; g)5a2b,c; d)2a,-3b,c.
3.  a=2i-4j-2k, b=71 +3],c =31 +5] -7k :

a) -2ac, b)4a,c; c)33,-7b; g) 4,2b,3¢; d) 33,2b,3¢.
4. da=-Ti+2k, b=2i-6j+4k,c=7-3]+2k:

a) 2a,-7¢, b)b,c; «c¢)4b,3c; g)a—2b,—7c; d) 24,4b,3c.

a) 24,4b, b) &,c; c) 54,3C; g) &, 3b,2c; d) 54,4b,3c.
7.a=4i —J+3k, b=2i +3] -5k, c =77 +2j +4k:

a)2b,4¢; b) b,c; c) 30,5¢; g) 74, 4b,2c; d) 7a,2b,5¢.
8.a=4i +2]-3k, b=2i +k,c= 12i —6j + 9k :

a) b, 4c; b) &,C; c) 44,3b; g) 24,3b,c; d) 23,3b,—4¢.
9.d=—1+5k, b=-31+2j+2k, 6=-2i —4j +k:
a) 33,2b; b) b,c; ¢) 74,-3¢; g) 34,-4b,2¢; d) 74,2b,~3C.
10. =67 —4j+6k, b =9i —6j+9k, =1 -8k

a) 3a,-5¢, b) a,b; ) 3b,-9¢; g) 2d,—4b,3¢; d) 34,-4b,-9%.
11. =51 -3j+4Kk, b =2i —4j -2k, c =37 +5] - 7k:

a) —34,6¢, b) b,c; ¢) —2b,4c; g) a,—4b,2¢; d) &-2b,6¢.
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—

12. a=-4i+3j-7k, b=4i+6j-2k, ¢ =6i+9j—3k:

a) 5a,-3b, b) b,¢; ¢) 4b,7¢; g) —24a,b,—2¢c; d) —24,4b,7¢.

13. d=-5i +2j -2k, b =7i -5k, € = 2i +3j — 2k :

a) 84,-6C, b) &¢; ¢) 3b,11¢; g) 24,4b,-5¢; d) 84,-3b,11¢.

14. a=-4i —6j+2k, b=27+3j -k, 6=-1+5j -3k

a) 3a,-7¢, b) ab; c) —4i115; g) 54,—b,3¢; d) 33,-9b,4c.

15. a=-4i+2j-3k, b=—3j+5k, ¢=6i +6j—4k:

a) 3a,9b, b) ac; ¢) —7a,4c; g) a,3b,¢; d) a,2b,¢

—

16. a=-3i+8]j, b =2i+3j-2k, ¢ =8i+12j—8k:

a) 3b,-8¢ b) b,c; ¢) —7a,9¢; g) 4a,-6b,6¢; d) 4d,—6b,9¢.

17.d=2i-4j -2k, b =—9i +4k, ¢ =3i +5] - 7k :

a) 3b,-8b b) &,c; c) —54,4b; g) 7a,5b,—c; d) a,2b,

Ol

18.d=91 -3j+k, b=-9i+4k,c=1-5j+7k:

a) 7a5b, b) b,c; ¢) —6a,4c; g) 2a,-7b,3¢; d) 2a,-7b,4¢.

—

19. a=-2i+4j—k, b=5i+j-2k,c=7i+4j—k:

a) —9a,7¢, b) a,b; ¢) —8b,5¢; g) d,-6b,2¢; d) &-6b,5¢.

—

20. a=-9i +4j -5k, b=i-2j+4k, ¢ =-5i +10j — 20k :

a) 93,4c, b) b,¢; ¢) —6b,7¢; g) —24,7b,5¢; d) —23,7b,4c.

21.8=2i-7j+5k, b=—T+2j-6Kk =31 +2j—4k:

214



a) 74,-4b, b) b,¢; C) 5b,3¢; g) —34,6b,—C; d) 74,-4b,3C.
22.3=7i-4j-5k, b=7-11j +3k, =51 +5j +3k:

a) —4a,-5¢, b) a,c; v) 3b,6¢; g) 3a,-7b,2¢; d) —4a,2b,6¢.
23.3=31 —j+2k, b=—i+5]j -4k, c=6i —2]j +4k:

a) —54,4¢, b) a,b; v) 6a,-7b; g) 64,30,8¢; d) —53,3b,4C.
24, 3=31 —j+2k, b=—7+5] -4k, =61 -2j +4k:

a) —2a5b, b) a,c; ¢) 6a,-4c; g) 4a,-7b,—2¢; d) 6a,—7b,—2C.
25.8=-3i—j-5k, b=2i —4] +6k,c=7-2j+3k:

a) a-4c, b) &¢; ) 6b,3¢; g) —34,4b,-5¢; d) —23,50,6C.
26. a=-3i+2j+7k, b=7-5k,c=6i +4j—k:

a) 3b,¢ b) &c; c) 53,-2C; g) —24,b,7¢; d) —24,3b,7¢.
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Testlar

a'1 1 alZ

1. determinantnining a,, elementini algebraik to’ldiruvchisini toping.

aZl a22

A)* a,,. B) a,. C) -a,. D) -a,,.

=0 ekanligi ma’lum bo’lsa, xning giymatini toping.

X
A)*6. B).6 . C).3 D).-3

i

4 2‘=k
1" |6

A).*-%. B). 1. C). 2 D).%.

2
l‘ bo’lsa, k ni toping.

2
4‘ tenglamani yeching.

A)*. =21 B). 2i. C). -1. D).-1.
5.la, a, b,| determinantni Xxisoblang.

A)*. 0. B).-1 C).1 D). a,,a,,b,.
a -2 3
6.4 0 5 determinantning «a elementi minorini xisoblang.
-1 -3 2
A)*. 15 B). -13 C). -15 D). 17.

10
7. A=[0 4 determinantning A, algebraik  to’ldiruvchisini
2 1

(&2 \S NS

xisoblang.

A)*.3  B). C).-3. D).5.

4
3
0  determinantni Xxisoblang.
4
6

C). 5 D). 9

bylsa, «-Anitoping (bunda « € R).
dy; Ay

oA o, , ody; &
A)* 11 1 B).
aAyg aay, 0@y, Ay
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C) 0ay; 4y D) a;; 0y,
dy;  ady dy; Qay,

10. Agar [4 -2 =m[2 -1 ]bgzlsa,mni toping.

-6 2 -3 1
A)*. 2. B). -2. C). 4. D). -4.
11. A= [(1) t va B = (E 11] matrisalar berilgan bylsa, 2A+ Bni toping.
13
A)*.[ ) B).[l 2] C).[O 2] D).[l 0]
21 21 13 2 3
) _ ) 6x —4y=15. i _
12. mning ganday giymatida sistema yechimga ega
2x +my=3.
bo’Imaydi?
4 4 3
A*.——- B).—-. C). — D). 3.
) 3 ) 3 ) A )

5x-3y=4
13. Y tenglamalar sistemasi berilgan. Quyidagi mulohazalardan
10x—-6y =1
qaysilari to’g’r1?
A)*. Sistema yechimga ega emas. B). Sistema cheksiz ko’p yechimga

ega.
’ C). Sistema yagona yechimga ega. D). Sistema nol yechimga ega.
x=1
14, <x+2y=3 sistemaning yechimini toping.
X+y—-2=0

A)*.(1;1;2). B).(1;-1;2). C).(1;1;0). D). (1;1;1).
15. Agar A(2;3) va B(-1:-1) nugtalar berilgan bo’lsa, AB vektorning uzunligini
toping.
A)*.5. B).9. C).+J2. D).O0.
16. a = {4;4,-4} va b= {3-6,-3} vektorlar bir-biriga nisbatan ganday
joylashgan?
A)*. a1b. B). a™b. C).aNb. D). i=b.
17. a va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi (a,b) berilgan. Quyidagi
tengliklardan gaysi biri notug’ri.
A)*a-b =[afp|-sin(a.b) B).(a-2b)=A(b -a)
C).(a-b)=(b-a) D).(a(b +¢))=(a-b)+(a-c)
18. @=2i+3j 6a b=3i-2j vektorlarning skalyar ko’paytmasini toping.
A).* 0. B). 1. C). 4. D). -1.
19. a va b vektorlarning vektor ko’paytmasi uchun quyidagi
munosabatlarning qaysi biri noto’g’ri:
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A* axb=bxa  B)|axb|=ab[sin(a,b)
C). ax(b+c)=axb+axc. D). axAb=2axb
20. (Ex] i aralash ko’paytmasini yozing.

A)*. -1 B).0 C). i D). 1
21. Agar A(x,,y,) va B(x,,Y,) nugtalar berilgan bo’lsa,
AB kesma o’rtasining abssissasi X, ni toping.

X, — X
A)* X, B B). xC:—l2 2z 1

X, + X
C). Xe == D). x, =—+-"-%

22. To’g’ri chizigning normal tenglamasi xcosa+ ysina — p =0 berilgan.
M (X,; Yo) nuqtada bu to’g’ri chizigqacha bo’lgan masofani toping.
A)*.d =[x, cosar+y,sina—p| B). d=|x,cosa—y,sina+p|
D). d =[x, cosa + Yy, sind|

C). d =[x, sinar +y,cosa—p
23. Agar 6x+3y—2=0 to’g’ri chiziq berilgan bo’lsa, unga perpendikulyar
to’g’ri chizigning burchak koeffisiyentini toping.
A)*.-2. B).2. C.3 D.-3.
10. x+4=0 va y+6=0 to’g’ri chiziglar orasidagi, burchakni toping.

A* 7+ B. 4. ©.% D)0
24. y—2x+3=0 to’g’ri chizigning Oy o’qi bilan kesishgan nuqtasining
ordinatasi nimaga teng.
A*.b=3 B).b=1 C).b=-2 D). b=3
25. P(4;1) nuqtadan koordinatalar boshigacha bo’lgan masofani toping.
A)*. V17 B).4. C). 5 D). 9.
26. Ellipsning katta yarim o’qi 5 ga, kichik yarim o’qi 2 ga teng. Uning
tenglamasini tuzing.

x XY X ¥ ) 1 (y_2) = Xy
A).25+4 1B).5+2 1 C). (x-5%*+(y-2) 1D).5 5 1
2 2
217. 1—6—% =1 giperbola fokuslarining koordinatalarini toping.
A)*. F.(50), F,(-5;0). B). F(-3,0), F,(3,0).
C). F(-4,0), F,(4;0). D). F,(4,0), F,(-4,0).
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