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S O’ Z   B O SH I 

 

 Hozirgi vaqtda chiziqli algebra fani, texnika va iqtisodning turli –tuman 

masalalarini hal qilishda keng qo’llanilmoqda. Talabalar o’quv adabiyotni mustaqil 

o’rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil qilish; mantiqiy fikrlashni 

o’stirish va matematikaviy madaniyatning umumiy saviyasini ko’tarish; tatbiqiy 

masalalarni matematikaviy tomondan tekshirish malakalarini hosil qilish kabilar 

talab qilinadi. Ma’ruzalar kursi "Chiziqli algebra "  fani bo’yicha yozilgan bo’lib, 

5330500 – Kompyuter injiniringi (“Kompyuter  injiniringi”, “AT-servis”, 

“Multimedia  texnologiyalari”); 5330300 – Axborot  xavfsizligi;  5330600 – 

Dasturiy injiniring;  5350100 – Telekommunikasiya texnologiyalari 

(“Telekommunikasiyalar”,  “Teleradioeshittirish”,  Mobil tizimlari);  5350400 – 

Axborot-kommunikasiya texnologiyalari sohasida kasb ta’limi  bakalaviatura 

yo’nalishlari bo’yicha ta’lim olayotgan talabalar uchun mo’ljallangan. 

 Mazkur ma’ruzalar kursiga 15 ta ma’ruza kiritilgan bo’lib, u 1- kurs 

bakalaviaturaning 2-semestrida o’qitiladi. Ma’ruzalar kursi  Oliy texnika o’quv 

yurtlarida o’qiladigan «Chiziqli algebra» fanining nisbatan ko’p o’rganilgan, 

tadbiq doirasi keng va muxim bo’limlaridan biri bo’lgan chiziqli algebra 

bag’ishlangan. Ushbu ma’ruzalar kursi oliy texnika o’quv yurtlari uchun 

belgilangan dastur asosida yozilgan.  

Ma’ruzalar kursi talabalar uchun shunchaki chiziqli algebra o’rganish uchun 

emas, balki ularning matematik mushohadasini, fikrlashini rivojlantirish va 

matematik dunyoqarashini kengaytirishga ham qaratilgandir.    Har bir ma’ruzada 

tegishli ta’riflar tushunchalar va tasdiqlarga doir misollar yechib ko’rsatilgan, 

hamda mavzuni o’zlashtirish uchun sinov savollari va misollar keltirilgan. 
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Фан/модул коди 

МТН1234 

(бакалавриат)  

Ўқув йили 

2020-2021 

Семестр 

2 

ЕСТС-Кредитлар 
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 Фан/модул тури 

мажбурий 

Таълим тили 

Ўзбек/Рус 

Ҳафтадаги дарс 

соатлари 

4 

1. 
Фаннинг номи 

Аудитория 

машғулотлари 
(соат) 

Мустақил 

таълим 
(соат) 

Жами 

юклама 
(соат)  

Чизиқли алгебра 60 60 120 

2.  I.Фаннинг мазмуни 

     Фанни ўқитишдан мақсад: 

– талабалар иқтидорини ўстириш, мантиқий ва алгоритмик фикрлаш 

қобилиятини шакллантириш; ахборотлар билан боғлиқ жараёнларни 

таҳлил қилиш ва математик моделлаштириш учун зарур бўлган 

математик усулларни ўқитиш; ахборотлар ва технологиялар соҳасидаги 

турли йўналишдаги масалаларнинг асосли ва оптимал (энг мақбул) 

ечимларини топишда “Чизиқли алгебра” фанининг ўрни ва 

аҳамиятини кўрсатиш;  

– ўтилган мавзуларни мустақил ривожлантириш, тўғри ечимларини 

топиш, турли ахборот манбалари (адабиёт ва интернет)дан 

фойдаланиш, кўникма ва қобилиятларини шакллантириш ҳамда уларни 

амалда татбиқ этиш кўникмасини ҳосил қилиш.  

     Фанннг вазифаси:  

 умумий ўрта ва ўрта махсус, касб-ҳунар таълими билан узвийлик ва 

узлуксизликни таъминлаш; 

 талабаларга умумилмий, муҳандислик ва махсус фанларни 

ўзлаштириш ҳамда чизиқли алгебра усулларни муҳандислик 

ишларига татбиқ қилишни ўргатиш; 

 назарий ва амалий масалаларини еча олишга етарли бўлган 

математик аппаратни эгаллашга ва уни қўллашга, шунингдек, 

муҳандислик масалаларининг математик моделини тузиш ҳамда 

уларни таҳлил қилишга ўргатиш; 

 мантиқий, алгоритмик, абстракт фикрлашни, математик тафаккурни 

ривожлантириш, ўзининг фикр-мулоҳаза, хулосаларини асосли тарзда 

аниқ баён этишга ўргатиш ҳамда эгалланган билимлари бўйича, 

кўникма ва малакаларни шакллантириш; 
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 ахборотни олиш, сақлаш, қайта ишлаш ва узатишнинг асосий 

усуллари ва воситаларидан фойдаланишни эгаллаган бўлиши; 

 экологик дунёқараш шаклланган бўлиши, экологиянинг консептуал 

асосларини билишини ўргатишдан иборат. 

 

II. Асосий назарий қисм (маъруза машғулотлари) 

II.I.Фан таркибига қуйидаги мавзулар киради: 

       1-мавзу. Матрицалар назарияси элементлари.  

 Асосий таъриф ва тушунчалар. Матрицаларнинг турлари. 

Матрицаларни сонга кўпайтириш, матрицаларни қўшиш,  матрицаларни 

айириш ва матрицани матрицага кўпайтириш амаллари, ҳамда уларнинг 

хоссалари.   

       2-мавзу. Детерминантлар назарияси. 

        Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар ва уларни ҳисоблаш 

усуллари. Ўрин алмаштиришлар.  -n тартибли детерминантнинг таърифи.  

        3-мавзу. Детерминантнинг хоссалари. 

Детерминантнинг асосий хоссалари. Минор ва алгебраик тўлдирувчи 

тушунчалари. Лаплас теоремаси. 

4-мавзу. Матрица ранги. Матрица рангини ҳисоблаш усуллари. 

Матрица рангининг таърифи. Матрица рангини ҳисоблашнинг 

минорлар усули. Эквивалент алмаштиришлар ёрдамида матрица рангини 

ҳисоблаш. 

      5-мавзу. Тескари матрица. Тескари матрицани ҳисоблаш 

усуллари. 

Тескари матрица таърифи. Хос ва хосмас матрицалар. Тескари 

матрица мавжудлигининг зарурий ва етарли шарти. Эквивалент 

алмаштиришлар ёрдамида тескари матрицани ҳисоблаш.  

       6-мавзу. Чизиқли алгебраик тенгламалар системаси ва уларни 

ечиш усуллари.  

Чизиқли алгебраик тенгламалар системаси ва унинг ечими. Чизиқли 

алгебраик тенгламалар системасининг ечими мавжудлигининг зарурий ва 

етарли шарти (Кронекер-Капелли теоремаси).  Чизиқли алгебраик 

тенгламалар системасини ечишнинг Крамер усули.    
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 7-мавзу. Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини  

ечишнинг матрица, Гаусс ва Гаусс-Жордан усуллари.   

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишнинг матрица 

усули.  Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишнинг Гаусс ва 

Гаусс-Жордан усуллари. 

8-мавзу. Бир жинсли чизиқли алгебраик тенгламалар системаси. 

Бир жинсли чизиқли алгебраик тенгламалар системасининг 

нотривиал ечими мавжудлик шарти. Бир жинсли чизиқли алгебраик 

тенгламалар системасининг фундаментал ечимлари системаси. Бир 

жинсли ва бир жинсли бўлмаган   чизиқли алгебраик тенгламалар 

системалари ечимлари орасидаги боғланиш. 

        9-мавзу. Векторлар назарияси элементлари. 

Текисликда ва фазода вектор тушунчалари. Векторнинг матрицавий 

кўриниши. Векторлар устида арифметик амаллар-векторни сонга 

кўпайтириш, ҳамда векторларни қўшиш ва айириш. Векторларнинг 

скаляр, вектор ва аралаш кўпайтмалари, ҳамда бу кўпайтмаларни 

детерминантлар ёрдамида ҳисоблаш. Коши-Буняковский тенгсизлиги.  

10-мавзу. Арифметик вектор фазо ва унга мисоллар.  

n  ўлчовли векторлар ва улар устида арифметик амаллар. n  ўлчовли 

векторлар системасининг ранги ва базиси. n  ўлчовли арифметик вектор 

фазо ва унга мисоллар.  

       11-мавзу. Чизиқли фазо. Евклид фазоси. 

Чизиқли фазонинг таърифи ва мисоллар. Чизиқли фазонинг ўлчови 

ва базиси. Чизиқли фазо элементини базис бўйича ёйиш. Чизиқли 

фазонинг қисм фазолари. Евклид фазосининг таърифи. Евклид фазосида 

элементнинг нормаси тушунчаси. Евклид фазосида ортонормалланган 

базис қуриш.  

             12-мавзу. Чизиқли операторлар ва уларнинг хоссалари. 

Чизиқли операторнинг таърифи ва мисоллар. Чизиқли операторнинг 

матрицаси. Чизиқли операторлар устида арифметик амаллар. Чизиқли 

операторлар фазоси. Чизиқли операторларнинг ўтиш матрицаси. Чизиқли 

операторнинг хос сон ва хос векторлари. 
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 13-мавзу. Хос векторлари базис ташкил қилувчи чизиқли 

операторлар. 

          Чизиқли операторнинг хос сон ва хос векторлари. Хос векторлари 

базис ташкил қилувчи чизиқли операторлар. Чизиқли операторнинг хос 

векторлари базис ташкил қилишининг етарли шарти. 

       14-мавзу. Квадратик форма ва уни каноник кўринишга 

келтириш. 

     Квадратик форманинг таърифи. Квадратик форманинг каноник 

кўриниши. Квадратик формани каноник кўринишга келтириш. 

       15-мавзу. Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини 

тақрибий ечиш усуллари. 

     Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини тақрибий ечишнинг 

оддий итератция ва Зейдел усуллари. Итератцион жараён 

яқинлашишининг зарурий ва етарли шартлари.       

III. Амалий машғулотлар бўйича кўрсатма ва тавсиялар 

      Амалий машғулотлар учун қуйидаги мавзулар тавсия 

этилади: 

1. Матрицаларнинг турлари. Матрицаларни сонга кўпайтириш, 

матрицаларни қўшиш,  матрицаларни айириш ва матрицани матрицага 

кўпайтириш амаллари, ҳамда уларнинг хоссалари.  

2. Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар ва уларни ҳисоблаш. 

Ўрин алмаштиришлар.   n тартибли детерминантнинг таърифи. 

3. Детерминантнинг асосий хоссалари. Минор ва алгебраик 

тўлдирувчи тушунчалари. Лаплас теоремаси. 

4. Матрица рангининг таърифи. Матрица рангини ҳисоблашнинг 

минорлар усули. Эквивалент алмаштиришлар ёрдамида матрица 

рангини ҳисоблаш. 

5. Тескари матрица таърифи. Хос ва хосмас матрицалар. Тескари 

матрица мавжудлигининг зарурий ва етарли шарти. Эквивалент 

алмаштиришлар ёрдамида тескари матрицани ҳисоблаш. 

6. Чизиқли алгебраик тенгламалар системаси ва унинг ечими. 

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасининг ечими мавжудлигининг 
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зарурий ва етарли шарти (Кронекер-Капелли теоремаси).  Чизиқли 

алгебраик тенгламалар системасини ечишнинг Крамер усули.  

7. Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишнинг матрица 

усули.  Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишнинг Гаусс 

ва Гаусс-Жордан усуллари. 

8. Бир жинсли чизиқли алгебраик тенгламалар системасининг 

нотривиал ечими мавжудлик шарти. Бир жинсли чизиқли алгебраик 

тенгламалар системасининг фундаментал ечимлари системаси. Бир 

жинсли ва бир жинсли бўлмаган   чизиқли алгебраик тенгламалар 

системалари ечимлари орасидаги боғланиш. 

9. Текисликда ва фазода вектор тушунчалари. Векторнинг 

матрицавий кўриниши. Векторлар устида арифметик амаллар-векторни 

сонга кўпайтириш, ҳамда векторларни қўшиш ва айириш. 

Векторларнинг скаляр, вектор ва аралаш кўпайтмалари, ҳамда бу 

кўпайтмаларни детерминантлар ёрдамида ҳисоблаш. Коши-

Буняковский тенгсизлиги.  

10. n  ўлчовли векторлар ва улар устида арифметик амаллар. n  

ўлчовли векторлар системасининг ранги ва базиси. n  ўлчовли 

арифметик вектор фазо ва унга мисоллар.  

11. Чизиқли фазонинг таърифи ва мисоллар. Чизиқли фазонинг ўлчови 

ва базиси. Чизиқли фазо элементини базис бўйича ёйиш. Чизиқли 

фазонинг қисм фазолари. Евклид фазосининг таърифи. Евклид 

фазосида элементнинг нормаси тушунчаси. Евклид фазосида 

ортонормалланган базис қуриш.  

12. Чизиқли операторнинг таърифи ва мисоллар. Чизиқли 

операторнинг матрицаси. Чизиқли операторлар устида арифметик 

амаллар. Чизиқли операторлар фазоси. Чизиқли операторларнинг ўтиш 

матрицаси. Чизиқли операторнинг хос сон ва хос векторлари. 

13. Чизиқли операторнинг хос сон ва хос векторлари. Хос векторлари 

базис ташкил қилувчи чизиқли операторлар. Чизиқли операторнинг хос 

векторлари базис ташкил қилишининг етарли шарти. 

14. Квадратик форманинг таърифи. Квадратик форманинг каноник 

кўриниши. Квадратик формани каноник кўринишга келтириш. 

15. Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини тақрибий ечишнинг 
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оддий итерация ва Зейдел усуллари. Итерацион жараён 

яқинлашишининг зарурий ва етарли шартлари.  

16. Амалий машғулотларда талабалар “Чизиқли алгебра” 

фанидан олган назарий билимларини мустаҳкамлайдилар. Амалий 

машғулотларда ечиладиган мисол ва масалалар қуйидаги принципларга 

асосан танланади: типик мисол ва масалаларни ечишга малака ҳосил 

қилдирувчи, фаннинг моҳиятини англатувчи ва мавзулар орасидаги 

боғлиқликни ифодаловчи маълум миқдордаги мисол ва масалалар 

танланади. 

  

   IV. Мустақил таълим ва мустақил ишлар 

Талаба мустақил ишининг асосий мақсади ўқитувчининг 

раҳбарлиги ва назоратида муайян ўқув ишларини мустақил равишда 

бажариш учун билим ва кўникмаларини шакллантириш ва 

ривожлантиришдир.  

Талаба мустақил ишини ташкил этишда қуйидаги шакллардан 

фойдаланади: 

 айрим назарий мавзуларни ўқув адабиётлари ёрдамида мустақил 

ўзлаштириш; 

 берилган мавзулар бўйича ахборот (реферат) тайёрлаш; 

 назарий билимларни амалиётда қўллаш; 

 макет, модел ва намуналар яратиш; 

 илмий мақола, анжуманларда маъруза тайёрлаш ва ҳоказо. 

       Мустақил таълим учун тавсия этиладиган мавзулар: 

1. Матрицаларни LU  ва LDU  кўпайтмаларга ёйиш ва уларнинг  

татбиқлари. 

2. Евклид фазолари. Евклид фазосида ортонормал базис қуриш. 

3. Чизиқли операторларни берилган базисда ифодалаш. Чизиқли 

операторларнинг турли базислардаги матрицалари орасидаги 

боғланиш. Ўтиш матрицалари. 

4. Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини тақрибий ечиш 

усуллари ва уларни компьютерда бажариш.  

 

3.    V. Фан ўқитилишининг натижалари (шаклланадиган   

компетенсиялар). 
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   Фанни ўзлаштириш натижасида талаба: 

 амалий масалаларда математик текширишнинг бошланғич 

кўникмасини ишлаб чиқиш (ҳаётий масалаларнинг математик 

моделини қуриш, уни текшириш ва ечишнинг қулай усулини 

танлаш, олинган натижаларни баҳолаш, қўллаш ва ҳоказолар);  

 мавжуд математик пакетлар ёки ахборот технологияларидан 

фойдалана олиш;  

 мавзуга доир мисол ва масалаларни ечишга мос қулай усулни топа 

олиш; 

 математик масалаларни ечиш усулларини мукаммал ўзлаштириб, 

ечимларни амалиётда қўлланиш кўринишигача етказиш(формула, 

сон, график ва ҳоказо)  ва натижада логик ва алгоритмик фикрлаш 

қобилиятига эга бўлиши керак;  

 талаба мутахассислиги билан боғлиқ адабиётларда учрайдиган 

математик аппарат тушунчаларини мустақил таҳлил қила олиши, 

шунингдек, “Чизиқли алгебра” фанидан олинган билимларни 

мутахассислиги билан боғлай олиши керак; 

 ўз фикр-мулоҳаза ва хулосаларини асосли тарзда аниқ баён эта 

олиш малакаларига эга бўлиши керак. 

4.    ВИ. Таълим технологиялари ва методлари: 

 маърузалар; 

 интефаол кейс-стадилар; 

 семинарлар (мантиқий фикрлаш, тезкор савол-жавоблар); 

 кичик гуруҳларда ишлаш; 

 тақдимотларни қилиш; 

 индивидуал лойиҳалар; 

 жамоа бўлиб ишлаш ва ҳимоя қилиш учун лойиҳалар 

тайёрлаш; 

 ақлий ҳужум ва бошқалар. 

5.    VII. Кредитларни олиш учун талаблар: 

     Фанга оид назарий ва амалий тушунчаларни тўла 

ўзлаштириш, таҳлил натижаларини тўғри акс эттира олиш, 
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ўрганилаётган жараёнлар ҳақида мустақил мушоҳада юритиш, 

тавсия этилган мустақил таълим мавзуларни ўз муддатида сифатли 

тайёрлаш(ҳимоя қилиш), жорий, оралиқ назорат шаклида 

берилган вазифа ва топшириқларни бажариш, якуний назорат 

бўйича ёзма ишни топшириш. 

6.      Асосий адабиётлар: 

1. Gilbert Strang “Introduction to Linear Algebra”, USA, Cambridge press, 

5nd  Edition, 2016.  

2. Grewal B.S. “Higher Engineering Mathematics”, Delhi, Khanna 

publishers, 42nd  Edition, 2012.   

3. Raxmatov  R.R., Adizov A.A., Tadjibaeva  Sh.E., Shoyimardonov S.K. 

Chiziqli algebra va analitik geometriya. O‘quv qoʻllanma. Toshkent 

2020. 

4. Raxmatov R.R., Adizov A.A. “Chiziqli fazo va chiziqli operatorlar” 

O‘quv uslubiy qoʻllanma. TATU, Toshkent 2019. 

5. Соатов Ё.У. “Олий математика”, Т., Ўқитувчи нашриёти, 1- 5 

қисмлар, 1995. 

6. Рябушко А.П. и др. “Сборник индивидуалных заданий по высшей 

математике”, Минск, Высшая школа, 1-3 частях, 1991. 

 

      Қўшимча адабиётлар: 

7. Мирзиёев Ш. Буюк келажагимизни мард ва олижаноб халқимиз 

билан бирга қурамиз. –Т.: Ўзбекистон, 2017. - 488 бет. 

8. Мирзиёев Ш.М. Қонун устуворлиги ва инсон манфаатларини 

таъминлаш-юрт тараққиёти ва халқ фаровонлигининг гарови. –Т.: 

Ўзбекистон, 2017.  

9. Мирзиёев Ш.М. Эркин ва фаровон, демократик Ўзбекистон 

давлатини биргаликда барпо этамиз. Т.: Ўзбекистон, 2017.  

10. Adizov A.A., Xudoyberganov M.O‘. Amaliy matematika. O‘quv uslubiy 

qo‘llanma. Toshkent. 2014. 

11.  Шодиев Т.Ш. Аналитик геометрия ва чизиқли алгебра. Тошкент 

“Ўқитувчи” 1984. 

12.   Илин В. А., Позняк Э. Г. Линейная алгебра. — 6-е изд., стер. — М.: 

ФИЗМАТЛИТ, 2004.  

13.  Задорожный В. Н. и др. Высшая математика для технических    

 университетов. Част И. Линейная алгебра. - Томск: Изд-во ТПУ, 
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2009.  

14.  Данко П.С., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в 

упражнениях и задачах. Седмое издание. -М.: Высшая; школа, 2015.  

15.  Семёнова Т.В. Высшая математика: учебное пособие для студентов   

технических вузов. Част 1. - Пенза: Пензенский гос. ун-т, 2008.  

16.  Макаров Е. В., Лунгу К. Н.  Высшая математика: руководство к 

решению задач: учебное пособие, Част 1, Физматлит. 2013.  

17.  Минорский В.И. Сборник задач по высшей математике. М: Наука, 

1987. 

18.  Беклемешев Д.В., Петрович А.Ю., Чуберов И.А. Сборник задач по 

аналитической геометрии и линейной алгебре. -М.: Наука, 1987. 

19.  Бугров Я.С., Николский С.М. Сборник задач по высшей 

математике, - М.: Наука. 1997. 
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1-maruza.  

Matrisalar nazariyasi elementlari 

 
 

1.1. Matrisa tushunchasi 

 1.1–ta’rif. m  ta  satr  n   ta ustundan iborat ushbu 
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jadval  to’g’ri  burchakli nm  tartibli (o’lchamli) matrisa deyiladi.  

Matrisaning tuzuvchi ),...,2,1,,...,2,1( njmiaij   sonlar uning 

elementlari deyiladi. Matrisada satrlar soni ustunlar sonidan kichik, unga  teng yoki 

katta, ya’ni nmnmnm  ,,  bo’lishi mumkin.Umumiy holda matrisaning 

elementlari, odatda, pastiga ikkita indeks qo’yilib, bitta kichik lotin harfi bilan 

yoziladi. Indekslardan birinchisi satr tartibini, ikkinchisi esa ustun tartibini bildiradi. 

Matrisalar  uchun quyidagi ko’rinishdagi belgilashlar ham ishlatiladi: 
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 Agar matrisaning satrlari soni ustunlar soniga teng (ya’ni nm   ) bo’lsa, 

matrisani kvadrat matrisa deyiladi. Bunday matrisa ( n - tartibli) matrisa deb 

yuritiladi. 

Ushbu  

                             





















nn

n

d

d

d

D

...00

..............

0...0

0...0

22
                                  (1.1) 

ko’rinishdagi kvadrat matrisa diagonal matrisa deyiladi va qichqacha quyidagicha 

yoziladi  nndddD ,...,2211  yoki  iidD  . 



19 

 

Agar (1.1) diagonal matrisa ),...,2,1(1 nidii   bo’lsa, bu matrisa birlik 

matrisa deyiladi va E  harfi orqali belgilanadi, ya’ni 





















1...00

...........

0...10

0...01

E  

Agar matrisaning barcha elementlari nollardan iborat bo’lsa, u nol matrisa 

deyiladi va 0E  orqali belgilanadi, ya’ni 





















0...00

............

0...00

0...00

0E  

Agar m  ta satrli va  n  ta ustunli ikkita A  va B  matrisadan birining hamma 

elementlari ikkinchisining hamma mos elementlariga teng, ya’ni ijij ba   bo’lsa, bu 

matrisalar teng deyiladi va BA  kabi yoziladi.  

Agar bir matrisaning kamida bitta elementi ikkinchisining mos elementiga 

teng bo’lmasa, bu matrisalar   teng emas deyiladi va BA   ko’rinishda yoziladi. 

Matrisalar uchun kichik va katta tushunchalari ma’noga ega emas. 

1. 2. Matrisalar ustida chiziqli amallar 

1.2–ta’rif. Bir xil o’lchamli ikkita )( ijaA   va )( ijbB  (

njmi ,...,2,1,,...2,1   ) matrisalarning   yig’indisi deb, shunday )( ijcC   matrisaga 

aytiladiki, bu matrisaning elementlari A  va B  matrisalarning mos elementlari 

yig’indilariga njmijibac ijijij ,...,2,1,,...,2,1,,,   teng bo’ladi va 

BAC    deb belgilanadi. 

 Ta’rif  bo’yicha 





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BAC

...

.............................................

...

...

2211

2222222121

1112121111
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 Matrisalar yig’indisi tarifidan uning qo’yidagi xossalari kelib chiqadi: 

 10. CBACBA  )()( .  20. ABBA  . 

 30. AEA  0  (bunda    CBAE ,,,00 berilgan bir xil tartibli kvadrat 

matrisalar). 

 Matrisalarning ayirmasi ularning yig’indisiga o’xshash ta’riflanadi va 





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BAC

...

.............................................

...

.......

2211

2222222121

1112121111

 

ko’rinishda yoziladi. Agar matrisalarning  tartibi bir xil bo’lmasa, unday 

matrisalarda qo’shish va  ayrish amallari kiritilmagan. 

 1.3–ta’rif. )( ijaA   matrisani 0   songa ko’paytmasi deb, A matrisaning 

hamma elementlarini shu   songa ko’paytirishdan hosil bo’lgan matrisaga aytiladi   

va  A     ko’rinishda  yoziladi. 

 Ta’rifga  ko’ra, 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

AA









...

............

...

...

21

22221

11211

. 

 Matrisani songa ko’paytirish ta’rifidan qo’yidagi xossalar kelib chiqadi: 

 10. AAA  11 .   20. 000 EAA  . 

 30. AAA )()()(   .  40. AAA   )( . 

 50. ВАВА   )( . 

 Bu yerda A va V – bir xil tartibli kvadrat matrisalar,  ,  - haqiqiy sonlar. 

  Misollar: 

1) 









54

32
A  va 







 


43

21
B  berilgan bo’lsa, u holda 






























 











97

13

4534

2321

43

21

54

32
BA  bo’ladi. 



21 

 

2) 









54

32
A  va 2  berilgan bo’lsa, u holda 

































108

64

2524

2322

54

32
2AA  . 

1.3. Matrisalarni  ko’paytirish. Tartiblari mos ravishda nm  va  qp  

bo’lgan 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

................

...

...

21

22221

11211

  va 























pqpp

q

q

bbb

bbb

bbb

B

...

................

...

...

21

22221

11211

 

to’g’ri  burchakli matrisalar berilgan bo’lsin. 

 Agar A matrisaning ustunlari soni n  berilgan B  matrisaning satrlari soni  p ga 

teng  bo’lsa, u holda bu matrisalar uchun  ko’paytirish amalini aniqlash mumkin.  

 1.4–ta’rif. Berilgan nm  o’lchamli A  va pn  o’lchamli B  matrisalarning  

ko’paytmasi AB  deb, shunday pm  o’lchamli 























mpmm

p

p

ccc

ccc

ccc

BAC

...

....................

...

...

21

22221

11211

 

matrisaga aytiladi, C  matrisaning elementlari 





n

k

kjiknjinjijiij babcbabac
1

2211 ... , njmi ,...,2,1,...,2,1   

formulalar bilan aniqlanadi. 

 Agar A  va B  lar n - tartibli kvadrat matrisalar bo’lsa, ularning ABC   

ko’paytmasi ham n - tartibli kvadrat matrisa  bo’ladi. 

 Qoida. Ikkita matrisani ko’paytirishdan hosil bo’lgan matrisaning i - satri va 

j  - ustunida turuvchi ijc  elementni topish uchun birinchi matrisaning i - satrida 

turuvchi elementlarni ikinchi matrisaning j  - ustunida turuvchi elementlarga mos 

ravishda ko’paytirib qo’shish kerak. 
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 Misol. Quyidagicha 













3041

1823
A   va 

























13

10

31

12

B  

 matrisalar  ko’paytmasini topamiz. 
























147

011

1310)3()4()1(133001)4(21

1118)3(2)1(331081223
ABC  

 Matrisalarning ko’paytmasi quyidagi xossalarga ega: 

 10. CABBCA  )()( .  20. 0),()()(   BABAAB . 

 30. BCACCBA  )( .  40. CBCABAC  )( . 

 50. AAAAm ... .  60. AEAAE  .  70. 0EAOOA  . 

Bunda  CBA ,,  matrisalar,  -haqiqiy son. 

 Ikki matrisaning ko’paytmasi uchun kommutativlik (o’rin almashtirish) 

xossasi umuman aytganda, o’rinli emas, ya’ni  

BAAB  

 Misol. Agar 









42

15
A  va 












21

42
B  bo’lsa, u holda 










08

1811
AB , 











61

1818
AB bo’ladi.  

Shunday qilib, BAAB . 

Satr va ustun matrisalarni ko’paytirish. 

   1.  Istalgan  m   o’lchamli ustun matrisani  istalgan  n   o’lchamli satr  

matrisaga  ko’paytirish mumkin, natijada  nm    o’lchamli matrisa hosil bo’ladi. 

  2.   n   o’lchamli  satr  matrisani  n   o’lchamli ustun matrisaga   ko’paytirish 

mumkin, natijada  11   o’lchamli matrisa hosil bo’ladi. 
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1. 4. Transponirlangan matrisa.  Elementar almashtirishlar.Ushbu  





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....................

...

...

21

22221

11211

 

matrisa berilgan bo’lsin. 

 1.5–ta’rif. A  matrisaning satrlari bilan ustunlarining o’rinlarini nomerlarini 

o’zgartirmasdan  almashtirishga  transponirlash deyiladi  va quyidagicha belgilanadi   





















mnnn

m

m

Т

aaa

aaa

aaa

A

...

..................

...

...

21

22212

12111

 

  Masalan, ushbu 






 


904

721
A  matrisani transponirlashdan 





















97

02

41
TA  

matrisa  hosil  bo’ladi. 

 Transponirlash amali quyidagi xossalarga ega: 

 10 .   AA
TT  . 20 .  TTT

BABA  .  30 .  TT
AA   , 

bunda   - haqiqiy son, A  va B  lar nm  o’lchamli matrisalardir. 

 Agar A kvadrat matrisa uchun TAA  ya’ni ij  lar uchun jiij aa   tenglik 

o’rinli bo’lsa, u holda A  simmetrik matrisa deyiladi. Masalan, ushbu 























753

542

321

A  

simmetrik matrisa bo’ladi. 

 Agar TAA   ij  lar uchun jiij aa   tenglik o’rinli bo’lsa, u holda A 

matrisa  antisimmetrik (nosimmetrik) matrisa deyiladi. 

 Masalan, ushbu  
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





















083

802

320

A  

antisimmmetrik matrisa bo’ladi. 

 Eslatma. Har qanda A  matrisani simmetrik va antisimmetrik matrisa lar  

yig’indisi ko’rinishda tasvirlash mumkin: 

)(
2

1
)(

2

1
ajiaijajiaijaij   

njmi ,...2,1,...2,1  . 

 1.6–ta’rif. Matrisada elementar almashtirishlar deb,quyidagi amallarni 

tushunamiz 

1. Transponirlashni; 

2. Istalgan ikki satr (ikki ustun) ni o’zaro almashtirishni; 

3. Istalgan satr (ustun) ning elementlarini noldan farqli har qanday m  songa 

ko’paytirishni; 

4. Biror satri(ustuni)ning elementlarini istalgan m  songa   ko’paytirib, 

boshqa satri (ustuni) ning mos elementlariga qo’shishni. 

Agar B  matrisa A   matrisaning satrlari (yoki ustunlari) ni bir necha  

marta ketma-ket elementar almashtirishlar yordamida hosil qilingan bo’lsa, u holda 

A   matrisa B  matrisaga ekvivalent deyiladi va BA  ko’rinishda yoziladi. 

 Masalan, ushbu 









43

21
A   










21

43
В  matrisalar ekvivalentdir. Haqiqatan 

ham,  A matrisaning  2- satrni 1- satrga qo’shamiz,  




















43

64

43

21
A  

 2- satrni ( –1)  ga ko’paytirib, 1- satrni  qo’shamiz; 

В



























21

43

21

64

43

64
 

2- satrni (–1) ga ko’paytirib, 1- satrni qo’shamiz natijada B matrisa hosil bo’ladi 
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2-ma’ruza. Determinantlar nazariyasi 

         

 

2.1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularni  

hisoblash usullari 

 n -tartibli kvadratik A  matritsaga mos qo’yiluvchiuning determinanti deb 

ataluvchi  va Adet  (yoki ,А Δ) kabi belgilanuvchi sonni quyidagicha  ta’riflaymiz. 

2.1-ta’rif. Berilgan ixtiyoriy  Raa   haqiqiy son, birinchi taribli determinat 

deyiladi va aAA  :::det  kabi yoziladi.  

 2.2-ta’rif. Ushbu 21122211 aaaa   ifodaga ikkinchi tartibli determinant 

deyiladi  va u 

21122211

2221

1211
:::det,2 aaaa

aa

aa
AAn   

kabi yoziladi. Bunda 22211211 ,,, aaaa  larga determinantning elementlari bo’lib,

2211, aa  elementlar determinantning bosh diagonalini,  2112, aa  elementlar  esa 

determinantning yordamchi diagonalini tashkil etadi. Ikkinchi tartibli determinant 

bosh diagonal elementlari ko‘paytmasi bilan yordamchi diagonal elementlari 

ko‘paytmasining ayirmasiga teng: 

. 

2.1-misol. Determinantlarni hisoblang: 

1) 
65

42
 ;                   2) 

63

2
1

xx
 . 

Yechilishi. Determinantlarni ta’rif  (sxema) asosida topamiz: 

1)  84562  ;         2) 02361  xx . 

2.3-ta’rif. Ushbu 

332112322311312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa    

ifodaga uchinchi tartibli determinant deyiladi va u 
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

333231

232221

131211

:::det,3

aaa

aaa

aaa

AAn  

332112322311312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa    (2.1) 

kabi yoziladi.   

Bu ifoda uchburchaklar qoidasi (Sarryus qoidasi) bo’yicha topiladi. Uni 

quyidagi jadvallar orqali tasvirlash mumkin bo’lib, bir xil ishora bilan bitta 

ko’paytmada ishtirok etuvchi elementlar kesmalar bilan birlashtirilib 

ko’rsatilgandir: 

    +  -

 

yoki 

 

Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning yana bir usuli quyidagicha. 

Determinantning o’ng tomonidagi birinchi ustunlarni yozamiz va asosiy diagonal 

yelementlari va ikkita parallel diagonalning elementlari ko’paytmalarini plyus 

belgisi bilan yig’amiz. Keyin ikkilamchi diagonal yelementlari va ikkita parallel 

diagonalning elementlari ko’paytmalarini minus belgisi bilan qo’shamiz. 
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1.5.6-misol.  Ushbu  

                                      























405

321

213

A
 

matritsaning determinantini uchburchak qoidasi bo’yicha hisoblang. 

Yechilishi. Determinantni ta’rif  (sxema) asosida topamiz: 







405

321

213

det A

234)1(13)3(02255)3()1(201423  . 

 

2.2. O’rin almashtirishlar va o’rniga qo’yishlar 

n  ta 1, 2, .., n  sonlar  (yoki  n  ta har xil a1, a2, .., an simvollar) ning ma’lum 

tartibda mumkin bo’lgan ixtiyoriy joylashuviga shu sonlarning  (yoki simvollarning) 

o’rin almashtirishi deyiladi. Berilgan  n  ta simvollarni  1, 2, ..., n  sonlar bilan 

tartiblash mumkin bo’lganligi sababli ixtiyoriy  n  ta  simvollarning o’rin 

almashtirishlarini o’rganish 1, 2, ..., n larning  o’rin almashtirishlarini o’rganishga 

keltiradi. n ta sonlarning barcha o’rin almashtirishlari soni 1·2·3···n = n! («n-

faktorial» deb o’qiladi) ga teng. Masalan, a1, a2, a3 simvollarning barcha o’rin 

almashtirishlari quyidagilardir: a1 a2 a3, a1 a3 a2,  a2 a1 a3,  a2 a3 a1,  a3 a1 a2,  a3 a2 

a1. Ularning soni  3! = 6 ta. 

Agar o’rin almashtirishda ikki sondan kattasi kichigidan oldin kelsa bu sonlar 

inversiyani tashkil etadi, agar kichigi kattasidan oldin kelsa, tartib deyiladi. 

Inversiyalar sonini hisoblash usuli: o’rin almashtirishdagi sonlarni yozilish 

tartibi bo’yicha (chapdan o’ngga) har bir son uchun undan o’ng tomonda turgan 

kichik sonlar sanaladi va hosil bo’lgan barcha sonlar qo’shiladi. Masalan, (613542) 

o’rin almashtirishda inversiyalar soni  5 + 1 + 2 + 1 = 9  ga teng. 

Inversiyalar sonining juft-toqligiga qarab o’rin almashtirish juft yoki toq 

deyiladi. 
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O’rin almashtirishdagi ikki sonni o’rnini almashtirish transpozitsiya  deyiladi. 

i va j sonlarning transpozitsiyasi (i, j) bilan belgilanadi. n ta sonning har qanday o’rin 

almashtirishidan shu sonlarning istagan boshqa o’rin almashtirishiga bir nechta 

transpozitsiyalarni bajarish bilan kelish mumkin bo’lib, bunda n-1 tadan ko’p 

bo’lmagan transpozitsiyalar bilan chegaralanishi mumkin. Misol. (312546) o’rin 

almashtirishdan (631254) almashtirishga beshta: (3, 6), (3, 1), (1, 2), (2, 5), (5, 4) 

transpozitsiyalarni bajarish bilan kelish mumkin. 

1, 2, ... , n sonlarning barcha n! o’rin almashtirishlarni har keyingisi 

oldingisida bitta transpozitsiyani bajarishdan hosil bo’lgan qilib (tushirib 

qoldirmaydigan va takrorlanmaydigan), birin-ketin joylashtirish mumkin. Har bir 

transpozitsiya  o’rin almashtirishning juft-toqligini o’zgartiradi. n  2 son uchun n 

ta sondan tuzilgan o’rin almashtirishlardan juftlari soni toqlari soniga, ya’ni  !
2

1
n   ga 

teng bo’ladi. 

n ta 1, 2, ... , n  sonlar to’plamining o’ziga o’zaro bir qiymatli akslantirishiga 

(biyeksiyasiga) bu sonlarning o’rniga qo’yish yoki n-tartibli o’rniga qo’yish 

deyiladi. Shunday qilib, o’rniga qo’yishda 1 dan n gacha bo’lgan har bir songa shu 

sonlardan qandaydir biri mos keltirilgan bo’lib, ikkita har xil songa ikkita har xil son 

mos keladi. O’rniga qo’yish umumiy qavsga olingan ikkita satr ko’rinishida: yuqori 

satrda turgan har bir sonning tagida unga mos keluvchi sonni yozish bilan 

ifodalanadi. Masalan, 








436251

623451
 o’rniga qo’yishda 1  1, 2  3, 3  6, 4  2, 5 

 5, 6  4 mos keltirilganligini bildiradi. 

Sonlarning yuqori satrda joylashuviga qarab bitta o’rniga qo’yishni bir 

nechta ko’rinishda yozish mumkin. Masalan, 










3412

1234
, 









4312

2134
, 









1342

3124
, 









2341

4123
 

o’rniga qo’yishlarning barchasida 1 soni 3 ga, 2 soni 4 ga, 3 soni 1 ga, 4 soni 2 ga 

o’tganligi sababli, ular aynan bitta o’rniga qo’yishni ifodalaydi. n ta son yordamida 
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tuzilgan har bir o’rniga qo’yishni n! har xil ko’rinishlarda yozish mumkin. n ta 

sondan tuzilgan har xil o’rniga qo’yishlar soni ham n! ga tengdir. 

 Agar o’rniga qo’yishning ikkala satridagi inversiyalar yig’indisi juft bo’lsa, 

o’rniga qo’yish  juft  deb, agar inversiyalar yig’indisi toq bo’lsa, toq deb aytiladi. 

Demak, agar ikkala satrdagi inversiyalar bir xilda juft, yoki ikkalasi ham toq bo’lsa, 

o’rniga qo’yish juft, agar har xil bo’lsa o’rniga qo’yish toq bo’ladi. O’rniga 

qo’yishning juft-toqligi uning ikkita satr yordamida ko’rinishidan bog’liq emas, 

ya’ni bitta o’rniga qo’yishning har xil ko’rinishida inversiyalar juft-toqligi bir xildir. 

Masalan,  

















2314

1234

1324

3214
  o’rniga qo’yishning birinchi yozuvida to’rtta, 

ikkinchisida ikkita inversiya bor, ya’ni juft. 

 n elementdan tuzilgan juft o’rniga qo’yishlar soni toq o’rniga qo’yishlar 

soniga va demak, !
2

1
n  ga tengdir (n   2). 

 O’rniga qo’yishning juft-toqligini aniqlashning boshqa usuli ham bor. Bir 

nechta sonlar ketma-ketligida berilgan o’rniga qo’yishda birinchi son -ikkinchisiga, 

ikkinchisi-uchinchisiga va h.k oxirgisi - birinchisiga o’tsa, bu sonlar sikl deb ataladi. 

Siklni undagi sonlarni umumiy qavslarga olib yozish bilan belgilanadi. Agarda son 

yana o’ziga o’tsa, u ham bitta siklni tashkil etadi. Umumiy sonlarga ega bo’lmagan 

sikllar, o’zaro bog’liq bo’lmagan sikllar deyiladi. Har qanday o’rniga qo’yishni 

o’zaro bog’liq bo’lmagan sikllarga ajratish mumkin (yoki yoyish mumkin). 

Masalan,     345162
613542

123456









. 

 O’rniga qo’yishdagi elementlar soni n va uning yoyilmasidagi sikllar soni k 

ning ayirmasi bo’lgan d soniga, ya’ni d = n - k ga o’rniga qo’yishning dekrementi 

deyiladi. O’rniga qo’yishning juft-toqligi uning dekrementining juft-toqligi bilan bir 

xildir. Masalan:  n = 6, k = 3, d = 3  bo’lib, o’rniga qo’yish toq. n- tartibli 

ikkita o’rniga qo’yishni ketma-ket bajarishdan hosil bo’lgan o’rniga qo’yishga 
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ularning ko’paytmasi deyiladi. Masalan, agar  









31254

12345
a ,  










25314

12345
b , bo’lsa, 

u holda 









32541

12345
ab   bo’ladi. 

 Agar siklni o’rniga qo’yish deb tushunsak, u holda o’rniga qo’yishni o’zaro 

bog’liq bo’lmagan sikllarga yoyilmasiga uning shu sikllarning ko’paytmasi 

ko’rinishidagi ifodasi deb qarash mumkin. Agar 1, 2, ..., n,  sonlarning o’rniga 

qo’yishda i1 son i2 ga, i2 -- i3 ga ,... ik-1 -- ik ga (k   n), ik --i1 ga o’tib, qolgan sonlar 

o’ziga o’tsa, bunday o’rniga qo’yishga sikl yoki siklik o’rniga qo’yish deyiladi va 

(i1, i2, ..., ik) ko’rinishida belgilanadi. (i1, i2, ..., ik) va masalan, (i2, i3, ..., ik, i1) sikllar 

o’zaro tengdir. k songa siklning uzunligi deyiladi. 

Uzunligi 1 ga teng sikl ko’paytmada yozilmaydi. Masalan,  

  4576183
82157463

12345678









. Uzunligi ikkiga teng sikl transpozitsiya deyiladi. Har 

qanday o’rniga qo’yishni transpozitsiyar ko’paytmasi shaklida ifodalash mumkin. 

Masalan, (i1, i2, ..., ik) = (i1, i2) (i1, i3) ... (i1, ik). Bu ifodalanish yagona emas, har 

qanday juft o’rniga qo’yishni juft sondagi transpozitsiyalar, toq o’rniga qo’yishni 

toq sondagi transpozitsiyalar ko’paytmasi ko’rinishida ifodalash mumkin.  

2.2-misol. Agar RPOKUTME harfli o’rin almashtirishni tartib deb qarab, 

unga nisbatan KOMPUTER o’rin almashtirishining juft yoki toqligini aniqlang. 

 Yechilishi. K harfi O, P, R harflari bilan 3 inversiyani tashkil qiladi. O harfi P,  

R bilan 2 inversiyani, M  harfi P, U, T, R harflari bilan 4 ta inversiyani, P harfi R 

harfi bilan 1 inversiyani, U  harfi  R bilan 1 inversiyani, U harfi R bilan 1 inversiyani, 

T harfi  R bilan 1 inversiyani, E harfi R bilan 1 inversiyanm hosil qiladi. Hammasi 

bo’lib KOMPUTER o’rin almashtirishida 14 ta inversiya bor. Demak, bu o’rin 

almashtirish juft. ■ 

 2.3-misol.  ( 2n, 2n-2, ..., 6, 4, 2, 2n-1, 2n-3, ..., 5, 3, 1 )   (1) 

o’rin almashtirishida inversiyalar sonini toping. O’rin almashtirishi juft bo’ladigan 

n larning va toq bo’ladigan n larning umumiy ko’rinishini ko’rsating. Yechilishi. 

Inversiyalar sonini hisoblaymiz: 
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 12...)2()1(135...)32()12( nnnn  

)13(
2

1

2

)1(
 )1(

2

)1(1

2

)12(1 2 








 nn
nn

nn
n

n
n

 

bundan  n = 4k  va  n = 4 k + 3  bo’lgandagina (1) o’rin almashtirish juft bo’lishini 

ko’ramiz. ■ 

 2.4-misol. (9, 5, 1, 8, 3, 7, 4, 6, 2)  o’rin almashtirishdan  (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 

1) o’rin almashtirishga o’tish mumkin bo’lgan transpozitsiyalarni ko’rsating. 

 Yechilishi. Bu transpozitsiyalar quyidagilardan iboratligini ko’rish qiyin 

emas. (5, 8), (1, 7), (5, 6), (3, 5), (1, 4), (1, 3), (2, 1). ■  

 

2.3. -n tartibli determinantning ta’rifi 

 

n - tartibli determinant deb quyidagi simvol bilan belgilangan sonni ataymiz: 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

D









21

22221

11211

  

          

n-tartibli determinant yoki  n > 1 da  A  matritsaning determinanti deb, shu 

matritsaning elementlaridan quyidagi formula yordamida hosil qilingan songa 

aytiladi:  



nnnn

n

n

n

ij

aaa

aaa

aaa

aAA

...

............

...

...

det

21

22221

11211

1
 

   

nnn nkkk
k

jijiji
tS aaaaaa ...)1(...)1(

212211 21 . 

Bunda birinchi to’rtta ifoda determinantning belgilanishi; birinchi summa o’zaro 

teng bo’lmagan barcha 










n

n

jjj

iii

...

...

21

21
,     (*) 
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o’rniga qo’yishlar bo’yicha olinib, bunda s – yuqori satrdagi  inversiyalar soni,  

t –  quyi satrdagi inversiyalar soni,  ikkinchi summa  barcha (k1, k2, ..., kn) o’rin 

almashtirishlar bo’yicha olinib, k - bu o’rin almashtirishdagi inversiyalar soni. Bu 

ikki summa aynan tengdir. Summalardagi qo’shiluvchilar determinantning hadlari 

deyiladi; determinantning  har bir hadi – matritsaning har bir satridan bittadan, har 

bir ustunidan bittadan olingan  n ta elementlar ko’paytmasiga teng bo’lib, agar (*) 

o’rniga qo’yish juft bo’lsa, bu ko’paytma o’z  ishorasi bilan, agar o’rniga qo’yish 

toq bo’lsa, teskari ishora bilan olinadi. Birinchi tartibli determinant o’zining yagona 

elementiga teng. n-tartibli determinantning barcha elementlari soni n! ga teng. A 

matritsaning elementlari, satrlari, ustunlari mos determinantning  elementlari, 

satrlari, ustunlari deb ataladi.  

n -tartibli determinant n  ta satr, n  ta ustun va 2n   ta elementga ega,  bunda 

nnaaaa ,...,,, 332211  elementlar birinchi ( bosh) diagnolni , 11,21 ,..., nnn aaa   elementlar 

esa ikkinchi (yordamchi) diagonalni tashkil etadi. 
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3-ma’ruza. Determinantning xossalari 

 

3.1. Determinantning asosiy xossalari 

10. Determinantda hamma satrlar mos ustunlar qilib yozilsa, ya’ni 

transponirlanganda, determinatning qiymati o’zgarmaydi, ya’ni 

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

  .     (3.1) 

Isboti. Bu xossani isbot etish uchun (3.1) tenglikning  to’g’riligini ko’rsatish 

yetarli. Ammo (3.1) dagi har ikki determenantni uchburchak qoidasini qo’llab 

hisoblasak, bir xil natijaga kelamiz. ■ 

20. Determinantning biror satridagi (yoki biror ustunidagi) barcha elementlar 

nolga teng bo’lsa, bunday determinant nolga teng bo’ladi, ya’ni 

333231

131211

000

aaa

aaa

= 0,   

0

0

0

3231

2221

1211

aa

aa

aa

=0.    (3.2) 

Isboti. (3.2) ni har ikki determenantni uchburchak qoidasini qo’llab 

hisoblasak,  har  bir hadida  nol qatnashadi. Bunday determinant qiymati nolga teng 

bo’ladi. ■ 

30. Determinantda istalgan ikki satrni (yoki ikki ustunni) o’zaro almashtirsak, 

determinantning faqat ishorasi o’zgaradi. 

Isboti. Bu  xossaning to’g’riligiga berilgan determenantga va undan ikki satr 

yoki ikki ustunning o’rnini almashtirishda hosil bo’lgan determinantga uchburchak 

qoidasini bevosita qo’llash bilan ishonch hosil qilish mumkin. Jumladan, 1-va 3- 

ustunlarning o’rnini almashtirsak, Ushbu  

313233

212223

111213

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

  

tenglikka ega bo’lamiz. ■ 
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40. Determinantning ikkita satri (yoki ikkita ustuni) teng bo’lsa, bu 

determinant nolga teng bo’ladi. 

Isboti. (3.1) determinantning 1- va 2- satri elementlari mos ravishda bir-

biriga teng bo’lsin, 



333231

131211

131211

aaa

aaa

aaa

. 

Shu determinantdagi bu satrlar o’rinlarini amlashtiramiz. U vaqtda, bir tomondan, 

30-xossaga asosan, determinantning qiymati o’z ishorasini o’zgartiradi. Lekin 

ikkinchi tomondan, o’zaro almashtirilayotgan satrlar bir xil bo’lgani uchun ularni 

o’zaro almashtirish determinant qiymatini o’zgartirmaydi. Demak,    

tenglikka egamiz, bundan 02   yoki 0  kelib chiqadi. Determinantning 

elementlari teng ikki ustunining o’rinlarinialmashtirishga tegishli mulohazalar ham 

shunga o’xshash yuritiladi. ■ 

 50. Determinantning ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarini biror o‘zgarmas  k

soniga  ko‘paytirilsa,  determinantning qiymati ham k  ga ko‘paytiriladi.   

 Isboti. (3.1) determinantning birinchi satri elementlarini  k  ga ko‘paytirib  

determenantni uchburchak qoidasini qo’llanib hisoblaymiz: 



333231

232221

131211

1

aaa

aaa

kakaka

 312213322113312312332211 aakaaakaaakaaaka  

 332112322311 aakaaaka  k

aaa

aaa

aaa

k

333231

232221

131211

. 

Demak, determinantnin satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning 

umumiy ko’paytuvchisini determinant belgisi ostidan chiqarish mumkin. ■ 

60. Biror satridagi barcha elementlari boshqa bir satrining mos elementlariga 

proporsional bo’lgan determinant nolga tengdir. Xuddi shundayxossa ustunlar uchun 

ham o’rinli. 
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Isboti. (3.1) determinintning, masalan, birinchi satri elementlari uning 

uchinchi satri elementlari bilan proporsional, ya’ni 331332123111 ,, kaakaakaa   

munosabatlar o’rinli bo’lsin deylik. Bu munosabatlardan foydalanib, quyidagiga ega 

bo’lamiz: 

00

333231

232221

333231

333231

232221

333231

333231

232221

131211

 k

aaa

aaa

aaa

k

aaa

aaa

kakaka

aaa

aaa

aaa

. 

Oxirgi determinantning birinchi va uchinchi satrlari elementlari bir hil bo’lgani 

uchun 40-xossaga ko’ra uning qiymati nolga teng. Qolgan hollarda ham mulohazalar 

shu kabi yuritiladi. ■ 

70. Agar determinantning  i-satridagi barcha elementlar m  ta qo’shiluvchidan 

iborat bo’lsa, u holda bu determinantni m  ta determinantlarning yig’indisi 

ko’rinishida ifodalash mumkin bo’lib, bunda ularning i -dan farqli barcha satrlari 

berilgan deteminantdagidek, i - satri esa birinchi determinantda birinchi 

qo’shiluvchilardan ikkinchisida - ikkinchilaridan va h.k. tuzilgandir.  Xuddi 

shunday, ustunlar uchun ham o’rinlidir. Xususiy holda bitta satrga boshqa bir satrni 

(ustunni) qo’shish (yoki undan ayirish) mumkin, ya’ni 









333231

232221

131211

adaa

acaa

abaa



333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

3331

2321

1311

ada

aca

aba

. 

 

80. Agar determinantning hech bo’lmaganda bitta satri boshqa satrlari orqali 

chiziqli bog’langan bo’lsa, bu determinant nolga tengdir. Aksincha, agar  n- tartibli  

 2n  determinant nolga teng bo’lsa, u holda uning hech bo’lmaganda bitta satri 

boshqa satrlari orqali chiziqli ifodalangan bo’ladi. Xuddi shunday ustunlar uchun 

ham o’rinlidir.  

90. Determinantda biror ustun (satr) ning hamma elemntlarini bitta k  songa 

ko’paytirib, bu ko’paytmalarni boshqa ustun (satr) ning mos elementlariga qo’shsak, 

determinantning qiymati o’zgarmaydi. 
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Isboti. (3.1)  determinintning bininchi satri elementlarini k  ga ko’paytirib, 

ikkinchi satri elementlariga mos ravishda qo’shaylik (boshqa hollar uchun ham isbot 

shunga o’xshash bo’ladi). Ko’rilayotgan holda 

333231

132312221121

131211

aaa

kaakaakaa

aaa

 . 

Bu determinant qiymatini 
~

 deb belgilaylik. Biz 
~

 ekanini ko’rsatishimiz 

lozim. Determinintning  60 - va 70-xossalarga ko’ra, qo’yidagiga ega bo’lamiz: 

 0
~

333231

131211

131211

333231

232221

131211

aaa

mamama

aaa

aaa

aaa

aaa

.■ 

 

3.2. Minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalari.  

Laplas teoremasi 

3.1–ta’rif. n - tartibli D  determinantning istalgan k   ta satri va k  ta 

ustunlarini ajrataylik. Bu satrlar va ustunlarning kesishgan joylaridagi elementlarni  

D  determinantdagidek tartibda olib, ulardan k - tartibli M  determinantni tuzsak, u 

D  ning k- tartibli minori deb ataladi. 

3.2–ta’rif.  D  determinantda ajratilgan k  ta satr va k  ta ustunni o’chiraylik. 

D  ning qolgan elementlarini shu D  dagidek tartibda olib, ulardan  kn  tartibli 

M  determinantni tuzsak, u, M  ga qo’shma minor deyiladi. 

 3.1-misol. Ushbu 

5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

D   

 determinantda 1- va 5- satrlarni, 3 va 4- ustunlarni ajratib minor va qo’shma 

minorlarni tuzing. 
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Yechilishi. Berilgan determinantning 1- va 5- satrlarni, 3 va 4- ustunlarni  

kesishgan joylaridagi elementlarni ajratamiz. Budan 2- tartibli   

5453

1413

aa

aa
M   

minor  tuziladi. Bu ajratilgan satr va ustunlarni o’chirsak, qolgan elementlardan 

ushbu  

454241

353231

252221

aaa

aaa

aaa

M   

qo’shimcha minor hosil bo’ladi. ■ 

3.3- ta’rif. Ushbu    

kk  


...,... 2121)1(  

darajaning M  qo’shimcha minorga ko’paytmasi k- tartibli M  minorning algebraik 

to’ldiruvchisi (yoki M  minorga mos algebraik to’ldiruvchi) deb ataladi, bunda 

kk βββ ,...,,  ва  ,...,, 2121   mos ravishda, D   determinantning M  minorga 

tegishli satr va ustunlarining raqamlarini bildiradi. 

Algebraik to’ldiruvchi, odatda,  A  harf bilan belgilanadi. Ta’rifga muvofiq: 

MA kk 
  ...... 2121)1( . 

ko’rinishda yoziladi. 

Agar  M  minor bitta elementdan iborat, ya’ni klaM    bo’lsa, unga mos 

algebraik to’ldiruvchini klA   bilan belgilaydilar. Bu holda  

kl
lk

kl MA  )1( . 

      3.1-misoldagi  
5453

1413

aa

aa
M   minorning algebraik to’ldiruvchisi 

454241

353231

252221

454241

353231

252221

4351)1(

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

A  
  

bo’ladi. 
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       3.1-lemma. M  minorning istalgan hadini shu minorga mos A  algebraik 

to’ldiruvchining istalgan hadiga ko’paytirsa, D determinantning hadi hosil bo’ladi. 

 3.1-teorema (Laplas).  n - tartibli D determinantda istalgan k  ta satr (yoki 

ustun) ni ajratamiz )1( nk  . Bu ajratilgan satr (yoki ustun) larning elementlaridan 

tuzilgan hamma k - tartibli minorlarni o’z algebraik to’ldiruvchilari  ko’paytirib 

natijalarni qo’shsak, yig’indi D determinantga teng bo’ladi. 

3.2-misol. Ushbu 

1321

2450

5231

4312






   

    

     

D  

5- tartibli determinantni 2-tartibli minorlar bo’yicha yoyib hisoblang.  

Yechilishi. Determinantda, masalan, 1 va 2 satrlarni ajratsak, ularning 

elementlaridan, hammasi bo’lib 6
!2!2

!42
4 C  ta 2- tartibli  minor tuziladi. Laplas 

teoremasiga asosan quyidagini hosil qilamiz: 





































)2(11)23(14)1(1107
21

50
)1(

52

43

31

40
)1(

53

41

11

20
)1(

23

31

32

45

)1(
51

42

12

25
)1(

21

32

13

24
)1(

31

12

3221

42213221

412131212121D

 

3721152822322170)5(2347  .■ 

3.3. Determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish 

Agar Laplas teoremasisida 1k  bo’lsa, ya’ni D  determinantda bitta satr 

ajratilsa, u vaqtda tMMM ,...,, 21  minorlar, birinchi tartibli minorlar sifatida, satrning 

elementlaridan iborat bo’ladi. 

Masalan, bu minorlar , i -satrning  inii aaa ,...,, 21   elementlarini bildirsa, u 

vaqtda tAAA ,...,, 21  algebraik to’ldiruvchilar bu elementlarning      

inii AAA ,...,, 21  
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algebraik to’ldiruvchilariga aylanadi va Laplas teoremasiga ko’ra,  

               ininiiii AaAaAaD  ...2211                              (3.3) 

ko’rinishni oladi. Bu (3.3) tenglik D determinantning i satr elementlari bo’yicha 

yoyilmasi deyiladi. 

Agar minorlar  j–ustunning njjj aaa ,...,, 21 elementlarini ifodalasa, u holda 

Laplas teorimasiga ko’ra D determinantning qiymati 

                           njnjjjjj AaAaAaD  ...2211                       (3.4) 

bo’ladi. Bu (3.4) tenglikka D determinantning j-ustun elementlari bo’yicha 

yoyilmasidir. 

 3.3-misol. Ushbu 

603

501

221 

  determinantni  ikkinchi va uchinchi ustun 

bo’yicha hisoblang. 

Yechilishi. Berilgan   determinantni (1.9.2)-formula bo’yicha hisoblaymiz: 

      18
01

21
16

03

21
15

03

01
12

333231



, 

      18
51

21
10

63

21
10

63

51
12

232221









. 

Demak, berilgan   determinantnng qiymati bir xil chiqdi. ■ 

3.2-teorema. Determinantda i- satr  ( yoki j- ustun) ning ija   dan boshqa, 

hamma elementlari nolga teng bo’lsa, bu determinant o’sha ija  element bilan unga 

mos algebraik to’ldiruvchining ko’paytmasiga teng bo’ladi, ya’ni   

ijijAaD  . 

3.2-teoremaga asosan, ushbu 125
61

14
)1(5

161

500

314
32 






  ,  determinantni 

hisoblash engil. 
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3.3–teorema. D determinantning bitta satri (yoki ustuni) dagi hamma 

elementlarini boshqa satr (ustuni) dagi mos elementlarining algebraik 

to’ldiruvchilariga ko’paytirib, natijalarni qo’shsak, yig’indi nolga teng bo’ladi, ya’ni 

).(0...

),(0...

2211

2211

tsAaAaAa

jiAaAaAa

ntnststs

jninjiji




 

3.4–teorema. D determinantning bitta satri (yoki ustuni) dagi hamma 

elementlarini shu  satr (ustuni) dagi mos elementlarining algebraik to’ldiruvchilariga 

ko’paytirib, natijalarni qo’shsak, yig’indi D determinantga teng bo’ladi, ya’ni 

....,... 22112211 DAaAaAaDAaAaAa nsnsssssininiiii   
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4-ma’ruza. 

Matrisa rangi. Matrisa rangini hisoblash usullari 

 

4.1.Matrisa rangi.  

4.1-tarif. Matrisa rangi dyeb, uning noldan farqli minorlari tartibining eng 

kattasiga aytiladi va u  Ar   yoki  Arang  kabi belgilanadi. 

Agar A matrisaning rangi r ga tyeng bo’lsa bu narsa A matrisada hyech 

bo’lmaganda bitta noldan farqli r tartibli minor birligini, biroq  r dan katta tartibli 

har qanday minor nolga tyengligini anglatadi. 

A matritsada noldan farqli aqalli bitta  s   tartibli minor mavjud bo’lib, shu A 

dagi s  dan yuqori tartibli hamma minorlari nolga teng bo’lsa, A ning rangi s  ga 

teng, ya’ni  rangA= s   bo’ladi. 

 Agar A matritsaning 2 va undan yuqori tartibli minorlari nolga teng bo’lsayu, 

lekin A da aqalli bitta element noldan farqli bo’lsa, A ning rangi 1 ga teng, ya’ni  

rangA=1  bo’ladi. 

 Agar A matritsaning hamma elementlari nollardan iborat bo’lsa, bu 

matritsaning rangi 0 ga teng, ya’ni  00  rangErangA   bo’ladi. 

 4.1-teorema. Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o’zgartirmaydi.  

 4.2-teorema. Agar A matritsaning rangi s  ga teng bo’lsa, rangni aniqlovchi 

D  minorga kirgan satrlar (ustunlar) orqali A ning qolgan har bir satri (ustuni) 

chiziqli ifodalanadi. 

 4.3-teorema. Agar matritsada noldan farqli s -tartibli D  minor mavjud bo’lib, 

bu minorga kiruvchi satrlar (ustunlar) orqali A ning qolgan har bir satri (ustuni) 

chiziqli ifodalansa, A ning rangi s  ga teng bo’ladi. 

 4.4-teorema. To’g’ri burchakli A matritsaning noldan farqli minorlarning eng 

yuqori tartibi shu matritsaning rangiga teng. 

Matrisa rangini aniqlashda odatda, ko’p sondagi dityerminantlarni 

hisoblashga to’g’ri kyeladi. Bu ishni osonlashtirish uchun maxsus usullarni 

bayonidan oldin matrisaning elyemyentar almashtirishlarini kyeltiramiz: 
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4.1.. Elementar almashtirishlar. 

 4.2–ta’rif. Matritsani elementar almashtirishlar deb, 

1. Transponirlashni; 

2. Istalgan ikki satr (ikki ustun) ni o’zaro almashtirishni; 

3. Istalgan satr (ustun) ning elementlarini noldan farqli har qanday  songa 

ko’paytirishni; 

4. Bir satr (ustun) ning elementlarini istalgan  songa (  bo’lishi ham 

mumkin) ko’paytirib, boshqa satr (ustun) ning mos elementlariga qo’shishni 

aytamiz. 

5. Matrisada, barcha elyemyentlari nol bo’lgan satrini tashlab yuborish; 

Agar B  matritsa A  matritsaning satrlari (yoki ustunlari) ni bir necha  

marta ketma-ket elementar almashtirishlar yordamida olingan bo’lsa, u holda  A 

matritsa  B  matritsaga ekvivalent deyiladi va  A  B  ko’rinishda yoziladi. 

Ekvivalyent matrisalar umuman aytganda bir- biriga tyeng emas lyekin ularning 

ranglari tyeng bo’lishidan foydalanish mumkin. 

 Masalan, ushbu      matritsalar ekvivalentdir. 

Haqiqatan ham, 2 satrni 1 satrga qo’shamiz,   

satrga 2 satrni –1 ga ko’paytirib, 1 satrni 2 satrga qo’shamiz; 

 

1 satrni –1 ga ko’paytirib 2 satrni qo’shamiz. 

  

Teorema. Elementar almashtirishlar matrisaning rangini o’zgartirmaydi. 

 Matrisa rangi uchun quyidagi xossa o’rinli: 

10.      BrangArangBArang  ; 

20.       BrangArangBArang ,min ; 

30.        ABCrangBrBCrangBArang  . 

m

m 0m











43

21
A 










21

43
В




















43

64

43

21
A

В



























21

43

21

64

43

64
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4.2. Matrisa rangini hisoblashning minorlar usuli. Ekvivalent 

almashtirishlar yordamida matrisa rangini hisoblash 

 

4.1-misol. Xashiyalavchi minor yordamida quyidagi matrisaning rangini 

topig 























28121

71542

42321

. 

 Yechilishi. Xoshiyalavchi minor yordamida  bu matrisaning rangini 

hisoblaymiz. Matrisaning chap burchagidagi  birinchi tartibli minor noldan farqli 

1 ≠ 0.  Uning xoshiyalavchi  ikkinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz: 

0
42

211
2 




M ,      01

52

312
2 M . 

2
2M  minorni saqlagan xoshiyalavchi uchinchi tartibli minorni hisoblaymiz: 

0

811

152

231





 va 0

211

752

431

 . 

Uchinchi tartibli minorlarning barchasi nolga teng. Demak, berilgan matrisaning 

rangi  rangA=2. ■ 

4.2-misol. Elemintar almashtirishlar yordamida quyidagi matrisaning rangini 

toping 

 























53165

31343

23532

. 
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Yechilishi. Biz qo'shni matritsalarni ~ ekvivalentlik belgisi bilan birlashtirib, 

bosqichma-bosqich shaklga olib keladigan elementar almashtirishlar yordamida 

ushbu matritsaning rangini hisoblaymiz. 

Ikkinchi satrdan  birinchi satrni ayiramiz va  satrlarning o’rinlarini 

almashtiramiz: 























53165

23532

12211

~ 

Ikkinch satrdan uchinchi satrni ayiramiz va mos ravishda 2 va 5 ga ko’paytiramiz: 

~ 






















07910

07910

12211

 ~ 

Uchinchi satrdan ikkinch satrni ayiramiz 

~ 




















00000

07910

12211

. 

Demak, matritsaning ranggi ikkitadir. 

Olingan matritsa osongina kanonikka  ko’rinishga olib keladi. Birinchi 

ustunni chiqarib, tegishli sonlar bilan ko'paytiriladi, quyidagilardan, birinchi 

qatordan tashqari birinchi satrning barcha elementlarini nolga aylantiramiz va 

boshqa satrlarning elementlari o'zgarmaydi. Keyin, ikkinchi ustunni chiqarib, 

quyidagi raqamlarga ko'paytiramiz, ikkinchisidan tashqari ikkinchi satrning barcha 

elementlarini nolga aylantiramiz va kanonik matritsani olamiz: 

















00000

00010

00001

. ■ 
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5-ma’ruza.  

Teskari matrisa. Teskari matrisani hisoblash usullari 

  

5.1. Teskari matrisa haqida tushuncha 

 5.1–ta’rif. Agar n  tartibli A  va B  kvadrat matrisalar orasida 

EEBAAB ( – birlik matrisa) munosabat o’rinli bo’lsa, u holda B  matrisani A  

matrisaga (va aksincha) teskari matrisa deyiladi. 

 A  matrisa uchun teskari  matrisasini 1A  orqali belgilanadi. U holda o’zaro 

teskari matrisalar uchun ushbu munosabat o’rinli: 

EAAAA   11 . 

 Berilgan kvadrat matrisaga teskari matrisa har doim ham mavjud  

bo’lavermaydi. Bunday matrisa mavjud bo’lganda uni topish ko’p masalalarni hal 

etishda muhim ahamiyat kasb etadi. 

 5.2–ta’rif. Agar A  kvadrat matrisaning determenanti nolga teng bo’lsa, u 

holda A  matrisani maxsus, aks holda, maxsusmas matrisa deyiladi. 

 5.1-teorema. Ixtiyoriy maxsusmas matrisa uchun unga teskari matrisa 

mavjud. 

 Isboti. Faraz qilaylik, ][ ijaA   matrisa n  tartibli kvadrat matrisa bo’lib, 

0det  AD  bo’lsin. A matrisaning ),...,2,1,( njiaij   elementlariga mos 

keluvchi algebraik to’ldiruvchilardan tuzilgan ushbu matrisani qaraymiz: 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...

...................

...

...

~

21

22221

11211

. 

 Agar  bu matrisani transponirlasak, 
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



















nnnn

n

n

T

AAA

AAA

AAA

A

...

......................

...

...

~

21

22212

12111

 

matrisaga ega bo’lamiz. TA
~

 matrisani odatda A
~

 matrisaga qo’shma matrisa 

deyiladi. Qo’shma matrisaning barcha elementlarini A  matrisaning determinantiga 

bo’lib, qo’yidagi matrisani hosil qilamiz: 

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

B

nnnn

n

n

det
...

detdet

..............................

det
...

detdet

det
...

detdet

21

22212

12111

 . 

 Hosil bo’lgan bu B  matrisani A  matrisaga teskari ekanini, ya’ni 1 AB  

ekanligini isbot qilamiz. Buning  uchun determinantning xossalariga asoslanib, A  

va B  matrisalarning ko’paytmasini hisoblaymiz: 

















































0...00

...........

0...10

0...01

...

.......................

...

...

...

..................

...

...

21

22212

12111

21

22221

11211

nnnn

n

n

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

aaa

aaa

aaa

AB . 

 Demak,  1 AB . Bundan A
D

A
1

det 1   ekani kelib chiqadi. ■ 

Eslatmalar.   

1. Berilgan maxsusmas A  matrisa uchun uning teskari 
1A  matrisasi 

yagonadir. 

2. Maxsus kvadrat matrisa uchun teskari matrisa mavjud emas. 

5.1-misol.Ushbu 



47 
 



















653

542

321

A  

matrisa uchun teskari matrisani topaylik.  

Yechilishi.Buning uchun avval Adet  determinantni tuzamiz va  uni 

hisoblaymiz. 

01

310

100

321

553

542

321

det 



 AD  

 Demak, A  maxsusmas matrisa. 

 Endi qo’shma matrisani tezamiz. Buning uchun A  matrisaning satr 

elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini topamiz va ularni mos ravishda 

ustunlarga joylashtiramiz: 

,1)2351(,23452

,3)3361,3)3562(

,3)5362(,15564

3231

2221

1211







AA

AA

AA

 

02241

1)2315(

24352

33

23

13







A

A

A

 

 Shunday  qilib, 

























012

133

231
~TA  

 Nihoyat, A  ning barcha elementlarini 1 =-1 ga bo’lamiz, u holda 

teskari matrisa ushbu ko’rinishga ega bo’ladi: 

























012

133

231
1A . 

 Tekshirish ko’rsatadiki, EAA  1 . Haqiqatan,  
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E

AA

























































































100

010

001

06)1(523)1(635)3(326)3(513

05)1(422)1(534)3(225)3(412

03)1(221)1(332)3(123)3(211

912

133

231

653

542

321
1

 

 Shu yo’l bilan EAA 1  ekanini isbotlash mumkin. ■ 

 

5.2. Ekvivalent almashtirishlar yordamida teskari matrisani hisoblash 

 

 Teskari matrisa quyidagi xossalarga ega: 

10. Teskari matrisaning determinanti berilgan matrisa determinantining  

teskari qiymatiga teng, ya’ni 
A

A
det

1
)det( 1  . 

 20. Kvadrat matrisalar ko’paytmasi AB  uchun  teskari ikkinchi B  matrisaga 

teskari matrisaning birinchi A  matrisaga teskari matrisaga ko’paytmasiga teng, 

ya’ni  

111)(   ABAB . 

 30. Transponirlangan teskari matrisa berilgan transponirlangan matrisaning 

teskarisiga teng, ya’ni 

11 )()(   TT AA . 

 40. Teskari  matrisaning teskarisi berilgan matrisaning o’ziga teng, ya’ni  

AA  11)( . 

22  o’lchamli matrisa uchun teskari matrisa quy’dagicha aniqlanadi.  

Agar 









dc

ba
A  va 0 bcad  bo’lsa, u holda 
















ac

bd

bcad
A

11
 

bo’ladi. 
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5.2-misol. Elimentar  satrlarni almashtirish yordamida  А-1  teskari matrisani 

toping: 

. 

 Yechilishi. Matrisani ko’rinishda yozamiz: 

 

 

 Shunday qilib, izlangan  teskari matrisa ko’rinishda bo’ladi: 

.■ 

 

























153

132

543

А

















































 























1331320

032710

011411

100153

010132

011411

100153

010132

001543

21 RR

.

131100

7185010

11298001

131100

7185010

4113011

131100

032710

011411

23 2



































































 



 RR

























131

7185

11298
1A
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6-ma’ruza.  

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi va  

ularni yechish usullari. 

 

Yuqoridagi paragraflarda chiziqli algebraning asosiy tushunchalaridan bo‘lgan 

matritsalar, determinantlar va ularning asosiy xossalarini o‘rgandik. Endi ular 

asosida chiziqli algebraik tenglamalar sistemalarini batafsil o‘rganamiz. 

6.1. Chiziqli tenglamalar sistemasi. Kroneker-Kapelli teoremasi. n  

noma’lumli m  ta chiziqli tenglamalar  sistemasi berilgan bo’lsin: 

                          



















,...

.........................................

,...

,...

2211

22222121

1212111

mnmnmm

nn

nm

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                         (6.1) 

bunda tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik, teng yoki undan katta 

),, nmnmnm   bo’lishi mumkin. (6.1) tenglamalar  sistemasida ija  - 

koeffisiyentlar ix -noma’lumlar, ib -ozod hadlar ),...,2,1,,...,2,1( njmi   deyiladi. 

 6.1-ta’rif. Agar nxxx ,...,, 21  noma’lumlarga berilgan n ,...,, 21  qiymatlarni 

qo’yganda  (6.1) sistemasining hamma tenglamalarini qanoatlantirsa, n ,...,, 21  

sonlar to’plami (6.1) sistemaning yechimi deyiladi.  

(6.1) tenglamalar  sistemasi koeffisiyentlaridan tuzilgan ushbu 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....................

...

...

21

22221

11211

 

matrisani va A matrisada unga ozod hadlar ustunini qo’shish bilan hosil qilingan 

ushbu 























mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

B

...

...........................

...

...

21

222221

111211
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matrisani qaraymiz. A  matrisa (6.1) tenglamalar sistemasining matrisasi  yoki asosiy 

matrisasi, B  esa kengaytirilgan matrisasi deyiladi. Bu matrisalarning ranglari 

rangBrangA    tengsizlik bilan bog’langanligi ravshan. 

 Agar chizqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo’lsa, u birgalikda, agar 

yechimga ega bo’lmasa, u birgalikda emas deyiladi. 

 Birgalikda chiziqli tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo’lsa, u 

aniqlangan, agar cheksiz ko’p yechimlarga ega bo’lsa, u aniqmas sistema deb 

ataladi. 

 Agar ikkita birgalikdagi tenglamalar sistemasidan birining har bir yechimi 

ikkinchisining yechimi va aksincha, ikkinchisining har bir yechimi birinchisining 

yechimi bo’lsa, bu sistemalar teng kuchli sistemalar deb ataladi. 

 Quyidagi almashtirishlar tenglamalar sistemasidan  unga teng kuchli 

sistemaga o’tkazishni isbotlash mumkin: 

1. Istalgan ikkita tenglamaning o’rinlarini almashtirish; 

2. Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan farqli istalgan 

songa ko’paytirish; 

3. Sistema tenglamalardan birining ikkala tomoniga boshqa bir 

tenglamaning istalgan haqiqiy songa ko’paytirilgan mos qismini qo’shish. 

Endi (6.1) chiziqli tenglamalar sistemasining yechilishi alomatini qaraymiz. 

6.1-teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). (6.1) chiziqli tenglamalar 

sistemasi birgalikda bo’lishi uchun, asosiy matrisa bilan kengaytirilgan matrisaning 

ranglari teng, ya’ni rangBrangA   bo’lishi zarur va  yetarlidir. 

 (6.1) sistemani tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga oshiriladi. 

Tekshirish:  (6.1) sistema  asosiy  va  kengaytirilgan  matritsalarining  ranglari  

topiladi. Bunda: 

 1. Agar     ArangBrang  )  bo‘lsa, (6.1)  sistema birgalikda bo‘lmaydi;  

 2. Agar      nArangBrang  , ya’ni  (6.1) sistemaning rangi uning 

noma’lumlari  soniga teng bo‘lsa, (6.1) sistema birgalikda va aniq bo‘ladi;  
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 3. Agar      nArangBrang    bo‘lsa, sistema birgalikda va aniqmas 

bo‘ladi. 

 

6.2.  Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning  

Kramer usuli 

 

 n  ta nomalumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasi deb, ushbu  

              



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

..........................................
              (6.2 ) 

 ko‘rinishdagi chiziqli tenglamalarning chekli to‘plamiga aytiladi. Bunda 

 njiaij ,1,   sonlar berilgan sistemaning koeffitsientlari,  nibi ,1  esa, sistemaning 

ozod hadlari deyiladi. Bu (6.1) sestemadagi noma’lumlarning koeffisiyentlaridan n

- tartibli ushbu detrminantni tuzamiz: 

                                 

nnnsnn

ns

ns

aaaa

aaaa

aaaa

D







21

222221

111211

..............................
                                       (6.3) 

Bu determinant (6.2) sistemaning  determinanti deyiladi. Bunda ikki hol bo’lishi 

mumkin:  0D  va 0D . Biz hozircha 0D  bo’lgan holni ko’raylik. 

(6.2) sistemaning birinchi tenglamasini sA1  ns ,1  algebraik to’ldiruvchiga, 

ikkinchisini sA2 ga,..., n–sini nsA  ga ko’paytirib, natijalarni hadlab qo’shamiz: 

                   

.

)(

................................................

)(

)(

2211

2211

22222112

11221111

nnss

nnsnnsnsn

nsnss

nsnss

AbAbAb

xAaAaAa

xAaAaAa

xAaAaAa



















                        (6.4) 

5-mavzudagi determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish, 5.5- va 5.6-

teoremalarga asosan,  



53 
 

                      DAaAaAa nsnsssss  ...2211                            (6.5)    

bo’lib,  

                  )(0...2211 skAaAaAa nsnksksk                         (6.6)  

ko’rinishidagi hamma yig’indilar nolga teng.  

Demak, (6.5)  va (6.6)  ga asosan,  (6.4)  tenglikdan 

                     nsnsss AbAbAbxD  ...2211                           (6.7)  

shaklini oladi. (6.7)  tenglikning o’ng tomonidagi yig’indini (6.5)  bilan solishtirib, 

D determinantning s - ustundagi  nsss aaa ,...,, 21   elementlarini, mos ravishda, 

nbbb ,...,, 21  ozod hadlar bilan almashtirsa, determinant kelib chiqadi. Shunday 

qilib, bu determinant quydagi  

nnsnnsnnn

nss

nss

s

aabaaa

aabaaa

aabaaa

D







1,1,21

21,221,22221

11,111,11211

..................................................







                           

ko’rinishga ega bo’ladi. 

      Demak, (6.7)  ni  ss DxD  shaklda yozib, bundan 

                             ),...,2,1( ns
D

D
x s

s                             (6.8)  

tengliklarga ega bo’lamiz. Bu tengliklar Kramer qoidasi deyiladi. 

6.2-teorema. Agar (6.2) sistemaning (6.3) determinanti noldan farqli bo’lsa, 

ya’ni 0D , u holda bu (6.2) sistema yechimga ega va bu yechim yagonadir. Bu 

yechim (6.8)  formulalar bo’yicha, ya’ni Kramer qoidasi bo’yicha hosil qilinadi. 
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7-ma’ruza.  

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini  yechishning matrisa, Gauss 

va Gauss-Jordan usullari 

 

7.1. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Gauss va 

Gauss-Jordan usullari 

Bizga m  nomu’lum n ta chizikli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin, ya’ni 

             



















nmnmnn

mm

mm

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

..........................................
                        (7.1) 

(7.1) sistemaning noma’lumlarini ketma-ket yo’qotish usuli yoki Gauss usuli bilan 

yechimini topamiz. Noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish bilan berilgan sistema 

uchburchak shaklga kelib qoladi. 

  Agar (7.1) sistemadagi biror tenglamani ikkinchisiga qo’shganda yoki har 

qanday haqiqiy songa ko’paytirganda, (7.1) sistemaga ekvivaliyent tenglamalar 

sistemasiga ega bo’lamiz. Faraz qilaylik, (7.1) dagi 011 a  bo’lsin. (7.1) 

sistemadagi birinchi tengalamani 11a  ga bo’lamiz. U holda  

                      
11

1

11

1
3

11

13
2

11

12
1

a

b
x

a

a
x

a

a
x

a

a
x n

n                                (7.2) 

hosil qilingan (7.2) tenglamaga 13121 ,...,, naaa   sonlarni ketma-ket 

ko’paytirib sistemaning tenglamalariga qo’shamiz, u holda ushbu 

         























,          

............................................

,          

,          

,

2

33232

22212

11212111

nmnmn

mm

mm

mm

dxcxc

dxcxc

dxcxc

bxaxaxa









                         (7.3) 

sistemaga ega bo’lamiz. (7.3) tenglamalar sistemasi (7.1) sistemasiga ekvivaliyent 

ekanligi bizga ma’lum. 
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 Bunda birinchi tenglamaga mutlaqo tegmaymiz va (7.3) sistemaning birinchi 

tenglamasidan tashqari barcha tenglamalaridan iborat qismini almashtirish kerak 

deb hisoblaymiz. Bunda bu tenglamalar ichida chap tomonlarining barcha 

koeffisiyentlari nolga teng bo’lgan tenglamalar mavjud emas deb hisoblaymiz, 

albatta, bunday tenglamalarni, agar ularning ozod hadlari ham nolga teng bo’lsa, 

tashlab yuborgan bular edik, aks holda esa sistemaning birgalikda emasligini isbot 

qilgan bular edik. 

 Shunday qilib, 2,...,3222, nccc   koeffisentlar orasida noldan farqlilari bor; aniqlik 

uchun 022 c   deb qabul qilamiz. (7.3) sistemaning ikkinchi tenglamasining hamma 

hadlarini 22c  ga bo’lamiz, so’ngra uni mos ravishda 23222 ,..., nccc    sonlarga 

ko’paytirib uchinchi, turtinchi va boshqa tenglamalarga qo’shamiz, u holda 

                    























,                     

...................................                     

,                     

,           

,

33

33333

22323222

11313212111

nmnmn

mm

mm

mm

qxpxp

qxpxp

dxcxcxc

bxaxaxaxa









                      (7.4) 

sistemaga ega bo’lamiz. 

 Agar bu tenglamalardan biri noldan farqli ozod hadga ega bo’lib, chap 

tomonidagi barcha koeffisiyentlari esa nolga teng bo’lgan sistemaga ega bo’lib 

qolsa, u holda bu sistema yechimga ega bo’lmaydi. 

 Agar o’zgaruvchilar soni bilan tenglamalar soni )( nm   teng bo’lib va (7.1) 

sistema birgalikda (yechimga ega) bo’lsin, u holda (7.4)  sistema quyidagi 

ko’rinishga ega bo’ladi: 

       























,                                        

...................................                     

,                     

,           

,

33333

22323222

11313212111

nnnn

nn

nn

nn

xr

qxpxp

dxcxcxc

bxaxaxaxa









                    (7.5) 
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bunda nnrpca ,...,,, 332211   koeffisiyentlar  hammasi noldan farqli. (7.1) sistemaning 

oxirgi tenglamasidan xn  noma’lum uchun 
nn

n
n

r
x


  tayin bir qiymat hosil qilamiz. 

Bu qiymatni oxiridan  ikkinchi tenglamaga qo’yib, 1nx  xn-1  noma’lum uchun bir 

qiymatli aniqlangan tayin qiymatni topamiz. Shunday davom ettirib, (7.1) 

sistemaning nxxx ..., 21  yagona yechimiga ega bo’lamiz. 

Agar o’zgaruvchilar soni tenglamalar sonidan ko’p  mn   bo’lsa, u holda 

almashtirishlar yordamida (7.4) sistema quyidagi ko’rinishga keladi: 

     



















,                     

...................................                    

,           

,

22323222

11313212111

nmnmnnn

mm

mm

qxpxp

bxcxcxc

bxaxaxaxa







                      (7.6) 

(7.6) cistemadagi nnnn xxx ,..., 21   noma’lumlarni o’ng tomonga o’tkazib, quyidagi 

sistemani hosil qilamiz: 

























mnmnnnnnnn

mmnnnn

mmnnnn

xpxpqxp

xaxcdxaxc

xaxabxaxaxa







11,

211,222222

111,111212111

                           

.............................................................................. 

           
 

Bunda nnn xxx ,..., 21    lardan iborat ozod noma’lumlarga ixtiyoriy qiymatlar berib, 

uchburchakli sistemani hosil qilamiz, so’ngra yuqoridagi uslub bilan ketma – ket 

11 ,,, xxx nn   noma’lumlarni aniqlaymiz. 

Agar mnn xxx ,,, 21   ga ixtiyoriy qiymatlar berish mumkinligini e’tiborga 

olsak, bu holda berilgan (7.1) sistema cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi. 

 

7.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli 

 Ushbu n  ta noma’lumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasini ko’raylik: 
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
















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.............................................
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11212111
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bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                               (7.7) 

 Ushbu belgilashlarni kiritamiz: 

             



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
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



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
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
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




















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x

x

X


2

1

           (7.8) 

U holda (7.7) sistemani matrisalarni ko’paytirish qoidasidan foydalanib, ushbu 

ekvivalent shaklda yozish mumkin: 

                                      BAX  ,                                         (7.9) 

bu yerda  A  noma’lumlar oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan matrisa, B  – ozod 

hadlardan tuzilgan ustun matrisa, X  noma’lumlardan tuzilgan ustun matrisa. 

 Agar A  matrisa  xosmas, ya’ni 0det A  bo’lsa, u holda uning uchun 1A  

teskari matrisa mavjud. (7.9) matrisali tenglamaning ikkala qismini 1A  ga chapdan 

ko’paytirib, qo’yidagini hosil qilamiz: 

  BAAXA 11    yoki 

XEXEAABAAXA   ,, 111   

ekanligini hisobga olib, 

                                       BAX 1                                      (7.10) 

ni topamiz. (7.10)  formula A  matrisa xosmas bo’lganda n  noma’lumli n  ta chiziqli  

tenglamalar sistemasi yechishning matrisali yozuvini beradi. 

 

 

  ,...
1

............................................................

,...
1

,...
1

2211

2
22221122

1
12211111

























n
nnnnnn

nn

nn

AbbAbAx

bAbAbAx

bAbAbAx

 

bunda Adet . 
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8-ma’ruza.  

Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi 

 

8.1. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining notrivial yechimi 

mavjudlik sharti 

Ushbu n  ta noma’lumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasini ko’raylik: 

                     



















....

.............................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                       (8.1) 

Agar (8.1) sistemadagi  nbbb ,...,, 21  ozod hadlar nolga teng bo’lsa, ya’ni 

0...21  nbbb ,  u holda bunday sistema bir jinsli sistema deyiladi. 

Ushbu bir jinsli  

                    



















0...

.............................................

0...

0...

2211

2222121

212111

nmnmm

nn

nm

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

                        (8.2) 

tenglamalar sistemasi doimo birgalikda, chunki B  matrisa A  matrisadan faqat 

elementlari nollardan iborat ustuni bilan farq qiladi va shu sababli rangBrangA  . 

Bu (8.2) sistemani 0,...,0,0 21  nxxx  qiymatlar ham qanoatlantiradi. (8.2) bir 

jinsli sistema qachon nolmas yechimga ega bo’lishi haqidagi savolga ushbu 

teoremalar javob beradi. 

8.1-teorema. n noma’lum n ta bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan farqli 

yechimlarga ega bo’lishi uchun, sistema determinanti nolga teng bo’lishi zarur va 

yetarlidir. 

 8.2-teorema. (8.2) sistema nolmas yechimga ega bo’lishi uchun A  

matrisaning rangA  rangi noma’lumlar soni n  dan kichik bo’lishi zarur va yetarlidir, 

ya’ni nrangA  . 

 Isboti. Agar nrangA   bo’lsa, u holda Korneker-Kapelli teoremasiga ko’ra 
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sistemamiz birgina yechimga ega. (8.2) sistemaning nol yechimi bor bo’lganligi 

uchun uning boshqa yechimi yo’q. Agar nrangA   bo’lsa, u holda (8.2) sistema 

cheksiz ko’p yechimga ega (Korneker-Kapelli teoremasining isbotiga qarang) va 

demak, nol yechimdan tashqari boshqa yechimlari ham mavjud bo’ladi. 

 8.1-misol. Ushbu  

a) 














03

032

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  b) 














073

024

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

tenglamalar sistemasining nol yoki nolmas yechimlarga tekshiring. 

 Yechilishi. a) noma’lumlar oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan determinantni 

hisoblaymiz. 

015

113

321

112





D . 

Demak, sistema bittagina (0,0,0) yechimga ega, chunki 0D  

 b) Berilgan sistemaning determinantini hisoblaymiz. 

0

173

241

132









D . 

Demak, 0D , shu sababli sistema nolmas yechimlarga ega. Ulardan bittasi 

2,1,1 bo’ladi. 

 

8.2. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining fundamental 

yechimlari sistemasi 

(8.2) sistema cheksiz ko’p yechimlarga (demak ns  ) bo’lgan holni ko’ramiz. 

8.1-ta’rif. (8.2) bir jinsli tenglamalar sistemasining 

                              

,,...,,

........................

,,...,,

,,...,,

21

22221

11211

nlll

n

n







                                (8.3) 
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dan iborat l  ta yechimi o’zaro chiziqli bog’lanmagan bo’lib, (8.3) sistemaning 

istalgan 

n ,...,, 21  

yechimi (8.3) yechimlar orqali chiziqli ifodalansa, ya’ni  

                           

nllnnn

ll

el

cсс

cсс

cсс













...

................................................

,...

,...

2211

22221212

12121111

                         (8.4) 

tenglikni qanoatlantiruvchi lcсс ,...,, 21  sonlar topilsa, (8.3) sistema fundamental 

yechimlar sistemasi yoki fundamental sistema deyiladi. 

 8.3-teorema. (8.2) bir jinsli tenglamalar sistemasining asosiy A matrisasi 

noma’lumlar sonidan kichik rangga ega ( ns  ) bo’lsa, bu sistema uchun 

fundamental yechimlar sistemasi mavjud va fundamental sistemasiga kiruvchi 

yechimlarning soni parametrlar soniga teng. 

 8.2-misol. Ushbu 

                         














0246

0

023

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

                                 (1) 

sistemaning fundamental yechimlar sistemasini toping. 

 Yechilishi. Ushbu 

























2416

1111

1123

A  

matrisada elementar almashtirishlar bajaramiz. 1 satrni –1, 2-sini – 3 ga ko’paytirib 

ketma-ket 3-siga qo’shamiz. Bu vaqtda  





















0000

1111

1123

 

hosil bo’ladi. Demak, A ning rangi 2 ga teng, chunki 
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05
11

23



D . 

Berilgan sistemaning avvalgi ikkita tenglamasini olib yechamiz: 

                                 








.

,23

4321

4321

xxxx

xxxx
                             (2) 

Parametrlarning soni ikkita bo’lgani uchun, fundamental sistema ikkita yechimdan 

tuziladi va  determinant 2-tartibli bo’ladi. Parametrlarga 0 shart bajariladigan 

qiymatlarni beraylik. Masalan, x3=5 va x4=-, so’ngra x3=0 va x4=5 qiymatlarda 

025
50

05
  

bo’ladi. Parametrlarning birinchi qiymatlarida (2) sistema  









5

,523

21

21

xx

xx
 

ko’rinishni oladi. Bundan: x1=3, x2=-2 bo’ladi. Parametrlarning ikkinchi 

qiymatlarida esa 









5

,523

21

21

xx

xx
 

hosil bo’lib, x1=-1, x2=4 bo’ladi. 

 Demak, fundamental yechimlardan bittasi 

3, -2, 5, 0, 

-1, 4, 0, 5, 

Berilgan (1)  sistemasining yechimlari  

214

213

212

211

50

05

42

3

сс

сс

сс

сс

















 

tengliklar bilan aniqlanadi. Masalan, s1=s2=1 qiymatlarda 1=2,  2=2, 3=5, 4=5 

bo’ladi. 
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8.3. Bir jinsli va bir jinsli bo’lmagan   chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemalari yechimlari orasidagi bog’lanish 

 (8.1) ─ asosiy sistema, (8.2) esa unga mos sistema deyiladi. 

Avvla shuni aytib o’taylikki, n ,...,, 21  va n ,...,, 21  yechimlarning 

yig’indisi va ayirmasi deb mos ravishda, nn   ,...,11  va  nn   ,...,11  

sonlarni tushunamiz va quyidagicha yozishni qabul qilamiz: 

     nnnn   ,...,,...,,..., 1111  

va 

     nnnn   ,...,,...,,..., 1111 . 

Bir jinslimas va bir jinsli sistemalarning yechimlari orasidagi bog’lanish 

 1-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning istalgan yechimi bilan 

unga mos bir jinsli sistemaning istagan yechimining  yigindisi  bir jinsli bo’lmagan 

sistemaning yechimi bo’ladi. 

2-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning istalgan ikkita 

yechimlarining ayirmasi unga mos bir jinsli sistemaning yechimi bo’ladi. 

3-tasdiq. Ixtiyoriy bir jinsli bo’lmagan sistemaning umumiy yechimi uX   unga 

mos bir jinsli sistemaning umumiy yechimi X  bilan o’zining istalgan bitta 0X  

xususiy yechimining  yig’indisiga  teng bo’ladi, ya’ni 0XXXu  . 

8.4-teorema. (8.1) bir jinsli bo’lmagan   chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemaning hamma yechimlarini hosil qilish uchun uning bitta yechimga (8.2) bir 

jinsli sistemaning hamma yechimlarini ketma-ket qo’shish kifoya. 

Isboti. 1. (8.1) bir jinsli bo’lmagan   chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasining tayin bir yechimini n ,...,, 21  bilan va istalgan yechimini 

n ,...,, 21  bilan belgilab, istalgan yechimini hosil qilish uchun n ,...,, 21  

yechimga (8.2) sistemaning tegishli yechimini qo’shish kifoya ekanini ko’rsataylik. 

Haqiqatan, ham nnn   ,...,111  sonlarni (8.1) sistemaning istalgan 

tenglamasiga qo’yib, ushbuni topamiz: 

      nniniininii aaaaaa  ...... 2221112211  
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  .0)...(... 22112211  iininiininii bbaaaaaa   

Demak, n ,...,, 21  sonlar (8.2) sistemaning yechimini ifodalaydi va shu bilan 

birga, quyidagi tenglik hosil bo’ladi: 

       nnnnn  ,...,,...,,...,,..., 11111   

2. Endi n ,...,, 21  yechimga (8.2) sistemaning istalgan n ,...,, 21  

yechimini qo’shsak, (8.1) bir jinsli bo’lmagan   chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasining yechimi hosil bo’lishini ko’rsataylik. Chindan ham 

     nnnn   ,...,,...,,..., 1111  

sonlar (8.1)  sistemani qanoatlantiradi: 

      nninii aaa  ...222111  

  .0)...(... 22112211 iininiininii bbaaaaaa    

Misol.   Ushbu 









23

,2

321

321

xxx

xxx
 

asosiy sistemaning 2,3,1  yechimiga mos bir jinsli 









03

,0

321

321

xxx

xxx
 

sistemaning 4,2,2  yechimini qo’shsak, yana asosiy sistemaning  

    6,5,34,2,22,3,1   

yechimi hosil bo’ladi. 
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9-ma’ruza. 

 Vektorlar ustida amallar. Ikki vektorning skalyar  va 

vektor ko’paytmalari 

 

9.1. Vektorning ta’rifi, asosiy tushunchalar.Matematika, fizika, mexanika, 

elektrotexnika, radiotexnika va shunga o’xshash soxalarda ikki xil miqdorlar 

uchrab turadi. Bu miqdorlarning bir turi uzining son qiymati bilan to’la aniqlanadi. 

Masalan, shaklning yuzi, jismning xajmi, temperatura, elektr kattalik, zichlik kabi 

miqdorlar.Bunday miqdorlar skalyar miqdorlar deyiladi. Ikkinchi tur miqdorlar 

o’zining son qiymati bilan to’la aniqlanmaydi, ularni to’la aniqlash uchun son 

qiymatlari bilan bir qatorda yo’nalishlari xam berilgan bo’lishi kerak. Masalan, 

kuch, tezlik, tezlanish kabi miqdorlar. 

 Vektorlar – uzunlik va yo’nalishga ega bo’lgan miqdorlardir. Vektorlarning 

uzunligi uning moduli yoki absolyut miqdori deyiladi. Nul vektorning o’ziga xos 

xususiyatlari shundan iboratki, uning uzunligi nulga teng, u yo’nalishga ega emas. 

 Nulga teng bo’lmagan vektorlar yo’naltirilgan kesmalar ko’rinishida 

ifodalanadi va 


AB  kabi yoziladi, bunda A  -  berilgan vektorning boshi, B  – uning 

oxiridan iborat. 


AB  vektorning uzunligi (moduli) |


AB | kabi yoziladi. Bundan 

buyon vektorlar yoki ikkita harflar bilan (masalan 


AB ), yoki bitta harf bilan 

(masalan, 


cba ,, ) belgilanadi. 

 9.1.1-ta’rif. Agar ikkita nulga teng bo’lmagan 


a  va 


b  vektorlarning 

uzunliklari teng, 


 ba   va ular bir xil yo’nalishga ega bo’lsalar, 


 ba , bu 

vektorlar o’zaro teng deyiladi va 


 ba  kabi yoziladi. 
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 9.1.2-ta’rif. Agar ikkita nulga teng bo’lmagan 


a  va 


b  vektorlarning 

uzunliklari teng, 


 ba  , va ular qarama-qarshi yo’nalishlarga ega bo’lsalar, bu 

vektorlar qarama-qarshi deyiladi va 


 ba  kabi yoziladi. 

 9.1.3-ta’rif. Agar 


a  va 


b  vektorlar bitta to’g’ri chiziqda yoki parallel to’g’ri 

chiziqlarda yotsalar, ular kollinear deyiladi. 

 9.1.4-ta’rif. Bitta tekislikda yoki bir necha parallel tekisliklarda yotgan 

uchta yoki undan ortiq vektorlar komplanar vektorlar deyiladi. 

 Fazoda ikki, uch,  yoki ulardan ko’p vektorlar berilgan bo’lsin. Ularning 

uzunliklarini o’zgartirmasdan, barcha vektorlarni o’z-o’ziga parallel ravishda bitta 

umumiy A  nuqtaga ko’chiramiz. Vektorlar ustida bunday amal – vektorlarni 

umumiy boshlang’ich nuqtaga keltirish deyiladi.  

 9.1.5-masala. ABCD  parallelogramm berilgan. Parallelogrammning 

tomonida: a ) teng; b ) qarama-qarshi vektorlar 

ko’rsatilsin. 

 Yechilishi. Parallelogrammning qarama-qarshi 

tomonlari teng va parallel bo’lganligidan, javoblar 

quyidagicha bo’ladi (9.1-chizma): 

;,,,)

;,,,)









DCBABCDACBADCDABb

DACBCDBAADBCDCABa
 

9.2. Vektorlar ustida amallar. Fazodagi vektorlarni qo’shish, ayirish 

va vektorni skalyarga ko’paytirish amallari tekislikda vektorlar ustidagi shunday 

amallarga o’xshashdir. 

 1. Ikkita, 


a  va 


b  vektorlarni yoki uchburchak 

qoidasi bo’yicha, yoki parallelogramm qoidasi 

bo’yicha qo’shish mumkin. 

 a ) Uchburchak qoidasi. 


 ABa  vektorning 

9.1-чизма. 

A D 

B C 

9.2-чизма. 

A 



 ba  

B C 


a  



b  
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boshini A  nuqtaga joylashtirib, 


b  vektorning boshini B  nuqtaga joylashtiramiz 

(9.2-chizma) va 


 bBC  vektorni yasaymiz. Unda 


a  vektorning boshini 


b  

vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi 


AC  vektor, 


a  va 


b  vektorlarning 

yiђindisidan iborat bo’ladi:  



 baACBCABAC , . 

 )b  Parallelogramm qoidasi. Berilgan ikkita, 


a  va 


b  vektorlarning boshini 

bitta umumiy A  nuqtaga keltiramiz va 


 bABaAD ,  vektorlarni yasaymiz 

(9.3-chizma).  So’ngra, 


AB  va 


AD  vektorlarni tomonlar sifatida qarab, ABCD  

parallellogrammni yasaymiz. Unda AC  diagonalda yotuvchi va umumiy A  

nuqtadan chiquvchi 


AC  vektor 


a  va 


b  vektorlarning yiђindisidan iborat bo’ladi: 



AC =


a +


b  

 )c  Ko’pburchak qoidasi. Bir nechta, 


a , 


b , 


edc ,,  vektorni qo’shish 

uchun, har bir keyingi vektorning boshini undan oldingi vektorning oxiriga 

keltiramiz (9.4-chizma). Unda birinchi 


a  vektorning A  boshini oxirgi 


e  

vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi 


s  vektor berilgan  


a , 


b , 


edc ,,  

vektorlarning yig’indisi deyiladi va 


 edcbas  bo’ladi. 

 Vektorlarni qo’shish amali quyidagi xossalarga ega: 

9.3-чизма. 

A 



 ba  

B C 



a  
 D 



b  


b  

E 

d  

D 

e  

F 

s  

A 

B 

a  

b  
C 

c  

9.4-чизма 
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10. Qo’shishning o’rin almashtirish xossasi:  


 abba . 

20.Qo’shishning guruhlash xossasi: 




















caacbacba . 

 2. Vektorlarni ayirish. Ikkita 


a  va 


b  vektorlarning ayirmasi deb, 


 acb  

shartni qanoatlantiruvchi 


c  vektorga aytiladi va u 


 bac  kabi yoziladi. 

 Shunday qilib, 


a  va 


b  vektorlarning ayirmasini 

topish uchun,  


a  vektorning oxiriga 


b  vektorning 

oxirini ko’chirish lozim. Unda, birinchi  


a  vektorning 

boshini ikkinchi vektorning boshi bilan tutashtiruvchi  



 cAC  vektor, 


a  va 


b  

vektorlarning ayirmasidan iborat 

bo’ladi: 


 baAC . 


a  va 


b  

vektorlarning ayirmasini    


a -



b =


a + 











b  tenglikdan topish 

mumkin. Buning uchun, 


a  va 


b  vektorlarni A  nuqtaga keltirib, ularda ABCD  

parallelogramm yasaymiz (9.6-chizma). So’ngra -


b  vektorni yasaymiz va 


a  va -


b  

vektorlarda 11DABC  parallelogramm yasaymiz. 

 Unda 


 baAC  deb yozish mumkin. Nixoyat, 


AC  vektorni o’ziga parallel 

ravishda D  nuqtaga ko’chiramiz. Unda 




 baACDB 1  bo’ladi. 

 Shunday qilib, agar 


a  va 


b  vektorlarda ABCD  parallelogramm yasalgan 

bo’lsa, uning bitta diagonalida ularning yig’indisi vektori, ikkinchisida esa, 

ularning ayirmasi vektori yotadi: 


 baDBbaAC ; . 

 

9.5-чизма. 

A 


 baс  

B C 


a  



b  

9.6-чизма. 

D1 



 ba  

C1 B 



a  

 A 

b  


b  



 ba  

C 

 D 



 ba  
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9.3.Vektorni songa ko’paytirish 

9.3.1-ta’rif. 


b  vektorning   songa ko’paytmasi deb: 1)  


 ba     va 

 2) 0.   bo’lganda 0; 


ba  bo’lganda 


 ba  shartlarni 

qanoatlantiruvchi 


a  vektorga aytiladi, bunda  -vektorlarning 

yo’nalishdoshligini,   - vektorlar qarama-qarshi yo’nalganligini anglatadi. 

 Vektorning songa ko’paytmasi quyidagi xossalarga ega: 

   

 

  ..4;.3

;.2,1.1

00

00

























cbcbbbb

bbbb





 

Bu xossalarning isbotlari planimetriyadagi shu kabi xossalarning isbotiga 

o’xshashdir.  Ushbu 


 ba   tenglikni 


a  va 


b  vektorlar kollinearligining zaruriy 

va yetarli sharti sifatida qarash mumkin. 

9.4. Fazodagi bazis haqida 

9.4.1.Vektorning koordinatalari. Biz tekislikdagi bazisni kollinear 

bo’lmagan vektorlar jufti shaklida kiritgan edik. Unda har qanday uchinchi 

vektorni bazisning ikkita vektori orqali ifodalash mumkin 

bo’lgan edi. 

 Fazodagi vektorlarning yuqoridagiga o’xshash 

xossasini qarab chiqamiz. Fazoda uchta komplanar 

bo’lmagan 


cba ,,  vektorlar berilgan bo’lsin. Bunda 

ixtiyoriy to’rtinchi 


d  vektorni 


ba,  va 


c  vektorlar 

orqali ifodalash mumkinligini isbotlaymiz. 

 


cba ,, ,


d  vektorlarni umumiy A  nuqtaga keltiramiz (9.7-chizma). 


cba ,,  

vektorlar komplanar bo’lmaganligidan 






















 

cbcaba ,,  vektorlar juftining 

А D 

С В 

А1 

C1 
B1 

D1 
b
 

с  

  9.7-чизма. 

a  
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har biri tekislikni aniqlaydi. 1C  uch orqali mos ravishda  ABCD ,  1ABBA  va 

 11AADD  tekisliklarga parallel tekisliklar o’tkazamiz. Natijada 1111 DCBABCDA  

prizmani hosil qilamiz. Vektorlarni qo’shish qoidasi bo’yicha  



 11 CCDCADAC  

deb yozish mumkin. 


aAD ||  bo’lganligidan, ikki vektorning kollinearlik shartiga 

ko’ra, 


 axAD  deb yozish mumkin. Shunga o’xshash, 


bAB ||  va 


cAA ||1  

munosabatlardan, 



byAB ||    va    


czAA ||1   

bo’lishi kelib chiqadi. Bu ifodalarni o’rniga keltirib qo’yib, 


 1ACd  vektor 

uchun  

                        


 czbyaxd      (9.4.2) 

tenglikni hosil qilamiz. 

 (9.4.2) tenglik 


d  vektorning uchta komplanar bo’lmagan 


cba ,,  vektorlar 

bo’yicha yoyilmasi deyiladi. Bu holda 


cba ,,  vektorlar fazoda bazis hosil qiladi 

deyishadi, zyx ,,  koeffisiyentlar esa, 


d  vektorning bu bazisdagi koordinatalari 

deyiladi va u 


d ( zyx ,, ) kabi yoziladi. (9.4.2) yoyilmadagi 


zcybxa ,,    

qo’shiluvchilar 


d  vektorning  (9.4.2)  yoyilmasini tashkil etuvchilar deyiladi. 

Berilgan bazisda  


d  vektor yoyilmasining yagonaligini isbotlaymiz. 



d vektorning (1) yoyilmasidan boshqa, yana koeffisiyentlari boshqa bo’lgan ,  



 czbyaxd 111                                        (9.4.3) 

yoyilmasi ham mumkin bo’lsin.   

 Modomiki, yoyilmalar har xil ekan, ularning koeffisiyentlari uchun  

                           111 ,, zzyyxx   
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shartlardan hyech bo’lmaganda bittasi bajariladi. (9.4.2) tenglikdan (9.4.3) 

tenglikni ayirib,  

      0111 


czzbyyaxx                       (9.4.4) 

munosabatni olamiz. (9.4.4) dan 01  xx  bo’lganda 


a  vektorni 


b  va 


c  

vektorlar orqali quyidagicha ifodalash mumkin: 

                    


a =










 c

xx

zz
b

xx

yy

1

1

1

1       (9.4.5) 

Bunday yoyilma esa, faqat  


a , 


b , 


c  vektorlar komplanar bo’lganda mumkin 

bo’ladi, bu esa, 


a , 


b , 


c  vektorlarning 

komplanar emasligi shartiga ziddir. Demak, 

(9.4.4) tenglik, faqat 

0,0,0 111  zzyyxx  va 

111 ,, zzyyxx   bo’lgandagina o’rinli 

bo’ladi. (9.4.2) yoyilmaning yagonaligi 

isbotlandi. 

9.5. Vektorning dekart koordinatalari 

 Fazoda to’g’ri burchakli Oxyz  

koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Unda 

bazis vektorlar sifatida Ox  o’q bo’yicha 


i  , Oy  o’q bo’yicha 


j  , Oz  o’q bo’yicha 



k  birlik vektorlarni kiritamiz (9.8-chizma). Fazoda  111, zyxA  nuqta berilgan 

bo’lsin.  A  va O  nuqtalarni tutashtirib,  


AOa  vektorni yasaymiz. A  nuqtadan 

xOy  tekislikka 1AA  perpendikulyarni va Ox  o’qqa 21AA  perpendikulyar 

o’tkazamiz. Uch perpendikulyar haqidagi teoremaga ko’ra, OxAA 2 , yani 

aOA


2  vektorning Ox  o’qqa proyeksiyasidan iborat bo’ladi. 

        Vektorlarni qo’shish qoidasidan foydalanib,  



 AAAAOAOA 1122  

А2 

O 

А1 

 y 

k

 

  9.8-чизма. 

a

 

 z 

 x 

А 

B 

i

 

j
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kabi yozishimiz mumkin. Modomiki,   


iOA ||2  ekan, 


 ixiOAOA 122  

bo’ladi, shunga o’xshash, 


jAA ||
12  va 



kAA ||1  bo’lganligidan, 


 jyAA 112  va 



 kzAA 11  bo’lishi kelib chiqadi. Natijada,  

   


 kzjyixOAa 1  

yoyilmaga ega bo’lamiz. 

 Shunday qilib, agar 


OAa  vektor koordinatalar sistemasi boshidan chiqsa, 



a  vektorning koordinatalari bu vektorning oxiri A  nuqtaning koordinatalari bilan 

ustma-ust tushadi. 

 


AB  vektor o’zining boshi  111 ,, zyxA  va oxiri  222 ,, zyxB  koordinatalari 

bilan berilgan bo’lsin. 


OA  va 


OB  vektorlarni yasaymiz.  

Vektorli OAB dan 



OB =


OA +


AB  

kabi yozish mumkin, undan 

      


AB=


OB -


OA       

bo’ladi. 

 


AB  vektorning koordinatalari  zyx ,,  bo’lsin. Unda vektorlarning 

yoyilmalari 



 kzjyixOBkzjyixOAkzjyixAB 222111 ,, ,  

ko’rinishda bo’ladi. Bu ifodalarni (2.4.4) ga keltirib qo’yib, 

      


 kzzjyyixxOAkzjyix 121212  

munosabatni olamiz. 

 Vektorlar o’zaro teng bo’lganligidan, ularning mos koordinatalari  ham 

o’zaro teng bo’ladi: 
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121212 ,, zzzyyyxxx  . 

 Shunday qilib, agar vektorning uchlari koordinatalari ma’lum bo’lsa, 

vektorning koordinatalari vektorning boshi va oxiri mos koordinatalari ayirmasiga 

teng ekan. 

 Endi o’z koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida amallarni qarab 

chiqamiz. Bizga  111 ,, zyxa


 va  222 ,, zyxb


 vektorlar berilgan bo’lsin. Ularning 

yoyilmalari 



 kzjyixbkzjyixa 222111 ,  

bo’ladi. Bu vektorlarning yig’indisi va ayirmasini topamiz: 

     

      ,

,

212121

212121









kzzjyyixxba

kzzjyyixxba
 

ya’ni vektorlarni qo’shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari qo’shiladi 

(ayiriladi). Bu xulosa koordinataning geometrik ma’nosidan ham kelib chiqadi. 

Vektorlar (kesmalar) yig’indisi (ayirmasi) proyeksiyasi vektorlar (kesmalar) 

proyeksiyalari yig’indisiga (ayirmasiga) tengligidan, vektorlarni (kesmalarni) 

qo’shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari qo’shiladi (ayiriladi). 

 Agar 


b  vektor   songa ko’paytirilsa, uning har bir koordinatasi ana shu 

songa ko’paytiriladi:  ,,, 222 zyxb  


 bu proyeksiyaning xossasidan kelib 

chiqadi. 

 Agar 


 ba   bo’lsa, 


a va 


b  vektorlar kollinear bo’ladi, buning 

koordinatalar vositasidagi ifodasi 

                 212121 ,, zzyyxx    

ko’rinishni oladi, ya’ni agar 


a va 


b  vektorlar kollinear bo’lsalar, ularning mos 

koordinatalari proporsionaldirlar: 

.
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x
  
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9.6. Chiziqli bog’liq va chiziqli erkli vektorlar. Agar 


naaa ,...,, 21  vektorlar 

berilgan bo’lsin.  

9.6.1-ta’rif. Ushbu 


 naaa  ...21  ifoda 


naaa ,...,, 21  vektorlarning 

n ,...,, 21  koeffisentli chiziqli kombinasiyasi deyiladi, bunda n ,...,, 21  biror 

haqiqiy sonlar. 

9.6.2-ta’rif. Agar berilgan 


naaa ,...,, 21  vektorlar uchun kamida bittasi noldan 

farqli shunday  n ,...,, 21  sonlar mavjud bo’lsinki, ushbu 


 0...21 naaa   

tenglik o’rinli bo’lsa, 


naaa ,...,, 21  vektorlar chiziqli bog’loq deyiladi. Agar bunday 

n ,...,, 21  sonlar mavjud bo’lmasa, 


naaa ,...,, 21  vektorlar chiziqli erkli deyiladi.  

9.6.3-misol. Kollinear vektorlar chiziqli bog’liqdir. 

 Xaqiqatan, 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo’lsin. U holda 



 0// bababa   bo’ladi. Agar   21 ,1  desak, 


 021 ba   

kelib chiqadi. 

9.7. Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi 

 9.7.1-teorema. Nul bo’lmagan ikkita 


a va 


b  vektorlarning skalyar 

ko’paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklarining ular orasidagi burchak kosinusiga 

ko’paytmasiga aytiladi: 

                                ,cos|||| 


baba      (9.7.2) 

bunda 


 a  va 


b  vektorlar orasidagi burchak. 

 Agar 


a  va 


b vektorlardan hyech bo’lmaganda bittasi nul vektor bo’lsa, 

ularning skalyar ko’paytmasi nulga tengdir:  0


ba . 

 Ikki vektor skalyar ko’paytmasining ba’zi xususiy hollari haqida 

to’xtalamiz: 
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1. Agar 


b =


a  bo’lsa, ||||,0


 ab  bo’ladi. Unda ta’rifdan,             

2||


 aaa      bo’lishi kelib chiqadi. 

2

 aaa  ko’paytma - 


a  vektorning skalyar kvadrati deb ataladi. Bundan 

vektorning uzunligini aniqlash uchun 

                        



 2|| aa  

formulani olamiz, ya’ni vektorning uzunligi bu vektorning skalyar kvadratidan 

olingan kvadrat ildizga tengdir. 

2.Agar nul bo’lmagan 


a va 


b vektorlar uchun 0


ba  bo’lsa, 


a va 



b vektorlar bir-biriga perpendikulyardirlar. 

Nul bo’lmagan 


a va 


b vektorlar uchun 0


ba  bo’lishi faqat 0cos   va 

unda 090  bo’lishi mumkinligini bildiradi. 

Skalyar ko’paytmaning asosiy xossalari quyidagilardan iborat: 

10. O’rin almashtirish qonuni: 


 abba . 

20. Guruhlash qonuni: 




















bababa  . 

30. Taqsimot qonuni: 










 cbcacba . 

40. |||||,|||


 babababababa . 

Bu xossalarning isboti   planimetriyadagi shunday xossalarning isbotiga 

o’xshashdir. 

Skalyar ko’paytmaning fizikaga tadbiqi quyidagicha: 


S  siljishda o’zgarmas 



F  kuch bajaradigan A  ish bu vektorlarning skalyar ko’paytmasiga teng:  

                     cos|||| 


SFSFA , 

bunda 


F  va 


S  vektorlar yo’nalishlari orasidagi burchakdir. 
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9.8. Skalyar ko’paytmaning vektorlar koordinatalari  orqali ifodasi 

 Agar   111 ,, zyxa


 va  222 ,, zyxb


 vektorlarning koordinatalari ma’lum 

bo’lsa, ularning yoyilmalari  

                    


 kzjyixbkzjyixa 222111 ,  

ko’rinishni oladi. 

 


 ba  skalyar ko’paytmani hisoblashdan oldin, birlik vektorlarning skalyar 

ko’paytmalarini topamiz: 

              0)()()(,1)()()( 


kikjjikkjjii . 

 


 ba  skalyar ko’paytma vektorlar yoyilmalari orqali 

                 ))(( 222111



 kzjyixkzjyixba  

ko’rinishda yoziladi. 

 Skalyar ko’paytmaning taqsimot xossasidan foydalanib, oxirgi ifodaning 

o’ng tomonini ko’phadlar kabi ko’paytiramiz: 

)()()(

)()()(

121212

212121
2

21
2

21
2

21









kjyzkizxkjzy

ijxykizxjixxkzzjyyixxba
 

yoki 

    212121)( zzyyxxba 


. 

Shunday qilib, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ko’paytiriluvchi 

vektorlar mos koordinatalari ko’paytmalari yig’indisiga teng ekan. 



a   vektorning skalyar kvadrati 

    2
1

2
1

2
1 zyxa 


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bo’ladi. 



 22|| aa  bo’lganligidan, 


a  vektorning uzunligini topish formulasi 

           2
1

2
1

2
1|| zyxa 



  

ko’rinishda yoziladi, ya’ni vektorning uzunligi vektor koordinatalari kvadratlari 

yig’indisidan olingan kvadrat ildizga teng. 

 Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi formulasidan foydalanib, 


a va 



b vektorlar orasidagi burchakni hisoblashimiz mumkin: 

               

||||

cos







ba

ba
                                                    

yoki 

   
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx




 .                        

 Ikkita 


a va 


b  vektorlarning perpendikulyarlik sharti 

   212121 zzyyxxba 


=0 

ko’rinishda yoziladi. 

9.9. Ikki vektorning vektor ko`paytmasi. Vektor ko`paytma ta`rifini 

kiritishdan avval, biz uchta o`zaro nokomplonar vektor uchligining fazoda 

joylashishi bilan bog`liq bo`lgan zarur bir tushunchani kiritamiz. Shuni aytib 

o`tamizki, keyingi bandlarda yuritiladigan mulohazalar faqat uch o`lchovli fazoga 

doir bo`ladi. 

9.9.1-ta`rif. Agar komplanar 


a , 


b  va 


c  

vektorlar boshi umumiy nuqtaga keltirilgandan 

so`ng 


c  vektorning oxiridan (uchidan) 

qaralganda 


a  vektordan 


b  vektorga qarab    

dan kichik burchakka burish soat strelkasiga 

teskari bo`lsa, bu 


a , 


b  va 


c  uchlik o`ng uchlik, aks holda chap uchlik 
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deyiladi.Chap yoki o`ng uchlikni tashkil etadigan uchlik tartiblangan uchlik deb 

yuritiladi (9.9-chizma).                                                         

9.9-chizma. 

9.9.2-ta`rif. 


a  va 


b  vektorlarning vektor ko`paytmasi deb quyidagi 

shartlarni qanoatlantiradigan 


c  vektorga aytiladi: 

        1.   


c  vektor 


a  va 


b  vektorlarga perpendikulyar(ortogonal) 

2.   );,sin(




 babac  

3.   


a , 


b , 


c  vektorlarning tartiblangan uchligi o`ng uchlikni tashkil etadi. 

(Bu ta`rifda 


 0a , 


 0b  deb faraz qilinadi) 


a  va 


b  vektorlarning vektor 

ko`paytmasi 



ba*  yoki ],[


ba  ko`rinishda yoziladi. 

 Agar 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo`lmasa, u holda ],[


 bcc  son 


a  va b


 

vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzasiga teng bo’ladi.  

Haqiqatan, maktab geometriya kursidan ma’lumki. 


a  va 


b vetorlarga 

yasalgan parallelogrammning S  yuzi uning tomonlari uzunliklarini shu tomonlar 

orasidagi burchak sinusi bilan ko`paytmasiga teng.  

Demak,  















bababaS ,),sin( . 

Agar 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo`lsa,u holda 0* 


ba , chunki 

0),( 




ba  yoki   va 0),sin( 




ba . 

Vektor ko`paytma quyidagi qonunlarga bo`ysunadi. 
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01 . Vektor ko`paytmada ko`paytuvchilar o`rnini almashtirilsa, uning ishorasi 

o`zgaradi, ya`ni ],[],[


 abba .   

Haqiqatdan ham,agar 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo`lsa, bu ravshan. 


a  va 


b  

vektorlar kollinear emas deb faraz qilaylik. Bu holda ikki vektorning vector 

ko`paytmasi ta`rifiga ko`ra ],[1



 bac  hamda  ],[2



 abc  vektorlarning uzunligi 



a  va 


b  vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuziga teng bo’lgani uchun bir 

xil; ammo 


1c  va 


2c vektorlar bir biriga qarama-qarshi yo’nalgan.  

Demak ],[],[


 abba  

02 . Har qanday 


 aR,  va 


b   vektorlar uchun vektor ko’paytma skalyar 

ko’paytuvchiga nisbatan guruhlash qonuniga bo’ysunadi, ya’ni  

],[],[],[


 bababa  . 

03 . 


a  va 


b  vektorlar yig’indisi bilan 


c  vektorning vektor ko’paytmasi 

taqsimot qonuniga bo’ysunadi, ya’ni 

],[],[],[


 cbcacba . 

9.10.Vektorlarial ko`paytmani ko`paytuvchi vektorlarning  

oordinatalari orqali ifodalash.  Quyidagi teorema, ikki vektorning 

koordinatalarini, ya`ni to`g`ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasi o`qlariga 

proeksiyalarini bilgan holda, ularning vektorial ko`paytmasini hisoblash mumkin. 

 9.10.1-teorema. Agar 


a  va 


b  vektorlar o`zlarining, },,{ 111 zyxa 


, 

},,{ 222 zyxb 


  koordinatalari bilan berilgan bo`lsa, 


a  vektorning  


b   vektorga 

vektorial ko`paytmasi  












 k
yx

yx
j

zx

zx
i

zy

zy

yx

yx

zx

zx

zy

zy
ba

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11
;;],[  

formula bilan aniqlanadi. 
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 Isboti. Avvalo koordinata o`qlarining 


kji ,,  koordinatalar uchun quyidagi 

munosabatlar o`rinli bo`lishini eslatib o`tamiz : 

.0],[,],[,],[

,],[,0],[,],[

,],[,],[,0],[













iiljkjik

ikjiikij

jkikjiii

    (2.10.2) 



a  va 


b  vektorlar Dekart koordinatalar sistemasida mos ravishda },,{ 111 zyx  va 

},,{ 222 zyx  koordinatalarga ega bo`lsin, ya`ni  



 kzjylxzyxa 111111 },,{ ,


 kzjylxzyxb 222222 },,{ . 

],[


ba   ko`paytmani (2.10.2) ni hamda vektor ko`paytmaning xossalarini e`tiborga 

olib topamiz: 

],[],[],[],[],[],[

],[],[],[))((],[

212121212121

212121222111









kkzzkjzykizxjkyzjjyyjiyx

ikxzijxyiixxkzjyixkzjyixba
 

yoki 

.],[ 212121212121



 izyjzxiyzkyxjxzkxyba  

Bir xil ortoginalga ega bo`lgan qo`shiluvchilarni gruppalab yozamiz: 

      


kxyyxjxzzxiyzzyba 212121212121],[  

.
22

11

22

11

22

11


 k
yx

yx
j

zx

zx
i

zy

zy
 

Bu ifodani yana  uchunchi  tartibli determinant ko`rinishda yozish mumkin 

222

111],[

zyx

zyx

kji

ba





 . 

9.10.3-teorema. 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo`lishi uchun 0],[ 


ba  

bo`lishi zarur  va yetarli. 
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 9.10.4-natija.Agar 


a  va 


b  vektorlar kollinear bo`lsa,u holda ularni 

koordinatalari proporsional bo`ladi, ya`ni  
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x
  

 9.10.5- teorema (Uchburchak yuzining formulasi). 


a  va 


b  vektorlarga 

uchburchak yasalgan bo`lsin,u holda bu uchburchakning yuzi: 

222

111mod
2

1
],[

2

1

zyx

zyx

kji

baS





  

formula bilan topiladi. 

9.11.Vektorlarning aralash ko`paytmasi 

9.11.1-ta`rif. 


ba ,  va 


c  vektorlar tartiblangan uchligining aralsh 

ko`paytmasi deb, ],[


ba  vektor bilan 


c  vektorning skalyar ko`paytmasiga teng 

bo’lgan songa aytiladi va 


 cba )*(   yoki 


 cba ],[  kabi belgilanadi. 

 Aralash ko`paytmaning miqdor nuqtai nazaridan ma`nosini tekshiramiz. 



ba ,  va 


c  vektorlar komplanar bo`lmagan 

vektorlar bo`lsin. 


 dba ],[  deb belgilasak, 


d  

vektor miqdori 


a  va 


b  vektorlardan yasalgan 

parallelogrammning yuziga teng  



 cdcba ],[  . 

bo`lgani uchun skalyar ko`paytma ta`rifiga                 9.10-chizma. 

ko`ra 


 cnpdcd
d

. Ammo hcnp
d




  miqdorning moduli, ya`ni h  son 


ba ,  va 



c  vektorlarga yasalgan parallelepipedning balandligini anglatadi. 


c  bilan 


d  

orasidagi burchak o`tkir bo`lsa, h musbat ishora bilan, o`tmas burchak esa manfiy 

ishorasi bilan olinadi (9.10-chizma). 
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Shunday qilib hdcnpdcd
d



  .                                    

 Aralash ko`paytmaning absolyut qiymati shu 


ba ,  va 


c   vektorlarga 

yasalgan parallelepiped hajmiga teng,ya`ni .],[


 cbaV  

 Endi aralash ko`paytmaning ba`zi xossalarini keltiramiz. 

01 .Ko`paytmada ikki qo`shni vektorning o`rinlari almashtirilsa,aralsh 

ko`paytmaning ishorasi teskariga almashadi,ya`ni quyidagi tengliklar o`rinli. 



 abcbcacabcba ],[],[],[],[ . 

02 . 


ba ,  va 


c  vektorlarning o`rinlari doiraviy siklda almashtirilsa,aralash 

ko`paytma o`z ishorasini o`zgartirmaydi,ya`ni ushbu tenglilar o`rinli 



 bacacbcba ],[],[],[ . 

 03 .Agar 


ba ,  va 


c  vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng yoki 

parallel(kollinear) bo`lsa,ularning aralash ko`paytmasi nolga teng bo`ladi, ya’ni 

0],[ 


cba . 

04 .Agar 


ba ,  va 


c  vektorlar o`zaro komplanar vektorlar bo`lsa,ularning 

aralash ko`paytmasi nolga teng bo`ladi, ya’ni 0],[ 


cba . 

9.12. Proeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralsh ko`paytmasi. 

 },,{ 111 zyxa


, },,{ 222 zyxb


, },,{ 333 zyxc


 vektorlar o`zlarining koordinatalari bilan 

berilgan bo`lsin. Bu vektorlarning aralsh ko`paytmasini topaylik. ],[


ba  vektor 

bilan 


c  vektorning skalyar ko`paytmasi bu vektorlarga mos proeksiyalari 

ko`paytmalarining yig`indisiga teng ekanini bilamiz. Shuning uchun 




cba ],[
21

21

3

21

21

3

21

21

3
yy

xx
z

xx

zz
y

zz

yy
x   
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yoki       

321

321

321

],[

zzz

yyy

xxx

cba 


. 

Demak, proeksiyalari bilan berilgan uchta vektorlarning aralsh ko`paytmasi 

bu vektorlar proeksiyalaridan tuzilgan  uchinchi tartibli determinantga teng. 



ba ,  va 


c  vektorlarning komplanar bo`lishi uchun  

0],[

321

321

321




zzz

yyy

xxx

cba  

tenglik bajarilishi zaruriy va yetarli. 

 

9-mavzu bo’yicha  nazariy materiallarni mustahkamlash uchun topshiriqlar 

 

2.1. Vektorning ta’rifi, asosiy tushunchalar([14], 37-39 betlar, [4],[6], [9]). 

2.2. Vektorlar ustida amallar([14], 39-40 betlar, [5],[4], [9]). 

2.3.Vektorni songa ko’paytirish([14], 44-45 betlar, [4],[6], [9]). 

2.4. Fazodagi bazis haqida([14], 51-52 betlar, [5],[4], [9]) 

2.5. Vektorning dekart koordinatalari([14], 51-53 betlar, [4],[6], [9]). 

2.6. Chiziqli bog’liq va chiziqli erkli vektorlar([14], 48-50 betlar, [4],[6], [9]). 

2.7. Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi([14], 65-66 betlar, [4],[6], [9]) 

2.8. Skalyar ko’paytmaning vektorlar koordinatalari  orqali ifodasi([14], 68-69 

betlar, [5],[6], [9]) 

2.9. Ikki vektorning vektor ko`paytmasi([14], 71-75 betlar, [],[6], [9]) 

2.10.Vektorlarial ko`paytmani ko`paytuvchi vektorlarning  oordinatalari orqali 

ifodalash ([14], 72-75 betlar, [5],[6], [9]).   

2.11.Vektorlarning aralash ko`paytmasi([14], 78-79 betlar, [],[6], [9]) 

2.12. Proeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralsh ko`paytmasi([14], 79-80 

betlar, [4],[6], [9]). 
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10-ma’ruza.  

Arifmetik vektor fazo va unga misollar 

 

10.1. n  o’lchovli vektorlar va ular ustida arifmetik amallar 

Chiziqli tenglamalar sistemasining umumiy nazariyasini qurish uchun 

Kramer qoidasi tatbiq etilishi mumkin bo’lgan sistemalarni yechishda muvaffaqiyag 

bilan xizmat qilgan apparat endi yetarli emas. Determinantlar va matrisalardan 

tashqari o’zicha ham katta umummatematik ahamiyatga ega bo’lgan yangi bir 

tushunchpnn, ya’ni ko ’ p  o ’ l c ho v l i  v e k t o r  f a z o  tushunchasini kiritishimiz 

kerak bo’ladi. 

Dastlab bir nechta boshlang’ich izohlar berib o’tamiz: Analitik geometriya 

kursidan ma’lumki, tekislikning har qanday nuqtasi o’zining ikkita koordinatasi 

(berilgan koordinata o’qlaridagi) bilan, ya’ni ikkita haqiqiy sonnpng tartib langan 

sistemasi bilan aniklanadi; tekislikdagi har qanday vektor o’zining ikkita 

komponent bilan, ya’ni yana ikkita haqiqiy sonning tartiblangan sistemtsi bilan 

aniklanadi. Shunga o’xshash uch o’lchovli fazoning har qanday nuqtasi o’zining 

uchta koordinatasi bilan, fazodagi har qanday vektor o’zining uchta komponent 

bilan aniklanadi. 

Geomegrnyada, shuningdek, mexanikada va fizikada ko’pincha shunday 

obyekglarni o’rganishga to’g’ri keladiki, ularni to’la aniqlash uchun uchta haqiqiy 

sonning berilishi yetarli bo’lmay di. Masalan, uch o’lchovli fazoda sharlar 

to’plamnni qaraylik. Shar to’la aniqlangan bo’lishi uchun uning radiusi va 

markazining koordinatalari berilgan bo’lishi, ya’ni to’rtta haqiqiy sondan  iborat 

tartiblangan sistema berilishi kerak. Yana shunisi ham borki, radius faqat musbat 

qiymatlar kabul  qilishi mumkin. Ikkinchi tomondan, qattiq jismning fazodagn turli 

holatlarini qaraylik. Agar jismning og’rlik markazi koordinatalari (ya’ni uchta 

haqiqiy son), og’irlik markazidan o’tuvchi birorta tayinlangan o’qning yo’nalishi 

(ikkita son - uchta yo’naltiruvchi kosiiusdan ikkitasi) va, nihoyat, bu o’q atrofida 

burilish burchagi ko’rsatilgan bo’lsa, uning vaziyatn to’la aniqlangan bo’ladi. 
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Shunday qilib, fazodagi qattiq jismning vaziyatn oltita haqiqiy sondan iborat 

tartiblangan sistema bilan aniqlanadi. 

Bu misollar n  ta haqiqiy soniing barcha mumkin bo’lgan tartiblangan 

sistemalari to’plamini qarash maqsadga muvofiqigini ko’rsatadi. Bu to’plam unda 

qo’shish va songa ko’paytirish operasiyalarn kiritilgandan keyin (bu quiyroqda, uch 

o’lchovli fazoniig komponentlar orqali ifodalangan vektorlari ustidagi mos 

operasiyalarga o’xshash amalga oshiriladi) « o’lchovli vektor fazo nomini oladi. 

Shunday qilib, n  o’lchovli vektor fazo faqat algebraik tuzilma bo’lib, u uch 

o’lchovli fazoning koordinatalar boshidan chiquvchi  vektorlari to’plaminnng ba’zi 

eng sodda xossalarini saqlaydi. 

10.1-ta’rif. n  ta soniing tartiblangan ushbu 

 naaa ,...,, 21           (10.1) 

sistemasi n  o’lchovli vektor deyiladi.  niai ,...,1   sonlar  naaa ,...,, 21  

vektorning komponent lari deyiladi. 

 Agar  naaa ,...,, 21  va 

 nbbb ,...,, 21     (10.2) 

vektorlarning bir xil o’rinda turgan komponentlari  ustma- ust tushsa, ya’ni agar  

 niba ii ,...,1  bo’lsa, bu vektorlar teng deb hisoblanadi.  

Vektorlarni belgilash uchun bundan buyon grek alfavitining kichik harflari 

ishlatiladi, latin alfavitinnng kichik harflari esa sonlarni belgilash uchun nshlatiladi. 

  Misollar. Vektorlarga misollar sifatida quyidagilarni keltiramiz:  

1) tekislikda yoki uch o’lchovli fazoda koordinatalar boshidan chiqqan vektor-

kesmalar tayinlangan koordinatalar sisgemasida mos ravishda yuqorida aytilgan 

ma’noda ikki va uch o’lchovli vektorlar bo’ladi;  

2) n  noma’lumli har qanday chiziqli tenglamaning koeffisiyentlari n  

o’lchovli vektor tashkil etadi;  

3)  n  noma’lumli chiziqli tenglamalarning istalgan sistemasining har qanday 

yechimi n  o’lchovli vektor bo’ladi;  
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4) agar s  ta satrln va n  ta ustunli matrisa berilgan bo’lsa, u holda uning 

satrlari n  o’lchovli vektorlar, ustunlari esa s  o’lchovli vektorlar bo’ladi;  

5) s ta satrli va n  ta ustunli matrisaning uzn sn o’lchovli vektor sifatida 

qaralishi mumkin: matrisa elementlarini satrma satr bo’yicha ketma-ket o’qib 

chiqish kifoya; xususiy holda, n  tartibli kvadrat matrisani n - o’lchovli vektor deb 

qarash mumkin, shu bilan birga, ravshanki, har qanday 2n  o’lchovli vektor shu yo’l 

bilan n tartibli birorta matrisadan hosil qilinishi mumkin. 

10.2-ta’rif.   naaa ,...,, 21  va  nbbb ,...,, 21  vektorlarning yig’indisi 

deb komnonentlari  qo’shilayotgan vektorlarning mos komponentlari yig’indisidan 

iborat bo’lgan 

 nn bababa  ,...,, 2211     (10.3) 

vektorga aytiladi. 

Vektorlarni  qo’shish sonlarni  qo’shish kommutativ va assosiativ bo’lgani 

sababli kommutativ va assosiativdir. 

Nol rolini ushbu 

 0,...,0,00                (10.4) 

nol vektor uynaydi. 

Haqiqatan ham, 

    .,...,,00,...,0,00 2121   nn aaaaaa  

Nol vektorii yozish uchun nol soninn ifodalovchi 0 simvolning o’zidan 

foydalanamiz; ayni paytda nol soni haqida gapirilyaptimi yoki nol vektor 

to’g’risidami ekanligi masalasi hyech qachon qiyinchilik to’g’dirmaydi. 

 10.3-ta’rif.   naaa ,...,, 21   vektorga qarama-qarshi vektor deb, ushbu 

 naaa  ,...,, 211      (10.5) 

vektorii aytamiz. 

Ravshankn,      0,...,, 2211  nn aaaaaa . Endi vektorlarni 

qo’shishga teskari amal —ayirish mavjud ekanligini ko’rish oson: (10.1) va (10.2) 

vektorlarning ayirmasi      bo’ladi, ya’ni 
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         0,...,, 2211  nn bababa .              (10.6) 

n  o’lchovli vektorlarni (10.3) formula bilan aniqlanadigan qo’shish 

vektorlarni tekislikda yoki uch o’lchovli fazoda parallelogramm qoidasi bo’yicha 

geometrik  qo’shishdan kelib chiqqan. Geometriyada vektorni haqiqiy songa 

(skalyarga) ko’paytirish ham ishlatiladi:  naaa ,...,, 21  vektorni k   songa 

ko’paytirish 0k  bo’lganda,  naaa ,...,, 21  ni k  marta cho’zish (ya’ni 1k   da 

siqish) ni,  0k  da esa,   k  marta cho’zish va yo’nalishni teskarisiga almashtirishni 

bildiradi. Bu  qoidani  naaa ,...,, 21  vektorning komponentlari orqali ifodalab 

va tekshirilayotgan umumiy holga o’tib, qu-  yidagi ta’rifni hosil qilamiz: 

10.4-ta’rif.  (10.1) vektorning k  songa ko’paytmasi deb komponentlari 

 naaa ,...,, 21  vektorning mos komponentlarini k  ga ko’paytmasiga teng 

bo’lgan 

 nkakakak ,...,, 21      (10.7) 

vektorga aytiladi. 

Bu ta’rifdan quyidagi muhim xulosalar kelib chiqadi (ularni tekshirish 

o’quvchining o’ziga havola qilinadi); 

10.   ; kkk   

20.  ; lklk   

30.     ; kllk   

40. .1    

 

10.5-ta’rif.  Vektorlarni qo’shish va vektorni songa ko’paytirish amallari 

aniqlangan barcha haqiqiy komponentli  n  o’lchovli vektorlar to’plami p o’lchovli 

vektor fazo deyiladi. 

Shuni ta’kidlab o’tamizki, n  o’lchovli vektor fazo ta’rifiga vektorni 

vekgorga hyech qanday ko’paytirish kirmaydi. Vekgorlarni ko’paytirishni aniqlash 

qiyin emas-masalan, vektorlar ko’paytmasining komponentlari ko’paytuvchi 

vektorlar mos komponentlarining ko’paytmasiga teng deb olish mumkin. Biroq 
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bunday ko’paytirish hyech qanday jnddiy tatbiqqa ega bo’lmas edi. Masalan, 

tekislikda yoki uch o’lchovli fazoda koordinatalar boshidan chiqqan vektor-

kesmalar tayinlangan koordinatalar sistemasida ikki o’lchovli va mos ravnshda uch 

o’lchovli vektor fazolar tashkil etadilar. Bu misolda vektorlarni qo’shish va vektorni 

songa ko’paytirish, yuqorida qayd qilib o’tilganidek, muhim geometrik ma’no kasb 

etgan bir paytda vektorlarning komponentlari bo’yicha ko’paytirishga biroi bir 

tuzukroq geometrik talqin berib bo’lmaydi. 

 

10.2. n  o’lchovli vektorlar sistemasining rangi  

 

10.6-ta’rif.  Agar shunday  slll ,...,, 21  sonlar mavjud bo’lsaki, ular uchun 

sslll   ...1211  

munosabat bajarilsa,   vektor s ,...,, 21  vektorlarnnng chiziqli kombnnasiyasi 

deyiladi. 

10.7-ta’rif.  Ushbu 

 2,...,, 21 rr      (10.8) 

vektorlar sistemasiinng hyech bo’lmaganda bir vektori (10.8) sistemaning qolgan 

vektorlarining chiziqli kombnnasiyasi bo’lsa, ( 10.8)  sistema chiziqli bog’liq, aks 

xolda esa chiziqli erkli deyiladi. 

Agar  hyech bo’lmaganda bittasi noldan farqli shunday  rkkk ,...,, 21  sonlarni 

topish mumkin bo’lsaki, ular uchun 

0...2211  rrkkk   

tenglik o’rinli bo’lsa, (10.8) vektorlar sistemasi chiziqli bog’liq bo’ladi. 

Agar ikkita vektorlar sistemasining har qaysisi boshqasi orqali chiziqli 

ifodalansa, bu sistemalar ekvivalent deyiladi. 

10.1-teorema.  Agar n  o’lchovchi vektor fazoda ikkita r ,...,, 21  va 

s ,...,, 21  vektorlar sistemasi berilgan bo’lib, ulardan birinchisi chiziqli erkli  

hamda ikkinchisi orqali chiziqli ifodalansa,  u holda birinchi sistemadagi vektorlar 

soni ikkinchi sitemadagi vektorlar sonidan ortiq bo’lmaydi, ya’ni sr   bo’ladi. 
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10.1-natija. Har qanday ikkita ekvivalent chiziqli erkli vektorlar sistemasi 

teng sondagi vektorlarga ega bo’ladi. 

Berilgan vektorlar sistemasining istalgan maksimal chiziqli erkli sistemasiga 

kiruvchi vektorlar soni bu sistemaning rangi deyiladi. Bu tushunchadan foydalanib 

asosiy teoremadan yana bir natija keltirib chiqaramiz. 

10.2-natija. n  o’lchovchi vektor fazoda ikkita r ,...,, 21  va s ,...,, 21  

vektorlar sistemasi berilgan bo’lsin. B u sistemalar chiziqli erkli bo’lishi shart emas, 

shu bilan birga r ,...,, 21  sistemaning rangi  k  songa, s ,...,, 21 sistemaning 

rangi esa l  songa teng bo’lsin. Agar birinchi sistema ikkinchi sistema orqali chiziqli 

ifodalansa,  lk   bo’ladi Agar bu sistemalar ekvivalent bo’lsa,  lk   bo’ladi. 
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11-ma’ruza.  

Chiziqli fazo. Yevklid fazosi 

 

11.1. Chiziqli fazoning ta’rifi va misollar . L   to’plam berilgan bo’lib, 

uning elementlari 
_______

,...,, uzyx  vektorlar bo’lsin. 

 I. L to’plamda «elementlarni qo’shish» amali kiritilgan, ya’ni  Lyx 
____

,  

elementlari uchun shunday uchinchi bir Lz 
__

 element biror qoida bo’yicha  mos 

qo’yilgan bo’lsin,  va uni 
______

yxz   deb belgilaymiz. 

 II. L  to’plamda «elementlarni songa ko’paytirish» amali kiritilgan, ya’ni 

Lx 
__

 va  R
__

  son uchun L  to’plamda shunday Lu 
__

 element biror qoida 

bo’yicha  mos qo’yilgan bo’lsin, va uni 
____

xau   

 III. Bu ko’rsatilgan yuqoridagi ikkita amallar quyidagi sakkizta aksiomani 

qanoatlantirsin. 

 10   
________

xyyx   (o’rin almashtirish xossasi); 

 20    )()(
____________

zyxzyx   (assosiativlik xossasi); 

 30. L to’plamda shunday nol 0  element mavjud bo’lib, xL element uchun 

mana ushbu  

__________

00 xxx   

tenglik bajarilsa; 

 40  L to’plamdagi har qanday Lx 
__

 element uchun L da shunday Lx
__

 

element mavjud bo’lib, ushbu  

______

0)(  xx  

tenglik bajarilsa (
__

x  ni 
__

x  qarama-qarshi element deb ataymiz) 

 50   
____

1 xx     )( Lx  
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 60   
____

)()( xx     ),,(
__

RLx    (guruhlash xossasi) 

 70   
______

))( xxx    ),,(
__

RLx    (sonlar yig’indisini 

ko’p.taq.xossasi) 

 80  
________

)( yxyx    ),,(
____

RLyx    (element yig’indi sonini 

taq.xossasi) 

 Bu I,II,III – shartni qanoatlantiruvchi L to’plamni chiziqli fazo deb ataymiz. 

Haqiqiy sonlar to’plamidagi chiziqli fazo, odatda haqiqiy fazo deyiladi, kompleks 

sonlar to’plamidagi chiziqli fazo esa, kompleks fazo deyiladi. 

 Chiziqli fazoga doir misollarni qaraymiz. 

 1. 








 sonlarhaqiqiyxxxxxR in
n ),,...,,( 21

__

 to’plamini qaraymiz. nR  

to’plamning elementlari ustida qo’shish va songa ko’paytirish amallari va 8 aksioma 

bajariladi. Haqiqatan, 

RRyyyyRxxxx n
n

n
n  ,),...,,(,),...,,( 21

__

21

__

 bo’lsin, u holda 

n
nnnn Ryxyxyxyyyxxxyx  ),...,,(),...,,(),...,,( 22112121

____

 

n
n Rxxxx  ),...,,( 21

__

 . 

),...,,(,0,...,0,0(0 21

____

n

таn

xxxx   . 

Demak, nR  - chiziqli fazo bo’ladi. 

2. Darajasi n  natural sondan oshmaydigan hamda qo’shish va songa 

ko’paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha ko’phadlar to’plami chiziqli 

fazo hosil qiladi. 

3. Fazoning  tayinlangan nuqtasidan chiquvchi barcha radius vektorlar 

to’plami haqiqiy chiziqli fazo hosil qiladi. 

11.2.Vektorlarning chiziqli bog’lanishi.  Elementlari    
________

,...,, nzyx     bo’lgan 

ixtiyoriy  haqiqiy  chiziqli  L  fazo   berilgan   bo’lsin. 
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 11.1-ta’rif. Agar  uzyx ,...,,
______

  vektorlar  uchun   

tenglikni  qanoatlantiruvchi  ,...,,   sonlar  mavjud   bo’lsa,  u  hoida    
__

x    vektor  

y, z, ….,u   vektorlar  orqali  chiziqli    ifodalangan   yoki  ularning  chiziqli   

kombinasiyasidan iborat   deyiladi. 

 Bunda   ,...,,  sonlarning ba’zilari (hatto hammasi) nolga teng bo’lishi 

mumkin. 

Masalan. )7,12,7(
__

x  vektor )8,6,4(),7,0,3(),5,2,1(
______

 uzy  vektorlar 

orqali  chiziqli  ifodalanadi: 

           )8,6,4(1)7,0,3(0)5,2,1(3)7,12,7(;103
________

 uzyx  

11.2-ta’rif. Agar berilgan 
_______

,...,, uzyx  vektorlar uchun kamida bittasi 

noldan farqli shunday  ,...,,,  ( R ,...,,, ) sonlar mavjud bo’lsaki, ushbu 

__________

0...  uzyx                               (11.1) 

tenglik o’rinli bo’lsa, 
_______

,...,, uzyx  vektorlar L chiziqli fazoda chiziqli bog’liq 

deyiladi. 

11.3-ta’rif. Agar berilgan 
_______

,...,, uzyx  vektorlar uchun yuqorida aytilgan 

shartlarni qanoatlantiruvchi sonlar mavjud bo’lmasa, ya’ni (11.1) tenglik faqat 

0...    shartdagina bajarilsa, 
_______

,...,, uzyx  vektorlar L chiziqli fazoda 

chiziqli bog’lanmagan (erkli) deyiladi. 

1-misol. Rasional sonlar maydonidagi uch o’lchovli vektor fazoning  

   )7,5,2()0,6,3(),3,9,3(),2,0,1(
________

 uzyx  

vektorlari chiziqli bog’langan, chunki rasional  3, 2, -3, 0 sonlar uchun 

00323
_______

 uzyx  

tenglik  bajariladi, bunda )0,0,0(0
__

 . 

 2-misol. Ushbu )1,3,1(),3,1,2(),1,2,1(
______

 cba  

vektorlarning  chiziqli bog’lanmaganligini ko’rsating. 

________

,..., nzyx  
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Haqiqatan ham 

_________

0 cyx        (11.2) 

tenglikdan  0     kelib chiqishini ko’rsatamiz. 

 Berilgan vektorlarni (11.2) tenglikka qo’ysak qo’yidagi  birjinsli chiziqli 

tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi: 

)0,0,0()1,3,1()3,1,2()1,2,2(    

yoki 















03

032

02







 

bu bir jinsli sistemaning  asosiy determinanti noldan farqli  shu sababli u  faqat hol  

yechimga ega bo’ladi 05

131

312

121







 

Demak, (11.2) tenglik faqat 0   bo’lgandagina  bajarilar ekan. 

11.1-teorema. nR  chiziqli fazoning uzyx ,...,,,   elementlari chiziqli  

bog’langan bo’lishi uchun bu elementlardan birortasi qolganlari orqali  chiziqli 

(kombinasiyasi) ifodalangan bo’lishi zarur va yetarli. 

Isboti. Zaruriyligi. Faraz qilaylik ,,,,
______

zyx   elementlar chiziqli bog’langan 

bo’lsin, ya’ni 

_______

21

__

0...  zyx n       (11.3) 

tenglik bajarilsin, bunda n ,..., 21  lardan aqalli birortasi noldan farqli, masalan 

01    bo’lsin, u holda (11.3) ni quyidagicha yozih mumkin 

____

1

2
__

... zyx
n

n








  




















n

n,...,,
1

3

1

2  deb belgilashlar kiritib, 
________

... uzyx    ni 

olamiz. 



 

93 

 

 Bu esa 
__

x  elementni qolgan 
______

,...,, uzy  elementlar orqali chiziqli 

ifodalanganligini bildiradi. 

 Yetarliligi. Faraz qilaylik 
__

x  element qolgan 
______

,...,, uzy  elementlarning chiziqli 

(kombinasiyasi) ifodasi bo’lsin, ya’ni 

________

... uzyx    

Bu tenglikni quyidagi  ko’rinishda   yozish   mumkin. 

0...
________

 uzyx                            (11.4) 

Bu (-1),  ,...,,  sonlar bittasi noldan farqli, u holda (11.4) tenglik 
______

,...,, uyx  

elementlarning chiziqli bog’langanligini ko’rsatadi. Teorema isbotlandi. 

 Qo’yidagi elementar tasdiqlar o’rinlidir: 

 10 Agar uzyx ,...,,,
____

 elementlardan birortasi nol elementga ega bo’lsa, u holda 

bu elementlar chiziqli bog’langandir. 

 Haqiqatan ham, 
____

0x  ega bo’lsin, u holda 
________

0...  zyx   tenglik 

o’rinli bo’ladi,  agar  0...,1    bo’lsa. 

 20 Agar uzyx ,...,,,
____

 elementlarning bir qismi chiziqli bog’langan bo’lsa, u 

holda hamma elementlari chiziqli bog’langan bo’ladi. 

 30 Har qanday 
__

x  vektorini chiziqli ifodalash mumkin. 

 nnn xxxexexexx ,...,,... 21

__

2

__

21

__

1

__

 . 

 

11.3. Chiziqli fazo elementini bazis bo’yicha yoyish  

11.4-ta’rif. L chiziqli fazoning har bir 
__

x  elementni uchun shunday 

nxxx ,...,, 21  sonlar mavjud bo’lib, ushbu 

nn exexexx
__

2

__

21

__

1

__

...  
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tenglik o’rinli bo’lsa, u holda neee
__

2

__

1

__

,...,,  chiziqli bog’lanmagan  vektorlar sistemasi 

L chiziqli fazoning bazisi deyiladi, bunda nxxx ,...,, 21  sonlar 
__

x  vektorning 

koordinatalari deyiladi. 

 11.2-teorema. L chiziqli fazoning har bir 
__

x  elementini yagona usulda bazis 

vektorlari orqali yoyish mumkin, ya’ni 

nn exexexx
__

2

__

21

__

1

__

...                         

  11.4.  Chiziqli fazoning o’lchovi. L chiziqli fazo uzyx ,...,,
____

 elementlari 

bilan berilgan bo’lsin. 

 11.5-ta’rif. L chiziqli fazoning uzyx ,...,,
____

 elementlaridan n  tasi chiziqli 

bog’lanmagan (erkli) vektorlar sistemasi  bo’lib, ixtiyoriy 1n  tasi chiziqli 

bog’langan bo’lsa, u holda L  n  o’lchamli chiziqli fazo deyiladi va  quyidagicha 

belgilanadi nL dim . 

 11.6-ta’rif. Agar  L chiziqli fazoda cheksiz ko’p chiziqli bog’lanmagan 

vektorlar sistemasi mavjud bo’lsa, u holda bu L cheksiz o’lchovli chiziqli  fazo 

deyiladi va demL  bo’ladi. 

 Misol. R maydonda darajalari )1( n  dan ortiq bo’lmagan ko’phadlar fazosini 

olaylik. Bu fazoda ushbu 

    12,...,,,1 nxxx                                                (11.5) 

vektorlar chiziqli bog’lanmagan, chunki 

0... 1

110  



n

n xaxaa  

tenglik, ma’lumki, 0... 110  naaa  martdagina o’rinli  bo’ladi. Endi, 

fazoning istalgan 

1
110 ...)( 
 n
n xbxbbxf  

vektorni olsak, uning (11.5) vektorlar orqali ifodalanishi ko’rinib turadi. Shunday 

qilib, biz bunda  n  o’lchovli fazoga ega bo’lamiz. 
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 11.3-teorema. Agar L  chiziqli fazoning o’lchovi n  ga teng bo’lsa, u holda 

bu L chiziqli fazoning n  ta chiziqli bog’lanmagan vektorlari uning bazisi bo’ladi. 

 Isboti. L chiziqli fazoning elementlari 1n  ta bo’lsin: 
____

2

__

1

__

,...,,, neeex  bu 

elementlarga mos  ,...,,,  sonlar mos kelsin.  U holda bu sistema chiziqli 

bog’langandir: 

______

2

__

1

__

0...  neeex   



 bo’lsin, u holda 

 
____

2

__

1

__

... neeex











  

bo’ladi. ,,...,, 21











 nxxx  belgilasak, u holda 

   
____

22

__

11

__

... nn exexexx                             (11.6) 

bo’ladi. Shartga ko’ra, 
__

x  L fazoning ixtiyoriy elementi, u holda (11.6) tenglikdagi 

____

2

__

1 ..., neee  elementlar sistemasi L fazoning bazisi bo’ladi. 

11.5. Qism fazo 

F  maydon ustidagi V  chiziqli fazoda 'V  qism to’plam berilgan bo’lsin. 

11.7-ta’rif. Agar V  dagi qo’shish amaliga va vektorlarni F  dagi skalyarlarga  

ko’paytirish  amaliga  nisbatan  'V   to’plam  yopiq  bo’lsa, ya’ni har qanday  ', Vyx 

,  uchun  'Vyx   va har qanday  'Vx , F  , uchun 'Vx   bo’lsa, u holda 

'V   kism  to’plamga V  chiziqli  fazoning  qism fazosi deyiladi. 

1-natija. '0 V  . 

 Haqiqatdan  ham  ixtiyoriy 'Vx   uchun 0 deb olsak  '0 V . 

2-natija. Agar 'Vx  bo’lsa, 'Vx    bo’ladi.   

Buni  ko’rsatish uchun 1  deb olish kerak. 
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2-natija. 'V   to’plamning o’zi ham F  maydon ustida V  chiziqli fazoda 

kiritilgan amallarga nisbatan chiziqli  fazo tashkil etadi. 

11.4-teorema. 1) 'V   fazo V  chiziqli fazoning qism fazosi bo’lsa,  

   VV dim'dim   

bo’ladi. 

2)  Agar 'V   va "V lar V   chiziqli  fazoning  qism  fazolari  va "' VV    bo’lsa,  

"dim'dim VV  buladi.  Bundan  tashqari  oxirgi tengsizlikdan tenglik bo’lishi uchun  

"' VV   tenglik bajarilishi zarur va yetarli. 

 

 

11.6. Yevklid fazosining ta’rifi. Yevklid fazosida elementning normasi 

tushunchasi. Yevklid fazosida ortonormallangan bazis qurish 

 

 Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar 

ko‘paytma kiritishdir. 

11.8-ta’rif. Bizga  haqiqiy chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Agar  dekart 

ko‘paytmada aniqlangan  funksional quyidagi to‘rtta shartni qanoatlantirsa, unga 

skalyar ko‘paytma deyiladi: 

1)   

2)  

3) ;  

4) , 

11.8-ta’rif. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi 

va  elementlarning skalyar ko‘paytmasi  orqali belgilanadi. 

Evklid fazosida  elementning normasi 

      (11.7) 

formula orqali aniqlanadi. Bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. 

Skalyar ko‘paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib 

L LL

p

;0),(;,0),(  xxxpLxxxp

;,),,(),( Lyxxypyxp 

LyxRyxpyxp  ,,),,(),( 

Lyxxyxpyxpyxxp  ,,),,(),(),( 212121

yx , ),( yx

x

 xxx ,
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chiqadi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb 

ataluvchi quyidagi  

     (11.8) 

tengsizlikdan kelib chiqadi. 

Endi (11.8) tengsizlikni, ya’ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz. 

 ning barcha qiymatlarida nomanfiy bo‘lgan kvadrat uchhadni qaraymiz: 

. 

Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya’ni 

 

Bundan  

,   ya’ni   . 

Endi (11.7) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini ko‘rsatamiz: 

 

Bundan  tengsizlik kelib chiqadi. 

Shuni ta’kidlaymizki, Evklid fazosida yig‘indi, songa ko‘paytirish va skalyar 

ko‘paytma amallari uzluksizdir, ya’ni agar   (norma bo‘yicha 

yaqinlashish ma’nosida),  (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘lsa, u holda 

. 

Bu tasdiqlarning isboti quyidagicha: 

 

 

 

 

  yxyx ,

R

            2222 ,2,,2,, yyxxyyyxxxyxyx  

   .04,4
222
 yxyxD

   222
, yxyx    yxyx ,

       

  .2

,,2,,

222

2

yxyyxx

yyyxxxyxyxyx





yxyx 

,xxn  yyn 

 n

   y,xy,x,xx,yxyx nnnnnn  

        ;,0  nyyxxyyxxyxyx nnnnnn

   

;,0 



nxxx

xxxxxxxxx

nnn

nnnnnnnnn





             yxyxyxyxyxyx nnnnnn ,,,,,,

    .,0,,  nyyxyxxyyxyxx nnnnnn
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Evklid fazolarida nafaqat vektorning normasini (ya’ni uzunligini), balki vektorlar 

orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan farqli  va  

vektorlar orasidagi  burchakning kosinusi 

      (11.9) 

formula bilan aniqlanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (11.9) ning o‘ng 

tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (11.9) formula haqiqatan ham, 

nolmas  va  vektorlar orasidagi  burchakni bir qiymatli aniqlaydi. 

Agar  bo‘lsa, u holda  va  vektorlar ortogonal deyiladi. 

11.10-ta’rif. Agar ixtiyoriy  da  bo‘lsa, u holda nolmas 

 vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir 

elementning normasi birga teng bo‘lsa,  ortogonal normalangan sistema, 

qisqacha ortonormal sistema deyiladi. 

Agar  vektorlar ortogonal sistemani tashkil qilsa, u holda  chiziqli 

bog‘lanmagan bo‘ladi. Haqiqatan ham, 

 

bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala qismini  ga skalyar ko‘paytirib, quyidagiga ega 

bo‘lamiz 

 

 bo‘lgani uchun, barcha  larda  bo‘ladi. 

11.11-ta’rif. Agar  sistemani o‘zida saqlovchi minimal yopiq qism fazo 

 fazoning o‘ziga teng bo‘lsa, u holda  sistema to‘la deyiladi. 

11.12-ta’rif. Agar  ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda bu sistema 

 fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi. 

Ravshanki, agar  - ortogonal sistema bo‘lsa, u holda 

 

ortonormal sistema bo‘ladi. 

x y



 
yx

yx




,
cos

x y  0,

0),( yx x y

    0 x,x

 x

 x

 x  x

  nn xxx 2211

ix

    nixxxxxx iiinni ,,2,1,0,, 2211   

  0, ii xx },,2,1{ ni  0i

 x

E  x

 x

E

 x

  xx 
1



 

99 

 

11.1-misol.  -  o‘lchamli Evklid fazosi. Bu 

fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

. 

Bu fazoda  vektorlar sistemasi ortonormal bazisni tashkil 

qiladi. 

11.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya’ni  ni 

qaraymiz. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

. 

 fazoda ortonormal bazis sifatida (5.8) tenglik bilan aniqlanuvchi  

vektorlar sistemasini olish mumkin. 

11.3.  fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

                       (11.10) 

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga 

 

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo‘ladi. 

11.4.  fazoda ham  va  elementlarning skalyar ko‘paytmasi 

(11.10)  tenglik bilan aniqlanadi. 

11.13-ta’rif. Agar  Evklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli 

to‘plam mavjud bo‘lsa,  separabel Evklid fazosi deyiladi. 

Yuqorida keltirilgan , ,  va  fazolar separabel Evklid 

fazolariga misol bo‘ladi. Har qanday separabel Evklid fazosidagi ixtiyoriy 

ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir. Mustaqil isbotlang. 

11.5-teorema. (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga  Evklid fazosida 

chiziqli bog‘lanmagan 

  Rx,x...,,x,xxR in

n  21 n

  



n

i
ii yxy,x

1

n
k

k

ke 1=0)},,0,,0,10,(={ 


2

  





1

,
i

ii yxyx

2


1=}{ nne

],[2 baC

      ., 
b

a

dttgtfgf

,2,1,
2

sin,
2

cos,
2

1



n

ab

tn

ab

tn 

],[2 baL f g

E

E

nR 2 ],[2 baC ],[2 baL

E
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      (11.11) 

elementlar sistemasi  berilgan bo‘lsin. U holda  Evklid fazosida quyidagi 

shartlarni  qanoatlantiruvchi 

       (11.12) 

sistema mavjud:  

1) (11.12) ortonormal sistema.  

2) Har bir  element  elementlarning chiziqli 

kombinatsiyasidan iborat, ya’ni 

 

3) har bir   element 

 

ko‘rinishda tasvirlanadi.  

4) (11.12) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir qiymatli 

aniqlanadi. 

Isbot.  element  ko‘rinishda izlanadi va   

 

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan 

. 

Ko‘rinib turibdiki,  bir qiymatli aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 shartlarni 

qanoatlantiruvchi  elementlar qurilgan bo‘lsin. Ushbu  

 

elementni kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki, agar  bo‘lsa,  

bo‘ladi.  tenglik (11.11) sistemaning chiziqli erkli ekanligiga zid, 

shuning uchun  . Endi 

 

 ,,,, 21 nfff

E

 ,,,, 21 n

n  ,,,, 21 nfff

;0,2211  nnnnnnnn afafafa 

nf

0,2211  nnnnnnnn bbbbf  

1 111 fa 11a
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1111  ffa

 
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      112211 ,,,  nnnnnnn ffff  
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
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
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deymiz.  vektorning qurilishiga ko‘ra u  vektorlarning chiziqli 

kombinatsiyasi va demak,  ham ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni 

,   bu yerda    

Bundan tashqari ,    va  

, 

ya’ni  teorema shartlarini qanoatlantiradi. ∆ 

(11.11) sistemadan 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi (11.12) sistemaga o‘tish 

ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko‘rinib turibdiki, (11.11) va (11.12) 

sistemalardan hosil bo‘lgan qism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib chiqadiki, 

bu sistemalar bir vaqtda to‘la yoki to‘la emas. 

11.1-natija. Har qanday separabel Evklid fazosida sanoqli ortonormal bazis 

mavjud. 

Isbot.  -  Evklid fazosining hamma yerida zich sanoqli to‘plam bo‘lsin.  

Undan  chiziqli  bog‘langan elementlarni chiqarib tashlab, qolgan  sistemaga 

ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal bazisni hosil qilamiz. ∆  
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12-ma’ruza.  

Chiziqli operatorlar va ularning xossalari 

 

12.1. Chiziqli operatorning ta’rifi va misollar 

Biz asosan chiziqli operatorlarni qaraymiz. Chiziqli operatorlarning 

aniqlanish sohasi va qiymatlar to‘plami chiziqli normalangan fazolarning qism 

fazolari bo‘ladi. Shunday qilib, bizga X  va Y  chiziqli normalangan fazolar berilgan 

bo‘lsin. 

12.1-ta’rif. X  fazodan olingan har bir x  elementga Y  fazoning  yagona y  

elementini mos qo‘yuvchi  

 YyXxyAx  ,  

akslantirish operator deyiladi. 

Umuman A  operator X  ning hamma yerida aniqlangan bo‘lishi shart emas. 

Bu holda Ax  mavjud va  YAx  bo‘lgan barcha Xx  lar to‘plami A  operatorning 

aniqlanish sohasi deyiladi va )(AD  bilan belgilanadi, ya’ni: 

   .vamavjud: YAxAxXxAD   

Agar  chiziqli A  operator qaralayotgan bo‘lsa, )(AD  ning chiziqli ko‘pxillilik 

bo‘lishi talab qilinadi, ya’ni agar  ADyx ,  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy C ,  lar 

uchun  ADyx   . 

12.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy   XADyx ,  elementlar va ixtiyoriy C ,  

sonlar uchun 

yAxAyxA   )(  

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A  ga chiziqli operator deyiladi. 

12.3-ta’rif. Bizga YXA :  operator va  ADx 0  nuqta berilgan  bo‘lsin. 

Agar YAxy  00  ning ixtiyoriy V  atrofi uchun,  0x   nuqtaning shunday U  atrofi 

mavjud bo‘lib, ixtiyoriy  ADUx   lar uchun VAx  bo‘lsa, A  operator 0xx   

nuqtada uzluksiz deyiladi. 

12.3-ta’rifga teng kuchli  quyidagi ta’riflarni keltiramiz. 



103 

 

12.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0  uchun shunday   0   mavjud bo‘lib, 

 0xx   tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha   ADx   lar uchun 

 0AxAx  tengsizlik bajarilsa, A  operator 
0xx   nuqtada uzluksiz  deyiladi. 

12.5-ta’rif. Agar 
0x  nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy 

nx  ketma-ketlik uchun 

00  xAxA n  bo‘lsa, u holda A  operator 
0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Agar A  operator ixtiyoriy  ADx  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, A  uzluksiz 

operator deyiladi. 

12.6-ta’rif. Ax  tenglikni qanoatlantiruvchi barcha Xx  lar to‘plami A  

operatorning yadrosi deb ataladi va u KerA   bilan belgilanadi. 

12.7-ta’rif. Biror  ADx  uchun xAy   bajariladigan Yy  lar to‘plami 

A  operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u AIm  yoki )(AR  

bilan belgilanadi. 

Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini 

quyidagicha yozish mumkin: 

  ,}:{  AxADxKerA  

  .}uchunbiror:{Im:)( AxyADxYyAAR   

Chiziqli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko‘pxillilik bo‘ladi. 

Agar XAD )(  bo‘lib, A  uzluksiz operator bo‘lsa, u holda KerA  yopiq qism fazo 

bo‘ladi, ya’ni  ][KerAKerA  . A  operator uzluksiz bo‘lgan holda ham YAIm  

yopiq qism fazo bo‘lmasligi mumkin. 

12.2. Chiziqli operatorlarga misollar 

12.1-misol. X  - ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo‘lsin. 

xIx  ,    Xx  

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Bu operatorning chiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan 

bevosita  kelib chiqadi: 

yIxIyxyxI   )( ,       00 xxxxI  . 
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Qo‘shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, qiymatlar 

sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli: 

}{    ,)(  ,)(  KerIXIRXID . 

12.2-misol. X  va Y  ixtiyoriy chiziqli normalangan fazolar bo‘lsin. 

 xYX ,:  

operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Nol operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan kelib 

chiqadi. Uning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar 

o‘rinli: 

,)( XD          ,)( R       XKer )( . 

12.3-misol. Aniqlanish sohasi )(AD     baCbaC ;,1   bo‘lgan va  baC ;  

fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi 

 baCA ;:   baC ; ,       xfxAf '  

operatorni qaraymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni chiziqlilik va 

uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy 

)(, ADgf   elementlarning chiziqli kombinatsiyasi bo‘lgan gf    elementga 

A  operatorning ta’sirini qaraymiz: 

                  xAgxAfxgxfxgxfxgfA   ''' . 

Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda 

o‘zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan foydalandik. 

Demak, A  operator chiziqli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. 

Ma’lumki,  A , bu yerda   -  baC ;  fazoning nol elementi, ya’ni   0x . Endi 

nolga yaqinlashuvchi  ADfn   ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiylikni buzmagan 

holda 1,0  ba  deymiz. 

0
1

1
lim

1
maxlimlim,

1
)(

1

10

1



















nn

x
f

n

x
xf

n

n

xn
n

n

n

n . 

Ikkinchi tomondan, 
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   011limmaxlimlim,
10


 n

n

xn
n

n

n

n xAAfxxAf  . 

Demak, A  operator nol nuqtada uzluksiz emas  ekan. 12.2-teoremaga ko‘ra 

differensial operator aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega. 

Uning qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli: 

}{        ],,[)( constKerAbaCAR  . 

12.4-misol. Endi  baC ;  fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B  operatorni 

quyidagicha aniqlaymiz: 

      
b

a

dttftxKxBf ,                     (12.1) 

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda ),( yxK  funksiya ],[],[ baba   - 

kvadratda aniqlangan, uzluksiz. ),( yxK  integral operator-ning o‘zagi (yadrosi) 

deyiladi. B  operatorni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Ma’lumki, ixtiyoriy ],[ baCf   uchun )(),( tftxK   funksiya x  va 

t  larning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki, 

   
b

a

dttftxK ,  

integral parametr ],[ bax  ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B  

operatorning aniqlanish sohasi )(BD  uchun  baCBD ;)(   tenglik o‘rinli ekanligi 

kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash amalining 

chiziqlilik xossasidan kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy  baCgf ;,    va C ,   lar 

uchun 

            
b

a

dttgtft,xKxgfB   

             xBgxBfdttgt,xKdttft,xK
b

a

b

a

    

tengliklar o‘rinli.  Endi integral operator B  ning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. 

 baCf ;0   ixtiyoriy tayinlangan element va    baCfn ;  unga yaqinlashuvchi 

ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda 
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      

      .,maxmax

,max

00

00

ffCdttxKtftf

dttftftxKBfBf

n

b

a
bxa

n
bxa

b

a
n

bxa
n













         (12.2) 

Bu yerda 

 



b

a
bxa

dttxKC ,max . 

C  ning chekli ekanligi ],[ ba  kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan 

ekanligidan kelib chiqadi. Agar (12.2) tengsizlikda n  da limitga o‘tsak, 

0limlim 00 


ffCBfBf n
n

n
n

 

ekanligini olamiz. Agar 00  BfBfn  tengsizlikni hisobga olsak, 

0lim 0 


fBfB n
n

. 

Shunday qilib, B  integral operator  ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan. 

B  integral operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi integral operatorning 

o‘zagi - ),( yxK  funksiyaning berilishiga bog‘liq. Masalan, 1),( txK  bo‘lsa, B  

operatorning qiymatlar sohasi BIm  o‘zgarmas funksiyalardan iborat, ya’ni 

 consttfbaCfB  )(:],[Im , uning yadrosi KerB  o‘zgarmasga ortogonal 

funksiyalardan iborat, ya’ni 

    }.:;{ 0 
b

a

dttfbaCfKerB  

12.8-ta’rif. Bizga X  normalangan fazoning M  to‘plami berilgan bo‘lsin. 

Agar shunday 0C  son mavjud bo‘lib, barcha xM  uchun Cx   tengsizlik 

o‘rinli bo‘lsa, M  to‘plam chegaralangan deyiladi. 

12.9-ta’rif.  X  fazoni Y  fazoga akslantiruvchi A  chiziqli operator berilgan 

bo‘lsin. Agar A  ning aniqlanish sohasi XAD )(  bo‘lib, har qanday chegaralangan 

to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A  ga chegaralangan 

operator deyiladi. 

Chiziqli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif 

qulaydir. 
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12.10-ta’rif. YXA :  chiziqli operator bo‘lsin. Agar shunday 0C  son 

mavjud bo‘lib, ixtiyoriy  ADx  uchun 

xCxA                               (12.3) 

tengsizlik bajarilsa, A  chegaralangan operator deyiladi. 

12.11-ta’rif. (12.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C  sonlar to‘plamining aniq 

quyi chegarasi A  operatorning normasi deyiladi, va u A  bilan belgilanadi, ya’ni 

.inf CA   

Bu ta’rifdan  ixtiyoriy   ADx    uchun xAxA   tengsizlik o‘rinli 

ekanligi kelib chiqadi. 

12.1-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslantiruvchi 

chiziqli chegaralangan A  operatorning normasi A  uchun 

x

xA
xAA

xx 

 supsup
1

                      (12.4) 

tenglik o‘rinli. 

Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz 

x

xA

x 




 sup . 

A  chiziqli operator bo‘lgani uchun 

.supsupsup
1

xA
x

x
A

x

xA

xxx 




  

Ixtiyoriy  0x   uchun 

.
x

xA
 

Demak, ixtiyoriy Xx  uchun  .xxA   Bundan esa 

A .                  (12.5) 

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy 0  son uchun, shunday  x  

element mavjudki, 
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A
x

xA





  

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan 0  ixtiyoriy bo‘lgani uchun, 

A .      (12.6) 

(12.5) va (12.6) lardan A  tenglik kelib chiqadi. ∆ 

12.1-tasdiq. Chiziqli chegaralangan A  operator uchun 

xAxA
xx 11 

 supsup  

tenglik o‘rinli. 

12.1-tasdiqni mustaqil isbotlang. 

X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan fazoga akslantiruvchi 

chiziqli chegaralangan operatorlar to‘plamini  ),( YXL  bilan belgilaymiz. Xususan, 

YX   bo‘lsa )(),( XLXXL  . 

12.1-natija. Ixtiyoriy A ),( YXL   va   ADx , 1x  uchun 

AxA                                (12.7) 

tengsizlik o‘rinli. 

(12.7) tengsizlikning isboti (12.4) tengsizlikdan bevosita kelib chiqadi. 

12.12-ta’rif. YXA :  va YXB :  chiziqli operatorlarning yig‘indisi 

deb, )()( BDADx   elementga YBxAxy   elementni mos qo‘yuvchi 

BAC  operatorga aytiladi. 

Ravshanki, C  chiziqli operator bo‘ladi. Agar BA,  ),( YXL  bo‘lsa, u holda  

C  ham chegaralangan operator bo‘ladi  va 

BABAC                 (12.8) 

tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, 

  xBAxBxAxBxAxBxAxC  . 

Bu yerdan (12.8) tengsizlik kelib chiqadi. 

12.13-ta’rif. A  chiziqli operatorning   songa ko‘paytmasi x  elementga 

Ax  elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi, ya’ni 
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   AxxA   . 

12.14-ta’rif. YXA :  va ZYB :  chiziqli operatorlar berilgan bo‘lib 

)()( BDAR   bo‘lsin. B  va A  operatorlarning ko‘paytmasi deganda, har bir 

)(ADx   ga Z  fazoning )(AxBz   elementini mos qo‘yuvchi ZXBAC  :  

operator tushuniladi. 

Agar A  va B  lar chiziqli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C  ham 

chiziqli chegaralangan operator bo‘ladi va 

ABC      (12.9) 

tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, 

 
XYZZ

xABxABxABxC  . 

Bu yerdan (12.9) tengsizlik kelib chiqadi. 

Operatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish assotsiativdir. Qo‘shish amali 

kommutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas. 

Agar X  va Y  lar chiziqli normalangan fazolar bo‘lsa, ),( YXL  ham chiziqli 

normalangan fazo bo‘ladi, ya’ni RYXLp ),(: , 

  xAAp
x 1

 sup  

funksional normaning 1-3 - shartlarini qanoatlantiradi. 

12.2-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslantiruvchi 

:A X Y  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiqlar teng kuchli: 

1) A  operator biror 0x  nuqtada uzluksiz; 

2) A  operator uzluksiz; 

3) A  operator chegaralangan. 

Isbot. 1)   2). Chiziqli A operatorning biror 0x  nuqtada uzluksiz ekanligidan 

uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chiqaramiz. 

A  operator 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun, 0x  ga intiluvchi ixtiyoriy 

 0

nx  ketma-ketlik uchun 0

0 xAxA n  . Ixtiyoriy )(ADx   nuqta uchun, xxn
  
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ekanligidan  xAxA n
  kelib chiqishini  ko‘rsatamiz. 00' xxxxy nn   

deymiz. U holda 

    000 'lim'limlim xAxAxAxAxxxAyA n
n

n
n

n
n




. 

Bu esa 

'lim xAxA n
n




 

ekanligini bildiradi. Demak, A  operator ixtiyoriy x  nuqtada uzluksiz. 

2)3). A  operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi kelib 

chiqishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, A  chiziqli operator uzluksiz 

bo‘lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya’ni ixtiyoriy 0C  son uchun shunday 

 ADxc   element mavjud bo‘lib, 

cc xCxA   

bo‘lsin. Agar NnC   desak, ixtiyoriy Nn  uchun shunday  ADxn   

mavjudki, nn xnxA   tengsizlik bajariladi. Quyidagi 

n

n

n
xn

x
  

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko‘rinib turibdiki,  n
, ya’ni 

.0
11


n
x

xnxn

x
n

nn

n

n   

Ikkinchi tomondan, 

1
11















 n

n
n

nn

n
n xA

xn
Ax

xnxn

x
AAA   

Bu qarama-qarshilik A  operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi. 

3)1). A  chiziqli chegaralangan operatorning biror nuqtada uzluksizligini 

ko‘rsatamiz. 

Ta’rifga ko‘ra, shunday 0C  son mavjudki, ixtiyoriy )(ADx  uchun 

XY
xCxA   
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tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, }{ nx  - x  ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-

ketlik bo‘lsin, u holda  xAxA n   ekanligini ko‘rsatamiz: 

  ,0 xxCxxAxAxA nnn  

ya’ni xAxA n  .  ∆ 

12.2-natija. A  chiziqli operator chegaralangan bo‘lishi uchun uning uzluksiz 

bo‘lishi zarur va yetarli. 

12.5-misol. Birlik va nol operatorlarning (12.1 va 12.2-misollar) 

chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang. 

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini 

hisoblaymiz. Ixtiyoriy Ex  uchun xxI   tenglik o‘rinli. Ta’rifga ko‘ra, I   

chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning chegaralangan 

ekanligini ko‘rsatib, uning normasini topamiz. Istalgan Ex  uchun 

0 x  tenglik o‘rinli. Bundan 0  ekanligi kelib chiqadi. Nol operator 

),( YXL  chiziqli normalangan  fazoning nol elementi bo‘ladi. 

12.6. 12.3-misolda keltirilgan ],[],[: baCbaCA   differensial operatorning 

chegaralanmagan ekanligini ko‘rsating. 

Yechish. Buning uchun A  akslantirishda     1,01CAD   fazodagi birlik shar 

]1,[B  ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Birlik 

shar ]1,[B  da yotuvchi }{ nf  ketma-ketlikni quyidagicha tanlaymiz: 

  .1max,
10




n

x
n

n

n xfxxf  

U holda 

   .max,
10

1 nxnfAxnxfA n

x
n

n

n 


  

Bundan 




n
n

fAlim  

ekanligi kelib chiqadi. Demak, differensial operator chegaralanmagan ekan. 

12.7. 12.4-misolda keltirilgan    baCbaCB ,,:   integral operatorning 

chegaralangan ekanligini ko‘rsating. 
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Yechish. 12.4-misolda B  operatorning uzluksiz ekanligi ko‘rsatilgan edi. 

12.2-natijaga ko‘ra, u chegaralangan bo‘ladi. 

12.8. ]1,1[C  fazoda x  ga ko‘paytirish operatorini, ya’ni 

],1,1[]1,1[:  CCB    )())(( xfxxBf     (12.10) 

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping. 

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz 

funksiyalarning ko‘paytmasi uzluksiz ekanligidan B  operatorning aniqlanish sohasi 

]1,1[)( CBD  ekanligi kelib chiqadi. Endi B  operatorning chegaralangan 

ekanligini ko‘rsatamiz. 

    .1maxmaxmax
111111

fxfxxfxfB
xxx




 

Bu tengsizlikdan B  operatorning chegaralangan ekanligi va 1B  kelib chiqadi. 

Ikkinchi tomondan, agar   10 xf  desak, u holda 

   1,1,
0

0

00 
f

fB
BfBxxfB  

ni olamiz. Yuqoridagilardan  1B   kelib chiqadi. 

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki,  1,12 L  Hilbert fazosida ham (12.10) tenglik 

bilan aniqlangan B  operator chiziqli chegaralangan bo‘lib, normasi 1 ga teng 

bo‘ladi. 

12.9.  Endi  2   fazoda  ko‘paytirish operatorini, ya’ni 

  


aaxaxAA n
n

nnn
1

22 sup,,:            (12.11) 

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping. 

Yechish.  Ixtiyoriy 2x  uchun  A 2x  ekanligini ko‘rsatamiz: 

  .sup
22

1

22

11

2

1

2
xaxaxaAx

n
nn

nn
nn

n
n  













   (12.12) 

Bu munosabatlardan 2)( AD  ekanligini olamiz. Endi uning chiziqli ekanligini 

ko‘rsatamiz. A  operatorning aniqlanishiga ko‘ra 

         .
nnnnnnnnnn

yAxAyaxayxayxA    
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Demak, A  chiziqli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (12.12) 

tengsizlikdan kelib chiqadi. Bundan tashqari (12.12) tengsizlikdan aA   ekanligi 

ham kelib chiqadi. A  operatorning normasi aA   ekanligini isbotlaymiz. Buning 

uchun 
2  fazoda  

1nne  ortonormal sistemani ((5.8)ga qarang) olamiz. A  

operatorning aniqlanishiga ko‘ra, ixtiyoriy Nn  uchun 
nnn eaeA   tenglik o‘rinli. 

Bundan va (12.7) dan 

nnnnnn aeaeaeAA   

munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy  Nn   da o‘rinli bo‘lgani uchun 

aaA n
n


1

sup           (12.13) 

ni olamiz. Demak, aA   tenglik isbotlandi.  ∆ 
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13-ma’ruza.  

Xos vektorlari bazis tashkil qiluvchi chiziqli operatorlar 

           

13.1.  Chiziqli operatorlarning xos sonlari  va  xos vektorlari. 

Xarakteristik ko’phad 

 

Kvadrat  matrisani qaraymiz   

A=(

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

) 

Bu matrisaning bosh dioganali  elementlarini  𝑎11 − 𝜆 , 𝑎22 − 𝜆 , … 𝑎𝑛𝑛 −

𝜆 ,   elementlar bilan almashtirib, boshqa matrisa tuzamiz,  𝜆 - ixtiyoriy haqiqiy yoki 

kompleks son  

                     A- 𝜆𝐸 = (

𝑎11 − 𝜆 𝑎12

     𝑎21 𝑎22 − 𝜆
⋯

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

) 

bu matrisaning determinanti 𝜆  ga  nisbatan n - tartibli algebraik  ko’phaddan iborat 

bo’lib , A matrisaning  xarakteristik  ko’phadi deyiladi, E - birlik  matrisa. 

  

                      |A-𝜆E|=|
𝑎11 − 𝜆 …

⋮ ⋱

𝑎1𝑛

⋮
𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

| =∆(𝜆) 

 

n-tartibli  ∆(𝜆) = 0  algebraik tenglama esa, A matrisaning xarakteristik tenglamasi, 

uning ildizlari esa  A matrisaning xos sonlari (qiymatlari) deyiladi. Algebraning 

asosiy teoremasiga ko’ra xarakteristik tenglama kamida bitta haqiqiy  yoki kompleks 

ildizga ega bo’ladi. 

 13.1-teorema. O’xshash matrisalar bir xil xarakteristik ko’phadlarga, 

binobarin bir xil xarakteristik ildizlarga ega. 

 Haqiqiy R yoki kompleks C sonlar maydonida berilgan A matrisani n- 

o’chamli 𝑅𝑛 fazoda chiziqli operator deb ham qarash munkin. 
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  13.1-ta’rif. Agar shunday  𝜆 𝜖 𝑅(𝜆 𝜖 𝐶) son va nolmas x 𝜖 𝑅𝑛 vektor 

(element) topilib, Ax = 𝜆𝑥  tenglik bajarilsa, u holda 𝜆  son A (matrisaning) chiziqli 

operatorning xos soni, x   esa unga mos xos vektor  deyiladi. 

    Ta’rifdan kelib chiqadiki x  xos vektor 𝜆𝑥 vektorga kollinar ekan.  A operator xos 

vektorlarining muhim xossalarini keltiramiz : 

1. Har bir xos vektorga yagona xos son mos keladi. 

2. Agar  𝑥1 𝑣𝑎 𝑥2 A operatorning 𝜆 xos songa mos xos vektorlari bo’lsa, u 

holda  𝑥1 + 𝑥2 vektor ham shu xos songa mos xos vektor bo’ladi. 

3. Agar  x , A operatorning  𝜆 xos songa mos xos vektori bo’lsa, u holda 

ixtiyoriy c  o’zgarmas uchun  cx  kollinar vektor ham  A operatorning xos 

vektori bo’ladi.   

 

13.2. Chiziqli operatorning xos vektorlari bazis tashkil qilishining 

yetarli sharti 

13.2-teorema. Agar e1 ,…, en bazisning barcha vektorlari A chiziqli 

operatorlarning xos vektorlari bo’lsa, u hold ava faqat shu holda A chiziqli operator 

bu bazisda diognal matrisa orqali beriladi.      

13.3-teorema. A chiziqli operatorning turli xos qiymatlariga taalluqli   bo’lgan 

b1 ,…, bn  xos vektorlari chiziqli erkli sistemani tashkil etadi.   

                                                                                      

13.1-misol. Matrisaning xos sonlari va xos vektorlarini toping. 

A =(
7    −12       6

10   –19      10
12  −24      13

). 

Yechish:  A  matrisaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz 

det(A−𝜇𝐸)= |
7−𝜇            12                    6
10           –19−𝜇              10
12       −24                13−𝜇

|= 0. 

Determinantni hisoblab, quyidagi tenglamani hosil qilamiz (1 − 𝜇)(𝜇2 − 1) = 0  

bu tenglamani yechib, matrisaning xos sonlarini topamiz: 𝜇1,2 = 1,    𝜇3 = −1;  

Endi A matrisa(operator)ning  bu xos sonlarga mos xos  vektorlarni topamiz. 
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1.  𝜇1,2 = 1   ikki karrali xos songa mos  xos vektorni topamiz, buning uchun 

(A−𝜇𝐸)𝑋 = 0    birjinsli tenglamaar sistemasini    μ=1 deb yechib,  

 

{

6𝑥1     − 12𝑥2 +        6𝑥3 = 0
10𝑥1   – 20𝑥2 +       10𝑥3 = 0

 
12𝑥1   − 24𝑥2 +       12𝑥3 = 0

 

xos vektorning koortinatalari uchun quyidagi bog’anishni topamiz                        

x1 − 2x2 + x3 =0 

  bundan x2 va x3  koordinatalarini erkin o′zgarmaslarni 
   x2 = C1 , x3 = C2 deb olsak,  xos vektorning umumiy ko’rinishi  quyidagicha 

bo’adi. 

X = (
2x2−x3

x2
x3

) = C1 (
2
1
0
) + C2 (

−1
0
1

) 

bunda  C1 va  C2 lar ixtiyoriy o’zgarmas  sonlar, (
2
1
0
)  va (

−1
0
1

) birjinsli sistemaning 

fundamental yechimlar sistemasidan iborat . 

2.    𝜇3 = −1 xos songa mos xos vektorni topamiz. (A−𝜇𝐸)𝑋 = 0    da μ = 1 deb 

quyidagi  birjinsli sistemani hosil qilamiz 

{

8𝑥1     − 12𝑥2 +        6𝑥3 = 0
10𝑥1   – 18𝑥2 +       10𝑥3 = 0

 
12𝑥1   − 24𝑥2 +       14𝑥3 = 0

 

Bu sistemani yechib, xos vektorning koordinatalari uchun quyidagi bog’lanishlarni 

olamiz 

{
𝑥1 =

1

2
𝑥3

𝑥2 = −
5

6
𝑥3

     

𝑥3 erkli o’zgarmasni 6C deb tanlasak,  xos vektorning umumiy ko’rinishi 

qyuidagicha bo’ladi  

   𝑌 =    (
𝑥1
𝑥2

𝑥3

) = 𝐶 (
3

−5
6

) 

  bunda, C  ixtiyoriy o’zgarmas son.  
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14- ma’ruza. 

Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish 

 

14.1. Kvadratik formaning ta’rifi. Kvadratik formalar nazariyasining 

manbalari analitik geometriyada, chunonchi ikkinchi tartibli chiziqlar (va sirtlar) 

nazariyasida yotadi. Ma’lumki, tekislikdagi ikkinchi tartibli markaziy egri 

chiziqning tenglamasi to’g’ri burchakli koordinatalar boshini shu egri chiziq 

markaziga ko’chirgandan so’ng quyidagi ko’rinpshga ega bo’ladi: 

    DCyBxyAx  22 2 .    (14.1) 

Yana, ma’lumki, koordinata o’qlarini biror   burchakka shunday burish mumkinki, 

ya’ni  yx,  koordinatalardan  ',' yx   koordinatalarga shunday o’tish mumkinki, 













cos'sin'

sin'cos'

yxy

yxx
        (14.2) 

bo’ladi, bu yangi koordinatalarda egri chiznqning tenglamasi ushbu “kanonik” 

ko’riiishga ega bo’ladi: 

DyCxA  22 '''' ;    (14.3) 

demak, bu tenglamada noma’lumlar ko’paytmasi '' yx   ning oldidagi koeffisiyent 

nolga teng. Koordinatalarni almashtirish (14.2) ni ravshankn, noma’lumlarni 

chiziqli almashtirish deb, shu bilan birga xosmas almashtirish deb talqin etish 

mumkin, chunki uning koeffisiyentlaridan tuzilgan determinant birga teng. Bu 

almashtirish (14.1) tenglamaning chap tomoniga tatbik qiliiadi va shuning uchun 

(14.1) tenglamaning chap tomoni (14.2) xosmas chiziqli almashtirish orqali (14.3) 

tenglamaning chap tomoniga keltiriladi deb aytish mumkin. 

Turli-tuman tatbiqlar shunga o’xshash nazariyani noma’lumlar soni ikkita 

emas, balki istalgan n  ga teng bo’lgan, koeffisiyentlar esa yo haqiqiy, yoki istalgan 

kompleks sonlar bo’lgan hol uchun ham tuzishni taqozo etdi. 

(14.1) tenglamaning chap tomonida turgan ifodani umumlashtirib, quyidagi 

tushunchaga kelamiz. 
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14.1-ta’rif. n  ta  nxxx ,...,, 21  noma’lumlarning  xf   kvadratik formasi deb 

har bir hadi bu noma’lumlardan birining kvadrati yoki ikkita turli noma’lumning 

ko’paytmasidan iborat bo’lgan yig’indiga aytiladi. 

 Kvadratik formaning koeffisiyentlari haqiqiy yoki istalgan kompleks sonlar 

bo’lishiga bog’liq ravishda, kvadratik forma haqiqiy yoki kompleks deyiladi. 

 xf  kvadratik formada o’hshash hadlar ixchamlangan deb hisoblab, bu 

formaning koeffisiyentlari uchun quyidagi belgilashlarni kiritamnz: ix2  oldidagi 

koeffisiyentni ija  orqali ji    uchun ji xx  ko’paytma oldidagi koeffisiyentni esa 

ija2  orqali ((14.1) bilan solishtiring!) belgilaymiz. Biroq  ijji xxxx  bo’lgani uchun 

bu ko’paytma oldidagi koeffisiyent ija2  orqali  ham belgilanishi mumkin edi, ya’ni 

biz kiritgan belgilashlar 

jiij aa   

tenglikning o’rinln bo’lishini faraz etadi.  jiij xxa2  hadni en di ushbu 

ijjijiijjiij xxaxxaxxa 2  

ko’rinishda,   xf  kvadratik formaning o’zini esa, mumkin bo’lgan barcha jiij xxa  

(bu  yerda  i   va j  bir-biriga  bog’liq bo’lmagan holda 1 dan n   gacha bo’lgan 

qiymatlarni qabul qiladi) hadlar  yig’indisi ko’rinishida yozish mumkin: 

   

.........................................................

...

...,...,,

22
2
2221221

1121121
2

1121





nn

nnn

xxaxaxxa

xxaxxaxaxfxxxf

 





n

j

jiij

n

i

nnnnnnn xxaxaxxaxxa
11

2
2211 ... .                  (14.5) 

ija  koeffisiyentlardan n tartibli   ijaA   kvadrat matrisa tuzish mumkinligi 

ravshan.                  

(14.5) kvadratik formaning  koeffisiyentlaridan tuzilgan: 
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





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....................

...

...

21

22221

11211

 

matrisa kvadratik formaning  matrisasi deyiladi.  

Dastlab quyidagicha belgilashni kiritamiz: agar kvadrat, yoki umuman, 

to’g’ri burchakli  ijaA   matrisa berilgan bo’lsa, u holda  jiaA '  orqali  ijaA   

matrisani transponirlash natijasida hosil qilingan matrisa belgilaymiz. 

(14.5) kvadratik forma matrisa ko’rinishda ham yozish mumkin:   

  AAAXXxf  ',' , 

bunda noma’lumlardan tuzilgan ustunni 























nx

x

x

X


2

1

 orqali belgilaymiz, bu n  ta satr 

va bitta ustundan iborat matrisadir, X  matrisani transponirlab, bitta satrdan iborat 

 nxxxX ,....,,' 21  matrisani hosil qilamiz. Xususan,  ji    bo’lganda 2
iiixa  had  

hosil bo’ladi. 

14.2-ta’rif. Kvadratik forma  ijaA   matrisasining rangi r  esa, bu 

kvadratik formaning rangi deyiladi.  

14.1-teorema. n tartibli kvadratik  ijaA   matrisalar ko’payitma-sining 

rangi shu shu matrisalardan har birining rangidan katta emas. 

Xususan, agar nr  , ya’ni matrisa xosmas bo’lsa,  xf  kvadratik forma 

ham  xosmas deyiladi. (14.4) tenglikka ko’ra,  ijaA   matrisaning bosh diagonalga 

nisbatan simmetrik bo’lgan elementlari bir-biriga teng, ya’ni   ijaA  simmetrik 

matrisa. Aksincha,  n tartibli istalgan  A  simmetrik matrisa uchun koeffisiyentlari 

 ijaA   matrisa elementlaridan iborat bo’lgan,  n  ta noma’lumning to’la 

aniqlangan (tayin bir) (14.5) kvadratik formasini ko’rsatish mumkin. 
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(14.5) kvadratik formani to’g’ri burchakli matrisalarni 1-ma’ruzada  

kiritilgan ko’paytirishdan foydalanib, boshqacha ko’rinishda yozish ham mumkin.  

14.2-teorema. Agar  ijaA   va  ijbB   matrisalarni ko’paytirish mumkin 

bo’lsa, u holda ko’paytmani transponirlash natijasida olingan matrisa ko’paytuvchi 

matrisalarni transponirlashdan hosil qilingan matrisalarning teskari tartibda olingan 

ko’paytmasiga teng,ya’ni 

  ''' ABAB        (14.6) 

tenglik  urinli bo’ladi. 

Isboti. Agar AB  ko’paytma aniqlangan bo’lsa, osongina tekshirib ko’rish 

mumkinki, '' AB  ko’paytma ham aniqlangan: 'B  matrisaning ustunlari soni 'A  

matrisaning satrlari soniga teng.  'AB  matrisaning i satri va j ustunida turgan 

elementi AB  matrisada j satr va i ustunda joylashgan. Shuning uchun  u A  

matrisaning  j satri va V matrisa i ustunidagi mos elementlar ko’paytmalarining 

yig’indisiga, ya’ni 'A  matrisaning j ustuni va 'B  matrisaning i -satri mos 

elementlari ko’paytmalarining yig’indisiga teng. Shu bilan (14.6) tenglik isbot 

bo’ldi. 

Natija.  ijaA   matrisa o’zining transponirlangan matrisasiga teng 

bo’lganda va faqat shundagina, ya’ni 'AA  bo’lgandagina simmetrik bo’ladi. 

 

 

14.2. Kvadratik formaning kanonik ko’rinishi. Kvadratik formani 

kanonik ko’rinishga keltirish 

 

Bu bandda asosiy masala  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formaga xosmas 

chiziqli almashtirishni tatbiq etib, bu formani 

22
22

2
11 ... nnzzzF      (14.7) 
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 ko’rinishga keltirishdan iborat, bunda n ,...,, 21  koeffisiyentlar P  maydon 

elementlaridan iborat, nzzz ,...,, 21  esa, yangi o’zgaruvchilar. 

(14.7) ga kvadratik formaning kanonik ko’rinishi deyiladi, bunda 

n ,...,, 21  koeffisiyentlardan ba’zilari nolga teng bo’lishi mumkin. Agar

nii ,1,0   bo’lsa, nizii ,1,2   ni noldan farqli kvadratik forma deyiladi. 

Agar nii ,1,0  bo’lsa, u holda kvadratik forma nolga teng kvadrat forma 

deyiladi. 

14.3-teorema. P  maydondagi har bir  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formani 

shu maydondagi xosmas chiziqli almashtirish yordami bilan kanonik shakilga 

keltirish mumkin. 

Isboti.  (14.5 ) kvadratik formani olib, ikki holni tekshiramiz: 

1.  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formaning nnaaa ,...,, 2211  koeffisiyentlaridan 

aqalli bittasi nolga teng emas. Masalan, 011 a . Ushbu

 21212111

11

...
1

nn xaxaxa
a

  ifoda- kvadratik formadan iborat bo’lib, uning 1x  

o’zgaruvchili hadlari 

    xx 1112112
2
111 2...2 gxxaxxaxaf nn    

kvadratik formaning xuddi shunday hadlariga teng. Shu sababli, 

     x2

2

1212111

11

...
1

gxaxaxa
a

xf nn   

ayirmaga 1x  kirmaydi va bu ayirma nxxx ,...,, 32  o’zgaruvchilarga nisbatan 

kvadratik formani ifodalaydi.  

Shunday qilib,  nxxxf ,...,, 21  kvadratik forma 

     x2

2

1212111

11

...
1

gxaxaxa
a

xf nn     (14.8) 

 shakilda yoziladi. Quyidagi chiziqli almashtirishni olamiz: 

nnnn xyxyxaxaxay  ,...,,... 2212121111 .  (14.9) 

Bu almashtirish ─ xosmasdir, chunki uning determinanti noldan farqli 
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.0

100000

01...000

00...000

00...100

00...010

...

11

111131211





a

aaaaa nn

 

(14.9) almashtirishga teskari almashtirish 

nnn
n yxyxy

a

a
y

a

a
y

a
x  ,...,,...

1
22

11

1
2

11

12
1

11

1  (14.10) 

ko’rinishga ega bo’lib, u ham xosmasdir. (14.10) almashtirishni S  bilan 

belgilab, (14.8)  kvadratik formaga tatbiq etsak, 

    2
1

1
111,..., yayyF n         (14.11) 

hosil bo’ladi, bunda    ni nxxx ,...,, 32  o’rniga mos ravishda nyyy ,...,, 32  ni 

qo’yish orqali 2g  dan topamiz. 

 Shuni takidlab o’taylikki,  (14.11)ni hosil qilish uchun, (14.8) ga (14.9) 

qo’yish  qulayroq. 

2.   nxxxf ,...,, 21  kvadratik formaning nnaaa ,...,, 2211  koeffisiyentlari 

nolga teng. Lekin, qolgan koeffisiyentlaridan eng kamida bittasi nolga teng  

bo’lmasligi kerak. Masalan, 012 a  deylik. Ushbu  

nkyxyyxyyx kk ,3,,, 212211   

chiziqli almashtirishni T  bilan belgilaymiz. Bu chiziqli almashtirish xosmasdir, 

chunki unga mos matrisaning determinanti noldan farqli, ya’ni 

.02

100000

01...000

00...000

00...100

00...011

00...011




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T   chiziqli almashtirishni  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formaga tatbiq etsak, 

21122 xxa  had    2
212

2
1122121122112 2222 yayayyyyaxxa   ko’rinish 

oladi.  

Demak, kvadratik formaning yangi  nyy ,...,1  shakliga birdaniga 

ikkita o’zgaruvchining kvadratlari paydo bo’ladi. 

Shunday qilib, bu hol bitta T  xosmas chiziqli almashtirish yordami bilan 

birinchi holga keltiriladi. 

Endi, birinchi holdagi mulohazani  nyy ,...,1   kvadratik formaga 

nisbatan takrorlab, bu formani (16) ga o’xshash  

    2
1

1
111,..., zbzz n      (14.12) 

shaklga keltiramiz, bunda  1211 2ab  .  

Ikkala holda ham   va   qo’shiluvchilar 1n  ta nzzz ,...,, 32  

o’zgaruvchilarga nisbatan kvadratik formani bildiradi,  shu sababli, farazimizga 

muvofiq, bu forma uchun teorema to’g’ridir, ya’ni nzzz ,...,, 32  o’zgaruvchilarni 

xosmas chiziqli almashtirsak,   va   kvadratik forma kanonik shaklni oladi. 

  va   ga tatbiq etilgan chiziqli almashtirish 
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ko’rinishga ega desak, ushbu U   maxsusmas: 
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chiziqli almashtirish yordami bilan (14.11) va (14.12) kvadratik formani 

kanonik shaklga keltirgan bo’lamiz. 
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Demak, ikkita S  va U  yoki uchta UST ,,  xosmas chiziqli 

almashtirishlarni tatbiq etib,  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formani kanonik shaklga 

keltiramiz. 

Agar  nxxxf ,...,, 21  kvadratik formaning matrisasini A  bilan belgilab 

xulosani ikki yoki uch marta takrorlasak, kvadratik formaning shakli 

  ACDCDACDCD '''   yoki   ABCDCDBABCDBCD ''''   matrisaga ega 

bo’ladi, bunda DCB ,,  bilan mos ravishda UST ,,  chiziqli almashtirishlarning 

matrisalarini belgiladik. S  va U  yoki uchta UST ,, chiziqli almashtirishlar 

o’rniga bitta VSU   yoki  VTSU   xosmas chiziqli almashtirishni olishimiz 

mumkin.  

Shunday qilib, P  maydondagi bitta V  xosmas chiziqli almashtirish 

yordami bilan, usha maydonda kvadratik forma kanonik shakilga keltirilali. 

Teorema isbotlandi. 

Eslatma. Konkret misol yechganmizda, berilgan kvadratik forma 

kanonik shaklga keltirguncha 1 va 2 mulohazani bir necha marta takrorlash 

lozim bo’lishi mumkin. 
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15 – ma’ruza. 

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini 

taqribiy yechish usullari 

 

15.1. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy 

yechishning oddiy iteratsiya usuli 

Agar noma’lumlar soni juda ko’p bo’lsa Gaussning aniq metodi juda 

murakkab bo’lib ketadi. Bu holatda taqribiy metodlarni qo’llash, ya’ni aniq yechim 

cheksiz ketma-ketliklarning limiti sifatida topiladi. 

 Hozirgi vaqtda har hil prinsiplarga asoslangan holda juda ko’p iterasion 

metodlar yaratilgan. 

 Bu metodlar o’z xatosini o’zi tuzatib boradi. Agar aniq metodlar bilan 

ishlayotganda biror qadamda xatoga yo’l qo’yilsa, bu xato oxirgi natijaga ham ta’sir 

qiladi. Yaqinlashuvchi iterasion jarayonning biror qadamida yo’l qo’yilgan xato esa 

faqat bir necha iterasiya qadamini ortiqcha bajarishgagina olib keladi holos. 

 Biror qadamda yo’l qo’yilgan xato keyingi qadamlarda to’zatib boriladi. 

Metodlarni hisoblash sxemalari sodda bo’lib, ularni EHMlarda realizasiya qilish 

qulaydir, lekin har bir iterasion metodning qo’llanish sohasi chegaralangandir. 

 Shuning uchun ham, iterasion metodlarda faqat yaqinlashish masalasigina 

emas, balki yaqinlashish tezligi masalasi ham katta ahamiyatga egadir. Yaqinlashish 

tezligi dastlabki yaqinlashish vektorining qulay tanlanishiga ham bog’liqdir. 

 Faraz qilamiz chiziqli tenglamalr sistemasi berilgan bo’lsin: 



















nnnnnn

nn

mn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

..

...

2211

22222121

11212111

                 (15.1) 

Qo’yidagi belgilashlar kiritamiz 
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
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21

22221

11211

,

...
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...

         (15.2) 

(15.1)  sistemani (15.2) ga asosan, qo’yidagi 

bxA    

ko’rinishda yozamiz. 

 Faraz qilamiz ),...,2,1(0 niaii  diognal elementlari noldan farqli bo’lsin. 

(15.1) sistemaning birinchi tenglamasini 1x  ga nisbatan ikkinchisini 2x  ga 

nisbatan , uchinchisini 3x  ga nisbatan va h.k yechib qo’yidagini hosil qilamiz: 














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
          (15.3) 

buyerda ji
aii

a

a

b ij

ij

ii

i

i  ,,   bo’lganda, 0ij , agar ji   bo’lganda 

qo’yidagi matrisani kiritamiz 
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va (15.3)  quyidagicha yozamiz: 

 

xx            (15.4) 

 

(15.4) ketma-ket yaqinlashish metodi bilan yechamiz. Nolinchi yaqinlashish deb 

ozod hadlar ustunini olamiz: 
)0(

x . Buni (15.4)  ga qo’yib 1 – yaqinlashishni 

topamiz : 
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,...)2,1,0(
)()1(

)1()2(

)0()1(










kxx

xx

xx

kk






           (15.5) 

 Agar ketma-ket yaqinlashishlar ......,,,
)()1()0( k

xxx  limitga ega bo’lsa, 

ya’ni 
)(

lim
k

k
xx


 .  Bu limit (15.3)  sistemaning yechimi bo’ladi.  

(15.5)  formula  ketma-ket  yaqinlashish  usuli  yoki  iterasiya  usuli  deb  

aytiladi. 

Haqiqattan ham (15.5) dan limitga o’tib hosil qilamiz: 

)()1(
limlim

kk

k
xx  




 

yoki  

xx    

ya’ni limit vektori x   (15.4) , ya’ni (15.1) ning yechimi bo’ladi. 

 Eslatma. Iterasiya metodini qo’llaganda boshlang’ich yaqinlashish sifatida 

ozod hadlar usulini olish shart emas, chunki iterasiya jarrayonining yaqinlashishi   

matrisaga bog’lik bo’ladi. 

 Boshlang’ich yaqinlashish sifatida taqribiy sonlarni (ildizga yaqinini) olish 

maqsadga muvofiqdir. 

 Teorema. Agar (15.3) keltirilgan sistema uchun quyidagi  

)...,,2,1(1)2);...,,2,1(1)1
11

njania
i

ij

n

j

ij  


 

ikki shartdan hyech bo’lmaganda bittasi bajarilsa (15.5)  iterasion jarayon 

boshlang’ich shartga bog’liq bo’lmasdan yagona ildizga yaqinlashadi. 

Натижа. (15.1)  система  учун 

)...,,2,1( niaa
ji

ijii  


      (15.6) 
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тенгсизликлар  бажарилса,  яъни  (15.1)  системанинг  ҳар  бир  тенгламаси  

учун  бош  диагоналдаги  коэффициентлар  модули  қолган  бошқа  барча  

коэффициентлар  (озод  ҳадларни  ҳисобга  олмаганда)  модуллари 

йиғиндисидан  катта  бўлса,  итерация  жараёни  яқинлашувчи  бўлади. 

 

15.2.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechishning 

Zeydel usuli 

 Zeydel metodi chiziqli bir qadamli birinchi tartibli iterasion metoddir. 

 Bu metod oddiy iterasion metodidan shu bilan farq qiladiki, dastlabki 

yaqinlashish ),...,,( )0()0(

2

)0(

1 nxxx  ga ko’ra 
)1(

1x  yaqinlashish topiladi. 

Bundan keyin )...,,,( )0()0(

2

)1(

1 nxxx ga ko’ra, 
)1(

2x  topiladi va hokazo.  Bunga 
)1(

ix  lar 

aniqlangandan keyin 
)3()2( , ii xx  lar topiladi. 

 Zeydel metodi iterasiya metodining o’zgartirilgan ko’rinishidagi formasidir. 

Bu metodning asosiy ideasi quyidagidan iborat. 

 ix -ning )1( k  - yaqinlashishini topish uchun 121 ...,,, ixxx  lar uchun 

topilgan )1( k - yaqinlashishdan foydalaniladi. 

 Faraz qilamiz keltirilgan chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin: 





n

j

jijii nixx
1

)...,,2,1( . 

Ildizlarning ixtiyoriy dastlabki yaqinlashishini olamiz: 

)0()0(
2

)0(
1 ...,,, nxxx  

Bu yaqinlashishlar albatta haqiqiy ildizni biroz bo’lsa ham aks etirishi kerak. 

Bundan keyin 
)(k

ix  -ildizlarni k  -  yaqinlashishini ma’lum deb )1( k  -  

yaqinlashishini quyidagi formula orqali topamiz. 

 Aniqroq aytganda, hisoblashlar quyidagi sxema bo’yicha olib boriladi: 
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 Teorema. Zeydel metodini yaqinlashishi uchun tenglamani barcha ildizlari 

bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va kifoyadir. 
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tenglamaning barcha ildizlari modullari bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va 

kifoyadir. 

 Zeydel metodi iterasiya metodiga qaraganda yaxshi natija beradi va tezrok 

yaqinlashadi. Ayrim hollarda iterasiya metodi o’zoqlashsa ham Zeydel metodi 

yaqinlashadi. 
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1-15- ma’ruzalar bo’yicha o’z-o’zini tekshirish savollari 

1. Matrisa deb nimaga aytiladi? 

2. Matrisa bilan determinant o’rtasidagi farq qanday? 

3. Matrisalar ustida qanday chiziqli amallarni bajarish  mumkin? 

4. Matrisalar qanday ko’paytiriladi? 

5. Elementar almashtirishlar qanday bajariladi? 

6. Transponirlangan matrisa deb nimaga aytiladi? 

7. Teskari matrisa qanday topiladi? 

8. Maxsus matrisa deb nimaga aytiladi? 

9. Maxsusmas matrisa deb nimaga aytiladi? 

10. Teskari matrisa qanday xossalarga ega? 

           11. Simmetrik va antisimmetrik matrisalarning ta’riflarini ayting.  

           12. Determinantlarning asosiy xossalarini ayting. 

           13. Minor va algebraik to’ldiruvchi deb nimaga aytiladi?  

           14. Determinantni satr (ustun) elementlari bo’yicha yoyishni misol orqali 

tushuntiring. 

         15. Kramer qoidasini aytib bering. 

16. Noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuli, ya’ni Gauss usulining 

ma’nosini aytib bering. 

           17. Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash usullarini ayting va misollar 

keltiring. 

          18. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usulini ayting.  

           19. Kroniker- Kapelli  teoremasini ayting. 

          20. Birjinsli chiziqli tenglamalar sistemasini yechish haqida ayting. 

21. Vektorlarning skalyar, vektor va aralash ko’paytmalari deb nimaga 

aytiladi? 

22. Arifmetik vektor fazo va unga misollar.  

23.Chiziqli fazo. Yevklid fazosi. 

24. Chiziqli operatorlar va ularning xossalarini ayting. 

25. Xos vektorlari bazis tashkil qiluvchi chiziqli operatorlar. 

26. Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish. 

27.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechish usullarini 

ayting. 
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Chiziqli algebra  bo’yicha  nazariy materiallarni mustahkamlash 

uchun topshiriqlar 

 

1.1. Matrisa tushunchasi ([7], 1-q., 68-70 betlar; [14], 195-197 betlar; [4] [6]). 

1. 2. Matrisalar ustida chiziqli amallar([1], [6], [10]; [14], 197-199 betlar). 

1.3. Matrisalarni  ko’paytirish([1], [6], [10]; [3], 199-200 betlar). 

1. 4. Transponirlangan matrisa([1], [6], [10]; [14], 202-204 betlar). 

1.5. Elementar almashtirishlar ([1], [6], [10] [14], 195-197 betlar). 

1.6. Ikkinchi, uchinchi va yuqori tartibli determinantlarning ta’riflari([7], 1-q., 28-

36 betlar; [1], [6], [10];  [14], 15-20 va 28-30 betlar). 

1.7. Determinantlarning asosiy xossalari([7], 1-q., 36-46 betlar; [14], 15-20 betlar). 

1.8. Minorlar va algebraik to’ldiruvchilar([7], 1-q., 46-8 betlar; [14], 20-22 betlar). 

1.9. Laplas teoremasi([7], 1-q., 48-52 betlar; ([1], [6], [10]). 

1.10. Determinantni satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyish([7], 1-q., 52-57 

betlar; [1],  [6], [10]). 

1.11. Teskari matrisa haqida tushuncha ([1], [6], [10] [14], 204-208 betlar). 

1.12.Matrisa rangi([7], 1-q., 70-76 betlar; [14], 212-218 betlar). 

1.13. Chiziqli tenglamalar sistemasi. Kroneker-Kapelli teoremasi ([1], [6], [10]; 

[14], 212-218 betlar). 

1.14.  Kramer qoidasi([7], 1-q., 83-87 betlar; [14], 209-212 betlar). 

1.15.Gauss usuli([7], 1-q., 87-90 betlar; [14], 221-226 betlar).  

1.16. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli([4], 1-q., 68-70 

betlar; [14], 209-211 betlar). 

1.17. Birjinsli chiziqli tenglamalar sistemasini yechish haqida ayting ([1], [6], [10]; 

[3], 199-200 betlar). 

1.18. Vektorlarning skalyar, vektor va aralash ko’paytmalari ([1], [6], [10]; [3], 

199-200 betlar). 

1.19. Arifmetik vektor fazo va unga misollar([2]; [1], 62-65 betlar). 

1.20.Chiziqli fazo. Yevklid fazosi([1], [6], [10]; [1], 196-242 betlar).. 

1.21. Chiziqli operatorlar va ularning xossalarini ayting([1], [6], [10]; [1], 219-224 

betlar).. 
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1.22. Xos vektorlari bazis tashkil qiluvchi chiziqli operatorlar([1], [6], [10]; [1], 219-

224 betlar). 

1.23. Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish([1], [6], [10]; [3], 199-

200 betlar). 

1.24.Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini taqribiy yechish usullarini 

ayting([1], [6], [10]; [3], 199-200 betlar).. 

 

1.Kurosh A.G. Oliy algebra kursi. T.O’qituvchi. 1976 

2. Narzullayev U.X. 

3. Isroilov M. 

 

 

 

 

 

 

1-, 2-amaliy mashg’ulot. 

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularni hisoblash. O’rin 

almashtirishlar.   n tartibli determinantning ta’rifi. Determinantning 

asosiy xossalari. Minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalari. Laplas 

teoremasi. 

 

1-misol.  Determinantni hisoblang 

    
86

42
A . 

Yechilishi. 

 824166482
86

42
A ■ 

2-misol.  Quyidagi

105

312

101



d  determinantni hisoblang. 



133 

 

 Yechilishi. 1-usul.  Uchinch tartibli determinantni hisoblash uchun 

uchburchak qoudasidan foydalanamiz: 

  602)1(103511201530111
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312
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



d . 

2-usul.  Uchinch tartibli determinantning ikkinchi ustun elementlari bitta 

elementdan tashqari barchasi nol. Qulaylik uchun ikkinchi ustun bo’yicha yoyishdan 

foydalanib  hisoblaymiz 
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 3-misol.  Determinant xossalaridan satr yoki ustun bo’yicha yoyishdan 

foydalanib, quyidagi ayniyatlarni isbotlang:  

          .)sin()sin()sin(
2

1

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

















 

 Yechilishi. Determinantni birinchi ustun bo’yicha yoysak, quyidagilar hosil 

bo’ladi: 





















2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos















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

















 












 












 





2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos









 

           .)sin()sin()sin(
2

1
  ■ 

4-misol. Ushbu 

2105

1312

0143

1211







d  determinantni xossalaridan foydalanib 

hisoblang. 

 Yechilishi. Determinantda quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:  

 a) 1- ustun elementlarini 2- ustunning mos elementlariga qo’shamiz; 

 b) (-2) ga ko’paytirilgan 1-ustun elementlarini 3-ustunning mos elementlariga 

qo’shamiz; 

 c) (-1) ga ko’paytirilgan 1-ustun elementlarini 4-ustunning mos elementlariga 

qo’shamiz. 

 Natijada determinantning qiymati o’zgarmaydi:  

   

31155

1132

3773

0001

2105

1312

0143

1211














. 

Birinchi satrda uchta nol bo’lganligi sababli bu determinantni 1-satr elementlari 

bo’yicha yoyish qulaydir. Shunday qilib, 

0637715359921

3115

113

377

)1(1 11 







 d .■ 
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 5-misol. 

1111

1111

1111

1111






  determinantni hisoblang. 

 Yechilishi. Har bir keyingi ustundan 1-ustunni ayiramiz.  

 8

200

020

002

)1(1

2001

0201

0021

0001

11 














  ■. 

6-misol. Laplas teoremasidan foydalanib determinantni hisoblang: 

   

07064

34251

12543

05043

53412

d . 

Yechilishi.  Ikkinchi va beshinchi satrlardagi ikkinchi tartibli o’nta 

minorlardan faqat uchtasi noldan farqli. Shu satrlar bo’yicha yoyamiz: 



321

153

542

76

54
)1(

125

154

541

74

53
)1(

342

125

534

64

43
)1( 181210d  

.4)1(2)100(1492  ■ 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

1. Determinantlarni hisoblang: 

; ;   ;   ;                                                                                                                                                                                                                                                  

;           . 

2. Determinantlarni hisoblang: 

85

53
)a

cdbd

acab
b)





coscos

sinsin
)c

bog

aog
d

a

b





1

1
)





sincos1

1sincos
)

i

i
e





biadic

dicbia
f




)
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;              ;             ; 

;        ;  ; ;   

3. Determinantlarni yoymasdan turib, quyidagi ayniyatlarni isbotlang: 

; 

 ; 

;  . 

1.  determinantning x4 va x3 ni saqlovchi hadlarni toping. 

, determinantning  x4, x3 va x2 ni saqlovchi hadlarni toping. 

5.   determinantni 4-ustun elementlari bo’yicha yoying; 

631

023

451

)







a

022

202

220

)b

987

654

321

)c

bac

acb

cba

d )

00

00

)

e

dcb

a

e

1cossin

1cossin

1cossin

)







f

11

10

101

)

ii

i

i

g





))()((

1

1

1

) bcacab

abc

cab

bca

a 

))()()((

111

)
333

222 bcacabbcacab

cba

cbab 

2

2

2

1

1

1

1

1

1

)

cc

bb

aa

abc

cab

bca

c 
2

2

2

3

3

3

1

1

1

)(

1

1

1

)

cc

bb

aa

cba

cc

bb

aa

d 

xx

x

xx

x

a

221

321

21

3215

)

x

x

x

x

b

135

213

231

321

)

d

c

b

a

a

321

123

122

111

)
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 determinantni 1-ustun elementlari bo’yicha yoying; 

 determinantni 3-satr elementlari bo’yicha yoying. 

6. Determinantni uni yoymasdan turib hisoblang: 

. 

7. Determinantning xossalaridan foydalanib (satr va ustun bo’yicha yoyishni 

ham hisobga olganda) ayniyatlarni isbotlang: 

      ; 

;    

8. Determinantlarni hisoblang: 

;     ;     ;          

9. Laplas teoremasidan foydalanib, quyidagi determinantlarni hisoblang: 

011

101

110

111

)

d

c

b

a

b

2112

1212

2121

)







dcba
c

1
222

1

1

1

baaccb
bac

acb

cba



3

222

222

222

)(2

)(

)(

)(

) cbaabc

acbb

acba

ccba

a 







))()()()()((

))()()((

1
11

1
11

1
11

)
ycybyaxcxbxa

yxcbcaba

ycxc

ybxb

yaxa

b











3125

3212

2131

5721

)







a

1110

1101

1011

0111

)b

0111

1011

1101

1110

)c
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 a)  ;     b)   ;      c)   ; 

 10. Quyidagi determinantlarni avval almashtirishlar bajarib soddalashtiring, 

so’ng  Laplas teoremasidan foydalanib hisoblang: 

a)   ;    b)   ;   c)  ; 

 

 Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

 

1. a)  -1;  b) 0;  s) sin( - );  d) 0;  e) 0; f) a2 + b2 + c2 + d2. 2. a)  -50; b) 16;   s) 0;     

v) 3abc -a3 - b3 - s3;   e) 0;    f) sin( - ) + sin( - ) + sin( - );   g) –2; 3 . 4. a) 

10 x4, - 2x2,  - 3x3;  b) x4, -x3, -32x2;5. a) 4a – c – d; b) 2a + b – c – d;  c) -5a – 5b – 

5c – 5d. 6. 0. 8. a) –252;     b) –3;    c) –3.  9. a) 216;  b) 1; c) –106.10. a) –12; 

b)16; c) 1.  

 

3-,4-amaliy mashg’ulot. 

Matrisalar ustida amallar. Teskari matrisa 

 

 1-misol. 

1) 









54

32
A  va 







 


43

21
B  berilgan bo’lsa, u holda 






























 











97

13

4534

2321

43

21

54

32
BA  bo’ladi. ■ 

2) 









54

32
A  va    berilgan bo’lsa, u holda 

1654

9543

7432

1001







0430

52011836

0320

479625 

2145

0213

0702

2513







47711

5958

1112

1113





6868

7979

6868

7979





6432

8643

9664

12986








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































108

64

2524

2322

54

32
2AA  .■ 

2-misol. Quyidagi 













3041

1823
A   va 

























13

10

31

12

B  

to’g’ri burchakli matritsalar ko’paytmasini toping. 

Yechilishi. Ta’rifga ko’ra, 
























147

011

2310)3()4()1(13300)3()4(21

1118)3(2)1(331081223
ABC .■ 

           3-misol. Ushbu 



















653

542

321

A  matritsa uchun teskari matritsani toping. 

Yechilishi. Buning uchun avval Adet  determinantni tuzamiz va  uni 

hisoblaymiz. 

01

310

100

321

553

542

321

det 



 AD  

 Demak, A maxsusmas matritsa. Endi qo’shma matritsani tuzamiz. Buning 

uchun A matritsaning satr elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini topamiz va 

ularni mos ravishda ustunlarga joylashtiramiz: 

,1)2351(,23452

,3)33613)3562(

,3)5362(,15564

3231

2221

1211







AA

AA

AA

                  

02241

1)2315(

24352

33

23

13







A

A

A

 

 Shunday  qilib, 
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























012

133

231
~TA . 

 Nihoyat,  TA
~

  ning barcha elementlarini   = -1  ga bo’lamiz, u holda teskari 

matritsa ushbu ko’rinishga ega bo’ladi: 

























012

133

231
1A . 

 Tekshirish ko’rsatadiki,  EAA  1 .  Haqiqatan,  






































































06)1(523)1(635)3(326)3(513

05)1(422)1(534)3(225)3(412

03)1(221)1(332)3(123)3(211

912

133

231

653

542

321
1AA

 

E


















100

010

001

.■ 

 4-misol. Satrlarning elementar almashtirishlari yordamida teskari matritsa  

A-1 ni toping 

























153

132

543

А . 

 Yechilishi. Quyidagilarni hosil qilamiz: 

 






















 






















 

 






















 


























231312

1221

232

2

1331320

032710

011411

100153

032710

011411

100153

010132

011411

100153

010132

001543

RRRRRR

RRRR
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.

131100

7185010

11298001

131100

7185010

11298001

131100

7185010

4113011

131100

032710

4113011

131100

032710

011411

2

22112

123123

)1(

)1(7

742























 

 






















 






















 

 






















 






















 







R

RRRRR

RRRRRR

  

Bunda Ri matritsaning i-satri.  

 Shunday qilib, teskari matritsa quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi: 

























131

7185

11298
1A .■ 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

1. Matritsalarning chiziqli kombinatsiyasi topilsin: 

 a)     b)   

 c)   

 d) ;   e)   

 f)  

2. Qanday shartlarda quyidagi ayniyatlar o’rinli bo’ladi: 

 a)   b) ; 

 c) ; d)  

 e) . 

3. Matritsalarning ko’paytmasini hisoblang: 

;
10

10
4

23

23

21

21
3 


























;

6

5

0

3

1

2

2

2

































;
3721

17245

11651

15781
2 
















































13

24

43

21
;

11

11

15

51






















.
11110

11101

10010

11100
2 


















;ABBA  CBACBA  )()(

AA )()(   ;)( BABA  

AAA   )(
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 a)                 b) ;         c) ;  

 d) ;     g) ;    h) ;  

      e) ;    f) ;    i) ; 

4. Ko’paytmaning mavjudligini tekshiring va mavjud bo’lganda hisoblang: 

 a) ; b)   c) ; 

 d) . 

5.  Hisoblang: 

 a)   b) ;  c)  

 d)  e)             f) . 

6. Ayniyatlarning to’g’riligini tekshiring: 

 a) ;             b)    

 c) ;            d) . 

7. f(A) ni hisoblang, agar 

 a)      b)  

  ;

1

3

4

032
















  032

1

3

4



































95

53

11

11

  








11

11
01 

















11

11

12

13
 

















543

432

321

111

 





















120

010

230

341

0010







































 

0

0

1

0

2332

1245

1160

3433









































1

1

1

1

1100

0100

1101

1111

  
















1

2
21

43

21
  ;

1

2
21

4

2
















   42

1

2
21 









   1312
1

1

2852328423

1364713547
1312 


















;
11

11
n










n

















000

000

111

;

0000

1000

0100

0010
3





















;
11

11
n













;

10

11
n









n










01

01

  TT
AA     ;TTT

ABAB 

  TTTT
ABCABC    TTT

BABA 

;
11

01
  ,12)( 2









 Axxxf ;

10

11
    ,12)( 2









 Axxxf
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 c)   d)  

 8. A matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’lgan hamma matritsalar topilsin, 

agar: 

 a)  b)     c)    

 9. tenglikdan foydalanib,        

  ni hisoblang.  

10.  tenglikdan foydalanib,  

       ni hisoblang. 

11.  matritsa  tenglamani 

qanoatlantirishini isbotlang.  

12. Teskari matritsani topish formulasidan foydalanib quyidagi matritsalar 

uchun teskari matritsani toping: 

 a) ;    b) ;  c) ;      d) ;     

  e)  ;          f) ;        g)     ;  

 13. Matritsaviy tenglamalar sistemasini yeching: 

;
31

20
    ,23)( 2








 
 Axxxf ;

1

1
    ,)()( 2
















 Axxf

;

500

020

001

















A ;
13

12












A ;

10

11








A











































25

37

30

02

75

32

1235

617

5

1235

617


























































































452

111

120

100

020

001

243

122

131

344

232

334

6

344

232

334

































dc

ba
A 0)(2  bcadxdax










43

21









75

43









dc

ba







 





cossin

sincos

















351

493

372





















122

212

221





















221

212

122



144 

 

 a) ; b) . 

14. Elementar almashtirishlar yordamida berilgan matritsa uchun teskari 

matritsani toping: 

 a) ;    b) ;       c) ;  

 15. Quyidagi tenglamalardan  X  matritsani toping: 

  a) ;                     b) ; 

   

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

 1. a) 0; b) 




















16

11

4

; c) 












191983

292183
; d) 









50

05
; e) 









04

40
;   

f) 












11110

11101
. 2. a), b), d) lar o’rinlidir, agar matritsalar bir xil o’lchovli 

bo’lsa; c), e) lar doimo o’rinli. 3. a) (-1); b) 




















032

096

0128

;  

c) 








148

148
;  d) (1 1); e) 









33

44
;  f)(6, 9, 12); g)  230 ; h) 





















3

4

6

3

; i) 





















2

1

3

4

. 

 4. a) mavjud emas; b) 








16

8
; c)  168 ;  d)  13001200 .  

































10

01
32

10

11

YX

YX




















 














02

20
24

01

10
2

YX

YX





















0010

1000

0100

0001





















0010

1000

0001

0100



















0100

0020

1000

0002



















11

12

31

52
X 


















11

12

31

52
X
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5. a) 








11

11
2 1n ; b) 

















000

000

111

; c) 





















0000

0000

0000

1000

; d) 0 agar n > 1 bo’lsa; 

e) 








10

1 n
; f) 









01

01
. 6. b), c), d) lar o’rinli, agar ularda foydalanilgan amallar 

bajarilsa; a) doimo o’rinlidir. 7. a) 0; b) 0; c) 0; d) -E. 8. a) 


































C







,,|

00

00

00

; b) 


















C




,|

33
; c) 

















C




,|

0
; 9. 













9227385

12663197
. 10. 























251252252

126127126

189189190

.  12. a) 



















2

1

2

3
12

; b) 












35

47
;                               c) 
















ac

bd

bcad
A

11 ;  

d) 








 



cossin

sincos
; e) 





























112
3

1
1

3

5
3

1
2

3

7

; f) 




















122

212

221

9

1
;  



146 

 

g) 




















221

212

122

9

1
;13. a)  























10

21
,

20

32
YX ;  b) 







 


01

10
2XY , 

bunda  X – ikkinchi tartibli ixtiyoriy matritsa.  14. a) 





















0100

0010

1000

1001

; b) 





















0100

0001

1000

0010

; c) 























0010

1000

0
2

1
00

000
2

1

;   15. a) 






 

10

21
; b) 













32

85
;. 

 

5-amaliy mashg’ulot. 

Matrisa rangi 

 

 1-misol. Ushbu 

                          































54474

13110

24121

01342

A  

matritsaning rangini toping. 

  Yechilishi. Bu matritsaning yuqori chap burchagida joylashgan ikkinchi 

tartibli minori nolga teng. Ammo matritsada bundan boshqa noldan farqli  

2-tartibli minorlari bor. Jumladan, 

02
12

34





M  

Endi uni o’rab turgan uchinchi tartibli minorni hisoblaymiz. 
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01

110

121

342

1 







M . 

M1 minorni o’rab turgan ikkala to’rtinchi tartibli minorlar nolga teng. Haqiqatan, 

  0

4474

3110

4121

1342

11 









M        0=

5474

1110

2121

0342

=12M  

 Demak, berilgan matritsaning rangi   3rangA    ga teng ekan. 

 1. Xoshiyalavchi minor yordamida quyidagi matrisalarning rangini topig: 

a) 






















034421

35121

53342

;  b) 






















28112

71524

42312

; 

c) 



























5741

1321

2413

1132

;            d) 





























27121

2891

4132

2321

; 

e) 



























1977

7115

4312

1531

;            f) 





























41157

07531

34235

25313

; 

g) 

































445110

71473

32112

43251

25143

;  h) 

































17610510

1611912

1110612

23112

51324

. 

 

2. Elemintar almashtirishlar yordamida quyidagi matrisaning rangini toping: 
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a) 





















30285318

120152794

121142593

31275117

;      b) 





















48203225

134549475

132539475

43173125

; 

c) 



























111392720319

385712118611

10373483125

9448235112

;  d) 





























72141713647

118219985973

80147734049

3872361924

; 

e) 



























67302126

1102764

33422723

47311517

4823183

;             f) 



























36521017

15191391115

172103

12119764

217358

 

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

1. a) r=2;   b) r=2;   c) r=3;   d) r=2;   e) r=3;  f) r=3;   g) r=3;   h) r=2.  

2. a) r=3;   b) r=3;   c) r=4;  d) r=3;  e) r=4;   f) r= 5.  

 

 

 

 

 

 

6-, 7-amaliy mashg’ulot. 

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemani yechishda  Kramer,  

matrisa va Gauss usullari 

1-misol. Ushbu 
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



















0674

,522

,963

,852

4321

432

421

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx

 

sistemani yeching. 

Yechilishi. Bu sistemaning D determinantini tuzamiz. 

027

6  71   1

2  12  0

60  31

1   51  2











D  

0D  bo’lgani uchun sistemaga Kramer qoidasini qo’llash mumkin.D1, D2, D3, D4 

larni tuzamiz. 

,108=

6  70   1

2 150

60  91

1   58  2

=,81=

6  71   0

2 12 5

60  39

1   51  8

= 21 DD  

.27

6   70    1

512    0

9  0  31

8   51     2

,27

6  0  1   1

2 52 0

69  31

1   8  1   2

43 













 DD  

(1.13.7) formulaga asosan, berilgan sistemaning yechimi  x1=3,  x2=-4, x3=-1, x4=1  

bo’ladi.■ 

2-misol. Ushbu  















.3916255

,1812143

,01372

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

sistemani Gauss usulidan foydalanib yeching. 

Yechilishi. Bunda 0211 a . Shuning uchun birinchi tenglamaning hamma 

hadlarini 2 ga bo’lamiz. Natijada berilgan tenglamaga ekvivalent bo’lgan ushbu 

tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi: 
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

















.3916255

,1812143

,0
2

13

2

7

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

hosil bo’lgan  sistemaning birinchi tenglamasini –3 ga ko’paytirib, ikkinchi 

tenglamaga, so’ngra –5 ga ko’paytirib uchinchi tenglamaga qo’shamiz. Natijada 

berilgan sistemaga ekvivalient bo’lgan quyidagi sistemani hosil qilamiz: 





















.39
2

33

2

15

,18
2

15

2

7

,0
2

13

2

7

32

32

321

xx

xx

xxx

 

shu  bilan birinchi qadam tugadi. 

  Ikkinchi qadamda 0
2

7
22 a   ekanligidan foydalanib, ikkinchi 

tenglamaning hamma hadlarini 
2

7
ga bo’lib, hosil bo’lgan tenglamani 

2

15
  ga  

ko’paytirib, uchinchi tenglamaga qo’shamiz:   





















.
7

3

7

3

,
7

36

7

15

,0
2

13

2

7

3

32

321

x

xx

xxx

 

Bunda uchburchak sistema hosil bo’ldi. Uchinchi tenglamadan x3 = -1. 

ikkinchi tenglamadan .3
7

15

7

36

7

36
)1(

7

15
2 x  Birinchi tenglamadan esa,   

4)1(
2

13
3

2

7
1 x . 

Demak, berilgan sistemaning yagona yechimi 1,3,4 321  xxx   

bo’ladi. ■ 
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3-misol. Ushbu  















12

02

52

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

sistemani yeching. 

 Yechilishi. Bu misolda (1.15.2) belgilashga asosan, 

























112

102

121

A , 




















1

0

5

B , 


















3

2

1

x

x

x

X  

ko’rinishda bo’ladi. U holda  berilgan tenglamalar sistemasini (1.15.3)                                             

ko’rinishda yozish mumkin. Endi Adet  ni topamiz: 

03

112

102

121

det 







 A . 

A matritsa maxsusmas ekan. Bu A matritsa uchun teskari matritsa mavjud. Teskari 

matrisani topamiz 

























3

4
1

3

2

110

3

2
1

3

1

1A . 

(1.15.4) formulaga asosan,   berilgan sistemani  ham X=A-1B  ko’rinishda yozish 

mumkin. Endi 321 ,, xxx  larni topamiz: 

                                  










































































2

1

1

1

0

5

3

4
1

3

2

110

3

2
1

3

1

3

2

1

x

x

x

. 

Bundan 2,1,1 321  xxx  bo’ladi. ■ 

4-misol. Tenglamalar sistemasini yeching: 
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



















.0897

,882

,23243

,3532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Yechilishi. Matritsaning shaklini almashtiramiz:  

























0

8

2

3

8197

1821

3243

1532

 ~



































56

13

26

8

155550

31110

62220

1821

 ~ 

                 

























9

0

13

8

0000

0000

31110

1821

 ~

























0

1

13

8

0000

0000

31110

1821

. 

Dastlab birinchi va uchinchi satrlarning o’rinlarini almashtiramiz, hosil bo’lgan 

birinchi satrni mos ravishda 3, 2, 7 larga ko’paytirib, qolgan satrlardan ayiramiz. 

Ikkinchi satrni (-2) ga bo’lib, mos ravishda 1 va 5 larga ko’paytirib qolgan satrlarga 

qo’shamiz, uchinchi qadamda esa, to’rtinchi satrni 9 ga bo’lib uchinchi satr bilan 

o’rinlarini almashtiramiz.  

Sistemada 0=1 ko’rinishdagi tenglama hosil bo’ladi. Demak, berilgan sistema 

yechimga ega emas. ■ 

 5- misol. Ushbu  





















132

,3

,122

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

sistema birgalikdami? 

 Yechilishi. Asosiy va kengaytirilgan matrisalarni tuzamiz. 





























321

111

212

311

A   





























1321

3111

1212

1311

B . 
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Asosiy  matrisaning rangini topish uchun, uni elementar almashtirishlar yerdamida 

topamiz: 

1

400

010

311

000

400

010

311

400

400

010

311

400

410

010

311

010

400

410

311

AA 














 





















 





















 





















































  

hosil bo’lgan ekvivaliyent A1 matrisaning rangi 31 rangA , chunki 

04

400

010

311





. 

Demak, A matrisaning rangi ham 3 ga teng: 3rangA . 

 Endi kengaytirilgan matrisaning rangini topish uchun elementar 

almashtirishlar bajaramiz: 

1

1000

1100

3410

1311

4400

1100

3410

1311

2010

4400

3410

1311

BB 













































































 . 

Ekvivaliyent 1B  matrisaning rangi 41 rangB  teng,  chunki 

01

100

110

341

1000

3410

1311









. 

B  matrisaning rangi ham 4 ga teng, 4rangB . Matrisaning ranglari har xil. 

Demak, berilgan sistema birgalikda emas. ■ 

 6- misol. Ushbu 















552

132

132

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

sistema birgalikdami? 

 Yechilishi. A matrisaning rangini hisoblaymiz. 
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






 



































































1000

1121

0000

2000

1121

4000

2000

1121

5121

1121

1121

A  

2rangA  chunki 01
10

11
 . Endi kengaytirilgan B  matrisaning rangini 

hisoblaymiz 








 






































































11000

11121

00000

22000

11121

44000

22000

11121

55121

11121

11121

B

 

2rangB , chunki 01
10

11
 . Sistema birgalikda, chunki rangA  

2 rangB . Rang noma’lumlar sonidan kichik bo’lgani uchun sistema cheksiz 

ko’p yechimlarga ega. Ushbu 









2143

2143

21

,21

xxxx

xxxx
 

sistemani yechamiz. 1x  va 2x  ozod noma’lumlarga ixtiyoriy qiymatlarni, masalan, 

0,1 21  xx  qiymatlarni beramiz. Sistema ushbu ko’rinishni oladi 









.2

,0

43

43

xx

xx
 

Uni yechib, 1,1 43  xx  ni topamiz. 

 Demak, berilgan sistemaning cheksiz ko’p yechimlaridan biri ,0,1 21  xx

1,1 43  xx aniqlanadi. ■ 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

   1. Tenglamalar sistemasini Kramer qoidasi va matrisa usullarida yeching: 



155 

 

   a)    b)  

  c)   d)  

  e)  f)   

  2. Tenglamalar sestemasini Gauss usulida yeching:  

  a)              b)   

  s)             d)  

  e)             f)    

  g)    h)   

  i)    j)  

   3. Agar  bo’lsa,  kvadrat ko’phadni 

toping. 

4.  Agar  bo’lsa, uchinchi darajali 

ko’phadni toping. 

 5. k ning qanday haqiqiy qiymatlarida sistema nol yechimga ega bo’lmaydi: 









;93

,104

yx

yx









;525

,152

ayxa

yx















;275

,1343

,122

zyx

zyx

zyx















;275

,1343

,14342

zyx

zyx

zyx





















;62233

,124358

,6234

,422

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx





















;343

,3232

,125

,251132

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx









;642

,32

yx

yx









;542

,32

yx

yx









;2242

,12

iyx

iyx









;242

,12

iyx

iyx









;43

,52

zyx

zyx















;

,)31()1(2

,3)1(2

33

2321

1321

bz

bziziz

bziziz















;2

,942

,032

zy

zyx

zyx















;11412

,942

,132

zyx

zyx

zyx





















;2294

,342

,3532

,3523

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx





















;1254185

,1895

,3253

,5372

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

3)2(,9)1(,1)1(  fff )(xf

16)3(,3)2(,4)1(,0)1(  ffff
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a)   b)   

Mustaqil yechish uchun berilgan misolning javoblari 

1. a) )}3,2{(  ;    b) }2)1,2{(  a ;    s) )}2,5,0{(  ;  

d) Kramer qoidasi bo’yicha sistemani yechish mumkin emas;  

ye) )}1,1,1,1{(  ;    f) )}1,1,0,2{(  . 2.a) }),23{( R  ;  

  b) Yechimi yo’q;  s) }),21{( С i ;   d) Yechimi yo’q;   

 e) })73,41,{( R  ;   f) Agar 213 bbb  , u holda yechimi yo’q; 



















213331
С,,),3)1(

2

1
bbbbbibi  ;  g) )}2,0,1{( ;  

 h) 









3

10
,

3

13
,

3

13
; i) )}2,2,3,1{(  ; j) 

},),,571,17286{( R  .3. 35)( 4  xxxf .     

4. 752)( 23  xxxf .    5. a) 1;0;1 ;   b) 1;2 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





















02)3(22

,0)2(

,0)1(

,0

4321

4321

4321

4321

xxkxx

xxkxx

xxxkx

xxxxk















?0

,0

,0

321

321

321

xkxx

xxkx

xxxk
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Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini  yechishning umumiy sxemasi: 
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8-amaliy mashg’ulot. 

Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi 

 

8.1. Chiziqli tenglamalar sistemasi.  R sonlar maydonida  n   noma’lumli  m  

ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin: 

                          



















mnmnmm

nn

nm

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.............................................

...

...

2211

22222121

1212111

                        (1) 

Bunda tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik, unga teng ,yoki undan katta 

),, nmnmnm   bo’lishi mumkin. (1) da aij - koeffitsientlar xi - noma’lum-lar, 

bi - ozod hadlar ),...,2,1,,...,2,1( njmi   deyiladi. 

 8.1-ta’rif. Agar nxxx ,...,, 21 noma’lumlarga berilgan n ,...,, 21  qiymatlar 

(1) sistemasining hamma tenglamalarini qanoatlantirsa, n ,...,, 21  sonlar to’plami 

(1) sistemaning yechimi deyiladi.  

(1) sistema uchun koeffitsientlaridan tuzilgan ushbu 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....................

...

...

21

22221

11211

 

matritsani va A matritsaga ozod hadlar ustunini qo’shish bilan hosil qilingan ushbu 























mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

B

...

...........................

...

...

21

222221

111211

 

matritsani qaraymiz. A matritsa (1) sistema matritsasi (asosiy matritsasi), B esa 

kengaytirilgan matritsasi deyiladi. Bu matritsalarning ranglari rangBrangA    

tengsizlik bilan bog’langanligi ravshan. 

 Agar chizqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo’lsa, u birgalikda, agar 

yechimga ega bo’lmasa, u birgalikda emas deyiladi. 



160 

 

 Birgalikda chiziqli tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo’lsa, u 

aniqlangan, agar cheksiz ko’p yechimlarga ega bo’lsa, u aniqmas sistema deb 

ataladi. 

 Agar ikkita birgalikdagi tenglamalar sistemasidan birining har bir yechimi 

ikkinchisining yechimi va aksincha, ikkinchisining har bir yechimi birinchisining 

yechimi bo’lsa, bu sistemalar teng kuchli sistemalar deb ataladi. 

 Quyidagi almashtirishlar tenglamalar sistemasidan  unga teng kuchli 

sistemaga o’tkazishni isbotlash mumkin: 

1. Istalgan ikkita tenglamaning o’rinlarini almashtirish; 

2. Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan farqli istalgan 

songa ko’paytirish; 

3. Sistema tenglamalardan birining ikkala tomoniga boshqa bir 

tenglamaning istalgan haqiqiy songa ko’paytirilgan mos qismini qo’shish. 

 

8.2. Kroneker-Kapelli teoremasi.  Endi (1) chiziqli tenglamalar 

sistemasining yechilishi alomatini qaraymiz. 

8.1-teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). (1) chiziqli tenglamalar 

sistemasi birgalikda bo’lishi uchun, asosiy matritsa bilan kengaytirilgan 

matritsaning ranglari teng, ya’ni   angBrangA =    bo’lishi zarur va  yetarlidir. 

 Natija. (1) sistema yechilmaydigan bo’lsa,  A va B matritsalarning ranglari 

bir xil bo’lmaydi, va aksincha, A va B matritsalarning ranglari bir xil bo’lmasa, (1) 

sistema yechilmaydigan bo’ladi. 

 1- misol. Ushbu  





















132

3

122

13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

sistema birgalikdami? 

 Yechilishi. Asosiy va kengaytirilgan matritsalarni tuzamiz. 
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



























321

111

212

311

A   





























1321

3111

1212

1311

B  

Asosiy  matritsaning rangini topish uchun, uni elementar almashtirishlar yordamida 

topamiz: 

1

000

400

010

311

400

400

010

311

400

410

010

311

010

400

410

311

AA 























































































  

hosil bo’lgan ekvivalent A1 matritsaning rangi    31 rangA ,   chunki 

04

400

010

311

M  

 Demak, A  matritsaning rangi ham  3  ga teng   3rangA . 

 Endi kengaytirilgan matritsaning rangini topish uchun elementar 

almashtirishlar bajaramiz. 

1

1000

1100

3410

1311

4400

1100

3410

1311

2010

4400

3410

1311

BB 













































































  

Ekvivalent B1 matritsaning rangi    41 rangB    teng,  chunki 

.01

1000

1100

3410

1311

  

B matritsaning rangi ham 4 ga teng, 4rangB .  Matritsaning ranglari har xil. 

Demak, berilgan sistema birgalikda emas. 
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8.3. Chiziqli bir jinsli tenglamalar  sistemasi. Ushbu bir jinsli  



















0...

.............................................

0...

0...

2211

2222121

212111

nmnmm

nn

nm

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

                        (4) 

tenglamalar sistemasi doimo birgalikda, chunki  B  matritsa  A  matritsadan faqat 

elementlari nollardan iborat ustuni bilan farq qiladi va shu sababli rangBrangA  . 

(4) sistemani x1 = 0, x2 = 0 ,..., xn = 0 qiymatlar ham qanoatlantiradi. (4) bir jinsli 

sistema qachon nolmas yechimga ega bo’lishi haqidagi savolga ushbu teorema javob 

beradi. 

 8.2-teorema. (4) sistema nolmas yechimga ega bo’lishi uchun  A  matritsaning 

rangA  rangi noma’lumlar soni n  dan kichik bo’lishi zarur va yetarlidir, ya’ni 

nrangA  . 

 2-misol. Ushbu  

a) 














03

032

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  b) 














073

024

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

tenglamalar sistemasining nol yoki nolmas yechimlarga tekshiring. 

 Yechilishi. a) noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan determinantni 

hisoblaymiz. 

015

113

321

112





D  

Demak, sistema bittagina (0,0,0) yechimga ega, chunki  0D . 

 b) Berilgan sistemaning determinantini hisoblaymiz. 

0

173

241

132









D  

Demak, 0D , shu sababli sistema nolmas yechimlarga ega. Ulardan bittasi 

(2,1,1) bo’ladi. 
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8.4. Fundamental yechimlar sistemasi.  (4) sistema cheksiz ko’p 

yechimlarga (demak ns  ) ega bo’lgan holni ko’ramiz. 

2-ta’rif. (4) bir jinsli tenglamalar sistemasining 

,,...,,

........................

,,...,,

,,...,,

21

22221

11211

enee

n

n







                                (5) 

dan iborat n ta yechimi o’zaro chiziqli bog’lanmagan bo’lib, (5) sistemaning istalgan 

n ,...,, 21  yechimi (5) yechimlar orqali chiziqli ifodalansa, ya’ni  

                           

enennn

ee

eе

cсс

cсс

ссс













...

................................................

,...

,...

2211

22221212

12121111

                (6) 

tenglikni qanoatlantiruvchi c1,c2,...,cye sonlar topilsa, (5) sistema fundamental 

yechimlar sistemasi yoki fundamental sistema deyiladi. 

 8.3-teorema. (4) bir jinsli tenglamalar sistemasining asosiy A matritsasi 

noma’lumlar sonidan kichik rangga ega ( ns  ) bo’lsa, bu sistema uchun 

fundamental yechimlar sistemasi mavjud va fundamental sistemasiga kiruvchi 

yechimlarning soni parametrlar soniga teng. 

 3-misol. Ushbu 

                         














0246

0

023

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

                                 (1) 

sistemaning fundamental yechimlar sistemasini toping. 

 Yechilishi. Ushbu 

























2416

1111

1123

A  
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matritsada elementar almashtirishlar bajaramiz. 1 satrni –1, 2-sini – 3 ga ko’paytirib 

ketma-ket 3-siga qo’shamiz. Bu vaqtda  





















0000

1111

1123

 

hosil bo’ladi. Demak, A ning rangi 2 ga teng, chunki 

05
11

23



D  

Berilgan sistemaning avvalgi ikkita tenglamasini olib yechamiz: 

                                 








4321

4321 23

xxxx

xxxx
                             (2) 

Parametrlarning soni ikkita bo’lgani uchun, fundamental sistema ikkita 

yechimdan tuziladi va  determinant 2-tartibli bo’ladi. Parametrlarga 0 shart 

bajariladigan qiymatlarni beraylik. Masalan,  x3 = 5  va  x4 = 0, so’ngra  x3 = 0  va x4 

= 5 qiymatlarda 

025
50

05
  

bo’ladi. Parametrlarning birinchi qiymatlarida (2) sistema  








5

523

21

21

xx

xx
 

ko’rinishni oladi. Bundan: x1 = 3, x2 = - 2 bo’ladi. Parametrlarning ikkinchi 

qiymatlarida esa 









5

523

21

21

xx

xx
 

hosil bo’lib,  x1 = - 1, x2 = 4  bo’ladi.  Demak, fundamental yechimlardan bittasi  (3, 

-2, 5, 0), (-1, 4, 0, 5).  Berilgan (1)  sistemasining yechimlari  

214213212211 50,05,42,3 сссссссс    

tengliklar bilan aniqlanadi. Masalan,  c1 = c2 = 1 qiymatlarda 1 = 2,  2 = 2,  

3 = 5, 4 = 5 bo’ladi. ■ 

4-misol. Tenglamalar sistemasini tekshiring va yeching:  
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






















.136

,7342

,122

,1322

,1

543

543

543

5421

54321

xxx

xxx

xxx

xxxx

xxxxx

 

Yechilishi. Gauss algoritmini qo’llab, quyidagi kengaytirilgan matritsaga ega 

bo’lamiz: 

































1

7

1

1

1

13600

34200

12200

13022

11111

 

soddalashtirgandan so’ng, 





















 





0

0

4

3

1

00000

00000

23000

11200

11111

 

Demak, sistema birgalikda, chunki sistemaning matritsasining rangi bilan 

kengaytirilgan matritsaning rangi teng, ya’ni   rangA = rangB = 3.  

Bu matritsaga mos sistemaga ega bo’lamiz: 















.423

,32

,1

54

543

54321

xx

xxx

xxxxx

 

 

Bunda 

06

300

120

111

D , 

bo’lganligi uchun, 431 ,, xxx  lar erksiz o’zgaruvchilar,  52 , xx  lar ozod o’zgaruvchilar. 
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Ozod o’zgaruvchilarni o’ng tomonga o’tkazib sistemani umumiy yechimini 

topamiz:  
















 54321 ,
3

4
,

6

5
,,

2

23
xxxxx . 

Faraz qilaylik, 0,0    bo’lsa, xususiy yechimini topamiz:  

0,
3

4
,

6

5
,0,

2

3
54321  xxxxx .■ 

5-misol. Quyidagi bir jinsli tenglamar sistemasi uchun fundamental yechimlar 

sistemasini toping: 





















.0793

,083

,032

,05

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Yechilishi. Berilgan sistemada elementar almashtirishlar bajarib, quyidagi 

sistemaga ega bo’lamiz: 









.0472

,05

432

4321

xxx

xxxx
 

Bunda 
1x  va 

2x  lar bosh o’zgaruvchilar, 
3

x  va
4

x  lar esa ozod o’zgaruvchilar. 

Agar   43 , xx  bo’lsa,  



2

3
,2

2

7
12

xx  bo’ladi. 

Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:  









  ,,2

2

7
,

2

3
. 

Ozod o’zgaruvchilarni mos elementlari 
10

01
 ikkinchi tartibli 

determenantning satr elimentlaridan iborat bo’lsa, sistemaning fundamental 

yechimlar sistemasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:   1,0,2,1,0,1,
2

7
,

2

3









 . ■ 
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

 1. Tenglamalar sistemasini birgalikka tekshiring va umumiy yechimini 

toping:  

a) 














;24523

,223

,123

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

     b) 














;123

,57969

,24523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

c) 





















;56

,53833

,13433

,12

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

     d) 





















;3224

,326

,243

,12

5431

531

54321

5421

xxxx

xxx

xxxxx

xxxx

 

e) 
























;767

,54322

,1549

,35232

,22223

4321

4321

4321

4321

5321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

      f) 





















;293822

,132533

,23422

,1323

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

g) 





















;633242

,11472

,534563

,4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 h) 





















;12372

,02324

,43224

,543236

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

i) 
























;182547

,1553

,8324

,10233

,212568

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

       j) 
























;727

,152

,223115

,534

,4232

4321

4321

4321

4321

2321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

2. Tenglamalar sistemasini birgalikka tekshiring va   parametrga bog’liq  

bo’lgan umumiy yechimini toping:  

a) 














;1

,1

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx







           b) 














;)1(

,)1(

,1)1(

2

321

321

321







xxx

xxx

xxx
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c) 





















;97128

,76596

,54364

,3232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx



  d) 





















;1

,1

,1

,1

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx









 

          e) 















;3)1(

,3)1(

,3)1(

34

321

23

321

2

321







xxx

xxx

xxx

 

          f) 














;32)4()12()34(

,2)1(

,)2(3

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

 

3. Berilga tenglamalar sistemasi uchuh fundamental yechimlar sistemasini 

toping: 

 a) 








;022

,0

21

21

xx

xx
    b) 









;02

,0

321

321

xxx

xxx
  

s) 





















;044

,02252

,04323

,02

521

54321

54321

54321

xxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

      d)





















;08423

,097569

,075346

,05323

5421

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

e) 





















;0443

,07626

,098439

,075226

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 f) 




























;0

,0

,0

,0

,0

,0

64

53

642

531

42

31

xx

xx

xxx

xxx

xx

xx

 

g) 
























;0

,0

,0

,0

,0

541

632

6521

642

531

xxx

xxx

xxxx

xxx

xxx

          h) 





















;06395

,065397

,02432

,047265

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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  i)





















.056107

,05254

,04375

,03243

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

4. Martritsaning har bir satri  

























320924

258159

550432430

A   ,  
























258159

4132111

320924

B  

ushbu tenglamalar sistemasi uchun fundamental yechimlar sistemasi bo’ladimi:  





















.04586

,01134

,074795

,06243

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning javoblari 

 

 1. a) Yechimi yo’q;  b) },)2187,10156,,{( R  ; 

s) ),1,1,{(   , R , ; d) )},2,326,12,{(  

R , ;      

e)















 



 R


,

7

615
,

7

131
,

7

86
; f)Yechimi yo’q; g)

















 R ,42

2

15
,42

2

25
,2

2

9
,, ; 

h) 








 R ,2
3

2

3

4
,1

3

7

3

14
,

3

2

3

4
,,( ; 

i) )}11,5,0,3{(  ; j) Yechimi yo’q.  

2.a)


















0)2()1(

3

1
,

3

1
,

3

1



; }1,,),,1{(   R ;  

2  da sistema birgalikda emas; 
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b) 




























0)3(

)3(

12
,

)3(

12
,

)3(

2
232













;  0  va  3   larda 

sistema birgalikda emas; s) 
















 8,,

2

3
2,1,,  R ; 

















 R 0,1,

3

2

3

4
, ;d) 


















 3

1
,

3

1
,

3

1
,

3

1


 

0)3()1(   ; }1,,,),,,1{(   R ;  3  da sistema 

birgalikda emas; f) }0)3()12,12,2{( 232   ; 

 }0,,),,{(   R ; }3,),,{(   R ; 

3. a) )}1,1{( ;  b) )}1,1,0{( ;  s) )}4,7,1,1,0(),4,5,0,0,1{(  ; 

d) 

























 )1,2,1,0,0(,

2

1
,

2

3
,0,1,0,

4

3
,

4

9
,0,0,1 ; 

e) 



































11

4
,

11

10
,1,0,0,

11

1
,

11

3
,0,1,0,

11

3
,

11

9
,0,0,1 ; 

f) Sistema faqat nol yechimga ega;  

g) )}1,0,0,0,1,0(),0,1,0,0,0,1(),0,0,1,1,1,1{(  ; 

h) 

























1,0,0,

3

2
,0,0,0,1,

3

1
,0 ;  i) )}1,0,0,3,5(),0,0,1,2,3{(  . 

4. A  matritsaning satrlari fundamental yechimlar sistemasini tashkil qilmydi, 

B  matritsaning satrlari esa fundamental yechimlar sistemasini tashkil qiladi.  
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9- amaliy mashg’ulot. 

Vektorlar 

 1-misol  Agar  1;4;3A  va  6;8;6B  bo’lsa, 


AB  vektorning koordinata 

o’qlari bilan tashkil etgan burchaklarning kosinuslarini toping. 

 Y e c h i l i s h i. 


AB  vektorning OzOyOx ,,  o’qlardagi proyeksiyalarini 

topamiz: 

  516;448;336 


ABnpABnpABnp OzOyOx . 



AB  vektorning modulini topamiz: 2550543 222 


AB . 

Ushbu

222222222
cos,cos,cos

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a








   

formulalarga asosan, vektorning yo’naltiruvchi kosinuslarini topamiz: 

           
2

1
cos,

25

4
cos,

25

3
cos   .■ 

 2-misol. Agar 4,3 


ba  va 
3


   bo’lsa, 



 ba 2  va 


 ba 4  vektorlar 

  ning qanday qiymatlarida o’zaro perpendikulyar bo’ladi? 

 Y e c h i l i s h i. Berilgan vektorlarning skalyar ko’paytmasini topamiz: 

 













5830

64624818164
2

1
33

2

1
43818

4
3

cos
3

cos82

48242

22

2






























bbabaa

bbabaaababa

  

Ikki vektor perpendikulyar bo’lishi uchun ularning skalyar ko’paytmasi nolga teng 

bo’lishi shartidan topamiz:    .
29

15
05830   ■ 
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 3- misol.  4;2;3 


F  kuch  1;1;2 A  nuqtaga qo’yilgan. Bu kuchning 

koordinatalar boshiga nisbatan momentini aniqlang. 

 Y e c h i l i s h i. Agar 


F  vektor A  nuqtaga qo’yilgan bo’lsa, 


a  vektor O

nuqtadan A  nuqtaga yo’nalgan, ya’ni 


 aOA  bo’ladi. ],[


Fa vektor ko’paytma 

esa, 


F kuchning O nuqtaga nisbatan kuch momentini ifodalaydi.  

Demak, 

  1;1;2 


OAa ,  










 



7112

423

112],[ ji

ji

FOA .■ 

 

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalar 

 

1. Quyida berilgan vektorlarning uzunligi va vektor yo’nalishidagi birlik 

vektorni toping. 

1) 


a  = {2;-6;3}; 2) 


b  = {4;-5;2}; 3) 


c  = {6;10;0}. 

2. Ushbu 


a  = {-2;11;z} vektorning uzunligi 15 ga teng bo’lsa, z ni toping. 

3. A(-2; 5; -4),  B(3; -7; 8),  C(2; 4; 0) nuqtalar berilgan. BCACBAAB ,,,  va 

CA  vektorlarni toping.  

4. Agar 


a  = {-1; 3; 7} vektor va  M(4; -3; 0)  nuqta berilgan bo’lib,   

a = MN  bo’lsa, N  nuqtaning koordinatalarini toping. 

5. Agar 4


a bo’lib, 


a  vektorning Ox, Oy, Oz o’qlari bilan mos ravishda 

000 60,45,60   tashkil etsa, 


a  vektorining koordinata o’qlaridagi 

proeksiyalarini toping. 

6. Quyida berilgan vektorlarning yo’naltiruvchi kosinuslarini toping. 

1) 


a  = {-3;12;-4};    2) 


b  = {3;-4;5}. 
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7. Vektor koordinata o’qlari bilan quyidagi burchaklarni tashkil etishi 

mumkinmi? 

.120,90,60)3

;60,45,60)2;120,240,225)1

000

000000








 

8. 


a  vektor Ox va Oy o’qlari bilan 0120  va 060  tashkil etadi. Agar 

bo’lsa, uning koordinatalarini toping. 

9. Agar M(x,y) nuqtani aniqlovchi radius vektori koordinata o’qlari bilan bir 

xil  burchakni tashkil qilib, uning uzunligi 35  ga teng  bo’lsa, M nuqtaning 

koordinatalarini toping. 

10. 


a   va  


b  vektorlar berilgan. Quyidagi berilgan:  

1) 2


a ; 2) -0,5


b ; 3) – 


a  + 


b ; 4) 0,5


a - 3


b  vektorlarni yasang. 

11.  15a


, 25b


va 32 ba


 bo’lsa, ba


  ni toping. 

12. 


a  va 


b  b vektorlar 600 burchakni tashkil etadi. 6a


, 3b


 ekanligini 

bilgan holda (2


a  +


b )(2


a  - 3


b ) vektorni hisoblang. 

13. ABC uchburchakda AB  vektor m  ga va AC  vektor n  ga teng bo’lsa, 

quyidagi vektorlarni yasang: 

1) ;
2

n
m



  2) ;

2

m
n



  3) 

2

nm



. 

14. 


a  = {5; -3;7} va  


b ={3; -1; -2} vektorlar berilgan. Quyida berilgan 

vektorlarning koordinata o’qlaridagi proeksiyalarini toping: 

1) 


a  +  


b ; 2) 


a  -  


b ; 3) -3


a ;  4) b


3

1
;   5) 2



a  - 3 


b ;    6) ba



3

1
 

15.   va   ning qanday qiymatlarida 


a  = 3i - 2j +  k   va  


b  = βi + 3j - 6k 

vektorlar kolleniar bo’ladi? 

16. 


 kjic 10111


  vektor berilgan. 


c  vektorga parallel, unga qarama- 

qarshi yo’nalgan va uzunligi 45 ga teng bo’lgan 


d  vektorni toping. 

5a

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17. 


AB  = {4; 6; 2} va 


AC ={-8; 10; -12} vektorlar  ABC uchburchakning 

tomonlari bilan ustma- ust tushadi. Boshlari uchburchakning uchlarida va 

medianalar bilan ustma- ust tushgan vektorlarning koordinatalarini toping. 

18. 


a = {1; -2},  


b  = {-2; 3},  


c   = {-4; 7} vektorlar berilgan. Har bir 

vektorni, qolgan ikki vektorlarni bazis deb olganda, yoyilmalarini aniqlang. 

19. Tekislikda  A(2; -1),  B(-1; -2),  C(-2; -3) , D(-3; 2) nuqtalar berilgan. 


AB  

va 


AC  vektorlarni bazis vektorlari deb, quyidagi vektorlarning yoyilmalarini 

toping: 

1) 


AD ; 2) 


BD ; 3) 


CD ; 4) 


BD  +


CD ; 5) 


AB  + 


BD  +


CD . 

20. 


a  = {1; -3; 2},  


b  = {-2; 1; 3},   


c  ={1; -2; -1} vektorlar berilgan.  



d = {-6; 5; 11} vektorning   


a , 


b , 


c   bazis vektorlari bo’yicha yoyilmasini toping. 

21. 


a  = {2; -1; 2}, 


b  = {1; 0; 2},  


c  = {7; -7; 3}, 


d  = {-1; 2; 1} vektorlar 

berilgan. Bu vektorlarning har birining yo’yilmasini qolgan uchta vektorlarni bazis 

vektori deb qabul qilgan holda toping. 

22. 


a   va   


b  vektorlar 
3


 burchakni tashkil qiladi.  5



a , 6


b  ekanligini 

bilgan holda quyidagilarni hisoblang. 

1) (


a ,


b );          2) 


a 2;        3) 


b 2;    4) (


a  + 


b )2;    5) (


a  -  


b )2;  

6) (2


a  - 3 


b ,  2


a  + 3 


b );     7) (2


a  - 3 


b )2. 

23. 


a  va  


b  vektorlar o’zaro ortogonal bo’lib, 


c   vektor bilan esa 
3

2
 

burchakni tashkil etadi. 8,4,2 


cba  ekanini bilgan holda, quyidagilarni 

hisoblang. 

1) (2


a  + 3 


b , 2 


b  - 3


c );         2) (


a  +  


b  - 


c  )2 


a ;   

 3) (2


a  - 3 


b  + 4


c  )2;  4) (


a  –  


b  - 


c )2 
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24. Ushbu )(2)()(
2222 bababa


  ayniyatni isbotlang va uning 

geometrik ma’nosini aniqlang. 

25. Ushbu  shartni qanoatlantiruvchi birlik 


ba,  va  


c   

vektorlar berilgan. ),(),(),( accbba


 ni hisoblang. 

26.  7a


,  ekanini bilgan holda, α ning qanday qiymatlarida  

va ba

 vektorlar perpendikulyar bo’ladi. 

27. ABC uchburchakning tomonlari bilan ustma-ust tushgan 


 ABb


, 


 ACc


 

vektorlar berilgan. Boshi C uchida va  CD  balandlik bilan ustma-ust tushgan 

vektorning  cb


,   bazis vektorlari bo’yicha yoyilmasini toping. 

28. a


 va b


 vektorlar orasidagi burchak 
3

2
 burchakni tashkil etadi. 3a


, 

4b


 ekanini bilgan holda, ba


  va ba


+  vektorlar orasidagi burchakni toping. 

29. }2;3;4{},2;4;2{  ba


 vektorlar berilgan. Quyidagilarni hisoblang: 

1) ),( ba


;                     2) 2a


;                       3) 2b


;  

4) )32,3( baba


 ; 5) 2)( ba


 ;                       6) 2)( ba


  

30. To’rtburchakning  A(3; -1; 2),  B(2; 1; -3), C(5; -4; 7)  va D(6; 7; -1) uchlari 

berilgan. Uning  AC va BD diagonallari perpendikulyar ekanligini isbotlang. 

31. ABC  uchburchakning  A(2; -3; 1), B(5; -3; 5), C(9; -3; 2)  uchlari be 

rilgan.  A  uchidagi ichki burchakni toping. 

32. ABC  uchburchakning  A(4; -2; 7), B(2; 1; 1) va C(-1; 7; 3)  uchlari  

berilgan.  ABC  uchburchakning ichki burchaklarini hisoblab, uning teng yonli 

uchburchak ekanligini isbotlang.   

33. 


a  = {2;-6;3}  va x


 vektorlar o’zaro kollenear bo’lib, Oz o’qi bilan o’tkir 

burchakni tashkil qiladi. 42


x ekanini bilgan holda x


  vektorning koordinatalarini 

toping. 

0


 cba

7b


ba


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34.  }3;2;1{},4;3;2{  ba


 vektorlar berilgan. 2),(,7),(  bxax


 

ekanligini bilgan holda   Oz  o’qqa perpendikulyar bo’lgan x


 vektorni toping. 

35. 


c  }3;6;3{  vektorning koordinata o’qlari bilan teng o’tkir burchaklarni 

tashkil etuvchi o’qdagi proeksiyalarini toping. 

36.  5;2;4 


a ,  3;1;6 


b ,   3;12;4 


c  vektorlar berilgan. 

 


a   +  


b  vektorning  


c    vektordagi proeksiyalarini toping. 

37. 


a  ={4; -2; -4},  


b  = {-1; -4;1} va  


c  = {5; -8; -4} vektorlar berilgan. 


a  

vektorning   


b  +  


c   vektorlardagi proeksiyalni toping. 

39. 


a  va  


b  vektorlar 
6

5
 burchakni tashkil etadi. 3=a va 4=b  ekanini 

bilgan holda ],[ ba


ni hisoblang. 

40. 12,6 


ba  va ular 360 burchak tashkil etishini bilgan holda ],[ ba


 ni 

hisoblang. 

41. O’zaro ortogonal bo’lgan 


a  va 


b   vektorlarning uzunliklari 3,2 


ba  

ekanini bilgan holda quyidagilarni hisoblang: 

1) ]2,2[ baba


 ; 2) 2]3,3[ baba


 . 

42. Ushbu 2222 ),(],[ bababa 


 ayniyatni isbotlang.  

43. 


a , 


b  va 


c   vektorlar  


a  +  


b  + 


c   = 


0   shartni qanoatlantiradi. Ushbu 

],[],[],[ accbba


  o’rinli ekanligini isbotlang. 

44. 


a ={2;1;-3} va  


b ={1;-2;-1} vektorlar berilgan. Quyidagi vektor 

ko’paytmalarining koordinatalarini toping.  

1) ][ ba


 ; 2) ]2,[ baa


 ;   3) ]2,2[ baba


 ;  4) ]32,23[ baba


 . 

45. ABC uchburchakning A(1; 2; -1), B(3; -1; 2) va C(-2; 3; 5)  uchlari  

berilgan. ABC uchburchakning yuzini hisoblang.  
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46. ABC  uchburchakning A(1;-2;-1), B(6;-2;-5), C(-3;1;-1) uchlari berilgan. 

B  uchudan  AC   tomoniga tushirilgan balandlikning uzunligini toping. 

47. 


a  vektor  


b  va   


c   vektorlar bilan o’zaro perpendikulyar bo’lib, 


b  va 


c   

vektorlar  
6

5
 burchakni tashkil qiladi. 3,8,5  cba


 ekanligini bilgan holda (



a ,[


b ,


c ]) aralash ko’paytmani hisoblang. 

48. 


a  = {2;-3;1}, ={-1;2;4 


b }, 


c  ={3;-5;2} vektorlar berilgan.  

([


a , 


b ],


c )aralash ko’paytmani hisoblang. 

49. Ushbu A(1; 2; 3),  B(1; 0; 5),   C(2; 1; -1)  va  D(2; -1; 1) nuqtalarning bitta 

tekislikda yotishini isbotlang. 

50. Uchlari A(2; -1; 3),  B(1; 3; 4),  C(-1; 1; 2),  D(5; 4; 5) nuqtalarda 

joylashgan tetraedrning hajmini toping. 

51. Piramidaning A(3; 7; 6),  B(3; 1; 2),  C(-4 ; 8; -5), D(1; -2; 4) uchlari 

berilgan. C  uchudan tushirilgan piramidaning balandligini toping. 

52. ABCD  tetraedrning uchta  A(1; -3; -2),  B(3; -1; 4),  C(2; -3; 4) uchlari va 

uning hajmi 3 ga teng. Tetraedrning  D  uchi   Ox   o’qiga tegishli ekanini bilgan 

holda, uning koordinatalarini toping.  

 

Mustaqil yechish uchun misol va masalalarning javoblari 

1.  }
7

3
,

7

6
,

7

2
{;7)1  ;  }

13

12
,

13

3
,

13

4
{;13)2  ;  }

15

11
,

3

2
,

15

2
{;15)3 . 2. 10 .  

3. a) {5, -12, 12}; b) {-5, 12, -12};  c) {4, -1,4}; d) (-1, 11, -8);e) {-4,1,-4}.  

4.N(3, 0, 7). 5. }2;22;2{ . 6. 1) 
13

4
;

13

12
;

13

3
 ; 2) 

2

1
;

25

4
;

25

3
 ; 

7.1) Ha; 2) Ha; 3) Yo’q. 8. )
2

5
;

2

5
;

2

5
(  . 9. }5;5;5{ . 11. 26.  

12 81. 14. 1) {8; -4; 5};2) {2; -2; 9}; 3) {-15; 9; -21}; 4) }
3

2
;

3

1
;1{  ; 

5) {1; -3; 20};6) }
3

1
;2;

3

14
{  .15. 4; -4,5. 16. {-33; -6; 30}.17.{-2; 2; -5}; 
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 {-8; 11; - 8}; {10; -13; 13}. 18. a


 = 0,5b


 - 0,5c


; b


 = 2a


 + c


; c


 = -2a


 + b


. 19. 

1) {11; -7};2) {10; -7}; 3) {11; -8}; 4) {21; -15};5) {32; -22}. 

20. rqpc 32  .21. a


 = -2b


 + c


 + 3d


, dcab


2

3

2

1

2

1
 ,  

c


 = a


 + 2b


 - 3 d


, dbab


3

1

3

2

3

1
 .22. 1) 15; 2) 25;  3) 36; 4) 91; 5) 31;6) -118;  

7) 244  23.1) 240; 2) 132; 3) 1440;4) 68 . 25. -1,5.26. 1 .  

27. cb
b

cb 


2

),(
. 28. )

481

7
arccos( . 29. 1) 16; 2) 24 ; 3) 29 ; 

 4) 169; 5) 85; 6) 21. 31. 
4

 . 33.{12;-36;18}. 34.{-8;-3;0}. 35. 23;23;23{ . 

 37. 4. 39. 6. 40. 336 . 41.1) 18; 2) 5184. 44.1) {7; 1; 5}; 2)  {14; 2; 10}; 

3) {-28; -4; -20}; 4) {-98; -13; -69}. 46. h = 5. 47. 60. 48. 5.  50. 3.  51. 
3

22
.   

52. 
3

13
. 
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10-, 11-amaliy mashg’ulot. 

Arifmetik vektor fazo. Chiziqli fazo 

 

11.1.Chiziqli fazoning ta’rifi. L to’plam berilgan bo’lib, uning elementlari 

_______

,...,, uzyx  vektorlar bo’lsin. 

 I. L to’plamda «elementlarni qo’shish» amali kiritilgan, ya’ni  Lyx 
____

,  

elementlari uchun shunday uchinchi bir Lz 
__

 element qo’yilgan bo’lsin, bunda 

______

yxz   deb belgilaymiz. 

 II L to’plamda «elementlarni songa ko’paytirish» amali kiritilgan, ya’ni 

Lx
__

 va  R  son uchun L to’plamda shunday Lu
__

 element mos qo’yilgan 

bo’lsin, bunda 
____

xu   

 III Bu ko’rsatilgan yuqoridagi ikkita amallar quyidagi sakkizta aksiomani 

qanoatlantirsin. 

 10 
________

xyyx   (o’rin almashtirish xossasi); 

 20 )()(
____________

zyxzyx   (assosiativlik xossasi); 

 30 L to’plamda shunday nol 0  element mavjud bo’lib, xL element uchun  

ushbu  
__________

00 xxx   tenglik bajarilsa; 

 40 L to’plamdagi har qanday Lx
__

 element uchun L da shunday Lx
__

 

element mavjud bo’lib, ushbu  
______

0)(  xx  tenglik bajarilsa (
__

x  ni 
__

x  qarama-

qarshi element deb ataymiz) 

 50 
____

1 xx     )( Lx  

 60 
____

)()( xx     ),,(
__

RLx    (guruhlash xossasi) 
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 70 
______

))( xxx    ),,(
__

RLx    (sonlar yig’indisini 

ko’p.taq.xossasi) 

 80 
________

)( yxyx    ),,(
____

RLyx    (element yig’indi sonini 

taq.xossasi) 

 Bu I,II,III – shartni qanoatlantiruvchi  to’plamni chiziqli fazo deb ataymiz. 

Haqiqiy sonlar to’plamidagi chiziqli fazo, odatda haqiqiy fazo deyiladi, kompleks 

sonlar to’plamidagi chiziqli fazo esa, kompleks fazo deyiladi. 

 Chiziqli fazoga doir misollarni qaraymiz. 

 1. 








 sonlarhaqiqiyxixxxxR n

n ),,...,,( 21

__

 to’plamini qaraymiz. nR  

to’plamning elementlari ustida qo’shish va songa ko’paytirish amallari va 8 aksioma 

bajariladi. Haqiqatan, 

RRyyyyRxxxx n
n

n
n  ,),...,,(,),...,,( 21

__

21

__

 bo’lsin, u holda 

n

nnnn Ryxyxyxyyyxxxyx  ),...,,(),...,,(),...,,( 22112121

____

 

n

n Rxxxx  ),...,,( 21

__

 . ),...,,(,)0,...,0,0(0 21

____

n

tаn

xxxx 


. 

Demak, nR  - chiziqli fazo bo’ladi. 

2. Darajasi n  natural sondan oshmaydigan hamda qo’shish va songa 

ko’paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha ko’phadlar to’plami chiziqli 

fazo hosil qiladi. 

3. Fazoning  tayinlangan nuqtasidan chiquvchi barcha radius vektorlar 

to’plami haqiqiy chiziqli fazo hosil qiladi. 

 

   12.2.Vektorlarning chiziqli bog’lanishi.  Elementlari 
________

,...,, uzyx  bo’lgan 

ixtiyoriy haqiqiy chiziqli L fazo berilgan bo’lsin. 

 1-ta’rif. Agar 
________

,...,, uzyx  vektorlar uchun 
________

... uzyx     
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tenglikni qanoatlantiruvchi  ,...,,  sonlar mavjud bo’lsa, 
__

x  vektorlar orqali 

chiziqli ifodasi yoki chiziqli kombinatsiyasi deyiladi. 

 Bunda   ,...,,  sonlarning ba’zilari (hatto hammasi) nolga teng bo’lishi 

mumkin. 

 1-misol. )7,12,7(
__

x  vektor )8,6,4(),7,0,3(),5,2,1(
______

 uzy  

vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi: 

)8,6,4(),7,0,3(0)5,2,1(3)7,12,7(

,103
________



 uzyx  

 2-ta’rif. Agar berilgan 
_______

,...,, uzyx  vektorlar uchun kamida bittasi noldan 

farqli shunday  ...,,,  ( R ,...,,, ) sonlar mavjud bo’lsaki, ushbu 

__________

0...  uzyx   (1) 

tenglik o’rinli bo’lsa, 
_______

,...,, Uzyx  vektorlar L chiziqli fazoda chiziqli bog’liq 

deyiladi. 

 3-ta’rif. Agar berilgan 
_______

,...,, Uzyx  vektorlar uchun yuqorida aytilgan 

shartlarni qanoatlantiruvchi sonlar mavjud bo’lmasa, ya’ni (1) tenglik faqat 

0...    shartdagina bajarilsa, 
_______

,...,, Uzyx  vektorlar L chiziqli fazoda 

chiziqli bog’lanmagan (erkli) deyiladi. 

 2-misol. Ratsional sonlar maydonidagi uch o’lchovli vektorlar fazosini 

olganimizda bu fazoning   )7,5,2()0,6,3(),3,9,3(),2,0,1(
________

 uzyx  

vektorlar chiziqli bog’langan, chunki ratsional 3,2,-3,0 sonlar uchun 

00323
_______

 uzyx  

bajariladi, bunda )0,0,0(0
__

 . 

 3-misol. Ushbu )1,3,1(),3,1,2(),1,2,1(
______

 cba  

vektorlar chiziqli bog’lanmagan haqiqatan 
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_________

0=++ cγyβxα  (*) 

tenglikdan albatta 0   degan natija kelib chiqishini ko’rsataylik. 

 Tegishli ifodani (*) tenglikka qo’ysak qo’yidagi hosil bo’ladi 

)0,0,0()1,3,1()3,1,2()1,2,2(    

0=+3+

0=3++2

0=2

γβα

γβα

γβα

 Bu bir jinsli sistemasi deyiladi. 05

131

312

121







 

Shu sababli 0   bo’ladi. Demak, (*) tenglik faqat 0   

bajarilar ekan. 

1-teorema. nR  chiziqli  fazoning uzyx ,...,,,   elementlari chiziqli  bog’langan 

bo’lishi uchun bu eyementlardan birortasi qolgan elementlarni chiziqli 

(kombinatsiyasi) ifodalangan bo’lishi zarur va yetarli. 

 Quyidagi elementar tasdiqlar o’rinlidir: 

 10 Agar uzyx ,...,,,
____

 elementlardan birortasi nol elementga ega bo’lsa, u holda 

bu elementlar chiziqli bog’langandir. 

 20 Agar uzyx ,...,,,
____

 elementlarni bir qismi chiziqli bog’langan bo’lsa, u 

holda hamma elementlari chiziqli bog’langan bo’ladi. 

 30 Har qanday 
__

x  vektorini chiziqli ifodalash mumkin. 

 nnn xxxexexexx ,...,,... 21

__

2

__

21

__

1

__

 . 

 

12.3.Bazis va koordinatalar. 

4-ta’rif. L chiziqli fazoning har bir 
__

x  elementni uchun, shunday nxxx ,...,, 21  

sonlar mavjud bo’lib, ushbu 

nn exexexx
__

2

__

21

__

1

__

...  
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Tenglik o’rinli bo’lsa, u holda neee
__

2

__

1

__

,...,   chiziqli bog’lanmagan . neee
__

2

__

1

__

,...,  

vektorlar sistemasi L chiziqli fazoning bazisi deyiladi, bunda 
nxxx ,...,, 21
 sonlar 

__

x  

vektorning koordinatalari deyiladi. 

 2-teorema. L chiziqli fazoning har bir 
__

x  elementini yagona usulda bazis 

vektorlari orqali yechish mumkin, ya’ni 

                               nn exexexx
__

2

__

21

__

1

__

...                        (1) 

 

12.4. Chiziqli fazoning o’lchovi. L chiziqli fazo uzyx ,...,,
____

 elementlari 

bilan berilgan bo’lsin. 

 5-ta’rif. L chiziqli fazoning uzyx ,...,,
____

 elementlaridan n  tasi chiziqli 

bog’lanmagan (erkli) vektorlar sistemasi mavjud bo’lib, 1n  tasi chiziqli 

bog’langan bo’lsin, u holda L chiziqli fazo n  o’lchovli chiziqli fazo deyiladi va n  

o’lchovli chiziqli fazoning o’lchovi odatda quyidagicha belgilanadi. nL =dim  

 6-ta’rif. Agar  L chiziqli fazoda cheksiz ko’p chiziqli bog’lanmagan vektorlar 

sistemasi mavjud bo’lsa, u holda bu L cheksiz o’lchovli chiziqli  fazo deyiladi va 

Ldim  bo’ladi. 

 4-misol. R maydonda darajalari )1( n  dan ortiq bo’lmagan ko’phadlar 

fazosini olaylik. Bu fazoda ushbu 

                                   12,...,,,1 nxxx                                                                   (2) 

vektorlar chiziqli bog’lanmagan, chunki 

                                 0... 1

110  



n

n xaxaa  

tenglik, ma’lumki, 0... 110  naaa  shartdagina o’rinli  bo’ladi. Endi, fazoning 

istalgan 

1
110 ...)( 
 n
n xbxbbxf  

vektorni olsak, uning (2) vektorlar orqali ifodalanishi ko’rinib turadi. Shunday qilib, 

biz bunda  n  o’lchovli fazoga ega bo’lamiz. 
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 3-teorema. Agar L  chiziqli fazoning o’lchovi n  ga teng bo’lsa, u holda bu L 

chiziqli fazoning n  ta chiziqli bog’lanmagan vektorlari uning bazisi bo’ladi. 

  

  

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

1.  Quyida keltirilgan sonlar to’plamlari haqiqiy chiziqli fazoni tashkil 

etadimi? 

a)N         b) Z          c) Q        d) R        e)R+ (Barcha musbat haqiqiy sonlar 

to’plami) 

 2.  Vektorlar algebrasida kiritilgan vektorlarning qo’shish, vektorlarni songa  

ko’paytirish amallariga bo’ysunadigan quyidagi geometrik vektorlar to’plamlari 

haqiqiy chiziqli fazoni tashkil etadimi? 

 a) Berilgan to’g’ri chiziqga parallel bo’lgan barcha vektorlar to’plami; 

 b) Berilgan tekislikka parallel bo’lgan barcha vektorlar to’plami; 

 c) Berilgan to’g’ri chiziqga parallel bo’lmagan barcha vektorlar to’plami; 

 d) Oxirgi nuqtasi berilgan to’g’ri chiziqga yotuvchi barcha vektorlar to’plami; 

 e) Oxirgi nuqtasi birinchi chorakda yotuvchi barcha vektorlar to’plami; 

 3.  Matrisalarni qo’shish, matrisani R maydondan olingan elementga  

ko’paytirish amallarga bo’ysunadigan matrisalar to’plami  R maydon ustida chiziqli 

fazoni tashkil etadimi? 

 a) barcha matrisalar to’plami; 

 b) 
















R




,,

0
; c) 

















R




,,

1
; 

 d) 


















R




, ; e) 

















R




,,

0
; 

 4.  Agar vektorlar sistemasida ikkita vektor skalyar ko’paytuvchilari bilan farq 

etilsa, unda vektorlar sistemasi chiziqli bog’langanligini isbotlang. 

 5.  a, b, c – chiziqli bog’lanmagan vektorlar sistemasi bo’lsin. Quyida berilgan 

vektorlar sistemasi chiziqli bog’lanmagan bo’la oladimi? 
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 a)  a , ba  , cba  ;  b) ba  , cb  ; ac  ;  c)  b-a , c-b , a-c . 

 6. 
3R  fazoda berilgan vektorlar sistemasi  0,1,1 a ,  1,,12 a ,

 ,1,03 a  chiziqli bog’langan bo’lishi uchun,   son qanday shartga 

qanoatlantirishi kerak. 

 7.  Haqiqiy chiziqli fazoda berilgan vetorlar sistemasi chiziqli 

bog’langanligini ko’rsatib, O  ga teng bo’lgan notrival chiziqli kombinasiyasini 

toping. 

a)      21,2,15,1,3,5,5,2,1 321  aaa  

b)       1316,34,5 2

3

2

2

2

1  xxxfxxxfxxf ; 

c) iziziz 296,1,52 321  ; 

d) ;
1158

563
,

402

512
,

110

321
1 






























 CBA  

e) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tetftfttfttfttf =,3=,=,cos=,sin= 543

2

2

2

1 . 

 8.  Haqiqiy chiziqli fazoda berilgan vektorlar sistemasi chiziqli 

bog’lanmaganliklarini ko’rsating: 

a) (5,3,1), (1,1,1), (1,4,2); 

b)     ;
2

9
,6,,1,,2,3,,  yxyxyxyx R  

c) ;
10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
22211211 



































 eeee  

d) ;1,52 ii   

 9.  Keltirilgan chiziqli fazolarni o’lchovini va biror bazisini ko’rsatingi 

ko’rsating: 

a) ;2,2  xx     b) ;128,96  xx   

c) cos;,sin x      d)    ;1,1,1
2

 xx   

e) ;86,32,4  xxx   f) ;4,13,2 22  xxxx   

g) ;42,2,3 22  xxxxx   h) ;,, 32 xxx eee   

i) ;,, xx xeex    j) ;2cos,sin,1 2 xx  
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k) ;6,3,2 xxx
   l) ;2sin,cos,sin xxx  

m)    ;5cos,2sin,sin  xxx  n) ;,2 xxx  

o) ;,, 33 xxx    p) 1,, arcctgarctgx . 

 10. 











14

43
A ; 












24

52
B vektorlarning 



















 RL 




,,  

  Haqiqiy chiziqli fazo 

























10

00
,

01

10
,

10

01
 bazisdagi  koordinatalari 

topilsin. 

 11.  Keltirilgan vektorlar sistemasi  3R  fazoning bazisini tashkil etilishini 

tekshirib,  13,7,3a  vyektorning keltirilgan har bir bazisdagi  koordinatalani 

toping: 

 a)      1,0,0,0,1,0,0,0,1 321  eee  

 b)      1,1,1,0,1,1,0,0,1 321  eee  

 c)      9,4,1,3,2,1,1,1,1 321  eee . 

 12.  neee ,...,, 21  bazisda nfff ,...,, 21  bazisga o’tish matrisasi topilsin va a  

bilan b  vektorlarning shu bazisdagi koordinatalarini aniqlang, agar: 

a)  jie 1 ,   jie  22 ,   jif 251  ,  jif 452  ,   jia 10 ,  ib 2 ; b)  

11 e ,  xe 2 ,  2

3 xe  ,  21 f ,   12  xf ,    23 1 xf ,      546 2  xxa ,   

2453 23  xxxb  ; c)  









00

01
1e ,  










00

10
2e ,  










01

00
3e , 










10

00
4e ,  













03

32
1f ,  












11

10
2f ,    












12

21
3f ,  










12

10
4f ,  












35

42
a ,  













0

0

3

4

5

2
b ; d)  ie 11 ,  ie 12 ,   21 f ,  if 22  ,  ia 22 ,  ib 22

 e)   1,2,11 e ,   3,3,22 e ,   1,7,33 e ,   4,1,31 f ,   1,2,52 f ,  

 6,1,13 f ,        1,4,9 a  
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13.  Berilgan vektorlar sistemalarining barcha bazislari topilsin: 

 a)   2,3,1,41 a ,                                    b)      0,0,2,11 a , 

                4,6,2,82 a ,                                              4,3,2,12 a , 

                2,4,1,33 a ,                                              0,0,6,33 a ; 

                4,8,2,64 a ;      

       c)    1,3,1,21 a ,                                   d)     4,3,2,11 a , 

                  2,6,2,42 a ,                                                 5,4,3,22 a , 

                 3,9,3,63 a ,                                                  6,5,4,33 a ,          

             1,1,1,14 a ;,                                                       7,6,5,44 a . 

        14. Berilgan vektorlar sistemalarini fazoning bazisigacha to’ldiring: 

     a)    1,2,11 a ,                                                 b)     1,1,3,21 a , 

                 3,4,22 a ;                                                        0,1,4,22 a ; 

    c)    0,0,2,11 a ,                                             d)     3,0,1,21 a , 

               3,0,1,22 a ;                                                     6,0,2,42 a . 

 

 

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari 

 

1. a) – c), e) yo’q; d) ha. 2. a)- b) ha; c), e), f), g) yo’q; d) da,  

agar to’g’ri chiziq 0 nuqta orqali o’tsa; aks holda yo’q. 12.3. a) – c) yo’q ;  b), d) 

ha . 5. a) ha ; b) ha  s) yo’q. 6. 2-2=0.  7. a) 5a1 - 4a2 - a3 = 0;     b) 5f1 - 4f2 - f3 = 

0; c) 5z1 - 4z2 - z3 = 0;  d) 5A1 - 4A2 - A3 = 0;            e) -3f1 - 3f2 + 0f3 + f4 + 0f5 = 0.  

9. b) 4(6x + 9) - 3(8x + 12)= 0;e) 2(4 - x) - 32(3 + 2x) + 11(8 + 6x)=0;  g) 4(x2 – x + 

3) - 2(2x2 + x) + 2(2x - 4) = 0; j) 1-2sin2x - cos2x = 0;  
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m) – cos 7 sinx + cos 5sin(x + 2) - sin 2cos( x - 5) = 0;                                            

p) 0
2



arcctgxarctgx . 10.   LBA  ,2,4,3 . 11. a) (3,7,13); b) (-4,-6,13); c) 

(1,1,1).  12. a)    
21212121

2
15

2
,

3

2
,

2

1

2

3
,34,

31

13
ffbeebffaeea 










; 

 b) Lb




















,68
2

7
,645,

100

210

112

321321
fffaeeea ; 

        c)
4321

3542,

1110

2213

1213

0102

eeeea 






















,

Lb,3+82+5= 4321 ffffa ; 

d) 
211212

,2,,2,
11

11
ffbebffaea 







 
; 

 e) 
321321

,2438139,

8124

9209

417127

fffaeeea 














 

. 

13. a) ;,;,;,;,
42324131

aaaaaaaa  b) ;,;,
3221

aaaa   c) ;,;,;,
434241

aaaaaa  d) har 

qanday ikkita vektor  bazisni tashkil qiladi. 14. Bazisni tashkil qiladi , masalan, 

vektorlar a) ( )0,0,1=, 321 aaa va ; b)  0,0,0,1,,
321
aaa  va  0,0,1,0

4
a  c) 

 0,0,0,1,,
321
aaa  va  1,0,0,0

4
a ; d) to’ldirish mumkin emas. 
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12-amaliy mashg’ulot. 

Chiziqli operator va uning matrisasi 

 

 1-misol. 3
R  fazoda 321 ,eee ,  basis berilgan bo’lsin. Mos ravishda

,3211 eeea  32133212 , eeeaeeea   vektorlarni 

3133223211 ,,2 eebeebeeeb   vektorlarga o’tkazivch chiziqli 

operatorning mavjudligini isbotlang. 321 ,eee ,  bazisda uning matrisasini toping. 

 Yechilishi. Ravshanki 321 ,aaa ,  chiziqli bog’liq bo’lmagan vektorlar , shuning 

uchun ular  fazoda bazisni tashkil qiladi. Har qanday  a   vektorni bir qiymatli 

ko’rinishda yozish mumkin 

332211 aaaa   . 

 Izlanayotgan  operator   332211 bbba    ko’rinishda bo’ladi.  Mos 

ravishda 321 ,eee ,  bazisdan 321 ,aaa ,  vektorga o’kazivchi operatorni   orqali 

belgilaymiz .  U 321 ,eee ,  bazisda quyidagi matrisani aniqlaydi 





















111

111

111

C . 

Bu maxsusmas matrisa. Mos ravishda 321 ,eee ,  bazisdan 321 ,bbb ,  vektorga 

o’kazivchi operator, ularning ko’payitmasi bo’ladi, shuning uchun  u 321 ,eee ,

bazisda ushbu 



















111

012

101

D  

matrisaga ega. Shu bazisda operatorlarning ko’payitmasing matrisasi ularning 

matrisalarining ko’paytmasi teng bo’ladi,  yani D = AC, bunda  A – 321 ,eee ,  

bazisdagi   operatorning matrisasidir. 

Demak, 
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













 

 

002

213

011

2

11DCA . ■ 

2-misol. Ushbu      7,3,9,13,7,16,7,6,8 321  aaa  bazisda  

chiziqli operator  quyidagi matrisaga ega: 

























22251

15221

15181

A . 

     2,1,2,2,1,3,1,2,1 321  bbb  bazisda     chiziqli operatorning 

matrisasini toping. 

 Yechilishi. 321 ,aaa ,  bazisdan 321 ,bbb ,  bazisga o’tish matrisasini topamiz 




































































































































































631

521

311

100

010

001

~

~

631

1152

311

100

110

001

~

30155

1152

311

500

110

001

~

~

1152

301

311

110

230

001

~

251

301

010

780

230

231

~

~

221

311

010

7137

461

231

~

221

112

231

7137

376

9168

 

 Demak, o’tish matrisasi  T  quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi 

























631

521

311

T . 

T matrisaga  T –1 teskari bo’lgan matrisani hisoblaymiz: 
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























121

231

133
1T . 

321 ,bbb ,  bazisda   chiziqli operatorning  V matrisasini  topamiz: 



















 

132

213

221
1ATTB . ■ 

3-misol.    3,2,1,3 21  aa    chiziqli operator 








54

32
 matrisaga, 

   2,4,3,1 21  bb  bazisda esa   chiziqli operator 








72

23
 matrisaga ega bo’lsin. 

21, bb  bazisda  +  chiziqli operatorning matrisasini toping. 

 Yechilishi.  Dastlab 21, bb  bazisda   chiziqli operatorning matrisasini 

hisoblaymiz.  Buning uchun 21, aa  bazisdan 21, bb  bazisga o’tish matrisasini 

topamiz: 

























































 

11

2

11

10
11

16

11

3

10

01
~

11

2

11

10
23

10

31
~

210

23

110

31
~

23

41

31

23
. 

Demak, o’tish matrisasi  T  quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi 

 



















11

2

11

10
11

16

11

3

T . 

T matrisaga  T –1 teskari bo’lgan matrisani hisoblaymiz: 




















14

3

7

5
7

8

7

1

1T . 

21, bb  bazisda   chiziqli operatorning  V matrisasini  topamiz: 
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























































19213

618472

77

1

38426

1236944

154

1

210

163

11

1

54

32

310

162

14

1

54

321 TT . 

21, bb  bazisda  +  chiziqli operatorning  matrisasini quyidagi ko’rinishda 

hisoblaymiz   















































 520367

772703

77

1

77

520

77

367
77

772

77

703

72

23

19213

618472

77

1
. ■ 

  

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

 1.  21,bb vektorlarga mos ravishda 21,aa  vektorlarni o’tkazuvchi ikki o'lchovli 

fazoda chiziqli operatorning mavjudligini aniqlang va ushbu 21,ee  bazisda 

operatorning matritsasini toping: 

a) 
;811,3

,96,2

212212

211211

eebeea

eebeea




 

b) 
;,42

,2,2

212212

211211

eebeea

eebeea




 

c) 
.24,42

,2,2

212212

211211

eebeea

eebeea




 

2. 321 ,, bbb vektorlarga mos ravishda 321 ,, aaa vektorlarni o’tkazadigan uch 

o'lchovli fazoda chiziqli operatori mavjudligini anilang va 321 ,, eee  bazisda ushbu 

operatorning matritsasini toping, unda barcha vektorlarning koordinatalari berilgan: 

 a) 
     

     ;2,1,2,1,1,1,1,1,1

,0,0,1,2,1,0,5,3,2

321

321





bbb

aaa
 

 b) 
     

     .0,0,1,0,1,1,1,1,1

,1,3,2,1,1,1,0,2,1

321

321





bbb

aaa
 

 3.  21,ee  bazisda   chiziqli operator 






 

43

12
 matrisasiga ega. Ushbu

212211 2,2 eeaeea   bazisda uning matrisasini toping. 
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 4. 321 ,, eee  bazisda   chiziqli operator 






















678

81520

51115

 matrisasiga ega. 

Ushbu 321332123211 22,43,32 eeeaeeeaeeea   bazisda uning 

matrisasini toping. 

 5.     1,1,2,1 21  aa  bazisda   chiziqli operator 








21

10
 matrisasiga ega. 

Ushbu    1,0,3,2 21  bb  bazisda uning matrisasini toping. 

 6. 
































10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
 bazisda   chiziqli operator 

























1000

0100

0010

0001

 matrisasiga ega. Ushbu 
































11

11
,

01

11
,

00

11
,

00

01
 bazisda   

chiziqli operatorning  matrisasini toping. 

 7.    3,2,2,1 21  aa  bazisda   chiziqli operator 








34

53
 matrisasiga,  

   2,4,1,3 21  bb  bazisda  esa    chiziqli operator 








96

64
 matrisasiga ega. 

Ushbu 21, bb  bazisda  +   operatorning matrisasini toping. 

 8.    2,1,7,3 21  aa  bazisda   chiziqli operator 






 

35

12
 matrisasiga, 

   6,5,7,6 21  bb  bazisda  esa    chiziqli operator 








72

31
 matrisasiga ega. 

Ushbu 21, bb  bazisda   operatorning matrisasini toping. 
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Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning javoblari 

1. a)  ; s) . 2. a) Ha, ; b) 

yo’q, chunki  chiziqli  bo’g’liq sistema,  esa chiziqli  bo’g’liq 

bo’lmagan sistema. 3. .   4. .  5. . 6. 

.  7. .  8. . 

 










 51

14  

  




































R




,

1
2

1

2
2

1























012

471

6112

321 ,, aaa 321 ,, bbb








 

229

118

5

1

















300

020

001














01

12

























1000

0100

2210

0001















 25
2

59
4444










2934

93109



195 
 

13-amaliy mashg’lot. 

Chiziqli operatorning xos son va xos vektorlari 

 

 P maydonda  L  chiziqli fazo bo’lib,  LLA :  chiziqli  operator bo’lsin. 

13.1-ta’rif. Agar  noldan  farqli  x    vektor uchun  shunday  P son mavjud 

bo’lsaki, xAx   tenglik bajarilsa,  u holda x  vektor  A  chiziqli  operatorning  xos  

vektori  va     esa,  bu  xos vektorga  mos  xos  son  deb  ataladi. 

1n  bo’lganda Achiziqli operatorning  xarakteristik ko’phadi: 

        11detdet: aEAEA eA . 

2n  bo’lganda Achiziqli operatorning  xarakteristik ko’phadi: 

     

     .

detdet:

211222112211
2

21122211

2221

1211

aaaaaaaaaa

aa

aa
EAEA eA
















 

3n  bo’lganda Achiziqli operatorning  xarakteristik ko’phadi: 

   

.det
3332

2322

3331

1311

2221

1211

2
332211

3

333231

232221

131211

A
aa

aa

aa

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

aaa

A






































 

  

 1-misol. 3R  fazoda matritsasi berilgan operatorning barcha xos vektorlarini 

toping: 



















100

310

221

A . 

 Yechilishi. Berilgan matrisaning A – E  xarakteristuk ko’phadi va 

xarakteristuk tenglamasini   0det  EA   to’zamiz: 

































100

310

221

EA ;       01det
3
 EA . 
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Shunday qilib,  1 xarakteristuk tenglamaning  uch karrali  ildizga bo’lib, u xos 

son haqiqiy sonlar yotadi. 

Ushbu  A – E  matritsasi bilan chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasini 

tuzamiz.  Shunday qilib, xos vektorlari 1x ,   – bu erda har qanday haqiqiy son, 

032  xx . 

Ushbu misolda biz barcha ildizlar haqiqiy bo'lsa– da, xos vektorlaridan hech 

qanday bazisi mavjud emas–xos vektori mutanosiblikka ega.■ 

 2-misol. 3C  fazoda A  operatorning matritsasi berilgan  

























111

111

112

A . 

Ushbu operatorning xos vektorlarini va xos qadriyatlarini toping. Ushbu matritsani 

yangi bazaga o'tish orqali diagonal ko'rinishga olib kelish mumkinmi? Ushbu  bazis 

va unga mos keladigan matritsani toping. 

 Yechilishi. Berilgan matrisaning A – E  xarakteristuk ko’phadi va 

xarakteristuk tenglamasini   0det  EA   to’zamiz: 

 

.0

111

111

112

11

11

11

11

11

12

4

111

111

112
23






















































A

 

Shunday qilib,  xarakteristuk tenglamaning  ildizlar ,21   ,12 i  

i13   bo’ladi. 

Operatorning xos qiymatlari turli xil bo’lganligi asosan,  unga mos xos 

vektorlari chiziqli bog’lanmagan bo'lgani uchun, berilgan operatorning xos 

vektorlarining bazisi mavjud bo’ladi. 

Ushbu sistemadan 



197 
 

    02

3

2

1




















x

x

x

EA , 

xos qiymatlarga mos xos vektorlarni topamiz: 

 21 (0,1,–1)T 

 i12 (1 + i,1,1)T 

 i13 (1–i,1,1)T 

Shunday qilib, ushbu operatorning  bazisdagi matritsasi 

     TTT
ii 1,1,1,1,1,1,1,1,0 321  fff  diagonal ko'rinishga olib 

keladi: 





















i

i

100

010

002

. ■ 

  

Mustaqil yechish uchun misollar 

1. Chiziqli fazoning qandaydir bazisida matrisalar berilgan. Berilgan 1) Q;  2) 

R;  3) C  maydonlarda chiziqli operatorning xos qiymatlari va xos vektorlarini 

toping: 

a) 












32

21
; b) 













14

23
;  c) 









02

10
;  d) 









01

10
. 

2.  Chiziqli fazoning qandaydir bazisida matrisalar berilgan. Berilgan  C  

maydonlarda chiziqli operatorning xos qiymatlari va xos vektorlarini toping: 

a) 








 11

21
;        b) 























568

236

013

       

3. Ushbu operatorning xos vektorlarini va xos qadriyatlarini toping.  R  

maydonda  L chiziqli fazoda chiziqli operatorning  matritsalarni yangi bazaga o'tish 

orqali diagonal ko'rinishga olib kelish mumkinmi? Ushbu  bazis va unga mos 

keladigan matritsani toping. 
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a) 












44

11
;  b) 







 

21

14
; c) 













24

12
; 

d) 






















6121

131

4123

; e) 






















17618

18718

9310

; f) 






















9310

12512

415

. 

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

1. a)    

   ;  

   ;  

b)  Q   va   R    xos vektorlari yo’q;  

     

c)   Q   xos vektorlari yo’q;  

     

     

d)   

  

 

2. a)    ;,1, 221

T
xxixi      ;,,1, 2222 Cxxxixi

T
  

b)   ;,2,,1 1111

T
xxxx     ;,2),2(,2 1112

T
xxiixxi   

     ;,2,1,2 1113

T
xxiixxi   

3. a)      ;5,0,4,1,1,1 21 diagaa   

b), c), f) diagonal ko'rinishga kelmaydi;   

d)   

e) . 

61. b), c) da ; b)   c)  .  

 

  ;0|1,1,1:
21

QQ  

  RR   0|1,1,1:
21

  CC   0|1,1,1:
21

     ;0|1,1,21;0|1,1,21:
21

CCC   iiii

     RRR   02,1,2;02,1,2:
21

     ;0|2,1,2;0|2,1,2:
21

CCC  

     ;0|1,1,1;0|1,1,1:
21

QQQ  

     ;0|1,1,1;0|1,1,1:
21

RRR  

     ;0|1,1,1;0|1,1,1:
21

CCC  

       ;3,2,1,3,1,3,7,3,8,2,1,2
321

diag aaa

       2,1,1,2,2,1,1,3,0,0,3,1
321

 diagaaa

 ;2,2,1diag  .1,1,1,1 diag
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14-mavzu. 

Kvadratik forma va uni kanonik ko’rinishga keltirish 

 

1-misol. Kompleks C va R haqiqiy sonlar maydonida quyidagi 

  323121321 ,, xxxxxxxxxf   

kvadratik formani normal ko'rinishga  keltiring va bu ko’rinish keltiradigan bitta 

almashtirishni toping: 

Yechilishi. Ushbu  kvadratik formada kvadrat hadlar  yo'qligi sababli,  o’zaro 

qo’shma chiziqli almashtirish olamiz: 

33212211 ,, yxyyxyyx                (1) 

U holda berilgan kvadratik forma quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi 

    2
3

2
2

2

3131
2
2

2
1 2 yyyyyyyyf y . 

Endi quyidagi chiziqli almashtirishni olamiz Primeniv preobrazovaniye 

3322311 ,, yzyzyyz  ,                      (2) 

Bu almashtirishga asosan,  kvadratik forma normal ko’rinishga keladi 

  2
3

2
2

2
12 zzzf z . 

(2) dan   3322211 ,, zyzyzzy   topamiz. Bu ifodalarni (1) ga qo’ysak, 

quyidagi chiziqli almashtirishni olamiz 

2332123211 ,, zxzzzxzzzx  .         (3) 

Berilgan  xf kvadratik forma quyidagi   z2f  kanonik ko’rinishga keltirildi.  

Ravshanki, R haqiqiy sonlar maydonida berilgan  xf  kvadratik formaning 

kanonik ko’rinish yana normal korinishda, (3) chiziqli almashtirish bilan ham bu 

ko’rinishga keladi. C kompleks sonlar maydonida kvadratik formaning normal 

shaklini topamiz.  Bu hol uchun quyidagi chiziqli almashtirishni qo’llaymiz: 

    332211 ,, itzitztz  ,                  (4) 

 u holda C kompleks sonlar maydonida kvadratik formaning normal shakliga ega 

bo’lamiz 

  2
3

2
2

2
13 tttf t . 
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(4)  almashtirishni (3) ga qo’ysak, ushbu almashtirishga ega bo'lamiz: 

3332123211 ,, itxitittxitittx  . 

C kompleks sonlar maydonida  berilgan  xf  kvadratik forma quyidagi   t3f  

normal ko’rinishga keltirildi.■ 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

 1. Ushbu matritsaga ega bo’lgan kvadrat  formaning yozing: 

a) 












82

25
;  b) 













45

54
;  c) 



















404

032

424

; d) 
















021

282

120

. 

2. R haqiqiy sonlar maydonida quyidagi kvadratik formalarni normal 

ko'rinishga  keltiring 

a)   323121
2
3

2
2

2
1321 2243,, xxxxxxxxxxxxf  ; 

b)   323121
2
3

2
2

2
1321 2422,, xxxxxxxxxxxxf  ; 

c)   3121
2
3

2
2

2
1321 4245,, xxxxxxxxxxf  . 

 3.  Quyidagi  kvadratik  formalarni normal ko'rinishga  keltiring: 

 a) 323121
2
3

2
2

2
1 1262852 xxxxxxxxx  ; 

 b) 323121
2
3

2
2

2
1 444 xxxxxxxxx  ; 

 c) 3221
2
3

2
2

2
1 465 xxxxxxx  ; 

 d) 323121
2
2

2
1 6223 xxxxxxxx  ; 

 e) 41433221 xxxxxxxx  . 

 3. R maydonining  kvadratik  formalarni normal ko'rinishga  keltiring: 

 a) 21
2
3

2
2

2
1 2522 xxxxx  ;    

b) 4332
2
1 xxxxx  ; 

c) 323121
2
3

2
2

2
1 2265 xxxxxxxxx  . 
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

 

1. a) ;             b) ;  

c) ;    d) . 

2. a) ;2
3

2
2

2
1 yyy   b) ;2

3
2
2

2
1 yyy   c) 2

3
2
2

2
1 yyy  ; 

 .
3

1
,

6

1

2

1
,

6

5
5,0 233223211 yxyyxyyyx   

3. a) Nad   ;   nad   ;  

b) nad   ;   nad    

c), d),e) nad   ,  nad . 

4. a) ;  

  

c) ;  

2

221

2

1
845 xxxx  2

221

2

1
4104 xxxx 

2

3

2

23121

2

1
43844 xxxxxxx 

32

2

23121
4824 xxxxxxx 

2
3

2
2

2
1: yyy R

2
3

2
2

2
1: yyy C

2
3

2
2

2
1: yyy R

2
3

2
2

2
1: yyy C

2
2

2
1: yy R

2
2

2
1: yy C

3322211
2
3

2
2

2
1 ,,2;1,1,2,3;5

2

3

2

1
xyxyxxyyyy 

 

  ;,
2

1

,
2

1
,;1,1,2,3;b)

444323

432211
2
3

2
2

2
1

xzxxxz

xxxzxzzzz





333223211
2
3

2
2

2
1 ,4,3;1,1,2,3;

2

9

2

1
xyxxyxxxyyyy 
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15-amaliy mashg’ulot. 

  Chiziqli  tenglamalar  sistemalarini  oddiy  iterasiya 

usuli  va  Zeydel  usuli  bilan  yechish 

 

Iterasiya  usuli  va  Zeydel  usulining  chiziqli  tenglamalar  sis-  

temalarini  yechishga  tatbiq  etilishiga  oid  misollar  ko’ramiz. 

1-misol.  Ushbu  chiziqli  tenglamalar  sistemasini  (0,1  gacha aniqlikda)  

oddiy  iterasiya  usuli  bilan  yeching: 















.75

,75

,268

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Yechilishi.  Berilgan  sistemani  maxsus  (15.3)  ko’rinishga  keltiramiz: 















.2,02,04,1

,2,02,04,1

,125,0125,025,3

213

312

321

xxx

xxx

xxx

 

Ushbu  matrisalarni  tuzamiz: 



























































3

2

1

,

4,1

4,1

25,3

,

02,02,0

2,002,0

125,0125,00

x

x

x

x . 

Ketma- ket  yaqinlashishlarni  amalga  oshiramiz.  Nolinchi  yaqinlashish  sifatida  

  0x olinadi: 

 

 

 

 

.

4,1

4,1

25,3

0
3

0
2

0
1

0







































x

x

x

x  

Birinchi  yaqinlashish: 
)0()1(

xx   : 

 

 

 

 

.

03,1

03,1

9,2

4,1

4,1

25,3

02,02,0

2,002,0

125,0125,00

4,1

4,1

25,3

1
3

1
2

1
1

1
































































































x

x

x

x  

Ikkinchi  yaqinlashish   
)1()2(

xx   :   
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 

 

 

 

.

026,1

026,1

992,2

03,1

03,1

9,2

02,02,0

2,002,0

125,0125,00

4,1

4,1

25,3

2
3

2
2

2
1

2
































































































x

x

x

x  

Uchinchi  yaqinlashish 
)2()3(

xx   : 

 

 

 

 

.

01,1

01,1

99,2

026,1

026,1

992,2

02,02,0

2,002,0

125,0125,00

4,1

4,1

25,3

3
3

3
2

3
1

3
































































































x

x

x

x  

Shunday  qilib,        01,1,01,1,99,2 3
3

3
2

3
1  xxx   va 1,0   gacha aniqlikda  

1,1,3 321  xxx  ni  hosil  qilamiz. 

2-  misol.  Ushbu  tenglamalar  sistemasini  0,001  gacha  aniqlikda  Zeydel  

usuli  bilan  yeching 















.141022

,13102

,1210

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Yechilishi.    Iterasiya  jarayoni  yaqinlashadi,  chunki  ushbu 

.410

,310

,210

323133

232122

131211







aaa

aaa

aaa

 

(15.6)  shart  bajariladi. Berilgan  sistemani  (15.3)  ko’rinishga keltiramiz: 















.2,02,04,1

,1,02,03,1

,1,01,02,1

213

312

321

xxx

xxx

xxx

 

Nolinchi  yaqinlashish  sifatida 

      4,1,3,1,2,1 0
3

0
2

0.
1  xxx  

yechimlarini  olamiz.  Zeydel  jarayonini    ketma-ket  qo’llab, quyidagilarni  ketma- 

ket  hosil  qilamnz: 
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 

 

 















.0192,1974,02,093,02,04,1

,974,04,11,093,02,03,1

,93,04,11,03,11,02,1

1
3

1
2

1
1

x

x

x

 

 

 

 















.0003,19979,02,00007,12,04,1

,9979,00192,11,00007,12,03,1

,0007,10192,11,0974,01,02,1

2
3

2
2

2
1

x

x

x

 

 

 
















.0000,19999,02,00002,12,04,1

,9999,00003,11,00002,12,03,1

,0002,10003,11,09979,01,02,1

)3(
3

3
2

3
1

x

x

x

 

Tenglamalar  sistemasining  yechimi  sifatida  uchinchi  yaqinlashishni qabul  

qilamiz: 

      .0000,1,9999,0,0002,1 3
3

3
2

3
1  xxx  

0,001  gacha  aniqlikda  yechim 000,1,000,1,000,1 321  xxx  bo’ladi. 

Taqqoslash  uchun  sistemaning  aniq  yechimini  keltiramiz: 1,1,1 321  xxx . 

Mustaqil yechish uchun misollar 

1.  Ushbu  chiziqli  tenglamalar  sistemasini  0,001  gacha aniqlikda  oddiy  

iterasiya  usuli  bilan  yeching: 

1) 














.4,18,52,03,1

,7,94,41,92,2

,9,14,25,06,7

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2)  














.5,155,52,04,0

,6,31,05,43,0

,1,162,01,03,8

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2.  Ushbu  tenglamalar  sistemasini  0,001  gacha  aniqlikda  Zeydel  usuli  

bilan  yeching 

1) 














.242

,13

,122

321

21

321

xx

xx

xxx

 2)  














.1,132,61,23,0

,3,1301,5

,6,1323,4

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

1. .214,0;103,1;236,0)1 321  xxx .3;1;2)2 321  xxx  

   2. .91,2;94,1;83,4)1 321  xxx .1;3;2)2 321  xxx  
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1-7- mavzu bo’yicha  amaliy mashg’ulotlarni mustahkamlash u 

chun nazorat topshiriqlari 

1.1.-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini a) Kramer qoidasidan 

foydalanib; b) Gauss usuli; c) Maple tizimidan foydalanib yeching. 

 1.1.1. 





















62233

,124358

,6234

,422

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.2. 





















343

,3232

,125

,251132

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.3. 





















422

,82223

,3263

,1842

zyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.4. 





















0862

,05942

,03215247

,01362

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.5. 





















372983

,4079102

,1123

,20452

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.6. 





















011293

,012243

,01349

,044256

tyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 

 1.1.7. 





















032

,032365

,0622

,022497

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.8. 





















087353

,08586

,065353

,03243

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.9. 





















2294

,342

,3532

,3523

tzyx

tyx

tzyx

tzyx

  1.1.10. 





















078232

,0123

,03322

,07534

tzyx

zyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.11. 





















023

,0243

,06332

,0322

tzyx

tzyx

tzyx

tyx

  1.1.12. 





















78323

,62932

,2463

,646

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.13. 





















07368

,0323310

,04296

,032332

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.14. 





















92999

,146161142

,2633018133

,79952

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx
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 1.1.15. 





















8232

,4223

,8322

,6232

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.16. 





















5234

,1223

,1322

,5432

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.17. 





















5534

,12523

,432

,543

zyx

tyx

tzx

tzy

   1.1.18. 





















45487

,02354

,37285

,26393

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.19. 





















46534

,45752

,26423

,18533

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.20. 





















063523

,045894

,045743

,023452

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.21. 





















4264

,27295

,1473

,4252

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.22. 





















12362

,67394

,44474

,62253

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.23. 





















17456

,48585

,210589

,12223

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.24. 





















64565

,15345

,32753

,47367

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

 1.1.25. 





















23884

,17357

,42579

,14856

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  1.1.26. 





















64335

,43727

,19498

,46237

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

1.1.27-misol. Ushbu 





















,14325

,34523

,32345

,35432

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

        (1) 

sistemani a) Kramer qoidasidan foydalanib; b) Gauss usuli; c) Maple tizimidan 

foydalanib yeching. 

 Yechilishi. )a Kramer qoidasi. Berilgan (1) sistemaning yechimini Kramer 

qoidasidan foydalanib topamiz. (1) sistemaning koeffisiyentlaridan tuzilgan 

determinantni Laplas teoremasiga asosan, qo’yidagi yoyilmaga ega bo’lamiz: 
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.011228224568456

25

23
)1(

23

54

35

53
)1(

24

43

45

43
)1(

34

43

32

52
)1(

25

52

42

42
)1(

35

42

43

45
)1(

25

32

4325

4523

2345

5432

det

432142213221

4121

31212121













A

  

Endi tzyx  ,,,  determinantlarni hisoblash uchun  ning, navbat bilan, 1-,2-,3- 

va 4- ustunlari o’rniga ozod hadlarni qo’yamiz. Determinantni hisoblashda tartibni 

pasaytirish uslubidan foydadanamiz: 

,112148

211

531

17139

8

844

1062

17139

)1)(1(

4321

8440

10620

171390

4321

4523

2343

5433

14





















 

x

 

bunda ikkinchi sirtdan -2, uchinchi sirtdan -4 determinant belgisidan tashqari 

chiqargan. 

112

8412

10610

171317

)1)(1(

4315

84012

106010

1713017

4315

4533

2335

5432

24 

















 

y , 

224

8412

10210

17917

)1)(1(

4125

80412

100210

170917

4125

4323

2345

5332

34 

















 

z , 
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224

4412

6610

13917

)1)(1(

1325

04412

06210

013917

1325

3523

3345

3432

44 

















 

t  

Kramer formulalardan foydalanib tzyx ,,,  ni topamiz: 

 

,2
112

224
,2

112

224

,1
112

112
,1

112

112







































tz

yx

tz

yx

 

 Shunday qilib, (1) sistemaning yechimi (-1,1,-2,2) bo’ladi. ■ 

 )b Gauss usuli. Berilgan (1) sistema noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuli 

ya’ni Gauss usuli bilan yechimini topamiz. Berilgan sistemaning determinanti 

0112det  A  bo’lganligi uchun, bu sistema yagona yechimga ega. 

 Avval –5 ga ko’paytirilgan birinchi tenglamani ko’paytirilgan ikkinchi 

tenglamani qo’shib, so’ngra – 3 ga ko’paytirilgan birinchi tenglamani 2 ga 

ko’paytirilgan uchinchi tenglamani qo’shib, undan keyin –5 ga ko’paytirilgan 

birinchi tenglamani 2 ga ko’paytirilgan to’rtinchi tenglamaga qo’shib, ushbuni hosil 

qilamiz: 





















17171411

,15725

,2121247

,35432

tzy

tzy

tzy

tzyx

 

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasini –7 ga qisqartirib, uchinchi va to’rtinchi 

tenglamalarni esa –1 ga ko’paytiramiz, natijada, ushbu  





















17171411

,15725

,332

,35432

tzy

tzy

tzy

tzyx

 

sistemani hosil qilamiz. 

 Ikkinchi tenglamani –5 va –11 ga ko’paytirib, mos ravishda uchinchi va 

to’rtinchi tenglamalarga qo’shamiz: 
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



















,16168

,088

,332

,35432

tz

tz

tzy

tzyx

 

 Bu sistemaning uchinchi va to’rtinchi tenglamalarni –8 ga qisqartirib, 

uchinchi tenglamani to’rtinchi tenglamadan ayiramiz: 





















2

,0

,332

,35432

t

tz

tzy

tzyx

 

 To’rtinchi tenglamadagi 2t  qiymatini uchinchi tenglamaga qo’yib, z  ni 

aniqlaymiz: 2,  ztz  z va t  ning qiymatilarini ikkinchi tenglamaga qo’yib, y  ni 

aniqlaymiz: 1643323  tzy . Nihoyat, birinchi tenglamadan  x ni topamiz: 

1;22;2108335432  xxtzyx  

 Shunday qilib, (1) sistemaning yechimi (-1,1,-2,2) bo’ladi. ■ 

c) Maple tizimidan foydalanib misolni yechish: 

> with(Student[LinearAlgebra]): 

> A := <<2,5,3,5>|<3,4,2,2>|<4,3,5,3>|<5,2,4,4>>: 

b := <3,-3,-3,-1>: 

LinearSolve(A, b); 

























2

2

1

1

.■ 

 

 1. 2-misol. Berilgan tenglamalar sistemani matrisa usulida yeching. 

 1.2.1.  .

.623

132

.732















zyx

zyx

zyx

    1.2.2.  .

.325

642

.123















zyx

zyx

zyx
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 1.2.3.  .

.344

42

.322















zyx

zyx

zyx

  1.2.4.  .

.722

113

.432















zyx

zyx

zyx

   

 1.2.5.  .

.92

6243

.12423















zyx

zyx

zyx

   1.2.6.  .

.534

2

.4638















zyx

zyx

zyx

  

 1.2.7.  .

.12638

2

.934















zyx

zyx

zyx

    1.2.8.  .

.39114

2457

.33432















zx

yx

zyx

   

 1.2.9.  .

.74

3357

.12432















zx

zyx

zyx

   1.2.10.        .

.102

9243

.21423















zyx

zyx

zyx

  

 1.2.11. .

.82

11222

.1944















zyx

zx

zyx

      1.2.12.  














.2244

.112

.822

zyx

zyx

zyx

     

 1.2.13. .

.35

1243

.032















zyx

zyx

zyx

           1.2.14.  .

.1924

36653

.43















zyx

zyx

zyx

  

 1.2.15.  .

.1942

1125

.93















zyx

zyx

zyx

    1.2.16.  .

.823

1632

.1232















zyx

zyx

zyx

       

 1.2.17.  














.22523

.2045

.64

zyx

zy

zyx

 1.2.18.  .

.132

12432

.5523















zyx

zyx

zyx

          

 1.2.19.  .

.42

644

.022















zyx

zyx

zyx

  1.2.20.  














.15243

.205

.932

zyx

zyx

zyx

           

 1.2.21.  














.924

.43

.8653

zyx

zyx

zyx

  1.2.22.  














.1642

.825

.113

zyx

zyx

zyx
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  1.2.23.  .

.123

032

.432















zyx

zyx

zyx

            1.2.24.  















.8523

.16432

.1432

zyx

zyx

zyx

     

 1.2.25.  














.11423

.42

.113

zyx

zyx

zyx

     1.2.26.  














.9332

.1343

.1565

zyx

zyx

zyx

      

1.2.27-misol. Ushbu 

 














12

,02

,52

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

sistemani matrisa usulida yeching. 

 Yechilishi. Bu misolda (2.2) belgilashga asosan 

























112

102

121

A , 




















1

0

5

B , 


















3

2

1

x

x

x

X  

ko’rinishda bo’ladi. U holda  berilgan tenglamalar sistemasini 

AX=V 

ko’rinishda yozish mumkin. Endi Adet  ni topamiz: 

03

112

102

121

det 







 A  

A matrisa maxsusmas ekan. Bu A matrisa uchun teskari matrisa mavjud. 

Endi A matrisa elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini hisoblab, so’ngra 

teskari matrisani topamiz: 

,2

,0

,1

13

12

11







A

A

А

 

,3

,3

,3

23

22

21







A

A

A

  

,4

,3

,2

33

32

31







A

A

A

  

























3

4
1

3

2

110

3

2
1

3

1

1A . 
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(3.4) formulaga asosan, berilgan sistemani BAX 1  ko’rinishda yozish mumkin. 

Endi 321 ,, xxx  larni topamiz: 








































































2

1

1

1

0

5

3

4
1

3

2

110

3

2
1

3

1

3

2

1

x

x

x

 

Bundan 2,1,1 321  xxx  bo’ladi. ■ 

Marlye tizimidan foydalanib misolni yechish: 

> with(Student[LinearAlgebra]): 

> A := <<1,2,-2>|<-2,0,1>|<1,-1,1>>: 

b := <5,0,-1>: 

LinearSolve(A, b); 



















2

1

1

.■ 

 

9-mavzu bo’yicha  amaliy mashg’ulotlarni mustahkamlash 

uchun nazorat topshiriqlari 

 ba


,  va  c


vektorlar berilgan. Quyidagilarni bajaring: a) ikki vektorning 

skalyar ko’paytmasini hisoblang; b) berilgan vektorlarning kollinear yoki ortogonal 

bo’lish yoki bo’lmasligini tekshiring; c) vektor ko’paytmasining uzunligini toping; 

g) uch vektorning aralash ko’paytmasini hisoblang; d) berilgan vektorlar komplanar 

bo’lish yoki bo’lmasligini tekshiring. 

1.     ,32 kjia


  b= ,4kj


 :325 kjic


  

          a) ;4, cb


             b) ;,ca


     c) ;2,3 ca


      g) ;,3, cba


    d) .,2, cba


 

2.      ,43 kjia


  b


= ,72 kji


 :2163 kjic


  



213 
 

          a) ,,ca


     b) ;,cb


   c) ;2,4 cb


    g) ;,2,5 cba


       d) .,3,2 cba


  

3.        ,242 kjia


                  b


= ,37 ji


 :753 kjic


  

          a)      b) ;,ca


    c) ;7,3 ba


   g) ;3,2, cba


         d) .3,2,3 cba


 

4.     ,27 kia


      ,462 kjib


 :23 kjic


  

         a) ,7,2 ca


        b) ;,cb


     c) ;3,4 cb


     g) ;7,2, cba


     d) .3,4,2 cba


 

5.    kjia


 24 ;    ,253 kjib


 :5+= kjc


 

         a) ,4, ca


   b) ;,ba


 c) ;2,2 ab


    g) ;3,6, cba


 d) .3,6, cba


 

6.    ,2-3 kjia


  b


= ,32 kj


 :2+3= kjic


 

         a) ,4,2 ba


  b) ;,ca


 c) ;3,5 ca


 g) ;2,3, cba


 d) .3,4,5 cba


 

7. ,34 kjia


  b


= ,532 kji


 :427 kjic


  

         a) ;c,4b2


  b) ;,cb


 c) ;5,3 cb


 g) ;2,4,7 cba


 d) .5,2,7 cba


 

8. ,3-24 kjia


  b


= ,+2 ki


:9612 kjic


  

          a) ;4, cb


 b) ;,ca


 c) ;3,4 ba


 g) ;,3,2 cba


 d) .4,3,2 cba


  

9. ,5kia


  b


= ,223 kji


 :42 kjic


  

a) ;2,3 ba


 b) ;,cb


 c) ;3,7 ca


  g) ;2,4,3 cba


  d) .3,2,7 cba


  

10. ,646 kjia


  b


= ,969 kji


 :8kic


  

         a) ,5,3 ca


   b) ;,ba


 c) ;9,3 cb


  g) ;3,4,2 cba


  d) .9,4,3 cba


  

11. ,435 kjia


  b


= ,242 kji


 :753 kjic


  

a) ,6,3 ca


   b) ;,cb


 c) ;4,2 cb


  g) ;2,4, cba


  d) .6,2, cba


  

,2 ca






214 
 

12. ,734 kjia


  b


= ,264 kji


 :396 kjic


  

a) ,3,5 ba


   b) ;,cb


 c) ;7,4 cb


 g) ;2,,2 cba


  d) .7,4,2 cba


  

13. ,225 kjia


  b


= ,57 ki


 :232 kjic


  

a) ,6,8 ca


   b) ;,ca


 c) ;11,3 cb


 g) ;5,4,2 cba


  d) .11,3,8 cba


  

14. ,264 kjia


  b


= ,32 kji


 :35 kjic


  

a) ,7,3 ca


   b) ;,ba


 c) ;11,4 ai


  g) ;3,,5 cba


  d) .4,9,3 cba


  

15. ,324 kjia


  b= ,53 kj


 :466 kjic


  

a) ,9,3 ba


  b) ;,ca


 c) ;4,7 ca


  g) ;,3, cba


 d) .,2, cba


 

16. ,83 jia


  b


= ,232 kji


 :8128 kjic


  

a) cb


8,3    b) ;,cb


 c) ;9,7 ca


  g) ;6,6,4 cba


  d) .9,6,4 cba


  

17. ,242 kjia


  b


= ,49 ki


 :753 kjic


  

a) bb


8,3    b) ;,ca


 c) ;4,5 ba


  g) ;,5,7 cba


  d) .,2, cba


 

18. ,39 kjia


  b


= ,49 ki


 :75 kjic


  

a) ,5,7 ba


  b) ;,cb


 c) ;4,6 ca


  g) ;3,7,2 cba


  d) .4,7,2 cba


  

19. ,42 kjia


  b


= ,25 kji


 :47 kjic


  

a) ,7,9 ca


   b) ;,ba


 c) ;5,8 cb


  g) ;2,6, cba


  d) .5,6, cba


  

20. ,549 kjia


  b


= ,42 kji


 :20105 kjic


  

a) ,4,9 ca


 b) ;,cb


 c) ;7,6 cb


  g) ;5,7,2 cba


  d) .4,7,2 cba


  

21. ,572 kjia


  b


= ,62 kji


 :423 kjic


  
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a) ,4,7 ba


  b) ;,cb


 c) ;3,5 cb


 g) ;,6,3 cba


  d) .3,4,7 cba


  

22. ,547 kjia


  b


= ,311 kji


 :355 kjic


  

a) ,5,4 ca


  b) ;,ca


 v) ;6,3 cb


 g) ;2,7,3 cba


  d) .6,2,4 cba


  

23. ,23 kjia


  b


= ,45 kji


 :426 kjic


  

a) ,4,5 ca


  b) ;,ba


 v) ;7,6 ba


  g) ;8,3,6 cba


 d) .4,3,5 cba


  

24. ,23 kjia


  b


= ,45 kji


 :426 kjic


  

a) ,5,2 ba


   b) ;,ca


 c) ;4,6 ca


  g) ;2,7,4 cba


  d) .2,7,6 cba


  

25. ,53 kjia


  b


= ,642 kji


 :32 kjic


  

a) ,4, ca


   b) ;,ca


 c) ;3,6 cb


 g) ;5,4,3 cba


  d) .6,5,2 cba


  

26. ,723 kjia


  b


= ,5ki


 :46 kjic


  

a) cb


,3   b) ;,ca


 c) ;2,5 ca


  g) ;7,,2 cba


  d) .7,3,2 cba


  
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Testlar 

 

 

1. 
2221

1211

aa

aa
  determinantnining 11a   elementini    algebraik   to’ldiruvchisini    toping. 

A)*  22a .        B) 12a .        C)  - 12a .        D) - 11a . 

2.  
х3

21
=0   ekanligi    ma’lum    bo’lsa,  х ning   qiymatini    toping. 

A).* 6 .       B). -6   .      C). 3       D). -3. 

3. Agar   
13

24


=

16

28
k     bo’lsa,  k    ni   toping. 

A).*- 
2

1
.      B).  1.        C).  2.      D).

2

1
. 

4.  x7
4

23

i

i
      tenglamani   yeching. 

A)*.  i2   B).  i2 .   C).  -1 .  D). -1 . 

5. 

333

222

111

baa

baa

baa

   determinantni   xisoblang. 

     A)*. 0.       B). -1      C). 1          D). .,,
211

baa  

6. 

231

504

32



a

     determinantning    а     elementi     minorini   xisoblang. 

      A)*.  15      B).  -13        C).  -15      D).   17. 

7.   =

512

240

301

        determinantning    
21

A  algebraik     to’ldiruvchisini   

xisoblang. 

        A)*. 3      B). 4       C). -3.      D). 5. 

8.    =

430

021

310

       determinantni    xisoblang. 

     A)*. -5      B).   6         C).   5       D).   9. 

9.  Agar 















2221

1211

aa

aa
A bỹlsa, A ni toping (bunda  R ). 

A)*














2221

1211

aa

aa



















2221

1211
).

aa

aa
B




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













2221

1211
).

aa

aa
C




                   















2221

1211
)

aa

aa
D




 

10. Agar    


























13

12

26

24
m  bỹlsa, m ni toping. 

A)*. 2.             B). -2.         C). 4.  D). -4. 

   11.   A 








01

10
 va B 









10

11
 matrisalar berilgan bỹlsa, BA2 ni toping. 

A)*. 








12

31
    B). 









12

21
    C). 









31

20
     D). 









32

01
 

  12. m ning qanday qiymatida  








.32

.1546

mух

ух
   sistema yechimga ega 

bo’lmaydi? 

.3).
4

3
)..

3

4
).

3

4
.*) DCBА   

13.  








1610

435

ух

ух
tenglamalar sistemasi berilgan. Quyidagi  mulohazalardan 

qaysilari to’g’ri? 

A)*.  Sistema  yechimga  ega emas.       B).   Sistema cheksiz ko’p yechimga 

ega. 

C).   Sistema yagona yechimga ega.        D).   Sistema nol yechimga ega. 

14 .    














0

32

1

zyx

yx

x

    sistemaning yechimini toping. 

A)*.(1;1;2).      B).(1;-1;2).      C). (1;1;0).       D). (1;1;1). 

15. Agar A (2;3) va B (-1;-1) nuqtalar berilgan bo’lsa , AB  vektorning uzunligini       

toping.  

  A)*. 5.    B). 9.       C). 2 .       D). 0. 

16. a

 =  4;4;4   va b


=  3;6;3   vektorlar bir-biriga nisbatan qanday 

joylashgan? 

      A)*. ba


 .   B). ba


 .    C). ba


 .     D). a

= b


. 

17.    a   va  b   vektorlarning skalyar ko’paytmasi   ba ,  berilgan. Quyidagi 

tengliklardan qaysi biri notug’ri.  

     

          .)..).

.)..,sin.*)

cabacbaDabbaC

abbaBbababaA



 
 

18. jibваjia 2332    vektorlarning skalyar ko’paytmasini toping. 

A).* 0.  B). 1.  C). 4.  D). -1. 

19.   a   va  b   vektorlarning  vektor ko’paytmasi uchun quyidagi 

munosabatlarning qaysi biri noto’g’ri: 
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A)*     abba            B)  bababa ,sin  

 C).   .cabacba


        D). baba


   

           20.    ijk

  aralash ko’paytmasini yozing. 

 A)*. -1 B). 0        C).  i

          D). 1 

          21. Agar ),(
11

yxA  va  ),(
22

yxB  nuqtalar berilgan bo’lsa, 

 AB  kesma o’rtasining abssissasi  cx  ni toping. 

 A)*  
2

21 xx
xc


    B). 

2

21 xx
xc


    C).  

2

12 xx
xc


  D).  

3

21 xx
xc


  

            22.  To’g’ri chiziqning normal tenglamasi  0sincos  pyx   berilgan.  

);( 00 yxM  nuqtada bu to’g’ri  chiziqqacha bo’lgan masofani toping. 

A)*. pyxd   sincos 00    B). pyxd   sincos 00  

C). pyxd   cossin 00    D).  sincos 00 yxd   

23. Agar 0236  yx  to’g’ri chiziq berilgan bo’lsa, unga perpendikulyar 

to’g’ri chiziqning burchak koeffisiyentini toping. 

A)*. -2 .     B). 2.      C. 
2
1        D. 

2
1  . 

 10. 04 x  va 06 y  to’g’ri chiziqlar orasidagi, burchakni toping. 

 A)*. .
2


    B). .
4


      C). .3


       D). 0. 

            24.   032  xy  to’g’ri chiziqning Oy  o’qi bilan kesishgan nuqtasining 

ordinatasi nimaga teng.  

  A)*. b=3      B). b=1       C).b=-2      D). 3b  

            25.  1;4Р  nuqtadan koordinatalar boshigacha bo’lgan masofani toping.  

 A)*. 17     B). 4.    C).  5   D). .19    

26. Ellipsning katta yarim o’qi 5 ga,  kichik yarim o’qi 2 ga teng. Uning 

tenglamasini tuzing. 

A)*. 1
425

22


yx

    B).  1
25

22


yx

      C). 1)2()5( 22  yx   D).  1
25

22


yx

 

27. 1
916

22


xy

 giperbola fokuslarining koordinatalarini toping. 

A)*. ).0;5(),0;5( 21 FF           B). ).0;3(),0;3( 21 FF      

C). ).0;4(),0;4( 21 FF              D). ).0;4(),0;4( 21 FF  
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