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1-lekciya
Funkcionalliq izbe-izlik tasinigi. lenaqllyizbe—izlik, onin limiti. Funkcionallq
izbe-izliktin ten élshewli jiynaghhgi. Tegis jiynaqhhq belgisi. Tegis jiynagh
izbe-izliktin gasiyetleri
Funkcional izbe-izlikler. Endi £ = N, F koplik sipatinda X C R koplikte
berilgen funkciyalar kopligi  f(z) ti alip, to’mendegi
p: N — flz) ¢:n— f(z) 1)
sdwlelendiriwdi qaraymiz. Bul sdwlelendiriw funkcional izbe-izlik tGsinigine alip

keledi.
(1) sawlelendiriwdi tdmendegishe kérsetiw mimkin:

1 2, n .,
1 1 1
Li(@), L), ey [ (@), -
Natiyjede ¢ : n — f, (z) sawlelendiriwdif obrazlarinan duzilgen to’mendegi
f(@), ()., f,(x),... (2)

koplik payda boladi.
(2) koplik X X c R de berilgen funkcional izbe-izlik (funkciyalar izbe-

izligi) dep ataladi1 ham ol [ (z) dep belgilenedi.

Solay etip, funkcional izbe-izliktin har bir agzasi, biz daslep 1-bolim, 3-bapta
korgen sanli izbe-izliktin agzalarman pariglt bolip berilgen funkciyalardan ibarat
eken.

Sonida aytip otiw kerek, f(z),f(),.... f,(z),... izbe-izliktin tarli agzalarmin
aniqlaniw oblasti uliwma aytqanda, har turli boliwi mimkin. Biz bul jerde X
sipatinda us1 oblastlardin uliwma bélegin alip garaymiz.

(2) izbe-izlikte f (z) funkciya usi izbe-izliktin ullwma agzah (n —agzas)
delinedi. Demek, (2) funkcional izbe-izliktin uliwma agzasi X ham n
Ozgeriwshilerine z € X,;n € N baylanish boladi.

Misallar.
1. ¢ —har bir natural n sanga . funkciyan1 saykes qoyiwshi
n-+x
sawlelendiriw bolsin. Onda mma X = —oo,+o0o  koplikte berilgen
1 1 1 1

l—i—xQ’ 4—%—:62’ 9—%—:62’.“7712—{—372’.“
funkcional izbe-izlikke iye bolamiz. Bul izbe-izliktin uliwma agzasi

fi(@) = —

n? +$2

bolad:.

2. ¢ —har bir natural n sanga sinﬁ funkciyan1 saykes qoyiwshi
n

sawlelendiriw bolsin. Bul jagdayda tomendegi
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Voo Ixo o Ix e

sin—, sin——, sin—,...,sin—,...
1 2 3 n

funkcional izbe-izlik payda boladi. Ol X = [0, +oo] koplikte berilgen bolip, uliwma

agzas1 f (z) = sin—~  boladu.
n

3. To'mendegi

T, T, X°Jx,
funkcional izbe-izlikti garayiq. Bul izbe-izliktin taq sanli nomerli orinda turgan
agzalari —oo,+o0o araliqta berilgen funkciyalar bolip, jup nomerli orinda turgan
agzalar1 bolsa [O, —I—oo] araliqta berilgen dep qaraymiz. Onin uliwma agzasi

n+l
flo)=17 2 | eger n-taq san bolsa,
Ja , eger n-jup san bolsa

boladi.
X koplikte berilgen bazibir

K@), L), . f(2),
izbe-izlikti qarayiq. Bul X koplikte z, z, € X noqatti alip, (2) izbe-izliktin har bir
[, (z) agzasinin usi noqattagl manisin esaplaymiz.
Natiyjede tomendegi
Loz s Koy, o [ e (3)
sanlar izbe-izligi payda bolad:.
Sanlar izbe-izligi bolsa, anigiragi olardin jiynaglilhigi, targaliwshiligi, jiynaql
izbe-izliktin gasiyetleri 1-bolimnin 3-babinda ken turde uyrenilgen edi.
1-amqglama. Eger f =z, sanlar izbe-izligi jiynagh (targalwshi) bolsa,
f.(z) funkcional izbe-izlik z, nogatta jiynaglh (targaliwshr) dep ataladi, 2, nogat

bolsa bul funkcional izbe-izliktin jiynaghhq (targahwshiliq) nogati delinedi.
f.(z) funkcional izbe-izliktin barlq jiynaglihq(targaliwshilig) nogatlarinan ibarat

koplik  f (z) izbe-izliktin jiynaghhq (targahwshihq) oblasti (képligi) dep
ataladi.
Biz ayinm waqitta M képlik M c R f(n) funkcional izbe-izliktin

jiynaglihg (targaliwshilig) oblasti (kopligi) bolsin degen aytim ornina, onin
ekvivalenti — f (z) funkcional izbe-izlik M oblastta (koplikte) jiynagh

(targaliwshi) bolsin degen aytimdi islete beremiz.
Bazibir f (z) funkcional izbe-izlik berilgen bolip, A M c R bolsa usi

izbe-izliktin jrynaglilig oblasti bolsin. Onda Vz, € M ushin ogan saykes

L&), K@)y f(g)s-
izbe-izlik lim f,(z,) limitke iye boladi.
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Eger M M c R koplikten alingan har bir X ke, ogan saykes keletugin
fi(@), h(),.... f,(z),... izbe-izliktif limitin sdykes qoysaq, yagniy
fio— dim f(n),
onda M koplikte berilgen f(x) funkciya payda boladi. Bul f(x) funkciyan1 f ()
izbe-izliktin limit funkciyas1 dep ataymiz. Demek,
lim f(z) = f(xr) xeM . 4)
Misallar. 1. To’mendegi
1
f(@) = { : } (=12 .)
n° +x
funkcional izbe-izlik vV x € R de jiynaqli bolip, limit funkciya 0 ge ten: Vz € R
ushin

1
1' n — 1 —_— 0
o) = I
2. Tomendegi
f(z) = nz+1 nh=1 2 ..)

funkcional izbe-izlik tek gana bir x = 0 noqatta gana jiynaqli, qalgan barliq
nogatlarda targaliwshi boladi:

1, eger x = 0 bolsa,

lim f,(z) = lim (n’z +1) = {+4oc0, eger = >0 bolsa,

n—oo n—oo

-00, eger x < (0 bolsa.

3. To’mendegi

fi(@) = {n : Sinﬁ} (n =1,2,...)

n

funkcional izbe-izlik V2 € R, de jiynaql bolip, omin limit funkciyas1 f(z) = Jz
boladi. Haqiyqattan da,

Jz sin -
lim f () = lim n-sin— = lim n.Jz =z

n— oo n— 00 n n— oo ‘/37

n

4. Tomendegi
f[(x) = a" (n=12...)
funkcional izbe-izlikti garayiq. Bul funkcional izbe-izlik ushin, Vo € 1,+00 de

lim f (z) = lim 2" = oo,
n—oo n—oo

r=1 bolganda lim f,(1) = lim 1" = 1, Ve e (-1, 1) de

n—0o0

lim f (z) = lim 2" =0, Vz € (—oo,—1 bolganda berilgen funkcional izbe-

n—aod n—oo

izliktin limiti bar bolmaydi.



Solay etip, berilgen f (z) = {z"} funkcional izbe-izliktin jiynaqliliq oblast1
M = (—1,1 bolip, limit funkciya
0, eger —1< x <1 bolsa,
fa) = 1, eger x =1 bolsa
bolad:.
Funkcional izbe-izliktin tegis jiynaghhg. Bazibir £ (z)

L(@), L), .., f(2), .. (2)
funkcional izbe-izlik berilgen bolip, A7 M c R bolsa bul izbe-izliktin jiynaqliliq
oblasti bolsin. f(x) funkciya (2) funkcional izbe-izliktin limit funkciyas: bolsin.
Demek, f (z) funkcional izbe-izlik M kopliktif har bir z, z, € M nogatinda,
n — oo ke saykes f z, geumtiladi.

limrfn T, =f xz, .

Izbe-izliktin limiti aniglamasina muwapiq bul tomendegini anlatadi: Ve > 0 san
alinganda da, sonday n, € N tabilip, barliq n > n, ushin
‘ Lox, —f x, ‘<€
boladi. Bunda n, natural san ¢ > 0 ge ham alingan z, noqatqa garezli boladu:
n, =n, &1, (sebebi, x 6zgeriwshinin M koplikten alingan turli ménislerinde
f,(z) izbe-izlik, uliwma aytqanda, har tarli bolads).
M kopliktegi barliq noqatlar ushin uliwma bolgan n, natural sandi tabiw

mumkinbe? degen soraw tuwiladi. Buni tomendegishe tasiniw kerek: Ve > 0 sam
alinganda da, ¥ n > n, ham vz € Mushin |f,(z) — f(z)| < ¢ bolatugin n, € N

tabiladima?
Tomende keltiriletugin misallar korsetedi, bazibir funkcional izbe-izlikler

ushin bunday n, natural san tabiladi; bazibir funkcional izbe-izlikler ushin bolsa
tabilmaydi, yagniy gandayda bir ¢, > 0 sanit ushin galegen ulken n € N sam
alinganda sonday z € M tabilip
| f(2) = f(@) | > &
tensizlik orinlanadi.
Misallar. 1. To’mendegi

f (z) — {Sinnm:}

funkcional izbe-izlikti qarayiq. Bul izbe-izliktin jiynaqliliq oblasti M = —oo, +00

, limit funkciyasi1 bolsa

sin nx

lim f () = lim

n— 00 n— 00 n

boladi. Demek f(z) = 0. Bunin’ jiynaglhihqtin xarakteri tomendegishe:

=0
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1

Ve > 0 san1 alinganda da n, =
9

delinse, barliq n > n, de hdm Vz € M de

| fu(@) = f(z) | =

boladi.
Bul jagdayda n, natural san tek gana ¢ ge garezli bolip, qaralip atirgan

T 1z € —oo,+oo noqatqa garezli emes, Basqasha aytqanda, tabilgan n, natural
sanbarlig x z € —oo,+0c0 noqatlar ushin uliwma bolada.
2. To'mendegi

nT
l+n+2x

a@)z{

funkcional izbe-izlikti garayiq.
Bul funkcional izbe-izliktin limit funkciyas: f(z) = z boladi:
nr

} (0<x<1)

Bul jiynaghihqtin  xarakteride daslepki misaldagiday. Haqiygattan da,
Ve >0 (e <1). sanin alayiq. n, sipatinda

n,=|1+=z Do _ 1
0 0|
dep alsag, Vn > ny him z € [0,1] nogat ushin
nTg o 1+ x zy 1+ z
W)= [ T = |— I = < <e (b
h@)—f | = [t | = P e <y < (5)
boladi. Bul jerde korinip tur, n, san £ ge ham z, noqatqa baylansli. Biraq n,’ dep
r_ s 1
W = g =[2 21

alinsa, Vn > ny ham Vz € [0,1] ushin (5) ornlana beredi. Demek, n," natural san

barliq z (0 <z <1) nogatlar ushin uliwma boladi.
3. Témendegi

£, () :{ = } (0<x<1)

1+ n?z?
funkcional izbe-izlikti garayiq. Onin limit funkciyasi

f(z) = lim f (z) = lim M —
n—oo n— 00 1+ n2$2
bolad1.
Bul aniglamaga muwapiq tomendegini bildiredi:
Ve > 0 san1 alinganda da,
ng =mn, £ = L (x = 0) (6)
ET

delinse, barliq n > n, ushin



n nx 1 1
f(2) — fla) | = — << ————<c (7)
1+ n°z 1+ n°z nT n0+1:z:

boladi, z = 0 bolsa, korinip tur, Vn ushin f (0)= f(0)=0 boladi.

-0

Biraq maselen, ¢, = % dep alsaq, qalegen n € N san1 hdm z = 1 nogat ushin

n
1 1 1 1
n n 1 5 2
I1+—-n
n2

boladi.
Demek, barlig z (0 < z < 1) noqatlar ushin uliwma bolgan ham (7) tensizlik

orinlanatugin n, natural san tabilmayd:. (Bul juwmaqga jogaridag: n, ushin (6)
formulan: ayrenip (korinip tur, ol jerde 2 — 0 da n, — +o0) te keliw mamkin
edi).
M M C R koplikte bazibir  f (z) funkcional izbe-izlik berilgen bolip,
ol limit funkciyaga iye bolsmn. Bul limit funkciyani f(z) (x € M) dep belgileyik.
2-amqlama. Eger Ve > Oalinganda da sonday n, € N tabilip, qa’legen
n > n, ham qa’legen = € M noqatlar ushin bir jola
| £@)— f@) | <<
tensizlik orinlansa, f,(z) funkcional izbe-izlik M koplikte f(x) ke tegis jiynaladi
(funksional izbe-izlik tegis jiynaql) dep ataladi. Keri jagdayda, (yagny Vn € N
alinganda da, sonday ¢, > 0ham =z, € M bar bolp,
‘fn z, —f 7 ‘250
tensizlik ormlansa) f (z) funkcional izbe-izlik M koéplikte f(x) ke tegis
jiynalmaydi (funkcional izbe-izlik tegis jiynaqh emes) dep ataladi.
f.(z) funkcional izbe-izliktin f(x) ke tegis jiynaghlig1 tomendegishe
belgilenedi:
h(z) = f(z) (x € M).

Jogarida keltirilgen misallardin birinshisinde f (z) =

{ sin n } funkcional izbe-

izlik limit funkciya f(z) = 0 ge [0,1] arahqta tegis jiynaladi:

sinnz 0<z<1).
n
ushinshisinde bolsa, yagnty f,(z) = { ne } funkcional izbe-izlik f(z) = 0
' 1+ n’z?
limit funkciyaga jiynalsada
lim ——— =0
n—ool 4 nz?

bul funkcional izbe-izlik ushin tegis jiynaqliliq orinlanbaydi.
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1-teorema. f (z) funkcional izbe-izliktin M koplikte f(X) ke tegis jiynaliwi

ushin
lim sup | f,(z) = f(z) [ = 0

n—0xeM
boliw1 zarurli ham jetkilikli.
Dalil. Zararligi. M koplikte  f (z) funkcional izbe-izlik f(x) limit funkciyaga

tegis jiynalsin. Aniglamaga muwapiq, Ve > 0 alinganda da, sonday n, € N tabilip,
n > n, bolganda M koépliktin barliq X nogatlari ushin

| f,(2)— f(z) | <€
boladi. Bunnan bolsa Vn > n, ushin

Mn - sup| fn(x) - f(x) | <¢€
zeM

bolatuginlig’i kelip shigadi. Demek,
lim M, = lim sup| f,(z) — f(z) | = 0.

n—00 n—00 yeM
Jetkilikligi. M koplikte  f (z) funkcional izbe-izlik f(x) limit funkciyaga

1ye bolip,
lim sup| f,(z) — f(z) [ =0

n—oxeM

bolsm.Demek, Ve > 0 alinganda da, sonday n, € N tabilip, barliq n > n, ushin
sup [ fy(z) = f(z) [ < e
zeM

boladi. Eger to'mendegi
| £@) = J@) | < sup| (@)~ J@) | (xeM)

gatnasin itibarga alsaq, onda vz € M ushin

| (@)= f(z) | <e
bolatuginin tabamiz. Bul bolsa M koplikte f (z) funkcional izbe-izlik f(x) limit
funkciyaga tegis jiynalatuginlig’in bildiredi.

Misallar. 1. Mina

f(x) = et
funkcional izbe-izlikti —¢ <x <c¢ (c > 0) intervalda garayiq. Bul funkcional
izbe-izliktin limit funkciyasi

f(2) = lim f,(2) = lim & =0
boladi. Natiyjede
M, = sup |fi(z) = fx)| = sup [ —0|= sup et =

—c<z<c —c<z<c —c<zx<c
bolip, onnan

—(c—n)?

lim M, = lim e’ =

n—oo n—o0

bolatuginin tabamiz.



Demek, berilgen funkcional izbe-izlik (-c,c) arahqgta f(z) =0 limit
funkciyaga tegis jiynaladi:

e 0 (c<z<c¢ ¢>0).
2. Tomendegi
f(x) :{n ,/a:—i—l—\/;]» (0 < x < 00)
n

funkcional izbe-izlikti qgarayiq. Bul funkcional izbe-izliktin limit funkciyasin

tabamiz:
1 2
[«/$+] — vz ?
n —

lim f,(z) = lim n[J:U + 1 + \/T] = lim n
n— 00 n—00 n n— 00 [L’—F%—{—ﬁ
= lim L _
i — s
‘/x—I—A—I—n\/;
Demek, f(z) = % - Bul jagdayda
M, = sup | f,(z) - f(z) | =

(0 < x < 400).

I<zr<oo
= sup |n x+y—\/; ——1 = Ssup = - : =
O<z<oo n 2\/; 0<z<oo \/x_’_l_{_\/; 2\/;
n
n
= sup = sup

= o0
0<z<oo /1 \/:L’—|—4n—{—\/; O<z<oo  gp [o /x+4n—}—\/;2

bolip, berilgen funkcional izbe-izlik ushin 1-teoremanin sharti orinlanbaydi.

1-bolim, 3-bap, 10-§ te sanlar izbe-izliginin limitke iye boliw1 haqqindagi
Koshi teoremas1 keltirilgenligi malim. Sogan ugsas teoreman: funkcional izbe-
izliklerde de aytiw mumkin.

Biz tomende funkcional izbe-izlik ganday shartte limit funkciyaga iye boliwi
ham ogan tegis jiynaliwin amglaytugin teoreman: keltiremiz. Daslep fundamental
izbe-izlik tasinigi menen tanisamiz.

X XcR koplikte f(z) : f(z), f(z),... f(z),.. funkcional izbe-izlik
berilgen bolsin.

3-amqlama. Eger V ¢ > 0 sami alinganda da sonday n, € N san bar bolip,

n > ny, m > n, bolganda Vz € X noqatlar ushin bir jola
| f(@) = (@) | <e (8)
tensizlik orinlansa, f, (z) funkcional izbe-izlik X koplikte fundamental izbe-izlik

dep ataladi.
Maselen, joqarida keltirilgen



W =
funkcional izbe-izlik X = (—oo,+00) koplikte fundamental izbe-izlik boladi,
nx
fe) = {1 + n?z? }

izbe-izlik bolsa X = [0,1] koplikte fundamental izbe-izlik bolmaydi.
2-teorema. (Koshi teoremasr) f (z) funkcional izbe-izlik X koplikte limit

sin nx }

funkciyaga iye boliw1 hdm ogan tegis jiynaliwi ushin ol X koplikte fundamental
boliw1 zarurli ham jetkilikli.
Dalil. Zarurligi. X koplikte f (z) izbe-izlik limit funkciyaga iye bolip, ogan
tegis jiynalsin:
[(x) — f(z) re X .
Tegis jiynaqgliliq aniglamasina muwapiq Ve > 0 san1 alinganda da, % ushin

sonday n, € N tabilip, n > n, bolganda V z € M noqatlar ushin

| L@ - @) | < %,

sonday-aq, m > n, bolganda V = € X ushin

f@) — @) [ <

bolada.
Onda n > n,, m >n, hdm Vz € X ushmn

| £,@) = f(2) | <| £,(@) = f@) [+] f,(2) = f(@) | <e
boladi.
Bul f (z) izbe-izlik X koplikte fundamental izbe-izlik ekenligin bildiredi.

Jetkilikligi.  f (z) izbe-izlik X koplikte fundamental izbe-izlik bolsin. X
koplikten almgan har bir z, z, € X de [ (z) funkcional izbe-izlik f =z,
sanlar izbe-izligine aylanadi. Ol jagdayda Koshi teoremasina muwapiq f,(z)
jiynagli. Demek, X kopliktin har bir z, x, € X noqatinda [ =z, izbe-izlik

Jiynaqli.
Bul f (z) izbe-izliktifi limit funkciyasin f(x) deyik:

lim £,(z) = f(z) xeX .

Endi (8) tensizlikte m — oo ke (bunda n ham x tayinlangan) limitke otip
tomendegini tabamiz:

| [ (@)= f(z) | <e.
Bunnan bolsa [, (z) funkcional izbe-izliktin f(x) limit funkciyaga tegis jiynaglilig:
kelip shigadi. Teorema dalillendi.
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2-lekciya
Funkcional qatarlar ham onin qosindisi, ten olshewli jiynaqh qatarlar, ten
olshewli jiynaghihq belgisi. Ten olshewli jiynaqh qatarlardin gasiyetleri.
Funkcional gatarlar. Bazibir X X C R koplikte
w (z), uy(z),..., u,(x),... funkcional izbe--izlik berilgen bolsin.

1-amiqlama. Tomendegi
uy (z) + uy(z) + ...+ u, (x) + ...

anlatpa funkcional qatar dep ataladi ham ol > "u, (z) dep belgilenedi:

n=1
> u, () = uy(z) + uy(x) + ... + u, () + ... 1)
n=1
u (), uy(z),... funkciyalar (1) funkcional qatardin agzalari, u (z) bolsa

funkcional qatardin uliwma agzasi (n-agzasi) dep atalad.
Funkcional qatarga misallar keltiremiz:

o0
1.an_1:1+x+x2+... (-o0 < x < 00)
n=1
2-2 a =T 4 z + & +..(0<z <),

ot (n—l)x—l—l](nx—l—l) l-(z+1) (z+1)Q2z+1) @2z+1)(3z+1)

Solay etip, funkcional qatardin har bir agzasi, daslep (1-bolimnin 11-babinda)
uyrenilgen sanli qatardin agzalarinan basqasha bolip, funkciyalardan ibarat eken.

1-eskertiw. Zun(x) funkcional qatar tarli agzalarmin beriliw oblastlar
n=1
(koplikleri), uliwma aytqanda, har tarli boladi. Biz bul jerde X koplik sipatinda usi
oblastlardin uliwma bolegin tusinemiz.
X koplikte z, 2, € X mnoqatt1 alip, (1) funkcional qatardii har bir
u (r) (n=12..) agzalarinih us1 noqattagi manisin tabamiz. Natiyjede

to’mendegi
Zun T, =u T, +u, T, +..+u, T, +.. (2)
n=1

sanl1 qatar payda boladi.

Belgili, sanl qatarlar, olardin jiynaqliligy, tarqaliwshilig, jiynaqliliq belgileri,
jiynaqli qatarlardin gasiyetleri 1-bolimnin 11-babinda ken turde bayan etilgen edi.
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2-amqlama. Eger Z u, %, sanliqatarjiynaqh (tarqaliwshi) bolsa, Z u, ()
n=1 n=1

funkcional Qatar z, z, € X noqatta jrynaqh (tarqaliwshi) dep ataladi, 2, nogat
bolsa bul funkcional qatardin jiynaqlihq (tarqaliwshi) nogati delinedi.

Zu z) funkcional gatardin barliq jiynaqliliq (targaliwshi) noqatlarinan

ibarat kophk, bul funkcional qatardin jiynaqhhq (tarqaliwshi) oblasti (képligi)
delinedi.

Keyingi bayanlamada biz Zun(;r;) funkcional gatardin jiynaqliliq

n=1

(targaliwshi) oblast1 M koplik bolsin dep aytiwdin’ ornina Z u, (z) funkcional qatar

n=1

M koplikte jlynaqh (targaliwshi) bolsin degen aytimdi da islete beremiz.
Bazibir Zu ) funkcional qatar berilgen bolip, M M C R bolsa usi

funkcional qatardm jiynaqliliq oblast1 bolsm. Vz, € M ushin, ogan saykes

o0
Zun Ty = U Ty —|—u2 x +...+un x + ...
n=1

qatar jiynaqli, onin qosindisi bolsa S, dep aytayiq.
Eger M koplikten ahngan har bir x belgisizge ogan saykes keletugin

Zu r) = u(®) + uy(x) + ... +u, () + ...
qatardin qosindisin saykes qoysaq, onda M koéplikte berilgen S(x) funkciya payda
boladi. Bul S(x) funkciyam » " u, (z) = v, () + uy(2) + ... + u,(z) + ... funkcional
n=1

qatardin qosindisi dep ataymiz. Demek Vx € M ushin

Zu T) + uy(z) + ... +u, () + ... = S(x)
Funkcional qatarlarda da, sanli gatarlarga ugsas, qatardin dara qosindilari
tusinikleri kiritiledi.
(1) funkcional qatardin daslepki agzalarman dizilgen to’mendegi
S (z) = uy(z),
Sy(2) = uy(z) + uy(2),
S (z) = u(x) + uy(x) + ... + u, (),

n
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qosindilar (1) funkcional qatardin dara qosindilari delinedi. Demek, (1) funkcional
qatar berilgen jagdayda barqulla bul gatardin dara qosindilarinan ibarat

S (x) + Siz), Sy(x), ..., S (z), .. (3)
funkcional izbe-izlikti payda etiw mumkin.

Kerisinshe, (1) funkcional qatardin dara qosindilarinan ibarat (3) funkcional
izbe-izlik berilgen jagdayda, barqulla agzalari (1) funkcional qatardin saykes
agzalarina ten bolgan tomendegi:

Sy (x) + [ Sy(x) = Sy()] + ... +[S,(x) — S

n_l(x)] + ..
funkcional qatardi payda etiw mamkin.

Sanli qatardin jiynaqliligr (taraliwshiligl) aniglamasin eslep (qaralsin, 1-
bolim, 11-bap, 1-§) (1) funkcional gqatardin =z, nogatta jiynaqliligin
(tarqaliwshiligin) tdmendegishede aniglaw mimkin.

3-amqlama. Eger n — oo ke S (z) funkcional izbe-izlik z, z, € M

noqatta jrynaqli (tarqaliwshi) bolsa, » ", (z) funkcional gatar z, nogatta jiynaqh
n=1
(tarqgaliwshi) dep ataladi.
Bul funkcional izbe-izliktin jiynaqliliq (tarqaliwshiliq) oblast1 (kopligi) tiyisli
funkcional qatardin jiynaqliliq (tarqaliwshiliq) oblast1 (kopligi) dep atalada.
(3) funkcional izbe-izliktin limit funkciyas1 S(X):
lim S (z) = S(x).

(1) funkcional gatardi qosindisi dep ataladi.
Misallar. 1. To’mendegi

Zm”_l =14+ +... +2" 1 +..

n=1
funkcional gatardi garayiq. Bul gatardin har bir agzast: « (z) = 2"' (n = 1,2,...)
funkciya R = (—oo,00) de berilgen.Qaralip atirgan funkcional gatardin dara
gosindisi

1—2"

Sx)=1+z+2>+ . . +a2" 1t =11-2’
n, eger x =1 bolsa

eger = 1 bolsa

boladi. Onda

. 3 1 xn 1
Va € (=1,1) ushin lim S, (z) = 7}5&[1_3; - 1—x] C1-g’

Ve [1, —|—OO] ushin lim S (z) = oo,

n—oo

Vx € [—oo, — 1] ushin S (z) funkcional izbe-izlik limitke iye emes.

13



Solay etip, berilgen funkcional gatardin jiynaqliliq oblasti M = (—1,+1),
tarqaliwshiliq oblasti bolsa, R\ M :[—oo,—l]U [1,+oo] ten ibarat. (-1,+1)
1

araligta funkcional gatardin qosindis1 S(z) = ! boladi.
—z
2. Témendegi
i ° (0 < x < 400)
‘= [(n — Dz + 1](71:1: +1)

funkcional qatard1 qarayiq. Bul qatardin dara qosindisin tabamiz:

n n

x 1 1 1
pum— pum— — pum— 1— .
Sn(2) ;(k—l)x+1(k:c+1) ;(k—l):chl kr + 1 nz + 1
Onda
lim S (z) = lim |1 — L =1 (0<x<400)

boladi. Demek, berilgen gatardin qosindis1 S(x)=1 boladi.

Biz joqarida funkcional izbe-izlik hadmde funkcional qatarlar, olardin
Jiynaqliligi (tarqaliwshiligl) tsinikleri menen tanistiq.

Tiykarinda bunday tasinikler menen biz, déslep, dara jagdayda (6zgeriwshi X
tin harbir tayinlangan manisinde) 1-bolimnin 3-ham 11-baplarinda sanlar izbe-izligi,
sanl1 qatarlar dep tanisip, olardi ken tarde uyrengen edik.

Hazirgi jagday, yagniy funkcional izbe-izliktin limit funkciyasi f(x),
funkcional gatar qosindis1 S(X) ler X 6zgeriwshinin funkciyalar1 boliw1 bul f(X) ham
S(x) lerdin funkcional gasiyetlerin tyreniwdi talap etedi.

Maselen f (z) funkcional izbe-izlik har bir f, (x) (n =1, 2, ...) agzasin

funkcional qasiyetlerine muwapiq (uzliksizligi, differenciallaniwshiligr ham t.b.)

f(x) limit funkciyanin saykes qasiyetlerin, Zun(:z;) funkcional qatar har bir
n=1
u () (n=12,..) agzas1 funkcional géasiyetlerine muwapiq, qatar qosindist S(X)
tin saykes qasiyetlerin tyreniwden ibarat.
Bul f(x) hamde S(x) funkciyalardifi qésiyetlerin uyreniwde, f (z) izbe-

izliktin limit funkciya f(X) ke, qatar dara qosindist S, (z)tin qatar qosindist S(x) ke

Jjiynaliwt (umtiliw) xarakteri dhmiyetli rol oynaydi. Sonih ushin bayanimizdi
funkcional izbe-izlik hamde funkcional gatardin tegis jiynaqliligi tsinigin kiritiw
ham oni1 Gyreniwden baslaymiz.

Funkcional qatarlardin tegis jiynaqhhg.

M M c R koplikte bazibir

iun(x) = u (2) + uy(z) + ... + u (z) + ... (1)

funkcional gatar berilgen bolsin. Bul funkcional qatar M koplikte jiynaqli bolip, onin
qosindis1 S(X) bolsin. Demek, M koplikte
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lim S, (z) = lim u(z) + us(z) + ... + u,(z) = S(x).
boladi, bunda S (z) - berilgen funkcional qatardifi dara qosindilarinan ibarat
funkcional izbe-izlik bolip esaplanadi.

4-amiqlama. Eger M koplikte Zun(x) funkcional qatardin dara
n=1

qosindilarman ibarat S (z) funkcional izbe-izlik qatar qosindist S(x) ke tegis

Jiynalsa, onda bul funkcional qatar M koplikte tegis jiynaqh dep ataladi, kerisinshe,
yagnly S (z) funkcional izbe-izlik M koéplikte S(x) ke tegis jiynalmasa, (1)
funkcional gatar M koplikte S(X) ke tegis jiynalmaydi delinedi.

Solay etip, funkcional qatarlardin tegis jiynaqliligi (jiynalmawi) tasinigide
olardin adettegi jiynagliliginday, funkcional izbe-izliklerdin tegis jiynaqliligi
(jiynalmawn1) arqali kiritiledi.

Misallar. 1. To’mendegi

1
nZ::l (x+n)(z+n+1) (0= x < +o0)

funkcional gatardi qarayiq. Bul qatardin dara qosindisi

S@=—+> 4 1, !
@+ DE@+2) @+2@+3) T (@+n)(z+n-+1)

_ 1 _ 1 n 1 B 1 n 1 _ 1 1 _ 1
r+1 x+2 zt+2 z+3 r+n z+n+1 z+1 z+n+1

bolip, onin qosindisi

S(z) = lim S (z) = lim L _ L _ :

Aniglamaga muwapid, Ve > 0 san alinganda da n, = [1 — (1 + z)| delinse,
g
barlig n > n, ushin
1 1 1 1 1
‘ S (x) — S(z) ‘ = — — = < <e
z+1 z4+n+1 z41 r+1+n  z+mn,+2

boladi. Bundag1r n, natural san ¢ >0 ge hdm 2z 0 <z < +4oo noqatlarga
baylanisli. Biraq n," dep

é—a+@

/
ng = max =
0<z<oo

1_1}
£

alinsa, onda n > n, bolgann lerde jogaridagi (14.12) tensizlik orinlana bermeydi.
Demek, berilgen funkcional gatar ushin aniglamadagr n, natural san barliq
z (0 <z < o0) noqatlart ushin uliwma boladi, yagniy X ke baylanisli bolmaydi.

Demek, berilgen funkcional gatar tegis jiynaqli.
2. Toémendegi
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[e.9]

nz—l [(”_1)$+1](nx—|—1) (0 <x < o0)

funkcional qatardi qarayiq. Bul funkcional qatardin dara qosindisi

Sn(x):1.(:c+1)+(a:+1)(2:(:+1)+m+[(n—1)x+1](nw+l} B
_[ 1 [ 1 1 ] [ 1 1 ]_ 1
=|1- - — + .t - =1-
r+1 r+1 2x+1 (mn—1Dz+1 nzx+1 nr + 1

bolip, onin qosindisi

S(z) = lim S, (¢) = lim [1— L ]:1 (0 < x < o0).

n—00 n—00 nr + 1
1[1 - 1” (x = 0)

Aniglamaga muwapig, V ¢ > 0sam ahnganda da n, = |-

delinse, barlig n > n, ushin

1 R
nr +1

boladi. Eger z = 0 bolsa, korinip tur, ¥n ushin S (0) = S(0) = 1 bolip,
S (0)—S(0)=0
boladi. Bundag1 n, natural san ¢ > 0 ham z (0 < 2 < co) noqatlarga baylanish

1 1
— < <e
nr +1 n0+1 z+1

| S, (z) = S(z) | =

bolip, ol barliqg z (0 < < +00) noqatlar ushin uliwma bolmaydi. (bul jagdayda

1[1_1
zl\e

n, = din (0,+00) de x boymsha maksimumi shekli san emes).

Basqasha aytqanda galegen n natural san alsaqta, sonday &, > 0 (maselen,

€ = i) ham z = % € (0,4+00) nogqat tabilip

bolad:.

1-teorema. M M c R koplikte Zun(l’) funkcional gatar berilgen bolip,
n=1
onin gosindisi S(x) bolsin. Bul funkcional gatardin M de tegis jiynaqli boliwi ushin,
omn dara qosindilar izbe-izligin S (z) tin M de fundamental izbe-izlik boliwi
zararli ham jetkilikli.
Bul teorema funkcional izbe-izliktin tegis jiynagliligi hagqindagi 14.2-teoremant
funkcional gatarga garata aytiliwi bolip, omin dalili 14.2-teoremanin dalilindey.
Funkcional gatar
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Zu T) + uy(z) + ... +u, (x) + ...

tin tegis jiynaqh b011W1 haqqindagi 4-aniglama hamde funkcional izbe-izliktin tegis
jiynagli boliwinin zarar ham jetkilikli shartin aniqlaytugin 1-teoremadan paydalanip
tomendegi teoremaga kelemiz.

2-teorema Z u, (z) funkcional gatar M képlikte S(x) ke tegis jiynaliw1 ushin
n=1

lim sup| S,(z) — S(z) | =0

n—00 pe M
boliw1 zarar ham jetkilikli.
Misali. To'mendegi

Yot =14zt +.+a" 4.

n=1
funkcional gatar (-1,+1) de jiynaqli bolip, onin gosindisi
1
S pum—
(@) = 1—
ekenligin korgen edik. Bul funkcional gatar ushin

n

| 5,(2) = 5() | =

(x € (—1,+1))

1—=z
bolip,
sup | S,(z) — S(x) | = +o0

—l<z<1
boladi. Demek berilgen qatar (-1,+1) araliqta tegis jiynaqli emes.
3-teorema (Veyershtrass belgisi). Eger mina

Zu )+ uy(z) + ... +u (z) + ... 1)
funkcional qatardin har b1r agzast M M C R koplikte tomendegi

tensizlikti ganaatlandirsa ham

Yo, =+t atc, +.. 4)
n=1
sanl1 qatar jiynaqli bolsa, onda (1) funkcional gatar M képlikte tegis jiynaqli boladi.
Dalil. (4) qatar jiynagh bolganlhiqtan 1-bolim, 11-bap, 2-§ de keltirilgen
teoremaga tiykarlanip, Ve > 0 sam1 alinganda da, sonday n, € N tabilip, barliq
n > mny, m > n ushin
Cpi1 TCpip +.otc, <€

boladi. (*) tensizlikten paydalanip, M kopliktin barliq z = € M noqatlar1 ushin
‘ u, 1 (2) + u, H(®) +... +u, (2) ‘ <e
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bolatuginin tabamiz. Bunnan 3-teoremaga muwapiq berilgen funkcional qatardin M
koplikte tegis jiynaqli boliw1 kelip shigadi.
Misallar. 1. Mina

N 1
; (z+n)(z+n+1) (0 <z < 4o0)

funkcional gatardin tegis jiynagliligi aniglangan edi. Bul gatardin tegis jiynagliligin
Veyershtrass belgisi jardeminde ansat korsetiw mamkin.
Haqiyqattan da

1 1 1
(x+n)(x+n+1) le+n| |z4+n+1] pn?

boliw1 hamde
> L
n=1 ’fl2
gatardin jiynaqliliginan berilgen funkcional gatardin (0,+o00) de tegis jiynaqlilig

kelip shigadi.
2. Mina

o0

Su @@= —2_  (0<z<+0)
n=1

n=1 1 + 7"L5.T 2
funkcional qatarin qarayiq. Bul funkcional qatardin uliwma agzasi

nr

u, () = (n =12,...)

14 e’
funkciyadan ibarat. Bul funkciyan [0,+00) araliqta ekstremumge tekseremiz v, (z)

_5 _5
funkciyanin tuwindisi jalgiz z = n A nogatta nolge aylanadi (z = n A stacionar
nogat). Bul stacionar nogatta

n _5

[

<0

boladi. Demek, u, (z) funkciya = = n_% € [0,+00) nogatta maksimumge erisedi.

, . ... 1 -3 ,
Onin maksimum manisi bolsa 5 n A ge ten. Demek, 0 < z < +oco de

nr

14+ n’z?

\uncc)\:‘ <1

Qn%

boladi. Eger )~ L?/ qatardin  jiynaglhiligin itibarga alsaq, onda
2n/2

n=1

Veyershtrass belgisine muwapiq, berilgen funkcional qatardin [0,4oc0)te tegis
jrynagliligin tabamz.
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3-lekciya
Darejeli qatar tasinigi. Abel teoremasi. Darejeli gatarlardin jiynaqhihiq radiusi
ham jiynaqlihq intervali.. Darejeli qatardin ten olshewli jiynaqhhig:

Darejeli qatarlar. Abel teoremasi. Biz aldingi paragraflerde funkcional
qatarlardi tiyrendik. Funkcional gatarlar arasinda, olardin dara jagday1 bolgan mina

> a,a" =ay + ax+ a@’ + .. Fa,z" + ... (1)
n=0
yamasa, uliwma ko’riniste,
Zan T—z, =a,+a -z, +..+a, -z +.. (2)
n=0
qatarlar (bunda a,,a,,a,,...q,,..., z, —turaqli haqiyqry sanlar) matematikada ham

onin gollaniliwlarinda dhmiyetli rol oynaydi. Bul jerde, ust baptin 1-§ indegi (1)
anlatpada qatnasqan u, (z) sipatinda

w, (z) = a " (Yamasa u (t) =a, «—z, )
yagniy X (yamasa = — z,,) 6zgeriwshinif darejeleri qaraladi. Sol sebepli (1) ham (2)
qatarlar darejeli qatarlar dep atalad.

Eger (2) gatarda =z — z, = ¢ dep alinsa, onda bul qatar t 6zgeriwshige qarata

(1) qatar koérinisine keledi. Demek, (1) darejeli qatarlardi uyreniw jetkilikli.

(1) anlatpadag1 a,,a,, a,, ..., a,, ... haquyqiy sanlar (1) darejeli qatardin
koeffisientleri dep ataladi.

Darejeli qatardin duzilisinen, darejeli qatarlar bir-birinen tek gana
koeffisientleri menen gana parq qilatuginin kéremiz.Demek dérejeli qatar berilgen

degende onin koeffisientleri berilgen degendi tusinemiz.
Misallar. Mina

n?

n 2 n

> T T T
1. —=14+—-+—+ ... +—+.. 0o'=1
7;) n! 1! 2! n! ( )
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2. 2" =1+ +.. 42" + ..
n=0

qatarlar darejeli qatarlar.

Solay etip, darejeli qatarlardin har bir agzasi (—oo, +00) de berilgen funkciya.
Olay bolsa, darejeli qatardi formal koéz qarastan, (—oo,+o00)de garaw mumkin.
Biraq, tabiygiy, olardi galegen nogatta jiynaqli bolad: dep ayta almaymiz.

Albette, qalegen darejeli gatar x = 0 noqatta jiynaqli boladi. Bul ayqin
Demek, darejeli qatardin jiynaqliliq oblast1 albette = = 0 noqatt1 6z ishine aladi.

Darejeli qatardin jiynaqliliq oblast1 (kopligi) duzilisin aniglawda tomendegi
Abel teoremasina tiykarlanadi.

1-teorema (Abel’ teoremasi). Eger

(00

n — 2 3 n
Zanx =ayg+ ax +ax“+azx” +--+a,x" + -
n=0

1)

darejeli qatar X tih = z,  x, = 0 manisinde jiynagl bolsa, X tifi
‘ x ‘ < ‘ aco‘ 3)
tensizlikti qanaatlandiriwshi barliq ménislerinde (1) darejeli gatar absolyut jiynaql

boladi.
Dalil. Shartke muwapiq

o0

n o__ 2 n
Z a,Ty = +a1:1:0 +a2x0 +...—|—an Ty + ...
n=0

qatar (sanhi qatar) jiynaqli. Bul jagdayda gatar jiynaqliigmin zarGrli shartine
muwapiq

. n
lim a,r) = 0

n—00

boladi. Demek, {a, z;} izbe-izlik shegaralangan boladi, yagniy sonday turaqlh M
san1 tabilip, Vn € N ushin

| a,x) |< M
tensizlik orinlanadi. Bul tensizlikti itibarga alip tomendegini tabamiz:
n n
‘ a,z" :‘ a, T, x <M =z
Lo Lo
Endi mina
oo
Z a,z" :‘a0‘+‘alx‘+‘a2x2‘+...+ a,z" |+ ... 4)
n=0
qatar menen birge tomendegi
00 n n
T T T T
M= =M+ M|—|+M—=| +..+M—=| +... (5
n=0 1%o T Lo Ty
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qatardi qarayiq. Bunda birinshiden (5) gatar jiynaqli (sebebi bul qatar geometriyaliq
< 1), ekinshiden (4)

qatar bolip, onin bolimi (3) ge muwapiq 1 den kishi: <

Lo
qatardin har bir agzasi (5) qatardin saykes agzasinan ulken emes. Onda 1-bolim, 11-
bap, 3-§ de keltirilgen teoremaga muwapiq (4) qatar jiynagli boladi. Demek,
berilgen (1) darejeli gatar absolyut jiynaqli. Teorema dalillendi.

1-saldar. Eger

Zana}” =a, +ax+ ax* +..+a2" + .. (1)
n=0
darejeli qatar X tih z = z,, manisinde tarqaliwshi bolsa, X tin ‘ x ‘ > ‘ xo‘ tensizlikti
qanaatlandiriwshi barliq manislerinde tarqaliwshi bolad.
Dalil. Berilgen (1) darejeli qatar z, noqatta tarqaliwshi bolsin. Onda bul qatar

xtih | z |>| x| tensizlikti qanaatlandiriwshi ménislerinde de tarqaliwshi bolads,
sebebi (1) gatar x tin ‘ T ‘ >‘ :1;0‘ tensizlikti qanaatlandirtwshi bazibir z = z,

manisinde jiynaqli bolatugin bolsa, onda Abel teoremasina muwapiq bul gatar
=1, |1,|<|%| nogatlarmda jiynagli bolip galadi. Bul bolsa (1) qatardin

r = =, de tarqaliwsh1 delingenine qars1.  Saldar dalillendi.

Darejeli qatardimn jiynaqhhq radiust ham jiynaqhhq intervah. Endi
darejeli gatardin jiynaqliliq oblast1 dzilisin aniglayiq.
2-teorema. Eger

> a,2" =a,+ ax + ax® + ..+ a,z" + .. Q)
n=0
darejeli gatar x tin bazibir (z = 0) manislerinde jiynaqli, bazibir manislerinde
tarqaliwshi bolsa, onda sonday jalgiz » > 0 haquyqiy sani1 tabilip (1) darejeli qatar x
tin ‘ x ‘ < r tensizlikti ganaatlandiriwshi manislerinde absolyut jiynaqli, | = ‘ > r

tensizlikti ganaatlandirtwshi manislerinde bolsa tarqaliwshi bolada.
Dalil. Berilgen (1) darejeli qatar = = 2, = 0 de jiynaqli, = z; de bolsa
tarqaliwsht bolsin. Kérinip tur, ‘ ‘Eo‘ <‘ :1:1‘ boladi. Onda 1-teorema héamde

1-saldarga
muwapiq (1) darejeli qatar x tin

‘ x ‘ <‘ :ro‘ tensizlikti

qanaatlandiriwshi manislerinde

absolyut jiynaqli, X tin ‘ T ‘>‘ :1:1‘ /—\ /
tensizlikti ganaatlandiriwshi - a0 am T x(
manislerinde  bolsa  tarqaliwshi

boladi. Solay etip (1) darejeli gatar 1 - stzzlma

a a< ‘:1;0‘ nogatta  jiynaql,

b b> |z nogatta bolsa
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tarqaliwsh1  boladi.  (1-sizilma).
Demek,
(1) gatar [a,b] segmenttin shep ushinda jiynaqli, on ushinda bolsa targaliwsha.

[a,b] segmenttin ortasi ath

nogatin ahip, bul nogatta (1) gatardi garayiq.

Eger (1) qatar GTM nogatta jiynaql: bolsa,onda laTer,b} segmentti alip, om [al,bl]
arqali belgileyik. Demek, (1) gatar «, nogatta jiynagli, b, nogatta bolsa targaliwshi

bolip, [a,,b,| segmenttin uzinhgr b —a, = b_Ta ge ten. Son [a,,b, | segmenttin

ortasi %THH nogatti alip, bul noqgatta (1) gatard: qaraymiz. Eger ol alTijl nogatta

. b . b i
jiynaql bolsa, onda i L,b, | segmentti, targaliwshi bolsa, G 0 segmentti

a,

alip, on1 [a,,b, | argal belgileymiz. Demek, (1) gatar a, nogatta jiynagh, b, nogatta

bolsa targaliwsh: bohp, [a,,b, | segmenttin uzinhgr b, — a, = b_Ta ge ten. Usilay

qilip dawam ettiremiz. Natiyjede ishpe-ish jaylasgan
[al,bl], [a2,62],..., [an,bn],...
segmentler izbe-izligi payda boladi. Bul segmentlerdin har birinin shep ushinda (a,,

noqatlarda) (1) qatar jiynaqli, on ushinda bolsa (b, -noqatlarda) tarqaliwshi, n — oo

ke bul segmentler uzinlig1 nolge umtilip baradi. | b, —a, = — 0

Onda ishpe-ish jaylasqan segmentler principine muwapiq (qaralsin, 1-bolim, 3-bap,
8-§) sonday, jalgi1z r san tabilip,

lim a, = lim bn =r
n—oQ n—oo

bolip, bul r nogat barliq segmentlerge tiyisli boladh.
Endi x 6zgeriwshinin | z | < r tensizlikti qanaatlandiriwshi galegen méanisin

qarayiq. lim e, = r bolgani ushin, sonday natural n, sani tabilip,

n—oo

T ‘ < ano <r
boladi. a, noqatta (1) gatar jiynaqli. Demek, 1-teoremaga muwapiq x nogatta da (1)

darejeli qatar jiynaqli boladh.
X Ozgeriwshinin ‘ x ‘> r tensizlikti qanaatlandirtwshi qalegen méanisin

qaraylq. lim b =r bolganlig1 sebepli, sonday natural n, sam tabilip,

‘ x ‘ >b, > r boladi. b, noqatta (1) qatar targaliwsh1. Onda 1-saldarga muwapiq X
de (1) qatar tarqaliwshi boladi.
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Solay etip, sonday r sani1 tabilip (1) darejeli qatar X tin ‘ x ‘ < r tensizlikti
qanaatlandiriwshi  manislerinde  absolyut  jiynaqli, ‘ x ‘ > r  tensizlikti

ganaatlandiriwshi manislerinde bolsa tarqaliwshi boladi. Teorema dalillendi.

1-amiqlama. Joqaridagi 2-teoremada tabilgan r sani (1) darejeli gatardin
jiynaghhq radiusi, (—r,r) interval bolsa (1) darejeli qatardin jiynaqhlhq interval
dep ataladi.

1-eskertiw. 2-teorema X tin x = 4 r manislerinde (1) darejeli qatardin
jiynaqli yamasa tarqaliwshi boliw1 tuwrali juwmaq shigarip bermeydi. Bul z = + r
noqatlarda (1) darejeli gatar jiynagli boliwi da mimkin, targaliwshi boliw1 da
mumkin.

Endi misallar qaraymiz.

Misallar. 1. Mina

l+z+2°+.. +1" +...

darejeli qatar (geometriyaliq qatar) din jiynaqlilhiq radius1 r = 1,jiynaqliliq interval
(=1,+1) boladi. Bul gatar intervaldin shetki noqatlar1 » = +1 de targaliwshi.

2. Toémendegi

QAR S A
" = oA

qatardin jiynaqliliq radiust » = 1, jiynaqliliq intervali bolsa (—1,1) boladi. Berilgen
darejeli qatar » = +1 de jiynagli(targaliwshi). Demek, darejeli qatardin jiynaqliliq
oblast1 (kopligi) (—1,1] segmentten ibarat.

3. Mina

n
T £B2 £B3

s |

1 2 3 n
darejeli gatardin jiynaqliliq radius1 r = 1, jiynaqliliq intervali bolsa (—1,1) bolad.
Berilgen gatar » = 1 de jiynaglh » = —1 de bolsa tarqaliwshi. Demek, qatardin
Jiynaqliliq oblasti (—1,1] yarim intervaldan ibarat.

2-eskertiw. Joqaridagl teorema bazibir z, = 0 noqatlarda jiynaqli, bazibir
z, = 0 nogatlarda targaliwshi bolgan darejeli qatarlar haqqinda edi. Biraq sonday
darejeli gatarlarda bar, olar tek gana = = 0 noqatta jiynaqli boladi.

Maselen, Z n! x" qatar qalegen z, = 0 noqatta tarqaliwshi. haqiyqattanda,
n=1

Dalamber belgisine muwapiq
(n+)lz)™

| 1
n.xo

lim

n—oo

= lim(n +1) 2, = oo

n—oo

boladi. Demek, » “n!z" qatar gilegen z = 0 de tarqaliwshi. Bunday darejeli
n=1

qatarlardin jiynaqliliq radiusin » = 0 dep alamiz.
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Sonin menen birge sonday darejeli qatarlarda bar, olar ga’legen z € (—o0,00)

de jiynaqli boladi.
Maselen i Z—n' di alayiq. Bul qatar qalegen =, nogqatta jiynaql.
Haqiyqattanda,j é;:elDalamber belgisine muwapiq
| i e

boladi. Demek, bul qatar galegen z € (—oo,+00) de jiynaqli. Bunday darejeli
qatarlardin jiynaqliliq radius1 » = +o0o dep alinadi.

Koshi-Adamar teoremasi. Joqarida kordik, darejeli qatarlardin jiynaqliliq
oblast1 apiway1 duziliske iye bolar eken: ya interval, ya yarim interval, ya segment.
Barliq jagdaylarda da bul oblast jiynaqliliq radiusi r arqali anlatiladi.

Belgili, har qanday darejeli qatar

Z a,1" = a, + ax + az® + ...+ a, 2" + ... (1)
n=0
ozinif koeffisentleri izbe-izligi o menen aniqlanadi. Solay eken, onin jiynaqliliq
radiusida us1 koeffisientler izbe-izligi arqali qalayda tabiliw1 kerek. Berilgen (1)

darejeli qatar koeffisientleri jdrdeminde ¢ ‘an‘

‘ao al‘, \/@,...., m,.... (6)

sanlar izbe-izligin dizemiz. Belgili, har qanday sanlar izbe-izliginin joqari limiti bar
(garalsin, 1-bolim, 3-bap, 11-§). Demek, (6) izbe-izlikte joqar1 limitke iye.
Oni1 b menen belgileyik:

b=lim gfa,, (0<Db< +o0)

n—oo

Y

3-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Berilgen » a 2" darejeli qatardin
n=0
Jiynaqliliq radiusi

1
— e 7
b lim ¥a, | (7)

boladi.

3-eskertiw. Joqaridagr (7) formulada b = 0 bolganda r = +oo, b = 400
bolganda » = 0 dep alinadi.

Dalil. (7) formulanin durishigin korsetiwde tomendegi

1) b =4 (r=0),

2) b =0 (r=+00),

3)0<b<+oo [7“:—

jagdaylarin har qaysisin 6z aldina qaraymiz.
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n

1) b = oo bolsin. Bul jagdayda g/|a ‘ izbe-izlik shegaralanbagan. Qalegen

z, x, =0 mnoqatt1 alip, bul noqatta (1) darejeli qatardin tarqaliwshi ekenligin

korsetemiz. Meyli kerisinshe ormli bolsin, yagniy us1 z, noqatta (1) darejeli qatar

Jiynaqli bolsin. Demek, Zang:g qatar (sanli qatar) jiynaqli. Onda qatar
n=0
jiynagliliginin zartrli shartine muwapiq
lim a,z] = 0

boladi. Demek, {a,,z;} izbe-izlik shegaralangan, yagniy sonday turaqli M sani bar

bolip (on1 1 den ulken qilip aliw mimkin)
Vn € N ushin

‘ a,zy | <M (M>1)

tensizlik orinlanadi. Bul tensizlikten

i ‘an‘-‘xo‘g W<M,

M
< —_
||
bolatugini kelip shigadi. Solay etip, z/ \an\ izbe-izlik shegaralangan bolip galad:.

Natiyjede garama-garsiliq juzege keldi. Qarama-garsiligtin kelip shigiwina sebep
z, x, = 0 nogatta (1) qatardin jiynaglh bolsin dep alimwda.

yagniy

an

0
Demek, (1) darejeli qatar qalegen z, z, = 0 noqatta taraliwshi. 2) b = 0

bolsin. Bul jagdayda qalegen z, z, =0 mnoqatta (1) darejeli qatardin jiynaql
boliwin koérsetemiz. Shart boymnsha g/ ‘an‘ izbe-izliktin jogar1 limiti nolge ten

eken, bunnan onin limitide bar ham nolge tenligi kelip shigadi.

Aniglamaga muwapiq Ve > Osan alinganda da, dara jagdayda ¢ =

2|z, |
boyinsha sonday n, € N tabilip, barliq » > n, ushin
1
o |a,| < ——
2 [x,
boladi. Keyingi tensizlikten bolsa
‘ a x| < L
n0 on
boliw1 kelip shigadi.
Korinip tur Z in gatar jiynaqgli. Salistirtw teoremasi boyinsha (qaralsin,
n=0

1-bolim, 11-bap,3-§)
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00

n
Z ‘ anxO
n=0

qatar jiynaqli boladi. Demek,

> T,
n=0
qatar absolyut jiynaqli.
3) 0 < b < +oo bolsin. Bul jagdayda (1) darejeli qatar qalegen z, (‘ :130‘ < %)

noqatta jiynaqli, qalegen =, (| z; [> %) nogatta tarqaliwshi ekenligin korsetemiz.

1
b+6
boladi. Endi 6, 0 <6, <6 sandi alayiq. Bul 6 > 0 san ushin sonday n, € N

|z, | < % bolsin. Bul jagdayda sonday & >0 samn tabiw mumkin, |z,|=

tabilip, barliq n > n, ushin (joqar: limittin qasiyetine muwapiq, 1-bolim, 3-bap, 11-
$)
i |a,| <b+6, yagmy |a,| < b+6 " boladu.

Demek, barliq n > n, ushin

w1 b+6 )
‘anxg :‘an‘~xg < b+6 - :[ + 1] (8)
b+ L0F0
boliw1 kelip shigadi. bunda
bro _ (0O -(-8) | 6-8
b+46 b+ 06 b+6
Endi mima
> laa :‘ao‘—l-‘alxo‘+‘a2$§‘+...—|— a,z) |+ ... 4)
n=0
qatar menen tomendegi
= (b+6) b+ 6 b+6 )
=1+ L.+ Ll +... 9
nz_%[bJré] b+6 [b+6] ®)
qatard: salistirayiq. Bunda birinshiden (9) qatar jiynaqli (sebebi bul geometriyaliq

bolip, onia bolimi 0 < bb+ il

< 1), ekinshiden, n nin bazibir manisinen baslap

n > n, (8) qatnasqa muwapiq (4) qatardih har bir agzasi (9) qatardin saykes

agzasinan ulken emes. Onda qatarlar teoriyasinda keltirilgen salistiriw teoremasina
(1-bolim, 11-bap, 3-§) muwapiq (4) gatar jiynaqli boladi.

‘ xl‘ > % bolsm. Onda sonday 6' > 0sanin tabiw mimkin,
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1
7] = ——

b—0'
boladi. Endi 6', 0 < 6', <¢' saninalayiq. Joqar limittin gasiyetine muwapiq (1-

bolim, 3-bap, 2-§) ¥/ ‘an‘ izbe-izliktin mina
ta,|>b—6", yagmy | a,| > b—6",

tensizlikti ganaatlandiratugin agzalarinin sani sheksiz kop boladi.
Demek, bul jagdayda

n

n b—6" )"
‘anx{b :‘an" ‘Tln > b_é'l ’ ! :[ 1} (10)
b_&ln b— o'

bolip, bunda

b—o" b—06' + 6'-6") §'— &'

= =1+ L >1

b— 6" b—46' b—06'

boladi.

Jogaridag (11) gatnastan n — oo ke {a z]'} izbe-izliktin limiti nolge ten
emesligin tabamiz.
Demek,

> 0T
n=0
qatar targaliwshi (qatar jiynaqliliginin zararli sharti orinlanbaydi)
Solay etip har bir (‘ .’IJO‘ < %) noqatta (1) darejeli qatar jiynaqli. har bir

T (‘ T, ‘ > %) nogqatta bolsa us1 darejeli gatar tarqaliwshi bolar eken.

Darejeli qatardin jiynaqliliq radiusi aniglamasin itibarga alip, % berilgen

darejeli qatardin jiynaqliliq radiusi ekenligin tabamiz. Teorema dalillendi.
Misallar. 1. Mina

S 2 E

darejeli qatardi qarayiq. Bul darejeli qatardin jiynaqliliq radiusin (7) formula
boyinsha tabamiz:

E

1 1
= — = = lim2n» =1.
lim ¥/|a, | lim H,L n—oc0

Demek, berilgen darejeli qatardin jiynaqlihq radiust r =1, jiynaqliliq

r

intervali bolsa (—1,1) den ibarat. Bul darejeli qatar jiynaqliliq intervalinin ushlarinda
saykes turde tdmendegi
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; gin nz—:l ol
sanli qatarlarga aylanip, olardi Leybnic teoremasi hamde Raabe belgisinen
paydalanip jiynaqli ekenligin dalillew qiyin emes. Demek, berilgen darejeli gatardin
jiynaqliliq oblast1 [-1,+1] segmentten ibarat.

Kobinese praktikada dérejeli qatarlardin jiynaqliliq oblastlarin tabiwda sanli
qatarlar teoriyasinda keltirilgen belgilerden paydalaniladi. Bunda o6zgeriwshi X
parametr sipatinda qaraladi.

2. Mina

x 2 x"
1+ — + +..+ —
2-5 3.5 (n 4+ 1)5"
darejeli gatard:r garayiqg. Bul gatarga Dalamber belgisin (1-bolimi, 11-bap, 4-§)

gollap tomendegini tabamiz:

n+1 n

d = lim | g @05 e el et o]
n—co|(n +2)5" T (n 4 1)5"| nooo| (n + 2)5" " 5 nooom+2 5
T T
Demek, g< 1, yagny ‘x‘ < 5 bolganda qatar jiynaqli, g> 1, yagniy

‘x‘ > 5 bolganda qatar tarqaliwshi.
Solay etip, berilgen darejeli qatardin jiynaqliliq radiust r = 5, jiynaqliliq
intervali bolsa (—5,5) boladi.
Jiynaqliliq intervali (—5,5) tin ushlarinda darejeli qatar saykes turde
1 1 1 1 1

1
l— =+ ==+ ()" =+ 1+ =+ =+ =+
2 3 n 2 3 n

sanl1 qatarlarga aylanip, bul qatarlardin birinshisi jiynaqli, ekinshisi bolsa
targaliwshi. Demek, berilgen qatardin jiynaqliliq oblast1 [-5,5) yarim intervaldan
ibarat eken.

28



4-lekciya
Funkciyalard: darejeli gatarga jayiw maselesi. Teylor qatari. sinx, cosx, %,
In(1+x) va (1+x)¢ funkciyalard: darejeli qatarga jayiw. Darejeli qatarlardin
juwiq esapqa qollaniliwi

Biz jogarida, galegen darejeli

Zanx” =a, + oz + a2x2 +...+az" + ..
n=0
qatar ozinin jiynaqliliq intervali (-r,r) de tuzliksiz S(X) funkciyanm (darejeli gatar
qosindisin) anlatip, bul funkciya us1 araliqta galegen tartiptegi tuwindiga iye boliwin
kordik.
Endi bazibir araliqta qalegen tartiptegi tuwindiga iye bolgan funkciyani
darejeli gatarga jayiw maselesin qaraymiz.
Funkciyalardi Teylor qatarina jayiw. f(x) funkciya z = z, noqattin bazibir
U(z")= z€R: x,—86<az<my+6
dogereginde berilgen bolip, usi: dogerekte funkciya galegen tartiptegi tuwindiga iye

bolsin. Koérinip tur, bul jagdayda funkciyanin 1-bolim, 6-bap, 7-§ de ken tarde
uyrenilgen Teylor formulas:
f'(xo) f"(xo) f(n)(xo)

f(x) = f(xy) + T (x — ) + T(:ﬁ — :vo)2 + ...+ T(:C —x,)" + 1 (2)

ti jaziw mimkin, bunda r, (z) — qaldiq agza.
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Berilgen f(x) funkciyanin z, noqatta qalegen tartiptegi tuwindiga iye boliw1
Teylor formulasindagi agzalardin sanin qalegenimizshe ulken sanda aliw
mumkinshiligin beredi. Solay eken, tabiygiy tarde mina

f' IIZ‘O f” x() f(n) x(] n (1)

1 rT—x, + 21 o rT—x, +..
gatar juzege keledi. Bul ayrigsha darejeli gatar bolip onin koefficientleri f(x)
funkciya ham onifi tuwindilarimin z, nogattagi manisleri argali anlatilgan.

Adette (1) darejeli gatar f(x) funkciyanin Teylor gatar: dep ataladi.
Dara jagdayda, z, = 0 de qatar tomendegishe boladi;

1O, SO SO) (2)
1! 21 Y

2
[z, + rT—1z, +..+

f0) +

Darejeli qatarlar dep atalgan 8-§ din basinda Z a,z" korinistegi darejeli
n=0

qatarlardi uyreniwdi kelisip algan edik. Usini itibarga alip, f(x) funkciyanin (2)
korinistegi Teylor gatarin uyrenemiz.

Jane bir marte atap korsetemiz, (1) qatar f(x) funkciya menen o6zinin
koefisientleri arqali baylanisqan bolip, bul (1) gatar jiynaqli bolama, jiynaqli bolgan
jagdayda onin qosindisi f(x) ke ten bolama, bunnan garezsiz turde, oni f(X)
funkciyanin Teylor gatar1 dep atadiq.

Tabiygly turde tomendegi sawal tuwiladi: qashan bazibir Uy (0) dogerekte

berilgen, galegen tartiptegi tuwindiga iye bolgan f(X) funkciyanin Teylor gatari.

i—f(n)go) z" = f(0) + f'(o)x + /1(0) % + ...+ _f(”)(()) A
oon 1! 2! n!
usi araliqta usi f(x) ke jiynaladi?
1-teorema. f(x) funkciya bazibir (—r,r) (r > 0) araliqta qalegen tartiptegi
tuwindiga iye bolip, onih = = 0 noqattagi Teylor qatari

f'© "0 ) .,
f(0) + T r + 5] % 4.+ — z + ... (2)

bolsin.Bul qatar (-r,r) araligta f(X) ke jiynaliw1 ushin f(x) funkciya Teylor formulasi

f(z) = f(0)+ f'l('O) T + f'2'(!0) ? + ...+ %x” + 7 (2) (3)

tin qaldiq agzas1 barliq z € (—r,r) de nolge umtihiwi (lim 7, (z) = 0) zarGr ham
jetkilikli.
Dalil. Zararligi. Daslep (2) qatardin koefficientleri menen (3) Teylor

formulasindagi koefficentlerdin bir qiyli ekenligin atap kérsetemiz.(2) qatar jiynaqh
bolip, onin qosindisi f(x) ke ten bolsin. Ol jagdayda bul gatardin dara qosindisi

) " (n)
S, (z) = f(0) + O, JOp, 70,
ushin
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lim S (z) = f(z) Vze€ -rr

boladi. Bunnan bolsa Vz € (—r,r) ushmn
lim [f(x) — Sn(a:)] = lim 7, (z) =0

bolatugini kelip shigada.
Jetkilikligi.  Vz  (-rx) de limr(z)=0 Dbolsin. Ol jagdayda

lim | f(z) — S, (z)] = 0 bolip, onnan bolsa
lim S (z) = f(z)

bolatugini kelip shigadi. Bul bolsa (2) qgatar jiynagl bolip, onin gosindisi f(x) ke ten
bolatuginin, yagniy

'O, 'O, MO,

*
1! 21 n! o ()

f(z) = f(0) +

ekenligin bildiredi. Teorema dalillendi.

Adette (*) gatnas orinhl bolsa, f(x) funkciya Teylor gatarina jayilgan dep
ataladi.

2-teorema. Eger f(x) funkciya (—r,r) (r > 0) aralgta darejeli gatarga
jayilgan bolsa:

f(2) = ay + a,x + ay2® + ...+ a, 2" + ... 4)
bul gatar f(x) funkciyanin Teylor gatar: bolad.
Dalil. 1-teorema ham onin saldarina muwapiq (4) darejeli gatar (-r,r) araligta
galegen marte (agzalap) differenciallaniwshi bolads;

fl@)=1-a, +2-ay -z +3a2° +...+1n az"" + ..,
f'(z)=1-2-a, +2 3a,x +...+n (n—1Daz" > +..,
f"(x)=1-2-3a; +... + n(n —1)(n —2)a, "> + ...,
fM@)=1-2-3..(n —Dn a, + ...,

boladi. Keyingi tenliklerde = = 0 dep tdmendegilerdi tabamiz:

_ _ro o "o _ ")
%—f(o)a %—T, Q—T, ag_Ta ey a"_T’
Natiyjede (4) qatardin korinisi tomendegishe boladi:
' " (n)
@)= g+ LDy L0y SO

Bul bolsa teoremani dalilleydi.

Misal. Mina

flz) = e @, eger 1z =0 bolsa,

0, eger =z =0 bolsa

funkciyan1 qarayiq. Bul funkciya (—oo,+00) de barliq tartiptegi tuwindilarga iye:
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a) z = 0 bolganda fll@) == e,
T
6 4)
(g ——+—6$2,
1w =%+ 4]
1 o
fM(z) = P|=|e o,
T

bunda P(u) — u din racional funkciyasi. Bul

1
1] e o (n =1,2,...).

X

fr@) =P

qatnastin tuwriligt matematikaliq indukciya metodi jardeminde korsetiledi.
b) = = 0 bolsin. Berilgen funkciya z = 0 noqatta barliq tartiptegi tuwindilarga iye
bolip, olar nolge ten boladi:

f™0)=0 (n=12..)
Haqiyqgattanda,
b
! ! _i
f"0) = lirr(l)f @)=/ _ lim—- f'(z) = lim 1-%'6 @ =0, f"0)=0
T— €T z—0 1 z—0 T

(n=1) () _ £(n=1) .
F) = tim L@ =IOy Lp [1]6 P = (.
T

z—0 €T z—0

Ulwma jagdayda, f™(0)=0 (n=12,..) boliwmn matematikalq
induksiya metod1 jdrdeminde korsetiw mimkin.

Demek, berilgen funkciyanin z = 0 noqattagi barliq tartiptegi tuwindilar
nolge ten eken. Bul funksiyanin = = 0 nogattagi Teylor gatar:

0 0 , 0o
O+— z2+—2"+...+— 2" +..
1! 2! n!
bolip, onin qosindisi 0 ge ten.

Keltirilgen misaldan korinedi, bazibir araligta galegen tartiptegi tuwindilarga
iye bolgan ayirim funksiyalardin Teylor gatar: usi araligta garalip atirgan funkciyaga
Jiynalmawida mamkin eken.

Toémende funksiyanin Teylor qatarina jayihwinin  jetkilikli -~ shartin
aniglaytugin teoremani keltiremiz.

3-teorema. f(x) funkciya bazibir (-r,r) arahiqta galegen tartiptegi tuwindiga iye
bolsin. Eger sonday 6zgermes M > 0 san1 tabilip, barliq = € (—r,7) hamde barliq

n =0, 1,2,... ushin ‘ f(”)(:zz)‘ <M
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tensizlik orinlansa, onda (-r,r) araliqta f(x) funkciya Teylor gatarina jayiladi, yagniy

oo (n) | n
flz) = Z—f nEO)xn = f(0)+f (O>:1:+ / (0)x2 +.. (4

1! 2!
Dalil. f(x) funkciya ushin Teylor formulasi

f'0) "0 £(0)

flz) = f(0) + T+ 4.+ ——1" + 7 (2)
1! 2! n!

ti jazip, onin Lagranj korinisindegi qaldiq agzasi

(n)

T x):f—(Hx)an 0<0<1)
(n +1)!
di alayiq. Ol jagdayda
(n) n+1
"rn(a:)‘ N (0z) " <M r (x € (-r,r))
(n+1)! (n +1)!
boladi. Eger
I_n—&—l
lim =0
n—oo (n +1)!

boliwin itibarga alsaq, onda
lim 7 (z) =0 x € (-rr)

ekenligin aniqlaymiz. Bul bolsa (4) qatnastinh orinli boliwin bildiredi. Teorema
dalillendi.

1°. f(z) =e" funkciyamih Teylor qatari. Belgili, f(x) =¢e* funksiyanin
(iqtryarli shekli [—a,a], (a > 0) arahiqtagi Teylor formulasi

- r x"
e =l+=+—+..+ —+r7(2)
1 2! n! ’

bolip, onin galdiq agzasi bolsa Lagranj korinisinde tomendegishe boladi:
n+1

r (z) = (nx+ T b 0<0<1)

(qaran, 1-bolim, 6-bap, 7-§). Har bir = € [—a,a] (a < 0) da ¢ < e® boliwin itibarga
alsaq, onda

D

an+1

| 7,(2) | e
ekenligi kelip shigadi hdm n — oo ke ol nolge umtiladi.
Demek, 1qtiyarl shekli X ta

a

- = 2" r o’ x"
e _;—% PR ET I Sl e e
bolad.
2°. f(z) = sinz funkciyanin Teylor qatar1. Belgili f(z) = sinz funkciyanin

(iqtiyarli shekli [—a,a] (a > 0) araliqtag1 Teylor formulasi.
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J?S 33'5 xanl

: oy, . _1\n—1_*~

siny =z 3!+5! .+ (=1 2n D)
boladi. Bul formula qaldiq agzasinin Lagranj korinisinen paydalanip (qaralsin, 1-
bolim, 6-bap, 7-§) Vz € [-a,a] (a > 0) ushin

‘ Ty (%) ‘g

+ 1, ()

a2n+1

(2n +1)!
boliwin tabamiz. Onnan
lim 7, () = 0

boliw1 kelip shigadi. Demek, V z ushin
00 2n—1 3 5 2n—1
ing =S (1) — L L Ry | U P A
i ;; S e s T Y
bolad.
3°. f(z) = cosz funkciyanin Teylor gatari. Bul funkciyanin Teylor formulas:
mZ $4 176 an
costr=1—-—+———+ ...+ (-1 +r (x
21 41 6! =) (2n)! 20(®)

qaldiq agzasinin Lagranj korinisinen paydalanip (qaralsin, 1-bolim, 6-bap, 7-§)
Vz € [-a,a] (a > 0) ushin
2n+-2
| 1, () | < v
(2n +2)!
boliwin tabamiz. Onnan
lim 7, () = 0

boliw1 kelip shigadi. Demek, Vx ushin
o 5132” 1132 x2n
= —-1)" =1———....+(-1)" + ...
o 22%( S o 21 D G

4°. f(r) =In (14 ) funkciyanin Teylor qatari. Belgili bul funksiyanin

Teylor formulas1 tomendegishe boladi:

2 3 4 n
x T n17T

Inl+2)=2——+——-———...+ ()" —+r(2)
2 3 4 n

Bul formulada z < [0,1] de 7 (z) qaldiq agzan1 Lagranj korinisinde tomendegishe

jazip

(_ 1)nxn+l

(n 4+ 1)1 + Oz)"+

r,(2) =

onin ushin

1
n+1 ®)

boliwin, z €[—-a,0] (0 <a <1) bolganda bolsa r (z) qaldig agzam Koshi
korinisinde tomendegishe jazip

r(z) | <
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1—6)"
rn(m) = (—1)"x”+1¥ 0<6 <1,
1+ 9133)”+1
onin ushin

an—l

‘T’n(l’)‘< -

boliwin korgen edik (1-bolim, 6-bap, 7-§).
(5) ham (6) qatnaslardan lim 7, (z) = 0 boliwin tabamz. Demek, Vz € (—1,1] de

> z" 2 z"
In(l+2z) = Ty L g S Ry (R | SR 7
D N i R ™

boladi.
Son1 atap korsetiw lazim, In (1 + z) funksiya (—1,+oc0) araliqta berilgen
bolsa da bul funkciyanin Teylor gatar1 —(3) gatnas (-1,+1] intervalda ormli.
5°. f(x) =1+ 2z)* funkciyanin Teylor qatart. Bul funkciyanmn Teylor
formulasi
04(042!— 1) 24+ 4 ala — 1)Tf'oz —n+1)
bolip (garalsin, 1-bolim, 6-bap, 7-§), ommn qaldiq agzast Koshi korinisinde
tomendegishe bolad:
afa —1)...(a — n)

(1+x)a:1+%x+ " + 7 (2)

r (z) ' 1+ 02> " H1—-0)"2"t  (0<0<1).
n!
On1 mia
v—1D(a—2)..[(a—1)—(n—1 —0 )
r (z) = ale =Dl =2) [(oz ) —(n )] z"ax(l + 0x)* ! 1-0 X
" n! 1+ 6z
korinisinde jazip alamiz.
Eger —-1<z<1 bolganda: birinshiden

lim i(oz —1)(a — 2)...[(04 —1)—(n— 1)]:5" = 0, sebebi bul jiynaqli

n—oon !

1+i oz(oz—l)..;l(?z—n—l—l)xn

n=1
qatardin uliwma agzas1 (bul qatardin jiynaqliligi Dalamber belgisi boyimsha
korsetiledi), ekinshiden,

‘Ozfl?‘ 1—‘:1:‘a_1<a:13 1+9xa_1<‘ax‘ 1+‘:E‘a_1,

ham en soninda, ushinshiden — 0 <| 1= i <1 bolganliginan
14 0z 14 0z
lim 7 (z) = 0 boliw1 kelip shigadi. Demek, | = ‘ <1de
(I+2)* =1+ %x + O‘(O;'_ DFE N G 1)"'(? Do
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bolada.

5-lekciya
Fure koefficentleri ham Fure qatari. Funkciyam Fure qatarina jayiw
maselesi.Dirixle teoremasi (dalillewsiz). Periodl, jup ham taq funkciyalar
ushin Fure qatan

Biz usi

50,0 = (0) + (o) + 1, @)

funkcional qatarin ken tyrendik. Endi har bir agzas
u, () = a, cosnz +b sinnz (n =0, 1, 2, ...)

garmonikadan ibarat tomendegi

a, + Z (a, cosnx + b, sinnz) (1)
n=1
dara funkcional qatarin qarayiq.
Adette (1) — gatar trigonometriyaliq qatar dep ataladh.

ay, @y, b, ay, by, ... sanlar bolsa trigonometriyaliq qatardin koefficientleri
delinedi.
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Solay etip, trigonometriyaliq gatar funkcional gatar bolsa da (onin har bir
agzas1  belgili funkciyalar  bolganligt  ushin) 6z  koefficientleri
b, ... ler menen toliq aniglanada.

ay, a;, b, a5, by, ..., a,, b

(1) — trigonometriyaliq qatardin dara qosindisi

T (z) = ay + Y (a, coskz + by sin k)
k=1

trigonometriyaliq kopagzali dep atalada.

Fure gatarnmn amgqlamasi. f(z) funkciya [—m, w] de berilgen ham usi
araliqta integrallaniwshi bolsin. Onda

f(z)cosnz, f(x)sinnz (n =1, 2, ...)

funkciyalar da, eki integrallaniwsh1 funkciyalar kobeymesi sipatinda (qaralsin, 1 —
bolim, 9 — bap, 7 - §) [-m 7| de integrallaniwsh1 boladi. Bul funkciyalardin
integrallarin esaplap, olardi tdmendegishe belgileyik:

Ay = %}f(:l?)d:l:,

a, = lff(ac)cosnacdac (n=1 2, ...) (2)

s

b, = lff(ac)sinmcd:z: (n=1 2, ..))
& —T
Bul sanlardan paydalanip, tdmendegi
T(f; =) = (;—0 + > (a, cosnz + b, sinnz) (3)
n=1

trigonometriyaliq qatarin dizemiz.

1 - amqlama. q,, a, b, a,, b,, ... Koefficientleri (2) — formulalar menen
aniglangan (3) — trigonometriyaliq qatar f(z) funkciyanin Fure qatar1 dep ataladu.
ay, a, b, ay, by, ..., a , b, ... sanlar1 bolsa  f(zr) funkciyanin Fure
koefficientleri delinedi.

Demek, berilgen funkciyanin Fure qatar1 sonday trigonometriyaliq qatar
bolip, onin koefficientleri ust funkciyaga baylanishi bolip, (2) — formulalar menen
anigqlanadi. Us1 sebepli (3) — qatardi (onin jiynaqli yamasa taraliwshi boliwinan

qatan turde) tomendegi «~» belgisi menen tdmendegishe jaziladi:

flx) ~T(f; z) = %0 + i(an cosnz + b, sinnz),
n=1

Misal. Témendegi
flx)=e" (- <z <m a=0)
funkciyanin Fure qatar1 duzilsin.
(2) — formuladan paydalanip, bul funkciyanin Fure koefficientlerin tabamiz:
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a, = %fea‘rdx = i(e‘” —e ") = lshom.

aTr oTr
1 1 ' .
a, :_femcosnxdx:_ozcosnslz—knsmnxem _
ﬂ-—ﬂ W Qg +—n2 -7
1 2
:(—1)n_ « shar, (n:L 2, 3, ... )
T a? 4 n?
1] ox 1 asinnr —ncosnx "
bnz—fe sin nxdr = — e —
7r—w T 02 +—n2 -
1 2
:(—1)%—1_ - o 25ha7r, (n=1 2 3 ..)
Ta® +n

(garan, 1- bolim, 8 — bap, 2 - §).
Demek, berilgen funkciyanin Fure gatari

o0
a, .
e ~ L +> " (a, cosnz + b, sinnz) =

n=1
_ 2sham | 1 + Z (=1) (avcos nx — msin nx)
7r 20— a? 4+ n?
bolada.
Meyli, bazibir
%0 + Z (a, cosnz + b, sinnz) (3)
n=1

trigonometriyaliq (funkcional) qatar [, 7] de jiynaqli bolsin. Onin qosindisin f(z)
dep belgileyik:

2

Bunnan tisqar1, (4) — ni hamde omi coskr ham sinkz (k=1 2, ...) lerge
kobeytiwden payda bolgan

% 4 i (a, cosnz + b sinnz) = f(z). (4)
n=1

%0 coskz 4+ Y (a, cosnz - cosks + b, sinnz - coskz) = f(z)-coskz ()

n=1
C;—Osinkx—|—Z(ancosnm-sinkx—I—bnsinnx-sinkx):f(a:)-sinka} (k=1 2 ..)
n=1

qatarlard1 [—m, 7] de agzama — agza integrallaw mimkin bolsin. (4) hdm (5) larin
[—m, 7] de integrallaymiz:

™

ff(x)dx=f C;—0+Z(ancosnx+bnsinnx) ]d;z;:
—T n=1

—T
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:i%da:—kg

s s
anfcosn:nda:+bnfsinnxd:1: ]: T ay,
T

- -7

ff(:v) cos kxdr = f[ c;—Ocos kz + > (a, cosnz - coskz + b, sinnz - cos kx) ldx =

= n=1

| .
= j;coskxd:z:%—nz_:l

a, f cos nx - cos kxdxr + bn f sin nx - cos kxdx ] ,

—Tr —T

z)sin kxdr = % sin kx + a_cosnx-sinkx + b sinnz - sin kx —
2 n n

— n=1

a4 [ =
=5 :/;smka:dx—k;

anf cos nx - sin kzdx + bnf sin nzx - sin kxdz ] .

Eger n = k da
7r . . 1 7T
f sinnz -sin kxdr = §f [cos(n — k)x — cos(n + k)xlde =
_ | sin(n—k)r sin(n +k)z 1 0
n—k n+k 2
ham
T 1 s
.9 _ 1 . _
_fsm nzdr = 2_f(l cos2nx)dx = T,
sonday-agq,
fcosnx-coskxdx =0 (n=k), fcos2 nzdr = 0,

fcosnx-sinkxdx:O (n, k=0, 1, 2, 3, ...)

boliwin itibarga alsaq, onda

ff(x)dxzw-ao,
ff(x)coskxdxzw-ak (k=1 2, 3, ..),

ff(m)sinkxdxzw-bk (k=1 2 3, ..),

ekenligin tabamiz. Bul tenliklerden bolsa
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ay = %ff(x)dx’
a, = iff(a:) cos kxdz (2)

b, :lff(x)sinkxdm (k=1 2 3, ..)
4 —T
kelip shigad.

Demek, f(z) funkciya trigonometriyaliq qatarga jayilgan bolsa ham bul gatar
ushin jogarida aytilgan shartler ornli bolsa, onda bul trigonometriyaliq qatardin
koefficientleri f(z) funkciya arqali (2) — formulalar menen anlatiladi, yagniy f(z)
tin Fure koefficientleri boladi. Sonin menen birge, qatardin 6zi f(z) tin Fure qatari
bolad.

Jup ham taq funkciyalardin Fure qatarlar1 birqansha apiway1 koriniske iye
boladi. Biz tdmende olard1 keltiremiz.

f(z) funkciya [—m, 7] de berilgen jup funkciya bolsin. Ol us1 [—7, 7| araliqta
integrallaniwshi bolsin. Bizge belgili, bul jagdayda f(z)cosnz jup funkciya, al
f(z)sinnz (n =1, 2, ...) bolsa taq funkciya boladi ham olar [—m, =] de
integrallaniwshi boladi.

(2) — formuladan paydalanip, f(z) funkciyanin Fure koefficientlerin tabamiz:

1 1
a, = —ff(q:) cos nxdr = —
T T

0 s
ff(a:) cos nxdx + ff(a:) cos nxdx
o 0

zsz(a;)cosnxda: (n=0,1,2, ..),
0
0

f f(z)sin nxdr + f f(z)sin nzdz
0

™

b, = L ff(a:)sinm:da: _1

™

—7 T —7
1 ff(:z:)sinn:rdx + ff(:r)sinnxda: =0 n=1,2, 3, ...).
T 0 0
Demek, jup f(z) funkciyanin Fure koefficientleri

™

ff(x)cosnxdaz (n=0,1, 2, ...),
0

an:

2
T

b =0 (n=12 3, ...). (6)

n

bolip, Fure gatar1 bolsa

f(z) ~ T(f;x) = % + ian COSNT

n=1

boladi.
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Endi f(z) funkciya [—m, 7] de berilgen taq funkciya bolsin ham ol us1 [—7, 7]
araligta integrallaniwshi bolsin. Bul jagdayda f(z)cosnz taq funkciya, al f(z)sinnz
(n=1, 2, ...) bolsa jup funkciya boladi. (2) — formuladan paydalanip, f(z)
funkciyanin Fure koefficientlerin tabamiz:

1 1
a, = —ff(x) cosnxdr = —
T T

0 T
f f(z) cos nxdz + f f(x)cos nxdx
o 0

™

N f () cos nadz + f f(x) cos nadz
0

0

1

™

=0 (n=0,1, 2, ...),

b, = lff(:z:)sinn:cdx _1
T 7r

0 ™
f f(z)sin nxdr + f f(z)sin naxdz
. 0

= sz(:p)&nnxdl’ (n = 1; 27 37 )
T 0

Demek, taq f(z) funkciyanin Fure koefficientleri
a, =0 (n=0,1,2 ..),

m

b, = sz(:zc)sinm:dx (n=1,2, 3, ...). (7)
™%
bolip, Fure gatar1 bolsa

fx) ~ T(f;z) = ibn sin nx
n=1

bolad.
Misallar. 1. f(z) = 2> (-7 < 2z < «) funkciyanmin Fure qatar jizilsin. (6) —
formulalardan paydalanip, berilgen funkciyanin Fure koefficientlerin tabamiz:

a, :%fx2d$:§7r2
0

2 2 ,sinnz| 4 |
a, = —fx2 cosnzdr = = z° SR 2 z sin nxdx =
T T n |, nw
4 T 4
SR I S L —}—fcosnxd:z: =-)"— (=12, ..)
nmw no ) 0 n?

Demek, f(z) = 2* funkciyanih Fure qatar1 tomendegi

2 2
4
2~y E (-1)" —cosnz = T 4]cosz —
2
3 n=1 n 3

cos2x cos3zx
+ — ...
22 32
koriniste boladi.
2. Toémendegi
f@)=o (—n<z<m)
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taq funkciyanin Fure qatari jizilsin.
(7) — formulalardan paydalanip berilgen funkciyanin Fure koefficientlerin
tabamiz:

7T 2 e 2 ™
bn = zf:z:sin nxdr = ——xcosnx| —+ —fcos nxdxr =
2 nm n
0 0 0
2 2
= —Zcosnm = (1" .2 (n=1,2 3, ..).
n n

Demek, f(z) = x funkciyanin Fure qatar1 tdmendegishe boladi:

o0

z -~y (1) -%sinm; =2

) sin2x  sin 3z
SInxr — 5 -+ — ...

3

n=1

6-lekciya

Kop o6zgeriwshili funkciya haqqinda tasinik. R™ kenisliktin ules képlikleri m
ozgeriwshili funkciyanin amglamw oblasti sipatinda. Eki 6zgeriwshili
funkciyanmin grafigi. Qaddi siziqlar1 ham betleri tasinigi

1. R%, R? kenislikler. Iqtiyarl eki A ham B kopliklerinin Dekart kobeymesi
menen tanisqan edik (qaralsin, 1-bolim, 1-bap, 1-§). Endi A ham B koplikler dep R

kopligin alayiq: A=B=R.Onda AxB=RxR= (z,2,):2 €R, z, €R

boladi.
Mina

T,%, :x €ER, 1, €ER
koplik R? képlik dep ataladi. R? kopliginin elementleri jupliglar bolatugini ayqin.
Olar us1 kopliktin noqatlar dep jurgiziledi. Adette R?> kopliktin nogat1 bir hérip,
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maselen z,z, € R’ nogat x arqal belgilenedi: z = =,,z, . Bunda z, ham z,
sanlart X noqatinin saykes birinshi ham ekinshi koordinatalar1 delinedi. Eger
noqatlar ushin z, = y,, =, = y, bolsa, onda = = y dep ataladu.

Tegislikte tuwri muyeshli Ozy 1
Dekart koordinatalari sistemasin alayiq.

Oz kosherde (abscissa kosherinde) z,

Aglmmmmmmmmmes Mlx, %)

ozgeriwshinin manisleri, Oy kosherde
(ordinata kosherinde) bolsa T,

S

O0zgeriwshinin  manisleri  jaylasqan 0 %
bolsim.

=W

1-s1zilma
Bul jagdayda z,z, . juphg, tegislikte koordinatalari z; ham z, bolgan

M z,z, nodatin anlatadi (1-s1zilma).

Haqiyqiy sanlar képligi R menen tuwr siziq noqatlart arasinda 6z-ara bir
manisli saykeslik ornatilganinday-aq (qaralsin, 1-bolim, 2-bap, 10-§) R? kopligi
nogatlart menen tegislik noqgatlar1 arasinda da 6z-ara bir manisli saykeslik ornatiw
mamkin. Bul bolsa R? kopliktin geometriyaliq suwretleniwin tegislik dep qarawga
imkaniyat beredi. Jogarida R*> kopliktin elementlerinin  nogat dep ataliwinin
sebebide usmnan edi. Analitikaliq geometriya kursinda korsetilgenindey, R?
kopliginde eki nogat arasindagi araliq tasinigin = kiritiw  mumkin.
r= z,7, €R} y= wy,p € R?bolsm.

1-amiqlama. Mina

2 2
plx,y) =+ vy —2  + Yy — T,

shamas1 z = z,x, ,y = y,,y, noqatlararasindagi aralq dep ataladi. Kirgizilgen
p(z,y) araliq tomendegi gasiyetlerge iye (bunda Vaz,y,z € R?):

1° p(z,y) >0 hiam p(z,y) =0 <& z=y*

2% p(z,y) = ply, @) .

3% plw,2) < pla,y) + p(y, ).

Bul qgasiyetlerdin dalilleri keyingi punktte (uliwma jagdayda) keltiriledi.

Adette R? koplik R? kenislik (eki 6lshemli Evklid kenisligi) dep atalad.

Endi R? kenisliginin keleshekte tez-tez ushirasip turatugin bazibir dhmiyetli
kopliklerin keltiremiz.

R* kenisliginin @ = a;,a, nogatin ham on r sanin alayiq.
Toémendegi

2. 2 2 2
.8, €R°: x—a "+ xy,—a, <r (1)

2, 2 2 2
T,t, €R°: x —a 4+ z,—a, <r (2)

koplikleri saykes dongelek ham ashiq dongelek dep ataladi. Bunda a nogati
doéngelektin orayi, r bolsa dongelek radiusi delinedi.
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H‘r

0

1] 8 I
2-s1zilma 3-s1zilma
Mina

2

Ty, T, € R?*: T —aq 2+ T, — a, 227“
kopligi shenber delinedi.

Bul shenber (1) ham (2) dongeleklerinin shegarasi boladi. Bunda « nogat
shenber orayr ham r bolsa shenber radius1 delinedi. (qalegen kopliktin shegarasi
aniqlamasin keyinirek keltiremiz).

(1) képliginin geometriyaliq sawretleniwi 2-s1zilmada koérsetilgen.

(1) kopliginde (dongelekte) dongelektin shegarast us1 koplikke tiyisli boladi,
(2) kopliginde bolsa (ashiq dongelekte) dongelektin shegarasi (2) kopligine tiyisli
bolmaydi.

Ashiq dongelek ham bul dongelektin shegarasinin bazibir noqatlarinan ibarat
bolgan kopliklerdi duzipte garaw mimkin. Maselen 3-sizilmada ashiq dongelek ham
onin shegarasinin joqari yarim tegislikte jaylasqan noqatlarinan ibarat koplik
keltirilgen.

Araliq aniglamasiman paydalanip, dongelek ham ashiq dongeleklerdi saykes
tomendegi

r€R*:p(x,a)<r , (1) z € R*: p(x,a) <r (2"
koplikler depte qaraw mtimkin.
a,b,c,d- haqiyqiy sanlar ham a < b, ¢ < d bolsin. Témendegi
2,1, €R*:a<z <b c<umx,<d, (3)
z,1, €ER*:a<z <b c<um<d 4)

koplikler, saykes tarde tuwri tortmiyeshlik ham ashiq tuwr tortmuayeshlik dep
ataladi. Bul (3) koplik 4 - sizilmada Ozy tegisligindegi shtrixlangan bolek sipatinda

suwretlengen.
¥

[

Hoy

o

d R ——

4-s1z1lma 5-s1zilma
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Mina [“ ; b ¢ ; 1 ¢ B2 nogat (3) ham (4) tuwr tértmiyeshliktin orayr
delinedi.
R? kenisliginin mma
T, ERP: x>0, 2,>0, z +x <h (5)

noqatlarinan ibarat koplik (eki 6lshemli) simpleks dep ataladi, bunda h- on san.
Simpleks (simplex) latinsha s6z bolip, ol apiwayi degendi bildiredi. (5) kopliktin
geometriyaliq siwretleniwi 5 - sizilmada keltirilgen.

Endi R® kenislik tisinigi menen tamisamiz. R® kenisligide joqaridagr R?
kenisligindey bolip aniglanadi. Eki kopliktin Dekart kdbeymesine ugsas 1qtiyarl
ush A, B, C kopliktin Dekart kdbeymesi tasinigi kiritiledi. Dara jagdayda
A= B = C = R bolganda

A X B X C=RxRxXxR= ux,x9,13 : 1 €R, 10€R 23 €R
boladi. Mina
Ty, Ty, Ty T € Ryx, € Rizy €R

z koplik R? képlik dep ataladi.
R® kopliktin elementi x;,,,2, ushlik usi

Wiz, xg,%3) o ) C 1 , ST
kopliktin nogat1 delinedi ham ol adette bir harip,
%y _ maselen, X arqali belgilendi: x = z,,,,2, . Bunda
¥ 2,1, hdm =z, sanlar X noqatim saykes birinshi,
g ekinshi ham tshinshi koordinatalar: delinedi.

6-s1zilma
Kenislikte tuwrt muyeshli Oxyz  Dekart
koordinatalar sistemasin alayiq.

Ox kosherinde z; 6zgeriwshisinin manisleri, Oy kosherde =, 6zgeriwshisinin
manisleri ham Oz késherde z, o6zgeriwshinin manisleri jaylasqan bolsin. Bul
jagdayda z,x,,x, ushligi kefuslikte koordinatalar1 z;,7, ham z, bolgan M
nogatin anlatadi (6-s1zilma).

R® koplikte 1qtiyarll =z = z,2,,2, , Y= y,%,ys noqatlarm alayiq.
Mina

2 2 2
,o(a:,y) = Y= T Yy — Ty T+ Y3 — Ty

shama x ham y noqatlar1 arasindagi arahq dep ataladi. Bunday qilip aniglangan
araliq tomendegi qasiyetlerge iye (bunda Vz,y,z € R?) :

19 p(z,y) >0 ham p(z,y) =0 &z =y’

2" px,y) = p(y,x)

Eger Tr = Ty, Ty, Tg ham Yy = Y15 Yo Y3 noqatlar ushin
Ty = Y, Tp = Y,T3 = Y3 bolsa, onda x=y dep ataladi.
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3 pl(x,2) < pla,y) + p(y, 2).
Bul gésiyetlerdin dalilleri 2-punktte (uliwma jagdayda) keltiriledi.

Joqarida Keltirilgen R?® koplik R® Kenislik (tish élshemli Evklid kenisligi)
dep ataladi.

Endi R3kenisliginin dhmiyetli kopliklerin keltiremiz. R? kenisliginin
a = aj,a,,a, noqatin ham r of sanin alayiq. Tomendegi

3 2 2 2 5
T2y, Ty €ER°: ) —ap  + xy—a, + x5—a; <17, (6)

- 2 2 2 5
T2ty €ER°: w —a 4+ xy—a, + x4—ay <r° (7)

koplikler saykes shar ham ashiq shar dep ataladi. Bunda a noqati shardin oray,
r bolsa shardin radiusi delinedi.

Mina

T, 00,03 €ERY: mp —a P4 mo—ay P m3—a3 P =7

kopligi sfera delinedi. Bul sfera (6), (7) sharlarinin shegarasi boladi a noqati sfera
orayl, r bolsa sfera radiusi delinedi.

Jogarida keltirilgen (6) kopliktin geometriyaliq siwretleniwi 7-s1zilmada
keltirilgen.

Demek, (6) koplikte (sharda) shar shegarast us1 koplikke tiyisli boladi, (7)
kopliginde bolsa (ashiq sharda) shar shegarasi (7) kopligine tiyisli bolmaydi.

R? Kkenisligindegi araliq tsiniginen paydalanip, shar ham ashiq sharlardi
saykes turde mina

2

€ R?: p(z,a) <r (6") € R p(w,a) <r (7)
koplikler sipatindada aniglaw mimkin.
Mina

(z1,20,73) ER? :a<m <b, c<my<d, (<ua3<5s,
(z1,79,23) ER? ta < a3y <b, c<m<d (<z5<35
koplikler (bunda a,b,c,d, (,s - haqiyqiy sanlar) saykes tarde parallelepiped ham de

ashiq parallelepiped dep ataladi. Jogarida keltirilgen parallelepiped 8 - sizilmada
keltirilgen.

z h z 4
i
i
i
I = 0 »
£ ¥
¥ x
7-s1zilma 8-s1zi1lma
Mina

(21,29, 25) € R3:2, >0, z >0, 23>0, T +29+123 < h
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koplik (ash élshemli) simpleks delinedi, bunda h>0 - 6zgermes san. Bul koplik 9-
sizilmada korsetilgen.

2. R™ kenisligi. m sandag1 A, 4,,..., A kopliklerinin Dekart kobeymesi eki A hdm
B kopliklerinin Dekart kébeymesine ugsas aniqlanadi. Eger
A =4 =..=A = R bolsa, onda
A XA x ..XxA =RxXRx..XR= (v,z..,2, ) 2,€R, ©,€ER, ..., v, €R
boladi. Mina

(2, %y,...,x,): 2 €ER, z,€R, .., z €R

R

koplik R™ képlik dep ataladi. R™ kopliktin  z,x,,...,x

noqati delinedi ham ol adette bir harip benen belgilenedi: z = z,,%,,...,z, . Bunda

elementi us1 koplik

m

Ty, T,,...,7,, sanlart z mnoqatimh saykes turde birinshi, ekinshi, ..., m -
koordinatalar: delinedi.

R™ koplikte 1qtiyarh =z = z,29,...,2,, , Y= Y,%,-.-,Y,, Noqgatlarin
alayiq. Mina

2 2 2 “ 2
p(x,y):\/yl—xl + Yy =Ty At Yy, — T, —\/Z Yy, — (8)
i=1
shama X ham y noqatlar arasindagi arahq dep ataladi. Bunday aniglangan araliq

tomendegi qasiyetlerge iye (bunda V z,y,z,€ R™):

1% p(z,y) >0 ham p(z,y) =0 & z=y’
2% p(z,y) = ply,)

3% pla,2) < p(z,y) + ply,2)
Bul gasiyetlerdi dalilleyik. (8) gatnasinan p(z,y) shamasinin barqulla teris

emesligin koremiz. Eger p(z,y) =0 bolsa, onda
h — 1 = 07 Yo — Tp = 07 vy Ym — Ty = 0 bOIIpl I =Y, o = Yo, RSN
Ty = Ypy s yagniy T =1 boladi. Kerisinshe T =y, yagniy
T,= Y, Ty =Yy .., z, =y, bolsa, onda janede (8) nan p(z,y) = 0 bolatugim

kelip shigadi. Bul demek 1° - gasiyetti dalilleydi. (8) gatnasinan

2 2 2

2 2 2
= oYyt Yy, teet oz, oYy, = p(y, )

boladi.
Araligtin 3°- gasiyeti mina

*

Eger T = X,Ty, Ty ham Y= Y,Y Y3 noqatlar ushin
Ty = Y, To = Yo, T3 = Y3 bolsa,onda x=y dep ataladi.
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Ji a,+b s\/fa? +\/be (9)

1=1
tensizligine tiykarlanip dalillenedi, bunda aq,,q,....,a,; b.b,,...,b, —1qtiyarl

o Umo

haqiyqiy sanlar. Daslep usi tensizliktin ormli ekenligin korseteyik. Vz € R ushin
Z azx + b, ? >0
i=1

ekeni ayqmn. Bunnan X ke qarata kvadrat Gish agzalinin teris emesligi

kelip shigadi. Demek, bul kvadrat ush agzali har quyli eki haqiyquy tubirlerge iye

bolmaydi. Sonligtan onif diskriminanti

2
m m

Sy

i=1 =1

m

Z ab,

1=1

<0

boliw1 kerek. Bunnan bolsa

m

S, < Jzaz -\/be
=1 =1

=1
\/Za? 1/z’bf
=1 =1

\/Z %+bz-2<\/zaf+\/zbf 9)
=1 =1 1=1

bolatugini kelip shigadi. Adette (9) tensizlik Koshi - Bunyakovskiy tensizligi dep
ataladi.

bolip,

2

+

2

dal+> b +2) ap, < +2\/Zaf-\/2b§
=1 =1 =1 =1 i=1

boladi. Keyingi tensizlikten

1qt1yar11 T = T,%y..,T, €R", Y= Y,Ys--rY, €R",

m

2= 2,%,...,2, € R™ mnoqatlarmn alip, olar arasindag1 araliqt1 (8) formulasinan

Y cm

paydalanip tabamiz:

pla.y) = JZ v =, s py2) = JZ =y plw2) =

i=1
Endi Koshi-Bunyakovskiy tensizligi (9) de
a; =Y, — Ty bi =% Y (i:172737"'7m)

dep alsaq ,onda
a, +b =z —x (i=12 3, .. ,m)
bolip
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\/Z % T 2 S\/Z Y — : +\/Z % — Y 2
i=1 i=1 i=1
boladi. Joqaridagi (10) gatnaslardi itibarga alip, tabamiz:

pla,z) < p(a.y) + p(y:2).

Bul 3°-qasiyetti dalilleydi. Adette 3°-gésiyet penen koérsetiletugin tensizlik
ushmuyeshlik tensizligi (Gshmuyeshliktin bir tarepinin uzinligi qalgan eki tarepinin
uzinliglarinin qosindisinan tulken emesligin itibarga alip) dep jurgiziledi.”

R™ koplik R™ Kkenislik (m 6lshemli Evklid kenisligi) dep ataladi. Endi R™
kenisliginin bazibir ahmiyetli kopliklerin keltiremiz.

Qandayda bir a = qa;,a,,...,a, € R™ nogat ham r >0 samn alayiq.

m
Témendegi
2 2
T = T1,Ty., T, €ER": xj—a "4+ x9—0ay ~ +

..... I (11)
T= T, Ty...,x, €R": 1 —q 4 Ty — a, 44 T —a, P g (12)
yagniy
z€R":p(r,a) <r (11Y)
z € R" : p(z,a) < (12"

koplikler saykes turde shar ham ashiq shar dep ataladi. Bunda « nogat shardm
orayl, I bolsa shar radiusi delinedi.

Mina
B R - 2 2 9
T = Z,Tyy....T,, € T —-a + -0 +..+ T, —a, =T
yagniy

r€R": p(z,a)=r
koplik sfera dep ataladi. Bul sfera (11) ham (12) kopliklerinin shegarasi boladi.

Mina
— m .,
T = I,Ty...,x, €R": a <z, <b, a <x,<by, ., a, <z, <0b ,
T = T,T...,r, €R": a <z <b, a,<z,<by .., a <z, <b

koplikler (bunda q,a,, ..., a,;

m’

parallelepiped ham ashiq parallelepiped dep ataladi.

b,b,, ...,b, — haqiyqly sanlar) saykes tiarde

U

Mina
r= T,%Ty..,xr, €R": 2,20, 2,20, .., z >0, z,+x,+...+z, <h
koplik (m- élshemli) simpleks dep ataladi, bunda h-on san. Joqarida

keltirilgen koplikler tez-tez ushirasip turadi. Olar jardeminde ahmiyetli tasinikler,
solardan biri dogerek tisinigi aniglanadi.

* R™ kenisliginin 1qtiyarh eki , Yy T € Rm, Yy € R™ ushin 1°-3° shartlerin qanaatlandiriwshi

funkciyalardi koplep tabiw miimkin, yagny &, ¥ noqatlar: arasindagy «araligy» tasinigin harquyl kiritiw mamkin (bul
haqqinda 14-bap, 1-§ ke qaran)
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3. R™ Kenisliginde ashiq ham tuyiq koplikler. Qandayda bir
2 = 20 ,29,...,2" nogatin hdm e > 0 sanm alayiq.

0 0

2—amiqlama. Oray1 z° noqatinda, radius1 ¢ ge ten bolgan ashiq shar z

noqatmin sferaliq dégeregi (= —dogeregi) delinedi ham U_(z") dep belgilenedi
U 2 = 2z€R":p z,2° <¢ (13)

y e e e

3—aniqlama. Mina
{r = (2, 29,..0,2,) E R™ 12 — 6 <2 <2 +64,...,
20 — 6, < 2, <20 + 6} (14)

ashiq parallelepiped 2° nogatinin parallelepipedial dégeregi dep ataladi ham U
5.5,...5, (z") dep belgilenedi.

Dara jagdayda 6, = 6, = ... = 6, = 6 bolsa, (14) ashiq parallelepipied kubqa
aylanadi ham om1 U s(z") dep belgileymiz.

Solay etip, R™ kenisliginde noqattin eki tarli dogeregine aniqlama berildi.

1-lemma. z° € R nogatinifi galegen U_(z") sferaliq dogeregi alinganda da

barqulla z° nogatmin sonday Us,.s,...s, (z°) parallelepipedial dogeregi bar bolip,

bunda
Us,b,...5, (%) € U.(2?)

bolada.
Sonday-aq, z’ noqatmih galegen Us,s,.. s

m

0

(z°) parallelepipedial dogeregi

.....

alinganda da barqulla us1 noqattin sonday U_ z° sferaliq dogeregi bar boladi,

bunda

0 77 0
U. x° CUsps,...5, T

boladi.
Dalil. 2° € R™nogatinin sferaliq dogeregi
U.(2°)= 2z € R":p(x,2") < ¢
£

Jm

berilgen bolsin. Bundagi € > 0 sani ushin 6 < tensizligin qanaatlandiriwshi 6

sanm alamiz. Solay etip z° noqatinin mina
Us(z") = 2= 2,292, ER™:2) —6<a<a)+6, .., 2)—-6<umz, <z +6
parallelepipedial dogeregin dizemiz.

Vz € Us(z") bolsm. Onda

\/zm:(ﬂvZ —2P)? < \/27”:62 =6-vm

1=1 1=1

z,—x)| <6 (i=1, 2 3, ..,m) bolp,

9

Jm

boladi. Joqaridagi 6 < tensizligin itibarga alip tabamiz:
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p($7x0) = \/Z(xz - sz)Q <é&.

=1
Demek, p(z,2°) < e Bul z € U 2° ekenligin bildiredi. Solay etip,

VeeUs 2° =zeU. 2°
e

yagniy
Us z° cU. 2°
boladi.
' € R™ nogatinin
Usbos, (1°) = 1,39y 1, €R™ i) =6 <3y <2 4+ 6,00y80 — 8, <1, <20 46,

parallelepipedial dogeregi berilgen bolsin. Onda

e =min 6,0,,...,0

di alip, 2" noqatimn sferaliq dogeregi

U. ' = z€R™:p x,2°

<e
di dazemiz.
Vo € U.(2°) bolsin. Bul jagdayda
p(xaa:O):\/Z(xi_mzo)Q <€§6i7 (i:172737'“7m)

=1

boladi. Demek,

m
2
mlx?‘<\/z :L'Z.—x? < 0, i =123,....,m .
i=1

0

Bunnan z € 551,52,...,% z° bolatugii kelip shigadi.Solay etip,

VeeU. 2° =z ¢ U&h(sg...ﬁm 0,

yagniy
U. 2° CUs.s,..5 =2°

rm

boladi. Lemma dalillendi.
R™ kenisliginde bazibir G koplik berilgen bolsin: G ¢ R™. Eger 2° € G

0

noqatinii sonday bir ¢ —dogeregi U_ z° tabilip, bul dogerektin barliq noqatlar

us1 G koplikke tiyislibolsa U. z° < G , onda 2°noqati G kopliktif ishki nogati
dep ataladi.
Misallar. 1. Ashiq shar
A= ze€R": p(z,a) <r

din barliq noqgatlar1 onifi ishki nogati boladi. Bum dalilleyik. V2° € A noqatin alip,

0

mina 6 =r — p z°,a tenlik penen aniglanatugin 6 sanin alamiz. 6 > 0 bolatugini

ayqn. Oray1 z” nogatinda radius1 § bolgan
U(z")= z€R":p 2,2° <§
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ashiq shar z° noqatinin sferaliq dogeregi bolip, joqaridag: A kopliktin ulesi boladi.

Haqiyqattan da, Vz €U, 2° = p z,2° <& bolip, araliqtin 3°-qasiyetine

muwapiq

0 0

p e <p xx’ +pa2a <6+p ax’ =r
boladi. Demek, Vz e Us z° =z € A. Bul Uy 2° c A ekenligin bildiredi.

Bunnan A ashiq sharmin har bir noqat1 ishki noqat ekenligi kelip shigadi. 2.
Mina

C =AU (r,0,0,..,0), (0,r,0,...,0), ..., (0,0,0,...,0,r)
kopliktin noqatlar1 arasinda onin ishki nogati bolmagan nogatlar bar. Maselen
(2,0,0,...,0) € C noqatimn 1qtiyarhh U_  r,0,0,...,0 e > 0 sferaliq dogeregin

alganimizda da, ogan tiyisli bolatugin

r+ g,o, 0, o] nogat C kopligine tiyisli

bolmaydi.
4-amiqlama. G kopliginin har bir nogati onin ishki noqati bolsa, bunday
koplik ashiq koplik dep ataladi.
Maselen, ashiq shar ashiq koplik boladi.
R™ kenislikte bazibir F koplik ham gandayda bir 2° nogat berilgen
bolsin: FF C R™, 1z, € R™.

0

5-amqlama. Eger z° noqatinii galegen sferaliq dogeregi U 2° de F

kopliginin 2° den 6zgeshe keminde bir noqati tabilsa, 2° noqatt F kopliktin limit
noqati dep ataladi.
Mma R™\ z€ R™:p 0,x <e ashiq koplik oo «noqattin» dogeregi

delinedi (0 = (0,0,...,0)).

Qaralip otirgan 2° nogatmin 6zi F ke tiyisli boliwida, tiyisli bolmawida

mumkin (tdmendegi 1-misalga garan).
F kopliktin barliq limit nogatlarinan payda bolgan koplik F  kopliginin
tuwindi kopligi delinedi ham F'' dep belgilenedi.
Mina F U F' koplik F kopliginin tuyiqlamiwi delinedi ham ol F dep
belgilenedi:
F=FUF.
Misallar. 1. Témendegi
A= 2€R"™: p(z,2°) <r
ashiq sharin alayiq. Bul koéplik ushin us1 kopliktin barliq nogatlart hdm mina
z€R™: p(z,2%) =1
sferanin barliq nogatlar1 limit nogat boladi. Demek, A nin tuwindi kopligi
A'= z€R™: p(z,2°) <r

Anifi tuyiglamwi A = AU A’ = A’ boladL.
2. Shar
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E= 2€R":p(xz")<r
nin barliq noqatlar1 us1 kopliktin limit nogatlari. Bunda
E=E E=E

bolad.

6-amqlama. F C R™ kopliktin barliq limit noqgatlar1 us1 koplikke tiyisli
bolsa, F tuyiq képlik dep ataladi.

Bul jagdayda F' ¢ F, FUF = F=F.

Shar

E= z€R":p(x,2°)<r

tuyiq koplik boladi, sebebi E = E.
Qandayda bir M c R™ kopligin qarayiq. R™ \ M ayirma M koplikti R™
koplikke deyin toligtiriwshi koplik bolatugini ayqin (qaralsin 1-bdlim, 1-bap, 1-§).

0

7-amqlama. Eger z°(z° € R™) nogatinin gélegen U, 2° dogereginde ham

0

M kopliginin, ham R™ \ M kopliginin noqatlar1 bolsa, z” nogatt M kopliginin

shegaraliq noqati dep ataladi. M kopliktin barliq shegaraliq nogatlarinan ibarat
koplik M kopliktin shegaras1 delinedi ham oni1 adette (M) dep belgileydi.

Bul tusinik jardeminde tuyiq koplikti de aniglaw mimkin.

8-amiqlama. Eger F' (F C R™) kopliktin shegarasi us1 koplikke tiyisli, yagniy

O(F) C F bolsa, F tuyiq koplik delinedi.

Jogarida keltirilgen tuyiq kopliktin 4- hdm 2- aniglamalar1 ekvivalent
aniqlamalar.

Qandayda bir M c R™ koplik berilgen bolsin.
9-amiqlama. Eger R™ kenisliginde sonday shar
U= z2€R™:p(x,0)<r , 0=(0,..0,0)

tabilip, M C U° bolsa, onda M shegaralangan képlik dep atalad:.

Malim, qandayda bir £ C R kopligi berilgen bolip, sonday 6zgermes p sani
tabilip,Ve € E ushin |z |< p, yagnty E kopliktin barliq elementleri (—p, p)

intervalda jaylassa, E shegaralangan koplik dep atalatugin edi. Joqarida keltirilgen
aniqlama m=1 bolganda us1 aniglamanin 6zi boladx.
R™ kenisligindegi shar, parallelepiped simpleksler shegaralangan koplikler.
Mina

D= =z,z,.2, €R":2 >02,>0,.,2, >0

m m

koplik shegaralanbagan boladi, sebebi R™ de har qanday
U= z€R"p(x,0)<r
shar alinganda da D koplikte sonday noqat, maselen q,,0,0,...,0 nogat (a, > 7)
tabilip, bul noqat U koplikke tiyisli bolmaydh.
Malim,
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r = x(t)

(a <t <), (15)
y = y(t)
yagny (z(t),y(t)) sistema (koplik) R? kenislikte,
z = x(t)
y=uyt) ¢ (@<t<b) (16)
z = 2(t)

yagniy (z(t),y(t), 2(t)) sistema (koplik) R® kenislikte iymek siziqt1 anlatatugin edi,
bunda z(t),y(t) janede z(t) — [a,b] segmentinde uzliksiz funkciyalar. Dara jagdayda
r=at+ 08, y=oat+08, z=at+p0P (—oo<t<+00), a,aya; =0

(a, 0,055 B),06,,0; —haqiyqry sanlar ham «;,a,,c; lerdin ishinde hesh
bolmaganda birewi nol’den 6zgeshe) bolganda (15) ham (16) sistema saykes turde

R? kenisliklerde tuwr siziglar boladi. Ane usi tusiniklerge uqgsas, R™ kenisliginde
1ymek s1ziq ham tuwr s1z1q tusinikleri kirgiziledi.

Meyli  z,(t),,(t),...,z, (t) funkciyalarmin har biri [e,b] kesindisinde
aniqlangan ham uzliksiz bolsin.

Mina
(0,0, 3(8) s, () (a <t <D) (17)
sistema yamasa noqatlar kopligi R™ kenisliginde iymek si1z1q dep ataladi.
Dara jagdayda, o =ot+ f, Ty =ot + p,y, .z, =a t+

—00 <t < +00), o, 0y,...;c, 5 B,06,,...,0, - haqiyqy sanlar ham o, ..., lerdin

keminde birewi nolden Ozgeshe bolganda (17) sistema R™ kenisliginde tuwri
siztiq  delinedi. R™ kenislikte 1qtiyarli eki r=(z',x'y,...,z" ) ham
z" = (z",2",,...,x" ) noqatlarin alayiq. Bul noqatlar arqali 6tiwshi tuwr siziq
tomendegi
(" +tlx" —2')), 2y +tlx"y—2Yy), ..., z' +tz" —z' ) (18)
(—oo<t<+4+0)

sistema menen anlatiladi. Bunda t=0 ham t=I bolganda R™ kenisliginin saykes
tarde z' ham z" nogatlar1 payda bolip, 0 <t <1 bolganda (18) sistema R"™
kenislikte z' ham z " noqatlarin tutastiriwshi tuwri s1zigtin kesindisi payda bolad.

R™ kenisliginde shekli sandagi tuwrt s1ziq kesindilerin izbe-1z tutastiriwdan
payda bolgan s1ziq siniq s1z1q dep ataladi.

M c R™ koplik berilgen bolsin.

10—amgqlama. Eger M kopliktin 1qtiyarli eki noqatin tutastiriwshi sonday
siniq s1z1q tabilip, ol M koplikke tiyisli bolsa, M baylamh koplik dep atalad.

Misallar. 1. R™ kenisligindegi parallelepiped, shar, simpleksler baylamli
koplikler boladi.
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2. R™ kenisliginin eki z' hdm z" noqatlarinan duzilgen z'.z" koplik
z',z" C R™ baylamh képlik bolmaydi, sebebi bul noqgatlardi tutastiriwshi siniq
siziq z',z" kopligine tiyisli emes.

11-amqlama. Eger M C R koplik ashiq ham baylamli koplik bolsa, ol
oblast’ dep atalad.

R™ kenisligindegi ashiq parallelepiped, ashiq shar, ashiq simpleksler R™
kenisligindegi oblast’lar boladi.

7 - lekciya
R™ kenislikte noqattin dogeregi. R™ kenisliktegi noqatlar izbe-izligi ham onin
limiti, m 6zgeriwshili funkciyamin limiti. Takirarty limitler.

Natural sanlar kopligi N ham R™ kenisligi berilgen bolip, f har bir n(n € N)
ge R™ kenisliginin qandayda bir z(" = xf”),xgn),...,xffl’) € R™ noqatin saykes
qoyrwshi sawlelendiriw bolsin:

f:N — R™ yamasa n — z™ = z\" 2" zn .

Bul sawlelendiriwdi tomendegishe korsetiw mimkin:
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I — x(l) - (I{I)?xél)a“ axrrll))a
2 = 2@ = (a2l 2),

n — 2™ = (xyl),xg"),...,a:ﬁg)).
f: N — R™ sawlelendiriwinin obrazlarian duzilgen
RIS CON (1)
koplik izbe-izlik dep ataladihamol 2™ dep belgilenedi. har bir z™ (n = 1,2,...)
di izbe-izliktin agzas1 delinedi. Demek (1) izbe-izlik agzalari R™ kenisliginin

noqatlarinan ibarat.

2™ izbe-izliktin saykes koordinatalarinan duzilgen xf") , :z:é") -

2™ ler sanli izbe-izlikler bolatuginin korsetiw menen birge, 2™ izbe-izlikti
ust m sandagi izbe-izliktin (belgili tartipte) birgelikte qarastiriliwi dep esaplaw
mumkin.
Izbe-izliklerge misallar keltireyik.

Lo =Ly, [EA] (2L
n'mn 22 33
2. m(n) — 1’0 N (1’ O)’ 1,0 3 1,0 3 e
n 2 3
320 = o] © 1, [ot] [0
n 2 3

4, ¢ = (=" (=) @, 1),(-1,-1),(@1, 1),...

5.2 =1 n): (1, 1), 1 2), (1, 3),

Bul keltirilgen izbe-izlikler R? kenisliginin noqatlarinan dazilgen izbe-izlikler.

1. Izbe-izliktin limiti. Endi (1) izbe-izliktin limiti tasinigin kiritemiz. R"™
kenisliginde izbe-izliktin limiti tusinigi haqiyqly sanlar izbe-izliginin limiti
tusinigine ugsas kiritiledi.

R™ kenisliginde gandayda bir

L) (2)

9 9 sy

™, (1)

izbe-izlik hdm a = aq,a,,...,a, € R™ noqat berilgen bolsin.

1-amqlama. Eger Ve > 0 alinganda da, sonday n, € N tabilip, barlq
n > n, ushin
p(z™,a) < e ()

tensizligi orinli bolsa, @ noqatt 2™ izbe-izliginin limiti dep ataladi hAm
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lim z™ = yamasa n —oo da z™ —aq

dep belgilenedi.

1-§ ta keltirilgen o noqatinifi € - dégeregi anigqlamasin itibarga alip, (™
izbe-izliktin limitin tomendegishede aniqglasa bolada.

2-amiqlama. Eger o noqatimn iqtiyarli U_(a) dogeregi alinganda da 2™

izbe-izliktin qandayda bir agzasinan baslap keyingi barliq agzalar1 us1 dogerekke
tiyisli bolsa, onda o — 2™ izbe-izliktin limiti delinedi.

Eger (1) izbe-izlik limitke iye bolsa, ol jiynaqh izbe-izlik dep ataladi.

Limit aniqlamasindag: shartti ganaatlandiriwsh1 o bar bolmasa, z™ izbe-
izligi limitke iye emes delinedi, izbe-izliktin 6zi tarqaliwshi dep atalad.

Izbe-izliktin limiti aniqlamasindagi € 1qtiyarli on san bolip, izlenip atirgan
n, (n, € N) bolsa us1 € ge (hamde, tabiyiy tarde, qaralip atirgan izbe-izlikke)
garezli baylanish turde tabilatuginina itibar beriw kerek.

Misallar. 1. B" kehisliginde mma 2 — {%%%} izbe-izliktin limiti

a = (0,0,...,0) bolatugini korsetilsin. Ve > 0 sanin alayiq. Us1 € ge saykes keletugin

Jm

9

n, = + 1 di tabamuz. Natiyjede barliq n > n, ushin

1 NN J
=, 0,0,...,0 = < = <e
n n ny [m]+1

19

S|~

1
paa =p =,
n

boladi. Demek aniglamaga muwapiq

m z™ = fim [ l,l,...,l ]: (0,0,...,0) = a
n—00 n—00 n n n
boladi.
2. Témendegi
2 = " et @ 1), (<L-1), (4 1), (—1L,—1), ...

izbe-izliginin limiti bar bolmaytugini korsetilsin. Meyli kerisi orinli bolsin, yagniy
berilgen izbe-izlik limitke iye ham ol a = (a,,a,) ge ten bolsin. Limit aniglamasina
muwapiq Ve > 0, dara jagdayda ¢ = 1 ushin sonday n, € N tabilip, barliq » > n,
ushin

p((1, 1), a,0y < p((—1,—1), ay, 0y )<e
boladi. Bul mina
2\/5 = p((-1-1),(1, 1)) < p((_1’_1)7(a’17a2)> + p((al’a’Q)?(L 1) <e+e=2=2
garama-qarsiliqqa alip keldi. Bunin sebebi qaralip atirgan izbe-izlik limitke iye
degenimiz boladi. Demek berilgen izbe-izlik limitke iye emes.
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R™ kefiisliginde 2™ = 2\ a{" .. 2 izbe-izlik berilgen bolip, ol
a= a,a,,...,a, limitke iye bolsm. Bul jagdayda limit aniglamasina muwapiq
Ve > 0 berilgende de ™ izbe-izligininh qandayda bir n,-agzasman baslap
keyingi barliq agzalar1 a nogatinin

Ua)= z€R":p(r,a)<ce
sferaliq dogeregine tiyisli boladi. Bul sferaliq doégerek us1 baptin 1-§ degi 12.1-
lemmaga muwapiq ust ¢ noqatinth U_(a) parallelepipedial dogereginin ulesi
boladi:
U_(a) C U_(a).

Demek, 2™ izbe-izliktif us1 n,-agzasman baslap, keyingi barliq agzalar
a noqatimin U_(a) dégereginde jatadi, yagniy barliq n > n, ushin
M e [jg(a) = 3,Ty,...,7, €R":a —c<x <a +¢..,a, —<z, <a, t+¢
boladi. Bunnan, barliq n > n, ushin

a1—6<x£”) <a +e

a2—6<:1:§")<a2+6

a, —e <z <a, +¢
bolatugini kelip shigad1. Demek Ve > 0 alinganda da, sonday n, € N tabilip barliq
n > n, ushin
‘xf") —al‘ <e, ‘Ién) —az‘ <eg .. ‘x () —am‘ <e

boladi. Bul bolsa

m

(n)

lim 2, = ay,
n—oo
lim 2" = ay,
n—oo

lim 33,(7?) = a,,
n—o0

ekenligin bildiredi.
Solay etip, R™ kenislikte 2 = (z\" 2", .. 2") izbe-izliktin limiti

a = (a;,a,,...,a,) bolsa, onda bul izbe-izliktin koordinatalarinan duzilgen sanlar
izbe-izlikleri 2™ | ™ .., 2" lerde limitke iye bolip, olar siykes tarde a

noqatinin a,,a,,...,a, koordinatalarina ten.
Demek,
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[ 1im 2" = a,,

n—oo
lim z{" = a,,
lim 2 =g = {nr"’ ? (3)
lim 2™ = q,,
Endi R™ kenislikte izbe-izliktin koordinatalarman duazilgen :1:%") ,
2 .., 2 sanlar izbe-izlikleri limitke iye bolip, olardif limitleri saykes tirde

a = (ay,ay,...,a, ) € R™ noqat koordinatalari a,,a,,...,a,, lerge tefi bolsin:
(n)

lim 2" = ay,
n—oo
lim 20" = ay,
n—00

. n)
lim ") = a,,
n—oo

Limit anmiqlamasina tiykarlanip, Ve > 0 alinganda da, ge muwapiq

€
Jm
sonday n\" € N tabiladi, barliq n > n{" ushin

‘ a:f")—al ‘<i

N

sonday n\”) € N tabiladi, barliq n > n((f) ushin

(n) £

Ty —a <

‘ ? 2 ‘ N'm

ham tag1 basqa, sonday ném) € N tabilip, barliq n > n(()m) ushin

‘ x(”)—am ‘<i

" Jm
boladi. Eger n, = max n(()l) ,n(2),...,n(()m) dep alsaq, onda barliq n > n, ushin bir
jola

—a, |[<——= (i=12 ...m)

bolip, onnan

bolatugini kelip shigadi. Bul bolsa,

lim z™ = q

n—oo
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ekenligin bildiredi.

Demek, 2™ = x§"),x§"),...,x$) izbe-izlik koordinatalarinan duzilgen
A" a2 sanlar  izbe-izliklerinin  limitleri  sdykes  tirde

a = (ay,a,...,a) nogat koordinatalart aj,a,,...,a, lerge ten bolsa, 2™ izbe-

izliktin limiti joqaridagi aniglama manisinde us1 @ noqat boladi:
(n) ‘

lim ;" = ay,
i 2
lim z3" = a.,
oo 2 1= lim 2™ =4 (4)
lim :1:55) =a,
Joqaridagi (3) ham (4) qatnaslardan
lim " = q,
lim J:é") = ay,
lim z™ =q = {n—

n—oo

lim 2" = q,,
n—oo

ekenligi kelip shigadi.
Solay etip tomendegi teoremaga kelemiz:

1-teorema. R™ kenisliginde 2™ = 2 2" . 2" izbe-izliktin
a= a,ay..,a € R™ gaumtliwi 2" — a (n — oo xe) ushin n — oo xe bir
jola
x%n) — ay,
xén) — Q,

boliw1 zarur ham jetkilikli.
Jogaridagi  2-misalda -1 nH,(—l)"+1 izbe-izliktin  limiti  bar

bolmaytugini usi teoremadan dérhal kelip shigada.

Bul teorema R™ kenisliginde izbe-izliktin limitin Gyreniw sanli izbe-
izliklerdin limitin Gyreniwge keltiriletuginligin anlatada.

Matematikaliq analiz kursinin 1-bolimi, 3-babinda sanlar izbe-izligi hAm onin
limiti keh tarde uyrenilgenligi malim. Usmi itibarga alip, biz tomende R™
kenisliginde izbe-izlikler limitleri teoriyasinin bayanlamasinda tiykarg faktlerdi
gana keltiriw, olardin ayirimlarin dalillew menen shegaralanamiz.

Joqarida dalillengen teorema ham jiynaqli sanlar izbe-izliginin gésiyetlerinen
R™ kenisliginde jiynaqli izbe-izliktin tomendegi qasiyetleri kelip shigadi:
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1°. Eger 2z izbe-izlik jiynaqli bolsa, onin limiti jalgiz.
Kelesi qasiyetti keltiriwden burm, z™  izbe-izliktin shegaralanganlig

tisinigi menen tanisamiz.
Eger 2™ izbe-izliktin barliq agzalarman dizilgen koplik shegaralangan

bolsa, ™ izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik dep ataladh.
R™ kenisliginde 2z = q,{”), :pé"),...,xjjl izbe-izlik shegaralangan
bolsin. Aniglamaga muwapiq (12.9-aniqlama) sonday

U= ze€R™: p(z,00<r shar tabilp, Yn e N ushn z e U° bolad.
Demek,

Keyingi tensizlikten

| x%”)l <r | xén) l<r, .., 1™ 1<r (VneN)
bolatugin kelip shigadi.

Solay etip, " = xi"),xén),...,x;?) izbe-izlik shegaralangan bolsa, bul
izbe-izliktin koordinatalarinan ibarat bolgan xY‘) : :z:é") s :z:ﬁfj) izbe-
izliklerdin har biride shegaralangan boladi eken.

Endi 2" = xf”),xén),...,xsj) izbe-izliktin koordinatalarinan ibarat

x%”) , :zzgm , ...,z izbe-izliklerdin har biri shegaralangan bolsin. Sanlar

izbe-izliginin shegaralanganliginin aniqlamasina muwapiq (1-bolim, 3-bap, 2-§)
sonday C,,C,,...,C,, 6zgermes sanlar tabilip, Vn € N ushin

C 2 < O
| .”Eén) |<02
LM <O

boladl. Eger C = max C,,C,,...,C,, depalsaq x,ﬁ”) 1< C (k=1,2,3,...,m)
bolip, onnan Vn € N ushin
p(z\™,0) < Cvm

bolatugmnin tabamiz. Bul 2z izbe-izliktin shegaralanganin bildiredi.

Solay etip, z™ = x§”),x§”),...,x§[;’) izbe-izliklerdin koordinatalarinan ibarat
xgn) : xé") , ...,z izbe-izliklerdin har birinin shegaralanganliginan 2™

izbe-izliktin shegaralanganligi kelip shigar eken.
Natiyjede tobmendegi teoremaga kelemiz:
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2-teorema. R™ kenisliginde 2™ = 2™ 4" 20 izbe-izliktin

shegaralangan boliw1 ushin bul izbe-izlik koordinatalarinan ibarat :c%") , :Eén) ,

..., o™ sanlar izbe-izlikleriniA har birinin shegaralangan boliw1 zarGr ham
jetkilikli.

Maselen, R* kenisliginde %,% (n =1,2...) izbe-izlik shegaralangan
boladi, sebebi bul izbe-izlik koordinatalarman ibarat izbe-izliklerdin har biri
shegaralangan. R? kenisliginde (n,n) (n = 1,2,...) izbe-izlik shegaralanbagan
izbe-izlik.

Joqarida keltirilgen (1,1), (-1,—1), (1,1),... izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik

boladi. Bul misaldan korinip turganinday shegaralangan izbe-izlikler limitke iye
boliw1 da, limitke iye bolmaw1 da mumkin eken. 2°. Eger

2™ izbe-izlik jrynaqli bolsa, ol shegaralangan boladh.

Jiynaqli izbe-izlikler ustindegi arifmetikaliq amellerdi tyreniwden burin R™
kenisligi elementleri ustinde orinlanatugin amellerdi keltiremiz.

R™ kenisliginif eki a = (a,a,,...,a,,), b = (b,b,,...,b ) noqatlarin alayiq.

R™ Kkenisliginin (a; + by, ay +b, ...,a, +0b,) nogati @ ham b nogatlar
qosindist  dep ataladi ham a+0b  dep  belgilenedi: a+b=
(a1 + by,a9 + by, ooy @, +by,).

R™ kenisliginin (aa,aa,,...,aq, ) (a—haqiyqly san) nogat1 o haqiyqry sani
menen a € R™ nogat kébeymesi dep ataladi ham «a dep belgilenedi:
aa = (aa;,oa,,...,aq ). R™ kenisliginin « ham b noqatlar1 arasindagi ayirma
a+ (—1)b korinisinde aniqlanadi ham a-b dep belgilenedi: a —b = (a; — by,
ay — by,...,a,, —b,,). Solay etip, R™ kenisligi nogatlari ustinde qosiw, ayiriw ham
R™ kenisligi nogatin haqiyquy sanga kobeytiw amelleri kiritiledi.

R™ kenisliginde eki

ZE(n) = l'l(n) ) xgn), ceey 337(7?) ) y(n) = yyl) ) yén)7 M) y7(f,LL)
izbe-izlik berilgen bolsin. Mina
A4 ) ) ) (0 =123

izbe-izlik z™ ham ¢ izbe-izlikler qosindisi dep ataladi ham (™ + 4™
dep belgilenedi, z™ ham 4™ izbe-izlikler ayirmas: tomendegi

$§n) - y£n)7$§n) o én)vﬂjgr?) - yfg) (Il - 1’2’3’”')

izbe-izlik sipatinda aniglanadi ham z(™ — ¢ dep belgilenedi.
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R™ kenisliginde — aa\™ az",...,azl izbe-izlik o sani menen (™

izbe-izlik kébeymesi dep ataladi ham a2z  dep belgilenedi.
3°. Eger 2™ izbe-izlik jiynagh bolip, omin limiti ¢ (a € R™) bolsa, onda
az™  (a € R) izbe-izlikte jiynagli bolip, bul izbe-izliktin limiti aa ga tef bolad:

lim az™ = aa = a lim ("

4°Eger 2™ ham 4™ izbe-izlikler jrynaqli bolip, olardin limiti saykes a
ham b bolsa, onda 2™ + ™ izbe-izlikte jiynaqli bolip, bul izbe-izliktin limiti

a £+ b ga ten boladr:
lim (™ £ ™) =a +£b = lim 2™ £ lim y™.

5°Eger a nogat M (M < R™) kopliktin limit nogati bolsa, onda M koplik
nogatlarinan o« ga umtihwshi 2™ izbe-izlik (™ e M, n =12...) ajiratiw
muamkin.

Malim o« nogatt M kopliktin limit nogat: bolsa, « nia har bir U_(a)
dogereginde (Ve > 0) M kopliktin sheksiz kop nogatlari boladh.

b /4 /4 - - - - 1 ,
Nol’ge umtilatugin on sanlar izbe-izligi €, = — alip « nogatinin
n

Ui(a) :{ z € R™ : p(z,a) < 1 }

n

n

dogeregin duzemiz. Bul a nogat M kopliktin limit noqgati bolgani ushin « noqatinin
U,(a) dogereginde M kopliktin o dan 6zgeshe nogatlari boladi. Olardan birewin z)

dep alamiz. Endi ¢ noqatimin U py (a) dogeregin qarayiq. Bul dogerekte de M

kopliktin o dan 6zgeshe noqatlar1 boladi. Olardan 'Y den 6zgeshe bolgan birewin
#? dep belgileymiz. Usilay qilip dawam etip n-adimda o nogatimn U, (a) dogeregi

alinsa, bul dogerekte de M kopliktin « dan 6zgeshe noqatlari boladi. Olardan

W 2@ . 2"V noqatlarinin har birine ten bolmaytugimnmn alip, on1 z™ menen

belgileymiz. Janede usinday qilip dawam etip, natiyjede M koplik nogatlarinan
g™ W @t

ajiraladi. Bul izbe-izlik ushin
p 2.4 < 1 n=1 2, ..)
n

bolgani sebepli, n — oo ke 2™ — a bolatugim kelip shigadi.

2. Koshi teoremasi (jrynaqhihq principi).

Aldin aytip otkenimizdey, izbe-izliktin qashan limitke iye boliwin aniglaw
limitler teoriyasinin ahmiyetli maselelerinen biri.
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Jogarida keltirilgen 1-teorema, R™ kenisliginde 2™ izbe-izliktif jiynagh

boliw1 bul izbe-izlik agzalari koordinatalarinan duazilgen sanli izbe-izliklerdin
jiynagli boliw1 argali aniglanatuginin korsetedi.

Daslep, bul jerde de fundamental’ izbe-izlik tusinigi menen tanisamiz. R™
kenisliginde «(™ izbe-izligi berilgen bolsin.
3-amqlama. Eger Ve >0 alinganda da, sonday n, € N tabilip, barliq
n > n,, p>n, lerushin
(™), 2 < &

tensizligi orinli bolsa, z™ fundamental’ izbe-izlik dep ataladh.

l,l]} izbe-izlik fundamental’ izbe-

Misallar. 1. R? kenisliginde mina {
nn
izlik boladi. Haqiygattan
1 1

[ [1 1] 1 1] \/ 2 [1 1]2 ‘1 1
P T || T - +|——— i

Eger Ve > 0 saniushin n, natural sanin

22

ng = |——
€

+1

dep alsaq, onda barliq »n > n,, p > n, ler ushin

[[1 1] 11 1 1
1% R <_+_ 2< —

—=E=¢€
n,  n, N D)
bolatuginin tabamiz. Demek, berilgen izbe-izlik fundamental’ eken.

0 iz, =1+2+..+2 izhe-izligi
2 n

fundamental” bolmaydi. Haqiyqattan da, bul izbe-izlik ushin, maselen n > p da

22

2. R? kenisliginde tomendegi =«

n?

2 1 1 1 _n-—p
z,0),(x ,0)) =4  —=x = xr —x = -+ +..4+=>

bolip, n = 2p bolganda

1
P((xp, 0)? (xna 0)) > 5
ekenligi kelip shigadi. Bul berilgen izbe-izliktin fundamental” emesligin korsetedi.
Meyli ™ = xgn), xé"), s xfg) fundamental’  izbe-izlik  bolsin.

Aniglamaga muwapig, Ve > 0 ahnganda da, sonday n, € N tabilip, barlq
n > ng, p > ng ushin

boladi. Bul tensizlikti tdmendegishe
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jazip, onnan

mz(.”) —:L"Z(p)‘ <e
bolatugimin tabamiz. Bul 2" | W | .. 2  izbe-izliklerdin har biri
fundamental’ izbe-izlikler (garalsin, 1-bélim, 3-bap, 10-§) ekenligin bildiredi.
Sonday qihp, R™ kenisliginde ™ = 2" 2" M izbe-izliktin

fundamental’ bolwinan bul izbe-izlik koordinatalarinan dazilgen =™ | ("

] 1

..., o™ izbe-izliklerdia har birinin fundamental’ bolatuginhg: kelip shigar
eken.

Endi ™ = x}"),xén),...,x%” izbe-izlik koordinatalarinan ibarat
2" dm . 2 izbe-izliklerdin har biri fundamental” bolsim.

Bul jagdayda Ve > 0 alinganda da, \/L_ ge saykes keliwshi sonday
m

n(()l), néQ), - ném) natural sanlar tabilip,
1 1 n ] €
barliq n > n{", p > n{!) = \x§>—x§p>\<\/—m,
2 2 n p €
barliq n > nl?, p>nl? = ‘xg)—xgn <=
m m n £
barliq n > n((J ), p > n(() ) = ‘xﬁn) — | < N

boladi. Eger n, = max nél),néQ),...,ngm) dep alsaq, onda barliq n > ny, p > ny
ushin bir waqitta

tensizlikler orinlanadi. Natiyjede

m

m 2
(n) _ (p) 2 < [ € ] —

boladi. Demek

Bul 2 fundamental’ izbe-izlik ekenligin bildiredi. Natiyjede tdbmendegi
teoremaga kelemiz:
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3-teorema. R™ kenisliginde 2™ = 2" 2 . W izbe-izlik

fundamental’ boliw1 ushin bul izbe-izlik koordinatalarinan duzilgen :c%") , :Eén) ,

xf:) izbe-izliklerdin har birinin fundamental’ boliw1 zarar ham jetkilikli.

Jogaridagr 1- ham 3- teoremalardan R™ kenisliginde z™ izbe-izliktif
jiynaqglilig1r hagqinda tdmendegi teorema kelip shigadi.

4-teorema. z™ izbe-izlik jiynaqli boliw1 ushin ol fundamental’ boliwi
zarur ham jetkilikli.

Bul teorema Koshi teoremasi yamasa jiynaqhiliq principi dep ataladi.

3. Ishpe-ish jaylasqan sharlar principi. "Matematikaliq analiz" kursinin 1-
bolimi 3-bap, 8-§ de haqiyquy sanlar kopligi

fl(x)_fl(a) = A(@) a) — f(z b x)— f(a din Liglig
L) f(a) fQ(a)-fQ(x)[fQ( ) = A )]+f2(a)[fl( )= f(a)], din  tolighgna

tiykarlangan ishpe-ish jaylasqan segmentler principi qarap otilgen edi. Sogan uqgsas

princip R™ kenisliginde de orinli hAm bunnan biz keleshekte kop paydalanamiz.
Oraylar o™ = a§“> : aé”),...,agﬁ) € R" nogatlarda radiuslari

r, € R, (n=1,2 ..,) bolgan mina

S, =S a(l),ﬁ = z€R": p x,a(l) <n ,
Sy =8, aPr, = z€R": p zad? <mn
Sn = Sn a/(n)arn - T E Rm : p x)a(n) S ’]"n

sharlar berilgen bolsin. Eger tdmendegi
5258 >..D05 D..

qatnas1 ormli bolsa, onda S ishpe-ish jaylasgan sharlar izbe-izligi dep ataladi.

5-teorema. R™ kenisliginde ishpe—ish jaylasgan sharlar izbe-izligi S
berilgen bolsin. Eger n — oo ke shar radiuslar1 7, nol’ge umtilsa, yagniy

Jim 7 =0

bolsa, onda barliq sharlarga tiyisli bolgan a (¢ € R™) noqat bar ham jalgiz.

Dilil. S, — R™ kenisliginde ishpe-ish jaylasgan sharlar izbe-izligi bolsmn.
Bul shar oraylar1 «™ o™ € R™, n =1, 2, ... lerden ibarat o™ izbe-izlik
duzeyik.

a™ € S, bolatugini ayqmn. Eger p > n bolsa, onda S, > S, bolganligman
al?) e S boladi. ™ €8, a?) €S, bolganligman

pla™,a?) <2,
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boladi. Teoremanin shartinen n — oo ke . — 0 den ham joqaridag: tensizlikten
o™  fundamental’ izbe-izlik ekenligi kelip shigadi. Koshi teoremasinan bul izbe-

izlik limitke iye. Biz on1 a menen belgileyik.

lim ™

n—oo

= a

Iqtiyarlh S (n =1,2,...) sharm alayiq. Bul shar ™  izbe-izliginif

n

qandayda bir agzasian baslap keyingi barliq agzalarin 6z ishine alad1 (kép bolganda

al™  izbe-izliktin shekli sandagi aV,a®...,a(""V) agzalari gana S sharga tiyisli
bolmaw1 mimkin). Demek, « noqatt S nin limit noqatt ham S  tuyiq koplik
bolgani ushin « € S, (n = 1,2,...) boladi. Solay etip, « noqatinin barliq sharlarga

tiyisli ekenligin korsettik. Endi bunday « noqatinin jalgizligin korsetemiz. Meyli, a
noqatinin  6zgeshe barliq sharlarga tiyisli bolgan b noqatida bar bolsin:

besS, (n=12..) b=a. Araliq gasiyetinen paydalanip tabamiz:
p(a,b) < p a,a™ +p a™b < 2.
Bunnan n — oo ke 1, — 0 ge bolgani ushin
pla,b) = 0,

yagniy a = b bolatugini kelip shigadi. Teorema dalillendi.

4. Ules izbe-izlikler. Bol’cano-Veyershtrass teoremasi.

R™ kenisliginde

2™ g g e R =12,
izbe-izlik berilgen bolsin. Bul izbe-izliktin MYy Ty eeey Mgy e
n,ng <..<.., n, €N, k=12..,

sanl1 agzalarinan dazilgen mina

g g gt g™ e R

izbe-izlik 2™ izbe-izliktin ules izbe-izligi dep ataladi hdim =z ™  dep

belgilenedi. Maselen, R™ kenislikte tomendegi

<1,1>,[ =3 ]

1 1
“’”’( 2257 J

(L),

izbe-izlikler

izbe-izliktin tles izbe-izlikleri boladi.
Bir izbe-izlikten juda kop tarli tles izbe-izlikler ajiratiw mumkin ekenligi
ayqin.
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6-teorema. Eger z(™ izbe-izlik jiynagh bolip, onif limiti a(a € R™)bolsa,
onda bul izbe-izliktin har qanday tles z ™  izbe-izliginde jiynagli bolip, oni

limitide « ga ten boladi.
Bul teoremanin dalili izbe-izliktin limiti aniqlamasinan tikkeley kelip shigadi.
1-eskertiw. Izbe-izliktin ules izbe-izliginin limitinin bar ekenliginen berilgen
izbe-izliktin limiti bar boliw1 barqulla kelip shiga bermeydi. Maselen mina izbe-
izliktin
(1L,1), (—1,=1),...,(1,1), (-1,-1),...,((-1)" ", (=) 1),...
izbe-izliktin
(LD, (1,1),...(1,1),... , (—=1L,—=1), (-1,-1),..0,(-1,-1),...
ules izbe-izlikleri limitke iye (olar saykes (1,1) ham (-1,-1) noqatlarina ten bolgani

+1 +1 . . .. .
menen —1"", -1 " izbe-izlik limitke iye emes.

Demek, ™ izbe-izlik limitke iye bolmasada omi ules izbe-izlikleri

limitke iye boliw1 mimkin eken.

/-teorema (Bol’cano-Veyershtrass teoremasi). Har bir shegaralangan izbe-
izlikten jiynaqgl tles izbe-izlik ajiratiw mumkin.

Dalil. 2™ = g™ gl izbe-izlik shegaralangan bolsin.

Amglamaga muwaplq sonday shar z € R™ : p(z,0) < r tabihp, 2™ izbe-

izliktin barliq agzalar1 us1 sharda jatadi.
Eger mina
{x € R™ : p(x,0) < r} C Ur(0)
gatnast1 esapga alsaq, onda barliq n ler ushin
<" <r (i=12..,m)
bolatugim tabiladi. Bul =™ | z{" , ..., 2 izbe-izliklerinia har birinin
shegaralanganligin bildiredi.
1-bolim, 3-bapta keltirilgen Bol’cano-Veyershtrass teoremasina muwapiq
a:§”) izbe-izlikten jiynaql ules izbe-izlik xink) di ajiratiw mimkin. Natiyjede

birinshi koordinatas1 jiynaqli bolgan mina
{Gl" o)}
izbe-izlikke kelemiz.

Endi {xg%) } izbe-izlikti qarayiq. Bul izbe-izlikte shegaralangan. Janede
Bol’cano-Veyershtrass teoremasina muwapiq {z{"*’} dan jiynaqli ules izbe-izlik
{xg%) } ajirattw mumkin. Natiyjede, birinshi ham ekinshi koordinatalar1 jiynaqh
bolgan

{(af™ 2" . alie)))
ules izbe-izlik payda boladi.
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Usinday qilip dawam ete berip, m adimnan keyin, barliq koordinatalar

jiynaqli bolgan mina
(G a™ ) aliin))y = {al))
tles izbe-izlikke iye bolamiz. Bul izbe-izlik {z(™}izbe-izliktin tules izbe-izligi
bolad. Ekinshi jagtan, 1-teoremaga muwapiq {z"«’}izbe-izlik jiynaql izbe-izlik
boladi. Teorema dalillendi.
Kop ézgeriwshili funkciya ham omin limiti

Daslepki tusinikler gatarinda (1-bolim, 1-bap, 3-§ ) iqtiyarli E kopligin F
koplikke sawlelendiriw (¢ : F — F) tasinigi  keltirilgen edi. Sofiinan
E=N,F=R;, FE=R F=R, ham F =N, F =R"™ dep mna

f:N—R f:n—2x,;neN, x, €R,

p:R—R (p:x—y, z€R y€ER),

Y: N —R" ¢:n— (x,29,...,2,); n€N, (z,29,...,2,) € R"
sawlelendiriwlerge iye boldiq. Bul sawlelendiriwler saykes sanlar izbe-izligi,
funkciya janede R™ kenisligi noqatlar1 izbe-izligi, tasiniklerine alip keldi. Sanlar
izbe-izligi ham onin limiti 1-bolimnin 3-babinda, funkciya ham onin limiti 1-
bolimnin 4-babinda, R™ kenisligi noqgatlart izbe-izligi ham onmin limiti bolsa usi
baptin 2-§ de ken tarde bayan etildi.

Endi E = R™, F =R dep f: R" — R sawlelendiriwin qaraymiz. Bul kop
6zgeriwshili funkciya tisinigine alip keledi.

1. Funkciya. Qandayda bir M (M < R™) kopligi berilgen bolsin.

1-amqlama. Eger M kopliktegi har bir « = z,,z,,..z,  noqatina bazi bir
qagiyda yamasa nizamga muwapiq bir haqiyqly san saykes qoyilgan bolsa, M
koplikte kép o6zgeriwshili (m ézgeriwshili) funkciya berilgen (amqlangan) dep
atalad1 ham oni

[ x,%,...,z, —y yamasa y=f z,,,..7, (2)

dep belgilenedi. Bunda M - funkciyanin beriliwi (anmiqlamw) képligi, z,,z,,...,z,
erikli 6zgeriwshiler-funkciya argumentleri, y eriksiz 6zgeriwshi -z,,2,,...,z,
6zgeriwshilerinin funkciyasi delinedi.

Ty, To,....,x,  NOGAt bir X penen belgileniwin itibarga alip, bunnan keyin

derlik barhq waqit =z,x,,....,z, nmn ornina X ti isletemiz. Onda joqaridag: (1)

belgilewler tomendegishe jaziladi:
f:z—y yamasa y=f(x)(xeR",yeR) funkciyanin beriliw kopliginen

alingan z" € M noqatina siykes keliwshi y, san1 y = f(z) funkciyanin z = z°

noqatindagi dara manisi dep ataladi.
Misallar. 1. f— R™ kenisligindegi har bir z noqgatina usi noqat
koordinatalar1 kvadratlarininh qosindisin saykes qoyiwshi qagiyda, yagniy
f:zr:—>:r:12 —i—xg —|—...+xfn
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bolsin. Bul jagdayda y = 27 + 23 + ... + 22, funkciyasi hasil boladi. Bul funkciya

M = R™ koéplikte berilgen.
2. F-harbirz e M= z € R™: p(x,0) <1 noqgatqa mina

T — \/1—51312 —x% —...—:Ufn
qagityda menen bir haqiyqiy sandi sdykes qoysin. Bul jagdayda da kop 6zgeriwshili
Yy = \/1—51312 —x% —...—x;

funkciyaga iye bolamiz. Bul funkciyanih M koplikte berilgenligi ayqin.

f(x) funkciya M C R™ koplikte berilgen bolsin. X 6zgeriwshi M kopliginde
Ozgeredi, funkciyanin sdykes manislerinen ibarat f(z): z € M koplik funkciya
manislerinin kopligi (funkciyanin ézgeriw oblasti) dep ataladi. Joqarida
keltirilgen musallardin birinshisinde funkciyanin manisler képligi [0, +o0],
ekinshisinde bolsa [0,1] segmentinen ibarat.

Kop 6zgeriwshili (m 6zgeriwshi) funkciyalarda funkciyalardin beriliw kopligi
R™ kenisligindegi koplik bolip bul funkciyanin manisler kopligi bolsa haqiyqry
sanlardin ules kopliginen ibarat bolatuginin jane bir marte esletip dtemiz.

R™*! kenisliginin (z,y) = € R™, y = f(z) € R noqatlarinan ibarat mina

{(z. f(2)} = {(2,f(2)) : © € R", f(z) € R}

kopligi y = f(z) funkciya grafigi dep ataladi. i
7= ", F.;
Maselen, m = 2 bolganda ( R* kenisliginde) /N o
y=a, -3, y=a)+al,y=+1—a7—a} funkciyalar / ”’Qz.a/; 7
grafigi sdykes tarde R® kenisliginde giperbolahq ”* | )
paraboloid, aylanba paraboloid ham joqar1 yarim -"H/__ N
sferalardan ibarat (10-s1zilma) W N
¥ Iz
{ | . \\ e y ‘»:L:"‘\I\
i'-\\.. ‘!. | "j &7 5 ".s H\ '—.“n'f'
) T T Lo e
.\:\\_ iJ W ‘~.;!l\,')
1-s1z1lma J
M c R™ koplikte y = f(z) = f(2,,2,,...,4,,) funkciya berilgen bolip,

T, T,,...,x. lerdin har biri T ¢ R* (k € N) koplikte berilgen funkciyalar bolsin:
1772 m p g y

1 = @i(t) = @ittt

Ty = @o(t) = @altistyseens ty)

Ty = Som(t) - ()Om(tbt%'“?tk)
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Bunda ¢ = (t,t,,...,t,) 0zgeriwshi T C R* koplikte 6zgergende olar siykes

r = (2,,2,,...,4,,) hogat M C R™ koplikte bolsin. Natiyjede y O6zgeriwshi
r = (z,%,,...,x, ) Ozgeriwshi arqali ¢ = (¢,t,,...,t,) Ozgeriwshilerdifi funkciyasi
boladu:
t—x—y
(ttysenty) = (@), Tgyes, ) — 4.
Bul
y = fz(t)) = f @ tiytossly ;00 tyloyesty 5oy @ oty .ty

funkciya quramal funkciya yamasa f(x) ham ¢;(¢), (i = 1,2,...,m) funkciyalar
superpoziciyasi dep ataladi.

Elementar funkciyalar Gstinde qosiw, ayiriw, kdbeytiw ham boliw amelleri
ham funkciyalar superpoziciyasi jardeminde kop 6zgeriwshili elementar funkciyalar
hasil qilinadi. Mina

y = e 2Tm -y —n [z F 1 F ... F 2,
y=sin -2y +sin 2y 23 +..+sin z, -z,
funkciyalar1 sonday funkciyalar boladi.

f(z) = f(z;,2,,...,z, ) funkciya M C R™ koplikte berilgen bolsin. Eger bul
funkciya manisler kopligi

Y= f x,09,.,2, : x,%,..,2, €M
joqaridan (tdbmennen) shegaralangan bolsa, yagniy sonday 6zgermes C (6zgermes
P) san1 tabilip, V z,,z,,...,z, € M ushin

m

[ x,2y,..,x, <C [ x,2y,...,0, =P

»U'm

tensizlik ormnli bolsa, f(z) = f z,x,,...,z,, funkciya M koplikte joqaridan

(tomennen) shegaralangan dep ataladi, keri jagdayda, yagniy qalegen tulken S on
sani tabilganda da, M koplikte sonday =;,),...,20 noqati tabilip,

0 .0 0 0 .0 0
foa,zy,...,z, >S5 foa,zy,..,z, <=5

tensizlik ormh bolsa, f(z)=f z,%,,...,z,, funkciya M koplikte joqaridan
(tomennen) shegaralanbagan dep ataladi.
Eger f(z) = f =z,,,...,z,, funkciya M koplikte joqaridan da, tomennen de
shegaralangan bolsa, funkciya us1 koplikte shegaralangan delinedi.
Maselen. M = R?\ {(0,0)} de berilgen
1
f oo, = ——
b 51712 + x§
funkciya us1 M koplikte tomennen shegaralangan, lekin joqaridan shegaralanbagan:
Y = (0,00).
2. Funkciyanin limiti. R™ kenisliginde qandayda bir M koplik alayiq. «
noqatt a = a,a,,...,a,  ustkopliktif limit noqati bolsin.
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Bul jagdayda M kopliginin noqatlarman o« ga umtibwshi tarli = ("
2" e M, " =a n=1 2 .. izbe-izlikler diziw mamkin:

lim 2" = q

n—oo

Endi us1 M koplikte gandayda bir y = f(z) funkciya berilgen bolsin.
2—aniqlama (Geyne amqlamasi). Eger M kopliginin noqatlarinan duzilgen,
a ga umtibwsh1 har ganday 2" 2™ =q n=1 2 .., izbe-izlik

alinganda da saykes f z"  izbe-izlik barliq waqitta jalgiz b (shekli yamasa

sheksiz) limitke umtilsa, b f(x) funkciyasinin « noqatindagi (yamasa z — a ga)
limiti® dep ataladi ham om
lim f(z) =b yamasa z —a ga f(z)—b

dep belgilenedi.

Funkciya limitin basqashada aniglawga bolada.

3—amqlama. (Koshi aniqlamasi) Eger Ve > 0 sani ushin sonday § > 0 sam
tabilip, mina 0 < p(z,a) < 6 tensizligin ganaatlandirtwsh1  barliq z € M
noqatlarinda

| flz) —bl<e

tensizligi orinli bolsa, b sani f(z) funkciyasinin a noqatindagi (z — a &1) limiti dep
ataladi.

4-amiqlama (Koshi amiqlamasi). Eger Ve > 0 sani ushin sonday 6 > 0
tabilip, mina 0 < p(z,a) < 6 tensizlikti qanaatlandiriwshi barliq z € M noqgatlarda

| f@) |>6 (f(@)>5 flz) <—2)
bolsa, f(x) funkciyanin a noqatindagi (z — a dagi ) limiti oo (4o00,—00)
delinedi
Solay etip funkciya limiti eki tarli aniglanadi. Bul aniglamalar ekvivalent
aniglamalar. Bunin dalili 1-bolim, 4-bap, 3-§ de keltirilgen bir 6zgeriwshili funkciya
limiti aniqlamalar1 daliline ugsas.
Jogaridagi }Ex}] f(z) =b yamasa z — a ga f(z) — b belgilewler

T= T, Tyis®, , @= Q,0,...,a_ "M
T, — q
T, — ay
T — a <=
T, —a

ekenligin itibarga alip, tomendegishe
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I — a4

Lo — Qg

lim f z,z,,...,0, =b Yyamasa ge f z,7,....,7,, —b
P
1 1
%m0 Ty = Oy
r —a
m m
dep jaziwga da bolad.

R™ kenisliginde bazibir M koplik berilgen bolip, oo usi képliktin limit noqgati
bolsin. Bul M képlikte y = f(z) funkciya berilgen.

S5-anmiqlama (Geyne amqlamasi). Eger M kopliktin noqatlarinan duzilgen
qalegen 2™ izbe-izlik ushm 2™ — oo ke saykes f(2(™) izbe-izlik barliq waqt

jalgiz b ga umtilsa, b f(z ) funkciyanin = — oo ke limiti dep ataladi ham
lim f(z) =5

dep belgilenedi.
6-aniqlama (Koshi amiqlamasi) Eger Ve > 0 sani ushin sonday ¢ > 0 sam
tabilip, mima p(x,0) > ¢ tensizligin ganaatlandiriwshi barliq = € M nogatlarda

‘ flx)—»b ‘ <e
tensizligi ormli bolsa, b f(X) funkciyanin 2 — oo ke limiti dep ataladi ham
lim f(z) =5

dep belgilenedi.
Funkciya limiti tasinigi kiritilgende limit gqaralip atirgan noqatta funkciyanin
beriliwi (aniqlaniw1) shart emes ekenligin jane bir marte esletip 6tpekshimiz.
1—eskertiw. Joqarida funkciya limitine berilgen Geyne aniqlamasinin

dhmiyeti, qalegen z(™ 2" =q n=1 2.., ™ —a izbe-izlik ushin
saykes  f(z\) izbe-izliktinh limiti almgan 2™  izbe-izlikke baylanish

emesliginde.
Misallar. 1. Mina

L1%2 2 2
—————, eger 1z + 3 > 0 bolsa,
[ 2 2
flx) = flay, ) = NI+ 2
0, eger zf + 23 =0 Dbolsa

funkciyanin z = (z;,2,) — (0,0) (yagmy z, — 0, z, — 0) degi limiti nol

ekenligi korsetilsin. Bul funkciya R? koéplikte berilgen bolip, (0,0) nogat usi
kopliktin limit nogati.
a) Geyne aniglamasi boyinsha: (0,0) nogatina umtiliwshi galegen

2 = "2 — (0,0) (yagmy 5V — 0, 25 —0) (=) =(0,0))

izbe-izlik alamiz. Onda saykes f(z\™) izbe-izligi ushin tomendegishe
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n n Z 7$
Fa = p ) =
(n) . .(n)
_ o™ - . /xin).xén) S% Mg
2

2
xgn) + xén)

bolip, 2™ — 0, 2™ — 0 de

: (n) _—
n,Llf&O) f v 0

boladi. Demek,

lim f(z) = lim 0 h =0,

z—(0,0) :z:ng 15612 —|—ZE§
Ty—

b) Koshi aniglamasi boyinsha: Ve > 0 sani ushin § = 2¢ dep alinsa, onda
0 < p(z,0) < & tensizligin qanaatlandiriwshi barliq = noqatlarda

:‘ ol H Lo ‘S%w/xf—f—mg:%p(m,0)<%5:6

2 2
\/331 +:1:2

‘ ) ‘

/2 2
$1+£L’2

tensizligi orinli boladi. Bul

f(z) =0

lim  f(z) = lim i

S 120 el o
2

=0

ekenligin bildiredi.
2. Tomendegi

2 2
Xy - X3

R R

funkciyann =z = (z,2,) — (0,0) (yagmy z; — 0,z, — 0) degi limitinin joq
ekenligi korsetilsin. Bul funkciyada 2>\ (0,0) koplikte berilgen bolip, (0,0) nogat

us1 kopliktin limit noqati.
(0,0) nogatina umtiliwshi eki

2 :[l,l]ﬁ(o, 0) ham @M= 1 -1 0 0
nn n n
izbe-izlikler alinsa, olar ushin saykes tarde
1 1
4 _ 1
fa® =2 —1-51 him [z =—L —=0—0
1 1,4
- 4 + 2
n4 n n

boladi. Bul z — (0,0) da berilgen funkciyanin limiti bolmaytuginin bildiredi.

3. Sheksiz kishi ham sheksiz dlken funkciyalar. 1-bolimnin 3-babi, 4-§
ham de 5-§ lerinde sheksiz kishi ham sheksiz tlken shamalar tusinikleri, 4-baptin 7-
§ inde bolsa sheksiz ulken hdm sheksiz kishi funkciyalar tasinikleri kiritilip, olar
korsetilgen paragraflerde Giyrenilgen edi.
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Dal usinday tusinikler koép ozgeriwshili funkciyalar ushinda kiritiliwi
mumkin. Olardi Gyreniw bolsa bir 6zgeriwshili funkciya jagdayindagiga uqgsas
ekenligin itibarga alip, sheksiz kishi ham sheksiz ulken kép 6zgeriwshili funkciyalar
haqqindagr magliwmatlardi sanap o6tiw menen sheklenemiz.

Bazibir «(z) funkciya M C R™ koéplikte berligen bolip, a a € R™ nogat
ust kopliktin limit nogati bolsin.
7-amiqlama. Eger x — a ga «(z) din limiti n6l, yagniy

lim a(z) = 0

bolsa, onda «(z) funkciya =z — a ga sheksiz kishi funkciya dep ataladi.

Berilgen f(z) funkciya z — a ga shekli b limitke iye boliw1 ushin

a(z) = f(z) —b

sheksiz kishi funkciya boliw1 zartr ham jetkilikli.

Bunin dalili funkciyanin limiti ham sheksiz kishi funkciyanin aniqlamalarian
kelip shigadi.

Solay etip, z — a ga f(x) funkciya b limitke iye bolsa, bul funkciyani
barqulla

f(@) = b+ ofx)

korinisinde aniglaw mumkin, bunda «(z)—sheksiz kishi funkciya.

Sheksiz kishi funkciyalar tdmendegi gasiyetlerge iye.

Meyli, 3(z)funkciya da us1t M koéplikte berilgen bolsin.

1°. Eger z — a ga o(z) ham S(z) funkciyalar sheksiz kishi funkciyalar bolsa,
onda olardin qosindist «(z) + G(x) funkciyada sheksiz kishi funkciya boladi.

2°. Eger x — a ga «(x) sheksiz kishi funkciya bolip, 3(x)funkciya bolsa
shegaralangan funkciya bolsa, onda olardin kobeymesi «(z)- 3(z) sheksiz Kishi
funkciya boladi.

8-amiqlama. Eger M koplikte berilgen ~(z) funkciya ushin

lim v(z) = oo

r—

bolsa, ~(z) funkciya z — a ga sheksiz tlken funkciya dep ataladi.
3°. Eger z — a ga a(x) funkciya sheksiz kishi (a(z) = 0) funkciya bolsa,

% funkciya = — a ga sheksiz tlken funkciya boladi.
a\x

4°. Eger z — a ga ~v(x) funkciya sheksiz ulken funkciya bolsa, ﬁ
funkciya z — a ga sheksiz kishi funkciya boladi.

4. Limitke iye bolgan funkciyalardin qasiyetleri.

Shekli limitke iye bolgan kop 6zgeriwshili funkciyalar ham shekli limitke 1ye
bolgan bir 6zgeriwshili funkciyalardin gasiyetlerine (qaralsin, 1-bolim, 4-bap, 4-§)
ugsas qasiyetlerge iye. Olardin dalili bir 6zgeriwshili funkciyalar qasiyetlerinin dal
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6zi. Usmni itibarga alip, biz tdmende shekli limitke iye bolgan kop 6zgeriwshili
funkciyalardin gasiyetlerin dalilsiz keltiremiz.

Bazibir M c R™ koplikte f(z) funkciya berilgen bolip, @ a € R™ noqat

ust M kopliktin limit noqat1 bolsin.
1°. Eger
lim f(z) = b

r—a

bar bolip, b > p (b < q) bolsa, a noqatinin jetkilikli kishi dogeregindegi
r €M (x=a) nogatlarda f(z) > p (f(z) <q) boladi. Dara jagdayda, b = 0
bolsa, onda « nogatinin jetkilikli kishi doégereginde f(z) = 0 boladi.
2°. Eger
lim f(z) = b

r—a

bar bolsa, a nogatimin jetkilikli kishi dogeregindegi = € M (z = a)
nogatlarda f(x) shegaralangan boladi.
Endi M deeki f(z) ham f(z) funkciyalar berilgen bolsin.
3° Eger
lim fi(z) = by, lim fo(2) = by
bolip, @ noqatmih Ug(a) dogeregindegi barliq =z nogatlarda
(z € MNUg(a)) f(z) < f,(z) bolsa, onda b, < b, boladh.
4°. Eger a noqatinin U(a) dogeregindegi z € M N Us(a) nogatlarda
hi(z) < f(z) < f(2)
bolip, z — a ga f(z;) ham f(z,) funkciyalar limitke iye ham
lim fi(z) = lim fy(2) = b
bolsa, onda f(z) funkciyada limitke iye ham
lim f(z) = b

r—a

bolad.

5°. Eger z — a ga f/(z) ham f,(z) funkciyalar limitke iye bolsa, f,(z) £ f,(z)
funkciyada limitke iye boladi ham

lim fi(s) &+ hx) = lim () + lim ()

6°. Eger x — a ga f(z) ham f,(z) funkciyalar limitke iye bolsa, f,(z)- f,(z)

funkciyada limitke iye boladi ham
lim fi(x) f(z) = lm fi(z) lim ()
7°. Eger z —a ga f(z) ham f(z) funkciyalar limitke i1ye bolip,

lim f(z) = 0 bolsa, h@) funkciyada limitke iye boladi ham

T L)




2-eskertiw. Bir 6zgeriwshili funkciyalardagiday, = — a ga f,(z) ham f ()

funkciyalar qosindisi, kébeymesi ham qatnasinan ibarat bolgan funkciyalardin
limitke iye boliwinan bul funkciyalardin har birinin limitke iye boliw1 kelip shiga
bermeydi.

3-eskertiw. Eger z — a ga 1) f(z) ham f,(z) funkciyalardin héar birinin

h(z)
()
bolganda f,(z)- f,(z) anlatpast ham 3) f(z) ham f,(z) har quylh belgili sheksiz
limitke iye bolganda fi(z) + f(z) qosindisi saykes turde

0 [ x ], 0-00, oo — oo korinisindegi aniq emeslikerdi aniglaydi.

limiti nol (yamasa sheksiz) bolsa, anlatpa; 2) fi(z) — 0, f(z) — oo

0 00

Eger x —a gal) fi(x) =0, f(z)— 0 bolsa, 2) fi(z) =1, f(z) — oo

bolsa, 3) f(z) — co, f(z)— 0 bolsa, onda [fl(:z;)]f?(w) saykes 0°, 1%, oo’
korinisindegi aniq emesliklerdi anlatadi. Bunday aniq emeslikler bir 6zgeriwshili
funkciyalarda qaralganinday, f(z)ham f(z) funkciyanin 6z limitlerine umtiliw

xarakterine qarap ashiladi.
5. Takirarlamwshi limitler. Biz joqanda f(z) = f z,,2,,...,2,,

funkciyanin ¢« = a,,a,,...,a, noqattagi limiti

m

}:1—I>I(11f($) = 3311—1>I(1111 f(xlvx%“'vxm) - b

menen tanisayiq. Demek, funkciyanin limiti, onih argumentleri z;,,,...,z, lerdin

bir jola, saykes tarde a,,a,,...,a,, sanlarma umtilgandagi limitinen ibarat.

Kop 6zgeriwshili funkciyalar ushin (tek gana olarga tiyisli bolatugin) basqa
formadagi limit tasinigin kiritiw mamkin.

[ z,x,..2, funkciya M C R™ koplikte berilgen bolip, a = aj,a,,...,a,,
noqatt M kopliktin limit noqati bolsin. Bul funkciyanin z, — a;, ge (basqa barlq
6zgeriwshiler berilgen tayinlangan) limiti

lim f z,z,,..7,,
:El—>a1

di qarayiq. Bul limit, birinshiden bir 6zgeriwshili funkciya limitinin 6zi bolads,
ekinshiden ol z,,z,,...,z, 6zgeriwshilerine baylanisli:

lim f x,29,...,%,, = @1 To,..., Ty,

Endi ¢ 2y,23,...,2, funkciyanin z, — a, ge (basqa barliq 6zgeriwshiler
taymlangan) limiti

lim P1 L2y L35y Ty = P2 L3, Tgy.00y Ty
Ly 0
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di garayiq.

Jogaridagiday izbe-iz 2, — a5, z, — a,,..., z, — a, ge limitke otip

m

lim lim oo lim f 2,7,

Ly~ L1770 Ty

di hasil qilamiz. Bul limit f z,%,,..,2, funkciyanin takirarlamwshi limiti

delinedi.
Demek, funkciyanin takirarlaniwshi limiti onin argumentleri z;,x,,...,z

m
m—1

m

lerdin har birinin izbe-iz saykes a,,a,,...,a,, sanlarina umtilgandagi limitinen ibarat.

Joqaridagiday f z;,z,,...,z, funkciyanin Ty Ty ey T argumentleri saykes

O gy O lerge umtilgandag takirarlantwshi limiti
; k
lim o lim f z,2,,...,7,
x; —a; T, —a;
ke k Lt Lt

di de garaw mumkin.
Sonida aytip otiw kerek, f z,z,,...,z, funkciya argumentleri z,,2,,...,z
ler saykes a,,a,,...,a,, sanlarga turli tartipte umtilganda funkciyanin tarli

takirarlaniwshi limitler payda boladi.
Misallar. 1. Usi paragraftin 2-punktinde keltirilgen

1L 2 2
————=, eger zi + x5 > 0 bolsa,
[.2 2’
fom,ay = {NT T2
0 , eger 22+ 23 =0 bolsa,

funkciyanin limiti

li =

A f(@y,@y) = 0

T,—0
bolatuginin korsetken edik. Bul funkciyanin takirarlaniwshi limitleri bar ham olarda
0 ge ten. Haqiyqattan da

T,
lim f z,z, = lim —Ll2_ =, lim lim f z,z, =0.
z,—0 z,—0 '$12 —|—IL’§ z,—0 1z, —0
Sonday-aq
. . T, T, . .
lim f z,z, = lim = 0, lim lim f z,z, =0.

T, —0 7, —0 ,$12 +x§ 7, —0  2,—0

Demek, berilgen funkciyanin takirarlaniwshi limitleri bar ham olar bir-birine
ten bolip, bul takirarlaniwshi limitler funkciyanin (eseli) limitine ten boladi.
2. Mina
271 — 9
flw,m) = {1+ 32
0 , eger x; +3xy = 0 bolsa

, eger x; + 325 = 0 bolsa,

funkciyani qarayiq. Bul funkciyanin takirarlaniwshi limitleri tdmendegishe:
. 21’1 — Ty 1 . . 2$1 — Ty 1
lim ——— = ——, lim lim ——= = ——,
5n—0x) + 31}2 3 1—0 2—02) + 3;[;2 3
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2r, — 20, —
1 2 1 2

lim =2, lim lim =
2 —0 X + 37 3n—0 3,—-0 T + 3Ty

Demek, berilgen funkciyanin takirarlaniwshi limitleri bar bolip, olardin birewi —%

ge, ekinshisi bolsa 2 ge ten.
Birag z = 2,2, — (0,0) ge f z,z, funkciyasmin (eseli) limiti bar

bolmaydi. Sebebi (0,0) noqatina umtiliwshi eki
2 — [l,l] — (0,0)

n n
r = [ﬁ,é] — (0,0)
nn
izbe-izlikler alinsa, olar ushin saykes tarde
11 1 1 5 4 6 6
f_v ) f_a_ =T 5
n 4 4 n'n 17 17

n
boladi. Bul z,,z, — (0,0) ge berilgen funkciyanin (eseli) limit bar bolmaytuginin

bildiredi.
3. Toémendegi

2 2
D)

[ oo,z = 5 5

2
Ty Ty + X — X

funkciyanin takirarlaniwshi limitleri

2 2 2 2
lim —— L =2 5 = 0, lim lim —— L =2 5 = 0,
n—=0x7 25 + 17 — =0 u—-0x725 + X1 — T
1 1 "X 1 2 142 1 2
2 2 2 2
lim —— 1L 5 = 0, lim lim ——— 1 - 5 =10
B—=0x7 x5 + 1 — @ 1—=0 =07 -5 + Ty — T
TR 1 2 (%) 1 2

boladi. Demek, berilgen funkciyanin takirarlaniwshi limitleri bar ham olar bir-birine
ten eken. Biz joqarida bul funkciyamin z,2z, — (0,0) ge (eseli) limiti bar

bolmaytuginin kérsetken edik.
4. Mima

T, + x38in—, eger x; =0 bolsa,
f(xh .’1,’2) = 41
0 , eger x; =0 bolsa

funkciyani qarayiq. Bul funkciya ushin

lim f(z),29) = 24, lim lim f(z;,25) =0
l’2—>0 1'1—>0 1‘2—>0

bolip, lim lim0 f(z1,2) - bar bolmaydi. Demek, berilgen bir takirarlaniwshi limiti

To —0 ol

bar bolip, ekinshi takirarlaniwshi limiti bar bolmaydi. Lekin
| f(z1,29) — O] =

qatnasman (z,,z,) — (0,0) ge f(z,,z,) funkciyasin (eseli) limiti bar hdm

|
$1+l"25m$—‘ <lzy|+lzy] (2 = 0)
1
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lim f(z,,z,) =0

,—0
7y—0
bolatugini kelip shigadi.
5. Toémendegi
1 1
f(@1,22) = (31 + 32) - Smx_l : szng

funkciyani qarayiq. Bul funkciyanin z; — 0 ge limiti bar bolmaydi. Sebebi nol’ge
umtiliwshi eki
ZEYZ)ZLHO, :;gyl)zL—ﬂ) (n — o0)
nm (4n + )m
izbe-izlikler alinsa, olar ushin saykes tarde (z, = 0)

1 2
L 0 4
! mr’x2 ’ ! (4n+1)n’$2

]—> Ty - SN —
x

boladi.
Usigan ugsas korsetiw mimkin

lim f(z,,)
7y—0

bar bolmaydi. Lekin

o1 o1
| f(@1,29) = 0| =] (3 + @9)stn—-sin— |<| z; | + | 22 |
ol 1o

tefsizliginen (z;,z,) — (0,0) ge f(z,x,) funkciyasimin (eseli) limiti bar ham
lim f(z,,z,) =0

€T, —
1
7y—0

bolatuginin tabamiz.

Joqgarida keltirilgen misallardan korinip turganday funkciyanin bazi bir nogati
eseli limitinin bar boliwman, onin ust noqgatta takirarlaniwshi limitinin bar boliw1
ham kerisinshe, funkciyaninh bazi bir noqatta tdkirarlaniwshi limitlerinin bar
boliwinan onin usi noqatta eseli limitinin bar boliw1 kelip shiga bermeydi eken. Jane
de funkciyanin tékirarlaniwshi limitleri bir-birine mudami ten bola bermeydi eken.

Biz tomende funkciyanminh eseli hadm takirarlaniwshi limitleri arasindagi
baylanis hdm de olardin malim shartlerde 6z-ara tefiligi haqqindagi teoremant
dalilleymiz.

f(z,, z,) funkciya

M= (z,2,) € R*:| 3 — 2} |< ay,| 2, — 23 |< ay kOplikte berilgen bolsin,

1-teorema. Eger 1) (z,,z,) — (z{,25) ge f(z,,,) funkciyanin eseli limiti bar:
lim [z, 2y) = b

)
Ty

2) har bir alingan z; de tomendegi
limo [z, 1) = o(21)

Ty —T9
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limit bar bolsa, onda

lim 111’1’10 f(iUl, .',13'2)
€T — I Lo —>Ty

takirarlantwshi limitide bar bolip

lim hmo f(Il,l’Q) =b
€T — 2 Lo —>Ty

boladi.
Dalil. f(z,,z,)funkciya (z,,z,) — (2),2)) ge eseli
lim [z, 2y) = b

T — z]()
Ty —Ty

limitke iye bolsin. Limittin aniglamasina muwapiq Ve > 0 sani alinganda da,
sonday 6 > 0 tabilip, mina

(1,20) ER* :| 2y — ) | <6, |xp—ad| <6 CM
kopliktin barliq (z,, z,) noqatlar1 ushin

| [z, ) —b < e (2)
boladi. Endi teoremanin 2) shartin itibarga alip, z, 6zgeriwshisinif | z; — 2} |< 6
tefisizligin qanaatlandiriwshi ménisin tayinlap z, — = ge (2) tensizlikte limitke
Otip
[ o) —b[<e
di tabamiz. Demek, Ve >0 sam alinganda da, sonday ¢ >0 tabilip,
|z —a) | < & bolganda | o(z;) — b |< ¢ boladi. Bul lim ¢(z;) = b bolatuginin

bildiredi.
Keyingi gatnastan
lim hmﬂ f(Il, Z'Q) = b

bolatugini kelip shigadi. Teorema dalillendi.
Tomendegi teorema usigan ugsas dalillenedi.

2-teorema. Eger 1) (z,,z,) — (z),2)) ge f(z,,z,) funkciyanifi eseli limiti bar:
lim f(z,2,) = b

z’l—mclo
Ty — Ty

2) Har bir tayimnlap alingan z, de tomendegi

}LH;? f(@1,9) = f(2)

limit bar bolsa, onda

lim lim f(l'l, .TQ)
Xo —To T *?Z'lo

takirarlaniwshi limiti bar bolip,
lim hmo f(xl,.’L'Q) =b

Xg—Tg X1—27

boladi.
1-natiyje. Eger bir waqgitta 1-ham 2-teoremalardin shartleri orinlansa, onda
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lim f(z,2,) = lim lm_ f(z;,7) = lim lim_  f(%,25)

T — T =T T T Ty —Ty Ty —I

Xy H‘Zg

boladi.
Biz eki 6zgeriwshi funkciyanin eseli ham takirarlaniwshi limitleri arasindagi
baylanist1 korsetetugin teoremalardi keltirdik.

Jogaridagiday  f(z,,,...,2,) funkciyanin Ty By seenr & ozgeriwshileri
)y by k
boyinsha
lirr% f(@),29,....2,)
T. —T.
i %
N
ig, i,
eseli ham
limo lim0 lim0 (@), 2y,....2,)
[Eﬁ —>.’177,1 l’qu —>.T7_2 I'L-k —>(I}7,’]“

takirarlaniwshi limitleri ham olar arasindagi béylanlstl qaraw mumkin.

6. Koshi teoremasi (jiynaqgliliq principi). Endi kop 6zgeriwshili funkciya
limitinin bar boliw1 haqqindagi uliwma teoremani keltiremiz.

R™ kenislikte M koplik berilgen bolip, ¢ o € R™ onin limit noqgati bolsin.
Bul koplikte f(x)funkciya berilgen.

O-amiqlama. Eger Ve >0 sam ushin sonday ¢ >0 tabilip, mina
0 < p(z,a) <6, 0< p(z,a) <6 tensizliklerin ganaatlandirtwshi barliq z ham =z

(x € M,z € M) nogatlarda
| f(@) = flz) < e

tensizlik ormli bolsa, f(z) funkciya ushin ¢ noqatinda Koshi sharti ormlanadi
delinedi.

3-teorema (Koshi teoremasi). f(z) funkciya a noqatinda shekli limitke iye
boliw1 ushin ¢ noqatinda Koshi shartinin orinli boliw1 zarar ham jetkilikli.

Dalil. Zarurligi.  — a ga f(z) funkciya shekli limit

lim f(z) = b

r—a

ga iye bolsin. Anigqlamaga muwapiq , Ve > 0 sami alinganda da, % ushin sonday

6 > 0 tabilip, mina 0 < p(z,a) < ¢ tensizligin qanaatlandirtwshi barliq z (z € M)
nogatlarda

9
| f@)—bl< S,
sonligtan 0 < p(;,a) <6 = | f(;) —b|< % boladi. Bul tensizliklerden

| f(@) = f(@) || f(@) =0 | + | flz) —b|< e
bolatugin1 kelip shigadi. Bul f(z) funkciya ushin a noqatinda Koshi shértinih
ormlanatuginin korsetedi.
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Jetkilikligi. f(z) funkciya ushin a noqatta Koshi sharti orinlansa, yagniy
Ve > 0 san alinganda da sonday 6 > 0 tabilip, mina 0 < p(z) < 6, 0 < p(z,a) <6

tensizliklerin qanaatlandiriwshi barliq x ham x (az,; € M) nogatlarda
| f(@) = f(@) < e
bolsin.Bul jagdayda f(z) funkciya z — a ga shekli limitke iye bolatuginin
korsetemiz.
a nogat M kopliktif limit noqati. Sonin ushin M képliktin noqatlarman — z(™

(@™ = a, n=12,.) izbe-izlik diziw mumkin, bunda

lim 2" =aq

boladi. Limit aniqlamasina muwapiq, joqarida keltirilgen 6 >0 ge muwapiq sonday
n, € N tabilip, barliq n > ny, p > ny ushin 0 < p(z™ a) < 6, 0 < pz'?) a) <&

boladi. Bul tensizliklerdin ormlaniwinan, shartke muwapiq:

| )= fe) | <e
boladi. Demek, f(z™) —fundamental’ izbe-izlik 2-§ de keltirilgen 12.4-
teoremaga muwapiq  f(z™) —izbe-izlik jiynagh. Bul izbe-izliktin limitin b

menen belgileyik:

lim z™ =1b

Endi M kopliktin nogatlarinan dazilgen ham « nogatina umtilatugin 1qtiyarls
{z"™} izbe-izlik

—(n)
r —a e =a, n=12...,

alinganda da saykes f 2™  izbe-izlik (bul joqarida kérsetkenimizge muwapiq
jiynaqli boladi) te sol & ga umtilatuginligin korsetemiz.
Meyli 2" —a (™ =a, n=12..) bolganda
f@) =o'
bolsin.
{z("},  {z"™} izbe-izlik agzalarman mina

izbe-izlik dizeyik. Bul izbe-izliktin ¢ (a € R™) ga umtilatuginligi ayqin. Onda
—(1) —(2) —(n)

@), f@), f@®), f@), e f@EW), f@ ), o (3)
izbe-izlik shekli limitke iye. On1 b* arqali belgileyik. Eger f(z™) ham { f(:;(n))}

izbe-izliklerdin har biri (3) izbe-izliklerdin ules izbe-izlikleri ekenligin itibarga
alsag, onda
fa) = v*, E) — b
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ekenligin tabamiz. Demek,
br=b=1"".
Solay etip, f(x) funkciya ushin a nogatta Koshi shartlerinin orinli boliwinan M
képlik nogatlariman duzilgen hdm o ga umtiiwshi qalegen 2™

2™ =a, n=12.. izbe-izlik alinganda, saykes f(z\™) izbe-izlik bir

sanga umtiliwin tabin. Bul funkciya limitinin Geyne aniqlamasina muwapiq f(z)

funkciya a noqatta shekli limitke iye bolatuginin bildiredi. Teorema dalillendi.
12.5-eskertiw. Koshi sharti ham Koshi teoremast z — oo ke joqaridagiga
ugsas aytiladi ham dalillenedi.

8-lekciya
Kop ézgeriwshili funkciyalardm uzliksizlik aniglamalari. Kép 6zgeriwshili
uzliksiz funkciyanin qasiyetleri. Quramal funkciyamin uzliksizligi. Kop
6zgeriwshili funkciyanin araliq manisleri haqqinda teoremalar. Veyershtrass
teoremalari. Ten olshewli uzliksizlik ham Kantor teoremasi

Funkciya uzliksizliginin amqlamalar. M C R™ koplikte
f(x) = f(z),2y,...,7,)
funkciya berilgen bolip, a € M a = (a},a,,...,a,)  NOgat M kopliktin limit
noqati bolsin.
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1-amglama. Eger z — o ga f(z) funkciyanin limiti bar bolip

71:im f(z) = f(a) lim f(z,2,y,...,7,,) = f(2,2y,...,7,,)
Ir—Q z1—>a1
Ty ™0y

(*)
bolsa, f(z) funkciya a noqatta azliksiz dep atalad.
Misal. Mina

1L 2 2
———, eger xf +x5 =0 bolsa,
f(z1,m9) = “$12 + 73
0 , eger 2@ +23 =0 bolsa

funkciyani garayiq. Bul funkciyanih iqtiyarli (z),25) = (0,0) noqatta 0zliksiz

boliwin funkciya limitinin gasiyetlerinen paydalanip tabamiz:

0,.0
T . T, T
lim f(z,,z,) = lim 22 __ — 122 = (20,20
el e S Ry
Ty —> ac];) Ty— :z]g 1 2 1 2
Usi baptin 3-§ de keltirilgen misalga muwapiq
- _ 1 DTy 6
Hm [, @) = lim ﬁ = 0= f(0,0)
zy—0 no0 NI T

bolip, bunnan berilgen funkciyanin (0,0) noqatta da Gzliksiz ekenligi kelip shigadi.

Demek garalip atirgan funkciya R?koplikte uzliksiz.

Solay etip funkciyamin uzliksizligi onmih  limit arqali aniqlanadi eken.
Funkciyanin limiti bolsa 6z nawbetinde Geyne ham Koshi anigqlamalarina iye. Usini
itibarga alip, funkciya uzliksizliginin Geyne ham Koshi aniqlamalarin keltiriw
mumkin.

2-aniqlama (Geyne amiqlamasi) Eger M C R™ kopliktin nogatlarinan
duzilgen, a (a € M) ga umtiliwsh1 galegen 2™ izbe-izlik alinganda da, saykes

f(z™) izbe-izlik barliq waqitta f(a) ga umtilsa, f(z) funkciya o« nogatta

uzliksiz dep atalad.
3-aniqlama (Koshi amiqlamasi) Eger Ve > 0 sami ushin sonday 6 > 0
tabilip, mma p(z,a) < 6 tensizlikti qganaatlandiriwshi barliq z € M noqatlarda

| f(z) = fla) [< &

tensizlik orinlansa, f(z) funkciya anoqatta uzliksiz delinedi.

Dogerek tlsinigi jardeminde funkciyanin Gzliksizligin tdmendegishe aniglaw
mumkin.

4-amgqlama. Eger Ve >0 san ushin, sonday 6 >0 tabilip, barliq
z € Ug(a) N M nogatlarda f(z) funkciyanin manisleri f(z) € U_(f(a)) bolsa, yagniy

z€Usa)NM = f(z) € U(f(a))

bolsa, f(x)funkciya a noqatta tzliksiz dep ataladi.
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f(z) = f(z},%,,...,x,) funkciyanmn a = (a,a,,...,a,) noqatta Uzliksizligin
funkciya 6simi jardeminde de aniglaw mumkin. Funkciya argumentlerinin 6simleri
Axry =2 —a;, Axy =129 — 09y ..., Az, =1, —a,

ge saykes mina
f(@) = fla) = f(z,25,..052,) — flay,a9,...50, ) =
= fla; + Az 0y + Axy,.ya, + Az, ) — flag,a,...50,) (*)
ayirma f(x)funkciyanin a noqattagi tohq 0simi dep ataladi hdam Afyamasa Af(a)
dep belgilenedi:
Af(a) = fla, + Az ay + Ax,y,...;a,, + Az, ) — f(a,ay,...,0,)
Toémendegi
fla, + Az a,,...;a, ) — flag, a,...,a, )
flay,ay + Axy,a,,...,0, ) — fla),ay,...,0,)
fla,ay,...,a,, + Az, ) — f(a,a,...,a,)
ayirmalar f(x) funkciyanin a noqattagi dara osimleri delinedi ham olar saykes
tarde A, f,A,f, ..., A, f dep belgilenedi.
Jogaridagi (*) limit qatnasinan tabamiz:

lim f(z) = f(a) = lim [ f (z) = f(a)| = 0

Natiyjede (*) tenlik tomendegi
lim Af(a) =0, yagnmy lim Af(a) =0

z—a—0 Az, —0
Az,—0

koriniske keledi. Demek, f(z) funkciyanih « noqattagi uzliksizligi

lim Af(a) =0, ( lim Af(a)=0)
r—a—0 Az, —0
Az,—0
Az —0

korinisinde anigqlaniwi mimkin eken.

5-amiqlama. Eger f(z)funkciya M (M c R™) kopliktin har bir nogatinda
uzliksiz bolsa, funkciya us1t M képlikte uzliksiz dep ataladi.

Biz joqarida keltirilgen kop 6zgeriwshili funkciyalardin uzliksizligi olardin
barliq 6zgeriwshileri boyinsha uzliksizligin, yagniy birjola uzliksizligin anlatadi.

Awelgidey f(z,,7,,...,,) funkciya M c R™ koplikte berilgen bolsin.
Berilgen funkciyanin bazibir z, & =12,...,m argumentinen basqa barliq
argumentlerin tayinlap, bul z, argumentke Az, 6sim bereyik, bunda

Ty Tgyeeny Tp_1, Ty, + AT T 5sz, €M

bolsin. Natiyjede f(z,,,...,z,) funkciyada
Al,kf = f(@, 2y, 1y, 1, + Az 20 e T,,) — f(@, 2,00, 1,,) k=12,..m
dara 6simge iye bolamiz.
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Eger Az, — 0 ge funkciyanin dara 6simi Axkf de nol’ge umtilsa, yagniy
AIQ}:EO Axkf =0

bolsa, f(z,z,,...,z,) funkciya (z,z,,...,z, ) noqatinda z, ézgeriwshisi boymnsha
tizliksiz dep ataladi. Adette funkciyanin bunday uzliksizligi, onii har bir
6zgeriwshisi boyinsha dara uzliksizligi dep ataladi.

Demek, kop o6zgeriwshili funkciyanin har bir 6zgeriwshisi boyinsha dara
uzliksizligi, bir 6zgeriwshili funkciya tzliksizliginin dal 6zi eken.

Eger f(z,,2,,...,x,) funkciya (z{,23,...,2") € M noqatta (bir jola) uzliksiz
bolsa, funkciya us1 noqgatta har bir 6zgeriwshisi boymshada dara uzliksiz boladi.

Haquyqattan da f(z,,z,,...,z, ) funkciya (z0,23,...,2" ) € M noqatta izliksiz bolsmn.

Aniglamaga muwapiq

Alim Af = Alim ‘ f(xf + ALEl,LEg - AxQ,...,:c?n + Az, ) — f(xf,...,:z:o) ‘ =0
x,—0 z,—0

Az,—0 Az, —0
Az, 0 Az, —0
bolad.
Dara jagdayda
Ay =Axy =...= Az = Az =...= Az, =0, Az, =0 (k=1,2,...m)
bolganda
Agk%oAxkf = AlIikrEO ‘ f(x?,...,a:,g_l,xg -+ Axk,xlgﬂ,...,a:?n) — f(xf,a:g,...,x?n) ‘ =0

boladi. Bul berilgen funkciyanin (zf,29,...,2)) nogatta z, (k=12,...,m)
6zgeriwshisi boyinsha dara uzliksiz bolatuginin bildiredi.
1-eskertiw. f(z;,,,...,z, ) funkciyanin bazibir noqatta har bir 6zgeriwshisi

boyinsha dara uzliksiz boliwian onin usi noqatta (bir jola) uzliksiz boliw1 barqulla
kelip shiga bermeydi. Maselen mina

2
%, eger x4+ 25 = 0 bolsa,
flay,zy) = %1+ 22
0 , eger 22+ 23 =0 bolsa,

funkciyan1 qarayiq. Bul funkciyanin har bir 6zgeriwshi boyinsha uzliksiz
bolatuginin korsetemiz. f(z,,0) = £(0,z,) = 0 ekenligi ayqn. Qéalegen (z,,,) € R

noqat alip, onda z, 6zgeriwshini taymlap qoyamiz.

Eger z, = 0 ham z;, — z{ = 0 bolsa,
) . 22, 220z
lim f(mpl'z): lim 5 ! 22 = 021 - 2 Zf(l'?,l’z)
7 noo o w (7)) + 3
bolada.

Eger z, = 0 ham z, — 2 = 0 bolsa,
lim f(z;,0) = 0= f(a},0)

T —T
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bolada.

Eger z, = 0 ham z;, — z) = 0 bolsa,
lim f(z,,0) = 0 = £(0,0)

boladi. Demek,

limo flzy,2,) = f(xfaxz)

Bul berilgen f(z,,z,) funkciya =z, Ozgeriwshisi boyinsha dara uzliksiz
ekenligin bildiredi. Berilgen funkciyanin z, 6zgeriwshisi boyinsha dara uzliksiz
boliw1 sogan ugsas korsetiledi. Demek f(z;,z,) funkciya har bir 6zgeriwshisi
boyinsha dara 0zliksiz. Biraq bul funkciya (0,0) noqatta uzliksiz emes. Bul noqatta

funkciya hatte limitke de iye bolmaytuginin korseteyik. haqiygattan da (0,0)

1 } ham {[31]} izbe-izlikler:
n n

noqatina umtilatugin tomendegi eki {[l,—
11
N 0,0 y n
(2200 (-

{3,1}9(0,0),(%)00)

nn

alinganda, olarga saykes keletugin funkciya manislerinen ibarat { f[l,l]} ham

s

boladi.
Biz joqanida kop ozgeriwshili f(z,,,...,x, ) funkciyanin har bir

2 , 1 ] } izbe-izlikler ushin

nn

R R N -
n n 5) 5)

S|
S|

f

z, (k= 1,2,...,m) Ozgeriwshisi boymsha dara uzliksizligi tusinigi menen tanistiq,
f(x),2y,...,x, ) funkciyanin Ty T yees Ty ozgeriwshileri boyinsha tzliksizligi usigan
ugsas aniqlanadi.
7-anmiqlama. Eger z — a ga f(x) funkciyasinin limiti bar bolmasa yamasa
lim f(z) = oo,

r—a

yamasa funkciyanin limiti bar, shekli bolip,

lim f(z) = b = f(a)

bolsa, onda funkciya « noqatta uziliske iye delinedi.
Misallar. 1. Mina

z? + 23, eger (x1,1) = (0,0) bolsa,
f(z1,25) =

1 , eger (z,m5)=(0,0) bolsa
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funkciyan1 garayiq. Bul funkciya R? koplikte berilgen bolip, onin (0,0) nogattagi
limiti
lim0 (z,2,) = 0= f(0,0) =1
720
boladi. Demek berilgen funkciya (0,0) noqgatta uziliske iye.
2. Us1 baptin 1-§ inde keltirilgen

1
——— , eger (z;,79) = (0,0) bolsa,
[z, 1) = T+ 3
0 , eger (z,75) = (0,0) bolsa
funkciya uziliske iye, sebebi
lim f(z,25) = lim ——— = 400
lim, flo1,25) = lim, R
3’724)0 1'24’0
3. Tomendegi
1
5 5 , eger z + 25 = 1 bolsa,
flwy, ) = {20+ 22 —
0 , eger 2@ +23 =1 bolsa

funkciya  z,,2, € R*: 2} + 23 =1 kopliktin har bir nogatinda uziliske iye

bolad, sebebi (z,,2,) — (2{,27), (2))* + (29)* =1 de f(z,,z,) funkciyamn shekli

limiti bar bolmaydi.
4. Mina
2.’171 — X9
flw,m) = {11+ 32
1, eger z; + 329 = 0 Dbolsa

, eger x; + 3xy = 0 bolsa,

funkciya (0,0) noqatta tziliske iye, sebebi z,,z, — (0,0) ge berilgen funkciyanin
limiti bar bolmaydi (qaralsin 41-bet).

Joqarida keltirilgen musallardan  f(z;,z,) funkciya tegisliktin ayirim
noqgatlarinda yamasa tegisliktegi bazibir sizigtin barliq noqatlarinda (yagniy siziq
boylap) Gziliwi mimkin ekenligi koérinedi.

Uzliksiz funkciyalar dstinde arifmetikaliq ameller. Quramah
funkciyanmin Wzliksizligi. Endi 0zliksiz funkciyalardih qosindisi, ayirmasi,
kobeymesi ham qatnasiin uzliksizligi maselesin tyrenemiz.

1-teorema. Eger f(z) ham f,(z) funkciyalardin har biri M C R™ koplikte
berilgen bolip, olar a € M noqatta uzliksiz bolsa,

. T
f@) = R, @) B jne de AW
h(z)

(f(a) = 0)

funkciyalarida us1 noqatta izliksiz boladi.

Dalil. Bul teoremanin dalili tiykarman limitke iye bolgan funkciyalar
ustindegi arifmetikaliq dmeller hagqqindagi magliwmatlardan (us1 baptin 3-§ degi
5°,6° ham 7°-qasiyetleri) tikkeley kelip shigadi. On1 limitke iye bolgan funkciyanin
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qasiyetleri (3-§ degi 1°- ham 2°- gasiyetleri) hdm berilgen funkciyanin noqatta
uzliksizliginen paydalanipta dalillew mamkin. Biz tdmende eki funkciya gatnasinin
uzliksiz boliwin korsetemiz. f,(z) ham f,(z) funkciyanin hér biri « noqatta uzliksiz
bolip, f,(a) = 0 bolsin. Ayqn =z — a ga f(z) ham f(z,) funkciyalar saykes
fi(a), f,(a) limitlerine iye:

lim /() = (@), lim (@) = ho)  (f(@) = 0)

Bul jagdayda us1 baptin 3-§ indegi 2°-qgésiyeti boyinsha ¢ nogatimin jetkilikli
kishi dogeregi Uél(a) = z€R": p(z,a)<é de fi(z) ham f(x) funkciyalar
shegaralangan boladi:

my < fie) < My, my < () < My x € U (a),

bunda m;, M, hdm m,, M, —o6zgermes sanlar. Ekinshi tarepten f,(a) = 0
bolganlig1 sebepli 3-§ degi 1° gasiyetke muwapiq us1 a noqattin jetkilikli kishi
dogeregi Us, (a) = z € R™: p(z,a) <é, de f(z)= 0 boladL

Endi mima

A(z) _ hla)
@) hw 7T
ayirmani qaraylq. Oni1 tomendegishe jazip alamiz:
hx) — file) _  fi(z) _ 1 _
£ B h@-pw 2T EE T AR
Eger ' = min 6,6, depalsag, onda Vz € U (a) ushin

x a M,
Ba) ) my ) m
boladi.
fi(z) ham f,(z) funkciyalardin anoqatta uzliksizligine tiykarlanip, Ve > 0
san alinganda da, ‘fz(a)‘ -¢ ge kore sonday 6" > 0 tabilip, Vz € Uj.(a) ushin
h(a)
[ 1M‘gk, (2)
m, - f(a)

sonday-aq, us1 € > 0 alinganda da, 5 ge kore sonday ¢” > 0 tabilip,

1
Ve e U ///(CZ) UShln

15(0) ~ f(o)] < [P RL2 ©

boladi. Eger 6 = min 6',6",6"  dep alinsa, onda Vz € Ugz(a)ushin jogaridagi

(1), (2) ham (3) qatnaslar bir jola orinli bolip, natiyjede mina
Al®) _ hla)
hiz)  fy(a)
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h@)

h(=)

tensizlikke iye bolamiz. Bul bolsa funkciyanin a noqatta uzliksiz ekenligin

bildiredi.

Dal us1 jol menen teoremanin qalgan bolekleride dalillenedi.

2-eskertiw. Eki funkciya qosindisi, ayirmasi, kobeymesi ham qatnasi uzliksiz
boliwinan bul funkciyalardin har birinin uzliksiz bolatugini kelip shiga bermeydi.

Misal. Mina D= z,z, € R*: ‘951‘ <1, ‘xQ‘ <1 C R? kvadratin alip,
onin racional nogatlar1 (yagniy har eki koordinatalar1 racional san bolgan noqatlari)
kopligin D, menen belgileymiz. Bul D koplikte tomendegi

1, eger (w,2,) € D, bolsa,
h(@y,my) =
0, eger (z,z,) € D\ D, bolsa
janede
—1, eger (zy,7,) € D, bolsa,
by, 1y) =
0, eger (z;,7,) € D\D, bolsa

funkciyalardi qarayiq. Bul funkciyalar qosindisi Nz, 2y) + fi(z),2,) =0
(V(zy,z,) € D) bolip, ol ust koplikte tzliksiz bolsada, f(z,2,), f(z,,)
funkciyalardin har biri D da 0zliksiz emes.

Jogarida keltirilgen teorema qosiliwshilar ham kobeytiwshiler san1 galegen

shekli bolgan jagdayda da orinli bolatuginin korsetiw qiyin emes.
Endi quramali funkciyanin Gzliksizligi haqqindagi teoremani keltiremiz.

Meyli, M c R™ koplikte y = f(z) = f(z,,,,...,z,,) funkciya berilgen bolip,
), Ty, ..., 7, lerdin har biri T C R* (k € N) koplikte berilgen funkciyalar bolsin:
2 = ¢i(t) = el boseens )
Ty = pa(t) = @l by, by)
Ty = Spm(t) = gpm(tbt%“wtk)
Biz ¢t = (t,t,,....t,) € T bolganda ogan saykes = = (z,%,,...,z,,) € M dep
qaraymiz. Bul funkciyalar jardeminde

Yy = f gpl(tbt%“'atk)a902(t1at27"'atk)a"'agpm(tht%'“atk) = q)(tlatb“'atk) = (I)<t)
quramali funkciyan1 duzemiz (qaralsin, 33-bet).

2-teorema. Eger ¢,(t) = ¢.(t,t,,...,t,.) (i =1, 2,...,m) funkciyalarinih har
biri " = (¢/,#,...,1)) nogqatta Gzliksiz bolip, f(z) = f(z,,2,,...,,,) funkciya bolsa
0 = (#),t),....t)) mnoqatga saykes z° = (af,a9,...,7},) (z) = @ (1P, 8,..., 1)),
) = o), 1)), 1) =), 8,...,1))) nogatta  Tzliksiz  bolsa,

y = ®(t) = O(t,1,,....t,) quramali funkciya ¢ = (¢),4),...,t)) noqatta Gzliksiz
boladi.
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Dalil. z; = ¢,(t) = vi(ty, by, ty) (i =1,2,...,m) funkciya t° = (£,4),....1))
noqatta zliksiz bolsin.
T C R* koplikte t° = (#,13,...,t)) noqatina umtiliwsh1 qalegen

=g n=12..
izbe-izlik alayigq. Onda Geyne aniqlamasina muwapiq
() g0 " = o (" 8, ) - @ ()8, 1) = af
im0 ~ 23" = (" B, ) — oy (0,8, 1)) = 2
W] ) = ) — 6t t]) =
boladi.
y = f(z,,2,,...,x,) funkciya (z0,29,...,2°) noqatta Gzliksiz. Bul jagdayda
jane Geyne aniglamasina muwapiq
2" — 2
375”) — 73 (n) ,.(n) 0

= [, 5y, al)) — f(af, 4l )

zy) — ap,

boladr. Demek ™ — #© #" — tO ey M — 10 ge
f(‘Pl(tl(n)vtén)"'vtlgz )7902( t2 )7 tlgzn))a -7‘Pm(tl(n)7t£n)7""tl(gn))) -
= [, 85, 1) o (8,83 1) oo (B, 8, 1)),
Bul y = fle(t, oy ), 802(t1;t2,-~, te)yees Pt by i) = Bty oy )
funkciyanin  (t),#),...,1)) noqatta tzliksiz ekenligin bildiredi. Teorema
dalillendi.

Kop o0zgeriwshili uzliksiz funkciyanin qasiyetleri. Quramah funkciyanmin
uzliksizligi. Ten olshewli uzliksizlik ham Kantor teoremasi

Biz tdmende kép 6zgeriwshili uzliksiz funkciyalardin gésiyetlerin keltiremiz.
Bunda bir 6zgeriwshili uzliksiz funkciyalardin gasiyetleri tuwrali magliwmatlardan
toliq paydalanip baramiz.

Kop ozgeriwshili Uzliksiz funkciyalar da bir o6zgeriwshili zliksiz
funkciyalardin gésiyetlerine uqsas qasiyetlerge iye.

1. Noqatta uzliksiz bolgan funkciyalardin qasiyetleri (lokal gasiyetleri).
f(z) funkciya M (M c R™) koplikte berilgen bolsin, M koplikten bazibir ° nogat
alip, bul noqattin us1 koplikke tiyisli bolgan jetkilikli kishi dogeregin qaraymiz. f(x)

0

funkciya 2" noqatta uzliksiz bolsin. Bunday f(z) funkciyasimin z° nogatinih

jetkilikli kishi dogeregindegi qasiyetlerin (lokal gasiyetlerin) tyrenemiz.
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1°. Eger f(x) funkciya z° € M noqatta tzliksiz bolsa, onda z" noqatinin

jetkilikli kishi dogereginde funkciya shegaralangan boladi.
Dalil. Funkciya uzliksizliginin aniqlamasina muwapiq

lim f(z) = f(z)

r—x

bolip, onnan f(x) funkciyani 2°

noqatta shekli limitke iye ekenligi kelip shigadi.
Shekli limitke iye bolgan funkciyanin qasiyetlerinen (qaran, 38-bet), f(x)
funkciyanm z° noqatinif jetkilikli kishi dogereginde shegaralanganligin tabamiz.
2°. Eger f(x) funkciya z° nogatta uzliksiz bolip, f(z°) > 0 (f(z°) < 0) bolsa,
z° noqgatinin jetkilikli kishi dogeregindegi x nogatlarda f(z) > 0 (f(x) < 0) bolad.
Dalil. f(z) funkciya z° noqatta tizliksizligi aniglamasina muwapiq Ve > 0

alinganda da sonday § > 0 tabilip, barliq = € Uy(z") N M nogatlar ushin

f(@") —e < f(z) < f(z") + e
boladi. Bul jerde ¢ = f(2°) >0 (eger f(z") <0 bolsa, ¢ = —f(z°) dep alsaq,
pikirimizdin daliline iye bolamiz.

Demek, f(x) funkciya 2° noqatinda uzliksiz ham f(z°) = 0 bolsa, 2z°
nogatinin jetkilikli kishi dogeregindegi X noqatlarinda funkciya manislerinin belgisi
f(2°) dif belgisi menen bir qiyli bolar eken:

sign f(z) = sign f(2")

3°. Eger f(z) funkciya 2° noqatinda tuzliksiz bolsa, z° noqatimn jetkilikli

kishi  dogereginde z' € M, z" € M noqatlar ushin

| f(@)-f(@")] < e

tensizlik orinli boladx.

Dalil. f(z) funkciyamif 2° noqattagi uzliksizliginen, Ve > 0 alinganda da, g
ushin sonday § > 0 tabilip, barliq z € Uy(2") nogatlar ushin
| @)= S [ <5
boladi. Sonligtan z' € Uy(z°), z" € Uy(z") noqatlar ushinda
[ fa) =) | <50 [ f@)fE") | <5
tensizlikler orinli boladi. Keyingi tensizliklerden bolsa \ flz" — f(z ")\ < ¢ ekenligi

kelip shigad.

2. Koplikte uzliksiz bolgan funkciyalardmn gasiyetleri (global gasiyteleri).

Endi M c R™ koplikte uzliksiz bolgan funkciyalardin gasiyetlerin (global
gasiyetlerin), amgirag1 f(z) funkciya manislerinen ibarat {f(z) : x € M} kopliktin
gasiyetlerin ayrenemiz.

1-teorema (Bol’cano-Koshidin birinshi teoremasi)
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y = f(z) = f(zy,2,,...,x,) funkciya baylamhi® M C R™ koplikte berilgen
ham uzliksiz bolsin. Eger bul funkciya kopliktin eki a = (a,a,,...,a,) ham
b = (b,,b,,...,0, ) noqatlarinda har qiyl belgili manislerge iye bolsa, onda sonday
¢ = (¢}, ¢y,...,¢, ) € M noqat tabilip, bul noqatta funkciya nol’ge aylanadi:

1(€) = f(eypcyrmc,) = 0

Dalil. Aniqliq ushin f(a) = f(ay,a9,...,a,,) <0, f(b) = f( b,by,...,0,) >0

bolsin. M C R™ baylamli koplik bolgani ushin bul « ham b noqatlarin tutastirrwshi

ham M koéplikte jatatugin siniq siziq tabiladi. Bul siniq siziq ushlari bolgan
nogatlarda f(z) funkciyalardin manislerin esaplap baramiz. Bunda eki jagday payda

boladi:
1) Siniq siz1iq ushlarimin birewinde f(z) funkciya nol’ge aylanadi. Bul

jagdayda siniq sizigtin sol ushin teoremadagi ¢ noqat dep alinsa, f(c) = 0 bolip

teorema dalillenedi.
2) Siniq s1z1q ushlarinda f(z) funkciya nol’ge aylanbaydi. Bul jagdayda siniq

siziqtin sonday kesindisi tabilip, onin ushlarinda f(z) funkciya manisleri har qiylh
belgili boladi. Siniq siziqtin usi ushlarmin birewin o' = (a';,a',,...,a', ) menen,
ekinshi ushin bolsa b'(0",,b',,...,b" ) menen belgilesek, onda

fl@") = f(a',a'y,....al ) <0,
fd") = fo',0'y,....,0" ) >0
boladi. Siniq s1ziqtin bul kesindisinin tenlemesi mina
T = a'1—|— t(b '1— CL'l)
Ty = a'yt+t(b'a—a'y)

Ly = a"m_l_ t(b'm_ a'm)
(0 <t <1) korinisinde jaziladi.
Eger 6zgeriwshi = = (z;,%,,...,2,) € M noqatt1 siniq s1ziqtin usi kesindisi

boymsha gana o6zgeredi dep almmatugin bolsa, onda f(z) = f(z,2,,...,2,) kop

6zgeriwshili funkciya tdmendegi
F@t) = fla"\+tbY—a"), a+tb'y—a's),.... a',+tb',—a'y,))
bir t 6zgeriwshisinin quramali funkciyast bolip qaladi. Quramali funkciyanin
uzliksizligi haqqindagi teoremaga muwapiq F(t) funkciya [0,1] segmentte uzliksiz.
Ekinshi tarepten ¢ = 0 ham ¢ = 1 de bul funkciya turli belgili manislerge iye:
F(0) = f(a',a'y,...;a'",) <0,
FQ1) = f(b',,b',...;0" ) > 0.

* Baylamli koplik aniglamasin 1-§, 17-betten qaran.
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Solay etip, F(t) funkciya [0,1] kesindi de zliksiz ham us1 segmenttin shekli
noqatlarinda har qiyli belgili manislerge iye. Onda 1-bolimi, 5-bap, 7-§ degi 5.5-
teoremaga muwapiq, (0,1) intervalda sonday ¢, nodat tabilip

F(ty) = 0
boladi. Demek,
F(ty) = fla' +t,(b",—a'y), a'y+ty(b'y—a'y),..., a', +1,0",—a',))=0

Eger

c =a"+ (b —a")
cp = a'y+1y(b'a—a'y)
Cp =0a' A+t —a'y)
dep alsaq, ¢ = (c¢,¢y,...,c,,) € M. ham f(c) = f(¢,¢y,...,c,)) = 0 boladi. Bul
joqarida keltirilgen teoremani dalilleydi.

Toémendegi teoremada usigan ugsas dalillenedi.

2-teorema (Bol’cano-Koshidin ekinshi teoremasi). f(z) = f(z,,,...,7,)
funkciya baylamli M C R™ koplikte berilgen hdm uzliksiz bolip, M kopliktin eki
a = (a;,0ay,...,a,) ham b = (b,b,,...,b ) noqatinda f(a)=A, f(b)=B, A= DB

bolsin. A menen B arasinda galegen C san alinsada, M koplikte sonday
¢ = (¢, Cy,-..,¢,,) NOQat tabilip,

fle) = fler,¢95eees0) = C!
boladi.
3-teorema (Veyershtrasstin birinshi teoremasi). Eger f(z) funkciya

shegaralangan tuyiq M C R™ koplikte berilgen ham 0zliksiz bolsa, funkciya ust M
koplikte shegaralangan boladi.
Dalil. Meyli kerisi orinli bolsin, yagniy f(z) funkciya shegaralangan tuyiq M

koplikte uzliksiz bolsa da ol us1 koplikte shegaralanbagan bolsin. Onda Vn € N
ushin sonday 2™ e M noqat tabilip,

| fa") [ > (1)
boladi. Bunday noqatlardan 2™ | 2" e M (n =1,2..) izbe-izlik diizemiz. M
koplik shegeralangan bolganhqtan, ondagi z(™  izbe-izlikte shegaralangan.
Bol’cano-Veyershtrass teoremasina (ust baptii 2-§ ine) muwapiq 2z izbe-
izlikten  jiynaghh  bolgan () ules izbe-izlik  ajiratiw  muamkin:
2" — 2% (k — oc0). M tuyiq koplik bolgam ushmm z° € M boladi. f(z)

funkciyanin M koplikte uzliksiz ekenliginen bolsa

fa™)) — f()
ekenligi kelip shigadi, natiyjede bir tarepten (12.31) qatnasina muwapiq
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‘ f(:z:("’ﬂ) ‘ > n,

yagmy f(z\")) — oo (k — oo ke) bolsa, ekinshi tarepten f(z")) — f(z°) bolip
qaladu.

Bul garama-qarsiliq f(z) funkciyami M koplikte shegaralanbagan dep
alimwiin natiyjesinde kelip shiqti. Demek, f(z) funkciya M koplikte
shegaralangan. Teorema dalillendi.

4-teorema (Veyershtrasstin ekinshi teoremasi). Eger f(z) funkciya

shegaralangan tuyiq M C R™ koplikte aniglangan uzliksiz bolsa, ol ust koplikte
6zinin dal joqar1 hamde dal tomengi shegaralarina erisedi.

Bul teoremanin dalili 1-bolim, 5-bap, 7-§ degi 5.8-teoremanin dalilindegidey.
On1 dalillewdi oqiwshilarga inam etemiz.

Kop 6zgeriwshili funkciyanin tegis uzliksizligi. Kantor teoremasi

Bul paragrafte kop oOzgeriwshili funkciyanin tegis uzliksizligi tisinigin
kiritemiz ham oni1 toliq Gtyrenemiz.

f(z) funkciya M c R™ koplikte berilgen bolsin.

S-aniqlama. Eger Ve > 0 sani ushin, sonday ¢ > 0 tabilip, M kopliktin
p(z' x") < 6 tehsizligin qanaatlandiriwshi qalegen z' hdm z" (z'e€ M,z" € M)
noqatlarinda

| fz") = fa") | < e

tensizlik orinlansa, f(x) funkciya M koplikte tegis uzliksiz funkciya dep ataladi.

Funkciyanin tegis Uzliksizligi aniqlamasindagi 6 > 0 san £ > 0 ge baylanish
boladi. Eger f(z) funkciya M c R™ koplikte tegis uzliksiz bolsa, ol us1 koplikte

uzliksiz boladi.
Misallar 1. Mina

flz),7,) = af + a3
funkciyamh D =  (z,,1,) € R* : 22 + 22 <1  koplikte tegis uzliksiz boliw1
korsetilsin. Ve > 0 sanin alip, ol boyinsha tabilatugin ¢ > 0 sanin § < i dep alsaq,

onda

p(x',:l:”) — p((x'px'g)a(x"px"z)) — \/(xnl_ x|1)2 + (xnz_ CE'2)2 <6
tensizligin qanaatlandirtwsht V(z',,2',) € D, (¢",2",) € D nogqatlar ushin

‘f(w '1,$'2) _ f(l,ul’an)‘ — ‘(mvl)Z + (:17'2)2 o [(xnl>2 + (qu)Q]‘ _

= ‘(w =)@ ")+ (-2 (2 + *THQ)‘ < 2\/@ "= l"1>2 + (2"~ 5'3'2)2 +

+2\/(a:"1— ') 4 (2" —2h)? =46 <e

boladi. Demek, berilgen funkciya D C R? koplikte tegis tzliksiz.
2. Tomendegi
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1
f (xla m2) =
L1%y
funkciyami A= (z,7,)€ R*:0<az} +22 <1 koplikte  garayiq. Bul
funkciyanin A koéplikte uzliksizligi ayqin. Biraq qaralip atirgan funkciya ushin A
koplikte tegis uzliksizlik aniglamasindagi shart orilanbaydi, yagniy V6 > 0 ushin
sonday € > 0 ham z' = (z';,z'5) € A, 2" = (z",,z",) € A  noqgatlar tabilip,

p(z' z") < 6 ham de
‘ f(xll’xlz) _f($|v1,$|v2) ‘ > e

boladi. Haqiyqattanda V6 > 0 ushin ¢ =1 dep ham l,l € A, i,z €A
nn 2n " 2n
1 11 1 1
tl 1 >n, = |— h - =, —,— ==—=<6 ha
noqatlarin alsaq, n > n, 725 ushin p ==, oo 5 < am
de
‘f 1,1]_ [g,i] ‘:3n2>1:5
n n 2n 2n
boladi.

Jogarida keltirilgen misallardan bazibir koplikte 0izliksiz bolgan funkciyalar
barqulla usi koplikte tegis tuzliksizlik aniglamasindagi shartti qanaatlandira
bermesligi korinedi eken. Lekin tomendegi teorema orinli.

6-teorema (Kantor teoremasi). Eger f(z) funkciya shegaralangan tuyiq
M (M c R™) koplikte berilgen ham tzliksiz bolsa, funkciya us1 koplikte tegis

uzliksiz bolad.
Dalil. Meyli kerisi orinli bolsin, yagniy f(z) funkciya shegaralangan tuyiq M

koplikte uzliksiz bolsin, lekin tegis zliksizlik aniglamasindagi shart orilanbasin.
Onda bazibir ¢ > 0 san hdm 1qtiyarli § > 0 san ushin M koplikte p(z',z") < 6

tensizlikti ganaatlandirtwshi sonday z' ham z" (z' € M,z2" € M) noqatlar tabilip,
| fz") = f(z") | > e
bolad.
Nol’ge umtiliwshi on sanlar izbe-izligi 6,,6,,...,6,,..., dialayiq:
6, -0 (6, —0, n=12..) (2)
Uyganiwimizga muwapiq, jogaridagt >0 san ham 1qtiyarh
6, >0 (n=12,..) noqatlar tabilip

p(aV,bM) < & ham | fa) - f6Y) | > e,

......
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bolad.

M-shegaralangan képlik hiam o™ e M (n=1, 2,...) bolganhqtan,
Bol’cano-Veyershtrass teoremasi boyinsha ™  izbe-izlikten jiynaqli tles {a("k)}
izbe-izlik ajiratiw mumkKin:

lim o = o0 (3)

k—o0
M tuy1q koplik bolgani sebepli a” € M boladi. Joqaridag1 »™ izbe-izlikten

(n,)

ajiratilgan b Ules izbe-izliktin limitide o ge ten boladi. Haqiyqattanda, mina

()

0 bnk (nk) 0

a0 <O, +p PP
%

@ <p b " 4 p @

tensizliktegi 6nk ham p a("k),aﬂ ler ushin (12.32) ham (12.33) gatnaslarina

muwapiq k£ — oo ke

(ng) 0

6nk—>0,pa ,a- — 0

0

boliwin itibarga alip, £ — oo te p al™) ,a- — 0 ekenligin tabamiz

a™) — g0 ) — g0,
qaralip atirgan f(z) funkciyanin, shart boyinsha M koéplikte uzliksiz ekenliginen
(@) — f@®), ") — f(a°)
bolip, olardan
fO") = @) = 0
bolatugini kelip shigadi. Bul Vn, lar ushin

£y = £y | > e

dep uygariwimizga qarsi. Bunday qarama-qarsiliqtin kelip shigiwina sebep f(x)

funkciyanin M koplikte tegis 0izliksizlik shartin qanaatlandirmaydi dep aliwimizda.
Demek, funkciya M koplikte tegis uzliksiz. Teorema dalillendi.

Bazibir M C R™ koplik berilgen bolsin. Bul koplikte galegen eki z' ham z"
noqgatlarin alip, olar arasindagr p(z',z") qashighqtt tabamiz. Araliq alingan

noqgatlarga baylanish bolatugini ayqin. Eger z' hdm 2" noqgatlarin M koplikte
ozgertip otirsaq, onda p z'.z"  koplik hasil boladi. Adette bul kopliktin dal
joqargl shegarasin sup p z',z" (2 € M, 2'e€ M) M kopliktin diametri dep
ataladi ham d (M) dep belgilenedi:
dM)=sup p z' x" (@ e M, 2" € M).
f(x) funkciya M C R™ koplikte berilgen bolsin.

1-amqlama. Mina
sup | f(z")— f(z") | (@ eM, 2" M).
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shama f(z) funkciyanin M kopliktegi terbelisi dep ataladi ham ol w (f; M) dep
belgilenedi:
w(f; M) =sup | flz")— f(z") | ('€ M,z" € M).
Joqgarida keltirilgen Kantor teoremasinan ahmiyetli saldar kelip shigadi.
1-saldar. f(z) funkciya shegaralangan tuyiq koplikte berilgen ham zliksiz
bolsin. Onda Ve > 0 sani alinganda da M koplikti shekli sandag1 M, kopliklerge

sonday ajiratiw muamkin,
UM, =M, M, NMj=2 (k=j him w f;M, <e¢
k

bolad.

Dalil. f(z) funkciya shegaralangan tuyiq M koplikte Uizliksiz bolsin. Kantor
teoremasina muwapiq bul funkciya M koplikte tegis tzliksiz boladi. Solay etip
Ve > 0 ushin sonday 6 >0 tabilip, p(z',z") < é bolgan Vz' 2" ler ushin

\ flz') — f(z") \ < e boladi. M koplikti diametrleri us:t 6 bolgan M, kopliklerge

ajiratamz. Bul jagdayda V z' € M,,Vz" € M, noqatlar ushin p(z',z") < 6 boladi
ham demek,
‘ flz") —f(z") ‘ <e
tensizlik orinlanadi. Bunnan
sup | f(z") = flz")] <¢
yagnty
w f: M, <e¢

bolatugini kelip shigadi. Saldar dalillendi.

Biz us1 paragrafte funkciyanin tegis Uzliksizligi menen baylanisli bolgan

f(z) funkciya M c R™ koplikte berilgen bolsin. V6 > 0 sanin alip, M
kopliktin =~ p(z',z") < 6  tensizligin qanaatlandiriwshi  qalegen z' ham
z" (2 € M,2" € M) nogatlarindagi funkciya manislerinen duzilgen
I f(z")— f(z") 1 ayirmalard1 qarayiq.

2—aniqlama. Mima

L flx")— f(z") (£ e M, 2" € M)
ayirmalar kopliginin dal jogarg: shegarasi
sup | flx") — f(z")] (@ e M, 2' € M)

p(xlvxu)gé
f(z) funkciyanin M kopligindegi tzliksizlik moduli dep ataladi ham w(f;6) dep
belgilenedi:
w(f;0) = sup | f(2") — f(z") | (@ eM, 2'eM)

p(x',x”)gé
Bul amqglamadan, funkciyanin uzliksizlik moduli § mmn teris bolmagan
funkciyas: ekenligin koremiz. Bunnanda basga ¢, > 6, > 0 bolganda mina

sup | f@") —f=) | = sup | f&") - f(a") |

p(x’,x")gél p(l",w")g%
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('€ M, z" € M) tensizlik orinli bolip, onnan
w f:o Zw f:o
ekenligi kelip shigadi. Bul w(f : ) - 6 nmn 6siwshi funkciyas: ekenligin bildiredi.
Endi f(z) funkciyamn tegis uzliksizligi menen omn uzliksizlik moduli
arasindagi baylanisti korsetetugin teoreman: keltiremiz.
7-teorema. f(z) funkciyanin M c R™ koplikte tegis uzliksiz boliwi ushin

lim w(f:6) =20
6—+0

boliw1 zarar ham jetkilikli.

9-lekciya
Kop ozgeriwshili funkciyalardin dara tuwindilari. Kop 6zgeriwshili
differenciyallammwshi funkciya. Differenciyallaniwshi boliwinin zarurli,
jetkilikli shartleri. Kop 6zgeriwshili funkciyanin tohq differenciali.

Funkciya dara tuwimdisimn amgqlamalan. f(z) = f z,2,,...,2,

funkciya ashig M M C R™  koplikte berilgen bolsin. Bul koplikte
100



2° = 2{,2,...,2° nogat alip, omn birinshi koordinatast z? ge sonday

Az, Az, > 0 Osimbereyik, z{ + Az, 23,...,2° € M bolsin. Natiyjede

f @, y,...,z, funkciyada z,z),...,z0 noqatta z, 6zgeriwshisi boyinsha

A:plf: x? + Az, :L’g,...,xgn — f x{),xg,...,xgl
dara 6simge iye boladi.
Mina
Af  f ) + Az, 2y, 20 — f oa),a), .2 (1)

Al'l AZE’l
qatnasti qarayiq. Ayqin, bul qatnas Az, din funkciyasi bolip, ol Az, dinnolden

6zgeshe manislerinde aniqlangan.
1-amqlama. Eger Az, — 0 ge (1) qatnastin limiti

0 0 0 0 .0 0
. Az, f _ fx +Ax,x,...,v, — [ x,29,...,7,,
lim = lim
Az, —0 A‘xl Az, —0 AZL’l

bar ham shekli bolsa, bul limit f z,,,..,z,  funkciyanif (z,z9,...,20)

noqattag1 =, 6zgeriwshisi boyinsha dara tuwindisi dep ataladi ham

of (z,2d,...,2°) Of ., 0 .
8% ’ (956’1 ’ le (x]' ’“.7xm)’ fxl
belgilerdin birewi menen belgilenedi. Demek,

1 0 . — .
fxl (-'1; ) a 3x1 Az —0 A(El

Eger 2! + Az, = z; dep alsaq, onda Az, = z, —z) ham Az, — 0 da

z, — z) bolip, natiyjede

0 0 0.0 0
_ Awlf o flryay,z, — f 2,39,
lim = lim 5
Az —0 Aa’,’l xlﬂx? T, — X
boladi. Demek, [ z,,,...,z,, funkciyamn (z7,29,...,20) noqattagr z,

6zgeriwshisi boyinsha dara tuwindisin mina

f(ml,acg,...,xfn) — f(xf,xg,...,x?n)

0
Ty — I

qatnasinin z, — z) degi limiti sipatinda aniglaw mamkin.
Usigan uqsas f z,%,,...,z, funkciyanin basqa 6zgeriwshileri boyinsha
dara tuwindilar1 aniglanada:
0 .0 0 0 0 .0 0
of A f flx) x5 + Azy,xg,..x, — f 2,29,...,2,,

. T .
= lim —— = lim
Oz,  Az—0 Ag, z,—0 Az,
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0,0 0 .0 0,0 0
of . A f . fla) oy, x) o) + Az — f(z],z),...,2))
Oz, Az,—0 Az Az, —0 Az

Demek, kop oOzgeriwshili f z,x,,...,z ~ funkciyanih gandayda bir
(2f,29,...,z,) nogatta =z, k=1, 2..,m Ozeriwshisi boymsha dara
tuwindisin aniqlawda bul funkciyanin z, k=1, 2,...,m Ozgeriwshiden
basqa barliq ozgeriwshileri 6zgermes dep esaplanar eken. Solay etip,
[ z,%,,..,z funkciyanif dara tuwindilar Flopflysnfls 1-bolim, 6-bap, 1-

§ de tyrenilgen tuwindi - bir 6zgeriwshili funkciya tuwindisi siyaqli ekenligin
koremiz. Demek, kop 6zgeriwshili funkciyalardin dara tuwindilarin esaplawda
bir 6zgeriwshili funkciyanin tuwindisin esaplawdagi malim bolgan gagiyda ham
kestelerden toliq paydalaniw mumkin.

Misallar. 1.  f z,z, =+ 2} +25bolsm. Bul funkciyanin

V z,,z, € R* nogattag dara tuwindilar

of of Loy
Oz, \/xl + x2 Iz, \/xf + arg
boladi.
] T+,
2. fa,, =—/— e 2 funkciyanin ~ z,,7, € R*> 1z, >0

noqattagi dara tuwindilarin esaplaymiz:

T, +2 z,+.
af_a[ 1 6_% = — 1 e_ 122)
Or, Oz \/;1;_2 2\/@
T+ T+ T+
8fa[ 1 e 122 _ 1 o 122_ 1 . 122_
Oz, Oay| [, 2 2z,
1 xl‘i’l’? 1
== ¢ (+)
2\ z, T,
3. Mina
%; eger x1,15 = 0,0 bolsa,
[ xyxy =17 + 3
0 , eger z,m, = 0,0 bolsa

funkciyanin dara tuwindilarin tabin
Aytayiq, z,z, = 0,0 bolsin. Onda

of 0| 2xmy | 2my(zf +23) - 2mw,2x,  2m,(z) — 27)
O, Om(af+a3) @ H+wf @R
of 0| 2xmy |  2a(x] +a3) —2mm,2z, 2z,(z] — )
O, Omy\af+ai) a4y
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boladi.
Endi z,z, = 0,0 bolsin. Onda

Oz, Az —0 Az, ’
0,Az, —f 0,0
0f(0.0) _ . fO0Az, —f00
o, Az, —0 Az,

boladu.

Demek, berilgen f z,z, funkciyaV z,z, € R® de dara tuwindilarga
iye.

Dara tuwindimin geometriyallq manisi. Apiwayiliq ushin eki
6zgeriwshili funkciya dara tuwindilarinin geometriyaliq manisin keltiremiz.

f z,r, funkciyamn M (M cC R?) koplikte berilgen bolip,
(z0,29) € M bolsin. Bul funkciya (z?,29) noqatta f, (z,29), f, =f,2) dara
tuwindilarina iye bolsin. Aniqlamaga muwapiq f,, (27,23) ham [ (2f,29) dara
tuwindilar saykes y, = f(z,z5) ham vy, = f(z),x,) bir ozgeriwshili
funkciyalardin 2 ham z) degi tuwindilarinan ibarat.

Meyli, y = f 2,2, funkciyann
grafigi 11-sizilmada Kkorsetilgen
betti suwretlesin. Onda
Y = f(l"pil?g) ham Yo = f($?>x2)
funkciyalardin grafikleri saykes
tarde y = f x,,z, beti menen

z, = 2 tegisliktin ham us1 beti 11-s1z1ilma

menen  z, = ) tegisliktin
kesilisiwinen payda bolgan I
ham I, siziqlardan ibarat.
Bizge malim, bir 6zgeriwshili u = ¢(z) funkciyanin bazibir z, (x, C R)

nogatindag:r tuwindisinin geometriyalig manisi (1-bolim, 6-bap, 1-§) bul
funkciya sawretlengen iymek siziqga  z,,4(z,) nogatta jurgizilgen urinbanin
muyeshlik koefficentinen, yagniy urinbanin Oz koésheri menen jasagan
muyeshinin tangensinen ibarat edi. £, (z{,29) ham f, (z{,29) dara tuwindilari
saykes I', ham T, iymek si1ziqlarga (=), z0) nogatta jurgizilgen urimbalardin Oz,
ham Oz, kosherleri menen jasagan muyeshinin tangensin bildiredi. Demek,

f. (a,29) ham [ (z7,2)) dara tuwindilar y = f z,z, bettin saykes Oz, haim

Oz, kosherler bagit1 boyinsha 6zgeriw darejesin korsetedi.
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Funkciyanin uzliksiz boliw1 menen onin dara tuwindiga iye bohiwi
arasindagi baylanis.

f(x) funkciya ashiq M (M C R?) koplikte berilgen bolip, z, € M
nogatta shekli f (2") dara tuwindisina iye bolsm. Amgqlamaga muwapiq
| AN
Jo, i Al;ln_{o- A—:I:;f
bolip, onnan
A, f= f:pll (z")Az; + yAzy
bolatuginin tabamiz, bunda Az, — 0 ge « — 0 ge. Natiyjede
lim A, f= Algln_{o (£, (") Az + @Az =0

Az —0
boladi. Bul f(x) funkciyanin z° nogatta =, 6zgeriwshisi boyinsha dara zliksiz

ekenligin  bildiredi. Demek, f(x) funkciya 2° nogatta  shekli
£ (@) k=12..m dara tuwindiga iye bolsa, f(x) funkciya usi noqatta
saykes z, k =1,2,..., ozgeriwshileri boyinsha dara uzliksiz boladi.

Biraq kop ozgeriwshili f(X) funkciyanin bazibir 2° noqatta barliq dara

tuwindilarga iye boliwman, onin usi noqatta uzliksiz (barliq 6zgeriwshiler
boyinsha bir jola zliksiz) boliw1 barqulla kelip shiga bermeydi.
Maselen, us1 paragrfun 1-punktinde keltirilgen 3-musaldagr f z;,z,

funkciya V z,,z, € R? nogatta ﬁ,ﬁ dara tuwindilarga iye bolsada, bul
Ty Oy

funkciya (0,0) noqatta uzliksiz (eki 6zgeriwshisi boyinsha bir jola tizliksiz) emes

(garalsin, 12-bap,1-9).

Kop o0zgeriwshili funkciyalardin differenciallaniwshihigi

Funkciyanin differenciallamwshiligi tusinigi. Differencallamiw-
shihqtif zaruarli sharti. f(z) = f z,z,,...,x, funkciya ashiq M (M C R™)

koplikte berilgen bolsin.Bul képlikte (z},z),...,2°) = z° noqgat penen birge
(z) + Az, 23 + Azy,..., 20 + Az ) nogatti alip, berilgen funkciyanin toliq

Osimi
Af(2°) = f(z) + Azj,2) + Ax,,..zd + Az ) — f(@),2,...,20)

di qaraymiz.
Ayqun, funkciyanin Af(z°) 6simi argumentler 6simleri Az, Az,,...,Az
lerge baylanisl bolip, kopshilik jagdaylarda Az, Az,,...,Az_ ler menen Af
arasindagl baylanis quramali boladi. Tabiyiy, bunda Az,,Az,,...,Az,  lerge

garata Af ti aniq yaki juwiq esaplaw qiyinlasadi. Natiyjede oOsimi

104



Az, Ax,,...,Az_~ O6simler menen apiwayiraq baylanista bolgan funkciyalardi
uyreniw maselesi juzege keledi.
2-amqlama. Eger f(x) funkciyanin z° nogattagi Af(z") 6simin
Af(z°) = AAz, + AAz, + ...+ A Az + oAz, + Az, + ...+, Az, (2)
koériniste anlatiw mamkin bolsa, f(x) funkciya z° noqatta differenciallamiwshi
dep ataladi, bunda A, A4,,...,A ler Az, Aux,,...,Az_ lerde garezsiz turaqlilar,

al  o,0,...,a  ler bolsa, Az, Agz,..,Az_~ lerge garezli ham
Az, — 0, Az, —0,....,Az, —0 g8 o —0, o —0 ..., —0 (
Az, = Az, = ...= Az, = 0 bolganda o, = o, = ... = o = 0 dep alinady).

Eger f(x) funkciya M kopliktin har bir nogatinda differenciallaniwshi
bolsa, f(x) funkciya M képlikte differenciallaniwshi dep atalad.

Misal. Mina  f z,,z, = a7 +25 funkciyani garayiq. Bul funkciya
V(z),2)) € R* noqatta differenciallamwshi boladi. Haquyqattanda, (z,zJ)
nogatta berilgen funkciyanin ésimi
Af = f(@) + Az, a) + Azy) — f(a),2)) = (2] + Az))? + (2 + Az,)* — (a)? — (29)* =

= 2x9Axg +2x9Ax, + (Axq )P +(Ax, )P
bolip, onda A, =2z, A, =2z), o = Az, «, = Az, delinse, natiyjede
Af = AAz, + A Az, + Az, + a,Ax,

boladi. Bul berilgen funkciyanin V z,z, € R*noqatta differenciallaniwshi
ekenligin bildiredi.

f(x) funkciyamn z°noqatta differenciallaniwshiliq sharti (2) ni
tomendegi

Af(z°) = AAz, + A Az, + ...+ A Az, + ofp) (3)
koérinisinde jaziw mamkinligin korsetemiz, bundap (z),29,...,2") = 2° ham

(z) + Az, 29 + Az,,...,z0 + Az, ) noqatlar arasindag: araliq:

p = (A2 + (A +... + (Az ).

Ayqin,
Azry — 0, Azy — 0, ..., Az,, -0 = p—0
ham
p—0 = Azr —0, Az, —»0, .., Az, — 0
boladi.

Endi Az, — 0, Az, — 0,...,Az,, — 0 ge (2) anlatpasindagi
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oAz + a,Az, + ...+« Az shama p ga qarata joqari tartipli sheksiz kishi
shama ekenligin korsetemiz.  Eger

Az Az A~z
Q1A$1 —|—C¥2A$2 —|—...—{—Cl{mAajm =p a1_1+a2_2+---+am m , p = 0
p p p
anlatpada
‘Amk‘
<1 k=1 2 ...m
P

bolatuginin itibarga alsaq, onda
oAz + Az, + ... +ozmAa:m‘ <( ‘“1‘ + ‘%‘ + ...+ ‘am‘ ) p
boladi. Demek,
oAz, + Az, +...+ o Az =0 p .
Solay etip, (2) sharttin orinli boliwinan (3) tin orinli boliw1 kelip shiqgti.

Eger f(x) funkciyanih z%noqatta differenciallaniwshiliq sharti (3)
korinisinde orinli bolsa, bunnan bul sharttin (2) korinisinde ormli boliw1 kelip
shigadi.Usin1 dalilleyik.

Eger p = 0 bolsa, onda Az, = Az, = ... = Az, = 0 bolad1 ham (3) ten
(2) kelip shigadi.

p = 0 bolsmn. Onda Az,,Ax,,..., Az, lerdif barlig1 bir jola nolge ten
bolmaydi. Soni itibarga alip tomendegini tabamiz:

2 2 2
0 Az, + Az, +..+ Az 0 A 0 A
0o p = P 2 2 m__2°FP xl.A$I+_pﬁ.Ax2+
p p PP pop
op Az
+... + . m -Axm = alel +a2A:E2 +...+amA:1:m
pp
bunda
0 A
= A k=12,...m
PP

bolip,p — 0, yagnmy Az — 0,Az, —0,...,Az,, -0 g o — 0,
ay — 0,...,¢,, — 0.
Demek, f(x) funkciyanii 2° noqatta differenciallaniwshiliginii (2) hdm

(3) shartleri 6z-ara ekvivalent eken.
Endi differenciallaniwshi funkciyalar haqqinda eki teorema keltiremiz.

1-teorema. Eger f(x) funkciya 2° noqatinda differenciallaniwsh1 bolsa,
onda bul funkciya us1 noqgatta tizliksiz boladi.

Dalil. f(x) funkciya 2° noqatta differenciallaniwshi bolsin. Onda
aniglamaga muwapiq funkciya 6simi ushin

Af(2°) = ADz, + AAz, +...+ A Az + Az + Az, + ...+, Az,
boladi, bunda A4, 4,,...,A —turagh, Az, — 0, Ax, — 0, ..., Az, — 0 ge
a — 0,0, =0, ..., o —0.
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Joqaridag: tenlikten

. 0 _
A%rgo Af’) =0

boliw1 kelip shigad1. Bul f(x) funkciyanin z”nogatta uzliksizligin bildiredi.
Teorema dalillendi.

2-teorema. Eger f(x) funkciya z°noqatta differenciallaniwshi bolsa, onda
bul funkciyanifi ust noqatta barliq dara tuwimndilar1 £, (z°), £, (2°),..., £, (z°)
bar ham olar saykes tarde (13.2) anlatpadagi A, A4,,...,A lerge ten boladi,
yagnty

f:c'l(xo) = A, faZZ(l'O) = A, .., fa;m(xo) = A, .

Dalil. f(x) funkciya 2° noqatta differenciallantwshi bolsin. Onda

aniqlamaga muwapiq funkciya ¢simi ushin
Af(2°) = AAz, + AAzy + ...+ A Az, + oAz, + Az, + ...+ o, Az, (2)
boladi. Bul tenlikte
Az, = 0, Axy = Axg =...= Az, =0
dep alsaq, onda (2) mina
Axlf(:ro) = AAz, + oAz,

korinisin aladi. Bul tenliktifi eki jagin Az, ge bolip, onnan keyin Az, — 0 ge
limitke Otip, tomendegini tabamiz:

ALY
A Ay T dmy A = A
Demek
fx:(x()):Al-

Dal usigan ugsas f(X) funkciyanih 2° nogatta f, (%), f,(z°),..., f. (z°)
dara tuwindilarinin bar boliw1 janede
fgéz (5170) = A, fgj-g(ﬂfo) =43 .., fg;,,,,@o) = A,
ckenligi korsetiledi. Teorema dalillendi.
1-saldar. Eger f(x) funkciya 2 noqatta differenciallaniwsh1 bolsa, onda
Af(2%) = £ (@")Azy + fr,(2")Azy + . + f;, (2°)Az,, + 0 (p)
bolad.

1-eskertiw. f(x) funkciyanin bazibir z° noqatta barliq dara tuwindilar
£ @), £,(2°), .., £, (2") dih bar boliwinan, funkciyanin usi nogatta

0

differenciallaniwshi1 boliw1 barqulla kelip shiga bermeydi.
Maselen, mina

107



Ty * X9

———=—, eger 1,75 = 0,0 Dbolsa,
f Ty, Ty = \/l’%‘}'l’%
0 , eger x,15 = 0,0 bolsa

funkciyani qarayiq. Bul funkciya (0,0) noqatta dara tuwindilarga iye:
, f Az;,0 —f 0,0

Jo, 0,0 = Alg%ﬁo Ar =0,
| L f 0,Az, —f 0,0
fe, 0,0 = Alifﬂo AL, = 0.
Berilgen funkciyanin (0,0) noqgattagi 6simi
Az, - Ax,

Af 0,0 =f Az, Az, —f 0,0 = > -
\/ Az, + Aux,

bolip, on1 (2) yamasa (3) kérinisinde jazip bolmaydi. Buni dalillew magsetinde,

kerisin, yagny f z,,z, funkciya (0,0)noqatta differenciallaniwshi bolsin dep

uygaraylq. Onda

Af 0,0 =f, 0,0 -Az + f,, 0,0 - Azy + Az + Az = Az + Az,

(4)

bolip, bul anlatpada Az, — 0, Az, — 0 ge oy — 0, «, — 0 boladi. Demek,
Az, A

i = oAz, + a,Ax, (5)

\/ Az, g Az, ?
Bunda Az, hdm Az, ler galegen 6simler. Sonlhiqtan, Az, = Az, bolganda (5)

tenlik mina

A
20 A:Ul(ozl + ay)

NG

koriniske kelip, bunnan

V2

o+ o, = —
1 2 9

bolatugim1 kelip shigadi. Natiyjede Az — 0, Az, — 0 g€ «; ham «o,
shamalarinin nol’ge umtilmaytuginligin tabamiz .Bul f z,,z, funkciyanin

(0,0) noqatta differenciallaniwsh1 bolsin dep uygariwimizga qarsi keledi.
Demek, berilgen funkciya (0,0) noqatta dara tuwindilarga iye, lekin ol usi
noqatta differenciallaniwshiliq shartin ganaatlandirmayda.
Solay etip, funkciyanin bazibir nogatta barlig dara tuwindilarga iye boliwi,
funkciyanin us1 noqatta differenciallaniwshi boliwinin zararli shartinen ibarat
eken.

Funkciyanin differenciallamwshihigimin jetkilikli sharti. Endi kop
Ozgeriwshili  funkciya differenciallaniwsh1  boliwmin  jetkilikli  shartin
keltiremiz.
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f(x) = f =z,x,,..,z, funkciya ashiq M (M C R™) koplikte berilgen
bolip, 2° = (z{,2),...,2°) noqat us1 koplikke tiyisli bolsin.

3-teorema. Eger f(x) funkciya 2’nogatinin bazibir doégereginde barliq
6zgeriwshileri boyinsha dara tuwindilarga iye bolip, bul dara tuwindilar usi z°
nogatta uzliksiz bolsa, f(x) funkciya z° nogatta differenciallaniwshi boladh.
Dalil.z° € M nogatin ahp, omn koordinatalarina saykes tarde sonday
Az, Am,,..., Az, osimler bereyik, z{ + Az, a2y + Aux,,...,x) + Az, nogat

2° nogattin aytilgan dogeregine tiyisli bolsin. Son funkciya toliq ésimi

Af(z%) = f(2) + Az, 2d + Aa:z,...,a:& + Az, ) — fad,z), ..., z0)

m

di tomendegishe jazip alamiz:
Af(z?) = [f(z) + Az, 2] + Axy,... ozl + Az, ) — f(@),2) + Az, zd + Az, )]+

T,
Hf (@), 1) + Azy, 3§ + Az, + Az, ) — f(a), 29,29 + Azg,.oz) + Az, )]+
o L@, 2, T T+ Azy) — fal, 23,25, )]
Bul tenliktin on jagindagi har bir aywrma tiyisli bir argumenttin
funkciyasinin 6simi sipatinda qaraliwi mumkin. Onin ushin Lagranj teoremasin

qollay alamiz, sebebi teoremamizda keltirilgen shartler Lagranj teoremasi
shartlerinin orinlaniwin tamiyinleydi:

Af(z%) = f, (2 + 0Az, 1) + Amy,...oz), + Azy,) - Axy +
+f$'2 (2,29 + 0,Azy, 2] + A,z + Az, ) Az, +
+ . + (6)
+f:,;m (20, 29,...,20 1,20 + 0, Az, )Az,,,
Bunda
0<6 <1 i=12..m .

Adette (6) funkciya 6siminin formulasi delinedi. Shartke muwapiq z°

nogatta f,, f,..., . dara tuwindilari tzliksiz. Sonhqtan
fa'tl(x? + elehxg + Ax%"'axm + Axm) - f:Lil(xO) + QY
f:vlg (33?,.%8 + GQA:U%:UQ + Aﬂ?g,...,ﬂ?% + Awm) = faég (:U()) + g,
fa;m (l’{), 3787--'7 xron,—hxgz + gmAxm> = fz"m (a:.O) + Qyp (7)
bolip, onda Axr; — 0, Az — 0,...,Az,, — 0 ham
a, =0, oy — 0,.., o — 0 bolad.
(6) ham (7) anlatpalardan

Af(a°) = £, (@)Az + £, (2")Azy + ... + £, (2°)Az, + Az + ATy + ..+ o, Ay,

bolatugin1 kelip shigadi. Bul f(x) funkciyanin z°

ekenligin bildiredi. Teorema dalillendi.

“noqatta differenciallaniwshi
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Bir ham koép 6zgeriwshili funkciyalarda funkciyanin
differenciallaniwshilig1 tasinigi kiritildi (qaralsin, 1-bolim, 6-bap, 4-§ janede usi
baptin 2-§). Olardi salistirip tomendegi juwmaqqa kelemiz.

1) Bir 6zgeriwshili funkciyalarda da, kép 6zgeriwshili funkciyalarda da
funkciyanin bazibir noqatta differenciallaniwshi boliwinan onin usi noqatta
uzliksiz boliw1 kelip shigadi. Demek, bir ham kép 6zgeriwshili funkciyalarda
funkciyanin differenciallaniwshi boliw1 menen onin zliksiz boliw1 arasindagi
qatnas bir quyl.

2)Bizge malim, bir ozgeriwshili funkciyalarda funkciyanin bazibir
noqatta differenciallaniwshi boliwinan onin us1 noqatta shekli tuwindiga iye
boliw1 kelip shigadi ham, kerisinshe, funkciyanin bazibir noqatta shekli
tuwindiga iye boliwinan onin usi1 noqatta differenciallaniwshi boliw1 kelip
shigatugint malim.

Kop o6zgeriwshili  funkciyalarda funkciyanin  bazibir noqatta
differenciallaniwsh1 boliwinan onin us1 noqgatta barliq shekli dara tuwindilarga
iye boliw1 kelip shigadi. Biraq, funkciyanin bazibir noqatta barliq shekli dara
tuwindilarga iye boliwinan onin usi noqgatta differenciallaniwsh1 boliw1 barqulla
kelip shiga bermeydi.

Demek, bir ham kép 6zgeriwshili funkciyalarda funkciyanin
differenciallaniwshi boliw1 menen onin tuwindiga (dara tuwindiga) iye boliw1
arasindagi qatnas bir qiyli emes eken.
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10-lekciya
Urinba tegislik.Eki 6zgeriwshili funkiyanin differencialinin geometriyahq
manisi. Quramal funkciyam differenciallaw. Differencial formasimin
invarianthgi.Differencialdin juwiq esaplawga qollaniliwi.

Funkciya differenciabmm amgqlamasi. y = f(z) funkciya ashiq

M (M c R™) koplikte berilgen bolip, bul koépliktin 2° nogatinda

differenciallaniwshi bolsmn. Anigqlamaga muwapiq, onda f(x) funkciyanii 2°

noqatindagi 6simi
Af(z") = AAz, + AAz, +...+ A Az +o0 p (1)

bolip, bunda

; 83;2 5 Lyena s 111
ham Az, — 0, Axzy — 0,...,Azx,, — 0 ge p — 0 boladi. (1) tenliktin on jagi
eki  bolimnen,1)Az,,Ax,,...,Az_~  Osimlerge qarata siziqlh anlatpa
AAz + ANz, +...+A Az nen, 2) Az, — 0, Az, -0, ..., Az, — 0

ge, yagnly p — 0 ge p ga qarata joqar tartipli sheksiz kishi shama o p dan
ibarat.

Sonday-aqg, (1) anlatpadan, p — 0 ge AAz + AAz, +...+A Az, -
sheksiz kishi shama Af(z")- sheksiz kishi shamamn bas bolegi ekenin
angaramiz.

1-amglama. f(x) funkciya osimi Af(z°) din Az, Ax,,...,Az_ lerge
garata s1zigh bas bolegi
MAw

T m
2 m

0 0
AAx, + AAxy, + ...+ A Az = %Al’l + MA% + ...+

fL’l X

f(x) funkciyanih z°noqatindag differenciah (tolq differenciali) dep ataladi
ham df(z") yamasa df(z),zJ,...,z0 ) dep belgilenedi.

Demek ,
df(z°) = df (27, 23,....x,) = ADz) + AAzy +... + A, Az, =
_ 0@ \ RUC) ) A of(z")
T T

Eger z,,x,,...,z, erikli 6zgeriwshilerdin qalegen osimleri Az, Ax,,..., Az, ler
saykes tarde bul ozgeriwshilerdin differenciallant dz,,dx,,...,dz, ge ten
ekenligin itibarga alsaq, onda f(X) funkciyanin differenciali tdmendegi
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0" gy Uy, O, ®)

m
Oz, T, T,

df(2") =
koriniske keledi.

Adette of ——dz,,—— of de,...,aa—fda: ler f(x) funkciyanin dara

m
Ox, o, o

differenciallar1 dep ataladi ham olar saykes tarde d,f, df..., d, f dep

belgilenedi:

dwf:ﬁd dxf:ﬁdxw ey d f = or dz, .

19
1 Ox, 2 O, 8:B

Demek, f(x) funkciyanin z" nogqattag: differenciali, onin us1 nogattagi dara

differenciallar1 qosindisinan ibarat.
Misal. Mina

_ xsinw
[ z,o, =™ ™

funkciya V z2, € R’noqatta differenciallantwshi bolsip onin diffrenciali

0 . g ;
df = A28 de, + —— of -dz, = sinx, - """ 2dy, + 2, cosx, - €M7 2dx, =
ox x
1 2
_ 1y 8inmy :
=e sin x,dx; + ; cos z,dx,
boladi.
f z,%3,,...,x, funkciyamn differenciall (z},z5,...,2") noqatqa baylanish

boliwi menen birge bul 6zgeriwshilerdifi 6simler1 Az, = dz;, Az, = dx,,...,
Az = dz, lerge de baylanisl ekenligin jane bir marte esletiw lazim.

Funkciyanin differenciali apiway1 geometriyaliq maniske iye. Témende
ont keltiremiz.

y = f(z) = f(z,,z,,...,z,) funkciya ashig M koplikte (M c R™)
berilgen bolip, z° = (2,4),...,2°) nogatta (z° € M) differenciallaniwshi

bolsin. Demek, bul funkciyanifi 2° noqatindagi 6simi
Af(2?) = f(:L’{) + Az, ng + Az, ..., .Z’?n + Az, ) — f(x{),:z:g,...,:r:?n)

ushin
Af(a°) = fo, (") (@ —al) + £, (") (@2 — 2) + .. + [, (@) (@, — ) +0 p
bolad.
Meyli y = f(z) funkciyanin grafigi R™ " kenisliktegi mina
(S) = (2,290, ,3Y) 1 T, Ty,...,x, €R™yeER

m
betten ibarat bolsin. Geometriyadan malim, bul bettin (z{,z9,...,20,y,)
noqgatman (y, = f(z),13,...,20)) Otiwshi ham de Oy kodsherine parallel

bolmagan tegisliklerdin uliwma teflemesi
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Y —yo = A(Xy —2)) + A(Xy —23) + .. + Ay (X, — )
boladi, bunda X, X,,...,X,,, Y —tegisliktegi ozgerlwshl noqattin

koordinatalari.
Dara jagdayda mina

— Y = fxl( ) 2 —a) + f:c'g(xo) Ty — Ty + ...+ f;(l’o) Ty — Ty (3)
teglsllk bolsa (S) betke (z},z9,...,z0 ,y,) nogatinda jurgizilgen urinba tegislik
dep ataladi.

Eger z, — 2! = dz, =z, —2) = dx,, .., z, —x) =dz, delinse, onda
(3) urmba tegislik

—yo = [, (2)dz; + £, (2")dmy + ... + fg;,,,, (2°)dz,, = df(z")
koriniske keledi.

Natiyjede tomendegi juwmaqga kelemiz: y = f z,,,...,z,  funkciya
argumentleri  z;,z,,...,z,_lerdin manislerine saykes osimler bereyik. Onda
funkciyanin saykes 0simi

Af(z%) = f(z) + Az, 1) + Ay, 2 + Az, ) — f(a),2),...,20) =y — y,
(S) bet(z),3,...,2° ,y,) ham (2 + Az ,2) + Ax,,....z0 + Az, y)
nogatlariin en songi, y koordinatasi algan 6simdi bildiredi.
Funkciyanin usi1 nogattag: differenciali bolsa

df(mo) =Y —yo
urinba tegislik (z0,29,...,2°,y,) ham (2 + Azy, 29 + Azy,..., 2, + Az, Y)
nogatlarinin en songi, y koordinatasi algan 6simdi bildiredi.
Dara jagdayda, y = f =z;,7, funkciya ashig M (M c R?) koplikte

berilgen bolip, (z,2)) € M noqgatta differenciallaniwsh1 bolsin. Bul
funkciyanin grafigi 14-s1zilmada korsetilgen (S) betti anlatatugin bolsin.
(S) betke (z,23,y,) noqatinda (y, = f(z},))) i
jurgizilgen urinba tegislik mina
Y -y, = 5f(;?,:l?§) (z; — x?) + —8]0(1;{),%8) (zy — xg) ‘ b <«
T, o, 5
koriniste bolip, onnan J; |
Y —yo = df(at, a3) |
ekenligi kelip shigadi. Demek, y=f z,,z, h Vit
0 0 14 - sizilma

funkciyanih  (z),z,) noqattagr differencali bul

funkciya grafigine (20,29, f(z0,2)))  noqatinda

jurgizilgen urinba tegislik applikatasinin Osiminen

ibarat eken.

2. Quramah funkciyammn differenciall. y = f z,z,,...,2, ~ funkciya

M (M C R™) koplikte berilgen bolip, z,2,,...,z, 6zgeriwshilerinin har biri 6z
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nawbetinde  ¢,1,,...,t, Ozgeriwshilerdin T (T c R*) koplikte berilgen
funkciyas1 bolsin:
T =@ b,k ,
Ty = @y G, by
(3)
Ty = P Uyl b
Bunda t¢.t,,...,t, € T bolganda ogan saykes =z,z,,...,z,, € M bolip, mna

y:f O bl t ety e o thh et
quramali funkciya duazilgen bolsin.

Meyli  (3) funkciyalardin  har  biri  (¢,#),...,#)) € T nogatta
differenciallamwshit  bohp, y=f z,x,,..,2,  funkciya bolsa saykes
(z0,23,...,20) € M noqatta differenciallamwshi bolsin. Ol jagdayda 13.5-
teoremaga saykes quramal: funkciya (#,t),...,¢)) noqatta differenciallaniwshi
boladi. Onda quramali funkciyanin us1 nogattagi differenciali

df = ﬂdtl +ﬁdt2 ST ﬂdtk

o, ot, ot
bolad.
Endi ﬁ,ﬁ,...,ﬁ dara tuwindilardi, usi baptin 4-§ de keltirilgen
ot ot,”" ot
(13.19) formulalardan paydalanip esaplaymiz:
of _0f v Of Dry . Of v,
(9t1 N 8371 atl 81172 8t2 8Im 8t1 ’
of _ Of on  Of Om . Of du,
ot, o1, Ot oz O, T om0t
ot, Oz, 0t 0m ot T om ot
Natiyjede
of Oz, 0Of Ox of Ox
df = L= 2 g+
/ [83:1 ot dx, o oz, Ot )
of On  Oof Ot | Of Ou,|g |
Or, 0t, Oz, Ot, or, Oz,
N 6’f'8:1:1_|_ of _3$2+...+ﬁ_% dt, =
dr, 0Ot 0Oz, Ot oz, Ot
of | Oz, Ox, Ox,
= | gt 4+ a4+ —Ldt |+
83:1[8151 Yoo, 2 ot, "
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of | Ox, oz Ox
— | =2dt, + —2dt, +...+—2dt_ |+
oz, Ot, ' Ot ° ot "

+

8f Ox Ox
| A+ 2 dty 4.+ — 2 dE,
o, [al ot, ° o, k]
boladi.
Eger
8:1:1 ox ox
gt +—Ldt, +...+—Ldt, =d
ot at, * gy, kM

8x2 ox. oz
—2dt + —2dt, + ...+ —2dt, = dx
ot, ot - ot, 7

8:1; Ox oz
— 2 dt, +—"dt, + .+ dE, = d
ot, ot, ot b “m

ekenligin itibarga alsaq, onda quramali funkciya differencali ushin

_of df of
df = o ——dz; + 3 2d 5 + ...+ . dz,, (4)

bolatugini kelip shigadi. Quramali funkciya differencialin aniglaytugin (4)
formulan1 déslep qarap 6tilgen (2 formula menen salistirip, funkciya quramali
bolgan jagdayda funkciya differenciali funkciya dara tuwindilan
of x,2y,...,7,,

oz.

1

i =1,2,...,m menen (bunda z,,z,,...,z, argumentlerinin

har biri ¢,,1,,...,t, Ozgeriwshilerdin funkciyasi) saykes argument differenciallar
de, 1=12,...,m kobeymesinen ibarat ekenin koremiz. Solay etip,

qaralip atirgan funkciyalar quramali

f 1 t17t27'“7tk ) tl:é?"wtk yeoPm tlat'Za'“vtk
T, =@ bttt , 1=1L12..m koriniste  bolganda da  bul
funkciyalardin differenciallart bir quyli (13.22) formaga iye boladi (yagniy
differencal formasi1 saqlanadi). Adette bul noqattagi differencal formasinin
invarianthg delinedi.
Demek, kop oOzgeriwshili funkciyalarda da, bir 6zgeriwshili
funkciyalardagiday, differencial formasinin invarianthigl qasiyeti orinli eken.

Soni 60z aldina atap korsetiw kerek, (13.22) anlatpada dz,,dz,,...,dz, ler
Ty, %y,...,x, lerdin qalegen osimleri Az, Aux,,...,Az,  ler bolmastan, olar

t,ty,..., 1, 0zgeriwshilerdin funkciyalar boladi.
3. Funkciya differencialin esaplawdin apiwayr qagiydalari. v = f(z)

hdm ¥ = g(z)funkciyalar ashiqg M (M c R™) koplikte berilgen bolip, 2° € M
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nogatta olar differenciallaniwshi bolsin. Onda w £9, u- 9, % (¥ = 0)

funkciyalarda ust 2° noqatta differenciallaniwshi boladi ham olardin

differenciallar1 ushin tbmendegi
1)d v+9 =dutdd

2) d u-9 = udd + ddu

g] _ Ydu — ud?

3) d ¥ =0

9 92
formulalar orinli bolada.

Bul anlatpalardin birewinin, maselen, 2) nin dalilin keltiriw menen
shegaralanamiz.

u = f(z) ham ¥ = g(z) funkciyalar kobeymesin F funkciya dep qarayiq:

F =wu-v. Natiyjede F funkciya u ham ¢ lar arqah =z,z,,..,7,

Ozgeriwshilerdin (z = (z,...,z,)) quramali funkciyas:i boladi. Quramal
funkciyanin differencialin tabiw formulasi (4) ge muwapiq

dF" = 8_qu + 8—F - dv
ou oY
bolada.
Eger
8—F =1, a—F =u
ou oY

ekenligin itibarga alsaq, onda
dF = Ydu + ud?
bolatuginin tabamiz. Demek
d u-v =ddu+ ud?.

4. Juwiq formulalar.Funkciya matematikaliq analiz kursinda
uyreniletugin tiykargi ob’ekt ekenligi malim. Kopshilik maseleler bolsa
funkciyalardi esaplaw(berilgen nogatta madanisin tabiw) menen baylanisl:.
Qaralip atirgan funkciya quramali koriniste bolsa, onin manisin aniq esaplaw
quymshiligr ayqin, ayrim jagdayda belgili usillar menen esaplanbay qaliwi
mumkin®

Sheksiz sandagi operaciyalardi orinlaw menen sheshiletugin maselelerdi,
sonin ishinde ayirim funkciyalardin manislerin esaplaw menen baylanisl
bolgan maselelerdi sheshiwde qaralip atirgan funkciya onnan 4piwayiraq,
esaplaw ushin ansatiraq bolgan funkciya menen almastiriladi. Bunday
almastirtwlar menen juwiq formulalardi payda etiwde funkciyanin differenciali
tusinigi ahmiyetli rol” oynayda.

* Tuwri, funkciyalardii ménislerin esaplawda elektron esaplaw mashinalardan ken paydalaniladi. Aniq
hézirgi zaman elektron esaplaw mashinalar1 qisqa waqit ishinde juda kop operaciyalard: ormlap, qoyilgan maseleni
sheship beredi.
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f(x) funkciya ashiq M (M c R™) koplikte berilgen bolip, 2° € M nogatta
differenciallaniwsh1 bolsin. Onda aniglamaga muwapiq

0 0 0
Af = Af(2°) = MA:EI + MA% +...+ MA% + o(p) = df(z") + o(p)

Oz, T, T

bolip, bunnan df = 0

m

. Af .. dftop
lim —=Ilm ———— =
p—0  df p—0 af
boliw1 kelip shigadi. Bunnan tdmendegi
Af(z?) = df(z") (5)
juwiq formula kelip shigadi. Bul (5) formula z° = (z0,29,...,2") nogatta

differenciallamiwsh1 f(x) funkciyanmin usi noqattagi Af(z°) 6ésimin, omn 2°

noqattagl df(z") differenciali menen juwiq almastiriw mimkinligin korsetedi.

Bul almastinwdin ahmiyeti sonda, funkciyanin Af Osimi z,%,,...,2

m

T = X,Ty..., T, Ozgeriwshiler Az, Ax,,...,Az_~ Osimlerinin, uliwma

aytqanda, quramali funkciyasi bolgan jagdayda funkciyanin df differenciali
bolsa, Az, Axw,,...,Az  lerdin sizigh funkciyas1 boliwinda.

(5) formula mina

8]‘(:1:{),:1:3,...,:1:0)

f(:I:{) + Axl,xg + sz,...,:rgl + Az, )~ f(w?,:tg,...,xgl) + 5 e Az, +
T
8f($?’x§""’$21)Ax2 - Gf(wf,xg,...,m%) Az (6)
o, oz

koérinisinde jaziw mimkin.
Eger Az =2 —2), Az, =w,—2), .., Az, ==z —a ekenin
itibarga alsaq, onda jogaridag: (6) formula tomendegishe bolad::

af(xg,xg,...,xo) 8f(:1cf,:cg,...,x0)

f@), @y, )~ f(2), 20,20 ) + me (g, — x)) + m’ (x, —a3) +
oz, oz,
- of (x,2,..., 20 ) (. —a0).
8$nl L L
Dara jagdayda, (z0,2,...,z0) = 0,0,...,0 € M bolganda
af 0,0,...0 f 0,0,...0 f 0,0,...0

f a2y, ~f00..0 +——---t,+——2,+..+———2

’ Oz, oz, oz, ’

boladi.

5. Bir tekli funkciyalar. f z,x,,...,z,  funkciya ashiq M (M C R™)

koplikte berilgen. M koplikte z,,x,,...,#,~ noqat penen mina tz,tz,,....tz,

m

nogat —oo <t < oo taust M koplikke tiyisli bolsin.

117



13.5-amgqlama. Eger f(z,z,,...,z,,) funkciya ushin
[tz te,, .. tx, ) = t° f(z),2y,...,2,) (7)
Ty Toyeos T, €M, pER
bolsa, f z,2,,...,z,  p-tartipli bir tekli funkciya dep atalad.

m

Misallar. 1. f z,z, =2 + 25 funkciya ekinshi tartipli bir tekli
funkciya boladi, sebebi
f ot try, = (t)? + (to,)? = t*(2? + 23) = *f =z,

|

2. f x,my = owctgﬁ + ™ funkciyani qarayiq .
Ly
Bunda
ta, T,
tx . x, T
[tz tx,, = arctg—2+e"2 =arctg=2 +e? = f z,z, .
tx, x
boladi. Demek berilgen funkciya noélinshi tartipli bir tekli funkciya eken.
3. Mina

funkciya ushin (13.25) shart orinlanbaydi. Demek, bir tekli funkciya
€mes.
Meyli  f z,x,,..,2 ~ p-tartipli bir tekli funkciya M koplikte
differencialla-niwshi bolsin. Onda
[ototoy,. to, =t7 f x,5,,...,0,
tenliktin har eki jagin t boyinsha differenciallap tomendegini tabamiz:
of tx,,tx,,....tx, of tx,,tx,,...,tx, of tx,tx,,... 1z,

x, +
0 t, 0 tx,

= ptPlf Ty Doy T,
Dara jagdayda, ¢t = 1 bolganda
of x,x,,...,x,, of x,,x,,...,x, of x,,z,,...,x
/ LI x, / L2 :z:2+...+f L2 x, =
Oz, Oz, ox
=pf z,%,..,2, (8)
boladi. Bul (8) Eyler formulasi dep ataladi.
Aytayiq, f x,%,,...,x, funkciya nolinshi tartipli bir tekli funkciya bolsin.
Aniglamaga muwapiq
fotay by, tx, =10 f 2, @iy, = f Ty, 2oy, Ty

boladi. Eger bul tenlikte ¢ = 1 xr = 0 dep alsaq, onda
1
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T, ¥ T
[ ooz, = [,
T T Ty
bolip, natiyjede m ozgeriwshige baylanishi bolgan f z,,x,,...,z,  funkciya
by T T o
m—1 Y, Ygrr¥y y (U = 2,99 = 2,0y, , = ) 6zgeriwshige baylanish
Ty Iy I
bolgan funkciyaga aylanadi:
[ o,z =F Y, Yo,y

Endi f z,2,,...,2, funkciya p-tartipli bir tekli funkciya bolsin. Onda

ftag tay,.te, =10 f 2, @iy, = f T, T2, Ty
1 1
boladi. Eger bul tenlikte t = — z = 0 dep alsaq, onda
T
f oo tay,. ot = f1,2,53 Iy = p2 B Imy
ZL’l ZL’l 1131 LL’l LL’l 171
bolatugin kelip shigadi.
Demek, r-tartipli bir tekli funkciya mina

To T3 Z,
f o290, =l F(=,=,..,-2)
I I 2l
koriniske 1ye bolar eken.
11-lekciya

Joqar tartipli dara tuwindilar.Joqar tartipli differenciallar. Eki
ozgeriwshili funkciya ushin Teylor formulas.

Funkciyanin joqan tartipli dara tuwindilari.

f z,,,..,x, funkciya ashiq M (M C R™) koplikte berilgen bolip, onih har
bir z,z,,....,z, ~ noqatinda Fois Foysees fx dara tuwindilarga iye bolsin. Bul dara

tuwindilar 6z nawbetinde z,,x,,...,z, 0zgeriwshilerge baylanisli bolip, olardin

funkciyalar1 bolatugini ayqin.Demek, berilgen funkciya dara tuwindilar

! 1 1 , 4 .
fors foyr--s [z, lardin da dara tuwindilarin qaraw mimkin.

l-amqlama. f z,x,,....z funkciya dara tuwmdilan f,,f,,.... [,

m

lerdin z, k=12..,m Ozgeriwshi boymsha dara tuwindilar1 berilgen

funkciyanin ekinshi tartipli dara tuwindilar dep ataladi ham
Foaes Franreoos fryr, K =12m

yamasa
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02f o2 f o2 f

, b k=12,..m
Oz, 0z,  O0z,0%, Oz, Oz,
dep belgilenedi. Demek
O N
3x18xk o mme 3% 8(171 ’
B N
Oz, 0z, "™ Oy Oy )

Bul ekinshi tartipli dara tuwindilardi uliwma jagdayda

82 n
/ = foa, i=12..m; k=12..m

0? "
f = ka%k
85(%85[;
dep jaziwdin ornina
82f n
8_95,% fx,%

dep jaziladi.

Eger joqaridagi ekinshi tartipli dara tuwindilar tarli 6zgeriwshiler
boyinsha alingan bolsa, onda bul
o0 f

Ox,;0x,

n .

2-tartipli dara tuwindilar aralas tuwindilar dep ataladi.
Sogan ugsas, f z,,2,,...,z, funkciyanifi Gshinshi, tortinshi ham tag:
sonday tartiptegi dara tuwindilar1 aniglanadi. Uhwma, f z,z,,...,z,  funkciya
n —1 tartipli dara tuwindmin dara tuwindisi berilgen funkciyanin n-tartipli

dara tuwindis1 dep ataladi.
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Somda  aytiw  kerek,f z,z,,...,7,, funkciyanin T,T T

Ozgeriwshileri boymsha tarli tartipte alingan dara tuwindilar berilgen
funkciyanin tarli aralas tuwindilarin juzege keltiredi.

Misallar 1. Mina

x
f x,19 = arctg :1:_1 xy = 0
2

funkciyanin 2-tartipli dara tuwindilarin tabamiz:

of 1z of — m
Oxy o} +a3 Oy a? + a3’
f 9 [8f]_ ol = | 2um,
2 o 2 2| 27
81’1 8351 8{121 8%1 x, -+ Ty %2 + l_;
o f _a[af]_a z, | a?—a?
o o 2 2| 2’
dr 0z, Ox,|0x, Jr, T + T xlz 4 :z:%
2 2 2
0%f _a[af]_a[ | 2l —a
- - 2 2| 27
Ox,0r, Oz, | 0x, dr, T+ T 3312 I xg
Ff 8[8f ol x| 2am
82_830 ox, | 0Ox 2 2| 5 27
LE'Q 2 2 2 .I'l + IQ 1’1 + l’2
2. Mina
2 2
X1 To %, eger a7 4+ 25 = 0 bolsa,
f z,z = 1t
0, eger a? + 25 =0 bolsa
funkciyanin aralas tuwindilarin tabamiz.
Aytayiq z,z, = 0,0 bolsm. Onda
of x? — 5 daiz] of . d — a3 Azies
P ) = 41| 2 7 |
Oy *|a} + a3 z; + T o nAmaf + o
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o*f 0 [8]"]_3:12—333 8riw;

= 1+ ;
Ox, 0z, 0Oz, |0x, 2 + 2 22 + 2 2

o*f 0 | of _mf—xg m 8:1012:133
Or,0z, Oz, | 0w, 2

2 2
Ty + T, 72 + 15

boladi.

Berilgen f z,z, funkciyanin (0,0) noqattagr dara tuwindilarin

aniglamaga muwapiq tabamiz:

Toar = dm, DS <o
) of 0,Azy,  Of 0,0 )
88{;1—80;3 B Al.ggo o Axy - Al.ifio _AA—;; =L
, of Ax,0  9f 0,0 )
88];2—5;7? B Alglrgo o Axy o Al.gllgo 2—2” =1

82f ham 8—2f

Oz, 0z, Oz,0x,

Bul keltirilgen musallardan korinedi, funkciyanin

aralas tuwindilar bir-birine ten boliwida, bolmasligida mamkin eken.

1-teorema. f =z,,x, funkciya ashiq M (M c R?) koplikte berilgen
bolip, us1koplikte £, f,, janede f,.,, f.., aralastuwindilargaiye bolsin. Eger

aralas tuwindilar (z?,z) € M noqatta uzliksiz bolsa, onda usi nogatta
n 0 0 n 0 O
fatl.TQ (371 y L2 ) = f.TQ.Tl (xl y L2 )
bolad:.

Dalil.(z{,2)) nogat koordinatalarma saykes tarde sonday

Az > 0,Az, > 0 6simler bereyik,
A= z,20 €R* :a) <o <al +Axy, 23 <z <a)+Azxy, CM
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bolsmn. Bul tuwr tortmiyeshlik ushlarin korsetetugin (20, 23), (zf + Az, 29),
(2,28 + Axy), (20 + Az, 2) + Ax,) nogatlarda funkciyanin ménislerin tawip,

olardan mina
P = [f(z) + Az}, 2) + Ax,) — f(z) + Az, 2d) — f(ad,2) + Az,) + f(a),2))]
anlatpasin hasil qilamiz. Bul anlatpani tdmendegi eki
P =[f(a) + Az, 2y + Axy) = f(a) + Azy,29)] = [f(af, 73 + Azy) = fay,33)),
P = (f(z; + Azp,zy + Azy) — flay, 2y + Azy)] = [f(2] + Az, 2y) — (a7, 75)]
koériniste jaziw mumkin.

Endi berilgen, f z,,z, funkciya jardeminde z; 6zgeriwshige baylanish

bolgan
o o = fla, ) + Any) — flay,23),
., 0zgeriwshige baylanisli bolgan
v o1, = (2] + Ay zy) — flay,,)
funkciyalard: duzeyik. ¢ z, , ¥ z, funkciyalar
p' ' = flil(xlamZO + Azy) — f:;l(xlaxg)
P! omy — fx'z (zf + Azy,z5) — f:;2 (21, 33)
tuwindilarga iye bolip, Lagranj teoremasi1 boyimsha
p'm = f;m (1,25 + OhAzy) Ay,
' ay = fon (2] + O AL, Ty)ALy (2)
boladi, bunda 0 < 6,, 6, <1.
Jogarida keltirilgen P anlatpan1 ¢ z; ham ¢ 2, funkciyalar argali mina
P = (el + Am) — p(a?),
P =z + Azy) — ()
koériniste jazip, son jane Lagranj teoremasin qollanip tbmendegilerdi tabamiz:

P=g'af + 0" Az)Az, P =123 4 0"y Azy)Am,
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0<6',0", <1. 3)
Natiyjede (2) ham (3) anlatpalardan
P = f;m (z) + AN O Axy) Az Ay,
P = f, (2} + 0,Az), 28 + Az Az Az,
bolip, olardan
fx"m (2 + Az, 2) + O,Azy) = fx';xl (2 + 6,Amy, 28 + Am) (4)
bolatugini kelip shigadi.

Shart boyinsha f;;xz ham f;m aralas tuwindilar (z?,z)) noqatta tzliksiz.

Sonin ushin (4) de Az — 0,Axy — 0 (bunda
o + 0 A — 2,28 + Az — b, o + Az — 3f,3) + Az — af)

limitke otsek,
For, (a0, 33) = frg, (a0, 23)
boladi. Bul teoremani dalilleydi.

Eger f z,z, funkciyaashiq M (M C R*) koplikte joqari tartipli uzliksiz

dara tuwindilarga iye bolsa, bul tuwindilarga qarata jogaridagi teoremani
qaytadan gollaniw mimkin.

Maselen, f,,f,,, fo., lerge teoremani qollap tomendegilerdi tabamiz:

m m m
fﬂ?lﬂ?l[ﬁg = f.’I?leZEl = f$2$1£171 Y
m m m
fmlxgﬁz = f.ﬁEg.’EQ[El = fIQ!L'Q.Tl
(V) V) V) V) V) )
T T TyXy T TyX Ty T TyTyTy Ty T) Ty Ty TyTy Ty Tyl Ty :

Funkciyanin joqarn tartipli differenciallari. Kop 6zgeriwshili
funkciyanin jogan tartipli differenciali tisinigi keltiriwden aldin, funkciyanin
n n >1 marte differenciallaniwshilig1 tGsinigi menen tanisamiz.

f(x) funkciya ashiq M (M c R™) koplikte berilgen bohp, z° € M
bolsin.Bizge malim f(x) funkciyanin z° nogattag 6simi mina
Af(z’) = AAx, + AAz, +...+ A Az, +o0 p .
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koriniste jazilsa, funkciya 2 noqatta differenciallaniwshi dep atalar edi, bunda

ALA,,...,A —turagh  sanlar,p = \/ Axl + Ax2 +..+ Az ? Bul
0
jagdayda A, = (3?];(:1; ), i=12..m .
xZ.

Aytayiq, f(x) funkciya M koplikte f e T dara tuwindilarga iye

bolsin. Eger bul dara tuwindilar z° nogatta differenciallaniwshi bolsa, f(x) us1
noqatta eki marte differenciallaniwshi funkciya dep ataladi.

Uliwma, f(x) funkciya M koéplikte barliq n—1- tartipli dara tuwindilarga
iye bolip, bul dara tuwindilar z° € M noqatta differenciallantwsh1 bolsa, f(x)
funkciya z°nogatta n marte differenciallaniwshi funkciya dep atalada.

2-teorema. Eger ashiq M koéplikte f(x) funkciyanin barliq n-tartipli dara

tuwindilar1 bar hdm 2° € M noqatta uzliksiz bolsa, f(x) funkciya z° nogatta n
marte differenciallaniwshi boladi.

Meyli, f 2 =f z,,,...,2, funkciya ashiq M (M C R™) koplikte
berilgen bolip, ol z = z,%,,...,x, € M noqatta differenciallaniwsh1 bolsin.

Onda bul funkciyanin X noqattagi differenciali

OF g+ OF O 4
pr 1+a2d2+ +8xm (5)

df =

boladi, bunda dz,,dx,,...,dz, ler z;,z,,...,x, 6zgeriwshilerdin iqtryarli 6simleri.

Endi f(x) funkciya x € M noqatta eki marte differenciallaniwshi bolsin.

2-aniqlama. f(x) funkciyanin x noqattag1 differenciali df(x) din
differenciali berilgen f(X) funkciyanin ekinshi tartipli differenciali dep ataladi

ham d*f dep belgilenedi:
df=d df .

Joqaridag (5) anlatpani itibarga alip, differenciallaw qagiydalarinan paydalanip
tomendegini tabamiz:

d’f =d df :ozﬁd1 o 4, 5 + .. L

) O, oz,
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dz,, = (6)

2 52 f 2
dx,dx., + 2 ————dz,dx, + ... + 2
3x18:v2 Y10 7,0, T 3x18xm

drdz, +

2 2 2
o'f dz,dz, + 2 o’f dr,dz, + ...+ 2 o'f

+2
0,0z, Ox,0x, Oz, 0z,

d:czda:m +

o2 f

— dx
oz, 0z,

dx

m—1""m"

+2

f(xy,2y,...,z,,) funkciyanih (z,z,,...,z,,) noqattagr ushinshi, tortinshi

ham tag1 sonday tartipli differenciallar1 da dal joqaridagiday aniqlanadi.

Uliwma, f(z) funkciyanin X noqatindagi (n-1) tartipli differenciali
d"'f(z) tin differenciali berilgen f(x) funkciyanin usi noqattagi n- tartipli

differencial dep ataladi ham 4" f dep belgilenedi. Demek,
d"f =d d"'f .

Biz joqarida f(x) funkciyanin ekinshi tartipli differenciali onin dara
tuwindilar arqali (6) gatnast menen anlatatugiin kordik.

f(x) funkciyanin keyingi tartipli differenciallarinin funkciya dara
tuwindilart arqal anlatpasi bargan sayin quramalasip baradi. Sol sebepli jogari
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tartipli differenciallardi, simvolliq koriniste, apiwayiraq formada anlatiw

ahmiyetli.
f(x) funkciya differenciali
of .. . Of or
d dz, + ...+ ——
/= 8:131 2N ﬁxm

di simvolliq koériniste (f ti formal tarde qawsirmadan shigarip)
tomendegishe

df =

iclcn 0 da:2+...~|—aida:m]f

dx, (9:172 -

jazamiz. Onda funkciyanin ekinshi tartipli differencialin

2
0 0 0
&f =|—dz, + —dzy + ... + — 7

d [81‘1 nt Jw, ox ] d (7)
dep qaraw mumkin. Bunda qawsirma ishindegi qosindi kvadratqa koterilip, son
f ke «kobeytiriledi». Keyin dareje korsetkishleri dara tuwindilar tartibi dep
esaplanadi.

Usi tarizde Kkiritilgen simvolliq anlatiw f(x) funkciyanin n-tartipli
differencialin

n

d"f = id:z:l—l—idajz—l—...—i—ialmm f
Ox, T, ox

dep jaziw imkaniyatin beredi.
Kép ozgeriwshili funkciyanm Teylor formulasi

1-bolim, 6-bap, 7-§ de bir 6zgeriwshili funkciyanin Teylor formulasi,
onin tarli formada jaziliw1 hamde Teylor formulasinin tarli formadagi qaldiq
agzalar1 Uyrenilgen edi. Maselen, F(t) funkciya ¢ = ¢, noqattin doégereginde

berilgen bolip, onda F'(t), F"(t),...,.F®*(¢) tuwindilarga iye bolganda

Ft=Ft +F't t—t +1'F t t—t02+...+i'F<”> ty t—ty"+R, t (1)
n.

2!

boladi, bunda qaldiq agza R, (t) bolsa tomendegishe
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a) Koshi kérinisinde R, ¢

I
~
|
~~
o
—_
|
>

A FOt) ¢
b) Lagranj korinisinde R, ¢t = —— ¢t — ¢, :
(n+1)!

v) Peano korinisinde R, ¢t = 0((t —¢,)")
jaziladi (bunda 0 <0 <1, c=t,+60 t—t, ).
[ z,x,,..,z,~ funkciya ashiq M (M C R™) koplikte berilgen. Bul
koplikte (z},3,...,20) noqatti alip, onir Uy((z),zd,...,20)) C M dogeregin

qaraylq. Korinip tur, V zy,2,...,z,, € Us((z),23,...,22)) nogat penen

(2),29,...,2° ) noqatti tutastirrwshi tuwri s1ziq kesindisi
A= x,19,....,0, €R":z =)+ t(z — 1)),
Ty = a) +t(ay — ), ..., @y = a0 Ftz, —23); 0<t<1
ust Ug((z),23,...,2°)) dogerekke tiyisli boladi.

Aytaylq, f z,m,,...,z, funkciya Ug((z,23,...,2°)) de n+1 marte

differenciallaniwshi bolsin.

Endi f z,,,...,2, funkciyani A koplikte qarayiq. Onda

foan @,y = flal +t(ay —al),28 + ey —a8),e am + Hz, — 1))
bolip, f z,,z,,...,z,, t 6zgeriwshinin [0,1] de berilgen funkciyasina aylanip
qaladi:
Ft = f(a) + t(x, — 20);2d 4+ t(ay — 29),...,20 +t(z,, —20)), 0<t<1.(2)

Bul funkciyanin tuwindilarin esaplayiq:

0 | 0 | 0 |
F't :8_a]; T, — ) +8_a]; Ty — 3 +...+£ —
8 1 a ! !
62f I 2 62f | 2 82f 1 2
F"t =22 g —a2) "= gz —a .= . —a20 T+
8!1312 1 1 85[3% 2 2 81’7271 m m
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82f ! ! 82f 1 !
+2 T —x)  my -2 A2z, — 20 T, — T
01,0 LA 2 oz 0z, ! !
o o o 2

Uliwma k—tartipli tuwindi mina
o o 0 ’
POt = g —ad 4o - ek g s ab |
t o r —x + o, Ty — Ty + ...+ o Ty — Ty | f
k=12..n+1 (3)

korinisinde boladi. (Onin durishigi matematikaliq indukciya metodi jardeminde

dalillenedi).

Joqaridagt F' t , F" t ,..,F™ ¢ tuwmdilarmn aflatpalarina kirgen

f z,2,,...,x, funkciyanin barliq dara tuwindilar
(af + t(zy — af), a8 + t(zy —a8),,m + tay, — 7))

noqatta esaplangan.

(1) formulada ¢, = 0 ham ¢ = 1 dep alinsa, mina

F1=F0Q0 +1F' 0 +1F" 0 +...+iF<”> 0 +;F(”“) 0
1! 21 n! n+1!
0<h<1 4)

hasil boladi. (Bul jerde qaldiq agza Lagranj korinisinde alingan).
(3) ham (4) anlatpalarinan paydalanip tomendegilerdi tabamiz:

F 0 :f(xf,xg,...,xfn),

1

1 1
F1=fux,2,.,2, ,

o o o
F® 0 = 6_331 x — ) +8_x2 Ty — T +...—l—% Ty — Ty | [
k=12..n+1

Keyingi tefliktegi f x;,z,,...,x, funkciyanin barliq dara tuwindilan

(z),29,...,2" ) nogatta esaplangan.

Demek, (1) formulaga muwapiq
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1(0 0 g 0 0 0
+2![3:1:1 T — 1 + o Tog — Ty + ...+ oz (T — zp)f +
+... ... +

1( 0 0 n
+ ==\ -2 +— 2" —2) +.+— ' — 2 +
n! 0z, L T, 272 oz, " " /
n+1
1 0 ' 0 0 0
' -z +— 22—z +.+— ' —z
n+1 !0 o o, 272 ox, mem /

boladi, bunda f x,x,,...,x,, funkciyanin barliq birinshi, ekinshi ham tagi

basga n-tartipli dara tuwindilart (z},29,...,2°) noqatta, ust funkciyanin barliq
n—+1- tartipli dara tuwindilar bolsa
() +0 (z',— a)), 2] + 0(z',— 23),...,20 +6 (z' —2)) 0<6<1 nogatta
esaplangan.

Bul formula kop ozgeriwshili f z,x,,....x funkciyanin Teylor

m

formulasi dep ataladu.

Dara jagdayda, eki ozgeriwshili funkciyanih Teylor formulasi
tomendegishe boladi:

o O’ 0 o 0 ,.0
[ or,r, = f(x?,xg)+ fay,35) Ty —x{) + fa),2,) Ly _xg +
Oz, o,
1]0%f(2), 20 2 (¥, 20
_'—f( - 2) T, — @) —|—2—f(1 2) T, -2 wm—ay +
921 01 dx,0x,
0?f(zV, z0 2 110" f(zV, Y n
—f( 12 2) :1:2—338 +...+—'—f( 1n 2) :1:1—:1:{) +
ok n: O
o" $0,x0 n—1 o" $07m0 n
—frgi 2) T, — @) T, — ) —l—...+—f( ln 2) T, — 1) |+
Oz "0, Oz,
L (0" () + 0, — 7)), 7 + O(z, — 7)) p 1
- T, — 1 + ...+
n+1 Oz, +
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0" 100, —a) ) 4 0wy —a)) e
8xn+1 2 2
2

12-lekciya

Bir ham kop ozgeriwshili ayqin emes funkciyalar. Ayqin emes funkciyanin
bar boliw1 ham differenciyallaniwshiligi

Ayqin emes funkciya tusinigi. Bul kurstin 1-bolimi, 4-bap. 1-§ inde funkciya
aniglamasi keltirilgen edi. On1 esletip 6temiz. Eger X kopliktegi X € R hér bir X

sanga qandayda bir qagiyda yamasa nizamga muwapiq Y koplikten Y c R biry
san sdykes qoyilgan bolsa, X koplikte funkciya berilgen dep aytilar ham ol
f:z—y yamasa y = f(x)

dep belgilener edi. Bunda x ke y ti sdykes qoyatugin gagiyda yamasa nizam har turli,
solardan analitikaliq, keste ham grafik usillar da boliwin kordik. Maselen,
funkciyanin grafik usilinda beriliwinde X penen y arasindagi baylanis tegisliktegi
1ymek s1z1q jardeminde orinlanatugin edi.

Endi eki x ham y argumentlerdin F(X,y) funkciyasi
M= zy eRP:a<z<b c<y<d
koplikte berilgen bolsin. Mina
Fzy =0

tenlemeni qaraylq. Qandayda bir Xo sand1 (z, € (a,b)) alip, om joqaridag

tenlemedegi X tin ornina qoyamiz. Natiyjede Y ti tabiw ushin tdmendegi
F(zy,y) = 0 (1)

tenlemege kelemiz. Bul tenlemenif sheshimi haqqinda mina jagdaylar boliwi
mumkin:

1°. (1) tenleme jalgiz haqiyquy y, sheshimge iye,
2°. (1) tenleme birde haqiyqiy sheshimge iye emes,

3°. (1) tenleme birneshe, hatte sheksiz kop haqiyqiy sheshimge iye.
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Maselen,

y— 2%, eger x>0 bolsa,

F xy = )
y-+x, eger <0 bolsa

bolsin. Onda

Fay =0 (2)

tenleme z, > 0 bolganda jalgiz y = z; sheshimge, z, < 0 bolganda eki

y=v-m,  y=-J=x

sheshimlerge iye bolad.

Eger bazibir F(X,y) tenleme ushin 1°-jagday ormnli bolsa, bunday tenleme itibarga
lay1g. Onin jardeminde funkciya aniglaniwi mimkin.

Endi x Ozgeriwshinin manislerinen ibarat sonday X koplikti garayiq, bul
koplikten alingan har bir maniste F(x,y)=0 tenleme jalgiz sheshimge iye bolsin.

X koplikten galegen x sanin alip, bul sanga F(x,y)=0 tenlemenin jalgiz sheshimi
bolgan y sanin saykes qoyamiz. Natiyjede X koplikten alingan har bir X ke joqarida
korsetilgen qagiydaga muwapiq bir y saykes qoyilip, funkciya payda boladi. Bunda
X ham y 6zgeriwshileri arasindagi baylanis F(x,y)=0 tenleme jardeminde boladi.
Adette bunday berilgen (aniglangan) funkciya ayqn emes koriniste berilgen
funkciya (yamasa ayqin emes funkciya ) dep ataladi ham

rx—y: Fxy =0

dep belgilenedi.
Misallar. 1. Mina

F oy =yNa? —1—2
funkciyani qarayiq. Korinip tur,

F oy =yNz? =1 —2=0

(3)
tenleme x tin R\ z € R: —1 <2z <1 dep alingan har bir ménisinde jalg1z
y = 2
22 —1



sheshimge iye, bunnan

F [x,L =0
Vo2 -1
Natiyjede (3) tenleme jardeminde berilgen mina
r — Y= 2 F [:E, 2 ] =0
2 —1 22 —1

ayqin emes korinistegi funkciyaga iye bolamiz.

2. Mina
1.
F zy :x—y—l—ésmg/:O
tenlemeni garayiq. On1 tomendegishe

1.
x=y—fmy=%w y € -00,00

(4)

koériniste jazip alamiz. Korinip tur, ¢(y)funkciya —oo,co de uzliksiz ham

o'y =1— %cosy > 0 tuwindiga iye.

Onda keri funkciya haqqindagi teoremaga muwapiq (1-bolim, 5-bap, 7-§)
y = ¢! 2 funkciyabar. Demek, —oo,c0 den alingan x tin har bir manisinde (4)

tenleme jalgiz y = ¢! = sheshimge iye, bunnan
F ootz =0
Har bir xke o' z ti sdykes qoyip,
r— ¢tz Fz,o Yz) =0
ayqin emes funkciyaga iye bolamiz.

3. Jogarida keltirilgen (2) tenlemede = > 0 de

T — 2? F(x;x%) =0

ayqin emes korinistegi funkciyan1 aniglayda.
4. Tomendegi
Fay =2>+9°—Iny=0 y >0
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tenlemeni qarayiq. Bul tefileme x tin  —oo,00 araligtan alingan hesh bir manisinde

sheshimge iye emes. Sebebi barqulla 3* — Iny > 0. Bul jagdayda berilgen tenleme
jardeminde funkciya aniqlanbaydi.

1-eskertiw. Meyli mina
F xy =0

tenleme ayqmn emes korinistegi funkciyani anigqlamasin. Ayirim waqitta, bul
jagdayda y ke belgili shart qoyiw natiyjesinde joqaridag tenleme ayqin emes
koérinistegi funkciyani aniglaw1 mimkin.

Maselen, tomendegi

Fuayy =22+94>—-1=0
()

tenlemeni qarayiq. Bul tenleme x tin (-1,1) araligtan alingan har bir manisinde eki
Yy = —1— 22, Yy = V1—2?

sheshimge iye. Eger y ke, onin méanisleri [-1,0] segmentte bolsin dep shart qoyilsa,
onda (13.50) tenleme jardeminde aniglangan

z — —1— 22, F z,N1-2> =0

ayqin emes korinistegi funkciya payda boladi.
Ayqin emes funkciyanin bar boliwi.
Biz joqarida
F(z,y) =0

tenleme jardeminde barqulla ayqin emes korinistegi funkciya aniqlana
bermeytuginin kérdik.

Endi tenleme, yagniy F(X,y) funkciya qanday shartlerdi ganaatlandirganda
ayqin emes korinistegi funkciyanin bar boliw1 maselesi menen shugillanamiz.

1-teorema. F(x,y) funkciya z,,y, € R’noqattin bazibir
Uh’k Ty, Yy = LY €R2::z:o—h<:c<x0+h,y0—k<y<y0—|—k
doégereginde h >0, k> 0 berilgen ham ol tdmendegi shartlerdi qanaatlandirsin:
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1) U,, =x,y, deuzliksiz;

2) x 6zgeriwshinif  z, — h;z, + h araligtan alingan har bir tayinlangan manisinde

y 0zgeriwshinin funkciyasi sipatinda 6siwshi;
3) F(z,,y,) = 0.
Onda (z,,y,) noqattin sonday
Use %% = %Y €R2:$0—5<3:<x0+6, Yy —e<y<y,te
dogeregi 0 <6 <h, 0<e<h tabilip;
I’yVe € 2, -6, x,+6 ushn

Fzy =0

tenleme jalgiz y sheshimge y € y, —e,y, +¢ 1iye, yagny F(z,y) = 0 tenleme
jardeminde
x—y:F oy =0
ayqin emes korinistegi funkciya aniglanadi.
2’) z = z, bolganda ogan saykes kelgen y = y, bolads,
3’) ayqmn emes koriniste aniglangan z — y: F x,y =0 funkciya

z, —6; x, + 06 aralqta uzliksiz boladi.

Dalil. U,, =)y, dogerekke tiyisli bolgan zy,y,—¢c, z,y,+e¢
noqatlarmn alayiq. Koérinip tur, [y, —e,y, +¢| arahqta F(xy) funkciya osiwshi
bolad.

Demek,
Yo — €<y, =>F x5y, —€ <F x4,
Yo T E>yy = F xy,y, +e >F x4y,
Teoremanif 3-shartine muwapiq

F xzy,y,—e <0, F x4y, +¢ >0.
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Teoremanifi 1-shartine muwapiq F(x,y) funkciya U, , z,y, de Gzliksiz.
Sonhqtan F' z,y, —e ham F z,y,+¢ funkciyalar z, —h,z, +h arahqta

uzliksiz boladi. Onda uzliksiz funkciyanin géasiyetine muwapiq (qaralsin, 1-bolim,
5-bap, 7-§) =z, noqattin  sonday  dogeregi T, — 0,x5 + 0 tabilip

0<é6<h Vze zy—bx,+6 ushm F zy, —e <0, F z,y,+e >0
boladi.

Korinip tur, z,,y, noqattih mina
U %% = &Y € R? rxy —0 <z <zy+oy, —k<y<y,+k
dégeregi ushin teoremanin barliq shartleri orinlana bermeydi; sebebi
Usr To%  C U T0%

Va* € x, —0,xr, +6 noqatin alip, F' z*y funkciyam garayiq. Bul funkciya,
jogarida aytilganina muwapiq |y, —€,y, + €| araligta uzliksiz ham onin shetki

noqatlarinda tarli belgili manislerge iye:
F z*y,—c <0, F x*y,+e >0.

Bul jagdayda Bol’cano-Koshidin birinshi teoremasina muwapiq (garalsin, 1-
bolim, 5-bap, 7-§) sonday y * tabihp y* € y,— €y, +¢ ,

F z*y* =0
boladi. Bul tabilgan y * jalgiz boladi. haqiygattanda,
y=zy*=F 2*y = F x*y*, YE|Yy— &Yy t+E
sebebi, F(x,y) 6siwshi bolganligi sebepli, y > y * ushin £ z,*y > F x,*y* ham
y <y*ushin F z,*y < F z,*y boladL
Solay etip, x tih z, —6,z,+ ¢ araligmman alingan har bir manisinde

F(z°,y) = 0 tefileme jalgi1z y sheshimge iye ekenligin korsetedi. Bul bolsa F(x,y)=0

tenleme jardeminde
r—y:  Flxy) =0 (6)

ayqin emes korinistegi funkciya aniglanganligin bildiredi.
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z = 1z, bolsin. Onda teoremanin 3-sharti F' z,,y, =0 den, z, ge y, di

saykes qoyilgandagana
T, — Yy, F x5y, =0.
Demek, = = z, de ayqin emes funkciyanin manisi y,ge ten boladu.

Endi ayqn emes funkciyanin z, —6, x,+ ¢ araliqta Gzliksiz boliwin
kérsetemiz.

Korinip tur, z € z, —6, z,+ 6 ke saykes qoyilatugin y € y, —e,y, +¢
boladi. Bul bolsa ayqmn emes funkciyanih = = z, noqatta Uzliksiz ekenligin
bildiredi.

Ayqin emes funkciyamif Vz* € 1z, -6, 2, = 6 noqatta uzliksiz boliwin

korsetiw bul funkciyanin z, noqatta uzliksiz boliwin korsetiw s1yaqli boladi.

Haqiyqattanda F' z,y =0 tenleme z,,y, noqattin dogeregi U;_  x,,y,
de ayqin emes funkciyanif aniglanganliginan, sonday y* € y, —e,y, + ¢ tabilip,
F(z*,y*) = 0 boladi. Joqaridag1 aytilganlardi (X*,y*) noqatina qollap, F(X,y)=0
tenleme (X*,y*) noqattin dogereginde ayqmn emes korinistegi funkciyani

aniqlaytuginin (bul aniglangan funkciya (13.51) din 6zi boladi), onin x* nogatta
uzliksiz boliwin tabamiz. Demek, ayqin emes funkciya z, — 6,2, + 6 araliqta

uzliksiz boladi. Teorema dalillendi.

1-eskertiw. 1-teorema, F(xy) funkciya x ozgeriwshinin z, — 6,2, + 6

araliqtan alingan har bir tayinlangan manisinde y 6zgeriwshinin funkciyasi sipatinda
kemeyiwshi bolganda da orinli boladi.

Biz joqanda F z,y = 0 teflemeni (z,,y,) noqatinin dogereginde x ti y tin

funkciyasi sipatinda aniglaytuginin kérsetetugin teoremani keltirdik.

Dal usigan ugsas, F(x,y)=0 tenleme (z,,y,) noqattin dogereginde y ti x tin

funkciyasi sipatinda aniglaytuginin korsetetugin teoremani keltiriw mumkin.

2-teorema. F(x,y) funkciya (z,,y,) € R* noqattin qandayda bir U1 (%5, %))

doégereginde h > 0,k > 0 berilgen ham ol tdomendegi shartlerdi ganaatlandirsin:

1) U, ,((,9,)) de tizliksiz;
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2) y 6zgeriwshinin y, — h,y, + h araliqtan alingan har bir tayinlangan manisinde

x 6zgeriwshinin funkciyasi sipatinda 6ésiwshi (kemiwshi),

3) F zy,y, =0.
Onda z,,y, nogatmin sonday

Use Z0o¥% = %Y €R2::130—6<:I:<:U0+5,y0—5<y<y0—i—5
dogeregi 0 <6 < h, 0<e <k tabilip,

1)Vye y—¢e y,+c ushm F zy =0

tenleme jalgiz = z € z,—06,2,+¢6 sheshimge iye, yagnry F(X,y)=0 tenleme

jardeminde y— x: F(z,y) =0,
ayqin emes, aniglanadi;
2°) y = y, bolganda ogan saykes kelgen = = z, bolad.

3°) ayqmn emes koériniste amiglangan funkciya y — z: F(x)y) =0,

Yy — &Y, +¢ de uzliksiz boladh.

Bul teoremanin délili jogarida keltirilgen 1-teoremanin délilindey.
Ayqin emes funkciyanin tuwindisi.

Endi ayqin emes funkciyanin tuwindisin tabiw menen shugillanamiz.
1-teorema. F(x,y) funkciya z,,y, € R’nogattin qandayda bir
Uyr ZTpY% = oY € R? g —h <z <zyt+hy, —k<y<y,+k

dégereginde h > 0,k > 0 berilgen ham ol tdbmendegi shartlerdi qanaatlandirsin:
DU, %y deuzliksiz
2) Upp %0y, deuzliksiz 7' zy ,F' =,y daratuwindilarga iye ham
F‘y Ty, Yy = O;
3) F z,,y, =0.
Onda z,,y, noqattih sonday
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Us: To,% = T,y CR:qp—b6<a<my+6yy—e<y<y +e
dogeregi 0 <6 <h, 0<e <k tabilip,
1)Vze z,—6 z,+¢6 ushn
F(x,y)=0
tenleme jalgiz y sheshimge y e y,—e, y,+e iye, yagny F(X,y)=0 tenleme
jardeminde
r—y: Fixy =0
ayqin emes korinistegi funkciya aniqlanadi;

2") = = z, bolganda ogan saykes keletugin y = y, boladi;

3") ayqin emes Kkoriniste aniglangan x — y: F x,y =0 funkciya
z, — 6 : x, + 6 arahqta Gzliksiz bolads;
4’) Bul ayqin emes korinistegi funkciya z, —6; x, + 6 araliqta Gzliksiz
tuwindiga iye boladi.
Dalil. Shartke muwapiq F', z,y funkciya U,, =y, de Gzliksiz ham
F' gy, =0. Aniqliq ushin B xg,yy >0 bolsin. Onda uzliksiz funkciyanin

gasiyetine muwapiq z,,y, nhogattin sonday
Upr ZTp¥% = &Y c R? xy—O0<zT<TH+b6y,—e<y<y,t+e

doégeregi 0<é6<h O<e<k tabilip, V z,y €U se TooYo ushin
F' z,y > 0. boladi. Demek, F(x,y) funkciya x 6zgeriwshinin z, —6:z, + 6

araliginan alingan har bir tayinlangan manisinde, y Ozgeriwshinin funkciyasi
sipatinda o6siwshi. Joqarida délillengen 4q.44 teoremaga muwapiq

F(z,y) =0
tenleme z, — 6,2, +96 da
T —y: F xy =0

ayqun emes funkciyani anmiqlaydi, z = 7, bolganda ogan saykes keletugin y = y,

boladi ham ayqin emes funkciya z, — 6, z, +¢6 da uzliksiz boladi.
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Endi ayqin emes funkciyanin tuwindisin tabamiz. z, nogatqa sonday Ax

osim bereyik, z, + Az € z,—6, z,+ 06 bolsin. Natiyjede
r—y: Fxy) =0
ayqin emes funkciyada 6simge iye bolip,
F zy+ Az, y,+Ay =0
boladi. Demek,
AF zy,y, =F z,+ Az, y,+Ay —F x4y, =0. (1)
Shartke muwapiq F' z,y ham F' 2y dara tuwindilar U, z,y, de
uzliksiz.
Solay etip F(x,y) funkciya z,,y, noqatta differenciallaniwshi
AF zy,y, =F', 7.y, A+ F', 70,y, Ay + oAz + SAy. (1)

Bul gatnastagi o ham [ lar Ax ham Ay lerge baylanisliham Az — 0, Ay — 0
de o — 0, B —0.

(1" ham (1) anlatpalarinan

Ay Fyoz,y, to
Az Fxg,y, + 0

ekenligi kelip shigadi.
Ayqm emes funkciyanifh z, noqatta uzliksizligin itibarga alip, keyingi tenlikte

Ax — 0 ge limitke 6tip tdmendegini tabamiz:

i DY g | D Tt o) L Tk
Ar—0 Ax Ae—o| P omgy, + 8 Fxg,y,
Demek,
A
T F'y Ly, Yo

Us. 9, de F'.(z,y), F (z,y) dara tuwindilar uzliksiz ham F'(z,y) = 0

boliwinan ayqin emes funkciyasinin tuwindisi
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yo=Lamy
! P xy

tin z, —6, z,+ 06 araligta uzliksiz boliw1 kelip shigadi. Teorema dalillendi.

Misal. Mina
Fuaoy =ze'+ye*—2=0 (2)

tenlemeni garayiq.
Korinip tur, F oy =xze +ye*—2 funkciya
T,y ER*: —co<x <00, —oo<y<oo Kkoplikte jogaridagl 1-teoremanin

barliq shartlerin qanaatlandiradi. Demek, V z,,y, € R* noqattih U,_ =,y

dogereginde (2) tenleme ayqin emes korinistegi funkciyani aniglaydi ham bul ayqin
emes funkciya tuwindisi

)= F'umy el gye

_F'y z,Y z el +e”
bolada.

Ayqin emes korinistegi funkciyanin tuwindisin tdmendegishe esaplasa boladi.
y tin x ke garezli ekenligin esapqa alip, F(x,y)=0 den tabamiz:

F'yzy +F') 5y -y'=0
Bunnan

. F oy
F'oxy

bolatugini kelip shigadi.

Joqgarida keltirilgen (2) tenleme jardeminde aniglangan ayqin emes
korinistegi funkciyanin tuwindisin tabayiq :

F'yzy +F' zy -y =e +ye’ + ze’ +e y' =0 (H)
\ _ey+ye$

Yy = .
e’ + xe?
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13-lekciya

Kop 6zgeriwshili funkciyalardin ekstremum manisleri. Ekstremumnin

zarurli sharti. EKi 6zgeriwshili funkciya ushin ekstremumnin jetkilikli

sharti. En ulken ham en kishi manislerdi izlew. Shartli ekstremumlar.
Bagit boyinsha tuwindi. Gradient

Funkciyanin maksimum ham minimum manisleri.

Kop 6zgeriwshili funkciyanin ekstremum méanisleri aniqlamalart déal bir
ozgeriwshili funkciyanikindey kiritiledi. f = = f =z,z,,...,z,  funkciya
qandayda  bir  ashiq M (M C R™) koplikte  berilgen  bolip,

2? = (2, 2),...,2°) € M bolsin.

1-amqlama. Eger 2° noqatinin sonday

Us(z") = == z,3,,....,0, € R": p(z,2") =

\/(zz:1 —)P 4.+ (z, —20)P? <§ CM

dogeregi tabilip, Vz € Ug(2°) ushin
fl@) < f@”)  (fl@) = f@="))

bolsa, f(x) funkciya z° nogatta maksimumge (minimumge) iye delinedi,
f(2°) manis bolsa f(X) funkciyamn maksimum (minimum) manisi yamasa

maksimumi (minimumi) delinedi.

2-amiqlama. Eger 2° nogattih sonday U,(z") dogeregi tabilip,

Vz € Ug(z®)\ {2°} ushin f(z) < f(z°) (f(z) > f(=")) bolsa, f(x) funkciya z"
nogatta qatan maksimumge (qatan minimumge) iye delinedi. f(z°) manis
bolsa f(x) funkciyanin qatan maksimum (minimum) manisi yamasa qatan

maksimum (qatan minimunmi) delinedi.

Joqaridagr amiglamalardagi 2° nogat f(x) funkciyaga maksimum

(minimum) (1-aniglamada), qatan maksimum (qatan minimum) (2-aniqlamada)
manis beretugin noqat dep atalada.

Funkciyanih maksimum (minimum) manisi tdmendegishe belgilenedi:

f@)= max  f & , (f(°)= min  f(z) ).

z€U,(2") z€Us(z°)
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Funkciyanih maksimum hdm minimumi uliwma at penen onin
ekstremumu dep atalad.

Misal. Mina

D) D 2 D
[ @, =1—a21 —25 , i+ <1

funkciyani qarayiq. Bul funkciya (0,0) nogatta qatan maksimumge erisedi.

haqtyqattanda, (0,0) noqattin mina

Uu. 00 = =z, ERQ::(:12+:1:§<7’2 0<r<l1

r

dogeregi alinsa, onda V z;,2z, €U, 0,0 \ 0,0 ushm

f azy =1—a22—23 <f 0,0 =1
boladi.

1 ham 2-amqlamalardan kérinedi, f(x) funkciyanin z°

noqattagi manisi
f(2%) di omn ust noqat ddgeregindegi nogatlardagi manisleri menen gana

salistiriladi  eken. Sonin  ushin  funkciyanin  ekstremumi (maksimumi,
minimumi) lokal ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) dep ataladi.

Funkciyanin ekstremuminin zarurli sharti.

f z,x,,...,x, funkciyaashiq M (M C R™) koplikte berilgen. Aytayiq,
f z,m,,..z,  funkciya 20 = (2),2),...,20) nogatta ~ maksimumge

(minimumge) iye bolsin. Aniglamaga muwapiq 2° = (z),2),...,27) noqattin

Y m

sonday U,(z") ¢ M dogeregi tabilad,V z,,2,,...,z, € Ug(z") ushm

m
f Ty, Loy Ty Sf('r{)?xg??x’fgl) (f L1, T9y.ey Ty Zf(x?axgaaxgl))7
dara jagdayda

f(xbxg:'“:x?n) S f(x?vxgaax%) (f(xlaxgv'“vxgn) Z f(x??:[:gaax?n))

boladi. Natiyjede bir 6zgeriwshige z, ge baylanish bolgan f(z,,zJ,...,2)
funkciyamin Uy(z") de en ulken (en kishi) manisi f(z),2J,...,2°) ge eriskenin
kéremiz. Egerde 2 nogatta f:;1 (z°) dara tuwindi bar bolatugin bolsa, onda Ferma

teoremasi (qaralsin, 1-bolim, 6-bap, 6-§ ) na muwapiq
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fo (@28, ah) = £,(2°) =0
bolada.

Dal sonday-aq, f, (z°),...,f, (") dara tuwindilar bar bolsa,

@) =0, f,(a") =0, £, (") =0
bolatuginin tabamiz.

Solay etip tomendegi teoremaga kelemiz:

1-teorema. Eger f(x) funkciya z° noqatta ekstremumge erisse ham us1
noqatta barliq f;l, f;,? feees fx dara tuwindilarga iye bolsa, onda

@) =0, f(z°)=0.. f (% =0
boladi.

Birag f(x) funkciyanin bazibir z' € R™noqatta barliq dara tuwindilarga
iye hdm

1

fx1 ! :Oaf:;Q z' :07"'7f:1;m z' =0

boliwinan, onin us1 X' noqatta ekstremumge iye boliw1 barqulla kelip shiga
bermeydi.

Maselen, R?koplikte berilgen
[z, =z,

funkciyan1 qarayiq. Bul funkciya f;l Ty, Ty = To, f;z 1,15 = x; dara
tuwindilarina iye bolip, olar (0,0) noqgatta nol’ge aylanadi. Lekin
f z,2 = x,2, funkciya (0,0) nogatta ekstremumge iye emes. (Bul
funkciyanin grafigi giperbolaliq paraboloidt: aniglaydi, qaralsin 12-bap, 3-§).

Demek, 1-teorema bir argumentli funkciyalardagiday funkciya
ekstremumge erisiwinin zarurli shartin aniqlaydi eken.

f(x) funkciya dara tuwindilarin nol’ge aylandiratugin nogatlar onin
stacionar noqatlari delinedi.

1-eskertiw. Eger f(x) funkciya z° nogqatta differenciallaniwshi bolsa,
onda funkciyanin ekstremumga erisiwinin zarurli shartin mima

df(z") =0 3)



koriniste jaziw mimkin.

Haqiyqattanda, f(x) funkciyanin 2°nogatta differenciallaniwshi boliwinan
onin ust noqatta barliq f, , f,,...., f, dara tuwindilarga iye boliw1 kelip shigadi.

z° nogatta funkciya ekstremumge erisiwinen teoremaga muwapiq
fo@®) =0, f,@")=0,., f (a°)=0
boladi. Bunnan bolsa (3) orml1 boliw1 tabiladi.

Bagit boyinsha tuwindi

Bizge malim, bir 6zgeriwshili y = f(z) funkciyanin

r€Ry€eER % tuwindisi bul funkciyanin 6zgeriw tezligin bildiretugini

malim. Kop ozgeriwshili y = f z,x,,...,z, funkciyamn

Ty, Ty,...,T, € R™ y € R dara tuwindilarida bir 6zgeriwshili funkciyanin

of of of dara

)
r, Oz, or.

m

tuwindisina ugsas ekenligin itibarga alip, bul
m

tuwindilarda y = f z,,z,,...,z, funkciyanin saykes Oz, Ox,,...,0z,,

m

kosherleri boyimsha 6zgeriw tezligin aniglaydi dep aytiw mimkin.

Endi funkciyaninh géalegen bagit boyinsha 6zgeriw tezligin korsetetugin
tusinik penen tanisamiz. Apiwayiliq ushin eki 6zgeriwshili funkciyam
qaraymiz, y = f(z,,z,) = f(A) funkciya ashiq M koplikte (M € R?) berilgen
bolsin. Bul koplikte qalegen A,(z},z) nogatin alip, ol arqali bazibir tuwri siziq
6tkizeyik hdm ondagi eki bagittan birewin on bagit, ekinshisin teris bagit dep

qabil qilayiq. Bul bagitlangan tuwr siziqt1 ¢ deyik.

a ham B dep ¢ bagitlangan tuwri xt
siziq on bagiti menen saykes Oz,
ham Oz, koordinata kosherlerinin

on bagiti arasindagi muyeshlerdi
alayiq (12-s1zilma). Onda AAA B

dan

0 e n s}
T — 5’7? Ty — 378 l
= cos «, = cos [3.

P P 1-sizilma
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bolatugini kelip shigadi. Adette cosol
ham cosp lar ¢ tuwn sizigtin
bagitlawshi kosinuslar: delinedi.
¢ tuwri siz1ginda A, den d6zgeshe ham M koplikke tiyisli bolgan A noqatt
A = (z,,z,) alip, A)A kesindi M koplikke tiyisli bolsin. Egerde A nogat A, ge
qaraganda ( tuwr s1ziqtin on bagit1 tarepinde bolsa (s1zilmadagiday), onda A A
kesindi uzinligi p A, A mn1 on belgi menen, teris bagit tarepinde jaylasqan

bolsa, teris belgi menen aliwga kelisemiz.

1-amqlama. A nogat ¢ bagitlangan tuwr siziq boylap A, nogatga

umtilganda (A — A,) mina qgatnas

A -7 4 :f(azl,xQ)—f(x?,xg)
p Ay A p((2),23), (2,2,))

din limiti bar bolsa, bul limit f z,2, = f A funkciyanih A, = (2}, 1))

noqattagi ¢ bagit1 boyimnsha tuwindis1 dep ataladi ham

of(4) Of (z), 75)
ol ol

yamasa

dep belgilenedi. Demek

of _ limfA S 4
o A4, p ALA

Endi f 2,2, funkciyanin (¢ bagit boymsha tuwindisinin bar

bolatuginligi hamde oni tabiw maselesi menen shugillanamiz.
1-teorema. f z,,z, funkciya ashiq M koplikte (M C R?) berilgen
bolsin. Eger bul funkciya A, = (z,2)) nogatta ((z),2)) € M)

differenciallaniwshi bolsa, onda funkciya us1 noqatta qalegen ¢ bagit1 boyinsha
tuwindiga iye ham
0 .0 0 .0 0 .0
8f(Ao) . 6f(:l,’1,x2) 3f(951,5€2) af(xl)xQ)COSﬂ (138)

= = cos o +
ol ol Ox, oz,

Dalil. Shartke muwapiq f z,2, funkciya A, = (2{,2)) nogatta

differenciallaniwshi. Demek, funkciya 6simi
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ushin

boladi, bunda

p =0 Apd =@ P + (5, — L)

(1) tenliktin eki tarepin p = p A, A ga bolsek, onda

fA—fA _ Ofaley) o —af +3f(w?,x3),wz—x8 Lo
p Ay, A Oy p Oy p p

(2)
boladi.
Natiyjede (2) tenlik mina
Of (a7, ) 0 p

A4 — 0,0
/ I A = 8f(:][;l’gCZ)cosa+ cos B + ——
p A A Oz, O, p

koriniske keledi. Bul tefilikte A — A, ge (yagniy p — 0 ge) limitke 6tsek, onda
fA—f A fAf A O

0 ,.0
_ Cosa+af($1,$2)

COS
A— A P AO)A p—0 P 81’1 82172 ﬁ

boladi. Demek,
of Ay Of(al,z))  Of(ar,z))

YA 2 = o, cosa + —3:172 cos (3
Bul teoremani dalilleydi.
Misallar. 1. Mina
[ or,z, = arctgﬁ
Z.

2
funkiyani qarayigq.

¢ birinshi kvadrattin (1.1) nogatinan 6tiwshi ham (0,0) noqattan (1,1)
noqatqa garap bagitlangan bissektrisadan ibarat (13-s1zilma).
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Berilgen funkciyanin A, (1,1) noqattagi ¢

—————————— bagit1 boyinsha tuwindisin tabin.

Berilgen
. )
13-sizilma f 55171’2 = arctg—
Ty
funkciyanin A,(1,1) nogatta
differenciallaniwshi

ekenligi ayqin. Onda joqarida keltirilgen (13.8) formuladan paydalanip,

aof L1 of 11 Coz+8f 1,1 S B T -Q—O
ol o, 4 01y 4 2+ 25 x4l =1 2
T9=2
bolatuginin tabamiz. Demek
of 1,1
o

Qaralip atirgan funkciyanin 4, 1,1 noqattagi Oz; hdm Oz, koordinata

kosherleri boyinsha tuwindilart saykes

oLy _1 ey _ 1

o 2 X 2

boladi.
2. Tomendegi

f z,z, =<2 + 23
funkciyanin 4, = 0,0 noqatta galegen ¢ bagit boymsha tuwindisi

of 0,0
boladi. /0. =1
ol

Haqiyqattan da,

FA-f4 R+d ,

p Ay A p p



A —
bolip, lim ! S 4 =1
p—0 p AA

boladi.
3. Mina

[ oa,m, = +‘$2‘

funkciyanin (0,0) noqatta Oz, koordinata kosheri boymsha tuwindis1 1 ge ten
bolip, Oz, koordinata kosheri boyinsha tuwindis: bar bolmaydi.
1-eskertiw. Funkciya bazibir noqatta differenciallaniwshiliq shartin

qanaatlandirmasada, ol us1 noqatta qandayda bir bagit boyinsha, hatte qalegen
bagit boyinsha tuwindiga iye boliw1 miimkin.

Maselen, mina

_ /2 2
[ ooz, =qz) + 25

funkciya 4, 0,0 noqatta differenciallaniwshiliq shartin qanaatlandirmaydi.
Joganida kordik, bul funkciya (0,0) noqgatta galegen bagit boyinsha tuwindiga
iye.

14-lekciya

EKi eseli integral tusinigi. EKi eseli integraldin gasiyetleri. Uzliksiz
funkciyalardin integrallaniwshihigi. Takirariy integrallar.

Darbu qosindilari. f(x,y) funkciya (D) c R*oblastta berilgen bolip, ol usi

oblastta shegaralangan bolsin. Demek, sonday 6zgermes m ham M sanlar bar bolip,
V(z,y) € (D) da

m < f(z,y) < M
boladi.

(D) oblasttin bazibir P bdliniwin alayiq. Bul boéliniwdin har bir

D

. k =1,2,...n boleginde f(x,y) funkciya shegaralangan bolip, onin aniq

shegaralari
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my, =inf f(z,y): (xy)€ D, , M, =sup flz,y):(zy) € D,
bar boladi. Ayqin, V(z,y) € D, ushin
my, < f(z,y) < M. (1)
1-amiqlama. Mina

s=8, (f), S=8, (f)

p

Sonday-aq, barqulla

boladi.

Joqaridag (18.4) tensizlikten paydalanip tomendegini tabamiz:

kaDk < Zf &My Dy < ZMka-
=1 =1 k=1
Demek,

Sp(f) < 6p I Ekﬂik < Sp<f)-

Solay etip, f(x,y) funkciyanmn integral qosindisi barqulla onin Darbu
qosindilari arasinda bolar eken.

Dal shegaranin gasiyetine muwapiq

m < m,, M, <M (k =1,2,....,n)

boladi. Natiyjede mina

n n
s = §£:7nk[h:§i7nzzjl)k = mD,
k=1 k=1

S=> MD, < MZDk =M-D
k=1 k=1

tensizliklerge kelemiz. Demek, VP € R ushin

m-D<s<S8<M-D 2)

boladi. Bul bolsa Darbu qosindilarinin shegaralanganligin bildiredi.
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EKki eseli integraldin basqasha amiqlamasi. f(x,y) funkciya (D) c R?

oblastta berilgen bolip, ol us1 oblastta shagaralangan bolsin. (D) oblasttin boliniwleri
kopligi R = P mnin har bir P € R boliniwine qarata f(X,y) funkciyanin Darbu

qosindilart s (f), S, (f)ti dozip

kopliklerdi qaraymiz. Bul koplikler (18.5) ke muwapiq shegaralangan boladi.

2-amqlama. s (f) kopliktin dal jogargi shegarasi f(x,y) funkciyanin (D)

oblasttag1 tdmengi eki eseli integrali (tdmengi Riman integrali) dep ataladi ham ol
(D)

dep belgilenedi.
Sp(f) kopliktin dal tomengi shegaras f(X,y) funkciyanin (D) oblastta joqari

eki eseli integrali (jogar1 Riman integrali) dep ataladi ham ol

dep belgilenedi. Demek,

gzﬂf(a:,y)dD:sup S, I= (b)f flz,y)dD =inf S .
(D)

3-amiqlama. Eger f(x,y) funkciyanin (D) oblastta tdmengi hamde joqar1 eki
eseli integrallar1 bir-birine ten bolsa, ol jagdayda f(X,y) funkciya (D) oblastta
integrallaniwshi dep ataladi, olardin uliwma manisi

1= [[f@yap = [[ wyap
(D) (D)

f(x,y) funkciyanin (D) oblasttagi eki eseli integrali (Riman integrali) delinedi ham ol
[ f@.y) ap
(D)

Kibi belgilenedi. Demek,
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S s@ap = [[ v = [[ v,
(D) (D)

(D)

Eger
Lf f(z,y)dD = fo(a:, y)dD.
(D) (D)

bolsa, f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallanbaydi dep ataladi.

Solay etip, f(x,y) funkciyanin eki eseli integralina eki tarli aniglama berildi.
Bul aniglamalar 6z-ara ekvivalent aniglamalar. Ol 1-bolim, 9-baptagi aniq integral
aniglamalariin ekvivalentligin déliyilegendey korsetiledi.

EKi eseli integraldin bar boliwi

f(x,y) funkciyanii (D) C R* oblast’ boymnsha eki eseli integral barhig

maselesin qaraymiz. Bunin ushin daslep (D) oblasttin hdmde Darbu qosindilarinin
qastyetlerin keltiremiz.

(D) oblasttin boliniwleri gasiyetleri 1-bolim, 9-bapt1 Giyrengen [a,b] araliqtin
boliniwleri gasiyetlerine ugsas. Olardi daliyillew derlek bir qiyl pikirlew tiykarinda
alip barilatuginligin itibarga alip, tdmende ol gasiyetlerdi daliyilsiz keltiriwdi lazim

taptiq.

f(x,y) funkciyanin Darbu qosindilar1 gasiyetleri haqqindagi jagdayda dal
usinday.

1. (D) oblast boéliniwlerinin gasiyetleri. Meyli, ® = P — (D)oblast
boliniwlerinen ibarat koplik bolip, P, € i, P, € & bolsin.

Eger P, boliniwdif har bir boliniwshi s1zig1 P, boliniwdinde boliwshi s1zigi
bolsa, P, boliniw P, di ertedi dep ataladi ham P, < P, Kibi belgilenedi.

1°.Eger P, e ®, P, € R, P, € R boliniwler ushin P, < P,, P, < P, bolsa,
ol jagdayda P, < P, boladu.

2°. VP eXR, VB ¥ Dbolimwler ushin, sonday P C ¥ tabilip,
P, < P, P, < P bolad1

2. Darbu qosindilarnmin qasiyetleri. f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen
ham shegaralangan bolsin. (D) oblasttin P boliniwin alip, bul boliniwge garata f(x,y)
funkciyanin integral hAm Darbu qosindilarin dizemiz:
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6:6p fifkﬂ?k :Zf £k777k -Dk,
k=1

s = sp(f) = kaDk, S = Sp(f) = ZMka
k=1

1°. Ve > 0 alinganda da ¢,,n, € D, noqatlarn k=1, 2,...,n sonday

qulip tanlap aliw mumkin,
0<5,(f)-6,(f)<e
sonday-aq, ¢&,.7m, € D, k =1,2...,n noqatlarin jane sonday tanlap aliw
mumkin,
0<6,(f)=s,(f) <e
boladi.
Bul gasiyet Darbu qosindilart s (f), S (f)ler integral qosindi 6 (f) usi

boliniw ushin saykes tarde aniq tomengi hamde aniq joqari shegara boliwin
bildiredi.

2°. Eger P, ham P, ler (D) oblasttih eki boliniwleri bolip, P, < P, bolsa, ol
jagdayda

sp(f) < sp (f), Sp2(f)§SPl(f)

boladi.

Bul gasiyet (D) oblasttin boliniwdegi bolekler san1 artip barganda olar saykes
Darbudin tomengi qosindisinin kemeyiwi, joqart qosindisinin bolsa dspewin

bildiredi.

3°. Eger P, ham P, ler (D) oblasttin 1qtiyarli eki boéliniwleri bolip,
Sp (f), Sp1 (f) ham Sy (f), sz (f) ler f(x,y) funkciyanin usi béliniwlerge qarata
Darbu qosindilar1 bolsa, ol jagdayda

5,() <8, (N, 8, (<S8, ()
boladi.

Bul gasiyet, (D) oblasttin bdliniwlerine garata dazilgen tomengi qosindilar
kopligi s (f) tifi har bir elementi (jogart qosindilar kopligi S (f) i har bir
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elementi) joqar1 qosindilar kopligi S,(f) tin qalegen elementinen (tomengi
qosindilar kopligi s (f) tifi qalegen elemenetinen) ulken (kishi) emesligin
bildiredi.
4°. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham shegaralangan bolsa, ol
jagdayda
sup s,(f) <inf  S,(f)
boladi.

Bul gasiyet f(X,y) funkciyanin tomengi eki eseli integrali, onin joqari eki eseli
integralinan ulken emesligin bildiredi:

I < I
5°. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham shegaralangan bolsa, ol
jagdayda Ve > 0 alinganda da, sonday 6 > 0 tabilip, (D) oblasttin diametri A < 6

bolgan barliq béliniwleri ushin

S(H<I+e 0<S(f)—I<e,

s()>1-c 0<I-s/(f)<e 3)

- - p
boladi.

Bul gasiyet f(x,y) funkciyanin joqart hamde tomengi integrallart A — 0 da

saykes turde Darbudin jogart hamde tomengi qosindilarmin limiti ekenligin
bildiredi:

[ = lim S (f), I= lim s (f).

A—0 P A—0 P

3. Eki eseli integraldin bar bohiwi. Endi eke eseli integraldin bar boliwinin
zarar ham jetkilikli shartin (kritirtyasin) keltiremiz.

1-teorema. f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi boliw1 ushin, Ve > 0
alinganda da, sonday ¢ > 0 tabilip, (D) oblasttin diametri A < 6 bolgan har qanday

P boliniwine garata Darbu qosindilari
S,(f)—s,(f) <e (18.7)

tensizlikti qanaatlandiriwi zarr ham jetkilikli.
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Dalil. Zarurligi. f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi bolsin —
aniglamaga muwapiq

boladi, bunda

I =sup s,(f) , I=inf S, f(z) .

Ve > 0 alinganda da, ; ge muwapiq sonday & > 0 tabilip, (D) oblasttin diametri

A, <6 bolgan har ganday P boliniwine qarata Darbu qosindilar ushin (18.6)

qatnaslarga muwapiq

bolip onnan

boliw1 kelip shigadi.

Jeterliligi. Ve >0 alinganda da, sonday & > 0 tabilip, (D) oblasttin
diametri A, < 6 bolgan har qanday P boliniwine garata Darbu qosindilar1 ushin

S,(f)=s,(f) <e

bolsin. qaralip atirgan f(x,y) funkciya (D) oblastta shegaralanganligi ushin, aniq
tomengi hamde joqart integrallar

I =sup s,(f) , I = inf S,(f)
bar boladi. Ayqin,
Bul gatnastan

boliwin tabamiz. Demek, Ve > 0 ushin
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0< I— I <e¢
bolip, onnan [ = I boliwi kelip shigadi. Bul bolsa f(X,y) funkciyanin (D) oblastta

integrallaniwshi ekenligin bildiredi. Teorema daliyillendi.

Eger f(x,y) funkciyanin D, k =1,2,...n oblasttagi terbelsin w, menen
belgilesek, ol jagdayda

S,(f)=s,(f) = > My —my D =) wD,
k=1 k=1

bolip, teoremadagi (18.7) sharti mina
> wD, <e vyagmy lim Y wD, =0
k=1 A0S
korinislerin aladi.
EKi eseli integraldin qasiyetleri

Bul paragrafte eki eseli integraldin barlig1 hagqindagi teoremadan paydalanip,
ayirim klass funkciyalarinin integrallaniwshi boliwin korsetemiz.

1-teorema. Eger f(x,y) funkciya shegaralangan tuyiq (D) C R®> oblastta
berilgen ham Uzliksiz bolsa, ol us1 oblastta integrallaniwshi boladi.

Dalil. f(x,y) funkciya (D) oblastta tegis uzliksiz boladi. Ol jagdayda Kontor
teoremasinin saldarina tiykarlanip (12-bap, 6-§), Ve > 0 alinganda da, sonday 6§ > 0
tabiladi, (D) oblasttin diametri A < 6 bolgan P boliniwi alinganda, bul boliniwdin

har bir boleginde funkciyanin terbelisi w, < e bolad1. Demek, (D) oblasttinh diametri
A, < 6 bolgan har qanday P boliniwinde

S,(f) —s,(f) = Zkak < 82Dk =e-D.
k=1 k=1

bolip, onnan

n
lim w,D, =0
%fﬁO Eg; k™%

boliw1 kelip shigadi. Demek, f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi. Teorema
daliyillendi.
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Bazibir tziletugin funkciyalardin da integrallaniwshi boliwin korsetiwden

burm nol’ maydanl siziq tasinigin esletip, bir lemma daliyilleymiz. R? tegislikte
gandayda bir T' siziq berilgen bolsin. Belgili, Ve > 0 berilgende de, T" siziqtt
sonday képmuyeshlik (Q) menen oraw mumkin bolsa, bul kopmuyeshliktih maydani
@ < ¢ bolsa, ol jagdayda I'-nol’ maydanli siziq dep atalar edi. Maselen, [a,b]

araliqta aniglangan ham tzliksiz y = f(z)funkciya aniglangan siziq nol” maydanlh

s1z1q boladi. Sonida aytiw kerek, bir qaraganda har qanday si1ziq nol” maydanli bolip
koérinsede, tiykarinda onday emes.

(D) oblastta nol”’ maydanli I si1ziq berilgen bolsin.

1-lemma. Ve > Oalinganda da, sonday & > 0 tabiladi, (D) oblasttin diametri
A, < 6 bolgan P boliniwi alinganda bul boliniwdin I' s1ziq penen uliwma noqatqa
1ye bolgan bodlekleri maydanlarinin qosindisi e nan kishi boladi.

Dalil. Shartke muwapiq I'-nol’ maydanli siziq. Demek, oni sonday (Q)
koépmuyeshlik penen orinlaw miimkin, bul kopmuyeshliktin maydan1 @ < ¢ boladi.

I’ s1z1q penen (Q) kop muyeshlik shegarasi uliwma noqatqa iye emes dep, I’
-s1ziq noqatlar menen (Q) kopmuyeshlik shegarasi noqatlart arasindagi araligti
qaraylq. Bul noqatlar arasindagi araliq 6zinin en kishi manisine erisedi. Biz oni
6 > 0 arqali garaymiz. Eger (D) oblastti diametri A\, < é bolgan P boliniwi alinsa,

ayqin bul boliniwdin T" s1ziq penen uliwma nogatqa iye bolgan bolekleri putinley
(Q) kopmuyeshlikte jaylasadi. Demek, bunday bolekler maydanlarinin qosindisi e
nan kishi boladi. Lemma daliyillendi.

2-teorema. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta shegaralangan ham bul oblasttin
shekli sandagi nol’ maydanli siziglarinda Uuziliske iye bolip qalgan barlq
noqatlarinda uzliksiz bolsa, funkciya (D) oblastta integrallaniwshi boladh.

Dalil. f(x,y) funkciya (D) oblastta shegaralangan bolip, ol us1 oblasttin tek
gana bir nol’ maydanli I'siziginda T C (D) uziliske iye bolip, gqalgan barliq

noqatlarda uzliksiz bolsin.

Ve > 0 sandi alip, T s1zigtt maydan1 ¢ nan kishi bolgan (Q) képmuyeshlik
penen oraymiz. Natiyjede (D) oblast’ (Q) ham (D)\(Q) oblastlarga ajiraladi.

Shartke muwapiq, f(x,y) funkciya (D)\(Q) da uzliksiz. Demek, Ve > 0
alinganda da sonday &, > 0 tabilads, diametri A, < 6, bolgan P, boliniwdin har bir

bolegindegi f(x,y) funkciyanin terbelisi w, < e boladi.
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Joqaridag1 lemmanin déliyilew joli korsetedi, ust € > 0 ge muwapiq, sonday
tabiladi, (D) oblasttin diametri A, <6, bolgan boliniwi alinsa, bul béliniwdin (Q)

koépmuyeshlik penen uliwma noqatqa iye bolgan boélekler maydanlarmin qosindisi
¢ nan kishi boladi.

Endi min 6,6, =6 dep, (D) oblasttii diametri A, <6 bolgan P bdliniwin

alamiz. Bul boliniwge qarata f(x,y) funkciyanin Darbu qosindilarin dazip, tomendegi

S.() =5 () = > w,D, )
k=1

aylrmani qaraymiz.

Bul (18.8) qosimndmin (Q) képmuyeshlikten sirtta jaylasgan D, boleklerge

saykes agzalarinan ibarat qosindi

Z 'kak

k
bolsin.

(18.8) qosindimin galgan barliq agzalarian dazilgen qosindi

Z ”kak

k

bolsin. Natiyjede (18.8) qosindi eki bolimge ajiralads;

dowDy =) WD+ WD, (2)
k=1 k k
(D)\(Q) oblasttag: boleklerde w, < ¢ bolganliginan
> 'wD, <ey D, <e-D (3)
k k

boladi.

Eger f(x,y) funkciyanin (D) oblasttagi terbelisin  penen belgilesek, ol
jagdayda

Z ”kak < QZ "Dk
K

k

boladi. (Q) kopmuyeshlikte putinley jaylasqan P boliniwdin bolekleri maydanlarinin
qosindist ¢ nan kishi hamde (Q) kopmuyeshlik shegarast menen uliwma nogatga
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iye bolgan boélekler maydanlardin qosindisi da ¢ nan kishi boliwin itibarga alsaq,
onda

Z"Dk < 2e
k

boliwin tabamiz. Demek,

> 'w,D, <2 (4)

k
Natiyjede (18.9), (18.10) ham (18.11) gatnaslardan
Zkak<€ D+20 -e=¢ D +2Q
k=1
ekenligi kelip shigadi. Demek,
A1an10 ; w, D, =0.
Bul bolsa f(x,y) funkciyanin (D) oblastta integrallaniwshi boliwin bildiredi.

f(x,y) funkciya (D) oblasttin shekli sandagi nol’ maydanl siziglarinda
uziliksiz iye bolip, qalgan barliq noqatlarinda uzliksiz bolsa, onn (D) da
integrallaniwshi boliw1 joqaridagiday déliyillendi. Teorema délillendi.

EKki eseli integraldin qasiyetleri

Tomende f(x,y) funkciya eki eseli integraldin gasiyetlerine ugsas gasiyetlerge
iye. Olardin daliyilsiz keltiremiz.

1°. f(x,y)funkciya (D) oblastta D c R? integrallamiwshi bolsin. Bul
funkciyanin (D) oblastga tiyisli bolgan nol’ maydanli L siziqtagt L C D

manislergana (shegaralangan saqlagan jagdayda) 6zgertiwden hasil bolgan F(X,y)
funkciyada (D) oblastta integrallaniwshi bolip,

ff f(z,y)dD = ffF(:L’, y)dD
(D) (D)

boladi.
Dalil. Ayqin, V(z,y) € (D) \ L ushin

f(z,y) = F(z,y).
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shartke muwapiq L-nol” maydanl siziq. Onda 18.1-lemmaga tiykarlanip, Ve > 0
alinganda da, sonday 6 > 0 tabiladi, (D) oblasttin diametri A\ <6 bolgan har

ganday P boéliniwi alinganda da, bul boliniwdin L siziq penen uliwma noqatqa iye
bolgan bolekleri maydanlarinin qosindist € nan kishi boladi. Us1 P béliniwge qarata
f(x,y) ham F(x,y) funkciyalardin mina integral qosindilarin dizemiz:

6,(f) = kznjlf §y Dy 8,(F) = ];F &, Dy
6,(f) qosindim tomendegishe eki bolimge ajiratamiz:
5,(f) = Xk:'f Eomy, - Dy + Xk:"f S
bunda Z "qosind1 L s1z1q penen uliwma nogatqa iye bolgan D, bolekler boyinsha
k

alingan, Z " bolsa qalgan barliq agzalardan dizilgen qosindh.
K

Dal sogan ugsas
§,(F) = %:F &am, D, + %:F & D,
Eger V(z,y) € (D) \ Lushmn f(x,y) = F(z,y)ekenligin itibarga alsaq, ol jagdayda
‘%(f)—(sp(f)‘ < Zk:"f S —F Sy, "Dk < M'%:‘Dk < Me

boliw: kelip shigadi, bunda M = sup| f(z,y) — F(x,y)

, ©,y € D \L .
Demek, | 6,(f)—6,(F) | < Me.

Keyingi tensizlikte A) — 0 da limitke 6tip tomendegini tabamiz

[[ t@.y)ap = [[ Fa.yyap.
(D) (D)

2°.f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen bolip, (D) oblast nol’ maydanli L si1ziq
penen D, ham D, oblastlarga ajiralgan bolsin. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta

integrallamiwshi bolsa, funkciya D, ham D, oblastlarda da integrallaniwshi

boladi, hdm kerisinshe, yagniy f(x,y) funkciya D, ham D, oblastlardin har
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birinde integrallaniwsh1 bolsa, funkciya (D) oblastta da integrallaniwshi boladi.

Bunda
J[ t@yap = [[ f@yip + [[ fa.y)D.
(D) D, D,

3°. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwsh1 bolsa, ol jagdayda
¢ f(z,y) (¢ = const) da us1 oblastta integrallaniwsh1 ham mina

ffc f(x,y)dD = ¢ fff(x,y)dD.
(D) (D)

formula orinli bolada.

4°. Eger f(x,y) ham g(x,y) funkciyalar (D) oblastta integrallaniwshi bolsa, ol
jagdayda f(z,y) £+ g(z,y) funkciyada us1 oblastta integrallaniwsh1 ham mina

[[1f@y) + gw)]dp = [[txx)dD + [[ gxy)dD
(D) (D) (D)

formula orinli boladu.

1-saldar. Eger f(z,y), £,(z.y),.., f.(zy) funkciyalardin hér biri (D) oblastta

integrallaniwshi bolsa, ol jagdayda mina
o fi(@,y) + e fo(z,y) + ..+ [, (z,y) c, = const, i=1,2,...n

funkciya da usi oblastta integrallaniwshi ham
ff[clfl(a:,y) + ey fy(zy) 4+ o+ cnfn(:zz,y)]dD = clfffl(a:,y)dD +
(D) (D)
+62fff2(a:,y)dD +..+ cnfffn(x,y)dD
(D) (D)

boladi.

5°. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi bolip, V(z,y) € (D) ushin
f(z,y) > 0 bolsa, ol jagdayda

[f f@y D=0
(D)

boladi.
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2-saldar. Eger f(x,y) ham g(x,y) funkciyalar (D) oblastta integrallaniwshi
bolip, V (x,y) € D ushin

f(zy) < g(x,y)

bolsa, ol jagdayda ‘ flz,y) ‘funkciyada us1 oblastta integrallaniwshi1 ham

[ f@.yap
(D)

<[ | @y |dD
(D)

bolada.

7°. Orta manis haqqindagi teoremalar. f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen
ham ol us1 oblastta shegaralangan bolsin. Demek, sonday m ham M 6zgermes sanlar

m =inf f(z,y): (z,y) € (D) , M=sup f(xy):(xy) € (D)
bar bolip, ¥(z,y) € (D) ushmn
m < f(z,y) < M
bolad.

3-teorema. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi bolsa, ol
jagdayda sonday 6zgermes ;¢ (m < p < M) san bar bolip,

[[ f@y)dD = - D
(D)

boladi, bunda D- (D) oblastin maydant.

3-saldar. Eger f(x,y) funkciya tuyiq (D) oblastta tzliksiz bolsa, ol jagdayda
bul oblastta sonday (a,b) € (D) noqat tabiladi,

[ fa.y)aD = f(a,b)- D
(D)

boladi.

4-teorema. Eger g(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi bolip, ol usi
oblastta 6z belgisin 6zgertpese ham f(X,y) funkciya (D) oblastta tzliksiz bolsa, ol
jagdayda sonday (a,b) € (D)noqat tabiladi;

[ f@y)g@.y)dD = f(a,b) [ [ gz y)dD
(D) (D)
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bolada.

8°. Integrallaw oblast1 6zgeriwshi bolgan eki eseli integrallar. f(x,y) funkciya
(D) oblastta berilgen bolip, ol us1 oblastta integrallaniwshi bolsin. Bul funkciya, (D)
oblasttin maydanga iye bolgan har qanday (d) boleginde (d) C (D) de

integrallaniwshi boladh.

Ayqin mina

[[ f@y D

(D)
integral (d) ga baylansili boladi.
(D) oblasttin maydanga iye bolgan har bir (d) bolegine joqaridagi integraldi

saykes qoyamiz:

@ :(d) — ff f(z,y)dD.
(d)

Natiyjede funkciya hasil boladi. Adette bul

o (@)= [[ FayydD
(d)

funkciya oblasttin funkciyasi dep ataladi.

(D) oblastta bazibir z,,y, noqattialayiq. (d) bolsa us1 noqatt1 6z ishine algan

ham (d) C (D)bolgan oblast’ bolsin. Bul oblasttin maydani1 d, diametri bolsa X

bolsin.

Eger A — 0 da @ gatnastin limiti }\iH(l) @ bar ham shekli bolsa,

bul limit F((d)) funkciyamn z,,y, noqattagi oblast’ boymsha tuwindis1 dep

ataladi.

Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta uzliksiz bolsa, ol jagdayda F((d))
funkciyanin z,,y, noqattagi oblast boyinsha tuwindist f z,,y, ge ten boladi.

15-lekciya

EKki eseli integraldi esaplaw. EKi eseli integralda o0zgeriwshini almastiriw.
Polyar koordinatalarda eki eseli integral. EKi eseli integraldin qollaniliwlar:
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f (x,y) funkciyanin (D) oblasttagi D < R*> eki eseli integrali tiyisli integral

gosindisinin malim manistegi limiti sipatinda aniglanadi. Bul limit tasinigi quramali
xarakterge iye bolip, on1 us1 aniqlama boyinsha esaplaw hatte apiway1 jagdaylarda
da biraz qiym boladi.

Eger f(x,y) funkciyanin (D) oblastta integrallaniwshiligi malim bolsa, onda
belgisiz integral qosindi1 (D) oblasttin boliniw usilinda, har bir bolekte alingan

&, noqatlargada baylanish bolmay, A\ — 0 da jalgiz f f f(z,y)dD sanga
(D)

umtiladi. Natiyjede funkciyanin eki eseli integralin tabiw ushin bazibir béliniwge

qarata integral qosindinin limitin esaplaw jetkilikligi boladi. Bul jagdayda (D)

oblasttih boliniwin hamde ¢,7, noqatlarin, integral qosindin1 ham onin limitin

esaplawga qolay qilip aliw imkaniyatin beredi.
Misal. Mina

f f xydD
(D)

integraldi esaplayiq. Bunda
(D)= (z,y) €R* 0<x<1 0<y<lx .

Ayqin, f(z,y) = zyfunkciya (D) da uzliksiz. Demek, bul funkciya (D) oblastta

integrallaniwshi.

(D) oblastti

-~
_|_
[—
3 |
N
+
[
—_———

i=0,12..n—1 k=0,1,2, ..,n—i

boleklerge ajiratip, harbir D, da §,n, = [i,ﬁ] dep garaymiz. Ol jagdayda
n n
n—1 n—i n—1|n—i—1 . . n—1
1 ko1 n—i 1 1
S = fgi,n Dz — - . 4+ . — iTL—ZQZ
2o 2t e 2 T e T
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boladi. Bunnan bolsa

lim § = i
n— 00 4

boliw1 kelip shigadi. Demek,
1
f f xydD = 2
(D)

Uliwma, koép jagdaylarda funkciyalardin eseli integrallarin anigqlamaga
muwapiq esaplaw qiyin boladi. Sonin ushin eseli integrallardi esaplawdinh dmelde
golay bolgan jollarin tabiw zararligi tuwiladi.

Joqarida aytip otkenimizdey, f(X,y) funkciyanin eseli integrali ham oni
esaplaw (D) oblastqa baylanisli.

Daslep, apiway1 jagdayda, (D) oblast tuwr tortmuyeshlik oblasttan ibarat
bolgan jagdayda funkciyanin eseli integralin esaplaymiz.

18.6-teorema. f(x,y) funkciya (D)= (z,9) € R*:a<z<b, c<y<d
oblastta berilgen hdm integrallaniwshi bolsin.
Eger z z € [a,b] Ozgeriwshinin har bir tayimn manisinde
1@)= [* )y
integral bar bolsa, ol jagdayda mina
Lb

[ iy |

integralda bar boladi hdm

Jf steap =[] [ sy
(D)

dx

boladi.
Dalil. (D) oblastt1

D, = (myeR :z,<a<wz,, y,<y<y, 1i=0L.,n-1 k=01,

a=x,<z <..<z,=b c=y,<y <..<y, =d boleklerge ajiratamiz.

Bul béliniwdi P, dep belgileymiz. Onin diametri
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)\an = max+/Az? + Ay; Ar, =, —x; Ay, =

i Ye1 — Y -

Solay etip, f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwsh1 eken, ol us1 oblastta
shegaralangan boladi. Solay eken, f(x,y) funkciya har bir D, de shegaralangan,

ham demek, ol us1 oblastta aniq joqar1 hamde aniq tdémengi shegaralarina iye boladi:

my = inf f(% y) : (513, y) S Dz’k

My =sup  flz,y):(zy) € Dy

Ayqm, V xy € D, ushin m, < f(z,y) < M,, dara jagdayda,
§ € [CEi,CEi+1] ushinda m, < f &,y < M, bolad1.

Teoremanin shartinen paydalnip tabamiz:

fy+m dy<fyk“f £y dy<f M, dy,

Y

yagnty
Ye+1
m Ay, < fy f &y dy < MyAy,, bunda Ay, =y, —y.
k

Eger keyingi tensizliklerdi kK nin £ =0, 1, 2,...,

m — 1 manislerinde jazip,
olard1 agzalap qoysaq, ol jagdayda

3
3
L

m—1
Yr+1
k=0

k

i
o
=~
I
o

yagniy

m—1 d m—1

> myAy, < f féydy=1¢ <> M,Ay,

k=0 ‘ k=0
i=0,1,...,n—1 bolad1

Endi keyingi tefisizliklerdi Az, Az, =z, , —x, ke kobeytirip, sof

agzalap qosamiz. Natiyjede

Z [Z my Ay

1=0

n -1

1
Az, < ZI § Az, < [ M, Ay,

3

Az,

2

I
o

{

T
[}
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bolada.

Ayqin,
n—1 m—1 n—1 m-1 n—1 m-1
Z Z my Ay, Az, = my Ay, = Z Z my Dy = s
i=0 | =0 i=0 k=0 i=0 k=0

f(x,y) funkciya ushin Darbudin témengi qosindisi,

n—1 m-1
Az, = Z Z MyD, =5
i=0 k=0

n—1 m—1
Z [ Z My Ay,
k=0

1=0

bolsa Darbudin joqar1 qosindisi. Demek,

|
—

n

s < I ¢ Az, <S8

i

I
o

1)

Shartke muwapiq f(x,y) funkciya (D) da integrallmwshi. Ol jagdayda A, — 0 da

s—>ff flz,y) dD, seff f(x,y)dD
(D) (D)

boladi.

(1) gatnastan bolsa,
n—1
z I ¢ -Auz,
i=0
qosindinin limitke 1ye boliw1 ham bul limit
[ f@yap
(D)
ge ten boliw1 kelip shigadi:

n—1
lim I & Ax, = f(z,y)dD.
Eger

Ap

nm

n—1 b
hnlo ; I & Aug, :fa I(z)dx

ham
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[ 1@z = [ [ [ s vy ]dx

ekenligin itibarga alsaq, onda

Jf an = [*| [ sy o
(D)

boliwin tabamiz. Bul bolsa teoremani daliyilleydi.

1-teorema. f(x,y) funkciya D = 2y €¢R*>:a<z<b c<y<d
oblastta berilgen ham integrallaniwshi1 bolsin. Eger y y € [c,d] 6zgeriwshinin

har bir tayin manisinde

)= [ fwys

integral bar bolsa, ol jagdayda mina

J5 [ s |y

integralda bar bolad1 ham

[/ f@,yyap = fcd
(D)

j; b f(z,y)dx | dy

bolad.
Bul teoremanin daliyilli jogaridag: teoremanin daliyli kibi.
1-teorema ham 18.7-teoremalardan tomendegi natiyjeler kelip shigadi.
1-saldar. f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham integrallaniwshi bolsin.

d .
Eger z w€ [ab] oOzgeriwshinin hér bir manisinde f f(z,y)dy integral bar

b :
bolsa, vy vy € [c,d ] 6zgeriwshinin har bir tayin manisinde f f(z,y)dx integral

bar bolsa, ol jagdayda mina

f;b

integrallarda bar bolad1 ham

f: f(x,y)dx

dx, fC ‘

I )y

dy (2)
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Jf staan = [ [y

(D)

waﬁ[ﬁmwm%

boladi.

2-saldar. Eger f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham uzliksiz bolsa, ol
jagdayda

!j;f) f(z,y)dD, j;b dz, fcd

integrallardin har biri bar boladi ham olar bir-birine tef boladi.

d b
fc f(x,y)dy L f(x,y)dx | dy

(18.13) integrallar, dazilisine muwapiq, eki argumentli funkciyadan déslep bir
argumenti boyinsha (ekinshi argumentin 6zgermes esaplap turip), son ekinshi
argumenti boyinsha alingan integrallar. Bunday integrallard: takirar integrallar dep
ataw (takirar limitlerdey) tabiyiy.

Sonday qilip, qaralip atirgan jagdayda eseli integrallardi esapalaw tékirar
integrallardi esaplawga keltiriler eken. Tékirar integraldi esaplaw bolsa eki dpiway1
(bir argumentli funkciyanin integralin) Riman integralin izbe-iz esaplaw demek.

1-eskertiw. Joqarida keltirilgen 18.6-teoremani daliyillew jolinda kordik,
tuwr1 tortmuyeshlik (D) oblast tarepleri saykes tarde Az, Ay, bolgan tuwrn

tortmayeshlik oblastalar D, larga ajiraladi. Ayqin, bul elementar oblasttin

maydani D, = Az,Ay, bolad1

Daslep aytqanimizday, Ax ti dz ke, Ay ti dy ke almastiriw mumkinligin
hamde ¢ <z <b, c <y <d ekenligin itibarga alip, bunnan bilay mina

[[ f@yap
(D)

koriniste jaziw ornina

fabfcd flz,y)dy dx [yamasa J;dj;b f(x,y) dx dy]

kibi de jazip kete beremiz.

Misal. Mina

ff v dz dy

3
(D) 1+ 22+ y2 A
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integral esaplansin, bunda (D) = (r,y) € R*:0<z <1, 0<y<1 .

Integral astindagi

X

f(:zz,y): y
1+ 2% +y° 72

funkciya (D) oblastta uzliksiz. Onda garlip atirgan eki eseli integralda,

L —
0

dx
1+ 2% +y° %

integralda bar. 18.7-teoremaga muwapiq

fol j;l v dr | dy

1+ 2% + ¢ %

integral bar boladi ham

f a dxdy:j;l J;l a dz | dy

3 3
(D) 1+x2+y24 1+x2+y24

boladi.
Eger

flo e . :% ];1 Lvat 4 2 d 14at 4yt —
1+x2+yQA

r=1_ 1 1
=0 Py e

1
V1422 + 4

boliwin esapqga alsaq, onda

x dr dy 1 1 1
f 37— Jo 2 9 dy =
b 144y yrloy a2
[ 2 [ 2 1 2+2
:[lny-l— y +1 —In y+ y+2} Ozln 3
+
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ekenligin tabamiz. Demek,

f x dr dy 2+\/§

=ln ——=
3
(D) 1+X2+y24 1443

Endi (D) oblast mina (D)= (z,y) € R*:a<z<b, () <y < ()
koriniste bolsin. Bunda ¢,(z) ham ¢,(z) [a,b] da berilgen ham uziliksiz funkciyalar
(18-s1z1lma).

18.8-teorema. f(x,y) funkciya (D)
oblastta berilgen ham integrallaniwshi A

¥
bolsimn. Eger z x €[a,b] Ozgeriwshinin P (x)
har bir tayin manisinde /
by(2)
Iz) = [ o T@Y) & BRI
: , 0] = S
integral bar bolsa, ol jagdayda mina
b 6,() 18-s1z1lma
[ [ Fy)dy|d
a & ()
integralda bar boladi hdm
[[ f@wan = [* f%(m)f(w,y) dz
(D) a (pl(z)

boladi.
Dalil. ¢, (z) ham ¢,(z)funkciyalar [a,b] da uzliksiz. Veyershtrass

teoremasina muwapiq bul funkciyalar [a,b] da 6zinin en ulken ham en kishi
manislerine erisedi. Olardi

min ¢,(z) = c, max ¢(z) = d
dep belgileyik
Endi D, = (z,y) € R*: a<z<b c<y<d oblasttamna
. | fz,y), eger (xy) € (D) bolsa,
F(my) = 0, eger (x,y) € D; \ (D)bolsa
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funkciyani qarayiq.

Ayqun, teorema shartlerinde bul funkciya D, oblastta integrallaniwshi ham

integral qasiyetine muwapiq

[f s+ @yap = [[f*@yiD+ [[ f*@ydD = [[ fy)iD
D, (D) D, \(D) (D)

(18.14)
boladi. Sonday-aq, + z € [a,b] Ozgeriwshinin hér bir manisinde
d
L@ = [ f*@y) dy
integral bar ham
d . d)l(m) . ¢2(~77) .
L) = [ fHaydy = [T @ydy + [ FF @y)dy +
¢ ()
] 0 (2)
[ frydy = [ fay)dy (18.15)
by(x) & (z)

boladi. Onda 18.6-teoremaga muwapiq

[y

integralda bar bolad1 ham

b d
[f#*@yan = [ [fcf*(x,mdy dz
Dl
boladi.
(18.14) ham (18.15) gatnaslardan
b oy ()
[ #@.y)ap = f f@ o f@ Yy do
(D)

boliw1 kelip shigadi. Teorema dalillendi.
Endi (D) oblast’ mina

(D)= (zy) € R?:¢(y) <z <ih(y), c<y<d
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koriniste bolsin. Bunda +,(y) ham +,(y) [c,d] da berilgen zliksiz funkciyalar (19-

sizilma)

18.9-teorema. f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham integrallaniwshi
bolsin. Eger y  y € [c,d] 6zgeriwshinin har bir tayin manisinde

Uy (y)

() = [ fw,y)d

lbl(y)

integral bar bolsa, ol jagdayda mina

fc ‘ | /%(y) f(z,y)dz

d
Vl(y) Y

integralda bar boladi ham

Jf taan = [* [ s ay
(D) 1

boladi.

Bul teoremanin daliyilli 18.8-teoremanin daliyilli kibi.

Meyli (D) oblast D C R* joqarida qaralgan oblastlardin har birinin

qastyetine iye bolsin. (20-s1zilma).

-~

i 4 ¥

W) w207

19-s1z1lma 20-s1z1lma

21-s1z1lma

18.6-saldar. f(x,y) funkciya (D) oblastta berilgen ham integrallaniwshi bolsin.
Eger x z € [a,b] Ozgeriwshinin har bir tayin manisinde

[ gy



integral bar bolsa, y y € [c,d] O6zgeriwshinin har bir tayin méanisinde

I
integral bar bolsa, ol jagdayda
& (y)
L)L ity do [1] [ swie) dy
é(y)
integrallarda bar ham
) 4 (@) J U (y)
!; f) feyap = [ [ S dy| de = j(‘ S d

boladi.

Bul saldardin déliyilli 18.8-teorema ham 18.9-teoremadan kelip shigad.

Eger (D) oblast 21-s1zilmada suwretlengen oblast bolsa, ol jagdayda bul oblast
joqarida uyrenilgen oblastlar korinisine keletugin qilip boleklerge ajiratiladi.
Natiyjede (D) oblast eki eseli integral ajiratilgan oblastlar boyinsha eki eseli
integrallar qosindisina ten boladi. Solay etip, biz integrallaw oblast (D) nin jetkilikli
ken klass1 ushin eseli integrallardi takirar integrallarga keltirip esaplaw mimkinligin
koéremiz.

Misallar. 1. Mina
f f eV’ dD
(D)

integraldi garaylq, bunda (D)= (z,y)€ R*: 0<z2<y 0<y<1 . Bul

jagdayda 18.7-teoremanin barliq shartleri orinlanadi. Usi teoremaga muwapiq
2 1 Yy 2
-y — Y

{3{ e ¥ dxdy = j; fo e Vdx

boladi. Bul tenliktin on jagindagi integrallardi esaplap

dy

tomendegilerdi tabamiz:

y _.2 vy
feyd:z::yey,
0
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2 1 Lo 1 .1 1 1
y - y 2 oY - |1=Z
fyedy2j;edy 602[6]
Demek,
ffefyzdx dy = - [1—1]
(D) ‘
2. Mina
ffxy dz dy
(D)
integraldi qarayiq, bunda (D) = (z,9) € R*: 0<z<1 0<y<Ix

Bul jagdayda 18.6-teoremanin barliq shartleri orinlanadi. Onda

!;{xydxdyzﬁ)lx fol_x y dy dxz%folx(l—x)de:i
boladi.
3. Mina f Jr+y dr dy

(D)
integraldi qarayiq,bunda D = (z,9):0<z <1 0<y<1 0<y<Ilx .Bul
jagdayda 18.6-teoremanin barliq shartleri orinlanadi. Sol teoremaga muwapiq

f Jr+y dzx dyzﬁ)l folﬁz\/ac+y dy

(D)

dx

boladi. Integrallard1 esaplap tabamiz:

j;l j;lj /:E-I-Z/ dy dg;:fol [% [m+y3]y—1—x:§ j;)l 1_\/; dg::%

y=0
Demek,

ff\/xwLy dz dyz%.
(D)

Bul keltirilgen misallarda apiway1 funkciyalardin apiway1 oblast boyinsha eki
eseli integrallar1 garaladi. Kop jagdaylarda apiwayir funkciyalardi quramali oblast

boyinsha, quramali funkciyalardi &piwayr oblast boyinsha ham quramali
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funkciyalardi quramali oblast boymsha eki eseli integrallarin esaplawga tuwra
keledi. Bul integrallard1 esaplaw bolsa biraz qiyin boladi.

EKki eseli integrallarda ozgeriwshilerdi almastiriw

f(x,y) funkciya (D) oblastta D < R* berilgen bolsm. Bul funkciyanin eki

eseli integrali

[/ f@y) dv dy (1)

(D)

barlig1 malim bolip, on1 esaplaw talap etilsin. Bizge belgili, f(x,y) funkciya hamde
(D) oblast quramali bolsa, (1) integrald1 esapalaw qiyin boladi. Kébinshe, X ham y
6zgeriwshilerdi, malim qagiydaga muwapiq basqa Ozgeriwshilerge almastiriw
natiyjesinde integral astindagi funkciyada, integrallaw oblasti da apiwayilasip, eki
eseli integraldi esaplaw ansatlasadi.

Us1 paragrafta eki eseli integrallarda oOzgeriwshilerdi almastiritw menen
shugillanamiz. Déslep tegislikte oblastti oblastqa sawlelendiriw, 1ymek sizigh
koordinatlarda korsetiliwin keltiremiz.

L
y &

el

L J

=Y

1 —s1z1lma

Eki tegislik berilgen bolsin (1-s1zilma). Birinshi tegislikte tuwr1 muyeshli Oxy
koordinata sistemasin ham shegaralangan (D) oblastti garayiq. Bul oblasttin
shegarasi 0(D) apiway1, bolek-siypaq siziqdan ibarat bolsin. Ekinshi tegislikte bolsa,

tuwr1 muyeshli Oud koordinata sistemasin hdm shegarlangan A oblastt1 qarayiq.

Bul oblasttin shegarasi 9 A da apiwayi, bolekli-siypaq sizigtan ibarat bolsin.

é(u, ) ham (u, ) lar A oblastta berilgen sonday funkciyalar bolsin, olardan
duzilgen ¢(u,v), P(u,9) sistema A oblasttagl (u,9)nogattt (D) oblasttagi
(x,y) noqatqa sawlelendirsin:
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¢ : (u,9) — =,
Y (u,9) =y

ham bul sawlelendiriwdin sawlelerinen ibarat (x,y) koplik (D) ga tiyisli bolsin.

Demek, mina

(2)

sistema A oblastt1 (D) oblastqa sawlelendiredi.

Bul sawlelendiriw tobmendegi shartlerdi orinlasin:

1°. (2) sawlelendiriw 6z-ara bir manisli sawlelendiriw, yagntyy A oblasttin
turli noqatlarin (D) oblasttin tarli nogatlarina sdwlelendirip, (D) oblasttagi har bir

nogat ushin (A)oblastta ogan saykes keletugin nogat beriw gana bolsin.

Ayqin, bul jagdayda (2) sistema v ham ¢ larga qarata bir manisi sheshiledi:
u= ¢(z,y), ¥ =1 (z,y) hAm mina

3)

sistema menen sawlelendiriw joqaridag: sawlelendiriwge keri bolip (D) oblasttt A

oblastga sawlelendiredi. Demek,

¢ le(iﬁ, y) ) 77Z)1 (37, y)
Y ¢ (x,y), Y (z,y)

.flf,
} 4)
Y.
2°. o(w,9), (u) funkciyalar A oblastta, ¢ (z,y) hadm ¢, (z,y)

funkciyalar (D) oblastta uzliksiz ham barliq dara tuwindilarga iye bolip, bul dara
tuwindilarda 0zliksiz bolsin.

3°. (2) sistemadagi funkciyalardin dara tuwindilarinan dazilgen mina

or o
ou 0Y
9y oy (5)
ou O0U
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funkcional determinant A oblastta nolden parqli (yagniy A oblasttin har bir
nogatinda nolden pariqli) bolsin. adette (5) determinanti sistemanmn Yakobiam

D(z,y)

( koriniste belgilendi.
u?

delinedi ham I = (u,+) yamasa

Bul 2° ham 3° shartlerden, A baylanish oblast bolganda, (5) Yakobiannin

us1 oblastta 6z belgisin saqlaw1 kelip shigad.

Haqiyqattanda, I(u,) funkciya A oblasttin eki turli noqatlarinda tarli
belgili manislerge iye bolsa, ol jagdayda 12-baptin 5-§ indegi 12.13 teorema
(Bal’cano — Koshi teoremasma muwapiq) A da sonday wu,,?, nogqat tabiladi.

I w9, =0 boladi. Bulbolsa I  u,") = 0 boliwina qarsi.

3°-shéartten (3) sistemanin Yakobiani, yagniy mina

ou o
or Oy
Oxr Oy

funkcional determinanttin da (D) oblastta nolden parqli boliw1 kelip shigadi.
Haqiyqattanda, (4) gatnastan

0r _0r 0u_ 0r 09 _
or Ou Oxr 09 Oz

0y _ 0y 0u 0y 09
Jy Ou Oy 09 Oy
Or Oz Ou Oz 09

e =,
dy Ou Oy 09 0Oy

bolip
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boliwin tabamiz.

Demek, (D) baylanisli oblast bolganda (6) Yakobianda (D) oblastta 6z
belgisin saqlaydi.

(2) sawlelendiriw A oblasttin ishki nogatin (D) oblasttin ishki noqatina

sawlelendiredi. Haqiyqattanda, ayqin emes funkciyanin bar boliwi haqqindagi

teoremaga muwapiq (2) sistema z,,y, noqattih bazibir dogereginde u ham o lardi
X hamy 6zgeriwshilerdin funkciyasi sipatinda amiqlaydr: v = ¢,(z,y), 9 = ¥(z,y).
Bunda ¢, z,,y, =y, ¥, 74y, =9, bolad

Demek, =,y (D)oblasttin ishki noqati. Bunnan (2) sawlelendiriw A

oblasttin shegarast 0 A nin (D) oblasttin shegaras1t 0 A ga sawlelendiriwi kelip

shigadi.

Sonday-aq, (2) sawlelendiriw A oblasttag1 siypaq (bolek-siypaq) iymek

s1z1q

u = u(t)
1919(75)] astsh

ni (D) oblasttagi siypaq (bdlek-siypaq) iymek siziq

ga sawlelendiredi.

A oblastta v = u, tuwri siziqt1 alayiq. (2) sawlelendiriw bul tuwri s1ziqt1 (D)
oblasttag1

T =90 uyv ,] @

y=1 uoaﬁ

iymek siziqqa sawlelendiredi. Dal sonday A oblasttagr ¥ = 4, tuwn siziqt1 (2)

sawlelendiriw (D) oblasttagi
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l’qu u,ﬁo,

8
y:"/)uﬂ?o ()

iymek s1ziqqa sawlelendiredi. adette (7) hdm (8) iymek siziqlardi koordinat siziglar
((7) ni ¥ koordinat s1zig1, (8) ti bolsa U koordinat sizig1) dep ataladi.

Solay etip, (2) sawlelendiriw 6z-ara bir manisli sawlelendiriw eken, onda (D)
oblasttin har bir (X,y) noqatan jalgiz 9-koordinat sizig1 (U din tayin 6zgermes
manisine saykes bolgan siziq), jalgiz u-koordinat sizigr (Jmin tayin 6zgermes
manisine saykes bolgan siziq ) 6tedi. Demek, (D) oblasttin us1 (X,y) nogati joqarida

aytilgan vwham ¢ lar, menen, yagnty A oblasttin (u,9)) noqati menen toliq

aniqlanadi. Sonin ushin » hadm ¢ lardi (D) oblast nogatlarinin koordinatalar1 dep
qaraw mumkin. (D) oblast nogatlarinin bunday koordinatalari iymek sizigql
koordinatalar dep atalad.

Sonday qilip, v ham ¢ lar bir tamannan A oblast nogatinin Dekart

koordinatalari, ekinshi tamannan dal ust » ham ¢ lar (D) oblast nogatinin iymek
s1ziql1 koordinatalar1 bolada.

Misal. Mina

T = pCcoso

. } (p>0, 0<¢<2nm)
y = psing

sistemani qarayiq.

Bul sistema A = w9 €R*: 0<p<+4oco, 0<¢ <21 oblasttt

Oxy tegislikke sdwlelendiredi. Bul sistemanin Yakobiani

I ud =

cos @ — psing
=p

sin ¢ PCOSP
boladi.

p ham ¢ ler (D) oblast noqatlarmin iymek siziqli koordinatalar1 bolip, usi
oblasttin koordinat s1ziglar1 bolsa, oray1 (0,0) noqatta, radiust p ga ten mina

x2 +y2 = p?

shenberlerden  (?¥-koordinat siziglar1) hamde (0,0) nogattan shiqqan
¢=p, 0=<p, <2 nurlardan (J-koordinat siziglar) ibarat.
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Meyli, mina

r = ¢ (u,?)

sistema A oblastt1 (D) oblastqa sawlelendirsin. Bul sawlelendiriw joqaridag: 1°-

3° shartlerdi orinlasin. Ol jagdayda, (D) oblasttih maydani

D= [ | 1w9) | dudv= [[ ‘ 2((%; ‘ du dv 9)
D A ’

bolada.

Bul formulanin daliyilli keyingi bapta (qaran 19-bap, 3-§.)

f(x,y) funkciya (D) oblastta D < R? berilgen ham us1 oblastta uzliksiz

bolsm. (D) bolsa apiwayi, bolek siypaq siziq penen shegaralangan oblast bolsin.
Ayqin f(x,y) funkciya (D) oblastta integrallaniwshi boladi.

Ayqin, mina
(2)

sistema A oblastt1 (D) oblastqa sawlelendirsin ham bul sawlelendiriw joqaridagi

1°-3° shartlerdi orinlasin.

Har bir boliwshi s1z1g1 bolekli-siypaq bolgan A oblasttin P, boliniwin
alayiq. (2) sawlelendiriw natiyjesinde (D) oblasttin P, boliniwi hasil boladi. Bul
boliniwge garata f(X,y) funkciyanin integral qosindisi

‘522 F&om -4y
k=1

n1 dizemiz. Ayqin,

/\PD —0 /\PD —0 [

lim 6 = lim Z f&.m A, = fff(x,y) dx dy (10)
! (D)
Joqarida keltirilgen (9) formulaga muwapiq
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D, :ff | I(u,9) | du do
Dk
boladi. Orta manis hagkindagi teoremadan paydalanip tbmendegini tabamiz:
D, =|1u*, 0% |A w* 9% € A,

bunda A, — A, i maydani. Natiyjede (10) qosindi mina

6:Zf &pos 1My ‘I U*k,ﬂ*k ‘Ak
k=1

koriniske keledi.

§.,m. noqattin D, oblasttagi 1qtryarli noqat ekenleginen paydalanip, om
o u *kaﬁ *k = g/ga
(Y *ka'ﬁ *k = .-
dep aliw mamkin. Ol jagdayda
S=>"f ¢ u*r, 0% W u¥ 0% |1 ut, 9% |-A
k=1

boladi.

Ayqmn, f ¢ wd ¢ ud | I(u,d) | funkciya A oblastta uzliksiz.
Demek, ol us1 oblastta integrallaniwshi. Ol jagdayda

lim 6 = limo ngbu*k,l?*k puF 0, ‘Iu*k,ﬁ*k‘ A, =
k=1

)\PA —0 )\PA —

= [ f ¢wd),owv) | Iw9) | dudd (11)
A

boladi.

Ap =0 da Ap — 0 bohwin itibarga alip, (10) ham (11) gatnaslardan

[ f@.y)dady = [[ fo(w,9), 0w, 9) [T w9 | dud (12)
(D) A

boliwin tabamiz.
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Bul eki eseli integralda 6zgeriwshilerdi almastiriw formulasi.

Ol berilgen (D) oblast boyinsha integraldi esaplawdi A oblast boyinsha

integraldi esaplawga keltiredi. Egerde (12) de on tarepindegi integraldi esaplaw jenil
bolsa, orinlangan 6zgeriwshilerdi almastiriw 6zin aglaydi.

Misal. Mina

integraldi qarayiq, bunda
D = (z,y) eR*: 2°+y* <1, y>0
oray1 (0,0) noqatta, radius1 1 ge ten bolgan joqar tegisliktegi yarim dongelek.
Berilgen integralda 6zgeriwshilerdi tdmendegishe almastiramiz:
T =p COSQ,
y=p sing
Bul almastiriw mina

A= (ppeR:0<op<m 0<p<l

tuwrt tormuyeshlikti (D) oblastga sawlelendiredi ham ol 1°-3° shartlerdi
qanaatlandiradi. Onda (12) formulaga muwapiq

1—z% — ¢ -
ff m dxdy-&f

boladi. Bunda Yakobian I (p,¢) = p boladi. Bul tenliktin on tarepindegi integraldi

|1 po | dpdo

esaplap tabamiz:

J]ﬁ 1%_p |1 ¢ ‘dp&ﬁ::]? [ J:d¢] 1—p

1+ p?

2

pdp=

f pdp:I m™—2
1+p 4
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1—2% - y s
Demek, de dy = — 7 —2
f f 1+ 2% +y° 4
Eki eseli integraldin bazibir qollaniwlari

Denenin kolemi ham onin eki eseli integral arqalh amglamiwi.

R? kenislikte bazibir shegaralangan (V) deneni qarayiq. Bul (V) denenin
ishinde (A) kdépjaqlar jaylasqan, 6z nawbetinde (V) dene bolsa (B) kdpjaqlar ishinde
jaylasqan bolsin. (A) kopjaqlar kélemlerin V, menen, (B) kopjaqlar kolemlerin V7,

menen belgileyik. Biz kopjaqlardin kélemleri tusiniklerin hdm oni esaplawdi (dal
tegisliktegi kopmuyeshtin maydani tusinigi ham esaplaw kibi) bilemiz dep alamiz.
Natiyjede (V) denenif ishinde jaylasqan kopjaqlar kolemlerinen ibarat V, koplik,

ishine (V) dene jaylasqan kopjaqlar kolemlerinen ibarat V,, koplikler hasil boladi.
V, koplik jogaridan, V, koplik tomenen shegaralanganligi sebepli V, koplik
aniq joqan shegaraga, V, koplik bolsa aniq tomengi shegaraga iye boladi.

sup V, =1V, inf V, = \_/
Ayqin,
V<V

1-amglama. Eger V = 17, yagniy sup V, =inf V, tenlik orinli bolsa, ol

jagdayda (V) dene kolemge iye dep ataladi ham V =V = V shama (V) denenin
kolemi delinedi.

Demek, V =sup V, =inf V,

Endi (V) dene sipatinda joqaridan z=f(x,y) bet penen, gaptal jaglarinan
jasawshilart Oz kosherine parallel bolgan cilindrdik bet hamde tomennen Ozxy

tegisliktegi (D) oblast penen shegaralangan deneni qarayiq.

(D) tuyiq oblasttin P boliniwin alamiz. f(x,y) funkciya (D) da uzliksiz
bolganlig1 sebepli, bul funkciya P boliniwdin har bir D, boleginde de uzliksiz
bolip, onda
inf f(z,y):(x,y) € D, =m,, sup f(xy):(xy)e D, =M (k=12..n)

lerge iye boladi.
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Toémendegi
Vy = kaDk’ Vp = M.D,

qosindilardi diazemiz. Bul qosindilardin birinshisi (V) dene ishine jaylasgan
kopjaqtin kélemin, ekinshisi bolsa (V) deneni 6z ishine algan kopjaqtin kélemin
aniglayda.

Ayqn, bul képjaqglar, demek olardin koélemleride f(x,y) funkciya hamde (D)
oblasttin boliniwine baylanisli boladi:

Vi=Vi(), V=V

(D) oblasttin tarli béliniwleri alinsa, olarga qarata (V) denenin ishine
jaylasgan hamde (V) deneni 6z ishine algan turli kopjaqlar jasaladi. Natiyjede bul
kopjaqlar kolemlerinen ibarat tomendegi

Vi o VED)

koplikler hasil boladi. Bunda V7 (f) koplik jogaridan, V/}(f) koplik bolsa

tomennen shegaralangan boladi. Demek, bul kopliklerdin aniq shegaralari

sup Vi(f) . inf  V5(f)
bar. Shartke muwapiq f(x,y) funkciya (D) tuyiq oblastta uzliksiz. Ol jagdayda Kantor
teoremasinin saldarmma muwapilq, Ve > 0 san alingandada, % sanga muwapiq

sonday & > 0 san tabiladi, (D) oblasttin diametri A\, < é bolgan har ganday

boliniwi P ushin har bir D, de funkciyanin terbelisi

9
M, — < =
gy D
boladi. Onda
inf VF(f) —sup Vi (f) <VE)-Vi())=>_MD,—> mD, =
k=1 k=1
n 8 n 5
= M m, D, <— D =—.D=c¢
ki_jl k v Yk D; T D
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Demek, (D) oblasttin diametri A\, < ¢ bolgan har qanday boliniwi alinganda da bul
boliniwge saykes (V) denenin ishine jaylasqan hamde bul (V) m1 6z ishine algan
kopjaqlt kélemleri ushin barqulla

0<inf VE(f) —sup Vi(f) <e
tensizlik ormli boladi. Bunnan bolsa
inf  VE(f) =swp V() (1)
tenlik kelip shigadi. Bul tenlik (V) dene kolemge iye boliwin bildiredi.

Endi joqar1 da uyrenilgen V[ (f), Vi (f) qosindilart Darbu qosindilari
menen salistirip, V1 (f) ham V2 (f)qosindilar f(x,y) funkciyanin (D) oblastta saykes

tarde Darbudin tomengi hamde jogart qosindilar1 ekenligin tabamiz. Sonin ushin
mina

sup Vy(f) , inf VE(f)

shamalar f(x,y) funkciyanin tomengi hamde joqar1 eki eseli integrallari boladi,
yagny

sup VI(f) = [[ fanap, it Vi) = [[ D
D) (D)

(D)

Jogaridagi (18.33) gqatnasqa muwapiq
[ #@yap = [ fa.y)dD
(D) (D)
tenlik orinli ekenligin kérinedi. Demek,

JJf s@wap = [[ fwpap = [ fwyap.
b (D) (D)

Sonday qilip, bir tamannan, garalip atirgan (V) dene koélemge iye ekeni, ekinshi
tamannan onin kolemi f(X,y) funkciyanin D oblast boyinsha eki eseli integralina

ten ekeni daliyillendi. Demek, (V) denenin kélemi ushin mina

V= [[ f,y)ap 0
(D)

formula orinli.
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Misal. Mina

[\]
[\]
[\]

<1

@w|H
%[
(‘:M|N

ellipsoidtin kolemi tabilsin. Bul ellipsoid z = 0 tenlikke qarata simmetriyali. Joqgari

bolegin z >0 orap turgan bet

boladi.
Joganidag (18.34) formulaga muwapiq ellipsoidtin kdélemi V:

2

2
= *x_ Yy
V=2 ff\/1+—2 o dady
(D)

a

boladi, bunda

a
Integralda
T = ap cos ¢
y = bpsin ¢

almastirtwdi orinlaymiz. Bul sistemanin Yakobiani

a Ccos @ bsing

= ab
— apsin ¢ bpcosé‘ awp

I—(p'cb)—‘

boladi. (18.35) sistema (A)= (p,¢)€ R*: 0<p<1 0<¢ <27
(D) oblastga sawlelendiredi. (18.27) formulaga muwapiq

2

ff 1_$_z_y_ dmdy:ffxll—pz abpdpdo
(D) ¢ ey

b2

boladi. Demek,

V= 2abcff\/1 — p2pdpdd = 2abcj;1 [ ffdgb ]\/1 — DPpdp =
(A) 0
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1
= 47mbcj; V1= p?pdp = 4?Wabc.

Sonday qilip, ellipsoidtin kdlemi
V== mabec.

boladi.

Tegis figuramm maydam. Usi baptin 1-§ inde (D)oblasttin maydani

tomendegi
D:ff dD:ff dz dy
(D) (D)

integralga ten boliwin kordik. Demek, eki eseli integral jdrdeminde tegis figuranin
maydanin esaplaw mimkin eken.

Dara jagdayda, oblast
(A)= (zy)eR:a<z<h 0<y< flz)

iymek siziglh trapeciyadan ibarat bolsa (f(x) funkciya [a,b] da tzliksiz), ol jagdayda

b

A:ffdxdy:f
(A) a

bolip, 1-bolim, 10-bap, 2-§ inde tabilgan formulaga kelemiz.

f()
dy
0

b
dr = ff(x)dx

Misal. Mina

2, 2 2 12
x:y—l—a’ X:y;[;b (0 <a<b)

siziqlar menen shegaralangan figuranih maydani tabilsin. Bul siziglar paraboladan
ibarat (23-s1zilma).
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Toémendegi

23-s1z1lma

sistemani sheship, parabolalardin kesilisken nogatlar

[a—f—b\/% a+b_\/£]

2 2

ham

ekenin tabamiz: qaralip atirgan figura OXx késherine qarata simmetriyali boliwin
itibarga alsaq, ol jagdayda A nin maydani

A:2ff dx dy
A1

boladi, bunda

2 P P P
A, :{(x,y)ERQ: y;—a Sxﬁy;b, 0<y<+abt.
a

Integraldi esaplap, tomendegini tabamiz:

[faay = [ [ [ dx]dy _

A 2a

Jab
-/
0

y2 + b2 _ y2 + a?
2b 2a

dy:é b—a ab.

Demek,

A = fAf drdy = g(b—a)\/%.

Bettin maydani1 ham onin eseli integral arqal amqlamwi. EKki eseli integral
jardeminde bet maydanin esaplaw mimkin. Bul funkciyanin grafigi 17-sizilmada
suwretlengen. (S) betten ibarat bolsin.
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(D) oblasttin P béliniwin alayiq. Onin bélekleri D, , D, ,..., D, bolsm.

Bul boéliniwdin boéliwshi siziglarin bagitlawshilar sipatinda qarap, olar arqal
jasawshilart 0z kosherine parallel bolgan cilindrlik betler 6tkizemiz. Ayqin, bul

cilindrlik betler (S) betti S, , S, ,.., S boleklerge ajiratadi. har bir
D, k =1,2...,n da iqtryarli ¢ ,7n. noqat alip, (S) bette ogan saykes noqat

> s 2, z, = [ &,m, nitabamiz.

Son (S) betke us1 §,,7,,Z, noqatta urinba tegislik jurgizemiz. Bul urinba

tegislik penen jogarida aytilgan cilindirlik bettin kesilsiwinen hasil bolgan urinba
tegislik bolegin 7, menen onih maydan1 7, menen belgileyik.

Geometriyadan malim, D, oblast 7, nif ortogonal proekciyasi bolip,
D, = Tk‘ COS Y, ‘ (18.36)
boladi, bunda v, — (S)betke &.,n,,2, z, = f &.,n, noqatta otkizilgen urinba
tegislik normalinin Oz kdsheri menen jasagan muyesh.

Ayqn, A, — 0da S, (k=1,2...,n) nin diametri de nol’ge umtiladi.

Eger A, — 0 da ZTk qosindi shekli limitke iye bolsa, bul limit (S) bettin
k=1

maydam dep ataladi. Demek, (S) bettinh maydani

S = Alplr—{lo ;Tk (18.37)
boladi.
Joqarida qaralip atirgan z = f(z,y) funkciya (D) oblastta /' (z,y), f (z,y)

dara tuwindilarga iye bolip, bul dara tuwindilar (D) oblastta Gzliksiz bolsin. Ol
jagdayda

1
COS7y;, =
L2 Gome + 12 &,

boladi.
(18.36) gatnastan
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boliwin tabamiz. Demek,

n n 1 n
ZTk = Z D, = Z\/l + f'i SRY// f‘fj &, Dy (18.38)
k=1 k=1

k=1 €05V}

Tenliktin on jagindagi qosindi

JL+ F2(y) + £ 2(2,y)

funkciyanin integral qosindisi (garan, 1-§). Bul funkciya (D) oblastta zliksiz,
demek, integrallaniwshu.

Sonin ushin

>\p—>0

lim Z\/1+f‘i Epos M, +f'§ §oy Dy = ff\/lﬂLf'i(%y) +f'§($ay)dD
= (D)

bolad.
Sonday qilip. (18.37) ham (18.38) gatnaslardan

S = ff\/l + f2(z,y) +f'§(3:,y)dD (18.39)
(D)

boliw1 kelip shigadi.

Misal. Ultaniin radiust r, biyikligi h bolgan dongelek konustin gaptal beti
tabilsin.

Bunday konus betinin tenlemesi
h
z=—z* + ¢
T

boladi. Jogaridagi (18.39) formulaga muwapiq

S:ff 1—|—z'§—|—z'§ dxdy
(D)

boladi, bunda

A = (zy)€R?: 2% +9y* <r?
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Endi

ham

h2 .732 h2 yZ h2
12 12 wo. o — _
w/1+zw+zy—\/1—|— 5 + = = /14 5

r $2+y2 r 1172—|—y2

ekenligin itibarga alip, tomendegini tabamiz:

, 2 , 2 2
S:fAf 1+};—2 dxdy = 1%-}:—2 j;fdxdy: 1+1;—27rr2:7rr\/7’2+h2.

16-lekciya

Ush eseli integral tasinigi. U’sh eseli integraldin gasiyetleri. Ush eseli
integraldi esaplaw. Ush eseli integralda 6zgeriwshilerdi almastiriw. Tsilindrlik
ham sferaliq koordinatalarda uish eseli integral. Ush eseli integrallardimn
gollanihiwlar:

......

kiritiliwin kordik ham omi ken uyrendik. Dal sogan ugsas bul tasinik ush
6zgeriwshili funkciya ushin da kiritiledi. On1 iyreniwde Riman integrali hamde eki
eseli integralda jurgizilgen barliq pikirlewler (integrallaw oblastinin boliniwin aliw,
boleklerde 1gtiyarli noqat tanlap aliw, integral qosindi1 daziw, tiyisli limitke 6tiw hdm
basqalar) qaytariladi. Somi itibarga alip, tdmende ush eseli integral hagqindagi
faktlerdi keltiriw menen shegaralanamiz.

1. Ush eseli integral amgqlamasi. f(x,y,z) funkciya R®kenislikegi
shegaralangan (V) oblastta berilgen bolsin. (Bul jerde ham keleshekte barliq waqit
funkciyanin beriliwi oblast1 (V) n1 kolemge iye bolgan dep qaraymiz). (V) oblasttin

P boliniwin ham bul boéliniwdin har bir V,  (k =1,2,..,n) boleginde 1qtiyarh
§.,M,.,C, noqattr alayiq. Sofh tdmendegi
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622 / 5k,77k>Ck 'Vk
k=1

qosindini duzemiz, bunda V, — V. nm koélemi.

Bul qosindi f(z,y,2) funkciyanin integral qosindis1 yaki Riman qosindisi
dep ataladi.

Endi (V) oblasttin sonday
P, P,.., P . (18.40)

m
boliniwlerin garaymiz, olardin diametrlerinen duzilgen

ApoAp e Ap

1317 m?tt
izbe-izlik nol’ge umtilsin: A\, — 0. Bunday P, (m =1, 2,..) boliniwlerge qarata

f(x,y,z) funkciyanin integral qosindisin dizemiz:

6:Zf §oo oSk Vi
k=1

Natiyjede tomendegi
8,05y, 0

1 0gyees O

izbe-izlik hasil boladi. Bul izbe-izlik har bir agzas1 ¢, ,n,,s, noqatlarga garezli.
18.9-amqlama. Eger (V) nin har qanday (18.40) boliniwler izbe-izligi P,

almganda da, ogan saykes integral qosindinii manislerinen ibarat ¢ izbe-izlik

§.,M.»S,  noqatlard: taflap alimwina garezli bolmagan jagdayda hamme waqit bir

| sanga umtilsa, bul | san ¢ qosindinin limiti dep ataladi ham ol

lim 6 = 1i V=1
im0 = liny kz_;f &GV

Kibi belgilenedi.

18.10-amqlama. Eger A — 0 da f(x,y,z) funkciyanifi integral qosindist 6

shekli limitke iye bolsa, f(x,y,z) funkciya (V) da integrallamwshi (Riman
manisinde integrallamwshi) funkciya delinedi. Bul 6 qosindinin shekli limiti |
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bolsa f(x,y,z) funkciyanin (V) boyimnsha tish eseli integrali (Riman integrali)

delinedi ham ol
fff flx,y,2) dV
V)

Kibi belgilenedi. Demek,
Hff(x,y,z)dv = limé = lim E f&n.& -V,
W) /\p—>0 >\p—>0 =1

f(x,y,z) funkciya (V) da vV C R® berilgen bolip, ol us1 oblastta shegaralangan

bolsin:

m < foy,2) <M V(xyz) e (V) .

(V) oblasttin boliniwleri kopligi P nimn har bir boéliniwine qarata f(X,y,z)

funkciyasinin Darbu qosindilari

Sp(f) = kz:mkvkv Sp(f) = ZMka
=1

n1 dazip, mina
s,(f) 3 S,(f)
kopliklerdi garayiq. Ayqin, bul képlikler shegaralangan boladi.

18.11-amglama. s (f) kopliktin aniq jogar shegarasi f(x,y,z) funkciyanin

tomengi ush eseli integral dep ataladi ham ol

L= [[f st v
V)

Kibi belgilenedi.

18.12-amgqlama. Eger f(x,y,z) funkciyanin tomengi hamde joqar1 ush eseli
integrallar bir-birine ten bolsa, ol jagdayda f(x,y,z) funkciya (V) da integrallaniwshi
dep ataladi ham olardin uliwma manisi

I = fiff(x,y,z)dV = Wf(x,y,z)dv
V) (V)

f(x,y,z) funkciyanin tish eseli integrali (Riman integral) delinedi .
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Demek,

ffff(x,y,z)dv = ffff(a:,y,z)dl/ = Wf(g;,y7z)dv
) V) W)

2. Ush eseli integrallardin bar bohwi. f (x,y,z) funkciya (V) V c R®

oblastta berilgen bolsin.

18.10-teorema. f(x,y,z) funkciya (V) oblastta integrallaniwshi1 boliw1 ushin
Ve > 0 alinganda da sonday 6 > 0 tabilip, (V) oblasttih diametri A, < ¢ bolgan har

ganday P boéliniwine garata Darbu qosindilari

tensizlikti ganaatlandiriw1 zarur hadm jeterli.

3. Integrallamwshi funkciyalar klassi. :sh eseli integraldin barlig
haqqindag1 teoremadan paydalanip, méalim klass funkciyalariin integrallaniwshi
boliw1 korsetiledi.

18.11-teorema. Eger f(x,y,z) funkciya shegaralangan tuyiq (V) V C R?

oblastta berilgen ham 0zliksiz bolsa, ol us1 oblastta integrallaniwshi boladi.

18.12-teorema. Eger f(x,y,z) funkciya (V) oblastta shegaralangan ham bul
oblasttin shekli sandagi nol’ kolemli betlerinde uziliske iye bolip, qalgan barliq
noqatlarinda uzliksiz bolsa, funkciya (V) da integrallaniwsh1 bolada.

4. Ush eseli integraldin gasiyetleri. Ush eseli integrallarda usi bapttin 5-§
inde keltirilgen eki eseli integraldin gasiyetleri kibi gasiyetlerge iye.

1°. f(x,y,z) funkciya (V) oblastta berilgen bolip, (V) oblast’ nol’ kélemli (S) bet
penen 1, ham V, oblastlarga ajiratilgan bolsm. Funkciya V; ham
oblastlarda da integrallaniwshi bolsa, funkciya V, ham 1V, oblastlarda da
integrallaniwsh1 bolad1, hdm kerisinshe, yagnty f(x,y,z) funkciya V, ham V,

oblastlardin har birinde integrallaniwshi bolsa, funkciya (V) da da integrallaniwshi
boladi. Bunda

[[[ faw2iv = [[[ f@v2av + [[[ fay.5av
1% v, V.

boladi.
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2°. Eger f(x,y,z) funkciya (V) da integrallaniwsh1 bolsa, ol jagdayda
c- f(z,y,2) (c = const) funkciyada us1 oblastta integrallaniwsh1 hdm mina

fff ¢ flz,y,2)dV = c ffff(fv,y,z)dv
v V)

formula orinli bolada.

3°. Eger f(x,y,z) ham g(x,y,z) funkciyalar (V) da integrallaniwshi bolsa, ol
jagdayda f(x,y,z2) + g(z,y,2) funkciyasi usi oblastta integrallaniwsh1 haAm mina

[[[1f@y.2) + 9@y 0V = [[[ f@y.2dv + [[[ o(.y,2)av
V) (V) %

formula orinli boladu.

4°. Eger f(x,y,z) funkciya (V) da integrallantwshi bolip, V(z,y,2) € (V) ushin
f(z,y,2z) > 0 bolsa, ol jagdayda

Jf[ r@y.2av =0
V)

boladi.

5°. Eger f(x,y,z) funkciya (V) da integrallaniwsh1 bolsa, ol jagdayda
‘ f(z,y,2) ‘ funkciyada us1 oblastta integrallaniwsh1 ham

‘ ffff(x,y,z)dv < fff ‘ f(x,y,2) ‘ dv
V) (V)

boladi.

6°. Eger f(x,y,z) funkciya (V) da integrallaniwshi bolsa, ol jagdayda sonday
o0zgermes ;1 (m < p < M) san bar bolip,

ffff(:v,y,z) AV =u-V
V)

boladi, bunda V - (V) oblasttin kolemi.

7°. Eger f(x,y,z) funkciya tuyiq (V) oblastta tzliksiz bolsa, ol jagdayda bul
oblastta sonday (a,b,¢) € (V) noqat tabilad,

fff F(z,y,2)dV = f(a,b,c)-V
V)
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bolad.
Ush eseli integrallardi esaplaw.
f (x,y,2) funkciya

V)= (ny2)€R*: a<z<bh c<y<d, e<z</(

oblastta (parallelepedte) berilgen ham uzliksiz bolsin. Ol jagdayda

e = [ ] af
)

bolada.

Endi (V) V CR® oblast - tomennen z=(z,y), joqaridan

z = 1, (x,y) betler menen, qaptal tarepinen bolsa Oz kosherine parallel cilindrlik

bet penen shegaralangan oblast bolsin. Bul oblasttin Ozy tegisliktegi proekciyasi
bolsa (A) bolsin.

Eger f(x,y,z) funkciya sonday (V) oblastta uzliksiz bolip, z = ,(z,y), z = ¥,(z,y)

funciyalar da 0zliksiz bolsa, ol jagdayda

o(0)
ffff(x,y)dv - ff L fy f(%y,z)dz]dxdy
") A ()

boladi. Eger joqaridagi jagdayda
(A)= (@wy eR ra<z<b ¢x)<y<gz) bolp, ¢(z) hdm ¢)(z)
funkciyalar [a,b] da uzliksiz bolsa ol jagdayda

f f f f(z,y,z)dv = fa ’ qji(f) %L(fy) f(z,y,2) dz |dy |dz.
V) sy (zy)  \wy(ay)

Ush eseli integrallarda ézgeriwshilerdi almastiriw.

Ush eseli integrallarda 6zgeriwshilerdi almastirtw, us1 baptin 7-§ inde keltirilgen eki
eseli integrallarda 6zgeriwshilerdi almastiriw kibi boladi. Son1 esapga alip, tomende
ush eseli integrallarda 6zgeriwshilerdi almastinw formulasin keltiriw menen
sheklenemiz.

f (x,y,2) funkciya (V) V C R® oblastta berilgen ham tzliksiz bolsn,

(V) oblast bolsa s1ypaq yamasa bolekli siypaq betler menen shegaralangan bolsin.
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Mina

r = ¢(’U,, 197"‘))7
Yy = ¢(U,19, (.U),
Z = X(U,’l?, LU),

sistema (A) A CR*® oblasth (V) oblastga sawlelendirsin ham bul

sdwlelendiriw 7-§ de keltirilgen 1°-3° shartlerin orinlasin. Ol jagdayda

ffff LY,z d”:ffff ¢ wv,w P wv,w X wv,w |1 dudvdw
V) (A)

boladi, bunda

0: 0: 0
ou ov ow

7. Ush eseli integraldin bazibir qollamiliwlart.

Ush eseli integral jardeminde R® kenisliktegi denenin kélemin, denenin
massasin, inerciya momentlerin tabiw mimkin.

17-lekciya

Doga uzinhgi boyinsha alingan iymek s1zigh integralga alip kelinetugin
maseleler. Doga uzinhigi boyinsha alingan iymek sizigh integral, onin
qasiyetleri. Doga uzinlig1 boyinsha alingan iymek si1zili integrald: esaplaw.

Joqaridagi bapta Riman integrali tGsinigin eki 6zgeriwshili funkciya ushin
ganday kiritiliwin kordik hdm on1 uyrendik. Sonni da aytiw kerek, kop 6zgeriwshili
funkciyalar ushin integral tasinigi har tarli kiritiliwi mamkin. Biz toémende
keltiretugin 1iymek si1ziqh integrallarda konkret dmeliy méselelerden payda bolgan.

Birinshi tur iymek s1ziqh integrallar
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1. Birinshi tur iymek si1ziqh integral aniqlamasi. Tegislikte bazibir dpiway1
AB* (A= (a,,a,) € R?, B = (b,,b,) € R?) iymek sizigtan (dogani) alayiq. Bul
iymek s1zigta eki bagittan birewin on, ekinshisin teris bagit dep gabal qilayiq (24-

s1zilma).
AB iymek siziqt1 A - dan B ga qarap B
A=A A, A, .., A =B(A =(z,y,) € AB, At
]{3:0,1,...,”, e

Ay = (2, 99) = (ag,0y),  ooos A = (2,,8,) = (b, b,)
noqatlar jardeminde n bolekke bolemiz. Bul
Ay A,,---, A, noqatlar sistemas1 4B doganin boliniwi 24-s1z1lma

dep ataladi.
E: %‘A17 ...An

kibi belgilenedi. A4, doga (boliniw dogalar)
uzinlqlar
AS, (k= 0,1,...,n) nin en tlkeni P boliwdin diametri delinedi hdm ol A, menen
belgilenedi;
A =max AS,

p k

Ayqin, AB iymek sizigt1 tarli usillar menen galegen sanda boliniwlerin duziw
mumkin.
AB iymek siziqta f(z,y) funkciya berilgen bolsin. Bul iymek siziqtin

P= ALA, .., A

n

boliniwin  hdm omn har bir ;Ak ., dogasinda 1qtiyarlt @ = (&.,m,) (

Q, = (&-m) € AA, ., k=01L...n) noqat alamiz. Berilgen funkciyanin

* Aytaylq, T = ¢(t), y = lp(t) funkciyalardin har biri (Oé, ﬁ) da berilgen bolsin. Bul funkciyalar (Oz, ﬁ)
da gb/(t), @b/(t) tuwindilarga iye ham olar uzliksiz bolip, qb/2 (t) + ¢/2 (t) > 0 bolsmn.
R? tegisliktegi mma L = (z,y) € R?:z = o), y=1(t), te(a,B) koplik

apiway1 iymek s1z1q dep ataladi. Apiway1 iymek siz1q uzinligqa iye boladu.
199



Q, = (§.m,) noqattagt f(§;,n,) manisin A4 A, din AS; uzmnhigina kobeytip

tomendegi qosindini dizemiz:
n—1
o = Zf(ﬁk,m) A5y, (19.1)
k=0

Endi 4B iymek s1ziqtin sonday

P,P, ..., P

m)

(19.2)

boéliniwler izbe-izligin qaraymiz, olardin sdykes diametrlerinen duzilgen

Ap o Ap,s o A

9 Pmy "

izbe-izlik nolge umtilsin: A, — 0. Bunday boliniwlerge qarata (19.1) kibi

qosindilardi duzip, mina

O1,09; o s Oy e

izbe-izlikti hasil qilamiz. Ayqin, bul izbe-izliktin har bir agzas1 Q, = (&.,7,)

noqatlarga garezli.

19.1-amqlama. Eger AB iymek siziqtin har ganday (19.2) korinistegi
boliniwleri izbe-izligi P alinganda da, ogan sdykes qosindilardan ibarat o
izbe-izlik (&,,n,) noqatlardin tanlap alimiwinan garezsiz bolgan jagdayda barqulla

bir | sanga umtilsa, bul san o qosindinin limiti dep ataladi hdm

n-1
lim o = lim Zf(fk,nk) -AS, =1 (19.3)
k=0

A,—0 A —0

Kibi belgilenedi
(19.1) gosindimin limitin tbmendegishe de aniglaw mumkin.

19.2-amiqlama. Eger Ve > 0 sani alinganda da sonday 6 > 0 tabilsa, AB
iymek siziqtii diametri A < 6 bolgan har qanday P boliniwi ushin duzilgen o

qosind iqtiyarlt (&;,7,) € 4.4, ., noqatlarda
‘6 — I‘ <e€

tensizlikti ormlasa, I san o qosindmnin A, — 0 dagi limiti dep ataladi ham (19.3)
kibi belgilenedi.
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(19.1) qosindmin limitinin bul aniqlamalar1 ekvivalent aniqlamalar.
19.3-amqlama. Eger A\ — 0 da o qosindi shekli limitke iye bolsa, ol

jagdayda f(x,y) funkciya AB iymek s1ziq boyinsha integrallaniwshi delinedi. Bul
limit f(x,y) funkciyanin iymek si1ziq boyinsha birinshi tir iymek siziqh integrah

dep ataladi ham ol

J f@y)as
AB

Kibi belgilenedi.

........

atirgan eki argumentli funkciyanin beriliw oblasti tegisliktegi bazibir AB iymek
s1z1q ekenligi. Qalgan basqa pikirlewler (boliniwlerdin aliniwi, boleklerden 1qtiyarh
noqat tanlap integral qosindi1 duziw, tiyisli limitke 6tiw) joqarida kiritilgen integral
tasiniklerindey.

2. Uzliksiz funkciyanin birinshi tir iymek s1ziqh integrali. Endi birinshi
tur 1iymek sizigh integraldin bar boliwin tamiyinleytugin shartti tabiw menen
shugillanamiz. Joqarida keltirilgen 19.3-aniqlamadan koérinedi, birinshi tur iymek

s1ziqlt integral AB iymek siziqgga hdmde onda berilgen f(z,y) funkciyaga garezli

boladi. Demek, integraldin bar boliw1 shartin AB iymek siziq hamde f(z,y)
funkciyaga qoyilatugin shartler arqali tabiw kerek bolada.

Meyli, 4B iymek siziq mina

sistema menen berilgen bolsin. Bunda s — A_Q dogasmin uzinhig (Q = (z,y) € AB

), S bolsa AB nih uzinligl. f(z,y) funkciya usi AB iymek siziqta berilgen bolsin.
Demek, z = z(s), y=y(s) (0o <s <8S) eken, onda f(z,y) = f(z(s),y(s)) bolip,

natiyjede mina
f(a(s),y(s)) = F(s) (0 <s<8)

quramal1 funkciyaga iye bolamiz.

AB iymek siziqtin P = A, A, ... , A boliniwin hdm har bir 4 4, , da

iqtiyarlt @, = (&,,7,) noqat alayiq. Har bir A, noqatqa saykes keletugin AAr mA
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uzmhig S, , har bir @, noqatqa saykes keletugin Ek nin uzinligi SZ diyik. Ayqin

AA,, dinuzinhg S, — 5, = AS; boladL

Natiyjede P boliniwge qarata duzilgen

n-1
o= Zﬂfk»”k) AS,
k=0
qosind1 mina
n-1 n-1 n-1
Zf(gkzvnk) CAS), = Zf(X(Sk),y(Sk)) A5y, = ZF(Sk) -AS,
k=0 k=0 k=0
koriniske keledi. Demek,
n-1
o= F(8,) AS, (19.5)
k=0

Bul qosindini [0,S] araligtagi F(S) funkciyanin integral qosindisi (Riman qosindisi)
ekenligin bayqaw qiyin emes (qaralsin, 1-bolim, 9-bap, 1-§).

Eger f(z,y) funkciya AB iymek sizigta Uzliksiz bolsa, ol jagdayda F(s)
funkciya [0,S] de uzliksiz boladi. Demek, bul jagdayda F(s) funkciya [0,S] da
integrallaniwshi

/\p—>0 k=0

n-1 S
lim S F(s;) - As, = f F(s)ds (19.6)
0

Sonday qilip, (19.5), (19.6) gatnaslardan A, =0 da o qosindinin limiti bar
boliw1 ham

s

A111_{106 = f F(s)ds
v 0

ekenligin tabamiz. Natiyjede tobmendegi teoremaga kelemiz.

19.1-teorema. Eger f(z,y) funkciya 4B iymek sizigta tzliksiz bolsa, ol

jagdayda bul funkciyanin AB iymek si1ziq boyinsha birinshi tur iymek sizigl
integrali bar bolad1 ham
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bolada.

Bul teorema, bir tamannan uzliksiz funkciya birinshi tar iymek sizigh
integralinin barligin aniglap berse, ekinshi tamannan bul integraldin aniq integralga
(Riman integralina) keliwin kérsetedi.

19.1-eskertiw. Iymek sizigqli integral tiisinigi menen Riman integrali tisinigin
salistirip, olardin ekewide qosindmin limitisipatinda aniqlaniwin kérdik. Sonin
menen birge bul tasiniklerdin parqli tamanida bar. Mina

n-1

g = Zf(fk,??k)'ASk (19.5)

k=0

qosindidagr AS, barqulla on bolip, AB iymek siziqtin bagitina garezli emes.
Demek,

f f(z,y)ds = f f(z,y)ds

AB BA

3. Birinshi tur iymek sizigh integrallardin qasiyetleri. Jogarida kordik,
uzliksiz funkciyalardin birinshi tur iymek sizigli integrallar1 Riman integrallarina
keledi. Solay eken, iymek siziqli integrallarda Riman integrallar1 gasiyetleri kibi
qasiyetlerge iye boladi. Som itibarga alip, iymek sizigh integrallardin tiykargi
qastyetlerin sanap 6tiw menen sheklenemiz.

(19.4) sistema menen aniglangan AB iymek siziqta f(z,y) funkciya berilgen

ham uzliksiz.
1°. Eger AB = AC + CB bolsa, ol jagdayda

[ Fa.pds = [ fag)ds + [ fay)ds
AB AC CB

2°. Mina

icf(m, y)ds = ci f(z,y)ds (¢ = const)

AB AB

tenlik orinli.
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AB iymek siziqta f(z,y) funkciya menen g(z,y) funkciyada berilgen ham ol

uzliksiz bolsin.

3°. Tomendegi

S fay) £ ga@y) | ds= [ fayds+ [ glay)ds
AB

AB AB
formula orinli bolada.

4°. Eger V (z,y) € AB da f(z,y) > 0 bolsa, ol jagdayda

J f@.y)ds =0
AB

boladi.

5% ‘ flx,y) ‘ funkciya us1 AB da integrallaniwsh1 ham
| [t | < [ fwy) | ds
AB AB

boladi.

6°. Sonday (c,c,) € AB noqat tabilip,

[ f@.)ds = fleye)- S
AB

boladi, bunda S - AB niA uzihigi.

Bul 6°- qasiyet orta manis haqqindagi teorema dep ataladi.

19-lekciya

Grin formulasi. Iymek s1ziqh integral jardeminde maydanlardi esaplaw.
Iymek s1z1ql integraldin integrallaw jolina garezsizlik sharti. Tolq
differencialliq sharti. Funkciyam omin tohq differenciali boyinsha tiklew

Belgili, N’yuton-Leybnic formulast f(z) funkciyanin [a,b] araliq boyinsha
almgan aniq integralin us1 funkciya daslepki funkciyasimin araliq shetlerindegi
(shegaralar1) manisleri arqali aniglar edi.
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Bazibir (D) oblastta (D) c R? berilgen f(z) Gzliksiz funkciyanin eki eseli

[ £ y)dady
(D)

integralin tiyisli funkciyanin usi oblast shegarasindagi méanisleri arqali (anigiragi,
oblast’ shegaras1 boyinsha alingan iymek sizigh integral arqali) amiqlaytugin
formulada bar. Témende bul formulani keltiremiz.

1. Grin formulasi. Joqaridan y = ¢,(z) (a < x <b) funkciya grafigi,
qaptal  tareplerinen x=a, x=b vertikal siziglar hadmde témennen
y=¢(z) (a<x<Db) funkciya grafigi menen shegaralangan oblast — iymek
s1ziql trapeciyani qarayiq. Bul oblasttt (D) menen, onin shegaras1 — tuyiq siziqti
(D) menen belgileyik (26-s1zilma).

Ayqin, AB — ¢, (x) funkciya grafigi, EC — ¢, (x) funkciya grafigi hdmde

d(D) = EC + CB + BA + AE.

R(x,u) funkciya usi (D) oblastta berilgen ham tzliksiz bolip, OP(x,y) dara
Y
tuwindiga iye ham olda (D) da tzliksiz bolsin. Ol jagdayda mina
y.ﬂ.
ff 8P(x,y)dxdy A___,..--—@—(xl—--_____ﬁ
dy -«
(D)
} f
integral bar bolad1 hdm 18-baptin 6-§ indegi E ., c
"-_____-_______-____-—-"
formulaga muwapiq @ (x)
b (y(2) 0 a S
[f OP@Y) 1y — Il OP@,9) 4o\ d

boladi. Endi
()
OP(z, =6z
[ g, Pyl = P 2,0)x) — P 2,6,(a)

aw 99

boliwin itibarga alip tdmendegini tabamiz:
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ff%z’y)dxdy - }P z,¢,(7) dv —}P z,6,(z) dz

(D)

Usi baptin 2-§ indegi formula (19.20) boyinsha

b b
fP T, ¢, (x) dx = iP(:z:,y)dx, fP z,¢(x) dor = iP(:t:,y)da:

AB EC

boladi. Demek,

J/ apa(x,_y) dedy = [ P(a,y)de — [ Pa,y)de = — [ Ple,y)de — [ Ple,y)de
) %Y A5 EC o e
Ayqin,

fP(x, y)dx = 0, fP(x, y)dx =0

CB EA

Bul tenliklerdi esapqga alip tdmendegini tabamiz:

ff 3Pa(z, y) drdy = — iP(x, y)dz —i P(z,y)dz — iP(ﬂ% y)dz _i P(z,y)dz =
(D) BC cs w "

= — iP(:{;, y)dz —i—iP(:c, y)dz —i—iP(x,y)da: —l—iP(x,y)d:L’ =— f P(z,y)dx.

EC CB BA AE (D)

Demek,

ff %z’y)d’”d?/ = f P(z,y)dz. (19.23)

(D) (D)
Endi, jogaridan u=s, tomennen u=d siziglar, gaptal tarepten bolsa

x =1(y), x = 1(y) funkciyalar grafikleri menen shegaralangan oblast — iymek

sizigh trapeciyani qarayiq. Bul oblastti (D) menen, onin shegarasi — tuyiq s1ziqti
d(D) menen belgileyik (27-s1z1lma).

Q(z,y) funkciya usi (D) oblastta berilgen, uzliksiz bolip, % dara

X

tuwindiga iye hdm bul tuwind1 (D) da uzliksiz bolsin. Ol jagdayda
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ff 401 dy = [ Qy)dy (19.24)
a(D)

bolada.

Bul formulanin dunshigi joqaridagiday Ly
pikirlewler jargiziw menen daliyillenedi.

Endi R? kenisliginde qaralatugin (D)

3 ()
oblast joqaridagr eki jagdayda qaralgan
oblasttin har birinin xarakterine iye bolgan
oblast bolsin, 9(D) bolsa onmn shegarasi 5 >

bolsin. Bul (D) oblastta eki P(z,y) ham
Q(z,y) funkciyalar berilgen, uzliksiz bolip,
olar

27-s1z1lma

OP(z,y) 0Q(z,y)
oy oz

dara tuwindilarga iye hdmde bul tuwindilarda (D) da uzliksiz bolsin. Ayqin, bul

jagdayda (19.23) ham (19.24) formulalar orinli boladi. Olard1 agzalap qosip minani
tabamiz:

[ Pl + Qe = [[|2AED OPED grgy (1929
a(D) (D) v i

Bul Grin formulasi dep ataladi.

Demek, Grin formulasi oblast boyinsha alingan eki eseli integraldi us1 oblast
shegarasi boyinsha alingan iymek sizigql integral menen baylanistiratugin formula
eken.

Biz joqarida Grin formulasin ayrigsha kérinistegi (D) oblastlar (iymek s1zigh

trapeciyalar) ushin keltirdik. Tiykarinda bul formula ddewir ken klasstag1 oblastlar
ushin da tuwr bolip, bul fakt oblastlardi shekli sandag1 iymek sizigli trapeciyalar
qosindist sipatinda siwretlew menen daliyllenedi.

Grin formulasimin bazibir qollanihiwlan

1°. Figuranin maydanin tabiw. Grin formulasinan paydalanip tegis figuranin
maydan1 apiway1 funkciyalardin iymek siziglt integrallar1 jardeminde esaplaniwin
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korsetiw quyin emes. Haqiyqattanda, (19.25) formulada P(z,y) = —y, Q(z,y) =0
delinse, ol jagdayda

[~y dz= [[ dedy =0
(D)

a(D)

boladi. Demek,
D= — f y dx
a(D)

Eger (19.25) formulada P(z,y) = 0, Q(z,y) = = delinse, ol jagdayda

D= f z dy (19.26)
d(D)

boladi.

(19.25) formulada P(z,y) —%y, Qlz,y) = %:}: dep alinsa, (D) oblasttin

maydani
D= E f r dy — ydx (19.27)
2
a(D

boladi.
Misal. Mina

T = acost

y:bsint} (0= t<2m)

ellips penen shegaralangan figuranin maydani tabilsin. (19.27) formulaga muwapiq
2m
1

D == f r dy — ydx = 1f(acost-bcoszﬁ—i—bsimzﬁ-asinzﬁ)alt =
28(D) 2%

21
1 2 ) _
—§ab[(cos t + sin” t)dt = 7 - ab

boladi.

Iymek s1ziqh integraldin integrallaw jolina garezli bolmawi.
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Shegaralangan tuyiq baylamli (D) (D) c R* oblastta eki P(z,y) hdm Q(z,y)

funkciyalar berilgen bolsin. Bul funkciyalar (D) oblastta uzliksiz hdm 9P(z,y) :

y
0Q(7,y)

3 dara tuwindilarga iye ham bul tuwindilarda us1 oblastta izliksiz bolsin.
T

1) Eger (D) oblastta

IP(z,y) _0Q(x,y) (19.36)

bolsa, ol jagdayda (D) oblastga tiyisli bolgan har qanday K tuyiq siziq boyinsha

alingan mina

[ P, y)de + Q(,y)dy

integral nolge ten boladi:

[ P(ay)dz + Q(z, y)dy = 0
K

Dalil. K tuyiq siziq shegaralagan oblastt1 (G) deyik. Ayqin (G) C (D) Grin

formulasina muwapiq

fP(a:, y)dz + Q(x,y)dy = ff[aQ(;x’ v 8Pa(x, y) ]d:z:dy
K (@) T y

boladi. Shartke muwapiq (D) da, demek (G) da

OP(z,y) _0Q(xy)
oy oz

Ol jagdayda (19.36) qatnastan

[[[28Q) 0Py ]dxdy _ 0
& Ox dy

boladi. Demek,

fP@wM+Q@m@=0
K
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2) Eger (D) oblastqa tiyisli bolgan har ganday K tuyiq s1z1iq boyinsha alingan

mina integral

[ Pla,y)dz + Qz,y)dy = 0
K

bolsa, ol jagdayda tomendegi
[ P,y)dz + Qz,y)dy AB c (D) (19.37)
AB

integral A ham B noqatlard1 birlestiriwshi iymek siziqqa garezli bolmaydi, yagniy
(19.37) integral ménisi integrallaw jolina garezli bolmaydi.

Dalil. (D) oblasttin 4 ham B noqatlarin birlestiriwshi ham usi1 oblastqa tiyisli

bolgan 1qtiyarli eki AaB hamde AbB iymek s1ziqt1 alayiq. Bul jagdayda AaB ham
AbB iymek siziglar birgelikte (D)oblastqa tiyisli bolgan tuyiq siziqt1 diizedi. O
K menen belgileyik.

K = AaBbA

Shartke muwapiq

[ Pay)dz +Q,y)dy = [ Pl,y)de + Qa,y)dy =0
K AaBbA

boladi. Integraldin gasiyetinen paydalanip minani tabamiz:

[ Pay)dz + Qay)dy = [ Pla.y)e + Q.y)dy + [ Ple,y)ds + Qr,y)dy =
AaBbA AaB BbA

- f P(z,y)dz + Qz,y)dy — f P(z,y)de + Q(z,y)dy
AaB AbB

Demek,

f P(z,y)dz + Q(z,y)dy — f P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0
AaB AbB

Bunnan bolsa

[ Play)dz + Q@.y)dy = [ P(z,y)de + Qz,y)dy
AaB AbB

ekenligi kelip shigadi.

210



19.2-eskertiw. Joqaridagi tastiyiqlawdin daliyilinen koérinedi, AB lymek
s1z1q apiway1 iymek siziglar kopliginen 1qtiyarli alinganda orinli.

3) Eger mina

i P(z,y)dz + Q(z,y)dy AB C (D) (19.37)

AB

integral A ham B noqatlard: birlestiriwshi iymek siziqqa garezli bolmasa, yagniy
integral integrallaw jolina garezli bolmasa, ol jagdayda

P(z,y)dx 4+ Q(z,y)dy
anlatpa (D) oblastta berilgen bazibir funkciyanin toliq differenciali boladi.

Dalil. Solay etip, (19.37) integrallaw jolina garezli emes eken, ol jagdayda
integral A(z,,y,) hdm B(z,,y,) noqatlar menen bir manisli aniqlanadi. Sonin ushin

bul jagdayda (19.27) integral tdmendegishe jaziladi:
(z1,9)
f P(z,y)de + Q(z,y)dy .
(3707?/0)
Endi A noqatt1 tayinlap, B nogat sipatinda (D) oblasttin 1qtiyarli (z,y)

nogatin alip, mina

(z,9)
f P(z,y)de + Q(z,y)dy

(xovyo)
integraldi qaraymiz. Ayqin, bul integral (z,y) ke garezli boladi:

(z.y)
F(z,y) = f P(z,y)dz + Q(z,y)dy
(9,4p)
Bul funkciyanin dara tuwindilarin esaplaymiz. (z,y)nogattin z koordinatasina
sonday Az O6sim bereyik, (z + Az,y) noqatlardi birlestiriwshi tuwr si1ziq
kesindiside (D) oblastqa tiyisli bolsin. Natiyjede F(z,y) funkciyada dara 6simge iye
bolad.
(2+A,y) (:9)

Pz +Azy)— Foy) = [ P@yde+Q@ydy— [ Pl,y)de +Qr,y)dy =

(movyo) (%vyo)
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(z+Azy) (z+Az,y)

f P(z,y)dz + Q(z,y)dy f P(z,y)dx

(z,y)

Orta manis hagqindagi teoremadan paydalanip tomendegini tabamiz:
f P:z:y = Pz + 0Az,y)Az  (0<6<1).

Natiyjede

F(z + Az,y) — F(x,y)
Az

= P(z + 0Az,y)

boladi. Bunnan

. F(x + Ax,y) — F(x,y) :
) ) _ OA _
AT Ac Ay Pl 08y = Poy)

boladi. Demek,

OF(z,y)
= P
8.1' (x7 y)
Dal usigan ugsas
OF(z,y) _
boliw1 korsetiledi.
Sonday qilip,
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = %dax + %}E/’y)dy = dF(z,y)
bolad.
4) Eger

P(z,y)dr 4 Q(z,y)dy
anlatpa (D) oblastta berilgen bazibir funkciyanin toliq differenciali bolsa, ol

jagdayda

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
dy oz
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bolada.

Daliyilli. Aytayiq, (19.35) anlatpa (D) oblastta berilgen F(z,y) funkciyanin
toliq differenciali bolsin:

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = dF(z,y)
Ayqun,

OF (z,y)

P(z,y) = :
(z,y) o 9y

Keyingi tenliklerden minani tabamiz:

OP(z,y) _ OF(z,y) 9Qz,y) _ PF(z,y)
dy dzdy ox Oyox

OP(z,y) 9Q(z,y)
oy = Oz
tenligi hagqindagi teoremaga muwapiq (qaralsin, 13-bap, 6-§)

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
dy oz

Shartke muwapiq

ler (D) oblastta uzliksiz . Aralas tuwindilardin

boladi.

Sonday qilip, Grin formulasinan paydalangan jagdayda, jogaridagi 1) — 4)
tastryiglawlar arasinda

1) = 2) = 3) = 4) = 1)

qatnas barlig korsetildi.
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