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Kirisiw

Matematika pani mugdarlar haqqindagi aniq abstrakt pan bolip,
atiraptmizdi qorshap turgan materialliq dinyanih mugdarliq qatnaslarin ham
kenislik formalarin uyrenedi. Onin aniqligr qollanilatugin metodlarinin qatal
logikaliq pikirlerge tiykarlanganligi ham shigarilgan juwmaqlarinih qatal
logikaliq formada jamlengenligi, al abstraktlig: tisiniklerinin tabiyiy (fizikaliq,
ximiyaliq, biologiyaliq, ekonomikaliq h. t. b.) processti analiz qiliw magsetinde
qurilgan logikaliq modeller ekenligi menen xarakterlenedi.

Matematikanin pan sipatinda galiplesiwinde hadm tariyxiy rawajlaniwi

procesinde geometriya menen fizikanifi, 4sirese, mexanikanif Xizmetleri ogada
ulken bolgan. Bunin dalili sipatinda tiykarg: matematikaliq tasiniklerdin kelip

shigiwma bir ndzer taslaw jetkilikli. Nérselerdi sanaw, geometriyaliq ham
fizikaliq shamalardi 6lshew procesinde san tasinigi, al materialliq noqattin
mexanikaliq hareketin uyreniw procesinde funkciya tusinigi payda bolgan.

Hareketdegi materialliq noqattin tezligin aniqlaw maselesi tuwindr tsinigine,
al tuwindilardi esaplaw maselesi  funkciya limiti ham wuzliksizligi tasiniklerine
alip keldi. Hareketdegi materialliq noqattin tezligi boymsha onin hareket
nizamin tiklew maselesi  ddslepki funkciya ~ham  anig emes integral
tusiniklerinin, iymek sizigh trapeciyanin maydanin esaplaw ham harekettegi

materialliq noqatti berilgen waqit araliginda basip 6tken jolin esaplaw maselesi

......

tusinikler menen uliwma bilim beriw mektebinif,, akademiyaliq licey ham

kolledjlerdin matematika kursinda tanisqan.
Joqar1 oqiw orinlarinda oqitilatugin fizika ham astronomiyaga derek
panler joqarida aytilgan matematikaliq tusiniklerdi jetik biliwdi ham basqa bir

qatar jana matematikaliq tasiniklerdi ham matematikaliq metodlard: tyreniwdi

talap qiladi.



Matematikaliq analizde funkciyalar hédm olardin uliwmalasiwlari

(funkcionallar, operatorlar h. t. b.) limitler metod1 (sheksiz kishiler metodi)
jardeminde analiz qilmadi. Uyreniletugin matematikaliq analiz kurst koplikler

ham olar ustinde ameller, haqiyqiy sanlar teoriyasi, limitler teoriyasi,
differenciallig ham integralliq esap, qatarlar teoriyasi, adettegi differencial

tenlemeler, kompleks ozgeriwshili funkciyalar teoriyast elementleri, Fure

qatarlart ham integrallar1 styaqli tiykargi baplardan duzilgen. Om1 oqitiwda

kozde tutilgan tiykargr maqset, birinshiden, talabalarda fizika ham

astronomiyanin har qiyl oblastlarinda differencialliq hdm integralliq esaplardan
paydalanmiw konlikpelerin hasil qiliw, ekinshiden, talabalardi matematikanin
matematikaliq fizika metodlari, kompleks analiz, funkcionalliq analiz,
differencial ham integral tenlemeler teoriyasi, itimalliqlar teoriyast siyaqli

ahmiyetli bolimlerin Gtyreniwge tayarlawdan ibarat.

Biz bayanlawd: matematikaliq analizdi Gyrengende ushirasiwga tuwra
keletugin tisinikler ham mashqalalardi aniqlawdan baslaymiz. Bul kirisiw
boliminde keltiriletugin formulirovkalar daslepki magliwmat xarakterine iye
bolip, aniqliqlar kiritiwdi talap qilatuginin eskertemiz.

Matematikaliq analizdin tiykar$i tusinikleri.

a) Haquyquy sanlar - sheksiz onliq bolshekler.

b) En &piway1 korinistegi hareketti- materialliq noqattin tuwri s1ziq boylap
hareketin, qaraymiz hdm bunday héreketti tariplegende qanday matematikaliq
tasinikler payda bolatuginin aniqlawga hareket qilamiz.

Meyli, materialliq nogat oy koésherin boylap hareket qilsin, al x- bazi bir
daslepki momentten baslap esaplanatugin waqit bolsin. Bunday harekettin
xarakteristikast ushin har bir X waqit momenti ushin hareketleniwshi noqattin

us1 waqit momentindegi y koordinatasin sdykes qoyatugin qagiydami biliw

kerek. Bunday qagiyda hareket nizam: dep ataladh.



X ham y oOzgeriwshinin fizikaliq maganasinan abstraktlanip, biz ulitwma
bilimlendiriw mektep kursinan bizge malim ham putkil matematikanin ahmiyetli
tasiniklerinin bir bolgan funkciya tisinigine kelemiz.

Funkciyanin anigqlaniw oblastt hAm manisler kopligi bolgan kopliklerdin
ham funkciyanin xarakteristikasinin tdbiyatina qarap analizdin har quyh
tarawlarinda qaralip atirgan funkciya sawlelendiriw, operator, funkcional h. t. b.

dep atalad1. Eger qaralip atirgan sawlelendiriwde har bir y manis argumenttin

jalg1z bir X manisine juwap berse, onda bul sawlelendiriw 6z-ara bir manisli
sawlelendiriw dep ataladi. Oz-ara bir manisli sawlelendiriwde har bir vy
maniske malim bir X manisti (atap aytqanda, argumenttin tuwri sdwlelendiriwde
berilgen y manis juwap beretugin manisin) saykes qoyiwshi keri sawlelendiriw
bar bolad.

X argumentinin 6zi bazi bir jaha t 6zgeriwshinin X = gp(t) korinisindegi
funkciyas1 bolgan y = f (x) funkciyalard jiyi qarawga tuwra keledi. Bunday
jagdayda y oOzgeriwshi t argumenttin quramali funkciyas: dep, al x
6zgeriwshi araliq argument dep ataladi. Bul quramali funkciya f ham ¢

funkciyalardimn superpoziciyas: dep te ataladi. Bul funkciyan: belgilew ushin

y = f[p(t)] simvolinan paydalaniladi.

c) Fizika kursinan materiallig nogattin har bir x waqit momentindegi
tezligi onin hareketinin ahmiyetli xarakteristikas1 ekeni malim. Tezlik fizikahq
tusinigi fundamentalliq matematikaliq tuwindi tasinigine alip keledi.

Funkciyanin tuwindisin esaplawda funkciyanin limiti tasinigi fundamental

rol oynaydi. Oqiwshi akademiyaliq licey ham kasip-o6ner kolledjleri kursinan

funkciyanin limiti (tuwindisi) haqgoindag: daslepki tasinikke iye boladi.
Matematikania ahmiyetli tasiniklerinin biri bolgan, matematikaliq analiz
kursinda puxta uyreniletugin  uzliksizlik  tasinigi de limit tasinigine

tiykarlanganin esletip otemiz.



Birag, limit tasinigin gatal ham izbe-iz ayreniw tek gatal hagqiyqiy sanlar
teoriyas: bazasinda gana mumkin ekenin atap 6temiz. Misali, gatal haqiyqry
sanlar teoriyasisiz y=sinx ham y=1log, x funkciyalardin tuwindisin

esaplaganda payda bolatugin ahmiyetli |im‘°'iit ham Iirr(](1+t)]/t ajayip
t—-0 t t—

limitlerdin bar (yagniy shekli sanga ten) boliwin aniglaw mamkin emes.

Solay etip, tuwindinin bar boliw1 ham on: esaplaw haggindag: masele gatal
hagiyqry sanlar teoriyasin  ham onin  bazasinda limitler teoriyasin
rawajlandirwga keledi.

Apiway1 elementar funkciyalardin tuwindilarin  esaplaganda ayrigsha

kiyinshihiglar payda bolmaydi. Bul tuwindilard: esaplaw ushin tek limitke otiw

amelinin arifmetikaliq gasiyetleri, eki ahmiyetli limit ham bul funkciyalardin
6z amqglamw oblastina derek nogatlarda uzliksizligi gana kerek boladi.

Apiway1  funkciyalardii  tuwindilarinin  kestesin - gatal  tiykarlaw
matematikaliq analizdin  differenciall:q esap  dep atalatugin boliminin
ahmiyetli maselelerinin biri.

Klassikaliq differencialliq esaptin tradiciyalig maselesi apiwayi elementar
funkciyalardan shekli sandagi tort arifmetikalig amel ham shekli sandag:
superpoziciyalar orinlaw jolr menen alinatugin funkciyalardin tuwindisin

esaplaw. Adette bunday funkciyalar elementar funkciya dep ataladh.

Qalegen elementar funkciyanin tuwindisin  esaplaw ushin  apiwayi

elementar funkciyalardin tuwindilarinin kestesine eki gagiydani biriktiriw kerek:
1) quramal1 funkciyan: differenciallaw gagiydasi; 2) funkciyalardin gosindisin,
ayirmasin, kobeymesin ham gatnasin differenciallaw gagiydasi.

Har bir elementar funkciyanin tuwindis: elementar funkciya boladi, yagniy

differenciallaw ameli bizdi elementar funkciyalar klasinan sirtga shigarmaydi.

Bul elementar funkciyalar klasin klassikalig analizdin tradiciyalig ob ekti

sipatinda kiritiwge mumkinshilik beredi.
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d) Jane materiallig nogattin tuwri s1zig- oy kosheri, boylap hareket giliwi
hagoindagr mexanikaliq maseleni garaymiz. Bul ret harekettegi nogattin
galegen x waqit momentindegi f(x) tezligi malim dep boljaw gilinad: ham bul
nogattin hareket nizamin tabiw talap etiledi.

f (x) tezlik hareket mzamin amglaytugin y = F(x) funkciyanin tuwindisi
bolganhqtan, masele berilgen f (x) funkciya boyinsha F'(x) tuwindist f (x)
funkciyaga ten bolgan y — F(x) funkciyan: tabiwga Keltiriledi. f(x) ham
y=F(x) funkciyalardin mexanikaliq manislerinen abstrakciyalanip, biz
daslepki funkciya ham aniq emes integral tusinigine kelemiz.

Funkciyanin daslepki funkciyasinin aniglamasinda qaysi koplikte  F'(x)
tuwindist f(x)  funkciyaga ten bolatuginin amq aytiw kerek. Bul koplikler

teoriyasin rawajlandiriw zararligin jane bir martebe ayrigsha atap korsetedi.

Materiallig nogattin oy koésheri boylap hareket giliwi nizamin onin
waqit momentindegi f (x) tezligi boyinsha aniglaw hagoindag: maselege gaytip,
bul hareket mzami F(x)+c (c — turagh san) funkciya menen aniglanad:
dep tastiyiglawimiz muamkin, bul jerde F(x)— f(x) funkciyanin galegen
daslepki funkciyasi.

Korip turganimizday, gosimsha shartlersiz tezlik boyinsha hareket nizami
bir manisli amqglanbay, c turagl qosihwshi amqghiginda amiglanadi. Bul

turaglint aniglaw ushin qosimsha shartler goyiliwi kerek.

e) Eki fundamentallig masele an:q integral tasinigi menen baylanisgan:
f(x) tezlikte hareketleniwshi materialliq nogattm x=a dan x=b ga
deyingi waaqit araliginda basip 6tken joli haggindag: fizikaliq masele ham ¢ (x)
funkciyanin grafigi, x =a ham x=b tuwri siziglart ham ox kaosheri menen
shegaralangan iymek sizigh trapeciyanin maydamin esaplaw haqoindagi

geometriyalig masele.



f(x) funkciyamn [a,b] Kesindisi boyinsha amq integralin esaplaw

maselesin bul funkciyanin galegen ®(x) daslepki funkciyasinin x = a ham
x=b nogatlardagi manislerinin ayirmasin esaplawga keltiretugin N yuton-

Leybnic formulasin qatal tiykarlaw matematikaliq analizdin tiykarg:
maselelerinin biri.

f) Daslepki funkciyasi ushin aniq analitikaliq anlatpan: tek tar funkciyalar
klas1 ushin gana aliw mumkin ekenin atap otemiz. Somini ushin N'yuton-
Leybnic formulast menen bir qatarda aniq integraldi esaplawdin juwiq
usillarinan paydalamwga tuwr: keledi.

Integraldi juwig esaplaw usillarinan (tuwrimuayeshlikler, trapeciyalar ham
parabolalar (Simpson)) komp yuterde effektiv paydalaniw mamkin.

g) Aniq integrallardi juwiq esaplaw usillari menen bir gatarda har qiyh
tenlemelerdi sheshiwdin juwiq usillari da (apiway: iteraciya, N yuton) hazirgi
zaman matematikasinda ulken ahmiyetke iye.

Matematikalig analizdi rawajlandinwdin ~ ahmiyetli  maselesi  kop
6zgeriwshili funkciyanin differenciallig ham integrallig esaplarin quriwdan

ibarat.

Juda ken maganada tasiniletugin matematikaliq analiz differencial

tenlemeler (yagniy belgisiz funkciyalar tuwindilart menen kiretugin tenlemeler)

teoriyasin 6z ishine aladi.
Keyingi waqitlart funkciya tusinigin, tuwindi ham funkciyalardin

tuwindilarin  baylanistinwshi  differencial tenlemenin  sheshimi  tasinigin
uliwmalastiniwga tiykarlangan teoriya ken rawajlamp atir.

Matematikaliq analizdi quriw insan agilinin en ahmiyetli jetiskenliklerinin

biri. Ol dara bolek-bolek fizikalig ham geometriyalig maselelerdi (denenin
awirliq kashi tasirinde qulawi, malim iymek siziq penen shegaralangan figura

maydanin esaplaw h. t. b.) garawdan ulken maseleler klasslarin sheshiw usillarin



rawajlandirnwga  otiwge mumkinshilik  berdi. Matematikaliq analizdin

rawajlaniwi, 6z nawbetinde, ilim ham texnika progresine ulken tasir korsetti.

Klassikaliqg matematikaliq analiz biz hamme daslepki shamalardin aniq

manislerine iyemiz ham hamme esaplanatugin shamalardin aniq manislerin taba

alamiz degen isenimge tiykarlangan juda qolayl: ideallastirilgan model.

Sonm menen birge us1 modelge tiykarlanip, biz, adette, daslepki shamalar

bazi bir gatelik penen berilgenligi ham hamme esaplawlar tek malim anighq

penen gana esaplanatuginlig: sebepli payda bolatugin qgatelikti bahalawimiz

mumkin bolatuginin aytip 6temiz.

Solay etip, matematikaliq analiz apparati sanli usillardi quriw ham
qgateliklerdi bahalaw ushin gollaniliwi mamkin.

Sozimizdin juwmaglap, biz jurgizgen daslepki izertlewler natiyjesinde
aniglangan birinshi nawbettegi ham en ahmiyetli mashqalalard: tartiplestiremiz.

1. Haquyquy san, koplik ham funkciya tasiniklerine anighiglar Kirgiziw.

2. Limitler teoriyasin ham bul teoriya menen baylanisgan funkciyanin

......

3. Differencialliq hdm integralliq esap apparatt1 quriw.
4. Arnawl tirdegi qosindilardif limiti sipatindagi aniq integral teoriyasin

qurtw.
5. Aniq integrallardi juwiq esaplaw ham teflemelerdi sheshiwdin juwiq
usillarin rawajlandiriw.

6. Geypara geometriyaliq tasiniklerdi (misali, tegis figuranin maydani,

doga uzinlig1) aniqlaw.
Matematikaliq belgiler. Ayirim jagdaylarda matematikada jaziwdi

qisqarttw magsetinde tez-tez ushirasatugin s6z ham so6z birikpelerinin ornina

arnawl1 belgiler gollaniladi.
«Eger ... bolsa, onda ,,, bolad» tastiyiqlaw1 «_— »- implikaciya belgisi

arqali jaziladi.



Eki ekvivalent tastiyiqlawdi jaziwda «eo» yaki «~»- ekvivalentlik belgisi

qollaniladi.

«Har bir», «galegen», «hammesi ushin» sézlerinin ornina «v»- uliwmalig

kvantor1 belgisinen paydalaniladi.

«Bar boladi», «tabiladi» sézlerinin ornina «3»- bar boliw kvantor: belgisi

qollaniladi.

Matematikaliq belgilerdin qollaniliw mazmunin qolaylilig ushin mina

kestede beremiz.

Ne | Matematikaliq Matematikaliq belgilerdin qollaniliw
belgiler mazmuni

1. c dereklilik belgisi- a element A koplik elementi bolsa,
ae A dep jaziladi.

2. ¢ derek emeslik belgisi- » element g koplik elementi
bolmasa, & dep jazilad:.

3. - uleslik belgisi. o koplik s kopliktin ules kopligi bolsa,
A B dep jaziladi.

4, v ultwmalq kvantor:  belgisi. «Har bir», «qgalegeny,
«hédmmesi ushin» sdzlerinin ornina qollaniladi.

5. = bar bol:w kvantor: belgisi. «Bar boladw», «tabiladi»
sozlerinin ornina gollaniladi.

6. . implikaciya belgisi. «Eger ... bolsa, onda ,,, boladi»
tastiyiqlawinin ornina paydalanilada.

7. o ekvivalentlik belgisi.
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1- BAP
HAQIYQIY SANLAR

Matematikani daslepki, sonin menen birge tiykargi, tusiniklerinin biri
san tusinigi. Oqiwshilar mektep matematika kursinda natural san, nol sani, pttin
san, racional san, haqiyquy san tusinikleri menen tanisadi ham olardin gasiyetleri
menen ameliy qollaniwlarin tyrenedi. Biraq san haqqindagi bul magliwmatlar
matematikaliq analiz kursin tyreniw ushin kemlik qiladi. Matematikaliq
analizdin funkciya, limit, jiynaqliliq, uzliksizlik, tuwindi, integral siyaqli
tusinikleri haqqinda toliq bilimge iye boliw ushin daslep haqiyqiy sanlar
teoriyasin jaqsi biliw kerek.

1-§. Koplik. Koplikler ustinde ameller

1.Koplik tasinigi. Harbir pandi uyreniw daslep onin tiykargi

tusinikleri menen tanisiwdan baslanadi. Koplik tasinigi  matematikanin

baslangish tasiniklerinin biri bolip, ol misallar jardeminde tasindiriledi. Misall,

shkaftag: kitaplar, hAmme duris bolshekler, Quyash sistemasindagi planetalar,

berilgen noqgattan 6tiwshi tuwri siziglar kopligi haqqinda ayttw mamkin.
Koplikti daziwshi narseler (predmetler) onin elementleri dep ataladi.

Adette koplikler latin yaki grek alfavitinin bas héaribi menen, al onin

elementleri kishi haripler menen belgilenedi. Misali, A, B, ..., E, F,... haripler
menen koépliklerdi, al a,b,c,... haripler menen kopliktin elementlerin
belgileymiz.

Eger a— A kopliktin elementi bolsa, ae A dep jaziladi ham «a

element A koplikke derek» dep oqiladi. Keri jagdayda a ¢ A dep jaziladi ham
«a element A koplikke derek emes» dep oqiladi. Misali, A= {2, 4, 6, 8,10}
bolsa, onda 6< A, 7« A

Shekli sandag: elementlerden duzilgen koplik shekli koplik dep ataladh.
Misali, jogarida keltirilgen kopliklerden shkaftag: kitaplar kopligi shekli koplikti

duzedi.
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Matematikada kobinese shekli bolmagan kopliklerdi- sheksiz kopliklerdi

garawga tuwra keledi. Misali, hAmme duris bolshekler, hdmme natural sanlar,
berilgen noqattan Otiwshi hamme tuwr1 siziglar kopligi sheksiz kopliklerge
misal boladi.

Héamme natural sanlardan duzilgen koplik n haribi menen belgilenedi
ham

N={,23,..,n,..}yaki N={n:1,23,...,n,...}

dep jaziladi. B = {X X2 —5X+6= O} koplikti jane bir misal sipatinda keltireyik.
Bul koplik x* —5x+6=0 tenlemenin sheshimlerinen duzilgen.

Joqarida biz koplik onin hdmme elementleri ushin xarakterli bolgan
qasiyetti, qagirydan1 beriw menen beriliwin, sonday- aq, onmi hdmme

elementlerin tikkeley korsetiw menen beriliwin koérdik. Geyde képlik ganday

qasiyetlerge iye elementlerden duziliwi kerekligi malim bolsa da, bunday
gasiyetke iye elementler tabilmasligt mumkin. Misali, 4 koplik
m+x=n(n,meN,n<m) tenlemenin  natural  sanlar  kopligindegi
sheshimlerinen duzilgen dep shart qoyilsa, bul kopliktin hesh bir elementi joq
ekeni malim boladi. Bugan sebep- berilgen tefilemenin natural sanlar kopliginde
sheshimge iye emesligi. Bunnan elementke iye bolmagan kopliklerdi quriwga
tuwra keletugini korinip tur.

Hesh bir elementke iye bolmagan koplik bos kdplik dep ataladi ham O
simvol menen belgilenedi.

Koplikti aniglaganda on1 diziwshi elementler arasinda bir- birine tef
bolgan elementler kopliktin elementi sipatinda tek bir martebe almatuginin aytip

otiwimiz kerek. Misali, B koplik x®-3x+2=0 tenlemenin sheshimlerinen

dizilgen bolsin. Bul tefilemenin sheshimleri x, =1, x, =1, x, =—2 bolip,

olardan duzilgen B koplik degende biz 1 ham -2 sanlardan duzilgen

B = {1, — 2} koplikti tisinemiz.
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Koplikler, shekli yaki sheksiz boliwina garamay, simvolikaliq tarde

kobinese tegislikte bazi bir figura, misali, dongelekler menen stwretlenedi. Al
bul koplikler stinde ormlangan amellerdi koz aldimzga keltirgenimizde, olar
arasindagi qatnaslardi Giyrengenimizde juda qolayl bolad: (1- suwret).

Eger B kopliktin har bir elementi A kopliktin de elementi bolsa, onda
B koplik A kopliktin ules kopligi dep ataladi ham B < A dep belgilenedi
(2- sawret). Misali, B=1{2,4,6,8}, A={1,2,3,4,5,6,7,8} bolsa, B — A ekenin

koriw qryin emes.

f

6’/ ) (A 8
1- suwret 2- suwret

Bos koplik har bir kopliktin ules kopligi dep esaplanadi.

Bazi bir A koplik berilgen bolsin. Bul koépliktin hamme ules
kopliklerinen duzilgen koplikti  #(A4) simvoli menen belgileymiz. @e%(A),
A %A bolatugim 6z-6zinen malim. #{4) kopliktin elementlerinin 6zi
koplik. Misal, A={1,2},B=1{1,2,3} koplikler ushin

FA={{1} {2. {1, 2}, o},
§(3)={{1}’ {2}' {3}- {lo 2}' {lr 3}v {27 3}1 {l' 2, 3}! Q}

boladi. Uliwma, elementler san1 n  bolgan kopliktin hamme tules kopliklerinen

dazilgen kopliktin elementlerinin san1 2" ne ten.

Eger koplik sheksiz koplik bolsa, onda ules kopliklerinen duzilgen
kopliktin elementleri de sheksiz kop boladi.

l1-aniqlama. Eger A koplik B kopliktin ules kopligi, al B koplik
A kopliktin tules kopligi bolsa, onda A ham B koplikler tern koplikler dep
ataladi ham A = B dep jaziladu.
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Misali, A koplik kz (k=0,+1,+2,...) korinistegi sanlardan
duzilgen, yagnyy A={a:a=kz (k=0,+1+2,...)}, al B koplik sinx=0
tenlemenin sheshimlerinen duzilgen, yagniy B={x:sinx=0} bolsin. Eger
sinx=0 tenlemenin sheshimleri x=kz (k=0,+1,+2,...) Koriniste
jazilatuginin esapga alsaq, A = B bolatuginin kéremiz.

2-ani1qlama. Eger agB bolatugin ae A element ham bg A

bolatugin b<B element tabilsa, onda A m B koplikler ter emes koplikler
dep ataladiham A = B dep jazilad1.
Misali, A={2,4,6,8}, B+1{l,2,3,4} koplikler ter emes.
2.Koplikler tstinde ameller. Biztomende koplikler ustinde
orinlanatugin dmellerdi keltiremiz.

3-aniqlama. Aham B kopliklerdin hamme elementlerinen dazilgen
¢ koplik A ham B Kkopliklerdin gosindist (birikpesi) dep ataladi ham

c = Au B dep belgilenedi (3- sawret).

3- suwret
Misali, A=1{2,4,6,8},B=1{,2,3,4},E={2,4,6,8,...};,D={,3,5,7,...}

bolsa, onda olardin qosindilar1 (birikpeleri) tomendegi képlikler boladi:

AUB={,2,34,68,EuD=1{,234,,...}=N,AUE={2,4,6,8,...}
Joganida keltirilgen aniglamadan AU A=A AuUB=BUA boliwi,

sonday- ag, eger A< B bolsa, AL B =B boliw1 kelip shigadi.
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4-ani1qlama A ham B kopliklerdin uliwma elementlerinen
duzilgen D koplik A ham B kopliklerdin kébeymesi (kesilispesi) dep ataladi

ham D = A~ B dep belgilenedi (4- siwret).

A8

4- sawret

Misali, A={2;4;6;8}, B={1,2;3;4}kopliklerdin kobeymesi
D=AnB={2,4} koplik boladi. Kopliklerdin kobeymesinifi aniglamasinan
ANA=A AnB=B~NA Dboliwi, sonday- ag, eger @A<=B  bolsa,
A " B = A boliwi kelip shigadu.

A ham B kopliklerdin kobeymesi bos koplik, yagntyy A ~ B =0 bolsa,
onda A ham B koplik kesilispeytugin koplikler dep ataladi. Misal,
E={2,4,6,...,F={,35,7,...} koplikler kesilispeytugin koplikler, sebebi

E~F=0.

Biz kopliklerdin qosindis1 ham kobeymesi aniglamalarin eki koplik ushin

berdik. A, A,,...,A, kopliklerdin A UA,uU...UA,  qosindis1 ham
A NA, N...nA, kobeymesijoqaridagiga ugsas aniqlanadi.
5-aniqlama. A kopliktin B koplikke derek bolmagan hamme

elementlerinen duzilgen E  koplik A koplikten B kopliktin ayirmas: dep
ataladtham E = A\ B dep belgilenedi (5- stiwret).
Misali, A={1,2,3,4,5}, B={3,6,9,12} bolsa, A\ B ={1, 2, 4,5} ham

B\ A={6,9,12} bolad:.

15



Eger A koplik S kopliktin ules kopligi (yagnyy A< s) bolsa, onda
S\ A ayirma A koplikti S koplikke tol:gtzriwsh: koplik dep ataladi ham
C,A=S\A depjaziladi

6-ani1qglama. A kopliktin B koplikke derek bolmagan ham B

kopliktin A koplikke derek bolmagan elementlerinen duzilgen koplik A ham

B kopliklerdin simmetriyal:q ay:rmas: dep ataladi ham AAB dep belgilenedi

(6- sawret).

5- suwret 6- suwret

Aniglama boyinsha
AAB = (A\B) U (B\ A).

Misali, eger A={,2,34,56}, B={4,56,7,8,9} bolsa, onda bul

kopliklerdin simmetriyaliq ayirmasi
AAB =11, 2,3,7,8,9}.

Eki A ham B koplik berilgen bolsin. Birinshi elementi A koplikke, al
ekinshi elementi B koplikke derek bolgan tartiplengen (a,b) juphglard:
garayiq: a€A beB.

7-ani1qlama. Hamme (ab) korinistegi jupliglardan dazilgen koplik
A ham B kopliklerdin  Dekart kobeymesi dep ataladi ham A xB dep
belgilenedi.

Adette Ax A koplik A* dep belgilenedi: Ax A=A% Misal,
A={1,2 3}, B={2 4} bolsin. Bul kopliklerdin Dekart kobeymesi

AxB={12),14),(22),(24),(@3 2),3 4)}

koplik boladi. Uliwma aytganda, Ax B = B x A.
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3.Universal koéplik. Jogarida kiritilgen ameller galegen koplikler

ushin, kopliklerdin tabiyatina hesh ganday shart qoymastan, aniglandi. Biraq
bunday «uliwmalig» geyde konkret jagdaylarda magananin jogaliwina alip
keliwi de muamkin. Misali, A={2,4,6,8,10}, al B koplik Quyash
sistemasindag1 planetalar kopligi bolsa, olardin qosindist ham kébeymesin

rasmiy tarde ayta alsaqta, tabiyiylikke garama- garsi keliwimiz amig. Bunday

manissizlikke jol qgoymaw ushin adette hamme ameller bazi bir universal koplik
dep atalatugin kopliktin ules koplikleri ustinde orinlanad: dep esaplanad:. Bul
universal koplik U yaki Q haribi menen belgilenedi. Misali, jogarida garalgan
misallarda universal koplik sipatinda U = N ={1, 2, 3,... } natural sanlar
kopligi, al Eyler-Vien diagrammalart ushin U  koplik sipatinda tegislik
nogatlarinin kopligi aliniwr mamkin.

Matematikaliq analiz kurst dawaminda universal koplik sipatinda,
tiykarinan, r haqiyquy sanlar kopligi (2- bap, 4- §) garalad.

4. Kopliklerdi boleklew. Bazi bir o koplik berilgen bolip,
A, A, ..., A koplikler onin ules koplikleri bolsin: A, =« A(k=1,2,3, ...,n).

Eger (a, A,,..., A} Ules koplikler sistemas: ushin

19 AUA U.LLUA =A,

2% A~ A =D (k=i; k,i=123 ...,n)
shartler ormnlansa, {A, A,,..., A,} sisttma A koplikte bdleklew orinlagan
yaki A koplik A, A,,..., A kopliklerge boleklengen dep ataladi.

Birinshi shart A, A,,..., A, koplikler qosindisi A koplik boliwin, al
ekinshi shart bul kopliklerdin jup- juptan Kesilispeytuginin bildiredi. Eki shart
birgelikte A kopliktegi har bir element boleklewdin bir ham tek bir elementine
derek boliwin tdmiyinleydi.

Geyde (A, A,,...,A,} sistema A kopliktegi boleklew, al A koplikler

boleklewdin elementleri dep ataladi.
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Bir A koplikte bir neshe boleklewler orinlangan boliwi mimkinligi ham
harbir {a,, A,,..., A,} boleklew F(A) kopliktin ales kopligi boliwi tabiyiy.
Misallar N1l A={ 234,56} koplik berilgen bolip,
A={2, A={34}, A={56} bolsin. A c A A, A A, A bolip,
1) AUA UA={1,23,4,56}=A,
2) ALNA =0, A~A, =90, A,"A, =0
bolatugin1 aniq. Demek, A koplik A, A, A, kopliklerge boleklengen
({A, A,, A} sistema A kopliktegi boleklew).
Ne2.A=11,2,3,4,5,6}bolip, A =1}, A, = {2}, A, = 3}, A, = {4}, A, = {5},
A = {6} bolsin. Bul jagdayda da {A,, A,, A;, A,, A, A, } sistema ushin jogaridag:

19 - 29 shartler ormlanadi, demek, bul sistema A kopliktegi boleklew boladi.

2-§. Racional sanlar ham olardin gasiyetleri

2.1. Natural sanlar. 1,2,3,...,n,... sanlar natural sanlar dep ataladi.
Natural sanlar kopligi N haribi menen belgilenedi: N =, 2,3,...,n,...k

Bul koplik sheksiz koplik bolip, onda salistirtw qagiydasi amiqlangan. Bul
koplikten alingan qalegen m, n, p sanlar ushin mina eki tastryiqlaw orinli:

1% n<m,n=m, n>m qatnastin birewi ham tek birewi orinl.

2°. n<m, m< p tefisizliklerden n< p tefisizlik kelip shigadi.

Eger ganday da bir £ kopliktin elementleri ushm 1°- 2° qgatnaslar orinh
bolsa, onda E koplik tartiplengen koplik dep ataladi. Natural sanlar kopligi
tartiplengen koplikke daslepki misal boladh.

Eger E koplik tartiplengen koplik bolip, onda v xe E ushin x = x,

yaki x>x, (x>x,) bolatugin x, element tabilsa, onda bul element E

kopliktin en kishi (en ulken) elementi dep ataladi. Tartiplengen kopliktin en
kishi (en ulken) elementi boliwi da, bolmawi1 da mumkin. Natural sanlar

kopliginin en kishi elementi bar (1 ge ten), en ulken elementi joq.
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Natural sanlar kopliginde qostw ham kobeytiw amelleri aniqlangan ham
olar mina gasiyetlerge iye (n,m, p e N ):

1% Kommutativlik: n+m=m-+n, n-m=m-n.

2°. Associativlik: (n+m)+ p=n+(m+p), (n-m)-p=n-(m-p).

3%, Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.

4°.  Natural sanlar kopliginde k-n=n-k=n tenliklerdi
ganaatlandiratugin element bar. Bul element k =1.

Matematikaliq indukciya usili jardeminde dalillew principi natural sanlar
kopliginin mina 4jayip qasiyetine tiykarlangan:

1-te orema (indukciya aksiomasi). Eger

1° AcN,

2°. 1ca,

A keA=k+leA

shartler orinlansa, onda A=N .

2.2. Putin sanlar. Natural sanlar, bul sanlarga karama qarsi

-1,-2,-3,...,—n,... sanlar ham 0 (nol) san1 putin sanlar dep ataladi. Natural
sanlar on putin sanlar, -1,-2,-3,...,—n,... sanlar teris putin sanlar, al
0,1,2,3,...,n,... sanlar teris emes putin sanlar ~ dep ataladi. Putin sanlar

kopligi z haribi, al teris emes putin sanlar kopligi z, haribi menen belgilenedi.
z kopligi sheksiz koplik bolip, onda salistiriw qagiydasi aniqlangan. N <z,  Z
qatnaslar orml.

Putin sanlar kopligi tartiplengen koplik. Putin sanlar kopliginin en kishi
elementi de, en ulken elementi de joq.

Puatin sanlar kopliginde qosiw, aliw ham kobeytiw amelleri aniqlangan
bolip, bul 4mellerge qarata 1.1- punkttegi 1° — 4% gasiyetler menen birge mia
qastyetler de orinli:

5%. v qez elementushin q+(—q)=0 bolatugin —q element bar.

6°. vqez elementushin q+0=0+q=gq.
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7°. vqez elementushin q-0=0-q=0.
2.3. Racional sanlar. (meZ,neN) qisqarmaytugin bolshek
n

korinisinde anlatilatugin san racional san dep ataladi. Racional sanlar kopligi
Q haribi menen belgilenedi: Q = {m (meZ,neN; (m,n)= 1)}.
n

Racional sannin berilgen aniglamasina ekvivalent jane bir aniglamasin
keltiremiz: sheksiz periodli onliq bolshek korinisinde jazilatugin san racional

san dep atalad.

Har bir natural san ham putin san racional san, sonligtan NcZ cQ.

Racional sanlar kopligi de tartiplengen koplik. Racional sanlar kopliginin
en kishi elementi de, en tlken elementi de joq.

Racional sanlar kopliginde qosiw, aliw, kobeytiw amelleri menen birge
boliw ameli de (nolden 6zgeshe sanga) aniqlangan bolip, bul amellerge qarata
mina qasiyetler ormli (r,t,s €Q)

1°. Kommutativlik: r 4+t =t +r, r-t=t-r.

2°. Associativlik: (ret)+s=r+(t+s), (r-t)-s=r-(t-s)-

3% Distributivlik: (r +t)-s=r-s+t-s.

4%, Nol sanmin gasiyeti: r+0=0, r-0=0.

59. Bir sanmin gasiyeti: r-1=r .

6°. Qarama- qars1 elementtin bar boliwi: VreQ san ushin r+(-r)=0
tenlik orinli bolatugmn —r € Q element bar.

7°. Keri elementtin bar bohwi: VreQ (r#0) san ushin r-rt=1
tenlik orinli bolatugin r* e Q element bar.

8% VvreQ, teQ, s sanlar ushin r >t tensizlikten
r +s >t -+ s tensizlik kelip shigadi.

P VreQ, teQ, seQ(s>0) sanlar ushm r >t tefsizlikten

r-s>t-s tensizlik kelip shigadi.
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10°% Qalegen ekion r ham t racional sanlar ushin n-r >t bolatugin

n natural san bar. Bul gasiyet, adette, Arximed aksiomas: dep ataladi.

2.4. Racional sanlar képligin keneytiw zarurligi. Malim bir o nogat
(sanaq bas1), uzinligin 1 ge ten dep qabil qilimatugin  oe masshtab kesindisi
ham on bagit (a4dette 0 nogattan e noqatqa qarap) saylap alingan tuwri s1ziqti
sanlar kosheri dep ataymuz. Sanlar késherinde har bir racional sanga malim
bir nogat saykes qoyiladi. Haqiyqatinda da, mektep matematika kursinan

uzinligt oe masshtab kesindisinin uzmnhigmm 1/n (n— qélegen natural san)

bolegin quraytugin kesindini quriw joli malim, Demek, uzinlig1 masshtab

kesindisinin uzinligina m/n (m.n- qalegen natural sanlar) gatnasta bolgan

kesindini de quriwimiz mumkin. Usinday kesindini o noqattan onga (shepke)

jaylastirip, biz ™ (_m) racional sanga saykes keletugin s, (m,) noqatti
n

n

alamiz (1- suwret).

v

M, (- ;) O E M, (=)
1- suwret

m
Endi, sanlar késherinin! ?h(ﬁrﬁzir noqatina racional san sdaykes kele

bermeytug:nin atap Otemiz. Misali, eger m  nogat om kesindinifi uzinhigi
tarepi oe masshtab kesindisi bolgan kvadrattin diagonalimin uzmligina ten

bolatuginday qilip saylap alinsa, onda om kesindinin x uzinhgr x*=2
tenlemenin sheshimi bolip, racional san bolmaydi. Bul korsetilgen s nogatga

racional san saykes kelmeytuginin bildiredi.
Racional sanlar kopligin sanlar kosherinin har bir nogatina kenirek bolgan
koplikten bazi bir san saykes keletuginday (yaki usi1 kenirek sanlar kopliginin

jardeminde sanlar kosherini har bir om  kesindisinii uzinligin aflatiw
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mumkin bolatuginday) ouilip kefeytiw ham us1 kenirek bolgan sanlar kopligin
uyreniw talabi tdbiyly rawishte hasil bolada.

Racional sanlar kopligin keneytiwdin bir- birine ekvivalent bolgan bir
neshe usillar1 (Koshi, Kantor, Veyershtrass ham Dedekind usillar1) bar. Biz
Dedekind usilin keltiremiz.

2.5. Racional sanlar képligindegi kesim. Q racional sanlar kopliginde
orinlangan kesim tlisinigi menen tanisamiz.

l-aniqlama. Eger Q racional sanlar kopligi tomendegi shartlerdi
ganaatlandiratugin A ham B kopliklerge boleklense, onda A ham B
koplikler Q racional sanlar kopliginde kesim orinlaydr dep aytiladi

1) A-0, B0,

2) AUB=0Q,

) VxeA VyeB=x<y.

Bul aniqlamadagi birinshi shart A ham B koplikler bos emesligin,

ekinshi shart har bir racional san yaki A  koplikke, yaki B koplikke derek
boliwin, al ushinshi shart A koplikke derek har bir X racional san B koplikke

derek har bir y racional sannan kishi ekenin anlatadh.

Adette kesim (A B) simvoli menen belgilenip, A koéplik kesimnin
tomengi klast, al B koplik kesimnin jogarg: klas: dep ataladu.

Kesim aniqlamasman tikkeley tomendegishe juwmaq shigariwimiz
mumkin:

1° (A, B) kesim Q koplikte ormlangan kesim bolip, a< A bolsa, onda
a, <a tensizlikti qanaatlandinnwshi v a, e @ san kesimnin tomengi klasi
bolgan A koplikke derek boladh.

2°. (A, B) kesim Q koplikte aniglangan kesim bolip, be B bolsa, onda

b, >b tefsizlikti qanaatlandinwsht vp <@ san kesimnin joqargr klasi
bolgan B koplikke derek boladi.
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Q koplikte ormlangan kesim (A, B) kesim tek ush tarli boliwi mimkin:

1. Kesimnif a tomengi klasinin en tlken elementi (r, — racional san) bar,
al B jogar1 klasiin en kishi elementi joq. Bul jagdayda r, san A kopliktin
tuyiglawshi elementi boladi.

2. Kesimnin A témengi klasinin en tulken elementi jogq, al B joqari

klasinin ef kishi elementi (ry— racional san) bar. Bul jagdayda r; san B

kopliktin tuyiqlawshi elementi bolad.

3. Kesimnin A tomengi klasinin en ulken elementi joq, al B jogari
klasimif en kishi elementi joq. Bul jagdayda A kopliktin de, B kopliktin de
tuyiqlawshi elementi joq.

Q koplikte ham A tomengi klasinin en tlken elementi bar, hdm B jogari
klasinin en Kishi elementi bar bolgan (A, B) kesim joq. Buni délilleymiz.

Meyli, Q koplikte usinday (A, B) kesim bar bolsin. a, — A kopliktin
en ulken elementi, al b,— B kopliktin en kishi elementi bolsmn. Onda

kesimnin aniqlamasi boymsha a_ < b, .

a,+b
<O 0

L. a, +b . L.
a, 5 <b, tefisizlik orml. % racional san a koplikke

derek emes, sebebi a, — A kopliktin en Glken elementi ham a, < % erbo . Tap

usinday aO—JZFbO racional san B koplikke derek emes, sebebi by~ B kopliktin

a, + by -

e kishi elementi ham b,. Demek, @ racional san  koplikke

de, B koplikke de derek emes. Bul kesim aniglamasina garama- garsi. Solay
etip, tomengi klasinin en tlken elementi bar, jogarg: klasinin en kishi elementi
bar kesim joq eken.

Joqaridag1 birinshi ham ekinshi tir kesimlerde tomengi yaki joqarg:
klasslar1 tuyiq bolip, tuyiklawshi elementlerdi bir klasstan ekinshisine 6tkizip,
hamme waqit bir tirdegi kesimge-tomengi klasi ashiq, al joqarg: klasi tuyiq
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bolgan kesimge keltiriw miimkin. Bunnan bilay biz bir tirdegi kesimdi, tdomengi

klasinin en ulken elementi joq (ashiq klass), al jogarg: klasinif en kishi elementi

bar (tuyiq klass) kesimdi, gqaraymiz. Bunday kesimler racional kesim dep
ataladu.

Har bir rcq racional san ushin Q koplikte a koplik ashiq klass, s
koplik tuyiq klass, tuyiklawshi element r sannin 6zi bolgan (A, B) kesimdi
har dayim orinlaw mimkin. Demek, Q koplikten alingan hér bir racional

sanga bul koplikte ormnlangan racional kesim saykes keledi.

Kerisinshe, Q koplikte A koplik ashiq klass, B koplik tuyiq klass,
tuyiqlawshi element r san bolgan (A, B) kesim orinlangan bolsa, bul kesim

r racional sand1 afilatad1. Demek, Q koplikte orinlangan hér bir racional kesim
bir racional sand1 aniglaydi.

Solay etip, Q koplik elementleri menen Q koplikte orinlangan racional
kesimler kopligi elementleri arasinda bir manisli saykeslik ornatiladi.

Racional sanlar kopliginde orinlangan tushinshi tardegi kesim- ham
tomengi klasi, ham joqarg: klas1 ashiq bolgan kesim, irracional kesim dep
ataladi.

2-an1qlama. Racional sanlar kopliginde ormlangan irracional kesim

irracional sandr aniglaydi dep aytiladi.

3-§. Haquyquy sanlar. Haquyquy sanlar
kopliginin qasiyetleri
Racional sanlar kopliginde orinlangan kesim eki tarde- racional ham
irracional kesimler bolip, racional kesim racional sandi, al irracional kesim
irracional sand1 aniqlaytuginin biz joqarida kordik.

3-an1qlama. Racional hdm irracional sanlar uliwma atama menen

haqiyquy sanlar dep atalad.
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Haqiyquy sanlar kopligi R haribi menen belgilenedi.
Us1 kopliktin gasiyetlerin qaraymiz.
1°. Haqiyquy sanlar kopligi tartiplengen koplik. Daslep haquyqiy sanlar

kopliginde ten, ulken ham kishi tasinikleri kirgizemiz. Meyli, x,y e R sanlar
berilgen bolsm. Har bir haqiyqry san racional sanlar kopliginde orinlangan
kesim menen aniglanadi. Demek, X hdm Yy sanlardi aniglawshi kesimler
ormlangan: x=(A,B), y=(A’,B’). Bul kesimlerdin tomengi klasslar1 ushin ya
A=A (bul jagdayda éalbette B =B’ boladi), yaki A== A" (bul jagdayda

B = B’) qatnaslardin biri orinli.

Eger A= A’ bolsa, (A,B) ham (A',B") kesimler 6z-ara ten dep ataladu:
(A, B) = (A, B’). Bul jagdayda kesimler aniglagan sanlar da bir-birine ten dep
ataladi: x=y.

Endi, meyli, A= A’ bolsin. Bul jagdayda yaki A klassqa derek, biraq A
klassga derek bolmagan r, « Q element bar, yaki A klassga derek bolmagan,
birag A’ klassga derek bolgan r, e Q element bar. Birinshi jagdayda r, ¢ A~ B’
hdm kesim aniqlamasi boymsha A’ < A. Al ekinshi jagdayda r,cB~ A’
ham A< A’

Solay etip, A= A’ bolgandaya A’ = A,ya A — A’ bolad: eken.

Eger A = A’ bolsa, (A B) kesim (A, B’) kesimnen kishi dep, al saykes x
haqiyqiy san y sannan kishi dep ataladi: x < y.

Eger A = A’ bolsa, (A, B) kesim (A, B’) kesimnen ulken dep, al saykes x
haqiyqiy san Yy sannan ulken dep ataladi: x > vy.

Solay etip, qalegen eki X ham y haquyqly sanlar ushin

x<y, x=y, x>y dqatnaslardin birewi ham tek birewi orinli boladi.
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Endi x,y,zeR haqiyqiy sanlar ushin x<vy, y<z tensizliklerden

x < z tensizlik kelip shigiwin dalilleymiz. Meyli, bul kesimlerdi aniglawshi

kesimler

x=(AB), y=(A,B'), z=(A",B") bolsmn. Aniglama boyinsha
X<Yy=>AcA, y<z=>AcCA"

Biz koplikler teoriyasinan Ac A, A’ A"= Ac A" bolatuginin bilemiz. Bul

X < z bolatuginin bildiredi. Demek, haqiyqiy sanlar kopligi tartiplengen

koplik.

Haqiyquy sanlar arasindagy ten, Kishi ham tlken tasinikleri, dara jagdayda,
bul sanlar racional sanlar bolganda racional sanlar arasindag: ten, kishi ham
ulken tasinikleri menen birdey bolad:.

2°. Haquyquy sanlar kopligi iz koplik. Meyli, x,y e R, x <y bolsin.
x <r <y tensizliklerdi ganaatlandiriwsh: r racional san bar ekenin dalilleymiz.
Q racional sanlar kopliginde orinlangan (a, By, (A, B kesimler x ham
sanlardr amglasin: x=(A,B), y=(A,B’). Onda x.y tensizlikten Ac A
gatnas kelip shigadi. Demek, A" koplikte ry e A', 1y ¢ A bolatugin . racional
san bar. Onda r, « B bolad: ham demek, x<r, tensizlik orinl: bolad:. Ekinshi
tarepten, y = (A, B"), r, e A~ bolganhgtan ham A kopliktin en ulken
elementi joqlig1 sebepli r,<r ham r <y bolatugin r < A racional san bar.
Natiyjede x<r,<r<y  tensizliklerge iye bolamiz. Bunnan x<r<y
tensizlikler orinl bolatugini kelip shigadi. Usi usil menen x,ye R, x>y
bolganda x > r > y tensizliklerdi qanaatlandiriwshi r racional san bar ekeni de
dalillenedi. Solay etip, bir- birine ter bolmagan eki haqiyqiy san aras:nda

keminde bir hagiyqey san bar. Al bunnan olar arasinda sheksiz kop hagiyqiy san

bar ekeni kelip shigadi. Demek, hagiyqry sanlar kopligi tigiz koplik.
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Racional sanlar kopliginin tigizligr mina tastiyigqlaw menen anmiglanadi:

bir- birine ter bolmagan eki racional san aras:nda keminde bir racional san
bar.
4-§. Haquyauy sanlar képliginin tohghgi. Dedekind teoremasi

Eger hagqiyqiy sanlar kopliginde kesim tusinigi Kkiritilse racional sanlar
kopligindegidey haqiyqiy sanlar kopligin de keneytiw zarurligi payda boladima
degen sorawdin qoyiliwi tabiyiy.

4-ani1qglama R hamqmyqy sanlar kopligi tomendegi shartlerdi
ganaatlandinwshi E ham E’ Kkopliklerge bolinse, onda bul koplikler R
koplikte kesim or:nlayd: dep ataladi

1) -0, ' =0,

2) EUE' =R,

) VxeE, VX eE =x<x.

Adette bul kesim (g, gy simvoli menen belgilenedi. E koplik kesimnin

tomengi klasz, al E’ koplik kesimnin jogarg: klas: dep ataladi.

Racional sanlar kopligindegi siyagh hagiyqy sanlar kopliginde de
tomengi klasinin en ulken elementi bar, jogarg: klasinin en Kishi elementi bar
kesim orinlanbagan. Basqgasha aytganda, R koplikte ham tomengi klasi, ham
jogarg: klast tuyiq kesim joq.

2- t e o r e m a (Dedekind). Haqiyqiy sanlar képliginde orinlangan har
bir kesim ushin tomendegi eki jagdaydin tek birewi orinli:

a) kesimnin tomengi klasimin en ulken elementi bar, jogar$ klasimin en
kishi elementi jog.

b) kesimnin tomengi klasimin en ulken elementi joq, jogar$: klasinin en

kishi elementi bar.
Bul teoremant oqiwshi 6z betinshe dalillewi mimkin.
E ham E’ kopliklerdin tuyiglawshi elementlerin birewinen ekinshisine

otkiziw jol1 menen teoremada koérsetilgen eki tardegi kesimdi bir turge keltiriw
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mumkin. Biz R koplikte ormlangan har bir kesimdi tomengi klasinin en ulken
elementi joq, al jogarg: klasinin en kishi elementi bar kesim dep qaraymiz. Bul
Dedekind teoremasin tomendegishe ayttw mumkinshiligin beredi.
3-teorema. Haqiyqiy sanlar kdpliginde orinlangan har bir kesim
jalgiz bir haqiyqiy sandi amgqlaydh.
Vv aeR san jardeminde haqiyqiy sanlar kopliginde bul san joqargi

klasina derek bolip, bul klass elementlerinin en kishisi bolgan (g, ") kesim

orinlaw mumkin. Kerisinshe, R koplikte (E, E’) kesim orinlangan bolsa, bul
kesimnin E’ joqari klasinin en kishi elementi bar bolip, kesim us1 sandi anlatadi.
Demek, R koplik ham bul koplikte ormlangan kesimler kopligi arasinda

bir ménisli sdykeslik bar.
Solay etip, Rkoplikti keneytiw zarurligi joq eken. Bul gasiyet haqiyqry
sanlar kopliginin tolighq qasiyeti dep ataladi.

5-§. Haqiyquy sanlar ustinde arifmetikaliq ameller ham
olardin qasiyetleri

5.1. Haquyquy sanlardin qosindisi. «,4cR sanlar Q racional sanlar
kopliginde orinlangan (a, A, (B,B") kesimler menen aniglangan bolsin:
o= (A A), p=(B,B").Kesimlerdin A ham B téomengi klasslarinan saykes
tairde o ham B sanlardi alip, olardin ¢:= & + g qosindisin dizemiz. Usinday
qosindilardan duzilgen koplikti C={c:c=a+p8, a<cA, BB} dep, bul
kopliktin - Q koplikke toltirtwshisin C':=Q\C dep belgileymiz. Quriliwi
boymmsha Q=cuc’.

C ham C’ koplikler Q racional sanlar kopliginde (¢ ,cy kesim
orinlaytugimin korsetemiz. o = (A, A), B =(B,B’) Kkesimler Q koplikte
ormlangan kesimler bolgani ushin

A=D, A=0, AOUA=Q, aeA aeA=a<a,
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B=0, B0, BUB'=Q, beB, b'eB'=b<b'.

Bunnan c=@. Son a+b<a’+b’  bolgant ushin ¢ koplik joqaridan
shegaralangan bolip, bul kopliktin dal joqarg: shegarasi bar: supC =y . » hdm
kopliklerdin en ulken elementi joq, sonligtan a+b<y (ae A beB). Onda
a+b'>y (@eA,beB) bolip, a+b'¢C. Bunnan a’'+ b’ «Q\Cc =cC’.
Demek, c'»@. Sonm menen birge c=a+beC ham
c<c'=a"+b ' eQ\C=C’

Solay etip, ¢ hdm ¢’ koplikler Q racional sanlar kopliginde (c,cr
kesim orinlaydi eken.

5-aniqlama. (c,cy kesim menen aniqlanatugin y haqiyqiy san «
ham £ sanlardin gosindisi dep ataladi ham y = o + g dep belgilenedi.

Endi haqiyqiy sanlardi qosiw amelinin qasiyetlerin keltiremiz. Meyli,
a, B,y € R bolsin. Tomendegi tenlikler ormnl:

1°. a+p=p+a;

. @+ Py ry=a+(B+y);

3% Nol santushin ¢ +0=0+a =«

Bul qasiyetler ansat dalillenedi. Bul gasiyetlerdi oqiwshi 6z betinshe
dalillewi mamkin.

Qosiw amelinin kelesi gésiyetin keltiriwden aldin « e R sanga garama-

qarsi sand1 aniglaymiz.

a <R san Q racional sanlar kopliginde (A, A’) Kkesim menen
aniqlangan bolsin: a=(A A). Racional sanlardin
~AN={a:a'eA}, —A={-a:aec A} kopliklerin karaymiz. Bul koplikler Q
koplikte (—a,—a) kesim ormlaydi.

6-ani1qlama. _a_a kesim menen aniqlanatugin haqiyqy san
a € R sanga gqarama- qarsi san dep ataladi hAm -« = (-A',—A) dep belgilenedi.

49, 4 cr san ushm o+ (—a)=0 tenlik ormnl.
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5% Eger a,fB <R sanlar ushin 4 > p tefsizlik orml bolsa, onda v, <R
sanushin o+ y>p++y tensizlik orml.

Bul gasiyetlerdi oqiwshi 6z betinshe dalillewi mimkin.

Berilgen haqryqry sanga garama- qarst sannin aniqlaniwi eki haqryqry
sannin ayirmasi tusinigin kirgiziwge mumkinshilik beredi.

7-aniqlama. a+(-f) san , ham [ sanlardin ayirmas: dep ataladi
ham & — g:= o+ (—p) dep belgilenedi.

5.2. Haquyquy sanlardin kébeymesi. >0, p>0 haqiyqly sanlar Q
racional sanlar kopliginde ormlangan (A, A), (B,B’) kesimler menen
aniqlangan bolsin: o = (A, A), g=(8,8"). A ham B kopliklerdin teris

emes d ham b elementlerinen
{a-b:aeA(a>0),beB (b>0)}

koplikti dazemiz. Son racional sanlardin

C=Q ufa-b:acA(a=0),beB (b>0)}
C'=Q\C

kopliklerin garaymiz (bul jerde o _ teris racional sanlar kopligi). Bul ¢ ham

c' koplikler Q koplikte kesim duzetuginin tekseriw giyin emes.

8-aniqlama. (C,C") kesim menen anmglanatugin haqiyqiy san «
ham /£ sanlardin  kobeymesi dep ataladi ham «-f dep belgilenedi:
a-p=(C,C).
V a, € R sanlar ushin bul sanlardin kobeymesi ¢ ham £ sanlardin
belgileri har qiyl bolsa — ([«[-|g)) kobeyme korinisinde, al birdey bolsa [o[.|g]
kobeyme korinisinde aniglanadi.

Endi hagiyqiy sanlardi kobeytiw amelinin gasiyetlerin keltiremiz. Meyli,
a,p,y €R bolsin.

1% a-p=p-a
2% (a-p)y=a-(B-),
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P al1=1la=c.

Bul gasiyetlerdi dalillew qiyin emes, olard: ogqiwshi 6z betinshe dalillewi
muamkin.

Haquyqiy sanlard:r kobeytiw amelinin kelesi gasiyetin keltiriwden aldin

haqiyqiy sanga keri sand: aniglaymiz.
O<aeR san Q koplikte orinlangan (A, A"y  kesim menen
aniglangan bolsin.
C=Q_ u{O}u{; ra' e A’},
C'=Q\C
racional sanlar kopliklerin gqaraymiz. Bul koplikler Q koplikte (C,C’) kesim
orinlaytuginin koriw giyin emes. Buni ogqiwshi 6z betinshe dalillewi mamkin.

9-aniqlama. (C,C’) kesim menen aniglangan hagiyqiy san o < « < R

sanga keri san dep ataladi ham 1 dep belgilenedi: 1 (C,C"
a a

. . 1 1 ., ..
Eger « <o bolsa, onda bul sanga keri san = =——koriniste aniqlanadi.
a a

4% Nolden 6zgeshe v 4 <R sanga keri 1 san bar ham 1 =1 tenlik
o a

orinli.

4-teorema. Eger «,cR (a=#0) sanlar berilgen bolsa, onda

a-X=p tenlemeni ganaatlandiriwshi jalgiz bir haqiyqiy san bar.
10-ani1qlama. ﬂ-l san , ham [ sanlardin gatnas: dep ataladi ham
a
# dep belgilenedi.
a

5%. Va,B,7€R sanlarushin (a+p)-y=a-y+ -y teflik ornl.
6°. Va,B,y€R (y>0) sanlar berilgen bolsa, o> p tensizlikten

a-y>f-y tensizlik kelip shigadh.
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4- teoremani ham 5% 6° qasiyetlerdi oqiwshi 0z betinshe dalillewi
mumkin.

5.3. Haquyquy sannin darejesi. Daslep tomendegi eki lemmani
dalillewsiz keltiremiz.

1-lemma Meyli, (A, AY— @ koplikte orinlangan qalegen kesim
bolsin. ¥V &>0 racional san berilse de, a’'—a<s¢ tensizlikti

ganaatlandiratugin a < A, a’ < A’ racional sanlar bar.

2-lemma. «feR sanlar berilgen bolsin. ¥V &¢>0 racional san
berilse de,3a,a’ = Q, a < a’ sanlar tabilip,

a<a<a
aag<a,
a' —a<eg

tensizlikler orinly bolsa, onda o = p boladh.

a) Haqiyqiy sannin putin darejesi. Biz jogarida eki haqiyqiy sannin

kébeymesinin aniqlamasin berdik. n dana o, «,, ..., «, haqiyqiy sanlardin

a-a,-...-a, kobeymesi de ust jol menen amgqlanadi. Eger

a,=a,=...=a,=a bolsa, onda 4.4..... ¢« kébeyme o sannmin  n-
%f—/

n

darejesi dep ataladi ham " dep belgilenedi: ¢.¢o-...-a=2a".
%/—/
n

Bul keltirilgen aniglamadan ham haqiyqiy sanlar ustindegi amellerdin
qasiyetlerinen tomendegiler kelip shigadi. ¢,feR ham n,meN bolsin.
1) Tomendegi tensizlikler orinli:

an .am :an+m’

a"-p"=(a- )",
(an)m :anm’
a:;:a”‘m (n>m);
(94

2) eger n>m ham «>1 bolsa, " >a™ bolip, al eger 0<a <1

bolsa, " <a™ boladi.
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3)eger > >0 bolsa, onda "> p" boladi.

VaeR (a=0) san ushin bul sanga Keri 1 san bar ekeni malim.
a

1.1 1 koébeyme o« sannih — n- ddrejesi dep ataladi ham o™ dep
a o (24

|
n

belgilenedi: " =in,
(24

a =0 sannin nolinshi darejesi 1 ge ten: «° =1.
b) Haqiyqiy sannan alingan tubir. Meyli 0 <« € R ham baz1 bir

n e N san berilgen bolsin.

11-ani1qlama. &"=¢ (*) tenlemenin on sheshimi ¢« sannan
alingan n- sibir dep ataladi hdm ol ¥/« dep belgilenedi.
Bul aniglamanin korrektligin, yagnry (*) tenlemenin ¢ sheshimi barligin

ham jalg1z birew ekenin korsetemiz.

Bunin ushin Q koplikti

An:Q_u{O}u{r:reQ,r>O,r”<a},
Ar’]z{r':r’eQ, r'>0, r’”>a}

koplikler jardeminde jazip alamiz: Q = A, U A/. Usilay duzilgen A, ham A
koplikler Q koplikte (A,, A)) kesim duzetugimn koriw giyin emes. Bul kesim
amiglaytugin haqiyqiy sandi ¢ dep belgileymiz: &= (A, A).

Jogaridag:r 1- lemmadan Ve&>0 racional san ushin  r' —r<s¢
tensizlikti qanaatlandiratugin r € A, ham r’ < A, sanlar bar. Bul sanlardin
alimwinan o <r < & <r’ hamdemek, r" <&" <" tensizlikler orinl.

A koplikte O<r<r'<r, bolgan . sandi (bunday san hamme waqit

tabilad:) alsaq

rn—2 n-2 ’

=" = =) ™" " <

<(r'=r)nrt<en-t
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&

tensizlik orinl boladi. Bunnan Vv ¢>0 racional san ushin (¢'=—
nry

San

boyinsha) sonday r e A, ham r’e A/ sanlar tabilip, r"<&" <™ ham
r'" —r" < ¢ tensizlikler orinli bolad:.

Ekinshi tarepten, (A ,A)) kesimnin duziliwi boyinsha r" <o <rm
tensizlikler orinl. Solay etip, 2- lemmanin hamme shartlerinia orinlanatuginin
korsettik. Ust lemma boyinsha &£" = boladi.

Solay etip, (A,,A,) kesim menen aniglangan  san (*) tenlemenin
sheshimi boladi. Bul tenlemenin sheshimi jalgiz birew. Haqiyqatinda da, eger

&, &, sanlar (*) tenlemenin sheshimi bolsa, yagniy &' =a, & =« bolsa, onda

G -8 =G -&NG  +&E .+ 85+ 7)) =0
tenlikten £ — &, =0, yagny & =&, ekenligi kelip shigadu.
c) Hagqyagqry sannm racional darejesi. Biz o <R sannm patin
darejesinin, sonin menen birge « >0 sannan alingan n — darejeli tubirdin

aniglamasin berdik. Endi o >0 sannmn racional darejesi tusinigin keltiremiz.

Har bir racional san gisgarmaytugin r=M (meZ,neN) bolshek
n

Korinisinde anlatilatugint malim. « >0 haqiyqiy sanmn  r racional darejesi

m
o' =a" =®/a)™ Koriniste amqglanadi.
Meyli, «,peR, (R,- on racional sanlar kopligi), r,r, c@ sanlar
berilgen bolsin. Tomendegi apiwayi gasiyetler orinls;
n+r.

1) a-a? =a"t?;

2) (arl)rZ :arl‘rz;
a’,
B

4) a":a? =a?;

5) (a-p) =a"-B";

3) (%) =
)(ﬂ)
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6) o>1 bolsa, <1, = a" <a®;

7) 0<a<1 bolsa, <1, = a® >a”;

a =1 sannn galegen racional darejesi de, galegen haqiyqiy darejesi de 1
ge ten: 1* =1.

d) Hagquyaquy sannm haqryqry darejesi. « >1 hagiyqiy san berilgen, al
per san Q koplikte orinlangan (g, gy kesim menen amglangan on san
bolsin: g =(B,B’), A >0.Hamme teris haqiyqiy sanlar, nol ham o (beB)
korinisindegi on haqiyqiy sanlardan duzilgen koplikti e haribi, al bul koplikti
haqiyqiy sanlar kopligine toligtiriwshi koplikti g simvoli menen belgileymiz:
E’'=R\E. Natiyjede rR=gUE’ korinisinde jaziladi. E ham g’ koplikler r

koplikte (g, E’) kesim orinlaydi. Hagiygatinda da, daziliwi boyinsha e koplik
bos emes: e-@. Son o <a” (beB,b’eB’) bolgam ushin E koplik
jogaridan shegaralangan. Demek, supE =, Dbar. B kopliktin en ulken

elementi jog, sonhgtan « <, . Onda y <o ham o ¢ E boladi. Bunnan
o « E’. Demek, e'=@. E kopliktin har bir elementi e kopliktin galegen
elementinen kishi bolatugini anig. Solay etip, e ham g koplikler R koplikte
(E, E’) kesim orinlayd:.

12-an1qlama.g ey kesim menen amglangan hagqiyqly san «
hagqiyqiy sannmn g ddrejesi dep ataladi ham o dep belgilenedi:

a’ =(E,E')

Eger s san teris san bolsa, onda ” = éﬁ dep garaymiz.
(94

Eger o<a <1 bolsa, onda ar’f:(l)‘ﬁ dep alip joqarida garalgan
a

y e e e

mina teoremaga kelemiz.
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5-teorema. Qdlegen o =1 him , on haqiyqiy sanlar ushin o =y
tenlemenin sheshimi bar ham jalgiz birew.

13-an1qlama. Berilgen « 1 ham y on haqiyqiy sanlar ushin
a”? =y tefilemenin g_ sheshimi y sanmn o tiykarl logarifimi dep atalad

ham pB=Ilog, » dep belgilenedi.

6-§. Haqiyqiy sannin moduli ham onin qasiyetleri
Endi haqiyqiy sannin moduli (absolyut manisi) tisinigin keltiremiz.

a € R haqiyqiy sannin moduli (absolyut manisi)

a, a>0,
|a|:: 0, a=0,
-a, a<0

tenlik penen aniglanadi.

Hagiyqry sannin modulinin gasiyetleri:

1% vxer san ushin |x>0, [x=]-%, x<|x, —x<|x qatnaslar
orinl.

2°. vxeR sanushin [x<M (M >0) ham —m <x<m tensizlikler
ten kushli.

3. vxeR sanushin [x<M (M >0) ham —m <x<m tensizlikler
ten kushli.

4% x,yeR sanlardin gosindisinti moduli bul sanlardin modullerinin
gosindisinan kishi emes: |x + y| <|x +1y|.

Bul gasiyet galegen sandagi haqiyquy sanlar ushin orinli: Sanlar

qoszndzsinzzz moduli us: sanlard:z modulleriniz qos:nd:sinan kishi emes.

5% x,yer sanlardin kobeymesinifi moduli bul sanlardia modullerinin

kobeymesine tefi: |x. y| =[x|-|yl.
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7°. x,yeR sanlardin gatnasinh moduli bul sanlardia modullerinin

X
Xy o).
y

1yl

gatnasina ten:

7-§. Haqiyaquy sanlardr geometriyahq sawretlew

Biz har bir racional sanga sanlar kosherinde bir nogat saykes keletuginin
korsettik. Sonih menen birge racional bolmagan nogatlar da bar ekenin (misals,
V2 san1) amgladig.

Endi har bir haqiyqiy sanga da sanlar kosherinde bir nogat saykes
keletuginin korsetemiz. Bunin ushin har bir irracional sanga sanlar késherinde
bir nogat saykes keletuginin korsetiw jetkilikli.

Biz haqiyqiy sanlar kopligi tohighqg (uzliksizlik) gasiyetine iye ekenin
korsettik. Tuwr1 s1ziq nogatlarinin kopligi de tolighq gasiyetine iye. Daslep
tuwrt s1z1q nogatlarinin kopliginde orinlangan kesim aniglamasin beremiz.

14-ani1qglama. Eger | tuwr siziq nogatlarimn kopligi tomendegi
shartlerdi ganaatlandiriwshi A him & kopliklerge boleklense, onda M
ham ¢  koplikler | koplikte kesim orinlayd: dep aytilad: ham bul kesim
(A ,&) simvoli menen belgilenedi

1.4 .0, F 0.

204 &=,

3°. Sanlar kosherinde VM e nogat VPed nogattan shepte
jaylasgan.

Tuwr: siziqtun uzliksizlik gasiyeti. | tuwr s1ziq nogatlarinin kopliginde
orinlangan har bir (J! , &) kesim tuwri sizigti jalgiz bir M nogatin aniglap,
bul nogat ya «# kopliktin en on nogati, ya &  kopliktin en shep nogat: bolad:.

7.1. Irracional sanlardi geometriyahq sawretlew. Meyli, baz1 bir «

irracional san berilgen bolip, bul san Q racional sanalar kopliginde orinlangan

(A, A) kesim menen amglangan bolsin: & = (A, A). Bunda A koplikte en

37



tilken, al A’ koplikte en kishi element joq. | tuwri sizigta A ham A’ koplikler
duzgen racional noqatlar képliklerdi, saykes tarde, A ham A’ dep belgileymiz.
A koplik nogatlari ishinde ef on noqat, al & koplik nogatlari ishinde ef

shep nogat joq ekeni aniq. | tuwr siziqtin shep tarepinde A kopliktin keminde
bir noqat1 bar nogatlardan duzilgen koplikti ¢ haribi menen, al bul koplikti |
tuwr siziqqa toliqtirtwshi koplikti ¢ simvolt menen belgileymiz: c'=1\c.

Bul ¢ hdm ¢’ koplikler | tuwr sizigta kesim orinlaydi. Usini korsetemiz.

A=@ Dbolgant ushin ae A racional san bar. | tuwr sizigta bul sanga

saykes keletugin P, nogat A koplikke derek. Demek, P, ec.Bul c-0
ekenin bildiredi. c' =@ ekeni de usigan ugsas korsetiledi.

¢ hdm ¢’ kopliklerdin duziliwinen ¢ uc’=1 ham ¢ kopliktin har bir
noqatt ¢ kopliktin qalegen noqatinan shepte jaylasatugini kelip shigadi.

Demek, ¢ hdm ¢’ koplikler | tuwrn siziqta (c,cn kesim ormlaydi. Tuwri

s1iziqtin gasiyeti boymsha (c,cy Kesim jalgiz bir noqatt1 aniqlaydi. Bul noqatt

P, dep belgileymiz. A koplikte en of nogat bolmagani ushin p, ¢ A, sonin
menen birge, A koplikte en shep noqat bolmagani ushin p, ¢ A’. Demek,
P ¢ AUA" bolip, bul nogat racional sanga saykes keliwshi nokat bolmaydi. Usi

P, noqatti « irracional sanga saykes qoyamiz.

7.2. Haqiyquy sanlar kopligi menen tuwri siziq noqatlarimin kopligi

arasindag bir manisli saykeslik. Biz har bir « € R haqiyqiy sanga | tuwri

siziqta bir P, noqat saykes qoyilatuginin kordik. Endi kerisinshe, | tuwri

s1ziqta bir noqatina bir haqiyquy san saykes qoyilatuginin kérsetemiz.

Sanlar késherinde baz1 bir P noqat alayiq, bul nogat, meyli, o nogattan

onda jacin. p noqat sanlar kosherinde op kesindi hasil qiladi. oe masshtab
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kesindisin  op kesindi boylap jaylastiramiz. Bunda tomendegi eki jagday
boliw1 mumkin:

11) oe kesindi op kesindide a, (a,— putin san) martebe toliq
jaylasadi. Bul jagdayda op kesindinin on ushi bolgan r noqatqa usi a, putin
san saykes qoyiladi. a, san r noqat koordinatasi (abscissasi) dep ataladi.
Demek, bul jagdayda » nogatga a, putin san saykes qoyiladi.

21) oe kesindi op kesindide a, (a,— putin san) martebe jaylasip,
op kesindiden sp kesindi artip qaliw1 yaki oe kesindi op Kkesindide a,+1

martebe jaylasqanda op kesindige PQ kesindi jetpey qaliwi mimkin. Bul
jagdayda op kesindinin on ushi bolgan p nogatga a, sandi «kemisi» menen,

al a,+1 sand1 «artig1» menen saykes qoytw mumkin. p noqatqa saykes keletugin

haqiyqiy sandi tabiw maqgsetinde oe masshtab kesindisinin 1 bolegin alip,

10
ont sp kesindi boylap jaylastiramiz. Bunda jane mina eki jagday boliwi
mumkin:

1)) o kesindinih 1 bolegi sp kesindide 5 (o, pltin san)

10

martebe jaylasadi, bul jerde a - 0,1,2,...,9 sanlarinin biri. Bul jagdayda, p
nogatga a, + f_é san saykes qoyiladi.

2,) oe kesindinin L bolegi sp kesindide 5 (o, _ putin san)

10

martebe jaylasip, sp kesindiden s p kesindi artip qaliw1 yaki oe kesindinin

10 bolegi pa kesindide a ;1 martebe jaylasqanda aq kesindi jetpey qaliwi
1

mumkin. Bul jagdayda » nogatga ao,al:a0+f_(l) san «kemisi» menen, al

1_ a, + & 1 san «artig1» menen saykes qoyiladi.
1

d,,a, +
"1 710 10
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Bul jagdayda r noqatqa sdykes keletugin sandi izlew procesi dawam

etedi. Bul processti n martebe tdkirarlaganda jane mimna eki jagday boliwi
mumkin:

1) op kesindide oe kesindi a, martebe, oe kesindinin 1 bélegi ,
10 '

martebe, oe kesindinin ;2 bolegi a, martebe h. t. b., oe kesindinin in
1 10

bolegi a, martebe jaylasadi. Bul jagdayda r nogatga

) an
ao,alaz ...an :ao +E+W+...+lon

san saykes qoyiladi.

2,) P noqatqa saykes keletugin sand1 izlew procesi tamamlanbaydi. Bul
jagdayda P nogatga

& & a,
ao,alaz ...an :ao +E+W+...+10n

san «kemisi» menen al

a a, a,+1
ao,a1a2 ...an :ao +E+W+...+ 10n

san «artigi» menen saykes goyilad.
Bul process sheksiz dawam ecin deyik. Onda P nogatga saykes
keletugin sand: tabiw ushin jogarida alingan sanlardan (v n e N ushin)

a a a
C={r: reQ, r<a,++t+4+-2 4 40l

a, a a
C'={r: reQ, r>a,+—++—2+... .+
{ Q ° 710 102 10“}

kopliklerdi duzemiz. Bul koplikler Q koplikte (c,c’y kesim orinlayd: hdm
bul kesim bazi bir « haqiyqly (irracional) sand1 aniglaydi: o =(c,c’). P
noqgatqa ane ust « sandi sdykes qoyamiz.

P nogat O nogattan shepte jatgan jagdayda da ogan saykes keletugin

haqiyquy san tabiladi, bul san teris boladi.
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Solay etip, tuwr siziqta alingan hér bir noqatqa bir haqiyqiy san saykes
qoyiladi eken.

Demek, tuwri siziqta alingan har bir noqatqa bir haqiyqiy san ham
kerisinshe, har bir haqiyqry sanga tuwr1 s1ziqta bir noqat saykes keledi:

P, >a, a—>P, (e¢eR, P, el).

8-§. Shegaralangan sanh képlikler

Bul paragrafta biz galegen haqiyqiy sanlar kopligin qaraymiz, bunday
koplikti {x} simvoli menen belgileymiz, al bul koplikke derek sanlardi bul
kopliktin elementleri yaki nogatlar: dep ataymiz. Qaralatugin {x Kkopliktin
keminde bir elementke iye boliwin (bos koplik bolmawin) talap etemiz.

8.1. Jogaridan ham tomennen shegaralangan képlikler.

l-aniglama Eger vxe{x} element x<M (x>m) tensizlikti
ganaatlandiratugin - M sanm1 (m sam) tabilsa, onda {x} koplik jogar:dan
(tomennen) shegaralangan dep, al M sani jogarg: shegaras: (m san: tomengi
shegaras:) dep atalad.

Qalegen jogaridan (tomennen) shegaralangan {x} koplik sheksiz kop
jogarg: (tomengi) shegaraga iye. Hagiygatinda da, eger M sani (m sani) {x}
kopliktin jogargr (tomengi) shegaralarinin biri bolsa, onda v m'>m
(vm'<m) sam da kopliktin jogari (tomengi) shegarasi boladi. Misali, hamme
teris (on) haqiyqiy sanlar kopligi jogaridan (tomennen) shegaralangan. Bul
kopliktin jogarg: (tomengi) shegaras: sipatinda galegen teris emes (on emes)
sandi aliw mumkin. Natural sanlar (on emes putin sanlar) kopligi tomennen
(Jogaridan) shegaralangan. Bul kopliktin tomengi (jogargr) shegaras: sipatinda
galegen m<1 (M =o0) sand: aliw mamkin.

2-ani1qglama. Ham jogaridan, ham témennen shegaralangan koplik

shegaralangan koplik dep ataladh.
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Basgasha aytqanda, eger v x  {x} element m<x<m) tensizliklerdi
ganaatlandiratugin M ham m  sanlar tabilsa, onda {x} koplik shegaralangan
koplik  dep ataladi. Solay etip, sanlar kosherindegi shegaralangan koplik
degende toligr menen bazi bir kesindige jaylastinw mumkin bolgan koplikti
tusinemiz.

Jogaridan shegaralangan kopliktin joqgar: shegaralarinin ishindegi en
Kishisinin ham tomennen shegaralangan kopliktin tomengi shegaralarinin
ishindegi en ulkeninif bar boliw1 haggindag: maselenin qoyiliwi tabiyiy.

3-ani1qglama Jogandan (témennen) shegaralangan {x} kopliktin
jogarg: shegaralarinin en Kishisi (tomengi shegaralarinin en ulkeni) bul kopliktin
ddl jogarg: (ddl témengi) shegaras: dep ataladi ham sup{x} (inf{x}) simvol
menen belgilenedi.

Bul amglaman: basgasha beriwge de boladi: Eger tomendegi eki shart
orinlansa, onda X sani (x san1) jogaridan (tomennen) shegaralangan {x}
kopliktin ddl jogarg: shegaras: (dal tomengi shegaras:) dep ataladu:

1) v x < {x} element x<x (x>x) tensizlikti ganaatlandiradi;

2) x'<x (x">x) shartti ganaatlandiratugin galegen x'efx} (x"eix))
element ushin x> x' (x<x”) tensizlikti qanaatlandiratugin  x < {x} element
bar.

Bul amglamadagi 1) shart X san (x sani) {x} kopliktin jogarg:
(tomengi) shegaralarinin biri ekenin, al 2) shart bul jogarg: shegaralardin en
Kishisi (tomengi shegaralardin en ulkeni) bolip, on1 kishireytiw (alkeytiw)
mumkin emesligin bildiredi.

Kopliktin dal jogarg: (dal tomengi) shegarasi 6zine derek bolwi da,
bolmaw: da mamkin.

8.2. Kopliktin dal shegaralardm bar bolhwi.
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1- teore ma (tiykarg teorema). Jogaridan (tomennen) shegaralangan
kopliktin dal joqarg: (dal tomengi) shegarasi bar.

D 41ille w: Biz qéalegen joqaridan shegaralangan kopliktin dal jogarg:
shegarasi bar ekenin délilleymiz. Har bir tomennen shegarlangan kopliktin dal
tomengi shegarasi bar ekeni usigan uqsas dalillenedi.

Meyli, {x} koplik jogaridan shegaralangan bolsin, yagniy v x e {x}
element x<m tefsizlikti qanaatlandiratugin = M sam tabilsin hdm {x}
kopliktin elementleri arasinda en tulkeni bar bolsin. On1 x, dep belgileyik.
Demek, v xe{x} ushm x<x, bolip, x, san {x} kopliktifi joqarg:
shegaralarinin biri boladi. Biraq {x} kopliktin joqarg1 shegarasi bolatugin har
bir m san x, sannan kishi emes, yagniy x, <M sebebi x, e {x}. Al bul x
san {x} kopliktin jogarg: shegaralarinin en kishisi bolatuginin bildiredi. Bul
jJagdayda teorema dalillendi.

Endi {x} kopliktin elementleri arasinda en ulkeni joq bolgan jagdaydi
qaraymuz. {x} kopliktin joqar1 shegaralarinan dizilgen koplikti r dep, al ¢’
koplikke derek bolmagan hamme haqiyqry sanlar kopligin ¢ dep belgileymiz.
{x}cF  boladi. ¢ ham ¢ koplikler R haqiyqry sanlar képliginde
(F,Fykesim orinlaydi. Dedekind teoremasi boymsha bul kesim bazi bir
haqiyqy sandi aniqlaydi: « = (F,F"). Bul san F kopliktin, demek, {x}cF
bolganligtan {x} kopliktin de joqarg shegarasi, yagnlyy « < F’. Soniai menen
birge bul san r’ kopliktin elementlerinin en kishisi. Teorema dalillendi.

Saldar. Har bir shegaralangan {x} kopliktin ham dal jogarg:, ham dal
tomengi shegaralar: bar ham inf {x} < sup{x}.

8.3. Kopliktin dal joqarg ham dal tomengi shegaralarimin gasiyetleri.

1% Eger {x} koplik joqaridan shegaralangan koplik ham E — {x} bolsa,
onda sup E <sup{x}.
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Dalillew. Tiykarg: teorema boymsha {x} kopliktin dal joqarg:
shegarasi bar: sup{x}=«. Endi Ec{x} bolganhqtan E koplik te jogaridan
shegaralangan, meyli, supE =¢«, bolsin. Biz o, <«  Dbolatugmmn
dalilleymiz. Kerisinshe uygarayiq, yagnly ¢, >« bolsin. Onda o, >a> o
bolatugin a racional san tabiladi. , san e kopliktin dal joqar: shegaras:
bolganliqtan o, >a bolatugm o, cE san tabiladi. Demek, a; >« boladu.
Biraq, ekinshi tarepten, E — {x} ham sup{xj=a bolganlqgtan o <o tensizlik
orinli. Qarama- qarsiliqqa kelemiz. Solay etip, «, <o Yagnly supE <sup{x}
bolad.

2°. Eger {x} koplik tomennen shegaralangan koplik ham E c {x} bolsa,
onda

inf E >inf {x}.

Bul gasiyet 1°- gasiyettey dalillenedi.

3°. Eger {x} koplik shegaralangan koplik ham E — {x} bolsa, onda

inf {x}<inf E <sup E <sup{x}.

4% Eger v xe{x} ushin x<eq tefisizlik orinlansa, onda sup{x}<a
tensizlik orinli boladi

Dalillew. {x} kopliktih hamme elementleri menen . sannan e
koplik dizemiz: E={x}u{a}. Bunnan {x}cE ham 1°- gésiyet boymsha
sup{x}<supE tefisizlik ormnli. Bul tefisizlikten supE=¢  bolganlgtan
sup{x} < a tensizlik kelip shigadu.

5°. Eger wvxed{x} ushin x>p tensizlik orinlansa, onda inf{x}> g
tensizlik orinli bolad.

Bul gasiyet 4% gasiyettey dalillenedi.

6°. Eger {x} koplik joqaridan shegaralangan ham sup{x}=« bolsa, onda

VvV e>0 sanushn x>« —¢ bolatugm x’<{x} element bar.
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Dalillew. Kerisinshe uygarayiq, yagntyy v x’e{x} ushin x’'<a —&
bolatugin & >0 san tabilsin. Onda 4% qasiyet boymsha  sup{x}<a-s,

yagnly « < a — & tensizlik orinli boladi. Bul qarama- qarsiliq tastiyiqlawdin
dalili boladh.

7° Eger {x} koplik tdmennen shegaralangan ham inf{x}= 4 bolsa, onda
v &>0 sanushm x"<fg+¢ bolatugmm x"e{x} element bar.

Bul gasiyet 7°- qésiyetke ugsas dalillenedi.

R haqiyquy sanlar kopligine V xeR ushin yx- . x<,. gasiyetler
menen — oo ham + oo simvollarin biriktirip, R=R U {— oo}u {+ oo} koplikti
hasil kilamiz.

Bul simvollardin kiritiliwi shegaralanbagan kopliklerdin de dal joqarg:
ham dal tomengi shegaralarin kiritiwge mimkinlik beredi.

Eger {x} koplik joqaridan shegaralanbagan bolsa sup{x}=+w, al

tomennen shegaralanbagan bolsa, inf{x}=-w dep almadi.
8.4. Arahgqlar. Sanlar kosherinin bir neshe ules kopliklerin qaraymiz.
1°% [a,b] = {x e R:a< x<b}- [ap) kesindisi (segmenti);
2°. [a,b)={xeR:a<x<b}- (ab) yarim kesindisi (yarim intervali, yarim

segmenti);
(a,b]={xeR:a<x<b}- (ab] yarim kesindisi (yarim intervali, yarim

segmenti);

3 (a,b)={xeR:a<x<b}- (ah) intervaly;

4 (a—¢g,a+¢g) (s>0) intervall a nogattinn &—- dégeregi dep ataladu.

59 a nogqatt1 6z ishine aliwsh1 qalegen interval a nogattiri dégeregi dep
ataladi.

6% [a,+o)={xeR:x>a}- [a,+oo) Nurl;

7°. (a,+w)={xeR:x>a}- (a, +o0) yarim tuwri sizig1 ;

8°. (—o0, + ) = {x € R: — 00 < X < +00} - sanlar kosheri.
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2- BAP
SANLI 1ZBE-1ZLIK HAM ONIN LIMITI
1-§. Sanh izbe- izlik

1.1. Sanh izbe- izlik tusinigi. 1- an1qla ma. Eger har bir ,cn

natural sanga malim nizam boyinsha bazi bir «haqiyqiy san saykes qoyilsa,
onda

(Y X X eee s Xy o 1)

nomerlengen haqiyqry sanlar kopligi sanli izbe- izlik yaki izbe- izlik dep

ataladi. Har bir , can (1) izbe- izliktin elementi dep atalada.

Xn

Misallar. 1). xnzl; 1, 1 l -
n 2 3
2)y,=C-D": -1, 14, -1,1 ..,-11 ..
3) Zn:ﬂ: _l, E’_l’ 1’_ ’ﬂ’
n 2 3 4 n
4) u,=1: 1,1, .., 1, ..
5) 0,3; 0,33; 0,333, ... ,0,333...3;
N

n

6)1 1, 2, 3 5 8 13 21
7) 3 1 4

Keltirilgen musallardan korinip turganinday ayirim izbe- izliklerdin
uliwma agzalar1 formulalar arqali anlatilip, olardin hdmme elementleri usi
formulalar jardeminde tabilsa, ayirim izbe- izliklerdih elementlerin malim
gagiydalar jardeminde tabiw mumkin. Misali, 6- musalda keltirilgen izbe-
izliktin elementleri

X =1 X,=1 X,=X,,+X,4, (N=3)

gagiyda menen tabiladi. Bunday gagiydalar, adette, rekurrent gagzydalar dep

ataladi. Izbe- izlik elementleri Fibonachchi sanlar: dep ataladi.
7- misalda keltirilgen izbe- izlik 7 saninin, saykes tarde, birinshi, ekinshi

h. t. b. cifralari. = irracional san bolip, ol sheksiz, periodsiz onlig bélshek
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Korinisinde jazilatugini malim, izbe- izlik elementlerin tabiwdin malim

gagiydast joq.
Izbe- izliktin elementlerinin san1 sheksiz. bolip, bul izbe- izlik

elementlerinen duzilgen koplik sheksiz koplik te, shekli koplik te boliwi

muamkin. Misals, xnzl; 1, 1, l, 1, ... izbe- izliktin elementlerinen
n 2 3 n

duzilgen { =, = } koplik- sheksiz koplik, al

=-D": -1,1 -1,1 ..,-11 .. izbe- izliktin elementlerinen duzilgen
{~1, 1} koplik- shekli koplik.

(1) izbe- izlik penen birge
Walt Yo Yoo Yoo oo (2)
izbe- izlikti qaraymiz. {xn + yn}; Xg 4 Y10 Xp 4 Yoy ey Xp + Yy -ee izbe- izlik (l)

ham (2) izbe- izliklerdin qos:nd:st, Xy = Yo} X = V2 Xo = Yo eeis Xy = Yo oo izbe-
izlik- ay:rmasi, X, Yo FiXe Vi X Yo eees X+ Yo oo izbe- izlik- kobeymesi ham

{X_n}ﬁ LR (vneN 'y =0) izbe-izlik- gatnas: dep atalad.
Yn) Y1 Y2 Yn

Eskertiw. Eger . izbe- izliktin tek shekli sandag: elementleri

Xn} gatnasti hamme

Yn

elementler nol den 6zgeshe

nol ge ten bolsa, onda { Yo

bolatugin nomerden baslap aniglaw mamkin.
1.2. Shegaralangan izbe- izlikler. Har bir izbe- izliktin elementleri bazi
bir sanli koplik duzedi. Jogaridan shegaralangan, tomennen shegaralangan,

shegaralangan koplik tuasiniklerine tiykarlanip, biz tomendegi amqglamalarga

kelemiz.

Meyli, baz1 bir ¢ 1 izbe- izlik berilgen bolsin.

2-an1qlama. Eger vn nomer ushin x, <M (x,>m) tensizlik orinl
bolatugin m  sam ( sami) tabilsa, onda bunday izbe- izlik jogar:dan
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(tomennen) shegaralangan izbe- izlik dep, al m sani (@ san1) ¢x 1 izbe-
izliktin jogarg: (tomengi) shegaras: dep atalad:.
3-ani1qglama. Ham tomennen, ham jogaridan shegaralangan izbe-

izlik shegaralangan izbe- izlik dep atalad:.

Basqgasha aytganda, eger v n nomer ushin m<x, <M tensizlikler orinh

bolatugin » ham m sanlar: tabilsa, onda bunday izbe- izlik shegaralangan

izbe- izlik dep atalad.

Bul aniglamani basqgasha formada da beriw mamkin: eger v n nomer

ushin X, <M tensizlik orinli bolatugin  \ - san tabilsa, onda ix}

shegaralangan izbe- izlik dep ataladi.
Elementlerinen dazilgen sanl: koéplik jogaridan shegaralangan, tomennen
shegaralangan ham shegaralangan koplik bolatugin izbe- izlik, saykes tarde,

jogaridan shegaralangan, tomennen shegaralangan ham shegaralangan izbe-
izlik bolad.

Shegaralangan izbe- izlik degende hamme elementlerin bazi bir kesindinin
ishine toliq jaylastiriw mamkin bolgan izbe- izlikti tasinemiz.

Elementlerinen duzilgen sanl: kopliktin dal jogarg: (dal tomengi) shegarasi
ix,} izbe- izliktin dal jogarg: (dal tomengi) shegarasi dep ataladi ham

sup{x,} (inf{x,}) simvoli menen belgilenedi.

4-aniglama v A>0 san ushin (bul san ganday ulken san bolsa da)

ix,} izbe-izliktin |x |>A tensizlikti ganaatlandiratugin keminde bir elementi

bar bolsa, onda bul izbe- izlik shegaralanbagan izbe- izlik dep atalad:.
Bul amglama koz garasinan tek jogaridan yaki tek tomennen shegaralangan

har bir izbe- izlik shegaralanbagan izbe- izlik bolad:.
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2-§. Izbe- izliktin limiti
5-ani1qlama. Eger ve>0 sanushin 3N =N(g) nomer tabilip,

n> N nomerler ushin |x, —a/<¢ tensizlik ormnli bolsa, @ san {x,} izbe-

izliktin limiti dep ataladi ham lim x, =a yaki X, — a dep jaziladi.

nN—o0

Shekli limitke iye izbe- izlik jiynaqli izbe- izlik dep ataladi. Jiynaqli emes
(yagniy shekli limitke iye bolmagan) izbe-izlik targaliwshi izbe- izlik dep
ataladi.

Adette, (a—¢, a+¢g) interval a noqattri ¢ - dogeregi dep atalad:
hdm U (a):=(a—-¢, a+ &) dep belgilenedi.

|Xn — a| <¢ tensizlikti g — g < x<a+ & (1) tensizlik korinisinde
jazitw mumkin. Geometriya tilinde (1) tensizlik n > N nomerli x_ elementler
a noqattin ¢ - dogereginde jatatuginin bildiredi. Bul bizge jiynaql izbe- izliktin
jane bir aniglamasin beriwge mumkinshilik tuwdiradi.

6-aniqlama. Qdalegen ¢-dogereginde {x_ } izbe- izliktin baz1 bir
nomerden (albette, ¢ > 0 sanina garezli) baslap hdmme elementleri jatatugin a
noqat tabilsa, onda a san {x_ } izbe- izliktin limiti dep, al {x,} izbe- izlik
Jjiynaqli izbe- izlik dep ataladi.

E s k e r t1w. Jiynaglt hdm tarqaliwshi izbe- izliktin aniglamasian izbe-
izliktin elementlerine qalegen shekli sandagi elementlerdi biriktiriw yaki shekli
sandag1 elementlerdi shigarip taslaw bul izbe- izliktin jiynaqliligina
(tarqaliwshiligina)) tasir korsetpeytugini kelip shigadi.

/-aniqlama. Eger Va sanhim VN sanushin 3&>0 san hdm

In>N nomer tabilip, |x —a|2 ¢ tensizlik orml bolsa, {xn} izbe- izlik

limitke iye emes dep ataladi.

izbe- izliktin

H bl A H 1

Misallar. Nel. xnzi: 1, 11
n 2 3

limiti nolge ten ekenin korsetin.
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Sh e sh i w. Izbe- izliktin aniglamasi boyinsha v o~ o san ushin n>nN

nomerler ushin 1<g (2) tensizlik orinli bolatugin N — Nn(s) nomer korsetiw
n

jetkilikli. (2) tensizlikten n >1 tensizlikti alamiz. Bunnan N — n(s) nomerdi
€

N :[1] +1 dep aliwimiz mimkin ekeni kelip shigadi, bul jerde [1] _ ! on
& £ £

sannin putin bolegi.

Ne 2. x. =(-D": -1, 1, -1 1 .. , -1 1 .. izbe- izlik
limitke 1ye emesligin korseting.

Sh e sh i w. Kerisinen dalilleymiz. Meyli, berilgen izbe- izlik shekli a

limitke iye bolsin. Onda izbe- izliktin anigqlamasi boyinsha v .~ san ushin

3N =N(¢) nomer tabilip, n>N nomerler ushin ‘(—1)n —~ a‘ <¢ tensizlik orinl

boladi. Bunnan jup n nomerler ushin [1-al<e tensizlik, al taq n nomerler

ushin [1+a|<¢ tensizlik ormli bolatugim kelip shigadi. Bul tensizliklerden
2=|1-a)+1l+a)<fl-al+1l+a<e+e=2¢,

yagntyy 2<2. tefsizlikti alamz. Bul tensizlik tek . >1 sanlar ushin orinh

bolip, o<z <1 sanlar ushin orinli emes. Bul aniqlamadagi >0 sannin qalegen

qilip saylap alimiwina qarama- qarsi. Demek, berilgen izbe- izlik dimitke iye

emes.

3-§. Jiynaqh izbe- izliklerdin qasiyetleri
1-teorema. Jiynaql izbe- izlik jalgiz bir limitke iye.
Dalillew. Bul teoremani dalillew ushin bizge tomendegi lemma kerek

boladi.

Lemma. azb noqatlardin y_(ay~u_a=9 bolgan U (a) hdm

U, (b) dogerekleri bar (1- sawret).
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o%e ] o€ pog b bre
1- stwret
Teoreman kerisinen dalilleymiz. Meyli, ¢« 1 izbe- izlik eki shekli limitke

iye bolsin: limx,=a, limx,=b (a=b). Lemma boyinsha a ham o

o n—so0
nogatlardih y_(ay ~u_ a=9 bolgan U, (a) ham y_ ey dogerekleri bar.
Izbe- izliktin limitinin amglamas: boyinsha v .->o san ushin 3N’ = N7(s)
nomer tabilip, n > N’ nomerler ushin |x, —aj<¢ tensizlik ham IN"=N"(¢)
nomer tabilip, n> N~ nomerler ushin |x —b/<e tensizlik onnh bolad:
N =max(N’,N”) depalsag, n>N nomerler ushin ham |x, —aj<¢ tensizlik,
ham |x, —b|<¢ tensizlik orinli boladi. Natiyjede izbe- izliktih n> N nomerli
elementleri bir waqgitta ham U, (a) dogerekke, ham y )y dogerekke derek.
Bul u_(a) ~U_(a=9 shartke qarama- qars1. A
2-teorema. Jiynagl: izbe- izlik shegaralangan.

Dalillew Meyli limx,=a bolsin. Izbe- izliktin aniglamasi

Nn—oo

boyinsha v £>0 sanushin 3N = N(g) nomer tabilip, n> N nomerler ushin

x, —al<e yagniy a—s<X <a+g tensizlik  orninh.

a+¢g

) ) b LR |

a-—¢ xy| Ssanlardmn en ulkenin nm  dep belgilesek, v n

Xq

Xq

nomer ushin  |x <M  tensizlik oninl boladi. Bul g 1 izbe- izliktin
shegaralanganligin bildiredi. A

Eskertiw. Bul teoremaga keri tastiyiglaw, uliwma alganda, orinh
emes: galegen shegaralangan izbe- izlik jiynaqgli boliwi shart emes.

Misah, x,=(-1)": -1, 1, -1, 1, ... , -1, 1 ... izbe- izlik

shegaralangan, biraq limitke iye emes.
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3-teorema. Eger jiynagl: izbe- izliktin hamme elementleri (en

bolmaganda baz: bir nomerden baslap) x,>p (x,<q) tensizlikti

ganaatlandirsa, onda bul izbe- izliktin  a limiti de us: tensizlikti

ganaatlandiradi: a>p (a<q).
Dalillew Meyli, 1 izbe- izliktin hamme elementleri (en
bolmaganda bazi bir n' nomerden baslap) x, > p tensizlikti ganaatlandirsin

ham |im x, =a bolsin, biz bul izbe- izliktih a limiti ushin a>p tensizlik orinl

n—o

bolatuginin korsetemiz.

Teoremani kerisinen dalilleymiz. Meyli, a< p bolsin. Onda izbe- izliktin
limitinin anmiglamas: boyinsha .-p-a san ushin 3N —N() NOMer
tabilip(bul nomerdi ~' nomerden ulken bolatugin gilip alamiz), n~n~ nomerler
ushin |x, —al<e  yagmy |x,-a<p-a tensizlik onnh. Bul tensizlik
—(p—a)<x,—a<p-a tensizliklerge ekvivalent. Bul tensizliklerdin
ekinshisinen n>nN nomerler ushin x_ < p tensizlik kelip shigadi. Al bul

teoremanin shartine garama- garsi. Bul jagday ushin teorema dalillendi.

x, <q bolgan jagday da usigan ugsas dalillenedi. A

Eskertiw Eger jiynagh izbe- izliktin hamme elementleri (en
bolmaganda bazi bir nomerden baslap) x,>p (x,<q) Qqatal tensizlikti
ganaatlandirsa, onda bul izbe- izliktin a limiti de a>p (a<q) qatal

tensizlikti ganaatlandiriwi shart emes.

Misali, x, =1/n izbe- izliktin hamme elementleri on sanlar, biraq bul izbe-

izliktin limiti nolge ten: lim L —o.

n—oo N
Mina teorema da 3- teoremaday dalillenedi.
4-teorema Egerjivnaql izbe- izliktin a limiti a>p (a<q)

tensizlikti qanaatlandirsa, onda bul izbe- izliktin hamme elementleri (en
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bolmag¢anda bazi bir nomerden baslap) x,>p (x,<Qq) tensizlikti
qanaatlandiradh.

Saldar. Egerjiynaql izbe- izliktin limiti on (teris) bolsa, onda bul izbe-
izliktin hamme elementleri (en bolmaganda bazi bir nomerden baslap) on (teris)
sanlar bolad.

5-teorema. Egerjiynaqh {x  hdm (y  izbe- izliklerdin hdamme
elementleri  (ern bolmaganda bazi bir nomerden baslap) x <y (x,=>y.)

tensizlikti qanaatlandwrsa, onda bul izbe-izliklerdin limitleri de usi tensizlikti

qanaatlandiradi: limx, <limy, (limx, >limy,).
N—o0 N—o0 N—o0

n—oo

Dalillew. Meyli, limx,=a, limy,=b bolsin. a<p bolatuginin

n—o0 n—o0
dalilleymiz.
Teoremani kerisinen dalilleymiz. Meyli, teoremanin shartleri ormlanganda

a>b bolsm. Onda a>c>b bolatugin . san bar. Demek, |imx, =a hdm a-c.

N—o0

4- teorema boyisha en bolmaganda 5y nomer tabilip, n~ N’ nomerler ushin

x, >c. Somn menen birge limy,=b ham b<c. 4- teorema boymsha ef

n—o

bolmaganda 5N~ nomer tabilip, n>n~~ nomerler ushin  y <c. Eger
N —max(N’, N7y dep alsag, n>nN nomerler ushin hidm » -, hdm y, <c
tensizlik orinli boladi. Bunnan n> N nomerler ushin x, >y, bolatugimn kelip
shigadi. Bul teoremanif shartine qarama- qarsi.

ax>b tefsizlik te usigan uqgsas dalillenedi. A

Saldar. Egerjiynaql izbe- izliktin hamme elementleri bazi bir kesindige
derek bolsa, onda bul izbe- izliktin limiti de usi kesindige derek boladh.

6-teorema. Meyli, (x v ham {y 1 - limitleri a sanga ten jiynaqli izbe-

izlikler bolsin. Eger {; y izbe- izliktin hdmme elementleri (en bolmaganda bazi
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bir nomerden baslap) « <, <y tensizliklerdi ganaatlandirsa, onda {; }
izbe- izlik te jiynaql bolip, limiti a sanga ten.
Dalillew. Izbe- izliktin limitinin aniqlamasi1 boyinsha
limx,=a=Vve>03IN'=N'(¢) n>N" [|x,—a<e¢,

N—o0

limy,=a=Ve>03IN"=N"(¢) n>N" |y, —-a<e

nN—o0

Eger N —max(n,n7y  dep alsag, onda  n>n~N  nomerler ushin ham
a—-e<X,<a+e¢, ham a—-e<y <a+¢ tensizlikler orinl boladi. Teoremanin

shartinen a—s<x, <2, <y, <a+e tensizliklerge iye bolamiz. Bul
tefisizliklerden a—s<z,<a+¢, Yagnmy |z, —a|<e tensizlik kelip shigad.

Demek limz, =a boladi eken. A

N—o0

Bul teorema, adette, izbe- izlikler ushin eki jaglap shegaralaw principi
dep atalad:.

3.1. Sheksiz kishi izbe- izlikler. 8-ani1qglama. Limiti nolge ten izbe-
izlik sheksiz kishi izbe- izlik dep atalad:.

Misallar. Nel. o _1 izbe- izliktia limiti nolge ten ekenin korsettik

n
(2- § Ne 1- misal). Demek, bul izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik.
Ne 2. a,=q" (jq<1) izbe- izliktin sheksiz kishi izbe- izlik ekenin
korsetin.

Sh e sh i w. [g<1 tensizlikten 1.1 (q=0) tensizlik kelip shigadi.

d
1 , 1 ) .
Bunnan ﬂ:1+oz (¢>0) ham —=(1+a)" (neN) dep jaziwimz
q
muamkin. l+a)">1+n-« Bernulli ~ tensizliginen  paydalanip,
" < 1 1 tensizlikke iye bolamz.

1+n-a n-«

Endi v o->0 Sanushin izbe- izliktin limitinin aniglamas: boyinsha n > N

nomerler ushin g <& bolatugin N =N nomerdi korsetiwimiz kerek.
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Bunin ushin i<g tensizlikten n>i tensizlikti alamiz ham
n-a a-&

al
1-|q|

Izbe- izliktin limitinin aniglamasinan paydalanip mina teoremani dalillew

N(e) =[]+ 1=[ 151 dep alw jetkilikli.
a-&

quy1n emes.

7- te orema. Eki sheksiz kishi izbe- izliktin qos:nd:s: (ay:rmasz) sheksiz
kishi izbe- izlik.

S al dar Shekli sandag: sheksiz kishi izbe- izliklerdin algebral:q
gos:nd:s: sheksiz kishi izbe- izlik.

8- t e o r e m a. Shegaralangan izbe- izliktin sheksiz kishi izbe- izlikke
kobeymesi sheksiz kishi izbe- izlik.

Dalillew. Meyli, « - shegaralangan, al -y, i sheksiz Kishi izbe-
izlik bolsin. Shegaralangan izbe- izlik aniglamas: boyinsha vnen  Ushin

x,]<M  tensizlik orinlanatugin M >0 san bar. Sheksiz kishi izbe- izlik

aniglamasi1 boyinsha v .o san alinsa da ./ a~o San ushin 3y  nomer
tabilip, n>n~N nomerler ushin |o, |<&/A tensizlik orinl. Koébeymenin moduli

moduller kobeymesine ten ekenin esapga alip, n>N nomerler ushin

|xn-an|:\xn-|an”<A-%=g tensizlik orinli bolatugimn koremiz. Al bul

{x,-a,} izbe-izlik sheksiz kishi izbe- izlik ekenin bildiredi. A

S al d ar. Sheksiz kishi izbe- izliklerdin kobeymesi sheksiz kishi izbe-
izlik.

9-teorema. g} izbe- izliktiz limiti a sanga (shekli) ter boliw:
ushin o, = x, —a izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik boliw: zdrur ham jetkilikli.

Haqiygattan da, meyli, limx =a bolsin. 1zbe-izliktin limitinin

n—

aniqlamasi boyinsha Ve san ushin 3N = Nn¢e) nomer tabilip, n>n~ nomerler
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ushin |x, —a<e tefsizlik orinl. Eger _ .—x, —a dep belgilesek, onda |, |< ¢
bolip, bul ., 1- sheksiz kishi izbe- izlik bolatuginin bildiredi.

Endi, meyli, (x 1 izbe-izlik ham a san berilgen bolip, a, =x, —a izbe-
izlik sheksiz kishi izbe- izlik bolsin. Onda V& san ushin 3N =N NOMer
tabilip, n>n~ nomerler ushin |o, |<cyagny |x,—aj<e tensizlik onnl. Bul
{x,} izbe-izliktin limiti a sanga tef bolatuginin bildiredi. A

Solay etip, limiti a sanga (shekli) ten jiynaql izbe- izliktin » elementin
x, —a+a, arnawl kériniste jazaw mamkin, bul jerde ., _ bazi bir ¢, 1 sheksiz
Kishi izbe- izliktin elementi.

3.2. Jiynagh izbe- izlikler ustinde arifmetikaliq ameller.

10-teorema Jiynagl (: ham g, 1 izbe- izliklerdiz qosind:s:
jrynaglz izbe- izlik bolip, limiti ¢ +  ham ¢, 1 izbe- izliklerdiz limitlerinin
gos:nd:s:na ten.

Dalillew. Meyli, limx, =a ham limy, =b bolsmn. Bul jiynaqli izbe-

nN—oo nN—oo

izliklerdifi elementlerin arnawli koriniste jazip alamiz: yx _ 54, ham
y. —=b+ ., bul jerde , hadm j - sdykes tirde bazi bir {, y hdm (s 1 sheksiz
Kishi izbe- izliklerdin elementleri. Bul tenliklerden (x, +y,)—(a+b)=«a, + 3,
tenligi kelip shigadi. Eki sheksiz kishi izbe- izliktin qosindisi sheksiz kishi izbe-

izlik bolganhqtan 9- teorema boymnsha x 3 ham ¢, 1 izbe-izliklerdin

{x, + v, }qosindisi jiynaqli izbe- izlik bolip, limiti a+bqosindiga tefi boladi. A
11-teorema. Jiynagh {x y ham {y \ izbe- izliklerdin aywrmas: jiynaqh
izbe- izlik bolp, limiti {x y hdm {y \ izbe- izliklerdin limitlerinin ayirmasina
ten.
12-teorema. Jynaqh {xy hdam gy ) izbe- izliklerdin kobeymesi
Jwnagql izbe- izlik bolp, limiti {x y hdm (y \ izbe- izliklerdin limitlerinin

kobeymesine ten.
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Dalillew. Meyli, limx, =a hdm limy, =b bolsin. Bul jiynagl izbe-

nN—oo N—o0

izliklerdin elementlerin arnawli koriniste jazip alamz: x _a. ., ham
y. —=b+ ., bul jerde , hadm j - saykes tirde bazi bir {, y ham (s 1 sheksiz
Kishi izbe-izliklerdin clementleri. Bul tenliklerden
(X, -y.)—(a-by—a- B, +b-a, +a, - p. tenligi kelip shigadi. 8- teorema ham

onin saldar1 boyinsha bul tenliktin on tarepinde sheksiz kishi izbe- izlik elementi

tur. Bunnan 9- teorema boymsha {1 ham ¢y 1 izbe- izliklerdin {x,-y,}
kobeymesi jiynaqli izbe- izlik bolip, limiti a.b kobeymege ten bolatugini kelip
shigadi. A
Saldar. Jiynaqh (x  izbe- izliktin ¥ ceR sanga kébeymesi jiynaqli
izbe- izlik bolip, limiti {x_y izbe- izliktin limitinin . sanga kébeymesine ten.
1-lemma. Eger {y ) izbe- izliktin limiti v (b=0) Sanga ten bolsa,

onda en bolmaganda bazi bir nomerden baslap @} ham gy izbe- izliklerdin

gatnast bolgan {1} izbe- izlik aniglangan ham bul izbe- izlik shegaralangan.
Yn

b

Dalillew. b=o ekenin esapqa alip, e =— dep alamiz. Izbe- izliktin

limitinin aniqlamas1 boymnsha usi ¢>0 san ushmm 3N =N(¢) nomer tabilip,

b
n>N  nomerler ushin |y, —bj<e, yagny |y, —b/< U tensizlik ormli.
b
b=(b-vy,)+y, birdeylikten [o|<b-y,|+|y,|< g +|y,|  tensizlikke iye
bolamiz. Bul tefisizlikten n>nN nomerler ushin |y, | >% tensizlik kelip

shigadi. Bul tensizlik n nomerden baslap ¢, 1 izbe- izliktin elementleri

nolden 6zgeshe bolatuginin hdm usi nomerden baslap {1} izbe- izlikti qaraw
Yn
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1

Yn

<2 tensizlikti alw

mumkin ekenin bildiredi. Bul tensizlikten jane b

mumkin. Al bul v nomerden baslap alingan {1} izbe- izlik shegaralangan

izbe- izlik bolatuginin anlatadi. A

13-teorema. Jiynagh {x hdm limiti nolden ézgeshe {y \ izbe-

izliklerdin qatnasi en bolmaganda bazi bir nomerden baslap anmqlangan jiynaqli
izbe- izlik bolip, limiti {x_ y hdm gy izbe- izliklerdin limitlerinin qatnasina ten.

Dalillew. Meyli, Ilimx,=a ham |limy =b=0 bolsin. Lemma

N—o0 n—oo

boymsha bazi bir n nomerden baslap ¢y, 1 izbe- izlikti elementleri nolden

6zgeshe bolip, {1} izbe- izlik aniglangan ham bul izbe- izlik shegaralangan. Biz
Yn

{Xn_a} izbe- izlik sheksiz izbe- izlik ckenin korsetiwimiz jetkilikli. Bunif
Yo b

ushin ﬁ_ﬂzw

tenlikten paydalanammz. ¢« y ham ¢, 1 izbe-
Yn b Yn- b

izliklerdin elementlerin arnawl koriniste jazip alamz: x _ 5., ham

y. —b+ .. Natiyjede x,-b-y,-a=(@+a,)-b—(b+23,)-a=b-a,—a: g,

tenlikke iye bolamiz. Demek, ﬁ—ézi(b-an—a-ﬂn)- Endi {1} izbe- izlik
Yo by Yo

shegaralangan izbe- izlik, al {b-«, —a-B,} izbe- izlik eki sheksiz Kishi izbe-
izliktin ayirmasi sipatinda sheksiz kishi izbe- izlik bolganligtan 8- teorema

boyinsha bul tenliktin on jagindag: anlatpa sheksiz kishi izbe- izlik elementin

beredi. Bunnan IimX“:E teflik kelip shigadi. A

o Yy

3.3. Sheksiz ulken izbe- izlikler. 9-aniqlama. VY A>0 san ushin
(bul san ganday tlken san bolsa da) 3N =N(A) nomer tabilip, n>N nomerler
ushm |x,|> A tensizlik ormli bolsa, onda bunday (x_} izbe- izlik sheksiz ilken

izbe- izlik dep ataladi.
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Qolayliliq ushin g 1 sheksiz ulken izbe- izliktin limiti sheksiz, yagniy

lim x, =0 dep jazilad.

n—oo

Eger V¥ A>0 san ushin (bul san qanday ulken san bolsa da) 3N =N(A)
nomer tabilip, n>N nomerler ushin x -~ A (x, <—a) tensizlik orml bolsa,
onda bunday (x i izbe- izliktin limiti +. ke (-« ke) tef dep alinadi ham

lim x, =+o0  (lim x, =—o0) dep jazilad.

n—oo N—o0

Limiti sheksiz izbe- izlik tarqaliwshi izbe- izlik boladi.

E skertiw. Har bir sheksiz tlken izbe- izlik shegaralanbagan izbe- izlik,
biraq har bir shegaralanbagan izbe- izlik sheksiz ulken izbe- izlik boliw1 shart
emes. Sebebi, sheksiz tlken izbe- izlik ushin V A>0 san almsa da |x,|> A
tensizlik usi izbe- izliktin baz1 bir nomerden baslap hdmme elementleri ushin
ormli, al shegaralanbagan izbe- izlik ushin bul izbe- izliktin us1 tefisizlik ornli
bolgan bir elementin korsetiw jetkilikli. Misali,
1, 2, 1 4, .. , 1 2n, ... izbe- izlik shegaralanbagan izbe- izlik, biraq
sheksiz ulken izbe- izlik emes, sebebi v aA-1 san ushin izbe- izliktin taq
nomerli elementleri a sannan tlken emes.

Misallar. Nel. x,=(-1)"n: -1, 2, -3, 4, ... izbe- izlik sheksiz

lken izbe- izlik, sebebi ‘(—1)”n =n bolip, VA>0 san almsa da n>a

tensizlikti qanaatlandiratugin ne N san hardayim tabiladi.
Ne2. x —_n ham vy, =n izbe- izlikler de sheksiz tlken izbe- izlikler,

olardin limitleri, saykes tarde, limx, =—ow ham limy, =+ boladi.

nN—o0 N—o0

14-teorema. Eger (x 1- sheksiz ulken izbe- izlik bolsa, onda bazi bir

nomerden baslap aniglangan {1} bolshek sheksiz kishi izbe- izlik, al eger ¢, 1

X

sheksiz kishi izbe- izliktin hamme elementleri (err bolmaganda bazi bir nomerden
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baslap) nolden ozgeshe bolsa, onda {i} bolshek sheksiz ulken izbe- izlik

oy

boladl.

Dalillew. Daslep teoremanin birinshi bolegin dalilleymiz. x 1

sheksiz ulken izbe- izliktin tek shekli sandag1 elementleri gana nol ge ten boliw1

mumkin. Somi ushin bazi bir ~ nomerden baslap g ham g« 1 izbe-

izliklerdin qatnas1 bolgan {1} bolshekti qarawimiz mumkin. Us1 bolshek

X

sheksiz kishi izbe- izlik bolatugimnin dalilleymiz. >0 san alamz. Sheksiz

tlken izbe- izlik aniglamasi boymsha ! on sanushin 3N nomer (bul nomerdi

&

N’ nomerden tlken qilip alamiz) tabilip, n> N nomerler ushin |x|> 1 tensizlik
&

orinli1 boladi. Bul tensizlikten ﬁ -
X

n X X

L s tensizlik kelip shigadi. Bul {1}

n n

izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik ekenin bildiredi.
Teoremanin ekinshi bolegin dalillew ushin ¢, 1 sheksiz kishi izbe- izliktin

hamme elementleri (en bolmaganda bazi bir nomerden baslap) nolden 6zgeshe

dep uygaramiz. V A>0 san alamiz. {, } sheksiz kishi izbe- izlik bolganhqtan

1 1 L.
i on san ushin 3N nomer tabilip, n> N nomerler ushin \an\<x tensizlik

1

orinli. Bunnan

(04

n n

A tensizlik kelip shigadi. Bul {i} izbe- izlik

o

sheksiz ulken izbe- 1zlik ekenin bildiredi. A

4-§. Monoton izbe-izlikler

Meyli, baz1 bir {x,, } izbe- izlik berilgen bolsin.
10-an1qlama. Eger izbe- izliktin har bir kelesi elementi aldingi

elementinen kishi (ulken) bolmasa, yagnty vneN nomer ushm
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X, <Xy (X, =X,,) tensizlik orml bolsa, onda bunday {x } izbe- izlik

osiwshi (kemiwshi) izbe- izlik dep ataladi.

Eger izbe- izliktin har bir kelesi elementi alding1 elementinen tlken (kishi)
bolsa, yagntyy v nenN nomerushin x, <x.,, (X,>X,,) tensizlik orinli bolsa,

onda bunday {x_,} izbe- izlik gatal osiwshi (qatal kemiwshi) izbe- izlik dep

ataladi.
Misall, 1 22 333 .. . nn,...n .. lzbe-izlik 6siwshi, al
n
2, 2%, 2%, , 2", izbe- izlik qatal 6siwshi izbe- izlik.
Sonday- aq, , 11 111 11 1 zbe- izlik
) 2’ 2’ 3’ 3’ 3’ ) n 7 n b b n1
kemiwshi, al x —n*1. 2 34 N+l izhe izlik gatal
n 1 2 3 n
kemiwshi izbe- izlik. Haqiyqatinda da,
n+2 n+1 1 . L
Xpq — Xy = - =— <0, Yyagnly x, > x,,, tensizlik orml.
" 4+l n n(n+1) yagnty '

O'siwshi (qatal 6siwshi) ham kemiwshi (gatal kemiwshi) izbe- izlikler,
uliwma atama menen, monoton izbe- izlikler dep ataladi.

Hér bir monoton izbe- izlik bir tarepten (yaki joqaridan, yaki tobmennen)

shegaralangan. Haqiyqatinda da har bir 6siwshi (qatal o6siwshi) izbe- izlik
tomennen shegaralangan (tomengi shegarasi sipatinda birinshi elementin aliw
mumkin), al kemiwshi (qatal kemiwshi) izbe- izlik joqaridan shegaralangan
(Jogarg: shegarasi sipatinda birinshi elementin aliw mimkin).

Demek, 6siwshi (qatal 6siwshi) izbe- izlik shegaralangan boliw1 ushin bul
izbe- izliktin joqaridan shegaralangan, al kemiwshi (qatal kemiwshi) izbe- izlik

shegaralangan boliw1 ushin bul izbe- izliktin témennen shegaralangan boliw1

zarur ham jetkilikli boladr eken.
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15-teorema. Jogaridan shegaralangan osiwshi (qatal ésiwshi) izbe-
izlik  jiynagh. Eger osiwshi (qatal osiwshi) izbe- izlik jogaridan
shegaralanbagan bolsa, onin limiti + o bolad.

Dalillew. Daslep teoremanifi birinshi bolimin dalilleymiz. Meyli, (x 1
izbe- izlik joqaridan shegaralangan 6siwshi (qatal 6siwshi) izbe- izlik bolsin.
Bunday izbe- izliktin elementlerinen duzilgen koplik joqaridan shegaralangan,
sonligtan onin dal joqargr shegarasi bar, bul shegarani a dep belgileymiz:

a=sup{x,}.- Ust a san (x: izbe- izliktin limiti bolatugmimn korsetemiz.

n

Birinshiden, kopliktin joqarg1 shegarasinii aniqlamasman Vv n nomer ushin
X, <a (1) tensizlik orinli. Endi v >0 saylap alamiz. Kopliktin dal jogargi
shegarasmin aniqlamasi boymsha ¢ 1 izbe- izliktih 5 _ . <, (2) tensizlikti
qanaatlandiriwshi keminde bir ,  element bar. ¢ 1 izbe- izlik 6siwshi (qatal
Osiwshi) izbe- izlik ekenin esapga alip, n>N nomerler ushin
Xy <%, (xy <x,) bolatugmnm koremiz. Bul tensizlikten ham (2) tensizlikten

n>N nomerler ushin a-e&<x, tensizlikti alamiz. Bul tensizlikti (1) tensizlik

penen biriktirip, a— & <x, <a<a+¢ tensizliklerge iye bolamiz. Demek, n> N

nomerler ushin |x, —a| <& ormli eken, al bul limx, =a bolatugmnin korsetedi.

n—

Endi teoremanin ekinshi bodlegin dalilleymiz Meyli, {x 1- joqaridan
shegaralanbagan 6siwshi (qatal ¢siwshi) izbe- izlik bolsn. Onda VvV A>0 san
ushin (bul san qanday ulken san bolsa da) 5N nomer tabilip, x . ~ A tefsizlik
ormnli boladi. (x 1- 6siwshi (qatal 6siwshi) izbe- izlik bolganhqtan n> N
nomerler ushm x, >x.. (X, >Xy), sonliqtan y - A tefsizlik ormnl. Bul

lim x, =+ bolatuginin bildiredi. A

n—oo

Eskertiw. Osiwshi (kemiwshi) jogaridan (tomennen) shegaralangan

izbe- izliktin elementleri onin limitinen alken (kishi) emes.
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Mina teorema da 15- teoremaga uqgsas dlalillenedi.

16-te orema. Tomennen shegaralangan kemiwshi (qatal kemiwshi)
izbe- izlik jiynaqh. Eger kemiwshi (qatal kemiwshi) izbe- izlik tomennen
shegaralanbagan bolsa, onin limiti — o boladh.

Saldar. Monoton izbe- izlik jiynagh boliwr ushin bul izbe- izlik

shegaralangan boliwi zarur ham jetkilikli.

5-§. Monoton izbe-izliktin limiti haqqindag teoremalardim qollamwlar:
51. e sam. x =(1+ 1)n izbe- izlikti qaraymiz.
n

a) Bul izbe- izlik gatal 6siwshi.
Berilgen izbe- izliktin qonsi elementlerinin gatnasin tabamiz:

n+1 n
ﬂz(l"‘ 1 )I’Hl:(l_'_l)n_ (n+2) n

X, n+1 n" (n+D™M(n+D)"
B n2+2n]n+1'n+1_ 1 aon+l
(n+1)? n (n+1)? n

Bernulli tefsizligi boyinsha

1 e n+1 n
[1-—]">1- > = :
(n+1) (n+1)° n+1

n n+1

e X
Nétiyjede vneN ushmn >
n+l n

X

=1, yagnty x_ . >x, bolatugini

kelip shigadu.
b) Bul izbe- izlik shegaralangan.

Vk>1 ushin kr=2%?* tensizlik orinli. N yuton binomi boyinsha

1., ok 1 Nk 1
X, =@+>=)"=1+>Cl—=2+>Ch—=
n k=1 n k=2 n
nin(n-1)...(n-k+1) n1 1 2 k-1
=24+ — =24+ —(1-9(1-9)...0—-—)<
Z::k n Zﬁk!( n)( n) ( n )
no1 1
£2+£F :3—2n_1<3
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tensizlikti alamiz. Demek, v ne N Ushin o< x_ <3.

15- teorema boyinsha berilgen izbe- izlik jiynagl:.

11-aniqlama. x =(1+ E)” izbe- izliktin limiti € san: dep ataladi:
n

lim@+ 1)n =e.
n

Bul san matematikada ahmiyetli rol” oynaydi.

17-teorema. e saniirracional san.

Bul teoreman1 oqiwshi 6z betinshe dalillewi mumkin.

5.2. Birinin ishine biri jaylasqan kesindiler principi.

12-ani1qlama. Eger [a,b], [a,,b,], ... , [a,b,], ...Kesindiler
izbe- izliginin har bir kesindisi kelesi kesindide jaylasqan bolsa, yagniy

vneNushin [a_ . b .]c[a,, b,] qatnas orml bolsa, onda bunday izbe- izlik

n+1°

birinin ishine biri jaylasqan kesindiler sistemast dep ataladi. Eger bul sistema
kesindilerinin uzinliglarinan duzilgen izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik bolsa,

onda bunday sistema tartiliwshi  sistema dep ataladi.

17-te o r e m a. (Kantordin kesindilerdin tartiliwshi sistemas1 haqqindagy).
Kesindilerdin tartiliwshi sistemasimin har bir kesindisine derek bolatugin noqat

bar ham bul noqat jal$iz birew.
D alille w. Daslep tartiliwshi sistemanin har bir kesindisine derek

bolatugin ¢ nogat jalgiz birew bolatugmmin korsetemiz. Haqiyqatinda da,

sistemanin har bir kesindisine derek bolgan jane bir d c noqat tabilsa, onda

aniqliq ushin d >c dep alip, biz sistemanin hamme [a,,b,] Kkesindilerine derek
bolgan  [c,d] kesindini alamiz. Onda wvneNushmn b, -a,>d-c>0

tensizlik orinli boladi. Bunday boliwi mumkin emes, sebebi sistema tartiliwshi

bolganhqtan lim(b, —a,) =0. Demek, tartiliwshi sistemanin har bir kesindisine
n—o0

derek bolatugin ¢ nogat jalgiz birew bolad1 eken.
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Endi sistemanin har bir kesindisine derek bolatugin ¢ nogat bar ekenin
korsetemiz. Kesindiler sistemasi tartiliwshi bolganliqtan sistema kesindilerinin
shep shegaralarimin {a_} izbe- izligi 6siwshi, al on shegaralarinin {b,} izbe-
izligi kemiwshi. Bul eki izbe- izlik te shegaralangan bolganliqtan (elementleri
[a;,b,] kesindige derek) jiynaqli. (b —a_} izbe- izlik sheksiz Kishi izbe- izlik
bolganhqtan {a,} ham {b,} izbe- izlikler uhiwma c limitke iye bolad1. 15-
teoremaga eskertiwden a, <c<b, tensizlikler kelip shigadi, yagnty c¢ noqgat
sistema kesindilerinin har birewine derek boladi. A

17-teorema birinin ishine biri jaylasqan kesindiler principi dep ataladi.

E s k e r t 1 w. Birinin ishine biri jaylasqan intervallar (yaki yarim
intervallar) tisinigin de kirgiziwimiz mamkin. Biraq bularga garata 17- teorema,

uliwma aytqanda, orinli emes. Misali, (0,1), (O,%), (0,1), , (0,1),

L -
intervallar birinin ishine biri jaylasqan intervallardin tartiliwshi sistemasin
dizedi. Biraq bul sistemanif har bir intervalina derek noqat joq (bunday jalgiz
nogat 0 noqat boliw1 mumkin edi, biraq O noqat sistemanin hesh bir intervalina

derek emes).

6-§. Ules izbe- izlikler. Bol'cano- Veyershtrass teoremasi
Bazi bir {x_} izbe- izlikti hdm k,, k,,...,k,,... on putin sanlardin qatal
osiwshi izbe- izligin qaraymiz. {x_} izbe- izlikten ki, k,,...,k,,... nomerli
elementlerdi saylap alamiz ham olardi us1 nomerlerdin 6siw tartibi boyinsha

jaylastiramiz. Natiyjede jana x,, X,

, X o oo izbe- izlik alamiz.

Bul izbe- izlik {x,} izbe- izliktin dles izbe- izligi dep ataladi ham {x, { dep
belgilenedi. Dara jagdayda, {x } izbe- izliktin 6zi de bul izbe- izliktin k, =n
nomerli ules izbe- izligi dep karaliwi mumkin.

Izbe- izlik limitinin amqlamasinan tikkeley kelip shigatugin eki

tastiyiqlawdi keltiremiz.

65



1°. Eger izbe- izlik limitke iye bolsa, onda oniri qdlegen iiles izbe- izligii
de sol limitke iye boladl.

20, Eger izbe- izliktin hdmme ules izbe- izlikleri jiynagl bolsa, onda
olardin bari birdey limitke iye boladi (dara jagdayda izbe-izliktin ozi de sol
limitke iye boladl).

Eskertiw. lzbe- izliktin ayirim tles izbe- izliklerinin limitinin bar
boliwinan berilgen izbe- izliktin limitinin bar boliwi hardayim kelip shiga
bermeydi. Misali, x,=(-)"": 1, -1, ... , 1 -1, ... izbe- izliktin
X, ;=1 ham x, =-1 ules izbe- izlikler jiynaqli bolip, saykes tirde, 1 ham -1
ge ten limitke 1ye. Biraq berilgen izbe- izliktin 6zi limitke iye emes. Demek,
limitke iye emes izbe- izliktin tles izbe- izlikleri limitke iye boliw1 mumkin
eken.

Mina tastiyiqlaw da 1° tastiyiqlawga uqsas dalillenedi: sheksiz iilken izbe-
izliktin har bir ules izbe- izligi sheksiz uilken izbe- izlik.

13-an1qlama. Eger nogattin gqalegen dogereginde izbe- izliktin
sheksiz kop elementleri jaca, onda bul nogat izbe- izliktin limit nogati dep
ataladi.

14-an1qlama. Eger izbe- izlikten bazi1 bir nogatga jiynaqli ules izbe-
izlik ajiratip aliw mamkin bolsa, onda bul noqat izbe- izliktin limit nogati dep
ataladi.

Bul eki aniglama ekvivalent.

2- 1 e mma. Har bir jiynaql izbe- izlik ozinin limitine ten jalgiz bir
limit nogatina iye.

Dalillew Meyl, limx,=a bolsin. Izbe- izliktin limitinin

n—o0
aniglamasi boyinsha a noqattin galegen & — dogereginde izbe- izliktin bazi
bir nomerden baslap hamme elementleri (sheksiz kép) jatadi. Demek, a nogat

{x,} izbe- izliktin limit nogati. 1°- tastiyiqlaw boymsha {x_} izbe- izliktin
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qalegen tules izbe- izligi a noqatqa jiynagli. Demek, 14- aniqlama boyimnsha
{x,,} izbe-izliktin a noqattan basqa limit noqati joq. A
Bul lemma jiynaqli bolmagan izbe- izlikler ushin orinli emes. Misali,

shegaralangan 1 o 1 1, 1 1. 1 jzbe izliktih x=0 ham

2 237 3 'n n
x =1, eki limit noqgat1 bar. Al [0,1] kesindidegi racional sanlar izbe- izligi
shegaralangan, biraq v x <[0,1] san bul izbe- izliktin limit noqat1 boladi.
15-an1qlama. Izbe- izliktin en tlken (eh kishi) limit noqat1 us1 izbe-

izliktin  jogarg: (tdmengi) limiti dep ataladi ham limx, (limx,) simvoli

n—oo N
menen belgilenedi.
Saldar. lzbe- izliktin jiynaqhili onin tomengi ham jogqari limitlerinin
tenligine ten kushli.
18- t e o r e m a (Bolcano-Veyershtrass teoremasi). Hdr bir
shegaralangan izbe- izlikten jiynaqli ules izbe- izlik ajiratip aliw mumkin.

Dalillew. Meyli, {x,} izbe- izlik shegaralangan bolsin. Onda bul

izbe- izliktin hamme elementleri bazi bir [a,b] Kesindige derek dep uygariw
mumkin: v ne N ushin x, €[a,b].

[a,b] Kesindini [a, a+b]’ [a+b,b] kesindilerge bolekleymiz. Bul

2 2

kesindilerdin {x,,} izbe- izliktin sheksiz kop elementi jaylasqanin [a,,b/] dep

belgileymiz. [a;,b] kesindinin uzinhgi b;a ge ten. Endi [a;,b,] kesindini

[a,, al;bll, [a1+b1,b1] kesindilerge bolekleymiz. Bul kesindilerdin (x

2
izbe- izliktin sheksiz kop elementi jaylasqanin [a,,b,] dep belgileymiz.

[a,,b,] kesindinin uzinligl b—Ta na ten. Bul processti dawam etiw natiyjesinde
2

[al’bl]’ [a2’b2]’ ’ [an’bn]’

kesindiler izbe- izligin alamiz. Bul izbe- izlik kesindileri ushin

67



[a;,.b]1>[a,,b,]2 ... ol[a,,b,]>

qatnas orinli bolip, lim(b, —a,)= |imb;na:o tenlik ormli, yagniy bul

n—oo

kesindiler tartiliwshi sistema dizedi. Birinin ishine biri jaylasqan kesindiler

principi boymnsha lima, =limb, =ce[a,,b,] (VneN).

n—o0o n—o0

Endi {x,} izbe-izliktin [a,b] kesindige derek bazi bir x, elementin,
[a,.b,] kesindige derek bazi bir x, (k <k,) elementin h. t. b. [a,b,]
kesindige derek bazi bir x,  (k; <k, <...<k,) elementin h. t. b. saylap
alamiz. Natiyjede {x_} izbe- izliktin {xkn} (k; <k, <...<k, <...) dles izbe-
1zligi hasil boladi. Bul izbe- izliktin elementleri ushin duziliwi boyinsha v n e N

ushin  a, <x, <b, tensizlikler ormli. 6- teorema boymsha limx, =c tenlik

kelip shigadi. A
18- teorema qalegen shegaralangan izbe- izliktin limit noqatlarmin kopligi
qalay duzilgenin tusindirip beredi. Eger y y izbe-izliktin témengi limitin

n—o0

x:=lim x_, al jogarg: limitin x:=lim x, dep belgilesek, onda izbe- izliktin
N

hamme limit noqatlart [x, x] kesindide jatadi, sonih menen birge eger izbe-

izlik tarqaliwshi bolsa, bul izbe- izlik keminde eki x ham x limit nogatlarga

iye boladi. Biz joqarida qaragan 1 1_3 1 1_13 1_1“_'
2

2" 3’ 3 n n

izbe- izlik
tek eki x=0 ham x=1 limit nogatga iye izbe- izlikke misal boladi. Al [0,1]
kesindide jatiwshi racional sanlar izbe- izligi limit noqatlart [x, x] kesindisin
toliq qaplaytugin izbe- izlikke misal bolads, bul jerde x=0, x=1.

Tomendegi koplikler limit noqatlarinin kopligi bolatugin izbe- izliklerge
musallard1 afsat quriw mumkin: 1) aldinnan berilgen shekli sandagi

a,,a,,...,a, sanlar kopligi; 2) aldinnan berilgen sheksiz a, a,,..., a

ny---
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sanlar izbe- izligi (bul jagdayda {a,} izbe- izliktin har bir limit nogat1 qurilgan
izbe- izliktin limit noqat1 boladz).

Mina tastiyiqlaw shegaralanbagan izbe- izlik ushin Bol cano- Veyershtrass
teoremasinin uliwmalasiwi boladi.

3-lemma. Qalegen shegaralanbagan izbe- izlikten sheksiz ulken ules
izbe- izlik (dara jagdayda, hamme elementleri birdey belgige iye sheksiz ulken
ules izbe- izlik) ajiratip aliw mumkin.

Bul lemmadan ham Bol'cano- Veyershtrass teoremasinan tomendegi
tastryiqlaw kelip shigadu.

4-le mma. Qdlegen izbe- izlikten yaki jiynaql, yaki hamme elementleri
birdey belgige iye sheksiz ulken iles izbe- izlik ajiratip aliw mumkin.

Eger izbe- izlikten hamme elementleri on (teris) sheksiz tlken tles izbe-
izlik ajiratip aliw mimkin bolsa, onda + o0 (—o0) bul izbe- izliktin limit
nogatt boladi deymiz.

Limit nogat tasinigin usilay keneytirgenimizde 4- lemmadan tomendegi
tastryiqlaw kelip shigadi: gdlegen izbe- izliktin keminde bir limit nogat bar.

+o0o0 hadm — oo simvollar galegen shekli X haqiyqly sant menen

—00 < X < +00 tensizlikleri arqali baylanisqgan dep esaplap, tomendegi
tastiyiqlawga kelemiz: gdlegen izbe- izliktin jogar$i ham tomengi limitleri bar,

yagniy en kishi ham en ulken limit nogatlari bar.

7-§. Fundamental izbe- izlikler. Izbe- izliktin jiynaqhiliginin
Koshi kriteriysi
{x,} izbe- izliktin jiynaqliligr maselesin jiynaqli izbe- izlik aniglamasi
jardeminde uyrengende izbe- izlik elementleri menen izbe- izliktin boljawlangan
limiti arasindag1 x, —a ayirmani bahalawga tuwra keledi. Basgasha aytganda

bul izbe- izliktinh a limitin aldin ala biliw kerek boladi.
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Bul paragrafta izbe- izliktin jiynaqhiligimin bul haqqinda tek onif
elementleri boymsha juwmaq shigariwga mimkinshilik beretugin ham izbe-
izliktin boljawlangan limitinen paydalanbaytugin «ishki» kriteriysin aniqlaymiz.

Bunday kriteriydi aniglaw ushin fundamental izbe- izlik tGsinigin kiritemiz.

Meyli, baz1 bir {x_} izbe- izlik berilgen bolsin.
16-ani1qlama. Eger ve>0 sanushin 3N =N(s) nomer tabilip,
n>N ham m>N nomerler ushin X, — Xn|< & tensizlik orinli bolsa, onda

bunday izbe- izlik fundamental izbe- izlik dep ataladh.

Misallar Nl x =" izbe- izlik fundamental izbe- izlik
n+1

bolatuginin korsetin.

Sh e sh i w. Berilgen izbe- izlik ushin

n+1 m+1\ (n +1)(m+1)\
n+m 1 1
< ==+ =
nm n m

tensizlik orinli. Eger v .-o sanushin N Z[Z]+1 depalsag, n>N m>N
&

nomerler ushin  |x —x,[<e tensizlik orinh. Demek, berilgen izbe- izlik

fundamental izbe- izlik eken.

Ne2 x =1+ R iz izbe- izlik fundamental izbe- izlik bolatuginin

2?2 n
korsetin.

Sh e shiw. Bul jagdayda (n>m bolganda)

1 1 1
Xy = Xpp| = =+ =+ ot
(m+1)° (m+2) n
bolip, bul tenliktin on tarepindegi har bir qosihwshiga i2<i_1 tensizlikti
p p-1 p

qgollanip,
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1 1 1 1

X, —X.|<(—=— + - + ...+
[Xo = Xl (m m+1) (m+1 m+2)
1 1 1 1 1
()=
n—-1 n m n m

tensizlikke iye bolamiz. Eger v .-0 San ushin N 2[1]+1 dep alsaq,
&

n>m>N nomerler ushin |x —x_ |<¢ tefisizlik orinli. Demek, berilgen izbe-

izlik fundamental izbe- izlik bolad: eken.
Ne 3. Fundamental bolmagan izbe- izlikke misal keltiremiz.

1 1 1
X”:1+E+_+'" +H

izbe- izlikti garaymiz. Bul izbe- izlik ushin v m =1 nomer alinsa da

1 1 1 1 1
|X2m_xm|: + + ... +—>m-—==
m+1 m+2 m om 2

tensizlik orinli. Bunnan berilgen izbe- izlik fundamental emesligi kelip shigadh.

19- t e o r e m a (Koshi kriteriysi). lzbe- izlik jiynaqli boliwi ushin bul
izbe- izlik fundamental izbe- izlik boliwr zarur ham jetkilikli.

Zararligi. Meyli, limx, =a bolsm. (x 1 izbe- izliktin fundamental

izbe- izlik ekenin koérsetemiz. v .-0o San alamiz. Izbe-izliktin limitinih

£
aniqlamasi boyinsha 2 san ushin 3N = N(g) nomer tabilip, n>nN nomerler
ushin  |x, —a| <g tensizlik orinli boladi. Usigan ugsas m >~ nomerler ushin
da x, -4 <§ tefsizlik ormnli. Natiyjede n>n~N hdm m> N nomerler ushin

X, — Xo| =[(%, — ) + (8 = X)| <[X, — & + [x,, _a\<g+§:g

tensizlikke iye bolamiz. Bul { 1 izbe- izliktin fundamental izbe- izlik ekenin
bildiredi.
Jetkilikliligi. Meyli, («y izbe- izlik fundamental izbe- izlik

bolsin. Bul izbe- izliktin jiynaqli izbe- izlik ekenin korsetemiz. v .~o San
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saylap alamiz. Fundamental izbe- izlik aniglamasi boyinsha Z san ushin

3IN =N(¢g) nomer tabilip, n>N hdm m>nN nomerler ushin |x

_x |<£
n m 2

tefsizlik orinli boladi. Bunnan m>nN tensizlikti qanaatlandirtwsh1 har bir

tayinlangan . nomer ushmn x

& & L. ,
m— = <X, <Xy +— tensizlikler orinlanatugini
2 2

kelip shigadi. Bul g y izbe- izliktif shegaralanganligin korsetedi. Bol cano-
Veyershtrass teoremasi boyinsha bul izbe- izlikten jiynaqlt ix, | tles izbe- izlik

ajiratip aliw mamkin: limx, =a. ve>o0 san alamiz. Izbe- izliktin limitinif

Nn—o0 n

¢
aniqlamasi boyinsha . san ushin 3N = N(g) nomer tabilip, n>nN nomerler

ushin ‘an —a‘ <§ tensizlik orinl boladi. Eger m=k, bolsa, |x, — an‘<g
tensizlikti alamiz. Bul eki tensizlikten
& €
X, —a\:‘(xn — X )+ (% —a)‘g X, _an‘"i"xkn —a‘<5+§:g

tensizlikke iye bolamiz. Bul |imx, =a bolatuginin bildiredi. A

Nn—oo
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3- BAP
BIR OZGERIWSHILI FUNKCIYA HAM ONIN LIMITI
1-§. Funkciya tasinigi
1.1. Ozgeriwshi shama ham funkciya tasinikleri. Ozgeriwi 6z-ara

baylanisqan eki 6zgeriwshi shamani ayreniw funkciya tasinigine alip keledi.
Sonin ushin o6zgeriwshi shama tasinigine amqliq Kirgiziwden baslaganimiz

maqul.

Real 6zgeriwshi fizikalig shamalard: ayreniw natiyjesinde biz bul shamalar
mudami galegen manislerdi qgabil gila bermeydi degen juwmaq shigaramz.
Misali, materialliq nogat tezligi 3-10'° sm/sek ten, yagniy boshqtag: jariglq
tezliginen, aspaydi, dene temperaturasti  —273° C dan kishi bolmayd,
y=Acos(wt+05) mzamt boyinsha garmonikaliq terbelis jasawshi materialliq
nogattin orin almastiriw hareketi tek [-A, A] kesindidegi manislerdi gabil kiliwi
muamkin h. t. b.

Tabiyatta baglanatugin o6zgeriwshi shamalardin fizikaliq gasiyetlerinen
abstrakciyalanip, tek qabil qihwi mumkin bolgan san manisleri menen
xarakterlenetugin matematikal:q 6zgeriwshi shama tasinigine kelemiz.

Berilgen x 6zgeriwshi shamanin gabil giliwi mamkin bolgan manislerinin
kopligi {x} ust 6zgeriwshi shamamn Jzgeriw oblast: dep atalad. Ozgeriw

oblast1 berilgen 6zgeriwshi shama berilgen dep esaplanadi.

Bunnan bilay o6zgeriwshi shamalardi kishi x, y, t, ... latin alfavitinia
haripleri, al bul 6zgeriwshi shamalardin 6zgeriw oblastlarin {x}, {y}, {t}, ...
simvollart menen belgileymiz.

Meyli, 6zgeriw oblasti bazi bir {x}c R koplik bolgan X 6zgeriwshi

shama berilgen bolsin.
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1-aniqglama. Eger x ozgeriwshinin har bir x e {x} manisine
malim nizam boyinsha bazi bir y san saykes qoyilgan bolsa, onda {x}
koplikte y=y(x) yaki y = f (x) funkciya berilgen dep aytiladi.

X o6zgeriwshi funkciyanin argumenti yaki erikli ozgeriwshi, argumenttin
x e {x} manisine saykes y san funkciyanin X noqattag: dara manisi dep
ataladi. Argumenttin 6zgeriw oblasti bolgan  {x}c R koplik funkciyanin
aniqlan:w  oblast: dep ataladi ham D(f) simvoli menen belgilenedi.
Funkciyanin hamme dara manisleri funkciyanzz manisler kopligi dep atalatugin
{y}< R Kkoplik duzedi, bul koplik E(f) yaki R(f) simvoli menen
belgilenedi. y = f (x) Jaziwdag:r f haribi funkciyanin xarakteristikas: dep

ataladi.
Funkciyani, onm argumentin ham xarakteristikasin belgilew ushin har

qiyl simvollardan paydalaniw mumkin.

Misallar 1). y=v4-x*. Funkciyanin amglaniw oblastt

D(f)={xeR:4-x>>0[=[-2,2], al manisler kopligi  Ecfy—[o0 21 (I-
suwret).
A
\/
1- sawret
0, x-irrac.san,
2) y:D(x):{ :
1, x-rac.san.

Bul funkciya Dirixle funkciyas: dep ataladi. PD(f)=R, E(f)={0.1},
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+1, x>0
3) y=sgnx={0, x=0-
-1, x<0

(sgn x — x samnm belgisi). Funkciyanmn grafigi 2- suwrette berilgen.

D(f)=R, E(f)={,0,-1}

Ya

A 4

2- suwret

4) y=[x] Yaki y=E(x) ([x] yaki E(x)- simvoli menen xeR
sammin putin bolegi, yagniy bul sannan ulken bolmagan en ulken san
belgilenedi ham «ant'e x» dep oqiladi). D(f)=R, E(f)=2z. Funkciyanin
grafigi 3- sawrette berilgen.

5) y=n! (n! simvoli «n faktorial» dep oqiladi, n!=1-2-...-n).
Funkciyanin aniglanmw oblasti- hamme natural sanlar kopligi, manisler kopligi-
1-2-...-n korinisindegi natural sanlar kopligi.

Funkciyanin aniglaniw oblastt ham manisler kopligi arasinda baylanis

ornatiwsht nmizam kobinese formulalar jardeminde beriledi. Funkciyanin

beriliwinin bul usilt analitikaliq usi/ dep ataladi.
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A Y
———————————— —
3 : i
P32 4 o) 1 2 3
X | |
I 1
1 1
3- suwret

Funkciya ozinin aniglamiw oblastimin har quyli boleklerinde har qiyh
formulalar menen beriliwi mimkin.

Maisal,

=X x <0,
y= x?, x>0

funkciya sanlar kosherinde analitikaliq usil menen (eki formula jardeminde)

berilgen (4- sawret).

v

4- sawret
Argumenttifn ayirim manislerinin ham olarga sdykes funkciyanin dara

manislerinin kestesin beriwden ibarat funkciyanin beriliwinin kestelik usili da

ken qollaniladi. Funkciyanih beriliwinin bul usilinda argumenttin kestede
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berilmegen araliq manislerine sdykes funkciyanin dara manislerin juwiq esaplaw
mumkin.

Ameliy 6lshew islerinde argument penen funkciya arasindagi saykeslik
grafik jardeminde beriletugin funkciyanin beriliwinin grafikalig usili  ken
tarqalgan.

Solay etip, biz funkciyanin analitikaliq, kestelik ham grafikaliq usillarda
beriliwin kordik. Funkciyalar tek usi usillar menen berilip gana galmastan,
basqasha, baylanis nizami s6zler menen aytilip ta, beriliwi mimkin. Misali, hdm
bir n natural sanga bul sannin bdliwshilerinin sanin sdykes qoyamiz. Bul
saykeslikti ¢ menen belgileymiz. Natiyjede

oM =1 o(2)=2, pQ)=2, ¢(4)=3, ¢(5)=2,
funkciyan: alamiz. Adette, bul funkciya Eyler funkciyas: dep ataladh.

Eyler funkciyas: ushin analitikalig formula joq, on keste usilinda da,

grafik usilinda da aniglap bolmaydi. v p apiwayi san ushin »(p) =2 ekeni

malim. Jeterli darejede ulken apiwayi sanlar bar ekenliginen bul funkciyanin
tabiyat: jada quramali ekeni korinip tur.
Matematikaliq analiz kursinda, tiykarinan, analitbkaliq usilda berilgen

funkciyalar karalad.

1.2. Shegaralangan funkciyalar. Meyli, f(x) funkciya bazi bir
{x}c R koplikte amglangan bolsin.

2-aniqlama Eger vxe{x} nogatta f(x)<M (f(x)=m)
tensizlik orinli bolatugin M san1 (m sani) tabilsa, onda f (x) funkciya {x}
koplikte jogar:dan (tomennen) shegaralangan dep atalad:.

f(x) funkciyanin {x} koplikte jogaridan (tomennen) shegaralanganlig:
bul funkciyanih manislerinen dazilgen Y ={f(x): xe{x}} Kkopliktin jogaridan

(tomennen) shegaralanganligin bildiredi.
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3-aniqglama. Eger f(x) funkciya {x} koplikte ham jogaridan, ham
tomennen shegaralangan bolsa, onda bul funkciya {x} koplikte shegaralangan

dep atalad.

4-ani1qlama. Eger v m san ushin (bul san ganday ulken san bolsa

da) f(x,)> M tensizlikti gapnaatlandiratugin bazi bir x, < {x} nogat tablsa,

onda f(x) funkciya {x} koplikte jogar:dan shegaralanbagan dep atalad.
5-ani1qlama. Eger v m san ushin (bul san ganday kishi san bolsa da)

f (x*)<m tensizlikti gapnaatlandiratugin bazi bir x*<{x} nogat tabilsa, onda
f (x) funkciya {x} koplikte tomennen shegaralanbagan dep atalad.

Keminde bir tarepten (yaki jogaridan, yaki tomennen) shegaralanbagan

funkciya shegaralanbagan funkciya dep atalad:.

1.3. Jup ham taq funkciyalar. Daslep o nogatga (sanaq basina) garata
simmetriyaliq koplik tusinigin kiritemiz.

Eger harbir xe{x} noqgat penen birge —xe{x} bolsa, onda {x} koplik
o nogatga (sanag bas:na) garata simmetriyal:q koplik dep atalad.

Meyli, f(x) funkciya sanaq basina garata simmetriyaliq {x} koplikte
aniglangan bolsin.

6-aniqlama. Eger xe{x} nogatta f(-x)="f(x) (f(-x)=—F(x))
tenlik orinh bolsa, onda f(x) funkciya {x} koplikte jup (taq) funkciya dep
ataladu.

Eger f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte jup funkciyalar bolsa,
onda f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x) funkciyalarda {x} koplikte jup
funkciyalar boladi.

Eger f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte taq funkciyalar bolsa,
onda f(x) + g(x) funkciyalar {x} koplikte taq, al
f(x)-g(x), f(x)/g(x) funkciyalar jup funkciyalar bolad:.
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Jup funkciyalardin grafigi ordinatalar késherine garata, al taq funkciyanin
grafigi koordinatalar basina garata, simmetriyaliq bolad.

Funkciya hardayim jup yaki taq boliwi shart emes. Jup ta, taq ta bolmagan
funkciyalar juda kop ushirasadi. Biraq mina teorema orinli:

1-teorema. Sanaq basina qarata simmetriyalq koplikte amqlangan
har bir funkciya jup ham taq funkciyalardin qosindist sipatinda anlatiladh.

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya sanaq basina qarata simmetriyaliq

{x} koplikte amiqlangan funkciya bolsin. Ust funkciya jardeminde

_f(x)+ f(—x)
2
funkciya {x} koplikte jup, al y(x) funkciya taq funkciya boladi. Sonifi menen

o(X): ham y(x) = &) _2f (=) funkciyalardi dizemiz. ,(x)

birge bul funkciyalardin quriliwi boyinsha ¢@(x) +y(x) = f (x) tenlik orinli. A
1.4. Periodh fukciyalar. Meyli, f(x) funkciya bazi bir {x}c R koplikte
aniqlangan bolsin.
7- a n 1 q 1l a m a Eger Vv x e {x} ushin 1)
Xx—Tef{x}, x+Tei{x}; 2) f(x+T)=f(x) bolatugin T=0 san
tabilsa, onda f(x) funkciya periodli funkciya dep, al T san funkciyanin

periody lep ataladi.

Misali, y=sinx, y=cosx funkciyalar T =2 periodl;, al
y =tgx, Yy =ctgx funkciyalar T = periodli funkciyalar.

Periodli funkciyalardin gasiyetleri:

a) Eger f(x) funkciya T =0 periodi funkciya bolsa, onda
T,=n-T (neZ) sanlar da bul funkciyanin periodi boladi.

Demek, +T,+2T1, ... sanlar f(x) funkciyanin periodi boladi eken.
Bul funkciyanin ofn periodlarinin kopligin -~ {1, } dep belgileymiz. Eger

T, =inf{T,_} san funkciyani period: bolsa, onda bul san funkciyanin en kishi
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on periody (tivkargi periodi) dep ataladi. Funkciya en kishi of periodqa iye
boliw1 da, bolmaw1 da mamkin.

b) Eger T, ham T, sanlar f(x) funkciyanin period: bolsa, onda
T, +T, # 0 sanlar da bul funkciyanin period1 boladi.

c) Eger f(x) hdm g(x) funkciyalardin har biri T =0 periodl1 funkciya
bolsa, onda f(x)+g(x), f(x)-g9(x), f(x)/g(x) (g(x)=0) funkciyalar da
T periodli funkciya bolada.

Misallar Nl y=sinx, y=cosx funkciyalardin periodlar
kopligi  {2kz: kez} bolip, en kishi on periodi T =2, al
y =tgx, y=ctgx funkciyalardin periodlar képligi {nz: nez} bolip, en
kishi on period1 T, =7 .

Ne 2. f(x)=c —const. funkciyanih periodi VT =0 san bolip, bul
funkciyanin en kishi on periodi joq.

Ne 3. f(x)={x} ({x}— x sannin bolshek bolegi) funkciyanifi periodlar
kopligi {m: m==x1, +2, ...} bolip, ef kishi ofi period1 T, =1.

Ne 4. VT =0 racional san

0, Xx-—irrac.san,
D(x) =

1 x-rac.san.
Dirixle funkciyasinin periodi boladi. Haqiyqatinda da, VT =0 racional san
ushin

irrac. san, X-—irrac.san,
X+T =

rac.san, X-—rac.san.
bolganliqtan

0, Xx-—irrac.san,
1, x-—rac.san.

D(x+T)={

boladi. Sonifi ushin v xe R ushin D(x+T)=D(x) teflik orinli. Demek, D(x)-
Dirixle funkciyas: periodli funkciya bolip, ¥ T =0 racional san onin periodi

boladi. Bul funkciya ushin en kishi on period joqg.
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Endi baz: bir T=0 irracional sand: alayig. «_ racional san bolsa da,
irracional san bolsa da x +T — irracional san bohp, px ;1) —o tenlik orinlh,
yagny D(x+T)=D(x) tealik orinlanbaydi. Sonifi ushin VT =0 irracional san
D(x) - Dirixle funkciyasinin period: emes.

1.5. Monoton funkciyalar. Meyli, f(x) funkciya bazi bir {x}cR
koplikte aniglangan bolsin.

8-ani1qlama Eger x, <x, tensizlikti ganaatlandirwshi
Vv X, X%, € {x} hodgatlarda  f(x)< f(x,) (f(x)=f(x,)) tensizlik orinh
bolsa, onda f(x) funkciya bazi bir {x} koplikte dsiwshi (kemiwshi) funkciya

dep atalad.

9-ani1qglama Eger x, <x, tensizlikti ganaatlandiriwshi
v %, %, < {x} hodatlarda f(x)< f(x,) (f(x)> f(x,)) tensizlik orinl bolsa,
onda f(x) funkciya bazi bir {x} koplikte qatal osiwshi (qatal kemiwshi)

funkciya dep atalad:.

Osiwshi (gatal 6siwshi) ham kemiwshi (gatal kemiwshi) funkciyalar,
uliwma atama menen, monoton funkciyalar dep ataladi.

Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte o6siwshi (kemiwshi)
funkciyalar, al ¢ — turagh san bolsin.

a) f(x)+C funkciya {x} koplikte ésiwshi (kemiwshi) funkciya.

b) c.f funkciya c>0 bolganda osiwshi (kemiwshi), al c<o
bolganda kemiwshi (6siwshi) funkciya.

C) f(x)+ g(x) funkciya {x} koplikte o6siwshi (kemiwshi) funkciya.

1.6. Keri funkciya. Meyli, f(x) funkciya bazi bir {x}c R koplikte
amiglangan bolip, onin manisler kopligi {y}={f(x): xe{x}} bolsin.

Eger malim gagiyda boyinsha v ye{y} nogatga jalgiz bir x < {x} nogat
qoyilsa, onda {y} koplikte f (x) funkciyaga keri funkciya aniglangan dep

aytiladi ham bul funkciya x= f *(y) dep belgilenedi.
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y = f(x) funkciyaga keri funkciyamin grafigi f(x) funkciyanin
grafigin 1 ham 11l shereklerdin bissektrisas: dogereginde 180° ga buriw
natiyjesinde alinad.

1.7. Quramah funkciya. Meyli, y = f(x) funkciya {x} koplikte
aniglangan bohp, omnA manisler kopligi  {y}={f(x): xe{x}} bolsin. Oz
nawbetinde {y} koplikte z=¢(y) funkciya amglangan bolsin. Natiyjede
v x e {x} nogatga bir ye{y} (f:x—y) nogat, al bul nogatqa 6z nawbetinde

bir 2 (¢:y—> z) nogat sdykes goyiladi: x——y—2—5z. DemekK, v x < {x}

nogatqga bir z nogat saykes qoyiladi.

Adette, bunday jagdayda f ham ¢ funkciyalardin quramali funkciyast

berilgen dep aytiladi ham z=¢(f(x)) dep belgilenedi.

2-§. Funkciyanm limiti

2.1. Kopliktin limit nogati. (a—§, a+¢5) intervali ,cr nogattin s5_
dogeregi dep atalatugini ham y  (a) simvoli menen belgilenetugin malim:
Us(@)=(@-d,a+9)-

Sonin menen birge (a — s, a+ o)\ {a} KoOplik aeR nogattizz oy:lgan
o — dogeregi  dep ataladi ham ng(a) simvoli menen belgilenendi:

lﬂa(a):u5(a)\{a}.

U(w)={xeR:[{>M}, U(-w)={xeR:x<-M},
U(+0)={xeR:x>M}

koplikler (bul jerde ™M >0), saykes tarde, oo, — oo, + oo «nogatwlarinin

dogeregi dep atalad.

10-ani1glama. aerR nogattin galegen v s — dogereginde (x}
kopliktin a nodattan 6zgeshe keminde bir nogat: bar bolsa, onda a nogat {x}

kopliktiz limit nogat: dep ataladi.
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Kopliktin limit nogati1 us1 koplikke derek boliwi da, bolmaw: da mamkin.

Qasiyetleri. 1) Kopliktin limit nogatimin qalegen dogereginde bul
kopliktin sheksiz kop nogati bar.

Kerisinen dalilleymiz. Meyli, a noqattin baz1 bir U_(a) dogeregine {x}
kopliktin shekli sandagi a,, a,,..., a, noqatlart derek bolsin. Onda, eger
la—a [a—a,, ... , |a—a,| hdm o sanlardin en kishisin § dep alsaq, a
noqattin U, (a) dogereginde {x} koplikti a noqattan 6zgeshe hesh bir noqati
bolmaydi. Bul a noqattin {x} kopliktin limit noqati ekenligine qarama- qarsi.
A

2) Kopliktin nogatlariman bul kopliktin limit nogatina jiynaqli izbe- 1zlik
duziw mumkin.

Nolge jiynaqhh {s5,} on sanlar izbe- izligin alip, a noqattin U 5 (@)
doégereklerin duzemiz. a nodat {x} kopliktin limit noqat1 bolganliqtan bul
dogereklerdin har birewinde {x} kopliktih a nogqattan 6zgeshe x, noqati bar:
x,€Us (@) (x,=a). Kopliktin limit noqatinin 1- gasiyetinen bul x, nogatt:
X, Xy, ... , X,, noqatlardan o6zgeshe kilip aliw mumkin. Solay etip,
vneN ushin |x —al<s, boladl {s,} izbe- izligi sheksiz kishi izbe- izlik
bolganhqtan v »~o0 san ushin 3N =nN(s) nomer tabilip, n>n~ nomerler
ushin o, <& tefsizlik orinli boladi. Demek, v ¢~0 san ushmm 3N =N(e)

nomer tabilip, n> N nomerler ushin |xn —a|<g tensizlik orinli, al bul

limx, =a bolatuginin bildiredi. A

n—o0

Tastiyiglawdin délillewinen kopliktin elementlerinen us1 kopliktin limit
noqatina jiynaql bolgan juda kop izbe- izlik duziw mamkinligi korinip tur.

11-ani1qlama. Eger u(e) U(-x), Uy dogerekte g
kopliktin keminde bir noqati tabilsa, onda o« «»noqat (— - «»noqat. +

«noqat) {x} kopliktin limit noqat1 dep ataladu.
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2.2. Funkciyanin noqattag limitinin amqlamalari. Meyli, y = f (x)
funkciya {x} koplikte aniqlangan funkciya, al a nogat {x} kopliktin limit
noqati bolsin.

12- an1q1a m a. (Funkciyanin noqattagi limitinin Geyne aniqlamast).
Eger argumenttin a noqattan 6zgeshe manislerinen duzilgen, a nogatga
jiynaqlt v {x } izbe- izlikke sdykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen
{f(x,)} izbe-izlik b sanma jiynaqli bolsa,onda y = f (x) funkciyamn a

nogattag: (x — a dagy) limiti b samina tenn deymiz ham lim f(x)=b (yaki
X—a

x —a 0da f(x)— b)depjazamiz.

Misallar 1) f(x)=c (c- turagh san) funkciya sanlar kosherinif
qalegen noqatinda limitke iye ham bul limit ¢ sanina ten.

2) f(x)=x funkciya sanlar kosherinin Vv g noqatinda limitke iye ham bul
limit a sanma ten.

x? —16

3) f(X):xz—4x

funkciyanin X =4 nogqattag:r limitin tabamiz.

limx, =4 (vneN x,=4) bolgan v{x,} izbe- izlik alamiz. Bul izbe-

n—oo

izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen izbe- izlik

2
f(x,)= XZ” 16 _%+4 koriniste bolip, limiti 2 ge ten. Demek,
X, —4X X
n n n
2
lim > 10 _»
x4 X —4X

13- an1qlam a. (Funkciyanih noqattag: limitinin Koshi aniqlamast).
Eger ve>0 can ushn 35=5(g)>0 sam tabilip, 0< |x — a| <S5 Shartin
qanaatlandiniwsht v x < {x} nogatta |f(x)-b|<e tensizligi ornli bolsa, onda
y = f(x) funkciyamn a nogattag: (x — a dagy limiti b samna ten

deymiz.
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x2 -1

Misal f(x)= funkciyanii x =1 nogattag: limiti 2 ge ten ekenin

korsetemiz. v £>0 can ushin s=¢ dep alsag, |x-1<s (x=1) shartin

2
qanaatlandirwshi v x < {x}  nogatta  |X"=1_,_ x+1-2|=|x-1<5=¢
x—1
g . X2 _1
tensizligi orinli boladi. Demek, lim =2.
x=1 X —1

1- e s ke rtiw Geyne amqlamasindagr {x } izbe- izliktin
elementlerinin a noqattan ozgeshe boliwi hiam Koshi anigqlamasindag:
argumenttin_ manisleri Q< |x - a| <o  shartin qanaatlandiriwi, yagniy a
noqgattan 6zgeshe boliwi, shartleri tilken dhmiyetke iye. Bul talaptin qoyiliwi
sebebi- y = f (x) funkciya a noqatta aniglanbagan boliw1 da mimkin.

2- e s k e rt1w. Geyne aniglamasmin shartlerin qanaatlandirwshi  {x_}
izbe- izliklerge saykes funkciyanii dara manislerinen duzilgen {f(x )} izbe-
izliklerdin bari bir sanga- b sanina jiynaqli boliw1 kerek. Eger bunday bolmasa
(Yagny {f(x,)} izbe- izlikler har qiyl sanlarga jiynaqli bolsa), onda funkciya
a nogqatta limitke iye emes. Misallar keltiremiz.

Ne 1. D(X) - Dirixle funkciyasi sanlar kosherinin hesh bir noqatinda

limitke 1ye emes. Haqiyqatinda da, a€ R noqatina jiynaql racional sanlar izbe-
izligi ushin funkciyanin sdykes dara manislerinin izbe- izliginin limiti 1 ge, al a
noqgatma jiynaqli irracional sanlar izbe- izligi ushin funkciyanin sadykes dara
manislerinin izbe- izliginin limiti 0 ge ten.
Ne 2. f(x) _sint funkciyanifi aniqlaniw oblastt D(f)=R\{0} bolip, x=0
X
noqat funkctyanih p(f) aniqlaniw oblastinin limit noqati.

. ’ 1 - . . .
x =0 noqatqa jiynaqlt X; = — (n=12,...) sanlarizbe- izligin alamiz.
T

Bul izbe- izlik elementlerine saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen
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izbe- izlik elementleri f (x ) =sin(nz) =0 bolip, bul izbe- izliktifi limiti nolge
ten.
" 1

Xx=0 noqgatqa jiynagqlh x’=

=—— (n=12,... sanlar izbe-
" z/2+2n7 ( )

izligin alamiz. Bul izbe- izlik elementlerine saykes funkciyanimn dara
manislerinen duzilgen izbe- izlik elementleri f (x”)=sin(z/2+2nz)=1 bolip,
bul izbe- izliktin limiti 1 ge ten.

Demek, berilgen funkciya x =0 nogatta limitke iye emes.

3-eskertiw. y= f(x) funkciyaamglangan {x} koplik a noqattii
baz1 bir & — dogeregin toliq gaplawr shart emes. Bul kopliktinh a noqattin
galegen oyilgan & — dogereginde keminde bir noqat1 bar boliw1 gana talap
etiledi.

4- e s k ertiw. Koshi aniglamasindagi 0<|x—a|<5 sharti

a-d<x<a+d8, x=a datnaslarga, yagny x U s(a) shartine ekvivalent,
sonday- adq, HOECEY: tensizligi b—g < f(x)<b+¢ tensizliklerine, yagniy
f(x)eU,(b) shartine ekvivalent.

5-eskertiw. f(x) funkciyan: aldinnan berilgen ¢>0 anigliqta

juwiqlastiriw ideyasmnan paydalanip, funkciyanin noqattagi limitinin Koshi

aniglamasin tomendegishe basqasha aytiwimiz da mamkin.

Eger aldinnan berilgen qalegen &£ >0 anigliq ushin a noqattin sonday
oyillgan & — dogeregin korsetiw mumkin bolip, argumenttin @ nogattin usi
korsetilgen oy1lgan dogeregine derek manisleri ushin b sam1 f(x) funkciyani
g >0 aniqhqta juwiqlastirsa, onda b san1 f(x) funkciyamin a noqattag:

limiti dep ataladi (1- sawret).
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1- stwret

6-eskertiw. f(x) funkciya a nogatta jalgiz bir limitke iye boladu.
Haqiyqatinda da, funkciyanin nogattagi limitinin Geyne aniqlamasi ushin bul
{f(x,)} Izbe- izliginin limitinin birden- birliginen, al Koshi aniqlamas1 ushin
tomendegi ekvivalentlik teoremasinan kelip shigadi.

2-teorema Funkciyamn noqattag limitinin Geyne hdm Koshi
aniglamalar 6z- ara ekvivalient.

Dalillew. 1)Daslep, meyli, b sam1 f(x) funkciyanin a nogattag:
Koshi aniqlamasi boyinsha limiti bolsin. Us1 b san1  f(x) funkciyamin a
nogattagr Geyne aniqlamasi boyinsha da limiti bolatuginin dalilleymiz. Meyli,

{x,}- elementleri a noqattan 6zgeshe, a noqatqa jiynaqli galegen izbe- izlik
bolsin, usi1 izbe- izlikke saykes funkciyanifi dara manislerinen duzilgen {f (x,)}

izbe- izliktin b noqatqa jiynaqli ekenin dalillew talap qilinadi.

V &>0 sanin ham bul san boymsha §=¢§(g)>0 sanmn 0< x-a|<&
shartin ganaatlandiniwshi v x < {x} nogatta |f(x)-bl<e tensizligi ormh
bolatuginday qilip saylap alamiz.

{x,} izbe-izlik a noqatqa jiynaqli bolganlqtan saylap alingan s >0 sani
ushin 3N nomer tabilip, n> N nomerler ushin |x, —a|<¢& tefisizlik orinh
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boladi. ¥n nomer ushin x,za bolganhqtan n>nN nomerler ushin

n
0<|x, —a|<¢s tensizlik ornli ham Koshi aniqlamasi boyinsha n >~ nomerler
ushin |f(x,)—b|<e tensizlik orinlanadi. Bul (¢, y1 izbe- izliktih » nogatga
jrynagli ekenin bildiredi.

2) Meyli, b san1 f(x) funkciyanin a noqattagi Geyne aniqlamasi
boymnsha limiti bolsin. Ust b san1 f(x) funkciyanin a nogattagr Koshi
aniqlamasi boyinsha da limiti bolatuginin korsetemiz. Meyli, bunday bolmasin,
onda bazi bir £ >0 ham jetkilikli darejede kishi 6 >0 san ushin (< | X — a| <5
shartti qanaatlandiriwshi keminde bir x e {x} noqat tabilip, |f(x)-b|>¢

tensizlik orinli boladx.

Solay etip, biz s _1 (n=1,2,...) sanlardan duzilgen izbe- izlik aliwimiz
n

ham bul sanlardin har bir1i ushin <|Xn - a| <o, shartti qanaatlandinwshi

keminde bir x_ < {x} noqat tabilip,

f(x,)—b|>& tensizlik orinl bolad: dep
tastiyiqlawimiz mumkin eken. O<|Xn — a| <5, tensizlikler ¢y 3 izbe- izlik
elementleri a noqattan 6zgeshe, biraq a noqatqa jiynaql izbe- izlik ekenin
bildiredi. Geyne aniqlamas1 boymsha saykes {f(x,)} izbe- izlik b sanga
jiynaqlt boliw1 kerek, al bugan hamme N nomerler ushin orinli bolgan
|f(x,)—b|>¢ tensizlik qarama-qarsi keledi. Demek, b san1 f(x) funkciyanin
a nogattag1 Koshi aniqlamasi boyinsha da limiti boladi eken. A

2.3. Funkciyammn bir tarepli limitleri. = Funkciyanih berilgen a
nogattag: bir tarepli (shep yaki on) limiti tasinigin kiritemiz. Meyli, y = ()
funkciyanin aniqlaniw oblast1 bolgan {x}c R koplikk wvs>0 wushin a
noqattin - Uj(a)=(a, a+s5) on (U;(a)=(a—os, a) shep) &— dogereginde
keminde bir elementke iye bolsin.

14- an 1 q 1 a m a. (Funkciyanin noqattagi bir tarepli limitinin Geyne
aniglamasi). Eger argumenttin a saninan ulken (kishi) manislerinen duzilgen
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ham a noqatqa jiynaqhh v {x }  izbe- izlikke sdykes funkciyanin dara
madnislerinen dizilgen {f(x,)} izbe-izlik b sanma jiynaql bolsa, onda b
sant  f(x) funkciyamn a noqattag: on (shep) limiti dep ataladi ham

lim fGg=b (lim f()=b) yaki f(a+0)=b (f(a—0)=b) dep

X—a+

jaziladu.

15- an1 qlam a (Funkciyanin noqattagi bir tarepli limitinin Koshi
aniglamasi). Eger Vv e>0 can ushin 3s5=5(s) sant  tabilip,
a<x<a+d (a—-o<x<a) shartin ganaatlanditwshi v xc{x} nogatta
[f(x)-b|<e tensizligi ormnli bolsa, onda b sam f(x) funkciyamni a
noqattag: on (shep) limiti dep ataladu.

3-teorema. Funkciyamn noqattagi bir tarepli limitinin Geyne ham
Koshi aniglamalari ekvivalent.

Misal. y=sgnx funkciya x=o0 noqatta ham on, ham shep limitke

iye ham lim sgnx=1, lim sgnx=-1. Bul funkciya x=0 nogatta limitke
x—0-0

x—0+0
iye emes. Bul mina teoremadan kelip shigadi.

4-teorema. limf(x)=b bolwi ushin f(x) funkciya a noqatta

X—a

bir tarepli lim f(x) ham lim f(x) [limitlerge iye bolip
x—a-0

x—a+0

I|m0 f(x)= xllmo f(x)=b

X—a—

tenlikler ornlz boliw: zarur ham jetkilikli.

Bul teorema keltirilgen aniglamalardan tikkeley kelip shigadh.

......

Funkciyanin x _, o dag1 limiti tasinigin kiritemiz. Bunim ushin y = f (x)

funkciyanim aniglamiw oblasti bolgan {x}c R kopliktin v §>0 ushin [-5, 5]

kesindinin sirtinda keminde bir elementi bar boliwin talap etemiz.
16- a n1 gl a m a (Funkciyanm x-—>oo dagi limitinin Geyne

aniglamast). Argumenttin manislerinin galegen sheksiz ulken {x_} izbe- izligi
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ushin funkciyani saykes dara manislerinin  {f(x )} izbe- izligi b sanina
jiynaqgl bolsa, onda b sani f(x) funkciyaniz x — o dag: limiti dep atalad:

ham |im f(x)=b dep jazilad.

17-an1qlama. (Funkciyanin x — o dagt limitinin Koshi aniglamasi).
Eger ve>0 can ushin  3s5=5(¢) sam tabilip, |x|>s  shartin

ganaatlandiriwsht v x e {x} nhodatta |f(x)-b|<e tensizligi orinl bolsa, onda
y = f(x) funkciyanizi x — oo dag: limiti b saninaten deymiz.

Funkciyanin argumenti malim belgidegi sheksizlikke umtilgandag limiti
tasinigin Kiritemiz. Bunih ushin y = f(x) funkciyanin amqglamw oblasti
bolgan {x}cR kopliktin V&>0 ushin § nogattin on tarepinde (—&
nogattin shep tarepinde) keminde bir elementi bar boliwin talap etemiz.

18-an1qlama. (Funkciyanith x —» 4+ (x —»—oo) dagt limitinin
Geyne aniglamasi). Argumenttin on (teris) manislerinin galegen sheksiz tulken
{x,} izbe- izligi ushin funkciyanin saykes dara manislerinin {f(x,)} izbe-
izligi b samna jiynagh bolsa, onda bsam f (x) funkciyanun
X —> 400 (x — —oo) dagz limiti dep ataladi ham

lim f(x)=b (lim f(x)=b)

dep jazilad:.

19-an1qglama. (Funkciyanin = x 5 10 (x —>—a0) dagr limitinin
Koshi aniglamasi). Eger wve=o0 can ushin 3s5—s5¢s) Sam tabilp,
x>6& (x<-—s) Shartin ganaatlandinwshi ¢ xc{x} hogatta |f(x)-bj<e
tensizligi orinli bolsa, onda v — f(x) funkciyanii x5 10 (x — —o0) dag:

limiti b san:naterr deymiz.

Eskertiw 1 sanh izbe- izliktin limiti tasinigin funkciyanin
x —> +oo Oagt limitinin dara jagday: sipatinda garaw mumkin. Haqiygatinda da,
eger  {x}cR koplik sipatinda natural sanlar kopligin, al bul koplikte
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anglangan f(x) funkciya sipatinda har bir n natural sanga {x,} izbe-
izliktin n- elementin saykes goyiwshi funkciyani alsaq, onda bul funkciyanin
x —> +oo dagt limitinin  19- amqglamas: sanl: izbe- izliktin limitinin aniglamasin
beredi.

2.4. Shekli limitke iye funkciyalardm qasiyetleri. Shekli limitke iye
funkciyalar da jiynagh izbe- izlikler siyagh bir gatar gasiyetlerge iye. Olardin
kopshiliginin dalilleniwi jiynaqgli izbe- izliklerdin saykes qasiyetlerine ugsas,
tiykarlanad: (Geyne aniglamasi). Usim itibarga alip, tomende keltiriletugin

gasiyetlerdin geyparalarin dalilleymiz, qalganlarin oqwshiga 6z betinshe
dalillewi ushin usinamiz.

Meyli, f(x) funkciya {x}cR koplikte aniglangan, a nogat {x
kopliktin limit nogati bolsin.

1% Eger limf(x)=b bohp, b>p (b<q) bolsa onda a nogattin

30 5(a) dogeregi tabilip, vxcUs(@) nogatta f()>p (f(x)<q) tensizlik
orinl bolad.

Dara jagdayda, eger |imf(x)=b bolip, b>0 (b<0) bolsa, onda a

0 . 0
nogattin 3U s(a) dogeregi tabilip, v xeuU s(@) nogatta f(x)>0 (f(x)<0)

tensizlik orinh bolada.

2°. Eger lim f(x)=b bolsa, onda a nogattin 3[35(3.) dogeregi tabilip,

bul dogerekte f(x) funkciya shegaralangan bolad:.

Dalillew. limf(x)=b bolsa, funkciyanin nogattag: limitinin Koshi

X—a
., 0 , , , .
aniglamas: boyinsha argumenttin U s(a) dogerekten alingan manislerinde

[f(x)-b|<e tensizlik orinh. Bul tensizlik b-e< f(x)<b+¢ tensizliklerge
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ekvivalent. Al bul ¢y funkciyanm a nogattin ﬁg(a) dogereginde
shegaralanganligin bildiredi. A

E s kertiw. Bazi bir nogat dogereginde shegaralangan funkciya bul
nogatta shekli limitke iye boliwi shart emes. Misals, y=sin1 funkciya
X

shegaralangan (dara jagdayda, x=o nogattin galegen oyilgan dogereginde
shegaralangan) funkciya, biraq bul funkciya x=o nogatta limitke iye emes.

3% Meyli, t(x) ham g funkciyalar {xjc R koplikte amglangan, a
nogat {x} kopliktin limit nogat: bolsin.

Eger ‘v’Xeljg(a) nogatta f(x)<g(x) tensizlik orinlansa ham ¢ (x) ham
g funkciyalar a noqatta shekli limitke iye bolsa, onda Liir;lf(x)slxiirglg(x)
tensizlik orinli bolad.

4° Eger v x eL(j s(@) nhogatta f(x)<h(x)<g(x) tensizlikler ormlansa
ham lim f (x) = limg(x) =b bolsa, onda limh(x) =b boladu.

Dalillew. Meyli {x,}—elementleri a noqattan 6zgeshe, a
noqatqa jiynaqli qalegen izbe- izlik bolsin. Onda funkciyanin noqattagi limitinin
Geyne aniglamasi boymsha saykes {f(x,)} ham {g(x,)} izbe- izlikler p
sanga jiynaqli. Tastiyiglawdin  sharti  boyinsha vYneN ushin

f(x,)<h(x,)<g(x,) tensizlikler orml. 3- baptin 6- teoremasi boyisha {h(x,)}

izbe-izlik te b sanga jiynaqli boladi. Al bul 6z nawbetinde limh(x)=b

bolatuginin bildiredi. A

Shekli limitke iye funkciyalardin bul gasiyeti funkciyalar ushin eki jaqglap
shegaralaw principi dep atalad.

5- t e o r e m a (Shekli limitke iye funkciyalar Ustinde arifmetikaliq
ameller). Meyli, f(x), g(x) funkciyalar a nogattn  bazi  bir

U(a) dogereginde amqlangan funkciyalar bolip, bul nogatta shekli limitke iye
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bolsin Onda bul funkciyalardin qosindisi, ayirmasi, kobeymesi ham qatnasi a
noqatta limitke iye bolip,
Iim[(x) £ g(x)] = lim 1 (x) £ lim g(x),
im[f(x)-g()]= lim (x)-lim g(x),
lim f(x)

lim ) =X=22 (VxeU(@) g(x)=0,limg(x)=0)
a () lim g(x) 2

tenlikler orinli.
Dalillew. Meyl, !(i_r)rglf(x):b, Ixil'gg(x):c bolsin. Elementleri a
noqattan Ozgeshe, a  noqatqa jiynaqh qalegen ¢, 1 izbe- izlik alamiz.
Funkciyanin noqattag limitinifi Geyne aniqlamasi boymsha saykes {f(x_ )} ham
{g(x,)} izbe- izlikler, saykes tirde, » ham c sanlarga jiynaqli. Jiynaql izbe-
izlikler Ttstinde arifmetikaliq 4meller haqqindagr teorema boymsha
FO)+ 9060 () =900} 1F()-900 ) {F(%,)/9(x,)} izbe- izlikler,
saykes turde, b+c, b-c, b-c, b/c (c=0) sanlarga jiynaqli. Al bul {x_}-
elementleri a noqgattan 6zgeshe, a nogatqa jiynagli galegen izbe- izlik
bolganligtan Geyne aniqlamasi boyinsha

fOO+9(x), f(X)-9(x), f(x)-9(x). f(x)/g(x)
funkciyalar a noqatta, saykes tarde, b+c, b-c, b-c, b/c (c=0) sanlarga
ten limitke iye bolatuginin bildiredi. A

E skertiw. Qosindisi (ayirmast), kobeymesi hdm qatnasi noqatta shekli

limitke iye eki funkciyanin har biri us1 noqatta limitke iye boliw1 shart emes.
1

Misali,  f(x) :1—Sinl ham g(x)=sin= funkciyalardin  qosindisi
X X

f(x)+g(x)=1 bolip, galegen noqatta (dara jagdayda, x=0 noqatta) 1 ge ten
limitke iye, birag x=0 nogatta f(x) funkciya da, g(x) funkciya da limitke

Iye emes.
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2.5. Quramah funkciyanin limiti. Meyli, {x}er koplikte
t = p(x) funkciya aniqlangan, al bul funkciyanin {}=r méanisler kopliginde
y— f() funkciya aniqlangan bolip, bul funkciyalar jardeminde y— f ((x))
quramali funkciya ddzilgen bolsin. Bul quramali funkciya {x} koplikte
aniqlangan. Meyli, a noqat {x} kopliktin limit nogati bolsin.

6-teorema. Eger

1) !(ig;gp(x):c ham a nogqattin 365(,3) dogeregi tabilip, VXGL(J)J(a)
nogatta ¢(x)=c bolsa;

2) c noqat {} kopliktin limit nogat: bolip, lim f (t) =b bolsa,
t—c

onda y=f(ep(x)) quramali funkciva @&  noqatta limitke iye ham

lim f (p(x))=b tenlik orinli boladh.
X—a
Dalillew. Teoremanin sharti boyinsha lim f (t) =b. Funkciyanin
t—c
nogattagi limitinin aniqlamasi boymsha Vv & >0 ushin 35 =o(g) >0 tabilip,

v eL(j +(C) noqat ushin f (t) U _(b) boladi

Endi teoremanin sharti boyinsha |X T; p(x)=c ham a noqattin 3JU(a)
dogeregi tabilip, v x cU ,(a) hogatta ¢(x) = ¢ ham limit aniqlamasi boyinsha
joqaridagt o >0 san ushm 35=56(0)>0 tabilip, Vxe L(j s(a) noqat ushin
o(X) e Uao(c) boladi. Solay etip, ve>0 ushin 3J65=6(¢)>0 tabilip,
V Xe L(j s(@) nogat ushin t=¢(x)eU Go(c) ham ¢@)<cu_ () boladi. Bul

lim f (t) =lim f (p(x)) =b tenlik ormnl1 bolatuginin bildiredi. A
t—c X—a

Eskertiw. Teoremadag: a noqattin Gg(a) dogereginde ¢(x) = c

boliw shartin f(t) funkciya t=c noqatta aniglangan ham

limf(t)=f(c)=b tenlikler ormli boliw sharti menen almastinw mumkin.
t—c
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Haqiyqatinda da, eger v XEL(J)g(a) noqat ushin  @(x) =c bolsa, teoremanin
dalilleniwi amq: eger ¢(x) =c bolsa, f(p(x))=1f(c)=b bolip, |f(p(x))-b|=0
boladi. Solay etip, v x U ;(a) noqat ushin f(p(x)) eU, (b) bolad.

Usigan ugsas, a, c hdAm b noqatlardin birewi shekli, ekinshisi sheksiz
yaki hammesi sheksiz bolgan jagdayda da teorema orinli boladi.

2.6. Monoton funkciyami limiti. {x}c R koplik berilgen bolip, a
nogat (shekli yaki . ..) bul kopliktin limit noqat1 bolip, v x < {x} ushin x<a
tensizlik ormnli bolsin. f(x) funkciya {x} koplikte aniglangan bolsin.

7-teorema. Meyli, t(xy funkciya (x} koplikte osiwshi funkciya
bolsin. Eger bul funkciya {x} koplikte jogaridan shegaralangan bolsa, onda a
noqatta shekli limitke iye, al joqaridan shegaralanbagan bolsa, funkciyanin a
noqattag: limiti + oo bolad.

Dalillew. Meyli, f(xy funkciya {x} koplikte 6siwshi ham
shegaralangan funkciya bolsmn. Onda funkciyanii manislerinen duzilgen
{yl={f(x): xe{x}} koplik joqaridan shegaralangan bolip, dal jogarg1

shegaraga iye boladi: p.—sup f(x). Dal joqargi shegara qasiyeti boymsha

xelx)

v x e {x} noqat ushin f(x)<b bolip, v =0 san ushin 3Ix'e {x} nogat
tabilip, f(x)>b—. tensizlik orinli boladi. f(x) funkciya (x} koplikte
osiwshi bolganliqtan x> x tensizlikti qanaatlandiriwshi  x < {x} nogat ushin
f(X)>b-¢ tensizlik ormnli. Natiyjede b-e<f(X)<b<b+¢ tensizliklerge
kelemiz. Al bul b san f(x) funkciyanin limiti ekenin bildiredi. Dalillew
procesinde eger a shekli san bolsa, xX' =a-8§ (6=a-x’) dep,al a sheksiz
bolsa, x’ > M >0 dep aliniw1 kerek.

Endi f(x) funkciya  {x}  koplikte 6siwshi ham joqaridan

shegaralanbagan funkciya bolsm. ¥ M >0 san ushin (bul san ganday tlken san
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bolsa da) 3Ix'e{x} nogat tabilip, f(x’)>M tensizlik ormnli boladi. x>x

tensizlikti qanaatlandinwsh1 v x < {x} noqat ushin  f(x)> f(x) tensizlik

ormlt bolganliqtan, bunday noqatlar ushin  f(x) > m tensizlik ormnl. Bul

lim f (x) = +o bolatuginin bildiredi. A

{x}c R koplik berilgen bolip, a nogat (shekli yaki +oo) bul
kopliktin limit noqati bolip, v x e {x} ushin x=>a tefsizlik orinli bolsin.
f (x) funkciya {x} koplikte aniglangan bolsin.

8-teorema. Meyli, t(x) funkciya {x} koplikte kemiwshi funkciya
bolsin. Eger bul funkciya {x} koplikte tomennen shegaralangan bolsa, onda a
noqatta shekli limitke iye, al tomennen shegaralanbagan bolsa, funkciyanin a

noqattag: /limiti — oo boladi.

Bul teorema 7- teorema siyaqli dalillenedi.
2.7. Amq emeslikler. Biz jogarida shekli limitke 1ye funkciyalar ustinde
arifmetikaliq amellerdi korip ottik. Eger f(x) ham g(x) funkciyalardin har

birewinin a nogattag: limiti sheksiz yaki  f(x)/g(x) funkciyanin a

nogattag: limiti qaralganda limg(x)=0 bolsa, onda har qiyli aniq emeslikler
X—a

payda boladi.
Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x}cR képlikte amgqlangan, a
noqat bul kopliktin limit nogati bolsin.

1) Eger limf(x)=limg(x)=0 bolsa, onda T polshek 8

g(x)

~—

korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
2) Eger f(x) ham g(x) funkciyalardin har birewinin a nogattagi
limiti sheksiz bolsa, onda fEX; bolshek = korinisindegi aniq emeslik dep
g(x o0

ataladi.
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3) Eger lim f(x)=+0w (), limg(x)=-o (+w) bolsa, onda

f(x)+g(x) qosindi o« — oo kdrinisindegi anig emeslik dep ataladh.

4) Eger limf(x)=0, limg(x)=o bolsa, onda f(x)-g(x) kobeyme

0.0 korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.

5) Eger lim f(x)=1 limg(x)=c bolsa, onda [f(x)]°* aflatpa 1~

korinisindegi aniq emeslik dep atalad.

6) Eger lim f (x) =limg(x) =0 bolsa, onda [f(x)]°™ anlatpa o
korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.

7) Eger limf(x)=ow, limg(x)=0 bolsa, onda [f(x)]°* anlatpa «°

X—a X—a

korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.

f(x) ham g(x) funkciyalardin 6z limitlerine umtiliw qasiyetlerine qarap
joqaridag anlatpalardin xarakterin aniqlaw aniq emesliklerdi ashiw dep ataladh.

2.8. Funkciyanmin limitke iye bohwimn Koshi kriteriysi. Meyli, f(x)
funkciya {x}c R koplikte amqlangan, a noqat bul koépliktifi limit noqati
bolsin.

20-ani1qlama. Eger v.>0 sanushin 36=5(¢)>0 san tabilip,

argumenttin = 0<|x'—a/<d, O<|x"—al<s tensizliklerdi ganaatlandiriwshi

Vv x’, x" e {x} manisleri ushin |f(x")- f(x")|<e tensizlik orml bolsa, onda

f(x) funkciya a noqatta Koshi shdrtin ganaatlandiradi dep aytiladi.

M1sal f(x):x.sin)l( funkciya x=0 noqatta Koshi shartin
ganaatlandiratuginin korsetemiz. Haqiyqattan da, v & >0 san ushin 5 =¢/2
dep alsaq, argumenttin 0<|x|< % 0<|x"< g tensizliklerdi
qanaatlandinwsht v x’, x” € {x} manisleri ushin

1
x"sin — x"

X"

.1 .1 .1
[f(X) = f(x")|=|x"sin= —x"sin=|<|x'sin=| + <[x|+[x"|<e.
X X X

97



Bul aniglama boyinsha berilgen funkciya x=0 noqatta Koshi shartin
qanaatlandiratuginin bildiredi.
Eger Vo6>0 san alinsa da Je>0  san ham argumenttin

0<

x'—al<s, 0<

x"—a/<6 tensizliklerdi ganaatlandirtwshi  x’, x” < {x}

ménisleri tabilip, |f (x) — f (x")|>¢ tefisizlik ormli bolsa, onda f(x) funkciya

ushin a nogqatta Koshi sharti orinlanbayd: dep aytiladi.

Mi1sal f(x):cosl funkciya ushin X =0 nogqatta Koshi sharti
X

orinlanbaydi. Haqiyqattan da, V>0 san alganimizda da 0<e& <2 san ham

! 1 " 1
X=—"- X'=—"—
2k 2k + D)z

n

nogqatlar ushin (g >[271[5] bolganda |x|<&, |X"|<d)

| f(x) = f(x")|=|cos 2kz —cos(2k + 7| =2> ¢
boladi. Bul aniglama boyinsha berilgen funkciya ushin x =0 nogatta Koshi
sharti ormlanbaytuginin bildiredi.

O-teorema. Funkciya nogatta shekli limitke iye boliwi ushin bul
noqatta Koshi shartin qanaatlandiriwt zarur ham jetkilikli.

Dalillew. a)Zarturligi Meyli, limf(x)=b bolsin. v &£>0
X—a

sand1 saylap alamiz. Funkciyanin noqattag limitinift Koshi aniqlamas1 boyinsha
g/2 san  ushm 36>0 san tabilip, arngumenttin

O<|x'—al<d, 0<

x"—a|<5 shartlerdi qanaatlandiriwsh1 wx’, x” manisleri
ushin, saykes tlrde, [f(x) —b| < g [F(x") —b| < g tensizlikler ormli boladi.
Bunnan

[F(X)— F(X)|=|(F(X)—b)+(b— f(X)|<|f(X)—b+|f(X")—b<e
tensizlik kelip shigadi. Al bul f(x) funkciya a nogatta Koshi shartin

ganaatlandiratuginin bildiredi.
b)Jetkilikligi.  Meyli, f(x) funkciya a nogatta Koshi shartin

ganaatlandirsin. f (x) funkciya a noqatta shekli limitke iye bolatuginin
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dalillewimiz kerek. Meyli, {x, }- argumenttin a  nogattan 6zgeshe
manislerinen duzilgen, a noqatga jiynaqli galegen izbe- izlik bolsin. Bunin
ushin funkciyania nogattag: limitinin Geyne aniglamas: boyinsha funkciyanin
saykes dara manislerinen duzilgen {f(x, )} izbe- izlik baz1 bir b sanga
jiynagh ham bul san hamme a nogattan 6zgeshe nogatlardan duzilgen, a
nogatga jiynaqh {x,} izbe- izlikler ushin birdey ekenin dalillew jetkilikli.
Daslep, argumenttin  a nogattan 6zgeshe manislerinen duzilgen, a
nogatga jiynaql galegen {x_ }  izbe- izlik ushin  saykes funkciyanin
manislerinen duzilgen {7 (x,)} izbe- izlik bazi bir b sanga jiynagh
bolatuginin dalilleymiz. v >0 san ham Koshi sharti boyinsha usi sanga
saykes 5=6(¢)>0 san saylap alamiz. {x,} izbe-izlik a nogatga jiynagh
ham x,=a bolganhqtan ust s-0 san ushin 3N nomer tabilip, n>nN
nomerler ushin 0<|x, —a|<s tefisizlikler orinh boladi. v p natural san ham

n>N nomerler ushin 0<|x,,,—a/<s tensizlikler de orinl bolatugin anq.

n+p

Solay etip, vp natural san ham  n>nN nomerler  ushin

0<[x,—a/<d, 0<[x,,

—a‘<5 tensizlikler orinli bolad: eken. Usi eki
tensizlikten ham Koshi shartinen v p natural san ham n > N nomerler ushin
[ (X,,p) = F(x,)| <& tensizlikti alamiz. Bul {f (x,)}- fundamental izbe- izlik
ekenin bildiredi, al fundamental izbe- izlik jiynaqli bolganhqgtan {f(x )} izbe-
izlik baz1 bir b sanga jiynagl.

Endi argumenttin a nogattan 6zgeshe manislerinen dazilgen, a nogatga

jiynaglh galegen eki {x } ham {x/} izbe- izlik ushin funkciyanin saykes dara
manislerinen dazilgen {f (x,)} ham {f(x;)} izbe- izlikler birdey b sanga
jynagh bolatuginin dalilleymiz. Meyli, (f(x )1 ham g¢(x )y izbe- izlikler,
saykes tarde, b ham b sanga jiynaglt bolsin. Argumenttin a nogattan
6zgeshe manislerinen duzilgen, a nogatga jiynaqgli jana

99



! !

X, X, Xo, X5, e, X, Xp,
izbe- izlikti qaraymiz. Joqarida dalillegenimiz boyimsha funkciyanin saykes dara

manislerinen duzilgen
f(x), T, f(x), f(x3), ... . f(x), f(x),

izbe- izlik baz1 bir b” sanga jiynaqli. Bul izbe- izliktin galegen ules izbe- izligi
de b” sanga jiynagl. Demek, taq nomerli elementlerden duazilgen
f(x), f(x,), o (X)), L ules izbe- izlik te, jup nomerli
elementlerden duzilgen f(x;), f(x5), ... , f(x}), ... ules izbe- izlik te
b’ sanga jiynagl: boladi. Bunnan b = b’ =b"” bolatugini kelip shigadi. A

E s k e r t i w a nogattagr bir tarepli limitler,
X —> 00, X-—>+oo, x-—>—oo dagt limitler ushin da Koshi sharti ham Koshi

kriteriysi jogaridagiga ugsas aytiladir ham dalillenedi.

2.9. Baz1 bir ajayip limitler. 10-teore m a. f(x):siﬂ funkciya
X

x =0 noqatta shekli limitke iye hdm bul limit 1 ge ten, yagniy lim2"X _q.
=0 X

Dalillew. Argumenttin 0<x<% manislerinde  sin x < x < tgx

tensizlikler orinli ekeni malim. sinx>0  bolganliqtan bul tensizliklerdi

1<% < 1 Koriniste jazip aliw mimkin. Bunnan
sinXx cosX
sin x
COSX<——<1 1)
X

tensizliklerdi alamiz. (1) tensizliklerdin argumenttin 0 < x <% manisleri ushin

/4 . . (34 72- 7 . .
orinli1 boliwinan bul tensizliklerdin _E< X<0 manisler ushin da orinli ekeni

kelip shigadi, sebebi SI"X ham cosx funkciyalar jup funkciyalar. Solay etip,
X

0
(1) tensizlikler - % <X <% (x#0) manisler ushin, yagnty V xeU ,2(0)
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noqatta ormnli boladi eken. f(x)=cosx hdm g(x)=1 funkciyalar x=o0

noqatta 1 ge ten limitke iye. Funkciyalar ushin eki jaglap shegaralaw principi

sin x

(shekli limitke iye funkciyalardin 4°- gésiyeti) boymsha h(x) = funkciya da

x =0 nogatta shekli limitke iye ham bul limit 1 ge ten. A

11-teorema. f(x)=(+x)¥* funkciya x=o noqatta shekli limitke iye
ham bul limit  sanina ten.

Dalillew. f(x)=@+x)¥* funkciya x—o nogatta him shep, hdm on
limitlerge iye ham bul limitler e sanina ten ekenin dalillew jetkilikli.

1) Déaslep f(x)=@+x)"* funkciya x=o0 noqatta shekli of limitke iye
bolip, bul limit e sanina ten ekenin dalilleymiz.

Bunin ushin funkciyanin noqattagi on limitinih ~ Koshi aniqlamasi
boymsha ve>0 ushm 35=5(¢)>0 san tabilip, 0<x<s  shartti

qanaatlandiriwsh1 V x nogatta
‘(1+ x)¥* —e‘<g (2)
tensizlik ormnl bolatuginin dalillew jetkilikli.

1

V & >0 san saylap alamiz hdm a =1+ :
n+

) ham b, = (1+1)n+1
n
izbe- izliklerdi alamiz. Bul eki izbe- izlik e sanina jiynaqli. Haqiygatinda da,

1+ 11)n+1 lim(L+ )™

Iiman:Iim(1+L)”=lim ”+1 =12 ”+11 Y
n—o n—o n+1 n—oo 14 I|m(1+ ) 1
n+1 N—> n+1

limb, = lim(1+ 1)n+1 :lLrpo(l+%)” -!]Lr?O(l+%)=e-1:e

n—0 nso

Eki {a,} ham {p_} izbe-izlik te € sanina jiynaql bolganliqtan saylap
alngan v £ >0 san ushin 3N, N, nomerler tabilip, n>N; nomerler ushin
a, —e|<e¢ hdm n> N, nomerler ushin |b —¢/<¢ tefisizlikler ormh. Meyli,

N =max{N,,N,} bolsin. Onda n > N nomerler ushin bir waqutta
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a, —el<e, b, —¢<e (3)
tensizlikler orinli boladi.

Endi dalillewdi aqirina jetkeriw ushin eger 5:% dep alsag, onda

argumenttin o<x<% shartti ganaatlandiriwshi manislerinde (2) tensizlik

orinlt bolatuginin dalilleymiz.

Haqiygatinda da, meyli, x argumenttin o<x<% shartti

1

ganaatlandiriwsh: galegen manisi bolsin. Onda 1. . Endi n;:[x] dep

X

belgilep, birinshiden, n~n~ dep, al ekinshiden

n<lonit (4)
X

tensizlikler orinli dep aytiwimiz mamkin. Bul tensizliklerden

L<xgl ham 1+i<1+x£l+l (5)
n+1 n n+1 n

tensizlikler kelip shigadi. (4) ham (5) tensizliklerdin ekinshisin salistirip, tiykari

1 den ulken korsetkishli ~ funkciyanin  6siwshiliginen  paydalanip,

(L )" <@ <@r D) yaki a, <@ 0 <b, teiisizliklerdi alamiz.
n+ n
Solay etip, argumenttin 0 < x <% shartti ganaatlandiriwshi galegen

xmanisi ushin n> N nomerlerde a, <@+ x)¥* <b, demek,
a, —e<(1+x)¥*-e<b, —e (6)
tensizlikler orinl bolad: eken. (6) tensizlikti n > ~n nomerler ushin orinl bolgan

(3) tensizlikler menen salistinp, argumenttin 0<x<% shartti

ganaatlandiriwsh:  manislerinde (2) tensizlik orinli bolatuginina isenim
arttiramz.
2) f(x)=@+x)¥* funkciya x-o0 nogatta shekli shep limitke iye bolip,

bul limitte e sanina ten ekenin dalilleymiz.
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Funkciyanin noqattag: shep limitinih Geyne aniglamas: boyinsha terns
sanlardan duzilgen galegen sheksiz Kishi ¢ 1 izbe- izlikke saykes funkciyanin
dara manislerinen duzilgen f(x,)=@+ x,)¥* izbe- izlik . sanina jiynagh
bolatuginin dalillew jetkilikli.

Meyli, ¢ 1- teris sanlardan duzilgen galegen sheksiz kishi izbe- izlik
bolsin. Bul izbe- izlikti hamme , elementler moduli boyinsha 1 den ulken

bolatugin v nomerden baslap garaymiz.

n dep belgileymiz, demek xn:—L. Onda ¢y 3y .0n
1+ X, 1+y,

Yn=—

sanlardan duazilgen sheksiz kishi izbe- izlik bolip,

_TYn

() =@ %)V == ) M =
1+

1 f(yi+1) i+1

) =)

N 1+vy,

tenlik ormli. Solay etip,
lim f(x,)=1lim@Q+ yn)]/yn lim@+y,).
{y.} oh sanlardan dizilgen sheksiz kishi izbe- izlik bolganlqtan joqarida
dalillengeni boymsha lim@+y, )¥ =e, al lim@1+y,)=1. Demek, {f(x,)}
n—oo n—o0

izbe- izlik e sanina jiynaqli. A

2.10. Sheksiz kishi ham sheksiz alken funkciyalar. 21-ani1qglama.
Nogattag: limiti nolge ten funkciya us: nogatta sheksiz kishi funkciya dep

ataladi.

Misali a(x)=(x—a)" (neN) funkciya a noqatta sheksiz kishi
funkciya bolad:.

Eger f(x) funkciyanizi a nogattag: limiti b san:na ten bolsa, onda
a(x) = f(x) —b funkciya a nogatta sheksiz kishi funkciya.

Eger ¢(x funkciyanii a nogattag: limiti ,, san:na tes bolsa, onda bul
funkciyan:  f(x)=b+a(x) Kkdrinisinde jazzw mumkin, bul jerde a(x)- a
noqatta sheksiz kishi funkciya.
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22-an1qlama. Nogattag: limiti sheksiz funkciya us1 noqatta sheksiz

ulken funkciya dep ataladi.
Argumenttin a saninan ulken (kishi) manislerinen duzilgen, a nogatqa

jiynagh v {x } izbe- izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen
{A(x,)} Izbe- izlik baz1 bir nomerden baslap hamme elementi yaki on, yaki
teris sanlar bolgan sheksiz tlken izbe- izlik bolsa, onda a(xy funkciya a

noqatta onnan (shepten) sheksiz ulken funkciya dep ataladi ham

lim f()=+o (lim f()=+c) yaki lm f()=—0 (lim f(x)=—0)

x—>a+0
dep jaziladi. Geyde

A(a+0)=+ (A(@a—0)=+w) yaki A(a+0)=- (A(a—0)=-on0)
simvollarinan da paydalaniladi.

Sheksiz kishi ham sheksiz ulken funkciyalar da sheksiz kishi ham sheksiz
ulken izbe- izliklerdin gasiyetlerine ugsas gasiyetlerge iye boladi.

1°. Nogqatta sheksiz kishi funkciya bolg¢an shekli sandag: funkciyalardus
gos:nd:s: ham kobeymesi us: nogatta sheksiz kishi funkciya.

2°. Nogattui baz: bir dégereginde shegaralangan funkciyanz us: nogatta
sheksiz kishi funkciyaga kobeymesi us: nogatta sheksiz kishi funkciya.

3% Eger «(x) funkciya a nogqattii baz: bir dégereginde aniglangan,
us: dogerek nogatlarinda nolden ozgeshe, sheksiz kishi funkciya bolsa, onda

(1) funkciya a noqatta sheksiz ulken funkciya.
a(X

4%, Eger A(x) funkciya a nogatta sheksiz ulken funkciya bolsa, onda

A(l) funkciya a noqatta sheksiz kishi funkciya bolad:.
X

Berilgen a nogatta sheksiz kishi eki funkciyan: salistinw metodikasina

togtalamiz. Meyli, a(x) ham pB(x) funkciyalar a noqattin bazi bir

dogereginde amglangan ham a noqatta sheksiz kishi funkciyalar bolsin.
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1) Eger 1im=22—=0 bolsa, onda ,(x)y funkciya a nogatta g(x)

funkciyaga garaganda jogar: tartipli sheksiz kishi funkciya dep ataladi ham

a(x) =0(B(x)) (x— a) dep jaziladi.

2) Eger lim &) _ ¢ (c#0, c=1) bolsa, onda «(x) ham g

8 f(X)

funkciyalar a nogatta birdey tartiptegi sheksiz kishi funkciyalar dep atalad.

3) Eger lim &%) _q bolsa, onda «(x) ham p(x) funkciyalar a nogatta

x—a ﬂ(x)
ekvivalent sheksiz kishi funkciyalar dep ataladi ham o (x)~AB(x) (x—a) dep
jazilad.
12-teorema. Eger oo0~a(x) (x—a) hdm px)~p(x) (x—a)

bolip, ”mL(X) shekli limit bar bolsa, onda Iim@ limit te bar ham

>a f (X) 2 (X)

lim a(x) =lim a,(X) tenlik orinli boladl.

2 B(X)  x2 fy(X)

Berilgen a noqatta sheksiz ulken ham onnan (yaki shepten) sheksiz

ulken funkciyalar da usilay salistiriladi.
Meyli, A(x) ham B(x) funkciyalar argumenttin birdey méanislerinde
aniqlangan funkciyalar hdm aniqliq ushin
i, A =i B =

bolsin.

1). Eger A funkciya a noqatta onnan sheksiz ulken funkciya bolsa,
B(x)

onda A(x) funkciya a noqgatta B(x) funkciyaga salistirganda jogar: osiw

tartibine iye dep atalad.

2). Eger Ax) funkciyanin a noqattag: on limiti nolden 6zgeshe shekli
B(x)

sanga ten bolsa, onda A(x) ham B(x) funkciyalardin a nogattagi dsiw
tartibi birdey dep atalad.
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Sheksiz kishi jane sheksiz tulken funkciyalardr salistinw misallarin
keltiremiz.
Misallar 1) ax)=x*-x> ham pg(x)=5x>+x* funkciyalar
x =0 nogatta birdey tartiptegi sheksiz kishi funkciyalar, sebebi

_a(X) X*—-x> . xX*@1-x%) . 1-x* 1
lim =lim s=lim————=lim—=_.
x>0 B(X) x>05x3+x* x>0 x3(5+x) x05+Xx 5

2) a(x)=(x—-2)%2(x-1) ham pgx)=xx-1? funkciyalar x=2 noqgatta

ekvivalent sheksiz kishi funkciyalar, sebebi

im @) i $ = =D o gy,
X—»2 ﬂ(x) X~>2 (X 2) X—>2

3) A(x )_2;)(x ham B(x)= ; funkciyalar x=0 nogatta onnan da, shepten de

o6siw tartibi birdey sheksiz ulken funkciyalar, sebebi

2+ X

lim ()_Ilm =lim(2+x)=2.
x—0 B(X) X—0 1 x—0

X
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4- BAP
UZLIKSIZ FUNKCIYALAR
1-§. Uzliksiz funkciya tasinigi
Funkciyanin uzliksizligi matematikaliq analizdin ahmiyetli tasiniklerinin
t(x) funkciya {x}cR koplikte amglangan, a nogat {x kopliktin
limit nogat1 bolsin.
f(x) funkciyanih a noqattag: limiti ushin tomendegi jagdaylardin
birewi orinl boliwi mumkin:
1% f(x) funkciya a nogatta shekli limitke iye.
2°. t(x funkciyamn a nogattag: limiti sheksiz.
3% t(x) funkciya a nogatta limitke iye emes.
Biz tomende 1% jagdaydin funkciyamn uzliksizligi dep atalatugin
ahmiyetli dara jagdayin toliq izertleymiz.
1.1. Uzliksiz funkciya amglamalar.. Meyli, ¢(xy funkciya {x}cR
koplikte aniglangan, a < {x} nogat {x} kopliktin limit nogat: bolsin.
1-an1qglama. (Funkciyanin nogatta uzliksizliginin rasmiy aniglamasi).
Eger funkciya nogatta shekli limitke iye bolip, bul limit funkciyanmn usi
nogattag: dara manisine ten bolsa, onda bunday funkciya usi nogatta uzliksiz

dep atalad.
Basgasha aytqanda, eger [im f (x)= f(a) bolsa, onda (xy funkciya a

nogatta uzliksiz dep ataladi.

Misallar. Nel. f(x)=x*+x+1 funkciya VYaeR noqatta uzliksiz,
sebebi, lim f(x) =lim(x' + x+1) =a* +a+1= f(a)

Ne 2. f(x)=(signx)? = {; x#0, funkciyanin VaeR nogattag: limiti

1 ge ten, yagniy lim f(x)=lim(signx)®* =1. Birag, f(0)=0 bolganlqtan
X—a X—a
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Iing f (x) = f (0). Demek, berilgen funkciya x=o0 noqatta uzliksiz emes, qalgan

hamme aeR\{0} noqatlarda zliksiz, sebebi,
!(I_I‘)T; f(x)= !(i_r)r;(signx)z =1= f(a).

Funkciyanii noqattagi limitinih Geyne ham Koshi aniqlamalarman
paydalanip, biz funkciyanin noqatta uzliksizliginin Geyne ham Koshi
aniglamalarma kelemiz.

2-an1qlam a (Funkciyanin noqatta uzliksizliginin Geyne aniqlamast).
Eger argumenttin manislerinen duzilgen, a nogqatqa jiynaqlt v {x,} izbe- izlik
ushin funkciyanin sdykes dara ménislerinen duzilgen (¢ (x )} izbe- izlik ¢ (a)
sanga jiynaqli bolsa, onda f(xy funkciya a noqatta uzliksiz dep ataladi.

E s kerti w Funkciyanin nogattagr uzliksizliginin Geyne
aniqlamasinda {1 izbe- izliktin elementleri a nogqattan 6zgeshe boliwi talap
etilmeydi, sebebi f(a) sanma jiynaql {f(x, )} izbe- izliktin elementlerine
galegen sandag1 f(a) sanga ten elementlerdi biriktiriw bul izbe- izliktin f (a)
sanga jiynaqliligin buzbaydi.

3-an1qlam a (Funkciyanin noqatta zliksizliginin Koshi aniglamasi).

Eger v &>0 san ushin 36=6(¢)>0 san tabilip, argumenttin  |x—aj<s$
tefsizlikti qanaatlandiriwshi v x manisi ushin |f(x) - f(a)| <& tensizlik orinh
bolsa, onda f(x) funkciya a noqatta uzliksiz dep ataladi.

E s ke rtiw. Funkciyanin noqattag: uzliksizliginin Koshi aniqlamasinda
argumenttin manisleri 0<|x—a shartin qanaatlandiriwi, yagniy a nogattan
Ozgeshe boliwi, talap etilmeydi, sebebi x—a maniste f(x)— f(a) ayirma
nol'ge teh ham wve>o0 san ushin  |f(x)- f(a)|]<e tensizlikti
ganaatlandiradi.  Funkciyanin noqattag tizliksizliginin Koshi aniqlamasindagi
x—al<s tensizlik a—-S<x<a+os  tensizliklerge ekvivalent bolip,
xeUz(a) qatnast, al [f(x)- f(a)|<e tefsizlk f(a)-e<f(x)<f(a)+e
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tensizliklerge ekvivalent bolip, f(x)eU, (f(a)) qatnasti anlatadi. Demek,
Koshi aniglamasi boymsha @) noqattin vy _(f(a)) dogeregi ushin a
noqattin  3U,(a) dogeregi tabilip, argumenttin us1 dogerekten alingan har bir
manisine saykes funkciyamin manisi f(a) noqattih yu_(f(a)) dogeregine

derek bolsa, onda (x) funkciya a noqatta Gzliksiz bolad: (1- siwret).

fiope

t{(ﬁq){ (g
f(ore

1- sawret

Eger |f(x)- f(a)<e tensizlik orinli bolsa, onda XI_iarﬂo(f (x)- f(a))=0
tenlik orinli boladi.

Funkciyanin nogatta azliksizliginin wuzliksizlik shartinin ay:rmal:q formas:
dep atalatugin jane bir amglamasin keltiriw mamkin. Adette, x —a ayirma
argumenttin -~ a  nogattagi osimi dep ataladi ham Ax=x-a dep, al
f(x)— f(a) aywrma argumenttin a nogattagt Ax  6simine saykes
funkciyanin 6simi dep ataladi ham Af = f(x)— f(a)=f(a+Ax)- f(a) dep

belgilenedi. Us:1 aytilganlard: esapga alip, lim f(x)= f(a) teflikti lim Af =0

Ax—0
koriniste jaziw mamkin. Solay etip, f(x) funkciyanin a nogatta uzliksizligi
bul nogatta argumenttin sheksiz kishi o6simine funkciyanin da sheksiz kishi
6simi saykes keliwi sipatinda aniglaniwi da mumkin.

1-teorema. Funkciyaniz nogatta wuzliksizliginin Geyne ham Koshi

aniglamalar: ekvivalent.
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Bul teorema funkciyanih nogattagr limitinin Geyne ham Koshi
anglamalarinia ekvivalentliginen kelip shigad.

Funkciyanin noqattag: bir tarepli limitlerinin ~ Geyne ham Koshi
anglamalarinan paydalamp, funkciyanin nogattag: bir tarepli uzliksizliginin
Geyne ham Koshi aniglamalarin alamiz.

Meyli, f(x) funkciya {x}cR koplikte aniglangan, a < {x} ham v >0
ushin (a, a+ &) intervalda ((a— s, a)intervalda) {x} kopliktin keminde bir
nogati bolsin.

4-an1qglama. (Funkciyanin nogatta bir tarepli uzliksizliginin rasmiy
aniglamasi). Eger funkciya noqgatta shekli on (shep) limitke iye bolip, bul limit
funkciyanin us1 nogattag: dara manisine ten bolsa, onda bunday funkciya usi
nogatta oznan (shepten) uzliksiz dep ataladi.

Basgasha aytqanda, eger Xﬂr;rlof(x): f(a) (Xﬂgn_of(x): f(a)) Dbolsa,
onda f(x) funkciya a nogatta onnan (shepten) uzliksiz dep ataladi.

5-an1qlama. (Funkciyania nogattag: bir tarepli uzliksizliginin Geyne
aniglamasi). Argumenttin a saninan ulken (kishi) manislerinen duzilgen, a
nogatga jiynagh v {x,} izbe- izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen
duzilgen {f(x,)} izbe-izlik f(a) sanina jiynagh bolsa, onda f(x) funkciya
a nogatta onnan (shepten) uzliksiz dep ataladi.

Eskertiw. Bulamglamadag: v {x,} izbe- izliktin elementleri ushin
X,>a (x,<a) shartin x,>a (x,<a) sharti menen almastinw muamkin,
sebebi f(a) sanna jiynagl {f(x,)} izbe- izliktin elementlerine galegen
sandag1 f(a) sanmina ten elementlerdi biriktiriw bul izbe- izliktin f(a) sanina

jiynaghiligin buzbayd:.
6-an1qlam a. (Funkciyanin nogattag: bir tarepli uzliksizliginin Koshi
anmiglamasi). Eger v &>0 ushin 35=65(s)>0 san tabilip, argumenttin

a<x<a+oJ (a—-oJ<x<a) shartin ganaatlandiriwshi hamme manisleri ushin
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|f(x)— f(a)| <& tensizlik onnl bolsa, onda f(x) funkciya a noqatta ozinan
(shepten) uzliksiz dep atalad:.

Eskertiw Bul amglamadag: argumenttin manisleri ushin
a<x<a+o (a—-d<x<a) shartin a<x<a+d6 (a—-d8<x<a) sharti
menen almastiriw mamkin , sebebi x = a maniste ¢ (x)— f (a) ayirma nol ge
ten hdm v & >0 sanushin |f(x) - f(a)|<e tensizlikti ganaatlandirad:.

Eger funkciya nogatta ham onnan, ham shepten uzliksiz bolsa, onda
funkciya us: nogatta wuzliksiz.

Bul tastiyiglawga keri tastiyiglaw da orinli:  Eger funkciya nogatta

uzliksiz bolsa, onda bul funkciya us: nogatta ham shepten, ham oznan wuzliksiz.

Eger funkciya {x} kopliktin har bir nogatinda uzliksiz bolsa, onda bul
funkciya us1 koplikte wuzliksiz dep ataladi.

Misali, intervaldin har bir nogatinda uzliksiz funkciya usi intervalda
uzliksiz dep ataladi.

Eger funkciya [a,b] kesindinin har bir ishki nogatinda uzliksiz, a
nogatta onnan ham b noqatta shepten uzliksiz bolsa, onda bul funkciya usi
kesindide wuzliksiz dep atalad:.

1.2. Uzliksiz funkciyalar ustinde arifmetikalig ameller. 2-teorema.
Meyli, (x} koplikte an:qlangan f(x) ham g(x) funkciyalar a < {x} nogatta
uzliksiz  bolsin.  Onda f(x)+g(x), f(x)-gx), fX)/g(x) (g(@)=0)
funkciyalar da a nogatta uzliksiz.

Dalillew. a noqatta Gzliksiz f(x) hdm g(x funkciyalar bul
noqatta, saykes turde, f) hdm g Sanga ten limitlerge iye bolganhgqtan,
f(x)xg(x), f(X)-g9(x), f(x)/g(x) funkciyalar a noqatta shekli limitke iye
ham bul limitler, saykes tarde, f(a)+g(a), f(a)-g(a), f(a)/g(a) sanlarga

ten. Aniglama boyinsha bul funkciyalar a nogatta uzliksiz. A
Eskertiw. Ekifunkciyanin qosindisinin, ayirmasinin, kobeymesinin

ham gatnasiin bazi bir noqatta Uzliksizliginen bul funkciyalardin har birewinin
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ust noqatta uzliksizligi kelip shiga bermeydi. Misali, f(x)=x ham

1

g(x) = {COSX, x~0, funkciyalardin gp(x)= f(x)-g(x)=x- cosl kobeymesi
X

0, x=0

V xe R noqatta uzliksiz, biraq g(x) funkciya x=0 noqatta uzliksiz emes
(g(o)=o0, birag g(x) funkciya x=o0 noqatta limitke iye emes).

2- teorema shekli sandag: uzliksiz funkciyalardin qosindist hdm kébeymesi
ushin da orinli bolatuginin tekseriw qiyin emes.

1.3. Quramah funkciyamn uzliksizligi. Meyli, {x}e R  koplikte
t = p(x) funkciya amiqlangan, al bul funkciyanin {}— r manisler kopliginde
y = f(t) funkciya aniglangan bolip, bul funkciyalar jardeminde vy = f (p(x))
quramali funkciya dazilgen bolsin.

3-teorema. Meyli, t =p(x) funkciya ac{x} noqatta, al y= f(t)
funkciya b=g(a)eft} nogatta uzliksiz bolsin. Onda vy = f(p(x)) quramall

funkciya a nogatta uzliksiz.

Dalillew. Meyli, {x,}- quramali funkciyanin argumentinin
manislerinen dizilgen, a nogatqa jiynaql izbe- izlik bolsin. t = ¢(x) funkciya
a noqatta uzliksiz bolganligtan Geyne aniqlamasi boyimsha funkciyanin saykes
manislerinen duzilgen {t,}={p(x,)} izbe- izlik b=g(a) sanga jiynaql.
y=f() funkciya b=g¢(a) noqatta uzliksiz bolganhqtan b=¢(a) sanga
jiynaght {t,}={p(x,)} izbe- izlik bul funkciyanifi argumentinin maénislerinen
duzilgen izbe- izlik bolip, Geyne aniglamasi boyinsha funkciyanin saykes dara
manislerinen duzilgen {y,}={f(t,)}={f(p(x,))} izbe- izlik )= f(pa)
sanga jiynaqli.

Solay etip, quramali funkciyanin argumentinin ménislerinen duzilgen, a

nogatqa jiynagh V {x,} izbe- izlik ushin funkciyanin saykes dara manislerinen

duzilgen {f (p(x,))} izbe- izlik f(e(a)) sanga jiynaqh boladi eken. Bul
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Geyne aniqlamasi1 boymsha y= f(p(x)) quramali funkciyanin a nogatta

uzliksiz ekenin bildiredi. A

1.4. Funkciyanin uzilis noqatlarl. Funkciya uzliksizlik gasiyetine iye

bolmagan noqat funkciyanin uzilis nogat: dep ataladi.

1°. Funkciyanwi saplastirlatugin vzilis nogati. Eger funkciya nogatta shekli
limitke iye bolip, yaki bul limit funkciyanin noqattagi dara maénisine ten
bolmasa, yaki funkciya bul noqatta aniqlanbagan bolsa, onda bunday nogat

funkciyani saplastirilatugin uzilis nogati  dep ataladi.

Mi1sal x=0 nogat f(x):Siﬂ funkciyanin saplastirilatugin zilis
X

noqati boladi, sebebi |im5iﬂ =1, al funkciya bul noqatta aniqlanbagan.
x—0 X

Eger a nogat f(x) funkciyann saplastirilatugin zilis noqati bolsa, onda

funkciyanin a noqattan basqa nogatlardagr manislerin 6zgertpey bul uzilisti

saplastintw mumkin. Bunih ushin = f(x) funkciyamn a noqattagr manisin

funkciyanin usi noqattag1 limitine ten ( f(a)=Ilim f(x)) qilip alw jetkilikli.

Misali, eger qaralgan misalda foy—1 dep alsaqg, berilgen funkciya x=o

noqatta uzliksiz bolada.
2°. Funkciyanz birinshi tur uzilis nogat:. Eger funkciya nogatta ham shep,
ham on shekli limitlerge iye bolip, bul limitler 6z-ara ten bolmasa

(lim f(x)= lim f(x)) , onda bunday nogat funkciyanin birinshi tur wuzilis
0 x—a—0

X—>a+

noqat: dep atalad.

Adette, funkciyanm birinshi tar tzilis nokat: shekli sekiriw nogat: dep

atalad:.
1, x>0, )
Mlsallar. Ne 1. f(X)=Sign(X)= 0, x=0, funkC|ya
-1, x<0

x =0 nogqatta birinshi tar uziliske 1ye boladi. Haqiyqatinda da,

113



lim sign (x) =1, Iironosign (x)=-1.

x—0+0
sin x , e
Ne 2. f(X):W funkciya x =0 noqatta birinshi tar tziliske iye boladi.
X
. sinx . sinx . sinx . sinx
Haqryqatinda da, lim >=—== lim =—==1, lim =—==— lim >—==-1.
x—0+0 |X| x—>0+0 X x—0-0 |X| X040 X

Ne3. f(x)= 1 . funkciya x =1 noqatta birinshi tur uziliske iye boladu.

1+2%1

Haqiygatinda da,eger {x_ 1 elementleri 1 den ulken, x=1 noqatga jiynaqgl izbe-

1

izlik bolsa, onda { 1 } ham demek, {1+ 2Xn1}- elementleri of sanlar bolgan

X, —1
sheksiz Glken izbe-izlik, sonliqtan £ (x )= 1 — sheksiz kishi izbe-izlik,
1+2%71
: : 1
demek, lim f(x)= lim —=0.
Xx—1+0 X—1+0 —
1+2x3

Endi, eger ¢« elementleri 1 den Kishi, x—1 noqatqa jiynagl izbe- izlik

bolsa, onda { L } elementleri teris sanlar bolgan sheksiz tulken izbe-izlik,

X, —1
o
sonhqtan{zxnl}- sheksiz kishi izbe- izlik bolip, f(x )= 1 izbe- izlik 1
n 1
1+2%7t
ge jiynaqlt, demek, im f(x)= lim —~ —=1.
x—1-0 x—1-0 i
1+2x1

Ned. f(x)=[x] funkciya harbir n (n=0, +1,+2, ...) nogatta birinshi

tar uziliske 1ye, sebebi  |im [x]=n, lim [x]=n-1.
Xx—>n-0

Xx—n+0

3% Funkciyanmii ekinshi tur uzilis nogati. Eger funkciya bazi bir noqatta
yaki keminde bir bir tarepli limitke iye bolmasa, yaki bul nogattag: keminde bir

bir tarepli limiti sheksiz bolsa, onda bunday noqat funkciyanmn ekinshi tur uzilis

nogati dep ataladi.
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1
X-c0s—, X<0,

Misallar Nl ¢_] o <o,  funkciya x=0 nogatta

sinl, x>0
X

ckinshi tur uziliske iye. Haqiygattan da, funkciya x=0 noqgatta shepten

uzliksiz, sebebi [lim f(x):limx~c051:0: f (0). Birag bul funkciya x=0
x—0 X

x—0-0

noqatta on limitke iye emes, sebebi y :sini funkciya x =0 nogatta limitke
X

Iye emes.

Ne 2. f(x)=tgx funkciya «x =%+n;z (neZ) noqatlardin har

n

birewinde ekinshi tur uzitliske 1ye, sebebi  lim tgx =+, lim tgx=—o0.

X—>X,—0 X—>X,+0
1 1 - . . oqe
Ne3. f(x)=43"3> X#0. funkciya x=0 nogatta ekinshi tir Gziliske
1, x=0
iye, sebebi funkciya bul noqatta shep limitke de, on limitke de iye emes.
Ne 4. D(x) - Dirixle funkciyast V xeR nogqatta ekinshi tar uziliske iye,

sebebi funkciya bul noqgatlardin hesh birewinde shep limitke de, on limitke de
Iye emes.

Solay etip, 6z aniglanmiw oblastinin limit noqatinda funkciya ushin
tomendegi jagdaylardin birewi ormli:

1) uzliksiz;

2) saplastirillatugin uziliske iye;

3) birinshi tur ziliske iye;

4) ekinshi tar uziliske iye.

Matematikada hdm onin qollaniwlarinda jiyi ushirasatugin bolek uzliksiz
funkciya tasinigin kiritemiz.

[a,b] kesindide aniqlangan, bul kesindinin birinshi tir uziliske iye bolgan

shekli sandag1 nogatlarinan basqa hdmme ishki noqatlarinda uzliksiz, a noqatta
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onnan, al b noqatta shepten uzliksiz bolgan funkciya [a,b] kesindide bolek
uzliksiz funkciya dep ataladi.
Eger funkciya intervalga (tuwr siziqqa) derek har bir kesindide bolek

uzliksiz bolsa, onda bunday funkciya intervalda (tuwr sizigta) bolek uzliksiz
dep ataladi.

Misali, f(x)=[x] funkciya putkil sanlar kdsherinde ham sanlar kosherine
derek har bir kesindide bolek uzliksiz.

1.5. Monoton funkciyammn uzliksizligi ham uzilis noqatlari. Meyli, f(x)
funkciya {x}= R koplikte aniqlangan bolsin.

4-teorema (monoton funkciyanin Gzliksizligi haqqindagl). Eger r(x)
funkciya {x}=RrR koplikte monoton funkciya bolsa, onda ol bul kopliktin
qalegen nogatinda yaki uzliksiz boladi, yaki tek I tur uziliske iye boladh.

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya {x}< R koplikte 6siwshi (qatal
0siwshi) funkciya bolsin. {x} koplikten (a—s, a+s) < x bolatuginday
ae{x} mnoqat tanlap alamiz. Shart boymsha v xe(a—-s5,a) hogatta
f(x)< f(a), al vxe(a a+s) hogatta f(x)= f(a) tensizlik orml.
Demek, f(x) funkciya (a-s,a) intervalda joqaridan, al (a, a+ )
intervalda tomennen shegaralangan. Monoton funkciyanin limiti haqqindagi
teorema boyinsha
lim (x) = f(a-0) < f(a),
Xuglo f(x)=f(a+0)> f(a)

boladi. Eger fa—-0)=f(a)= f(a+0) bolsa, f(x) funkciya aei{x}
noqatta uzliksiz, al eger (@ —o0) < f(a+0) bolsa, I tar uziliske iye. Eger a
nogat {xj kopliktin shetki nogat: bolsa, onda funkciya bul nogatta bir tarepli
limitke iye ekenin korsetiw jetkilikli. f(x) funkciya {x}crR Kkoplikte
kemiwshi (gatal kemiwshi) funkciya bolgan jagdayda da dalillew usinday

jurgiziledi. A
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5-teorema. Eger f(x) funkciya  {x}=rR  koplikte monoton
funkciya bolip, onui {y}={f(x): xe{x}} mdnisler kopligi baz: bir tutas aralq
bolsa, onda bul funkciya {x} kdplikte uzliksiz.

Dalillew. Amghg ushin, meyli, f(x) funkciya {x} koplikte
osiwshi bolsin. Teoremanin shartlerin ganaatlandiriwsh:r  f (x) funkciya {x}
kopliktin bazi bir a nogatinda uziliske iye bolsin. Onda bul funkciya 4-
teorema boyinsha a  nogatta birinshi tar uziliske iye boladi, yagniy
f(a—0) < f(a+0) boladi (eger a nogat {x} kopliktin shetki nogat: bolsa,
yaki  f@-0)<f(a)), VYaki f(a)<f(a+0) tensizlik orinlanadi). Natiyjede
x <a bolsa, f(x)<f(a-0), al x>a bolsa, f(x)>f(a+0) bolp, ¢
funkciya (f(a—0), f(a+0)) intervaldagi ) manisten basga manislerdi
hesh bir x e {x} nogatta gabil kilmaydi. Bul funkciyanin {y}={f(x): x  {x}}
manisler kopligi bazi bir tutas araliqg ekenligine garama-garsi. Demek, f (x)
funkciya a nogatta birinshi tar uziliske iye bola almaydi. A

1.6. Funkciyanm limitin esaplaganda uzliksizliginen paydalamw.
y = f(x) funkciya {x}c R koplikte amiglangan, a nogat bul kopliktin limit
nogati bolsin. z=¢(y) funkciya y = f(x) funkciyania manisler kopligi

bolgan {y}={f(x): xe{x}} koplikte amglangan bolsin. Onda bul

funkciyalardan {x} koplikte aniglangan z=¢(f(x)) quramal: funkciya daziw
muamkin.

Eger limf(x)=y, bohp, z=¢(y) funkciya y, nogatta uzliksiz bolsa,
onda lime(f(x))=¢(y,) tenlik orinli boladi. Hagqiyqatinda da, lim f (x) =y,

ham  lim p(y) =p(y,), Sonhgtan quramali funkciyanin limiti haggindag:
Y=Yo

teorema boyinsha lime(f(x)) = lim ¢(y) = @(y,).
X—a Y—>Yo
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Bul tenliklerden uzliksiz funkciyalar ushin funkciya belgisi astinda

limitke otiw formulas: kelip shigadi: [im o ( f (x)) = ¢(lim f (x)). Dara jagdayda,

eger f(x)=x bolsa, bul funkciya VvaeR nogatta uzliksiz ham
lim @(x) = @(lim x) = p(a).

Logarifmlik, korsetkishli ham darejeli funkciyalardin uliksizliginen
paydalanip tomendegi misallard: sheshemiz.

Misallar NI, |imwz|ogae (a>0, a=1) tenlikti

x—0 X

dalilleymiz. Haqiygatinda da, lim

O log, 1+ x) _ |iI’TB|OQa(1+ X)]/X =log, e. Bul jerde
X—> X X—>

biz lim(1+ x)V* =e 4&jayip limitten paydalandiq.

x—0

In(L+ x)
X

=1 tenlik orinli.

Dara jagdayda, [im
x—0

N 2. im®~1_jha (a>0, ax1) tehlikti dalilleymiz. Bumn ushin
x—0 X

a* —1=:t dep belgilesek, x=log,(1+t) ham x -0 da t—0 ekenin esapga

X
alip, lim2 _l—lim t 1 =Ina tenlikke iye bolamiz.

x>0 x  0log,(1+t) log,e

—1 tenlik ormnl.

Dara jagdayda, jjim® 1

x—0 X

Mo
No 3. Iin?)(lL)1 = u tenlikti dalilleymiz. Bunih ushin 1+ x)* —1=;t
X— X
dep belgilesek, u :M ham x -0 da t—o ekenin esapqa alip,
InL+ x)
Ho_
lim 1+ x) 1:“m£:"m t  In(+t) In(+x) _
x—0 X x>0X x>0In(Ll+t) In(l+x) X

tenlikke iye bolamiz.

2-§. Uzliksiz funkciyalardin lokal ham global qasiyetleri

Funkciyanin aniglaniw oblastinin bazi bir noqatinin jeterli darejede kishi

doégereginde orinli bolatugin qésiyetleri funkciyanmin lokal qasiyetlerine Kiredi.
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Bul qgasiyetler argumenttin izertlenip atir§an noqatqa umtilgandag: xarakterin
aniqlaydi. Misali, funkciyanin 6z aniqlaniw oblastinii bazi bir noqatindagi
uzliksizligi bul funkciyanin lokal gasiyeti boladi.

Funkciyanin puatkil aniqlaniw oblastt menen baylanisli bolgan qasiyetleri
onth global gasiyetleri boladi. Misali, funkciyanin kesindidegi monotonlig1
onin global gasiyeti.

2.1. Lokal gasiyetleri. Meyli, f(x) funkciya {x}crR koplikte
aniqlangan bolip, @ nogat {x} kopliktif limit nogati bolsin.

6- teorema  Nogatta uzliksiz funkciya ust noqattin bazi bir
dogereginde shegaralangan.

Bul teorema nogatta shekli limitke iye funkciya usi noqattin bazi bir
dogereginde shegaralanganlig1 qasiyetinen tikkeley kelip shigadu.

7-te or e m a (Noqatta uzliksiz funkciyanin belgisinih saqlaniwi
haqqindagr). Meyli, f(x) funkciya {x} koplikte aniglangan bolp, a < {x}
noqatta uzliksiz ham f(a)>0 (f(a)<0) bolsin. Onda 3IS5>0 san
tabilip, v x e B, = {x} ~U 4(a) Nogatta f(x)>0 (f(x)<0) bolad:.

Basqasha aytkanda, noqatta uzliksiz funkciya usit noqattin bazi bir
dogereginde 6z belgisin saqlaydi (2- sawret).

D4alille w. Funkciyanmin noqatta uzliksizliginin Koshi aniglamasi

boymsha v &>0 sanushin 35=5(¢)>0 san tabilip, argumenttin a noqattin

S — dobgereginen alingan manisleri ushin 1f(x)-f(a)<e, Yyagny
f(a)—e< f(X)< f(a)+¢& tensizlikler orinli boladi. Eger &= @ dep alsaq,

onda f(a)— e ham f(a)+ e sanlardin ekewi de f(a)>0 bolsa on, al

f(a)<0 bolsa teris boladi. Sonligtan f(a)—e< f(X)< f(a)+¢&  tensizlikler

argumenttin - a noqattin & — dogereginen alingan manisleri ushin £ (x)
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funkciya f(a)>0 bolsa on, al f(a)<0 bolsa teris aniglangan bolatuginin

bildiredi. A

2- suwret

Bul teoreman1 f(x) funkciya a nogqatta onnan yaki shepten uzliksiz
bolgan jagday ushin mina koriniste ayttw mimkin.

7*-teorema. Meyli, f(x) funkciya {x! kdplikte amgqlangan bolip,
a e {x} noqatta onnan (shepten )uzliksiz ham f(a)=0 bolsin. Onda 350
san tabilip, f(x) funkciyanii B} ={x}nUJ(a) (B; ={x}nU;(a)) kdopliktegi
belgisi f(a) sannuz belgisindey bolad:.

Eskertiw. Berilgen nogatta uzliksiz funkciyalardin gosindisinin,
ayirmasinin, kébeymesinin ham gatnasinin usi nogatta uzliksizligi, sonday- aq,
quramali  funkciyanin berilgen noqatta uzliksizligi  funkciyanin lokal
qgasiyetlerine jatadi.

2.2. Global qasiyetleri. 8-te ore m a (Bol cano- Koshidin birinshi

teoremasi). Eger funkciya kesindide uzliksiz bolip, kesindinin shetki

noqatlarinda har quyli belgidegi manislerge iye bolsa, onda kesindinin kem
degende bir ishki nogatindag funkciyamn dara manisi nol ge ten.
Bul teoremani 3- stiwret penen tisindiriw mumkin. Teoremanin shartin

ganaatlandiratugin funkciyanin grafigi keminde bir noqatta (sawrette (&;0)

noqati) abscissalar kosherin kesip 6tiwi kerek.
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3- suwret

Dalille w. Uhwmahgti sheklemesten, f(a)<o, f() >0 dep
esaplaw mumkin. Meyli, X ={x [a,b]: f(x) <0} bolsin, bul koplik bos emes (bul
koplikte keminde a nogat bar) ham jogaridan shegaralangan (misali, b sam
menen). Demek, bul kopliktin dal jogarg: shegaras: bar, bul nogatti & dep
belgileymiz.

£ nogat- [a,b] kesindinin ishki nogati, sebebi f(x) funkciyanin
[a,b] kesindide uzliksizliginen ham f (a) <0, f(b) > 0 tensizliklerden a
nogattin sonday on & — yarim dogeregi tabilip, bul dogerekte f(x) <o ham
b noqgattin sonday shep & — yarim dogeregi tabilip, bul doégerekte f(x) > o
bolad:.

Endi (&) =0 bolatuginina isenim arttirammz. Eger bulay bolmasa, &

nogattin sonday (& —o,&+6) dogeregi tabilip, bul dogerekte f (x)
funkciya 6z belgisin saglaydi. Birag bunday boliwi mamkin emes, sebebi «

kopliktin dal shegarasinin aniglamasi boyinsha v x e (£ — 5, &1~ X nogatta
f(x)<0 ham v xe (& £+65) nogatta f(x) >0 boladi. Alingan
garama- qarsihqtan f (&) = o bolatugini kelip shigadi. A

9-te orema (Bol’cano- Koshidin Il teoremasi). Meyli, f(x) funkciya
[a,b] kesindide uzliksiz, f(a) = A, f(b) = B bolsin. Onda A hdam 8 sanlar:
arasindag: galegen C san: ushin sonday &< (a,b) nogat tabiip, f(&)=c

tenlik orznlz bolad:.
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Basgasha aytkanda, kesindide uzliksiz funkciya usi kesindide hamme

araliq manislerdi qabil etedi.
Dalillew Tek As=B jagdayd: qaraymiz (keri jagdayda
A=B=C ham &=a yaki &=p dep aliw mamkin).
Uliwmaligti sheklemesten, A< B, A<c < B dep esaplaw mumkin.
o(x) = f(x) —c funkciyan1 garaymiz. Bul funkciya . Kesindide uzliksiz
ham kesindinin shetki nogatlarinda har qiyli belgidegi manislerge iye:
p(@)=A—-C <0, o(a)=B-—C >0. Bolcano- Koshidin I teoremasi
boyinsha 3 & < (a,b) nogat tabiip, @(&) =0 tenlik orinli. Bunnan
(&) =F()—C=0= f(5H)=C. A
10- t e o r ¢ m a (Veyershtrasstin birinshi teoremasi). Kesindide uzliksiz
Sfunkciya usi kesindide shegaralangan.
Dalillew. Meyli, f(x) funkciya [a,b] kesindide tzliksiz bolsin.
f(x) funkciya [a,b] kesindide joqaridan shegaralanganin dalilleymiz
(tomennen shegaralanganlig1 da usinday dalillenedi).
Keriden dalilleymiz, meyli, f (x) funkciya [a,b] kesindide jogaridan

shegaralanbagan bolsmm. Onda v n (n=41,2,..) natural san ushin f(x,)>n

tensizlik ormli bolatugin keminde bir x, e[a,b] noqat tabiladi. [a,b] kesindinin
bul noqatlarinan funkciyanin saykes dara manislerinen duzilgen {f(x,)} izbe-
izlik sheksiz ulken izbe- izlik bolatugin {x,} izbe- izlik duziw mumkin.
Bolcano- Veyershtrass teoremasi boyinsha {x,} izbe- izlikten baz1 bir &
noqatqa jiynaglt {x, | tles izbe- izlik ajiratip aliw mimkin. {x,} izbe- izliktif
hdmme elementleri [a,b] kesindinin nogatlar1 bolganhqtan, & <[a,b]. f (x)
funkciya [a,b] kesindide uzliksiz, demek, bul funkciya & nogqatta da uzliksiz.
Funkciyanifi noqatta uzliksizliginin Geyne aniqlamasi boymnsha {f (x, )| izbe-

izlik f(s) maniske jiynaqli boliw1 kerek. Biraq bul sheksiz ulken izbe- izliktin
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qalegen ules izbe- izligi sheksiz ulken izbe- izlik bolatuginligina qarama- qarsi
keledi. Bul garama-qarsiliq teoremani dalilleydi. A

Eskertiw. Bul teorema kesindi ushin orinli bolip, sanlar késherinin

basqa koplikleri (interval, yarim kesindi) ushin, uliwma aytqanda, orinli emes,

yagniy funkciyanin intervalda (yarim kesindide) izliksizliginen bul funkciyanin

ust koplikte Gzliksizligi kelip shigpaydi. Misali, ¢ (y)— 1 funkciya (0,2
X
intervalda ((0,1] yarim kesindide) uzliksiz, biraq bul koplikte shegaralangan
emes. Haqiyqatinda da, x_ _1 (n=1,2,..) izbe- izliktin elementleri (0,1]
n

yarim kesindige derek, biraq funkciyanin sdykes dara manislerinen duzilgen
f(x )=n izbe- izlik sheksiz ulken izbe- izlik.

{x}c R koplikte shegaralangan f(x) funkciya us1 kopliktegi 6zinin dal
jogarg: (dal tomengi) shegarasina hdmme waqit erisedime, yagniy

f (x*) =sup f(x) (f(x*)zin{f}f(x)) bolatugin x*e{x} (x.e{x})) noqat

xefx
hardayim tabila beredime?,- degen soraw tuwiwi tabiyiy.
Toémendegi misal berilgen koplikte shegaralangan funkciya usi kopliktegi
dal shegaralarina erisiwi shart emesligin korsetedi.
[0, 1] kesindide aniqlangan

x?, 0<x<l1
f(X) =
(x) l x=0, x=1

funkciya us1 kesindide shegaralangan ham sup f(x)=1, inf p f(x)=0. Biraq

xe{x} xe{x}
[0,1] Kesindinin hesh bir nogatinda funkciyanin manisi nolge ham birge ten
bolmaydi.

Bul funkciya [0,1] kesindide uzliksiz emes. Bul shart ulken dhmiyetke

iye.

123


file:///F:/OLD_COMP/Мои%20документы/УМК-2009/МатАнализ/МатАн(ТЛ-ВЭВ)/МатАн-ГС-02/МА-15-4.htm

11- t e o r e m a (Veyershtrasstin ekinshi teoremas1). Kesindide uzliksiz
funkciya ust kesindide ozinin en ulken ham en kishi manislerine erisedi.

Dalillew. Veyershtrasstin I teoremasi boymmsha f (x) funkciya
[a,b] Kesindide shegaralangan, demek, onin bul kesindide ™M dal jogarg1 ham
m dal tomengi shegaralar1 bar. f (x) funkciya [a,b] kesindide M dal joqarg:

shegarasina erisiwin korsetemiz (m dal tdmengi shegarasina erisiwi de usinday

dalillenedi).
Meyli, f(x) funkciya [a,b] kesindide ™M dal joqarg1 shegarasina
erise almasin, yagntyy v xe[a,b] hogatta f(x)<m bolsin. Onda biz

P(X) = M—;f(x) funkciyan1 garawimiz mamkin. Bul funkciya [a,b] kesindide

uzliksiz ham qatal on aniqlangan. Demek, Veyershtrasstii I teoremasi boymsha
bul funkciya [a,b] kesindide shegaralangan, yagnty 3 A > O san tabilip,
Vv x e [a,b] nogatta ¢(x) < A tensizlik ormli boladi. M — f (x) funkciya

[a,b] kesindide tuzliksiz hdm qatal on aniqlangan funkciya bolganliqtan

1 _ o tensizlik f(x)<M —% tensizlikke ekvivalent, al bul M  sani

M — (x)

f (x) funkciyanin [a, b] kesindidegi dal joqarg: shegarasi ekenligine garama-
qarsi. Bul garama-qarsiliq teoremani dalilleydi. A

1-eskertiw. [ab] kesindide uzliksiz f(x) funkciya usi kesindide
0zinin dal tomengi ham dal joqargr shegarasina erisetugin bolganliqtan
funkciyanin kesindidegi dal joqarg1 shegarasi bolgan ™M sanin (dal tomengi
shegarasi bolgan m sanin) f(x) funkciyanin [a,b] kesindidegi maksimumi
(minimumi)  dep atawimmiz mumkKin. Adette, f(x) funkciyanmin [a,b]

kesindidegi maksimumi (minimuma)

max f(x):r[ga}%( f(x) (?QX'Q) f(x)=r[£1ibr]1 f (X))

a<x<b

simvollart menen belgilenedi.
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2-eskertiw. [ahb] kesindi nogatlarinda uziliske iye funkciya da usi
koplikte 6zinin dal tomengi ham dal jogarg: shegarasina erisiwi mamkin. Misali,
D(x) - Dirixle funkciyas: [0, 1] kesindicinin har bir nogatinda uziliske iye, biraq
bul kesindide ozinin dal jogarg: shegarasina da (1 ge ten), dal tomengi
shegarasina da (O ge ten) erisedi.

3-eskertiw. Veyershtrasstin ekinshi teoremasi da kesindi ushin orinl
bolip, sanlar kosherinin basga ules kopliklerinde (interval, yarim kesindi),
uliwma aytganda, orinli emes.

Misali, f(x)=x funkciya (01) intervalda ([o,1) ham (0,11 Yyarm
kesindilerde) uzliksiz, birag bul koplikte 6zinin dal tomengi ham dal jogarg:
shegaralarina erispeydi ([0,1) yarim Kesindisinin x =0 nogatinda dal tomengi

shegarasina erisedi, biraq dal jogarg: shegarasina erise almayds, al (0,1] yarim

Kesindisinin x =1 nogatinda dal jogarg: shegarasina erisedi, biraq dal tomengi
shegarasina erise almaydi).
Sonm menen birge intervalda yaki yarim segmentte uzliksiz funkciyanin

dal shegaralar1 joq boliwi da mamkin, sebebi bul funkciya korsetilgen intervalda

yaki yarim kesindide shegaralanbagan boliwi da mumkin. Misal, f(x)zi
X

funkciya (0,1) intervalda ((o, 11 yarim kesindinde) uzliksiz, biraq bul funkciya
(0,1) intervalda ((0,1] yarim kesindisinde) tomennen shegaralangan bolip,
bul intervalda dal tomengi shegarasina erise almaydi ((0,1] yarim kesindinin
x=1 nogatinda 1 ge ten dal tomengi shegarasina erisedi). Bul funkciya
jogaridan shegaralanbagan, dal jogarg: shegarast jog.

12- t e o r e m a (Bol'cano-Koshi ham Veyershtrass teoremalarinin

saldar1). Kesindide uzliksiz funkciyanz manisler kopligi- tol:q kesindi.

2.3. Keri funkciyamn uzliksizligi. 13-teore ma. Eger f(x)
funkciya {x} koplikte an:glangan, uzliksiz ham qatal osiwshi (qatal kemiwshi)
funkciya bolsa, onda bul funkciyanii {y}={f(x): xe{x}} mdnisler kopliginde
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aniglangan  f~*(y) keri funkciya bar bol:p, bul funkciya (1 koplikte uzliksiz
ham gatal osiwshi (gatal kemiwshi) funkciya bolad:.

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya { koplikte aniglangan, uzliksiz ham
gatal osiwshi funkciya bolsin. £ (x) funkciya {x} koplikte azliksiz bolganhgtan
oni manisleri {y} Kkoplikti tolq toltiradi. Demek, v y, e {y} ushin f(x,) =y,
bolatugin x, < {x} nogat bar ham bunday noqat jalgiz birew. Haqiygatinda da,
eger x'>x, (x'<x,) bolgan x’e{x} nogatahnatugin bolsa, f(x) funkciya
{x} koplikte gatal osiwshi bolganhgtan f(x")> f(x,) (f(x")< f(x,)) boladi.
Solay etip, {y} koplikten alingan v ye{y} nogat ushin f(x) =y bolatugin
jalgiz bir x e {x} noqat bar eken. Demek, {y} Kkoplikte amqlangan x= f *(y)

keri funkciya bar. Endi usi funkciyanin gatal 6siwshi ekenin korsetemiz. Buni

kerisinen dalilleymiz. Meyli, vy, <y, tensizlikti ganaatlandiriwshi
Y., V. €{y} nogatlarga saykes x, = f '(y,), x,=f *(y,) manisler ushin
x, > x, tensizlik orinli bolsin. f(x) funkciya {x} koplikte gatal osiwshi
bolganhqgtan f(x)> f(x,)yagny y, >y, boladi. Bul y, <y, tensizlikke
garama qarsi. Demek, x=f *(y) keri funkciya {y} koplikte gatal osiwshi.
Monoton funkciyanin uzliksizligi haggindag: teorema boyinsha x = f ~*(y) keri
funkciya {y} koplikte uzliksiz bolad.

f(x) funkciya {x} koplikte aniglangan, uzliksiz ham gatal kemiwshi
funkciya bolgan jagday da usigan ugsas dalillenedi. A

2.4. Funkciyanm ten olshemli wzliksizligi. Kantor teoremasi. Meyli,

f(x) funkciya har bir nogat: limit nogat: bolgan {x}c R képlikte aniglangan

bolsin.

7-aniglama Eger ve>0 ushin 35=65()>0 san tabilip,

x'—x"|<s tefsizlikti ganaatlandinwshi v x’, x” e {x}  nogatlar ushin
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[f(x) - f(x")|< & tensizlik orinli bolsa, onda f(x) funkciya {x} koplikte tes

olshemli uzliksiz dep atalad:.

1-eskertiw. Koplikte ten olshemli uzliksiz funkciya usi koplikte
uzliksiz.
2-eskertiw. Koplikte uzliksiz funkciya bul kopliktin har bir nogatinda

uzliksiz. Demek, kopliktin har bir a nogatinda Koshi aniglamasi orinli. Bul

aniglama boyinsha funkciyanin manisler kopliginen alingan har bir  f(a)
nogattzz = — dogeregi ushin a nogattizn 3U z(a) dogeregi tab:l:p, argumenttin
us1 dogerekten alingan manislerine saykes funkciyanin manisleri  f (a)
nogattin & — dogeregine derek boladi. Solay etip, Koshi amglamasindag:
s=05(e)>0 santek ¢ sanga gana emes, a nogattin 6zine de garezli bolad:
o =95(¢, a).

Demek, funkciyanin ten 6lshemli uzliksizliginin aniglamasindag: tiykarg:

talap: v >0 ushin |x'—x’|<s tensizlimi ganaatlandiratugin v x, x, € {x}

nogatlar ushin | f(x) - f(x")|<e tefsizliktin orinli bolwin tamiyinleytugin
universal >0 saninin tabiliwi.

Eger f(x) funkciyanin har bir x, e {x} noqatta uzliksiz boliw: talap
qilinsa, onda v £ >0 san ham Vv x, e {x} nogat ushin tek gana ¢ sanga
emes, x, e {x} nogatga da garezli bolgan, |x—x,|<&  tensizlikti
ganaatlandiratugin hamme x < {x} nogatta |f(x)— f(x,)|<e tensizliktin orinh
boliwin tamiyinleytugin 6 =6(e, x,) >0 saninin tabiliwina kepillik beriw
mamkin. Bunda, uliwma aytganda, hamme X, € {x} nogatlar ushin
korsetilgen s =o5(e, x,) Sanlardin dal tomengi on shegaras: bolmaw: da
mumkin, yagniy funkciyanin v x e {x} nogatta uzliksizliginen, uliwma

aytganda, bul funkciyamn  {x} koplikte ten olshemli uzliksizligi kelip

shigpaydi.
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3-eskertiw. Funkciyanin ten 6lshemli uzliksizliginin aniglamasinan,

eger f(x) funkciya {x} koplikte ten 6lshemli tzliksiz bolsa, onda bul funkciya
usi kopliktin galegen ules kopliginde ten olshemli uzliksiz bolatugint kelip
shigad.

Misallar 1) f(x)zl funkciya x=>1 yarim tuwr sizigta ten
X

6lshemli uzliksiz. Haqiyqatinda da, bul yarim siziqtin galegen eki  x’ ham x”

noqati ushin

" ’
X =X
"

X X

1 1
X! X”

‘X" _ X!‘
= <

LICOERICY

' ‘X” _ Xl‘

er -

X

tensizlik ormli. Sonligtan, v .>o0 san ushin s§=¢ dep alsaq, X' = x| <&
tensizlikti ganaatlandiratugin Vv X', X" e[1, + o0) noqatlar ushin

< ¢ tensizlik orinli boladi.

[T (x) = f(x")

2) f(x):sinl funkciya (0,1) intervaldin har bir noqatinda zliksiz,
X

biraq bul intervalda ten olshemli Gzliksiz emes. Buni kérsetiw ushin bazi bir

’

£>0 ham jeterli darejede kishi v s>0 sani ushin —x"<s tensizlikti

X

ganaatlandiratugin, biraq funkciyanin saykes dara manisleri |f(x’) - f(x")|> ¢

tensizlikti qanaatlandiratugin 3 x’, x" € (0,1) noqatlar juplig: bar ekenin dalillew

jetkilikli.

Elementleri (0,1) intervalga  derek x;:i ham
nz
X! = 1 (=12 ) izbe- izliklerdi garaymiz. Bul izbe- izliklerdin har
%+2n7z

birewi, demek, olardin ayirmas: da, sheksiz kishi izbe- izlik. Sonhqtan jeterli

darejede kishi v &>0 san ushin |x —x7|<s  tensizlik onnlanatugin  n

nomer bar. Sonin menen birge ¥ n nomer ushin

[06) = (x))

=sin(z n) —sin(g + 27z n)=1
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Sonhqgtan galegen 0<e& <1 san ham jeterli darejede kishi v&s>0 san ushin

x, —xi|<s tensizlikti ganaatlandiratugin, biragq funkciyamn saykes dara

manisleri |f(x;)— f(x;)|=1=¢ tensizlikti ganaatlandiratugin,  x;, x; (0,1)

nogatlar juplig: bar, bul qaralip atirgan funkciya (o0,1) intervalda ten olshemli
uzliksiz emesligin bildiredi.

3) f(x)=x? funkciya x>1 yarim tuwr sizigta ten o6lshemli uzliksiz
emesligin dalilleymiz. v x’, x” [1, + o) nhogatlar ushin

[f(x)— f(x")|=|x

2 X”2

=|x" = X"|-[x"+ x"| = |x" = x"|- X’ (*)
tensizlik orinh. Endi tek bazi bir £>0 ushin gana emes, hatte v & > 0 ushin
da ham jeterli darejede kishi V& >0 sam ushin |x'—x"|<s tensizlikti
ganaatlandiratugin, biraq funkciyamn saykes dara manisleri |f(x) - f (x")|> ¢
tensizlikti ganaatlandiratugin 3 x’, x" €[1, + ) noqatlar jupligr bar ekenin
dalilleymiz.

Ve>0 ham Vv §>0 sanlard: saylap alip, x* sani sipatinda 1 den

ulken, x’ > E ¢ tensizligin ganaatlandiratugin sandi ham x” = x’ +E dep alamiz.

Bunday x’ ham x” sanlar ushin \x"—x'\:g<5 tensizlik orinh. Ekinshi

tarepten, (*) tensizlik boyinsha usi x” ham x” sanlar ushin

528

f _f "
[T(X) (X|>2 5

tensizlik orinl.
Eger berilgen f(x)=x? funkciyani [1, + «o) yarim tuwri siziginda emes,
al [Lb] (b>1) kesindisinde qarasaq, onda bul funkciya usi kesindide ten

0lshemli uzliksiz bolatuginin kériwimiz qrymn emes.

Bul mina teoremadan tasinikli boladi.
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14-teorema (Kantor). Kesindide uzliksiz funkciya usi kesindide ten
Olshemli uzliksiz.
Dalillew. Meyli, f(x) funkciya [a,b] kesindide uzliksiz funkciya
bolip, biraq bul kesindide ten 6lshemli uzliksiz bolmasin.

Onda bazi bir & >0 ham qgalegen jeterli darejede kishi s > o0 sanlar

! ”

ushin  |x'—x’<s tensizligin qanaatlandiratugin 3 x’, x” e[a,b] hodatlar

tabilip, bul nogqatlar ushin f(x)—f(X")>e tensizlik ormnli  boladi.
8,=1/n (n=12,...) sheksiz Kishi izbe- izligin saylap alamiz. Tanlap alingan

£>0 san hdm wvn  nomer ushin X1 — X!

<1 ) tensizligin
n
ganaatlandiratugin =~ 3 x’, x” e[a,b]  noqatlar tabilip, bul noqgatlar ushin

>¢ (**) tensizlik orinli bolad: dep aytiwimiz mumkin. {x,} izbe-

n

[F0) = (%)

izliktin elementleri [a,b] kesindinif nogatlari bolganliqtan, bul izbe- izlik
shegaralangan ham Bolcano- Veyershtrass teoremas: boyinsha bul izbe- izlikten
& noqatqa jiynaqh {xr’]k} ules izbe- izlik ajiratip aliw mamkin. Bul & limit
nogat [a,b] kesindige derek. (*) tensizlik boyinsha saykes {x,’{k} ules izbe-
izlik te & noqatqa jiynagl.

f(x) funkciya [a,b] kesindide uzliksiz bolganliqtan bul funkciya &
noqatta da uzliksiz, sonligtan funkciyanmin noqatta Uzliksizliginih Geyne
aniqlamast boymsha funkciyanin saykes dara manislerinen dizilgen {f(x; );
ham  {f(x;)f ules izbe- izlikler  f(£) maniske jiynagh, yagniy
{F(x; ) — f(xz )} izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik boladi. Bul ¥ n nomer,

demek, v n, nomer ushin orml bolgan (**) tensizlikke qarama-qarsi. Bul

garama- garsiliq teoremani dalilleydi. A
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3-§. Tiykarg elementar funkciyalar ham
olardin uzliksizligi

y=x%, y=a%, y=log,x, y=sinx, y=cosx, y=tgx, Y =Cctgx,
y=arcsinx, y=arccosx, Yy=arctgx, Yy =arcctgx funkciyalar  tiykarg:
(apiwayt) elementar funkciyalar dep ataladi.

Bizin tiykarg1 maqsetimiz ust tiykarg: (4piway1) elementar funkciyalardin
Gzliksizligin aniqlaw méselesin izertlewden ibarat. Apiwayr elementar
funkciyalard1 aniglaw maselesi onsha ansat masele emesligin atap otiw kerek.
Misali, y=a* korsetkishli funkciya argumenttin racional manisleri ushin ansat
aniqlanadi, sonin menen birge bul funkciyan1 x argumenttin galegen haqiyquy
manisleri ushin aniqlaw, yagniy haqiyqiy sandi gqalegen x haqiyqly darejege
koteriwdi aniglaw kerek boladi. sinx ham cosx trigonomeriyaliq
funkciyalardi korgizbeli geometriyaliq pikirlewler jardeminde aniqlaw logikaliq

kemshiliklerge 1ye. Bul funkciyalardi x argumenttin galegen haqiyqiy manisleri
ushin aniglaw mumkinligi birlik shenber noqgatlart menen [0,27) yarim
kesindige derek haqiyqiy sanlar arasinda bir manisli saykes ornatiw
mumkinligine keltiriledi.

Usilardin bari menen bul paragrafta shugillanamiz.

3.1. Korsetkishli funkciyalar. Biz Uyreniwdi ofn sanlardin racional
darejesin aniqlawdan baslaymiz. x haqiyqiy sandi n natural darejege koteriw

ushin bul sand1 6zine 6zin n martebe kobeytiw kerek. Demek, v ne N ushin
V x € R manislerde y=x" darejeli funkciya aniqlangan dep esaplaw mimkin.

1-teorema. y=x" (n— natural san) darejeli funkciya x=o0
manislerde qatal osiwshi ham uzliksiz.

Dalillew. y=x" funkciya qatal 6siwshi ekenin korsetemiz. Meyli,
0<x, <x, bolsm.Onda X — X' = (X, — X )(X) " + X3 2% +...+x ). Tenliktin

on jagindagi eki kobeytiwshi de on, sonligtan tenliktin shep tarepindegi ayirma
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da of,, yagniy xy >x;'. Bul y=x" funkciya x>0 manislerde gatal 6siwshi

ekenin bildiredi.

y=x"  funkciyanmih x>0  manislerde uzliksizligi funkciyanin
uzliksizliginin aniqlamasinan kelip shigadi. A

y=x" darejeli funkciyan1 [0,N] (N- qalegen on san) kesindide
qaraymiz. Bul funkciya koérsetilgen kesindide uzliksiz hdm qatal Osiwshi
bolganhqtan keri funkciyanin tzliksizligi haqqindag teorema boymsha [0, N"]
kesindide uzliksiz ham qatal 6siwshi x=y*" Keri funkciyaga iye. n sandi
qalegenshe ulken qilip saylap aliw mumkin bolganliqgtan N~ sand1 da
qalegenshe ulken qilip saylap aliw mamkin. Demek, x=y*" keri funkciya y
0zgeriwshinin hamme teris emes manisleri ushin aniqlangan. Bul funkciyada
argumenti menen funkciyanin belgilewlerinin orinlarin almastirip hdmme x>o
haqryqty manislerde aniqlangan y = XY funkciyan1 alamiz.

Endi biz a>0 sanmin W r racional darejesin aniglawimiz mumkin.
Daslep a¥" sand1 y= XV funkciyanin a nogattagi dara manisine ten b
haqiyquy san sipatinda aniqlaymiz. Bunnan keyin, eger r=m/n(m,n— putin on

sanlar) bolsa, onda a"=a™" =(a¥")™ dep alamz. Bunnan tisqari, aniglama
boyinsha a°=1, a™" =(1)r (r >0) dep esaplaymiz.
a

a>0 sannih WV r racional darejesin usilay etip aniqladiq.
On haquyquy sanlardin racional darejesinin mina gasiyetleri orinli:
(ar)s :ars’ a b :(ab)r’ a’ -as=a""s.
Eger a>1 bolsa,onda Vv r>o racional san ushin a" >1.
Eger r=— racional bolshektin n bolimi taq san bolsa, onda racional
n

darejenti teris sanlar ushin a >0 dep alip,
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a’, n=2k
—a)" = ’ ’ k=12,...

-2) {—ar, n=2k-1 ( )
koriniste aniglaw mumkin.

Racional sanlar kopliginde amglangan y=a* funkciya a>1 bolsa bul
koplikte monoton osedi.
Haqiyqatinda da, meyli, rr  ham r,— r,>r tefsizlikti
ganaatlandiratugin racional sanlar bolsin. Onda
a? —a®=a%@*>™" -1)>1, (1)
sebebi a>1 ham r, —r, > 0. Solay etip, (1) tenliktin on tarepi on aniglangan.
Demek, a= —a% >0,yagny a” >a". A
Endi y=a* funkciyan1 X argumenttin tek racional manisleri ushin emes,
qalegen haqiyqiy manisleri ushin da aniglaymiz. Meyli, X- galegen haqiyqiy
san bolsin.
a<x<p (2)
tensizliklerdi qanaatlandiratugin hdmme mamkin bolgan « ham p racional

sanlardi karaymiz.
a>1 bolsa a* sandi (2) tensizliklerdi qanaatlandiriwshi hamme

mumbkin bolgan « ham p racional sanlar ushin
a*<y<a’ 3)

tensizliklerdi qanaatlandiriwshi  y e R san sipatinda amgqlaymiz.

2-teorema. VxeR ham a>1 haqiyqiy san ham (2) tensizliklerdi
ganaatlandiriwsht hamme mumkin bol¢an « ham p racional sanlar ushin
(3) tensizliklerdi ganaatlandiriwsht 'y e R san bar ham ol jalgiz birew.

Demek, us1 jol menen y=a* funkciya putkil haqiyqiy sanlar kdpliginde
aniglanadi eken.

3-teorema. y=a* korsetkishli funkciya a>1 bolsa putkil sanlar

kosherinde gatal osiwshi.

133



Dalillew. Meyli, x, hdm x, — x, <x, tefsizlikti ganaatlandiriwshi
haqiyqy sanlar bolsin. x, <a < B<x, tefsizliklerdi qanaatlandiriwsht « ham
p racional sanlar hardayim tabiladi. x, <a¢ hdm p<x, bolganlqgtan
korsetkishli funkciyanin aniqlamasinan a* <a®, a” <a’ tensizlikler orinli.
Ekinshi tarepten, o<p bolganliqtan korsetkishli funkciyanin racional sanlar
kopliginde 6siwshiliginen a“ <a” tensizlik kelip shigadi. a* <a”, a*<a’
ham  a’<a® tefsizliklerden a* <a* tensizlikti alamiz. Bul y=a*

korsetkishli funkciya a>1 bolsa putkil sanlar késherinde qatal — Osiwshi

funkciya ekenin bildiredi. A

4-teorema. y=a" (a>1) korsetkishli funkciya sanlar késherinin har
bir nogatinda uzliksiz.

Dalillew. Meyli, x — qalegen haqiyqiy san, al {x,}- x sanga
Jjiynaqli gélegen izbe- izlik bolsin.  Funkciyamin uzliksizliginin Geyne
aniglamasi boyinsha saykes {axn} izbe- izlik a* sanga jiynaqli bolatuginin,
yagnlyy v e>0 ushin 3N =N(g) nomer tabilip, n> N nomerler ushin

X X

am"—a

<e¢ tensizlik ormli bolatuginin, korsetiw jetkilikli. v £ >0 ham bul

sanga siykes o <x< ham a” —a“ <¢ bolatugin « hiam g racional
sanlardi saylap alamiz. {x,}- x sanga jiynaqli izbe- izlik ham & <x<p
bolganliqtan 3N  nomer tabilip, n>N  nomerler ushin a<x, <pf

tensizlikler orinli boladi. Korsetkishli funkciya monoton 6siwshi bolganliqtan
a” <a*<a’ ham n>N nomerlerushin a* <a* <a” tensizlikler ormnl.
Solay etip, a* ham a* sanlar n>N nomerler ushin ayirmasi ¢

sannan kishi a“ ham a# sanlar arasinda jaylasqan. Bunnan n> N nomerler

Xn X

ushin

a" —a

<¢ tensizlik ormli bolatugimi kelip shigadi. Bul y=a*

korsetkishli funkciya x noqatta uzliksiz ekenin bildiredi. A
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1-saldar. y=a" (a>1) korsetkishli funkciya sanlar késheride on
aniglangan

2-saldar. y=a* (a>1) kdrsetkishli funkciya ushin

fim a* =0, lim a* =

tenlikler or:nla.

3-saldar. y=a* (a>1) kdrsetkishli funkciyanzi manisleri y>0 on
yarim kosherdi tol:q tolt:rad:.

4-saldar. v x, x, e R sanlar ushin

(@®)2=a"2, a*-b*=(ab)* (xeR), a*-a”=a"",

tenlikler orinli boladl.

1- sawrette y=a* korsetkishli funkciyanin grafigi a >1 (1- a siwret)
hdm o<a<1 (1- b sawret) jaglaylar ushin siwretlengen.

E skertiw. Korsetkishli funkciyant malim shartlerdi qanaatlandiriwshi

bazi bir funkcionalliq tenlemenin sheshimi sipatinda aniglaw mumkin. Putkil

sanlar kosherinde amiglangan ham tomendegi ush shartti ganaatlandiriwshi
f (x) funkciya bar ham ol jalgiz birew ekenin dalillew mamkin:

1% v x,, x, e R sanlarushin f(x, +x,) = f (%) + f(x,).

2°. f(0)=1, f@)=a

3% f(x) funkciya x-o nogatta uzliksiz.

Bul funkciya biz jogarida qurgan korsetkishli funkciya boladk.

# 71

xr

<
8y
S

a) b)

1- suwret
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3.2. Logarifmlik funkciya. Logarifmlik funkciyani koérsetkishli

funkciyaga keri funkciya sipatinda amglaymiz. Meyli, [c,d]-  sanlar

kosherinin galegen kesindisi bolsin. Bul kesindide y=a* (a>1) korsetkishli
funkciya osiwshi ham quzliksiz. Sonm ushin keri funkciyanin uzliksizligi
haggindag: teorema boyinsha y=f(x)=a* funkciya [a° a’] kesindide
osiwshi ham uzliksiz x = f ~*(y) keri funkciyaga iye, bul funkciya lografimlik
funkciya dep ataladi ham x=f""(y)=log,y dep belgilenedi. Bul jerde
argument ham funkciyanin belgileniwlerinin orinlarin almastirip, bul funkciyanm
bizge ayrenshikli y =log, x koériniste jazamz.

O<a<1 jagday usigan ugsas garalad.

Logarifmlik funkciyanin gasiyetleri:

1) Logarifmlik funkciya argumenttiz or manislerinde an:qlangan.

Haqiygatinda da, logarifmlik funkciyanin argumenti  korsetkishli
funkciyanin manisleri bolip, tek on manisler boladi ham x>0 yarim kosherdi
tolig toltirads.

2) Logarifmlik funkciya x >0 yarim kosherde a >1 bolsa wuzliksiz ham

osiwshi, al 0<a <1 bolsa uzliksiz ham kemiwshi bolp,

a>1: lim log, x=—o, lim log, X =+,
x—0+0 X—>+00
O<a<l1l: Ilim log,x=4c, lim log, X=—o0
x—0+0 X—>+00

tenlikler orinli.

3) vx,, x, o#xsanlarushin log,(x, -x,)=log, x, + log, x, tenlik ormnl..
Eskertiw. y=1log,x=:Inx funkciya natural logarifm dep

ataladi.

2- suwrette y =log, x logarifmlik funkciyamin grafigi a>1 (2- a

suwret) hAm O <a <1 (2- b sawret) jaglaylar ushin siwretlengen.
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y“ _!/=139a$;a>/ yﬂ

0 7 T

7 7 z
=l0g, X, Kca<]
a) b)
2- suwret
3.3. Darejeli funkciya. va eR  korsetkishli darejeli funkciyan

logarifmlik ham korsetkishli funkciyanin superpoziciyas: (quramali funkciyast)
sipatinda anigqlaymiz. Meyli, x >0 bolsin. Onda uliwma darejeli funkciya
y = X% =(a'%%*)* = a1
koriniste amiglanadi, bul jerde a — qalegen san, amglig ushin a>1 dep
alamiz.
Usi amiglama boyinsha ham a>1 bolsa logarifmlik funkciya x>0

yarim kosherde, al korsetkishli  funkciya putkil sanlar kosherinde

osetuginliginan  y =x“ ddrejeli funkciya x>o yarim kosherde « >0 bolsa

osetuginz, al « <0 bolsa kemeyetug:n: kelip shzgad:.
Darejeli funkciyanin gasiyetleri:

1) Eger « >0 bolsa, |im x*=0, al «<o bolsa, lim x* =+ tenlik

x—0+0 x—0+0

ormlz.
2) Darejeli funkciya x>0 yarim kosherdin har bir nogat:nda uzliksiz.
Eskertiw. Eger darejeli funkciyanin korsetkishi bolimi taq san

bolgan ™ racional bolshek bolsa, onda darejeli funkciyan1 x <0 manisler
n

ushin

(24

" X|“, n=2k,
=X = k=1,2,...
Y {—xa, n=2k -1 ( )

dep alip, putkil sanlar kosherinde aniglaw mamkin.
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0 ~ > g 204
w 20 % , =To= 507
y=5 0 01 a7
a) b)

Y e e

3- suwret
3- suwrette y=x“ darejeli funkciyanin ¢« dareje korsetkishinin har

quylt manisleri ushin grafikleri saiwretlengen.
3.4. Trigonometriyallq funkciyalar. Biz joqarida  y=sinx ham
y = cos X funkciyalardi korgizbeli geometriyaliq pikirlewler jardeminde
aniqlaganda bazi bir logikaliq kemshiliklerdin payda bolatugini haqqinda aytip
ottik.  Bul funkciyalardi logikaliq kemshiliklersiz bazi bir funkcionalliq

tenlemeler sistemasmifh sheshimi sipatinda aniglaw muamkin. Tomendegi

tastiyiqlaw ormli:  x argumenttin hamme haqiyqry mdnislerinde aniglangan
ham tomendegi shartlerdi qanaatlandiriwshi ¢ (x) ham g(x) funkciyalar juplig
bar ham bul jupliq jal$iz birew:

f(x +%,)=1(x)-9(x;) + (%) f(x),
1) g% +X2)=09(X) g(x;) — F(x)- F(x,),
f2(x)+9%(x) =1,
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T T
2) f(0)=0, g(0)=1, f(§)=1, 9(5)=0;
3) argumenttin 0<x<% tensizlikti ganaatland:riwsh: mdanislerinde

O0< f(x)<x< % tensizlikler or:nlz bolad:.
g(x

Korsetilgen 1)- 3) shartlerden y=sinx ham y = cos x funkciyalardin
bizge malim basga gasiyetlerin de keltirip shigariw mamkin. Bul 1)- 3) shartler
jalgiz bir - f(x) ham g(x) funkciyalar jupligin amglaytuginliginan ham
korgizbeli geometriyalig pikirlewler jardeminde Kiritilgen
f(x)=sinx ham g(x) = cos x funkciyalar bul ush qasiyetke iye
bolatuginlhiginan kelip shigad.

Misal sipatinda 1)- 3) shartler jardeminde f(x)=sinx ham g(x) = cosx
funkciyalardin uzliksizligin dalillew ham olardin monotonliqg araliglarin aniglaw
ushin kerek bolatugin bir neshe gasiyetlerin keltiremiz.

a) 1) sharttin sin®x+cos?x=1 tenliginen sin®x<1, cos*x<1, yagniy

sinx|<1, |cosx|<1 4)
tensizlikler kelip shigadi.

b) 1) ham 2) shartlerdin daslepki eki tenliklerinen

cos(—x) =cos X, sin(—x) =sin x (5)
tenliklerdi alamiz, yagniy f(x)=sinx taq funkciyani, al g(x)=cosx jup

funkciyani1 amiglayd.
¢) 1) shartten
sin(x, — X,) =sin X, C0S X, — COS X, Sin X,,
COS(X; — X,) = COS X; COS X, + SiN X; Sin X,

(6)

tenlikler kelip shigad.

d) 1) shartten ham alingan (6) tenliklerdin birinshisinen
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X1 + X2 X1 — X2

2 (7)
Xp — X,

2

sin X, +sinx, =2sin Ccos

: : X, + Xy .
sinx, —sinx, = 2cos 12 2 sin

tenlikler kelip shigadi.

e) (6) tenliklerdin birinshisinen ham 2) sharttin song eki tenliginen
sin(%— X) = COS X (8)

tenlik kelip shigadi.
f) 1) sharttin daslepki eki tenliginen x, = x, = x bolgan jagdayda
sin2x =2sinXCOSX, C€0S2X =c0s” X —sin? x (9)
tenlikler kelip shigadh. Somn menen birge
sin(x+2z)=sinx, cos(x+2z)=cosx tenlikler de ornl boladi, yagniy
y=sinx ham y _cosx funkciyalar 2. periodl funkciyalar.

g) VxeR ushin

sinx|<|x (10)
tensizlik orinh.

y=sinx ham y = cos x funkciyalardin gasiyetleri:

1% sinx ham cosx funkciyalar sanlar késheriniz har bir nogat:nda
uzliksiz.

Dalillew. Tek f(x)=sinx funkciyamn V x noqatta uzliksizligin
dalillew jetkilikli, sebebi g(x) =cosx funkciyanin Vv x noqatta uzliksizligi
(8) tenlik ham quramali funkciyanin uzliksizligi hagqindag: teoremadan kelip
shigadi.

Daslep sinx funkciyanin x=0 noqatta uzliksizligin dalilleymiz. 2)
sharttin birinshi tenligi boyinsha  sino=0  bolganhgtan funkciyanin

azliksizliginin Geyne anmiglamas: boyinsha v {x,} sheksiz kishi izbe- izlik ushin
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saykes {sinx,} izbe- izlik te sheksiz Kishi izbe- izlik bolatuginin dalillew
jetkilikli.

(10) tensizlikten ham |sinx >0 shartten 0<[sinx|<|x kelip shigadu.
Demek,  o<lsinx,|<|x,|. Bul tefisizlikler izbe-izlikler ushin eki jaglap
shegaralaw principi boyinsha {sinx,|} izbe-izlik, demek, {sinx,} izbe-izlik
sheksiz kishi izbe-izlik ekenin bildiredi. sinx funkciyanih x=0 nogatta
uzliksizligi dalillendi.

Endi sinx funkciya sanlar késherinin Vv x nogatinda uzliksizligin
dalilleymiz. Meyli, {x,}— x noqgatga jiynaglh galegen izbe- izlik bolsin.
Saykes {sinx,} izbe- izlik sinx nogatga jiynagh bolatugimn dalillew
jetkilikli.

(6) tenliklerdin ekinshisinde x, = x,,, X, = x dep alsaq,

sinx,, —sinx = 2cos X”;Xsin X”Z_X (11)

tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on tarepinde sheksiz kishi izbe- izlik elementi

turganin korsetiw jetkilikli, al bul sinx funkciyann x=0 noqatta

X, — X

uzliksizligi boyinsha {sin } izbe- izlik sheksiz kishi izbe- izlik ekeninen

X, + X

ham (4) tensizlik boyinsha {Zcos } izbe- izlik shegaralangan izbe-izlik

ekeninen kelip shigadi. A
2°. sinx funkciya [—%+2k7r, %+2k7r] kesindilerdiz hdr birewinde

ssedi  ham [—%+(2k+1)7r,%+(2k+1)7z] kesindilerdiz  har birewinde

kemeyedi; cosx funkciya [2kz, 7+ 2kxz] kesindilerdin  hdr birewinde

kemeyedi ham [—~ + 2kz, 2k~] kesindilerdiz har birewinde osedi (bul jerde

k=0,+1+2,..).
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Dalillew. Dalillewdi sinx funkciyas: ushin jurgiziw jetkilikli,
sebebi bul funkciyanin monotonliq arahglarin tapgannan son  cosx

funkciyanin monotonliq araliglar: (8) tenlikten paydalanip tabiliwi mamkin.

sin x funkciyast 27 periodli funkciya bolganligtan onin bir period
shegarasindagi, yagniy, msali, [—g, 272'—%] kesindidegi, monotonliq

araliglarin tabiw jetkilikili.

Daslep sinx funkciyasi [0,%] kesindide osetuginligin dalilleymiz.

Meyli, x, ham x, - x, >x, tensizlikti ganaatlandiriwsh: usi kesindi nogatlar

X, + X,

bolsin. Onda ham % nogatlar (0, %) intervalga derek bolip, (7)

tenliklerdin ekinshisi boyinsha

+X, . X, —X
1 25|n 2 l.

: : X
sin X, —sin X; = 2¢os >

(12)
bul tenliktin on tarepindegi anlatpa on amqglanganin dalillew, al bunia ushin
VXe(O,%) nogatta sinx ham cosx funkciyalart on manislerdi gabil

gulatuginhigina isenim arttiiw, jetkilikli. sinx  funkciyas: ushin bul 3)

gasiyetinen, al cos x funkciyas: ushin (8) tenlikten kelip shigad:.

Solay etip, sinx funkciyas: [0, %] kesindide osetuginlig1 dalillendi.
sin x funkciyasinn tagliginan bul funkciyanin [—%,0] kesindide osetuginlig:
kelip shigadi. Natiyjede sinx  funkciyas [—’;,Z] kesindide osetuginhig

dalillendi, Bul funkciyanin [%,%+7z] kesindidegi xarakterin amglaw galad.

Biz e) punktte sinz=0 ham cosz=-1 bolatuginin kordik, al bul

tenliklerden ham 1) shartti birinshi tenliginen sin(x+ z)=-sinx bolatugim
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kelip shigadi. Bul tenlik sinx funkciyas: [-Z 72’] kesindide ésetuginhginan

>
bul funkciya [%,%+7z] kesindide kemeyedi degen juwmagq shiganwga

mumkinshilik beredi.
sinx ham cosx funkciyalarinin monotonliq araliglarin izertlew usi
menen tamamlanadi. A

Sinx 4 r 4 . . -
tgx=—" ham ctgx= 2% formulalardan ham uzliksiz funkciyalar

COS X sin X

ustinde ameller haggindag: teorema boyinsha tgx funkciya
V X # % +kz (kez) nogatta, al ctgx funkciya Vx=kz (keZ) nogatta
uzliksiz.

sin(X + z7) =—sin X, CcoS(X + 7z) = —CO0S X

SINX _tgx  ham ctg(x+ ) = 2> X = ctgx  tenliklerdi

tenliklerden tg(x + z) =
sin x

alamiz. Bul tgx ham ctgx funkciyalar =z periodl: funkciyalar ekenin
bildiredi. Demek, bul funkciyalardin monotonhq araliglarin izertlewdi tek 7

uzinhqtag arahqlar shegarasinda otkeriw jetkilikli bolad: eken.

tgx2 _tgxl :M (13)
COS X; COS X,
tenlikten ham sinx  funkciyas: (o, %) intervalda, al cos x funkciyasi

(_%,%) intervalda tek on manislerdi gabil gilatuginhginan tgx funkciya

(_%,%) intervalda  6setuginhgr kelip shigadi  (x, > x, tensizlikti

ganaatlandiriwsht v x,, Xze(—%,%) nogatlarda (13) tenliktin on tarepi on

aniglangan).
ctgx funkciyanin (0, z) intervalda kemiwshiligi usigan ugsas

aniglanad.
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Trigonometriyaliq funkciyalardin grafikleri 4- sawrette sawretlengen.

u
~ -7 z Z \:/ U]L ” i i
g=sinx -7 y=t05 &
a) b)
] yi} ]
| |
| !
| [
| |
| [

| |
| |

I .

- E g & 4 T

2 2 ”{ z
’ 1
| r
' |
l {
! )
! |
y=tg y=igx

c) d)

4- sawret
3.5.  Keri trigonometriyahq funkciyalar. Keri trigonometriyaliq

funkciyalardi amglaw ham olardin tzliksizlik ham monotonliq qasiyetleri

hagoindag: maselelerge togtalamz.

y=arcsinx funkciyan: amglaw ushin  y=sinx funkciyan: [_Z,;’]

kesindide garaymiz. Bul kesindide y=sinx funkciya 6siwshi ham tuzliksiz.

Onin manisler kopligi [-1,1] kesindi. Keri funkciyanin uzliksizligi haggindag:
teorema boyinsha [-1,1] kesindide -1 nogatta —Z,al 1 hogatta 72[ manis

gabillaytugin
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uzliksiz o6siwshi keri funkciya bar. Bul funkciya x=arcsiny dep belgilenedi,
argument ham funkciyanin belgileniwlerinin orinlarin almastirip, y =arcsinx dep
belgilew mamkin.

[-1,1] kesindide [O, ] kesindide uzliksiz ham kemiwshi x =cosy
funkciyaga keri y =arccosx funkciya da usigan ugsas aniglanadi. Bul
funkciya [-1,1] kesindide uzliksiz ham kemiwshi funkciya bolip, -1 nogatta

,al 1 nogatta 0 manis gabillayd:.

/A

y =arctgx ham vy =arcctgx funkciyalar saykes tarde, (_5’ =

5)
ham (0, =) intervalda anmglangan tgx ham ctgx funkciyalarga Keri
funkciyalar. Bul funkciyalar putkil sanlar kosherinde aniglangan ham monoton

funkciyalar. 5-sawrette keri trigonometriyaliq funkciyalardin grafikleri

suwretlengen.

U
/4
Fh——-
} .
|
|
| |
-1 0 ! !
i 7 =z I
} |
| !
|I I
| z l
LA ! .
y=arcsinz — ik -
Y =arccosx
a) b)
yA 7
~~~~~~~~ i~ Pl
2 - 7
7 z ¥
________ 0 . el
o — — -
"2 yeamtg - y=arcetq
c) d)

5- suwret
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X —X X
3.6. Giperbolahq funkciyalar. chx =& +2e Coshx=2—F

—X

funkciyalar, saykes tarde, giperbolaliq kosinus ham giperbolaliq sinus dep
ataladu.

Giperbolaliq tangens hdm giperbolaliq kotangens, sdykes tarde,

shx e*—e™* chx e*+e™”
thx = =———, Cthx= =
chx e*+e shx e*—e

formulalar menen aniglanadi.

Giperbolaliq  funkciyalardin  aniglamasinan  giperbolaliq  sinus,
giperbolaliq kosinus hdm giperbolaliq tangens putkil sanlar kosherinde, al
giperbolaliq kotangens sanlar kosherinin  x=0 noqatinan basqa hamme
noqatlarinda aniqlangani kelip shigadu.

Giperbolaliq funkciyalar 6z aniglaniw oblastimin har bir nogatinda
uzliksiz.

Giperbolaliq funkciyalar trigonometriyaliq funkciyalardin gasiyetlerine
ugsas bir qatar gasiyetlerge iye. Misali, giperbolaliq funkciyalar ushin
trigonometriyaliq funkciyalardi qosiw haqqindag1 teoremaga ugsas teorema
orinli:

sh(x + y) =shx - chy + chx - shy,
ch(x + y) =chx - chy + shx - shy.

Bunnan tisqari, sh2x=shx-chx, ch?x —sh?x =1 tenliklerdin ormh

boliwin tikkeley tekseriw joli menen koérsetiw mumkin. «Giperbolaliq

funkciyalar» dep ataliw1 sebebi- x=a-cht, y=a-sht tenlemeler giperbolani

beredi.

Giperbolaliq funkciyalardin grafikleri 6- sGwrette siwretlengen.
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A z ' y=5hz
a) b)
Y1
_______ i’.___._x___
0 —z
s
y=tthz
c) d)

6- siwret

3.7. Pitin ham bélshek racional funkciyalar. Apiway1 elementar
funkciyalar ustinde izbe-iz ormnlangan shekli sandag: tort arifmetikaliq dmel
ham superpoziciyalar (quramali funkciya) arqali anlatilatugin funkciya
elementar funkciya dep atalatugini malim. Biz bir dhmiyetli elementar
funkciyalar klasin garap 6temiz.

y=a,x" +a X" +...+a,,x+a,

korinistegi funkciya, bul jerde nen~ ham ay,a,...,a,,,a, — turagh sanlar,
putin racional funkciya dep ataladi. Bul funkciya n — ddrejeli kopagzal: dep
te ataladi. Putin racional funkciya R — putkil hagiyqiy sanlar kopliginde
aniglangan.  Dara  jagdayda, y=ax+b— sizigh funkciya ham

y=ax’ +bx+c— kvadrat Gshagzali putin racional funkciya boladi. Sizigh

funkciyanin grafigi tuwrni siziq, al kvadrat tshagzalinin grafigi parabola

bolatugint malim. Kvadrat ushagzalimn grafigi a  koefficientke ham
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D =b*-4ac diskriminanttin belgisine garezli boladi. 7- sawretda parabolanin

tegislikte har qiyl jaylasiw jagdaylar: garalgan.

7- suwret

Eki patin racional funkciyanin gatnasinan duazilgen
Cax" +a x4 ra X+ a,

- m m-1
PoX™ +a X" +...+a, X+ ay

funkciya bolshek racional funkciya dep ataladi. Bul funkciya
R\ {x: boX™ +a X" +...+a, X +a, =o} koplikte, yagniy sanlar kosherinin

bolshektin bolimin nolge aylandiriwshi nogatlarinan basqa hamme nogatlarinan

duzilgen koplikte amglangan. Dara jagdayda, y-2  ham =ax+(k;
X CX +

funkciyalar bolshek racional funkciyalar bolad:.

y:ﬁ funkciyanin grafigi ten gaptalli giperbola bolad: (8- sawret). Bul
X

grafikti jasawd: bilgen oqiwshi y:ax+(k; funkciyanin da grafigin ansat
CX +

jasaydi.

s

\ r

' a>0 , a<o0

8- suwret
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5- BAP
BIR OZGERIWSHILI FUNKCIYALAR USHIN
DIFFERENCIAL ESAP
1-§. Funkciyanma tuwindisi

1.1. Tuwindimn anmglamasi. Meyli, y= f(x)  funkciya {x}cR
koplikte amglangan, x,<{x} bolsin. Ax=0 sann  x, + Ax e {x}
bolatuginday qilip saylap alamiz. Adette, Ax sam argumenttiz x, nogattag:

osimi, al Af = f(x, + Ax) — f(x,) Sam funkciyanu x,_noqgattag: ésimi dep

atalad:.
Ax =0 depesaplap y= f(x) funkciyamn berilgen x, nogattag: Af
6siminin argumenttin saykes ax 6simin garaymiz:

£: f(x0+Ax)—f(x0)/

AX AX @)

Bul tenlik berilgen x, nogattagi ay:rmal:q gatnas dep ataladi. (1) tenlik
Ax  6simnin funkciyast bolip, Ax argumenttin  Ax=0 nogattin bazi bir
jetkilikli darejede kishi s — dogeregine derek, Ax =0 nhogattin 6zinen basga
hamme manislerinde, yagnty ax—o0 nogattin bazi bir jetkilikli darejede kishi
oyillgan & — dogereginde amqglangan. Bul bizge (1) gatnastin  ax — o0 dag:
limitinin bar boliw maselesin garaw hugigin beredi.

l-aniglama. Eger y= f(x) funkciyanin x, nogattagi 6siminin
argumenttin us: nogattagi 6simine gatnasinmn  Ax — o dag: limiti bar bolsa,

onda bul limit f(x) funkciyaniz x, nogatta tuw:nd:s: dep ataladi, bul tuwindi

£10) = fim A jim 100 A0 = T(%)
AXx—0 AX  Ax=0 AX

2)
koériniste jaziladi.

l-eskertiw. Eger y=f(x) funkciya har bir x e {x} nogatta
shekli tuwindiga iye bolsa, onda bul funkciyamin f'(x) tuwindist {x} koplikte

aniqlangan bazi bir funkciya boladu.
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2-eskertiw. Eger x,+ax=x dep belgilense, onda ax=x— x,

ham Ax — 0 shartti x — x, shart penen almastirrtw mamkin bolip, (2) tenlik

£(x,) = lim ) = T (%) (3)

X—=>Xo X — XO

koriniste jaziladi. Funkciyanin noqattagi tuwindisinia bul jaziliw formasinan
tuwindiin dmeliy qollaniwlarinda ken paydalaniladi.

Tuwindilardi esaplawdin eki trivial misalin keltiremiz.

1. f(x)=c (c — turagh san) funkciya R haqiyqiy sanlar kopliginde
aniqlangan, VvV xeR  noqatta shekli tuwindiga iye ham f'(x)=0 , sebebi
V xe Rnogatta v Ax Osimushin  Af := f(x + Ax) — f(x)=C —C =0.

2. f(x)=x funkciya R haqiyqiy sanlar kopliginde aniqlangan, V xeR

noqatta shekli tuwindiga iye ham f’(x) =1, sebebi ¥ x e R nogatta v Ax 6sim

ushin

Af (X+AX)—X_ AX _

= 1
AX AX A X

1.2. Funkciyanin bir tarepli tuwindilari. 2- an1ql a m a. Eger
y = f (x) funkciyanii x, nogattagi 6siminin argumenttin us1 nogattag: ésimine
gatnasinin = Ax — 0 dag1 on (shep) limiti bar bolsa, onda bul limit f (x)
Sfunkciyamin ¥, noqatta on (shep) tuwindisi dep ataladi, bul tuwindi

Fi(x +0)= lim AF = jim TG00 = (%)

Ax—0+0 AX  Ax—0+0 AX (2)
(F'0xg —0) = lim 2L = jim =20 = T0%),

Ax—>0-0 AX  Ax—0-0 AX

koriniste jaziladi.
Funkciyanif berilgen noqattagi limiti hdm bir tarepli limitleri arasindagi

baylanistan tomendegi tastiyiqlawlar kelip shigadu:
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1°. Eger f(x) funkciya x, nogatta shekli f’(x,) tuwindiga iye bolsa,
onda bul funkciya x, nogatta ham on, ham shep tuwindilarga iye bolip,
f'(x, +0)= f'(x, —0) = f'(x,) tenlikler orinli bolad.

2°. Eger f(x) funkciya x, nogatta ham on, ham shep tuwindilarga iye
bolip, bul tuwindilar 6z-ara ten bolsa, onda bul funkciva x, nogatta shekli
f'(x,) tuwindiga iye bolip, f'(x,+0)=f'(x,—0)=f'(x,) tenlikler ornli
bolad..

Eskertiw. Eger funkciya nogatta ham shep, ham on tuwindilarga iye

bolip, bul tuwindilar bir-birine ten bolmasa, onda funkciya bunday noqatta

tuwindiga iye emes.

Maisali,
X, X>0,
f(x)=|x=10, x=0,
- X, Xx<0

funkciya x =0 noqatta ham shep, ham on tuwindilarga iye:

AX -
10-0)= fim M jim EM_
Ax—0-0 AX  Ax—=>0-0 AX

AX
040 = tim X2 fm &9y
Ax—0+0 AX  Ax—>0+0 AX

sonhgtan bul funkciya x =0 nogatta tuwindiga iye emes.

1.3. Tumindinmn geometriyaliq ham mexanikaliqg maganasi.

a) Tuwzndinzzi geometriyal:q maganas:. (a,b) intervalda aniglangan ham
uzliksiz y = f(x) funkciyann grafigin garaymiz.

Vv x e (a,b) nogattt ham x argumenttin  Ax =0 6simin X+ Ax € (a,b)
bolatuginday kilip saylap alamiz. Meyli, M ham P noqatlar y = f (x)
funkciyanin grafiginin abscissalari, saykes tarde, x ham x-+ Ax sanlar bolgan
noqatlar bolsin (1- sawret). Bul nogatlardin koordinatalar1 M(x, f(x)) ham

P(x + AXx, f(x + Ax)) Koriniste boladi. M ham p noqatlardan é6tiwshi tuwri
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sizig y= f(x) funkciyanin grafiginin  kesiwshisi dep ataladi. wmp

kesiwshisinin  Ox Kkosheri menen jasagan muyeshi Ax 6simnin funkciyasi

boladi, on1 ¢(Ax) simvoli menen belgileymiz.

: /
] P
S
(=
Ay

dy
——— N
Az

0 l x x+4T x

1- sawret
3-an1qlama. Eger y= f(x) funkciyanin grafiginih  wmp
kesiwshisinin P nogat grafik boylap m nogatqa umtilgandag: (yagniy
Ax — 0 dag1) limit jagdayr bar bolsa, onda bul limit jagday funkciyanin
grafigine M (x, f(x)) noqatta jurgizilgen urinba dep ataladi.
Bul anmiglamadan y = f (x) funkciyamin grafigine M(x, f(x)) nogatta

jurgizilgen urmba bar boliw1 ushin Iimo(p(Ax) =@, limittin bar boliw1 jetkilikli
AX—

ekeni kelip shigadi, bul jerde ¢, - urmbanin ox kosheri menen jasagan
muyeshi.

1-teorema. Eger y= f(x) funkciya x nogatta shekli tuwindiga
iye bolsa, onda bul funkciyanin grafigine M(X, f(X)) nogatta jurgizilgen
urinbasi bar bolip, bul urinbamn muyeshlik koefficienti funkciyanin x nogattag:
f'(x) tuwindisina ten.

Dalillew. M ham P nogatlardan Ox kosherine perpendikulyar
tuwr siziglar jurgizemiz (1- sawret). M noqgat arqali Ox kodsherine parallel
tuwrt siziq jurgizemiz hdm bul tuwrn siziqgtin P noqattan jurgizilgen
perpendikulyar menen kesilisiw noqatin N haribi menen belgileymiz. MNP

ushmuyeshliginen
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Ay f(x+Ax)— f(x)

E AX

tgp(AX) =

Solay etip,

o(AX) = arctg Ay 3)

AX
Bul tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi de) Ax — o da shekli limitke iye.
Haqiygatinda da, f(x) funkciya x nogatta shekli f'(x) tuwindiga iye

bolganhgtan [im iy: f'(x) shekli limit bar. Bunnan ham arctgu funkciyanin
Ax—0 AX

v u manis ushin uzliksizliginen (3) tenliktin on tarepinin arctg f'(x) sanga ten
limiti bar.

Solay etip, biz AI)ETO(D(AX):arCtg f'(x) shekli limit bar ekenin korsettik.
Bul kesiwshinin limit jagday:r bar ekenin, yagniy funkciyanin grafigine
M(x, f(x)) nogatta jurgizilgen urinbasi1 bar bolip, bul urinbanin ox koésheri
menen jasagan muayeshi ¢, =arctg f'(x) bolatuginin bildiredi.

Demek, bul urinbanin muyeshlik koefficienti funkciyanin x nogattagi
f'(x) tuwindisina ten boladi eken. A

y = f(x) funkciyanin grafigine m(x,, f(x,)) Nogatta jurgizilgen
urinbanin tenlemesi y = f (x,) — f’(xo)(x — x,) Koriniste bolad:.

Eger f(x) funkciya x,e(a,b) noqgatta bir- birine ten bolmagan
f'(x, —0) ham f’(x, +0) bir tarepli tuwindilarga iye bolsa, onda bul
funkciya grafigine ™ (x,, f(x,)) Noqatta bir tarepli urinbalar jargiziw
mumkin ham bul urinbalar betlespeydi. Bunday jagdayda f(x) funkciyanin
grafigi M (x,, f (%)) nogatta «sinadw dep aytiw mamkin.

Misali, f(x)=|x] funkciyanii x=0 nogattag: bir tarepli tuwindilan

f'(0-0)=-1 ham f'(0+0)=1 boladi. Bul funkciyanin O (0;0) noqgattag: bir
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tarepli urinbalarn y=—x ham y=x tuwn siziglar bolip, funkciyanin

grafigi O (0;0) nogatta «sinad» (2- sawret).

YA
y:-x } X
) X
2- suwret

Eger if gatnastin = AX — O dag1 limiti belgisi aniq sheksizlik bolsa,
X

onda f(x) funkciyamin x, nogattagi tuwindisi +oo (—o0) dep aytiladi.

Meyli, y = f(x) funkciyamin x, nogattagi tuwindist + oo, yagniy

f'(x,) = +oo bolsm. Onda ¢(Ax) = arctg % ekenin esapqa alip,
X
lim ¢(Ax) = lim arct ﬂ—arct (f'(x,)) =arct (+oo)—z
ws0? A0 J AX J 0)) =arcy 2

teflikke 1ye bolamiz. Bul y = f(x) funkciyanin grafigine m (x,, f (%))
noqatta jurgizilgen urinba Ox kodsherine perpendikulyar bolatuginin korsetedi.

Usigan ugsas, y = f (x) funkciyanin x, nogattagr tuwindist — oo,
yagnly f’(x,)=—o bolsada funkciyanin grafigine M (x,, f (x,)) Nogatta
jurgizilgen urinba Ox kosherine perpendikulyar boladh.

Misal, f(x)= \/N funkciyanin x =0 nogattag: on ham shep tuwindisi

£/(0+0)= lim W L

= +00
x0+0 X x—0+0 /X ’

f/(0—-0)= lim VI

154



boladi. Demek, berilgen funkciyanin grafigine O (0;0) noqatta jurgizilgen

urinba Oy kosheri boladi eken (3- stuwret).

YA

3- suwret

b) Tuwindimin mexanikaliqg maganasi. Meyli, materialliq noqat s = s(t)
nizam menen hareketlenip atirgan bolsin, bul jerde t- jumsalgan waqit, s —
us1 waqut araliginda basip otilgen jol (qashighq). Usi materialliq nogattin t,
waqit momentindegi tezligin tabiw maselesin garaymiz. Waqittin t, manisi
menen birge t, + At (At >0) manisin de alip, s=s(t) funkciyanin bul
manislerge saykes s(t,) ham s(t, + At) manislerin tabamz. Materialliq nogat
At wagitta As =s(t, + At) —s(t,) arahqt: basip otedi ham onin  [t,, t, + At]
waqut araligindag ortasha tezligi

As _s(ty +At) —s(ty)
At At

formula menen tabiladi. Bul bolshektih At—o0 dagi limiti materiallig

nogattin t, waqit momentindegi v tezligin anlatad:

) . S(t, + At) —s(t
v=hm§=|lm (& + A0 (0.
At—>0 At At—0 At

Tuwindinin aniglamasi boyinsha

At—0 At

=s'(ty)-
Demek, s =s(t) funkciyanin t, nogattagi tuwindis1t mexanikaliq koz

garastan s =s(t) nizam menen hareketlenip atir§an materialliq noqattin t,
waqit momentindegi tezligin bildiredi eken.
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2-§. Funkciyamin differenciallamwshihig

2.1. Funkciyanmn differenciallaniwshiiginin  amiqlamasi.  Meyli,
y = f(x) funkciya {x}cR koplikte amglangan, xe<{x}, al Ax—
argumenttin =~ x+Axe{x} bolatuginday qihp saylap alingan  6simi,
Af = f(x, +AX)— f(x,) - argumenttin  x nogattagt Ax osimine saykes
funkciyanmn 6simi bolsin.

4-an1qlama. Egerargumenttin x nogattagt Ax osimine saykes
y = f (x) funkciyanin 6simin

Ay = A- AX + a(AX) - AX (1)
Koriniste jaziw mumkin bolsa, bul jerde A —argumenttin  x nogattagr Ax
osimine garezsiz bazi bir turagli san, al #(Ax) — ax =0 nogatta sheksiz kishi
funkciya, onda y = f (x) funkciya x nogatta differenciallan:wsh: funkciya
dep ataladi.

a(ax) funkciya Ax =0 nogattin o6zinde, uliwma aytganda,
aniglanbagan ham ogan bul noqatta galegen manis beriw mamkin. Bunnan
bilay, qolayli bolw:i ushin, «(0)=0 dep aliw mumkin. Bunday kelisimde
a(Ax) funkciya Ax =0 nogatta uzliksiz boladi ham (1) tenlik Ax = 0 nogatta
da orinl dep esaplaw mamkin.

Eskertiw. (1) tenliktin on tarepindegi ekinshi a(Ax)-Ax qosiliwshini
0o(Ax) (Ax—0) Kkoriniste jaziw mumkin. Haqiygatinda da, «(Ax) funkciya
ham ax osimlerdin har birewi Ax =0 nogatta sheksiz Kishi bolganlqtan
olardin a(Ax)-Ax koébeymesi de Ax =0 nogatta ax 6simge garaganda jogar

tartipli sheksiz kishi funkciya boliwi tabiyiy. Solay etip, (1) tenlikti
Ay = A- AX + 0 (AX)
koriniste de jaziw mumkin.
2-teorema. Funkciya noqatta differenciallaniwsht boliwt ushin bul
noqatta shekli tuwindiga iye boliwi zarur ham jetkilikli.
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Dalillew. 1) Zarurligi. Meyli, y = f (x) funkciya x nogatta
differenciallaniwshi, yagniy onih argumenttin X nogattagt Ax Osimine
saykes 6simin (1) koriniste jaziw mamkin bolsin. Ax = 0 dep esaplap ham (1)

tenliktin eki tarepin de ax 6simge bolip,
Y At aax) 2
AX
tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi de) Ax=0
nogatta A sanga ten shekli limitke iye. (2) tenliktin shep tarepindegi bolshektin
Ax =0 nodgattag: limit (eger bul limit bar bolsa) aniqlama boymsha f'(x)

tuwindiga ten.

Solay etip, biz eger f(x) funkciya ushin (1) tenlik orinli bolsa, onda bul
funkciya x nogatta shekli tuwindiga iye bolip, f'(x)= A bolatuginin dalilledik.

2) Jetkilikliligi. Meyli, f(x) funkciya x nogatta f'(x) shekli tuwindiga

iye, yagnry
. Ay,
i = 00 ©)
shekli limit bar bolsin.
A 1) = a(A%) 4)
AX

dep belgileymiz. (3) limittifi bar boliwinan (4) tenlik penen aniglangan o (Ax)

funkciya ushin  lim a(Ax)=0 tenlik kelip shigadi. (4) tenlikti Ax Osimge

Ax—0
kobeytip, Ay = f'(x)-Ax+ a(AX) - Ax tenlikke kelemiz, bul tenlik  f'(x)=A
bolsa (1) tenlikti beredi.

Solay etip, shekli  f'(x) tuwindinin bar boliwman y = f(x)
funkciyanin Xnoqatta  differenciallantwshiligni  kelip  shigip, (1)

differenciallaniwshiliq shartindegi A san f'(x) tuwindiga ten bolatugim

dalillendi. A
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Dalillengen teorema bunnan bilay funkciyanin berilgen noqatta

differenciallaniwshilig1 tisinigin bul funkciyanin usi noqatta shekli tuwindiga
iye boliw1 tusinigi menen tenlestiriw mumkinligi kelip shigadi. Basqasha

aytqanda, «funkciya berilgen nogqatta shekli tuwindiga iye» ham «funkciya

berilgen noqatta differenciallaniwshi» terminleri ekvivalent terminler.
Funkciyanin tuwindisin tabiw ameli, adette, differenciallaw ameli dep
ataladu.
2.2. Differenciallamiwshiliq ham Wzliksizlik. 3-te ore ma. Nogatta
differenciallantwshi funkciya usit noqatta uzliksiz.

Dalillew. Meyli, y— f(x) funkciya x noqatta differenciallaniwshi
bolsin. Onda onin x nogattagt y Osimi ushin (1) teflik orinli, bunnan

lim Ay =0 tefilik kelip shigadi. Bul tenlik, 6z nawbetinde, funkciyanin noqatta

AX—0
uzliksizliginin ayirmaliq formasi boymsha y = f (x) funkciya x noqgatta
uzliksizligin bildiredi. A

Eskertiw. Bul teoremaga keri tastiyiqlaw, uliwma aytqanda, ornl
emes, yagniy berilgen noqatta izliksiz funkciya usi noqatta differenciallaniwshi
boliw1 shart emes. Misal, y=|x funkciya x=0 noqatta uzliksiz, biraq bul
noqatta tuwindiga iye emes.

Bazi bir intervaldin har bir nogatinda uzliksiz, biraq bul intervaldin hesh
bir nogatinda differenciallaniwsh1 bolmagan funkciyalar da bar. Bunday
funkciyalarga en daslep Veyershtrass misal keltirgen.

2.3. Funkciyanin differenciali. Meyli, y = f (x) funkciya x nogatta
differenciallaniwshi bolsin. Onda onin x nogattagi Ay o6simi ushin (1) teflik

orinlt bolad.
(1) tenlikte funkciyanin o6simi eki qosiliwshinin qosindisi sipatinda
jaziladi. Bul qosiliwshilardin birinshisi A - Ax kdbeyme bolip, bul kobeyme

AX osimge qarata sizigl, al eKinshisi «(Ax)-Ax  kobeyme bolip, bul
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kobeyme Ax =0 nogatta Ax dsimge qaraganda jogar: tartipli sheksiz kishi
funkciya.

Eger 2- teorema boymsha f'(x) tuwindiga ten A san nolden 6zgeshe
bolsa, onda birinshi qosind1i bolgan A-Ax = f'(X) - AX kobeyme
differenciallamwsh1 y = f (x) funkciyanih Ay Osiminin bas bolegi boladi.
Funkciyanin 6siminin usi bas bolegi Ax argumenttin siziqli bir tekli funkciyasi
boladi hdm y = f (x) funkciyanin x noqattag: differenciali dep ataladi ham
dy simvoli menen belgilenedi.

A=f'(x)=0  bolgan jagdayda funkciyanin differenciali aniqlama
boyinsha nolge ten dep esaplanada.

Solay etip,

dy = f'(x) - AX (5)
san y = f(x) funkciyanin argumenttin X nodattagi Ax Osimine saykes
differenciali dep ataladi.

f'(x)=0 bolgan jagdayda bul san y = f (x) funkciyanin Ay Osiminin
AX 0simge qarata siziqlt ham bir tekli bas bolegi boladi.

y = f(x) funkciyanin argumenttin berilgen x nogattagi ax Osimine
saykes dy differenciali ham Ay Osimi, uliwma aytkanda, bir- birine ten emes
ekenin atap otemiz.

Buni y = f (x) funkciyanin grafigi boyinsha ansat tasinip aliw mumkin
(4- suwret). Meyli, M ham P- y=f(x) funkciyanin grafiginin argumenttin
X hdm x + Ax manislerine saykes noqgatlari, MS — funkciyanin grafigine
M noqatta jurgizilgen urinba, MmN |[Ox, NP||Oy, Q — MS urmbanin NP

tuwr1 s1z1ig1 menen kesiliw noqati bolsin.
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/
VS

dy
N
J b xr+ix b

4- suwret

Onda y = f(x) funkciyanin argumenttin X nogattagi Ax Osimine saykes
Ay Osimi NP kesindi uzinhigina ten, al bul funkciyamifi argumenttin = X
nogattag: sol Ax osimine saykes dy differenciali NQ kesindi uzinligina ten.

Bul kesindilerdin uzinliqlari, uliwma aytqanda, har qiyl bolatugini aniq.

Argumenttin differencial: tasinigin kiritemiz. Bunin ushin eki jagdayd:
garaymiz:1) argument- erikli o6zgeriwshi; 2) argument- jana o6zgeriwshinin
differenciallaniwshi funkciyasi.

Birinshi, x argument erikli 6zgeriwshi bolgan, jagdayda argumenttin
dx differenciali Ax 6ésimge tef, yagniyy dx = Ax dep aliwd: kelisip alamz.
Bul kelisim logikaga qarst kelmeydi. Misali, y=x funkciyanin VvV xeR
nogattag: differencial (5) formula boyinsha dy = dx =1- Ax = Ax.

Bul jagdayda y = f (x) funkciyanin x nogattag: differencial:

dy = f'(x) - dx (6)

koriniste jaziladi. Solay etip, argument erikli 6zgeriwshi bolgan jagdayda
funkciyanin berilgen nogattag: differencial: funkciyan:z us: nogattag: tuw:nd:s:

menen argumenttiz differencialinin kobeymesine ten.
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2.4. Quramal funkciyam differenciallaw. x =ot) ham y= f(x)
funkciyalardin superpoziciyas: bolgan vy = f[p(t)] quramali funkciyanin

tuwindisin tabiw gadesin aniglaymiz.
4-teorema Meyli, x=g¢@) funkciya t nogatta, al y = f (x)
funkciya saykes X = @(t) nogatta differenciallan:wsh: bols:n. Onda

y = f[p(t)] quramal: funkciya t nogatta differenciallan:wsh: ham on:z bul

nogattag: tuw:nd:s:

{Flo®]} = 1(0-0'®) = FTp1)]- ') (7)
formula menen esaplanad:.

Dalillew. x=¢(t) funkciyanin argumentine berilgen t noqgatta
At =0 0osim beremiz. Bul 6simge funkciyanin Ax = ¢@(t + At) —(t) 6simi

saykes kelip, bul 6sim nolge ten boliwi da mu:mkin.

Oz nawbetinde Ax 6simge y — f(x) funkciyanin saykes x — o(t)
nogattagt Ay= f(x+Ax)— f(x) osimi juwap beredi. Bul funkciya x = (1)
nogatta differenciallaniwsh: bolganlhgtan onin bul nogattag: 6simin

AY = F/(X) AX+a(Ax)AX (8)
koriniste jaziw mumkin, bul jerde o(Ax)- Ax—0 da sheksiz kishi funkciya.
Bul tenlik A x =0 bolgan jagdayda da orinl.

(8) tenlikti At =0 o6simge bolip,

St S s aan X ©)

tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on (demek, shep) tarepi At — 0 da limitke
iye bolip, bul limit (7) tenliktin on tarepindegi anlatpaga ten bolatuginin
korsetemiz. Natiyjede biz quramali funkciyanin differenciallaniwshiligin ham

onin tuwindisi ushin (7) formula orinli ekenin dalilleymiz.
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x =) funkciya t nogatta differenciallaniwsh: bolganhqgtan

Iim%:go'(t). a(AX)— At—0 da sheksiz kishi funkciya, sebebi
At—0 At

Iimoa(Ax)zo ham t nogatta differenciallaniwshi x = o(t) funkciya usi
AX—

noqatta uzliksiz bolganhqtan |im Ax=0. Solay etip, (9) tenliktin on tarepi
0

At>
At — 0 da limitke iye bolip, bul limit (7) tenliktin on tarepindegi anlatpaga ten
boladi. A

1-eskertiw. Teoremaham ondag: (7) formula ash ham onnan da kop
funkciyalardin superpoziciyas: bolgan funkciyalar ushin da ansat koshiriledi.

Misali, Gsh funkciyanin superpoziciyasi bolgan y=F[f(p(t))] funkciya ushin

differenciallaw gagiydasi

!

y'={FLf (@)1} =FTf ()] f'(p(1) ¢'(t)

koriniste bolip, bul formula x = ¢(t) funkciya berilgen t nogatta, u= f(x)
funkciya saykes x =@(t) nogatta, al y=F(u) funkciya saykes
u=f(x)= f(p()) noqatta differenciallaniwshi funkciyalar bolganda orinli
bolad.

2-eskertiw Teoremada y=f(x), x=¢(t) korinisindegi
quramali funkciyan: qaradiq, yagniy X simvoli menen araliq 6zgeriwshini
belgiledik. Bul simvolikani, albette, 6zgertiriw mumkin. Kobinese X simvoli
menen song1 6zgeriwshini belgilew, yagniy y= f[p(x)] korinisindegi quramali
funkciyan1 qaraw qolayli boladi. Bul belgilewlerde quramali funkciyan
differenciallaw gagiydas:

Y ={flp(l} = FTp()] ¢'(X)

koriniste bolad.

2.5. Keri funkciyam differenciallaw. 5-teorema. Meyli, y = f (x)

funkciya x nogattiz baz: bir dogereginde gatal osiwshi (gatal kemiwshi) ham
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uzliksiz funkciya bols:n. Meyli, bunnan tisgar:;, bul funkciya x nogatta

differenciallan:wsh: bol:p, onui  tuw:nd:s: nol den 6zgeshe bols:n. Onda sdykes
y = f (x) hogattzzi baz: bir dégereginde berilgen funkciyaga keri x= f *(y)
funkciya bar bol:p, bul keri funkciya  sdykes y= f(x)  nogatta

differenciallanzwshz ham bul nogattag: tuw:nd:s:

(f(y)) = (10)

1
f'(x)
formula menen esaplanad:.

Dalillew. y= f(x) funkciya x nogattin bazi bir dégereginde gatal
monoton ham uzliksiz funkciya bolganhqtan keri funkciyanin uzliksizligi
hagqindag: teorema boyinsha x=f*(y) Keri funkciya saykes y = f(x)

nogattin bazi bir dogereginde gatal monoton ham uzliksiz.

Bul keri funkciyanin argumentine korsetilgen y  nogatta galegen

jetkilikli darejede kishi nolden 6zgeshe Ay 6sim beremiz. Bul 6simge keri
funkciyanin saykes y — f (x) nogattagt Ax=f '(y+Ay) - f*(y) 6simi juwap

berip, keri funkciyanin gatal monotonlig: sebepli bul 6sim nolden 6zgeshe.

Bul bizge
Aax_ 1 (11)
Ay Ay
AX

birdeylikti jaziw hugiqin beredi.
Endi, meyli, (11) birdeylikte Ay 6sim nolge umtilsin. Onda x = f *(y)

keri funkciyanin saykes y = f (x) nogatta uzliksizlik shartinin ayirmaliq
formas: boyinsha bul funkciyanin  Ax  6simi de nolge umtiladi. Bunday
jagdayda (11) tenliktin on tarepinin limiti bar bolp, bul limit (10) tenliktin on
tarepine ten bolatuginin korsetemiz. Natiyjede (11) tenliktin shep tarepi de sol
limitke iye bolatugini, yagniy keri funkciya saykes y—= f(x) nogatta

tuwindiga iye ham bul tuwind: ushin (10) tenlik orinl bolatugini dalillenedi.
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Solay etip, teoreman: dalillewdi tamamlaw ushin (11) tenliktin on
tarepindegi bolshek Ax — o0 da 1/f'(x) bolshekke ten limitke iye bolatuginin
dalillew kerek.

x=f7(y), Ax=f7(y+Ay)-f7(y)
bolganliqtan
X+ Ax = f 1y + Ay),
yagntyy y+Ay=f(x+Ax) ham Ay= f(x+Ax)—y=f(x+Ax) — f(x).

Bunnan (11) tenliktin on tarepin

FU
Ay f(x+Ax) - f(x)
AX AX

Koriniste jaziw mumkinligi kelip shigadi. Bul tenlikten  f'(x)  tuwindinin
aniqlamasi ham f'(x)=0 shartinen ax —o da (11) tenliktin on tarepi shekli
limitke iye bolip, bul limit 1/ f'(x) bolshekke ten bolatugin: kelip shigad:. A
Eskertiw. Bul teorema &apiway: geometriyalig maganaga iye.
Meyli, m nogat y = f (x) funkciyanmn grafiginde argumenttin berilgen x
manisine juwap beretugin nogat bolsin (5-sawret). Onda  f'(x) tuwind:
funkciyanin grafigine m noqatta jargizilgen urinbanin  Ox  kdsheri menen
jasagan « muyeshinin tangensine ten, al keri funkciyamin saykes y = f (x)
nogattag: {f(y)] tuwindisi col urnbanih Oy  késheri menen jasagan p
muyeshinin tangensine ten, « ham g muayeshlerinin gosindisi Z ge ten

bolganhqtan (10) formula bizge mektep kursinan malim mina fakiti anlatad:

o+ p=" bolsa, onda tgp = 1 tenlik orinl.
2 Qo
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2.6. Birinshi differencial formasinin invarianthgi. Differenciallaniwshi
y = f(x) funkciyanin X argumenti erikli 6zgeriwshi bolgan jagdayda bul
funkciyanin differenciali

dy = f'(x) dx (12)

formula menen esaplanadi. Bul formula universal ham  funkciyanin
argumenti bazi bir erikli t  Ozgeriwshinih x =¢(t) korinistegi
differenciallaniwshi funkciyas1 bolgan jagdayda da ormnli ekenin dalilleymiz.
Funkciyanin differencialinin bul qésiyeti differencialdn formasimin invariantlig:

dep ataladi.
Solay etip, meyli, y= f(x) differenciallaniwshi funkciyanin

argumenti bazi bir erikli t  Ozgeriwshinin x = ¢(t) korinistegi
differenciallaniwshi funkciyasi bolsin. Bul jagdayda y = f (x) funkciyam1 t
Ozgeriwshinin y = f[e(t)] quramali funkciyas: sipatinda qaraw mimkin. Bul
t Ozgeriwshi erikli 6zgeriwshi bolganliqtan korsetilgen y = f[p()]
quramali funkciya hdm x = ¢(t) funkciya ushin differenciallar (12) koriniste
jaziladi:
dy ={f[p®)]} dt, dx=¢(B)ct. (13)

Quramal1 funkciyan differenciallaw gadesi boyinsha
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(o]} = (0@t (14)
(14) tenlikten ham (13) tenliklerdin birinshisinen  dy= f'(x)-¢'(t)dt, al
ekinshisinen paydalanip, dy = f’(x)dx tenlikti alamiz. Birinshi differencialdin
formasinin invariantliq qésiyeti dalillendi.
E skertiw. Birinshi differencialdin formasiin invariantliq gasiyetinin
(12) tenliktin universalliginan kelip shigatugin basqa ekvivalent aytiliwin da

beriw mumkin:  differenciallantwsht y = f (x) funkciyamin tuwindisi x
argument erikli 6zgeriwshi bol¢an jagdayda da, bazi bir . erikli 6zgeriwshinin
differenciallamwsht x = p(t) funkciyasi bolgan jagdayda da bul funkciyanin dy

dy

differencialinin argumenttin dx differencialina qatnasina ten yagniy f'(x)=—>

dx

tenlik penen aniglanad.
2.7. Differenciallamiwshi funkciyalar ustinde arifmetikaliq ameller.

6- t e orema Eger uX) ham v(x) funkciyalari x noqatta

differenciallaniwsht  bolsa, onda bul funkciyalardin qosindisi, aywrmasi,
kobeymesi ham gatnast usi noqatta differenciallaniwshi ham

[u(x) £v()] = u'(x) £ v'(x),

[u(x) - vO)I' = u'(x) - v(x) + u(x) - v(x),

[u(x)], _ u’(x) ~v(x)2— u(x) - v'(x) (v(x) £0)
v(x) vi(x)

formulalar orinl.

D alille w. Qosindi (ayirma), kobeyme ham bolshek jagdaylarin dara-
dara qaraymiz.

19 Meyli, y(x)=u(x)£v(x).bolsin. u(x), v(x), y(x)  funkciyalardin
argumenttin -~ x nogattagt Ax  o6simine saykes osimlerin, saykes tarde,
Au, Av, Ay Simvollart menen belgileymiz. Sonda

Ay = y(X + AX) — y(X) =[u(X + AX) £ V(X + AX)] - [u(X) £ v(X)] =
=[u(x + AX) —u(x)] £ [v(x + AX) —v(X)] = Au £ v(X).

Solay etip,
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& _Au, AV (15)
AX  AX  AX

Endi  Ax—>0 da (15) tenlikte limitke Otemiz. u(x) ham v(x)
funkciyalar1 x noqatta differenciallaniwsh1 bolganliqtan (15) tenliktin on
tarepinin u’(x) +Vv'(x) qosindiga (ayirmaga) ten limiti bar. Demek, bul tenliktin
shep tarepinin de limiti bar. Tuwindinin aniglamasi boyinsha bul limit y’(x)
tuwindiga ten ham biz talap etilip atirgan y'(x) =u’(x) +v’(x) tenlikke
kelemiz.

2°. Meyli, y(x) =u(x) - v(x)bolsin. Onda

Ay = y(X + AX) — Y(X) =u(Xx + AX) - V(X + AX) —u(X) - v(X) =
=[u(X+ AX) - V(X + AX) —u(X + AX) - V(X)] + [u(X + AX) - v(X) —
—u(x) - v(x)] =u(x + Ax) - [v(x + AX) — v(X)] + V(X)[u(x + AX) —
—u(x)]=u(x+ AX) - Av + v(X) - Au.

Solay etip,

Ay Av Au
o u(x+ AX) - — +V(X) - —. 16
o~ U AX) - V(X)— (16)

Endi  Ax—0 da (15) tenlikte limitke otemiz. u(x) ham v(x)

funkciyalar1 x noqatta differenciallaniwsht bolganlhiqtan (16) tenliktin on

tarepindegi % ham iv bolsheklerdin, saykes tarde, u’(x) ham v'(x)
X X

tuwindilarga ten limitleri bar u(x) funkciya x noqatta differenciallaniwshi
bolganligtan bul noqatta tzliksiz, sonliqtan  lim u(x + Ax) = u(x).
Ax—0

Demek, (16) tenliktin shep tarepinin de limiti bar. Tuwindinin aniglamasi

boymmsha bul limit y’(x) tuwmdiga ten ham biz talap etilip atirgan
y'(X) =u’(x) - v(x) £ u(x)-v'(x) tenlikti alamiz.

3% Meyli, y(x):% bolsin. Onda v(x) funkciya x nogatta
V(X

differenciallaniwsh1 hdm v(x) =0 bolganliqtan uzliksiz funkciyanin belgisinin
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saqlaniw1 haqqindag1 teorema boyinsha jetkilikli darejede kishi v ax ushmn

V(X +Ax) =0 ham

U(X+Ax) u(x) u(x+Ax)-v(x) —v(x+Ax)-u(x)
V(X + AX) - v(X) - V(X + AX) - v(X) -
_[u(x+ Ax) - v(x) —u(x) - v(x)] = [V(x + AX) - u(x) —u(x) - v(x)] _

B V(X + AX) - v(X) B

~V(X) - [u(x+ AX) —u(x)] = u(x) - [v(x + AX) = v(x)] _ v(X) - Au —u(x) - Av

- V(X + AX) - V(X) V(X +AX) V(X))

Ay = y(X+ AX) - y(x) =

Solay etip,

Au AV
ﬂ:v(x)-g—u(x)-ﬂ an
AX V(X + AX) -V(X)

Endi Ax — 0 da (15) tenlikte limitke 6temiz. u(x) ham v(x) funkciyalar

x noqatta differenciallaniwshi (ham demek, tizliksiz) bolganliqtan

. AU, . AV . B
Jim, e O lm =V m v 50 =V
Solay etip, wv(x)=0 bolganhqtan (17) tenliktin on tarepi

V00U ZU)-VIX)  olshekke ten limitke iye boladi. Demek, (17) tenliktin
v3(x)

shep tarepinin de limiti bar. Tuwindinia amqglamas: boyinsha bul limit  y(x)

v(X)-u'(x) —u(x)-v'(x)

v (x)

tuwindiga ten ham biz talap etilip atrgan y'(x)=

tenlikke iye bolamiz. A
1-sal dar Eger Eger u(x) ham v(x) funkciyalar: x nogatta

differenciallanzwsh: bolsa, onda bul funkciyalard:z qosindis:, ay:irmasi,
kobeymesi hdm qatnas: us: nogatta differenciallaniwsh: ham  x nogatta

differenciallar ush:n
d(uxv)=duzdy,
d(Uu-v)=v-du+u-dy,

u, n-du-—-u-dv
d(C)=—
v Y

tenlikler orinlz.
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2-saldar. Eger f(x funkciya x noqatta differenciallan:wsh: bolsa,
onda v¢-_turagl: san ushin c- f(x) funkciya x nogatta differenciallan:wsh:
ham (c- f(x))' =c- f'(x) tenlik orinli.

3-saldar Eger (o f,00,..., f.(0 funkciyalar x nogatta
differenciallaniwsh: ~ bolsa, onda vc,c,,...,c turaglz  sanlar  ushin
c,- fi(x)+c,  f,(x)+...+c, - f (x) funkciya da x nogatta differenciallan:wsh:
ham
(c,- () +c,- fL,(X)+...+¢c,- (X)) =c, - f/(X)+cC, - T;(X)+...+¢, - f (X)

tenlik ornlz.

3-§. Apiway1 elementar funkciyalardim tuwindilar
1°. Darejeli funkciyaniz tuw:ndisi. Meyli, y=x“  bolsin, bul jerde

aeR, x>0.0nda

Ay _ y(x+AX) = y(x) _ (X+AX) =X _

AX AX AX
a+ 2y 1
a-1 X
=X _
Ax
X

Bul tenlikte Ax — 0 da limitke 6tip, (x*)' =« -x** tenlikke iye bolamiz.
20, Korsetkishli funkciyan tuw:ndis:. Meyli, y=a* bolsin, bul jerde
a>0, a=1l xeR. Onda

Ay _y(x+Ax) —y(x) _a*¥ -a* _ o a™ -1
AX AX AX AX

Bul tenlikte Ax — 0 da limitke 6tip, (a*)'=a*-Ina tenlikti alamiz.
Dara jagdayda, (e*)' =e*.
3°, Logarifmlik funkciyanu tuwzndis:. Meyli,

y=log,x (a>0, a=#l x>0) bolsin. Onda
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Ay  y(X+AX)-y(x) log,(x+Ax)—log,x _
E_ AX a AX a
1
;.

1 AX AX, 1 AX
:_'Ioga(l+_): -|Oga(l+—)=—-|Oga[(1+—)AX].
AX X X X X

X
AX

Bul tenlikte Ax—o da limitke otip, (log, x)’:l-logae: Il tenlikke iye
X Xina

bolamiz.

Dara jagdayda, (Inx)’'= %

4%, Trigonometriyal:q funkciyalards tuw:ndidlar..  a) Meyli, y=sinx

(xeR) bolsin. Onda

Ay y(X+Ax) = y(x) _sin(Xx+Ax) —sinx _

AX AX AX
AX, . AX . AX
2C0S(X + —) sin— sin—
= 2 = Cos(X + &) 2 .
AX 2 g
2

Bul tenlikte ax —o da limitke 6tip, (sinx)'=cosx tenlikke iye bolamiz.
b) Meyli, y=cosx (xeR) bolsin. Onda
Ay _ y(X+Ax) = y(x) _ cos(X + AX) — cosX _

AX AX AX
25in(x+g)sing sin %
=— 2 2 =—sin(x+&)
AX 2 AX

Bul tenlikte Ax — 0 da limitke otip, (cosx)’=—sinx tenlikti alamiz.

c) Meyli, y=tgx (x= % +kz, kez) bolsin. Differenciallaniwshi

funkciyalardin gatnasin differenciallaw gadesi boyinsha

sinx,, (sinx)"-cosx—sinx-(cosx)"

r_ ’
(tgx)" = ( ) 5
COS X cos? x
_cos’x+sin’x 1
cos? x cos? x
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d) Meyli, y=ctgx (x=kz, keZ) bolsin. Differenciallaniwshi

funkciyalardin gatnasin differenciallaw gadesi boyinsha

CosX,, (cosx)'-sinx—cosx-(sinx)"

tg)' =(——) —
sin x sin?x
_—sin®x-cos’x 1
sin? x sin?x’

59. Keri trigonometriyal:q funkciyalardzs tuwindzlarz. a) (-1,1) intervalda

aniglangan y=arcsinx  funkciya (_%,%) intervalda aniglangan x =siny

funkciyaga keri funkciya boladi. x=siny funkciya ushin Vye(—%,%)

nogattin dogereginde keri funkciyan: differenciallaw haggindag: teoremanin
shartleri orinlangan, sonhqtan bul teorema boyinsha y=arcsinx  funkciya

Vv x=siny nogatta differenciallaniwshi ham onimn tuwindis: ushin

1 1
(siny)’ cosy 1—sin?y

(arcsinx)' = (18)

formula orinh (v y e (_% %) nogatta cosy=o bolganhgtan tabir aldinda «+»

belgi aldiq).

siny=x bolganhqgtan (18) tenlikten (arcsinx)’ = formulan

1-x°
alamiz.

b) (-11) intervalda aniglangan y=arcsinx funkciya (0, ~) intervalda

aniglangan  x =cosy funkciyaga keri funkciya boladi. x =cosy funkciya
ushin  Vvye(0,7) nogattin dogereginde keri funkciyan: differenciallaw

haggindag: teoremanin shartleri orinlangan, sonhqtan bul teorema boyinsha
y =arccosx funkciya Vv x=cosy nodgatta differenciallaniwshi ham onmn

tuwindisi ushin

(arccos x)' = ! 1 __ 1 (19)

(cosy) siny  [1_cos?y
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formula orinh (vye(0, ) nogatta siny>0 bolganhqgtan tabir aldinda «-» belgi

aldiq).

cosy = X bolganhgtan (19) tenlikten (arccosx)’ =— 1 .
1-xX

formulaga iye bolamiz.
c) Putkil sanlar kosherinde anmiglangan y = arctgx funkciya

(_%,%) intervalda amglangan x =tgy funkciyaga keri funkciya bolad.

x =tgy funkciya ushin v ye(—%,%) nogattia dogereginde keri funkciyani

differenciallaw hagqindag: teoremanin shartleri orinlangan, sonhgtan bul
teorema boyinsha y = arctgx funkciya V X =tgy nogatta

differenciallaniwshi ham onin tuwindis: ushin

1 1
(arctgx)’ = =cos’y =
(tay) 1+1g°y

tenlik orinl. tgy = x bolganhgtan bul tenlikten (arctgx)’ = formulan:

+x?

alamiz.

d) Puatkil sanlar kosherinde aniglangan y = arcctgx funkciya (0, x)

intervalda amglangan x =ctgy funkciyaga keri funkciya boladi. x =ctgy
funkciya ushin v ye(0,7) nogattin dogereginde keri funkciyani differenciallaw

haggicndag: teoremanin shartleri orinlangan, sonligtan bul teorema boyinsha
y = arcctgx funkciya V x=ctgy noqgatta differenciallaniwshi ham onmn

tuwindisi ushin

(arcctgx)’ = L sin? y=— L
(ctgy)’ 1+ctg?®y

formula onnl. ctgy = x bolganhgtan bul tenlikten (arcctgx)':—l 1
+ X

formulaga iye bolamiz.
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6°. Apiwayr elementar funkciyalardini tuwindilarinini kestesi

Funkciya Tuwindisi Funkciya Tuwindisi
x* (x>0) a-x*t log, x Y(x-Ina)
(a>0, a=1l x>0)
In x 1/x
a* (o<a=1) | a*lIna sinx cosX
o* o COS X —sinx
tgx 1/cos? x arcsin x 1/\1- %
ctgx —1/sin? arccos x TN
arctgx 1/ @+ x?) arcctgx —1/@+ x?)
shx chx thx 1/ch?x
chx shx cthx _ 1/sh2x (x #0)

7°. Apiwayi elementar funkcivalardini differenciallarinini kestesi

Funkciya Differencial Funkciya Differenciali
1
x* (x>0) | a-x“tdx | log,X dx/(x - Ina)
(a>0, a=1l x>0)
In x dx/x
a* (o<a=zl)| a“Inadx sin X cos X dx
o e*dx COS X —sinx dx
tgx dx/cos® x arcsin x dx//1— x2
ctgx —dx/sin? x arccosx —dx/ 1= x2
arctgx 1/(L+ x?) arcctgx —1/@+ x?)
shx chx dx thx dx/chzx
chx shx dx cthx _ dX/ShZX (x = 0)

8°. Logarifmlik tuwindi. Ddrejeli- korsetkishli funkciyamihi tuwindisi.

Meyli, y= f(x)

funkciya berilgen  x
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differenciallaniwshi bolsin. Onda x argumenttin @ =Iny, y=f(x) quramah

funkciyas: da quramali funkciyan: differenciallaw gadesi boyinsha x nogatta

differenciallaniwshi bolip, bul funkciyanin tuwindisi ushin

I f 0T =(nyy -y =Y =T (20)
y T

formula orinli. (20) shama y = f(x) funkciyaninh berilgen x nogattag:
logarifmlik tuw:nd:s: dep atalad.
Logarifmlik tuwind: apiway: elementar funkciya bolmagan geypara

funkciyalardmn tuwindisin esaplaw ushin gollaniliwi mamkin.

Misal retinde darejeli- korsetkishli funkciya dep ataliwshi funkciyanin,
yagnlyy y=u(x)'® Kkorinistegi funkciyanii, bul jerde u(x) ham v(x)—
berilgen x noqatta differenciallaniwshi funkciyalar, u(x) funkciya bul nogatta
on aniglangan

Ust shartlerdi @ =Iny=v(X)-Inu(x) quramali funkciya berilgen x

noqatta differenciallaniwshi boladi. Bul funkciyanin tuwindisi

(Iny)" =v'(x)- Inu(x) +v(x)-[Inu(x)]' =
=V'(X) - Inu(x) + v(x) M (21)
u(x)
(20) ham (21) tenliklerden

L,:v’(x) -Inu(x) + v(x) - u’(x). (22)
y u(x)

Endi y=u(x)"® ekenin esapqa alip, darejeli- korsetkishli funkciyanin tuwindisi

ushin

x)]

UEY =u(0"™ [V () Inu(x) +v() - L U

u(x)

formiulaga iye bolamiz.
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4-§. Joqan tartipli tuwindr ham differenciallar

4.1. Jogar tartipli tuwindr tasinigi. (a,b) intervalda amglangan ham
differenciallaniwsht vy = f (x) funkciyanin f'(x) tuwindisi da usi intervalda
aniglangan funkciya boladi. Us1  f'(x) funkciya bazi bir xe(a,b) nogatta
differenciallaniwsh1  boliwi muamkin, onda onmn tuwindisi y = f(x)
funkciyanin X nogattag: ekinshi tartipli tuwindis: dep ataladi ham £ ”(x)
dep belgilenedi. Ekinshi tartipli tuwind: tasinigi kiritilgennen keyin izbe- iz
ushinshi tartipli, tértinshi tartipli h. t. b. tuwind tasinigin Kiritiw mamkin. Eger
usinday qilip y = f (x) funkciyanin X nogattagi n—1 (n>1- natural san)-

tartipli tuwindis: tasinigi Kiritilgen bolsa, onda bul funkciyanin usi nogattag:

n — tartipli tuwindist ™ (x) =[f " (x)]" formula menen esaplanadi.

Solay etip, biz n — tartipli tuwindi tasinigin induktiv, birinshi tartipli
tuwindidan kelesi tartipli tuwindiga izbe- iz o6tip, Kiritemiz. n — tartipli
tuwindini amglawshi formula

y® =[y" 1 (23)
koriniste jaziladi.

Solay etip, y = f (x) funkciyanin x nogatta n — tartipli tuwindis

bar bolsa, onda bul funkciyanin us1 nogat dogereginde birinshi, ekinshi h. t. b.

(n—1) — tartipli tuwindilarn da bar. Birag, bul tuwindilardin bar boliwinan

n — tartipli tuwindimin bar bohwi, uliwma aytganda, kelip shigpaydi. Misals,
y:X'T|X| funkciyanmin tuwindist  y’=|x| bohp, bul funkciya x=0 nogatta
tuwindiga iye emes, yagniy berilgen funkciya x=0 noqatta birinshi tartipli
tuwindiga iye, biraq ekinshi tartipli tuwindiga iye emes.

1-aniglama. {x}cR koplikte shekli n — tartipli tuwmindiga iye

funkciya bul koplikte n martebe differenciallan:wsh: funkciya dep atalad:.
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Joqart tartipli tuwind: tasinigi ilim ham texnikanmn juda kép tarawlarinda
ken qollaniladi. Bul jerde biz ekinshi tartipli tuwindiniz  mexanikaliq

maganas:n  tusindiriw menen sheklenemiz. Eger y = f(x) funkciya
materialliq nogattin oy kosheri boylap hareketleniw nizamin amqglasa onda
f'(x) birinshi tartipli tuwind: hareketleniwshi materiallig nogattin  x  waqit

momentindegi tezligin beredi. Olay bolsa, f ”(x) ekinshi tartipli tuwindi

tezliktin ozgeriw tezligine, yagny hareketleniwshi materialliq nogattih = x
wagit momentindegi tezleniwine ten bolad:.

Jogart tartipli tuwindilardi esaplaw metodikas: tek birinshi tartipli
tuwind:lard: esaplaw uqipliligin talap etedi, sebebi (23) formuladan izbe-iz
paydalaniw ushin tek birinshi tartipli tuwindilardi kop martebe esaplawdi biliw
talap etiledi. Misal retinde bmr neshe apiwayi elementar funkciyalardin n —
tartipli tuwindilarin esaplaymiz.

4.2. Ayirnim funkciyalardm n - tartipli tuwindilar.

1° y=x* (aeR, x>0) darejeli funkciyanin n — tartipli tuwindis:

yO =(x)" =g (@-1-...- (¢ —n+1) x*"
formula menen esaplanadi.

Dara jagdayda, eger o =m (m — natural san) bolsa, onda

(xmym mh n=m
0, n>m.

Solay etip, m — darejeli kopagzalinmn n — tartipli tuwindist n>m

bolganda nolge ten.

Eger y:l (x>0) bolsa, bul funkciyanin n — tartipli tuwindisi
X

(E)m) _(=D"n!
X Xn+l

formula menen esaplanadi.
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Bunnan y=Inx (x>0) logarifmlik funkciyanin n — tartipli

tuwindisin esaplaw formulasi kelip shigadu:

D" Yn=D!
(nyy® = D" =D)!
X
2. y=a* (a>0, a#l xeR) korsetkishli funkciyanin n — tartipli
tuwindisi

y®=@)"=a*-In"a
formula menen esaplanadi.
Dara jagdayda, (¢*)™ =¢*

3% y=sinx funkciyanmin ,_ tartipli tuwindisi

y™ =(sinx)™ =sin(x+n %)

formula menen esaplanadi.

4° y=cosx funkciyanin n — tartipli tuwindisi

y™ =(cosx)™ =cos(x +n %)

formula menen esaplanadi.
59 y = arctgx funkciyanih n — tartipli tuwindisi

(n-1)!
L+ x*)"?

y™ = (arctg x)™ = sin[n (arctg x+—)]

formula menen esaplanad.

6°. y= ax +b (a,b,c,d — bazi bir turagh sanlar) funkciyanin n — tartipli
cx+d

tuwindisi

™ = AX*0ym _ (ag —be) (~1)"e™ nl (ox + d) 2
cx+d

formula menen esaplanadi.

Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x}cR koplikte aniqlangan bolip,

x  {x} nogatta shekli f™(x) ham g™ (x) tuwimndilarga iye bolsm. Onda
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1) v turaglisanushin (c- f (x))™ =c- f ™ (x);

2) (F)£g0)™ =000 +g™ (x);

3) (f(x)-g0))™ =3 CKf®(x)- g™ (x) (C,E:ﬁ!k)l), Bul tenlik
k=0 : — H

Leybnic formulas: dep ataladi.

4.3. Jogan tartipli differenciallar. Meyli, f(x) funkciya (a,b)
intervalda amqlangan bolip, x (a,b) nogatta eki martebe differenciallaniwsh:
bolsin. f(x) funkciyanih x noqattag: differenciali df = f'(x)dx formula
menen aniglanatugint malim, bul jerde dx = Ax- argumenttin x nogattag:
osimi.

2-ani1glama. f(x) funkciyanin x noqattagr df differencialinin
differencial: funkciyanin us: nogattag: ekinshi tartipli differenncial: dep atalad:
ham d?f :=d(df) dep belgilenedi.

Differenciallaw gadesinen paydalanip, funkciyanin ekinshi tartipli
differenciali ushin

d2f :=d(df) =d(f'(x)dx) = f"(x) (dx)?
formulani alamiz.

Usigan ugsas, xe(a,b) nogatta n martebe differenciallaniwshi ¢ (x)
funkciya ushin bul funkciyanin usi noqattagt n — tartipli differenciali
(n —1) —differencialdin differenciali sipatinda aniglanadi: d"f :=d(d"*f). Bul
differencial d"f = f ™ (x)-(dx)" formula menen esaplanadi.

Solay etip, argument erikli 6zgeriwshi bolgan jagdayda funkciyanin

berilgen nogattagr n — tartipli differenciali funkciyanin usi noqattagt n —

tartipli tuwindisinih argumenttin differencialinih  n — darejesine kobeymesine

ten boladu.
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Argument baz1 bir t &zgeriwshinin sdykes martebe differenciallaniwshi
funkciyas1 bolgan jagdayda funkciyanin ekinshi ham keyingi tartipli
differenciallar putkilley basqa koriniste bolad.

Meyli, y= f(x) funkciya berilgen X noqatta eki martebe

differenciallaniwshi, al onin argumenti bazi bir t O6zgeriwshinin eki martebe

differenciallaniwsh1  x=¢(t) funkciyast bolsn. Natiyjede y= f[¢(t)]

quramali funkciyam1 alamiz. Quramali funkciyani1 differenciallaw qadesi

boyinsha

d?y=d*fpt)]=dd(flpt)])=d(fTe®)] de(t)) =
=d(f'lp)])-do(t) + f Te)]-d(de(t) = f[et)]- (de(t))? +
+ fTpt)]-d2p@t) = £"(x) - (dx)? + f'(X)-d?x

tenlikke iye bolamiz. Bul funkciyanin ekinshi tartipli differencialinin formasi
invariantliq gasiyetke iye emesligin korsetedi. Kelesi tartipli differenciallardin

formasi da invariantliq gasiyetke iye emesligi 6z-6zinen malim.

5-§. Parametrli kériniste berilgen funkciyan differenciallaw

3-ani1qlama. Eger x ham y o6zgeriwshiler bazi bir ashinshi t
ozgeriwshinin funkciyasi sipatinda x=¢(t), y=w(t) (te{t}cR) koriniste
aniglangan bolsa, onda y o6zgeriwshi x o6zgeriwshinin funkciyas: sipatinda

parametrlik koriniste berilgen dep atalad.
Adette, t o6zgeriwshi parametr dep atalad.
Biz ¢@(t) ham (1) funkciyalar {t} koplikte kerekli tartipli

tuwindilarga iye dep alamiz.
Bunnan tisqari,, x=¢(t) funkciya garalip atirgan t=t, nogattin
dogereginde t =g (x) Keri funkciyaga iye dep esaplaymiz, sebebi bul bizge vy

ozgeriwshini  x  6zgeriwshinin funkciyas: sipatinda garawga mumkinshilik

beredi.
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Usinday aniglangan y=y(x) funkciyanin xargumenti boyinsha

tuwindilarin esaplaw maselesin garaymiz.

Birinshi differencialdin invariantliq gasiyeti boyinsha
! dy ! !
y'(x) =i dy =y/'(x)dt, dx=¢'(x)dt
X .

Bul tenliklerden

, ()
y'(x) =222
9'(t)
tenlik kelip shigadi.
Ekinshi tuwindin1 esaplaw ushin, birinshi differencialdin invarianthiq

gasiyeti boyinsha

0 -9/
X
tenlikti jazamiz, bunnan
Oy
y(X) = 'ty v ®-0" Oyt
o'(t) dt [o'OF

tenlikke iye bolamiz.
M 1sal. Tomendegi parametrlik koriniste berilgen funkciyanin birinshi

ham ekinshi tartipli tuwindilarin tabamiz:

x=a (t—sint),
teR
y =a (1-cost)

Bul funkciyanin grafigi cikloida dep ataladi. Bul iymek sizig-tuwri s1ziq
boylap sirganamastan jumalaytugin radiust a sanina ten shenberdin bazi bir
tayinlangan nogatinin traektoriyas: (.  parametr bul shenberdin radiusinin
buriliw muyeshine ten).

Jogaridag: formulalardan paydalanip, funkciyanmin birinshi ham ekinshi

tartipli tuwindilar: ushin
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asint t

'(X)=————=ctg—,
y (%) a (1—cost) g2
t,
(Cth) 1
y"(x) = =— - (t=2zn, neZ)
a (1-cost) 4asin4§

formulalarga iye bolamiz.

6-§. Differenciallaniwshi funkciyalar haqgqindag
tiykarg: teoremalar

Bul paragrafta differencial esaptin tiykarg: teoremalarin keltiremiz. Bul
teoremalar keleside, asirese funkciyalard: teksergende, ahmiyetli rol oynaydi.

6.1. Ferma teoremasi. Saylap alingan ¢ noqattin bazi bir dogereginde
aniglangan y = f (x) funkciyan: garaymz.

4-aniglama. c nogattin U (c) dogeregi tabihp, f(c) manis
funkciyanin usi dogerektegi manisleri ishindegi en tlkeni (en Kkishisi) bolsa,
onda y = f(x) funkciya c nogatta lokal maksimumga (lokal minimumga) iye
deymiz.

Funkciyanin nogattag: lokal maksimumi ham lokal minimumi, uliwma

atama menen, funkciyanin lokal ekstremum: dep atalad.
7-te ore ma (berilgen nogatta differenciallaniwshi funkciyanin lokal

ekstremuminin  zarar sharti). Eger y= f(x) funkciya ¢  nogatta

differenciallanzwshz bol:p, bul nogatta lokal ekstremumga iye bolsa, onda

f'(c)=0 tenlik or:nl: bolad: .

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya c noqatta lokal maksimumga
erissin, yagnlyy v xeU ;(c) hogatta f(x)< f(c) tensizlik orinli ham
funkciya c nogatta shekli f’(c) tuwindiga iye bolsin. Onda

f’(c):"mM: lim M: lim M

X—C X—C Xx—C+0 X—C Xx—c—0 X—C
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U,(c) dogerektin x>c tensizlikti ganaatlandiriwshi noqatlarinda

T-T@ g ham fim 1X=TO) o (easilik, al x<c tensizlikti
X —C X—>C+0 X—C

ganaatlandiriwshi nogqatlarinda F(x)-1(©) >0 ham lim -1 >0
X—¢C x>c0  X—C

tensizlik ormli. Bunnan f'(c)=0 tenlik kelip shigadi. A
Bul teorema Ferma teoremas: dep te ataladi. Bul teorema juda apiwayi
geometriyaliqg maganaga iye: eger y = f (x) funkciyanm grafigine c(c; f (c))

nogatta ur:nba jurgiziw mumkin bolsa, onda bul ur:nba abscissalar kosherine
parallel bolad: (6- suwret).

v 1

f (c)

urinba

y=f({)

6- suwet

Eskertiw. Tuwindinin nol'ge ten boliw1 lokal ekstremumnin zarar

sharti bolip, jetkilikli sharti bolmaydi. Misali, y=x® funkciyanin x=0

nogattag: tuwindisi nolge ten, biraq funkciya bul nogatta lokal ekstremumga iye
emes.

8-teorema (Roll). Meyli, y= f(x) funkciya [a,b] kesindide

uzliksiz ham bul kesindinin hamme ishki nogqatlarinda differenciallaniwshi

bolsin. Bunnan tisqari, meyli, f (a) = f (b) bolsin. Onda [a,b] kesindinin

f/(&)=0 bolatugin &£ ishkinogati bar.
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Basqasha aytqanda, differenciallaniwsh1 funkciyanih ten manisleri

arasinda bul funkciyanin tuwindisinin noli albette jatadi.

Dalillew. f(x) funkciya [a,b] kesindide uzliksiz bolganliqtan

Veyershtrasstin II teoremasi boyinsha bul kesindide 6zinin m = ipfb] f(x) ham

M = sup f(x) manislerine erisedi. Eki jagday boliw1 miimkin 1) m = m. Bul
xel[a,b]

jagdayda  f(x) =m =M - turaqh funkciya bolip, bul funkciyanin tuwindisi
[a,b] kesindinin galegen ishki noqatinda nolge ten; 2) m < m . Bul jagdayda
f(a) = f(b) Dbolganhqgtan funkciya m hdm ™ manislerdin keminde
birewine bazi bir & < (a,b) ishki nogatta erisedi. Onda bul nogatta funkciya
lokal ekstremumga iye bolad1. 7- teorema boymsha f'(&) =0. A
Roll teoremasi juda dpiwayr geometriyallq maganaga iye: eger f(x)
funkciya Roll teoremasinin shartlerin ganaatlandirsa, onda funkciyanin

grafiginde urinbasi abscissalar kosherine parallel bolatugin nogat bar (7-

suwret).

y
f(a)=f(b) 4

R /

urinba

»

v

/- suwret
l-eskertiw. Rol'l teoremasinda y= f(x) funkciya [a,b]

kesindide 0zliksiz hdm bul kesindinin hamme ishki noqatlarinda
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differenciallaniwsh1  boliwi talap etiledi. Funkciyanin kesindinin ishki
noqatlarinda differenciallaniwshiliginan bul noqatlarda uzliksizligi kelip
shigadi, sonliqtan y = f(x) funkciya [ab] kesindide uzliksizligin talap
qiliwdin ornina bul funkciyanin a nogatta onnan ham b nogatta shepten
uzliksizligin talap qiliw jetkilikli.

2-eskertiw. Roll teoremasinin hamme shartleri ahmiyetli. Eger
teoremanin shartlerinin ayirimlar1 orinlanbasa teoremanin tastiyiklawi orinh
bolmawi da mumkin. Misallar keltiremiz. 1) f(x)=1-|x funkciya [-11]
kesindide Uzliksiz, f(-1)= f(1)=0, biraq bul funkciyaninh tuwindist (-1,1)
intervaldin hesh bir nogatinda nolge ten emes, sebebi berilgen funkciya (-1,1)
intervaldn ~ x=0 noqatinda tuwindiga iye emes. Bul funkciya ushin
funkciyanin kesindinin hamme ishki noqatinda differenciallaniwshi boliw1 sharti
buzilgan.

2) f(x)=x funkciya [0,1] kesindide uzliksiz, kesindinin hamme ishki
noqatlarinda differenciallaniwsh1 ham V xe(0,1) nogatta f’(x) =1.Bul
funkciya ushin Roll teoremasimmin tastiyiglaw1 orinli  emes, sebebi
f(0)=0, f@=1 bolip, kesindinin shetki nogatlarinda funkciyanin manisleri
birdey boliw1 sharti buzilgan.

6.2. Lagranj teoremasi. 9-te ore ma (Lagranj). Eger y— f(x)
funkciya [a,b] kesindide uzliksiz ham bul kesindinin hamme ishki noqatlarinda
differenciallaniwshi bolsa, onda [a,b] kesindinin

fb)—f(@="1'() -(b—-a) (24)
tenlik orinlt bolatugin ¢ ishki nogati bar.

(24) formula, adette, Lagranj formulasi yaki shekli osimler formulasi dep
ataladi.
Dalillew. [a,b] kesindide

f(b)-f(a)

FO)=F00-f@)-——

(x—a)
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jardemshi funkciyan1 qaraymiz. Bul funkciya [a,b] kesindide tzliksiz ( f (x)

ham si1z1ql1 funkciyanin ayirmasi sipatinda), kesindinin har bir ishki nogatinda

Fr(x) = /(- =T@)

b—a
tuwindiga iye ham F@)=rF®) =0, yagny Roll teoremasinin hamme
shartlerin ganaatlandiradi. Onda Roll teoremas: boyinsha 3£ < (a,b) hogat

tabilip,

fb)-f@ _,
b—a

boladi. Bunnan (24) formula kelip shigadi. A

F'(&)=T'(5) -

E s kertiw. Lagranj teoremast Roll teoremasinin saldar1 sipatinda

alinadi. Sonin menen birge Roll teoremas:1 Lagranj teoremasinin = f (a) = f (b)

bolgandag: dara jagdayu.

8- suwret

Lagranj teoremasinin geometriyallq maganasin aniglaw  ushin
M shama y = f(x) funkciyanin grafiginin A (a; f (a)) ham
—a

B (b; f(b)) noqatlarinan otiwshi kesiwshisinin, al f'(¢) sant funkciyanin

grafigine C(¢&; f(&)) nogatta jargizilgen urinbanmn muyeshlik koefficienti
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ekenin esletip 6temiz. (24) Lagranj formulas1 y = f (x) funkciyanin grafiginin
A ham B noqatlart arasinda ~ 3C noqat tabilip, funkciyanin grafigine bul
noqatta jurgizilgen urienba AB Kesiwshige parallel bolatuginin bildiredi (8-
suwret).

6.3. Lagranj teoremasinin geypara saldarlari.

1°. Intervalda tuwindisi nol ge ters funkciyamin turaqliligt.

10- t e o r e m at. Eger f(x funkciya (a,b) intervalda
differenciallaniwshi bolp, bul intervaldin hamme noqatlarinda f'(x)=0 bolsa,
onda bul funkciya usi intervalda turaql funkciya.

Dalillew. Meyli, x, e (a, b)- saylap alingan noqat, al xe(a,b)-
qalegen noqat bolsin.

[X,,x] Yaki [x,x,] kesindi (a,b) intervalga derek boladi. Sonligtan

f (x) funkciya bul kesindide differenciallaniwshi (demek, uzliksiz de). Bul
bizge  f(x) funkciyaga Lagranj teoremasin qollamw huqiqin beredi. Bul
teorema boyinsha kesindinin 3 & ishki noqat1 tabilip,

fO) = F(x)=1'(5) (x=%o) (25)
tenlik ormmli boladi. Teoremanin sharti boyinsha (a,b) intervaldin hdmme
noqatlarinda f'(x)=0. Demek, f’(£)=0.Sonligtan (25) tenlikten f(x)= f(x,)
tenlikke iye bolamiz. Bul teflik f(x) funkciyanin v xe(a,b) Nogattagi
manisi f (x,) Sanga ten bolatuginin bildiredi. Bunnan f(x) funkciya (a,b)
intervalda turaql funkciya ekeni kelip shigadi. A

Bul teorema apiwayl geometriyaliq maganaga iye: eger y = f(x)
Sunkciyamn grafiginin bazi bir bdleginin hdr bir noqatindagi urinbasi
abscissalar kosherine parallel bolsa, onda funkciyanin grafiginin bul boleginin

ozi abscissalar kosherine parallel kesindi boladi.

2°. Funkciyani intervalda monotonliq shdrtleri.
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11-teorema. (a,b) intervalda differenciallaniwshi £ (x) funkciya usi
intervalda osiwshi (kemitwshi) funkciya boliwt ushin bul funkciyanin tuwindisi
us1 intervalda teris emes (on emes) aniglangan boliwi zarur ham jetkilikli.

Dalillew. 1)Jeterliligi Meyli, (ab) Iintervalda

f'(x)=0 (f'(x)=0) bolsm. f(x) funkciyanin (a,b) intervalda 6siwshi
(kemiwshi) funkciya bolatuginin dalillew kerek. Meyli, x,, x, e (a,b)
nogatlar x, < x, tensizlikti qanaatlandiriwshi qalegen noqatlar bolsin. ¢,
funkciyanin [x,, x,] < (a,b) kesindide differenciallamiwshi, demek, uzliksiz
funkciya. Sonliqtan bul funkciyaga [x,,x,] Kkesindide Lagranj teoremasin
gollaniw mimkin, natiyjede

F ) — F (X)) = (&) (% — %) (26)
tenlikke iye bolamiz, bul jerde & < (x,, x,) - baz1 bir noqat.

Shart boymsha f/(x)=0 (f'(x) <0). Sonliqtan (26) tenliktin on tarepi
(demek, shep tarepi de) teris emes (on emes), bul f (x) funkciyanin (a,b)
intervalda 6siwshi (kemiwshi) funkciya ekenin korsetedi. A

2 Zararligi Meyli, f(x) funkciya (a,b) intervalda
differenciallaniwsh1 hdm bul intervalda 6siwshi (kemiwshi) funkciya bolsin.
(a,b) intervalda f’(x) =0 (f’(x) <0) bolatuginin dalillew kerek.

f(x) funkciya (a,b) intervalda kemimeytugin (éspeytugin) funkciya
bolganliqtan bul funkciya (a,b) intervaldin hesh bir noqatinda kemiwi (6siwi)
mumkin emes. Onda funkciyanin f’(x) tuwindist bul intervaldin hesh bir
noqatinda teris (on) aniqlangan boliw1 mimkin emes. A

12-teorema. (a,b) intervalda differenciallantwshi ¢ (x) funkciya usi
intervalda gatal ociwshi (qatal kemiwshi) boliwt ushin bul funkciyanin tuwindisi
usi intervalda on (teris) amiqlangan boliwi jetkilikli.

Dalillew. 11-teoremanin jetkilikliligin dalillew sxemas1 boyinsha

jurgiziledi. Meyli, x,, X,  (a,b) hoqgatlar X, < X, tensizlikti
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qanaatlandiriwsh1  galegen  noqatlar  bolsin. f (x) funkciyanin
[X,,%,] < (a,b) kesindide differenciallamiwshi, demek, uzliksiz
funkciya. Sonliqtan bul funkciyaga [x,,x,] kesindide Lagranj teoremasin
gollaniw mimkin, natiyjede
f ) — FOG) = F7(E) (4 — %) (27)
tenlikke iye bolamiz, bul jerde & < (x,, x,) - baz1 bir noqat.
Shart boymnsha f/(x)>0 (f’(x) <0). Sonliqtan (27) tenliktif of tarepi
(demek, shep tarepi de) on (teris), bul f(x) funkciyanin (a,b) intervalda
qatal 6siwshi (qatal kemiwshi) funkciya ekenin koérsetedi. A

l-eskertiw. f(x) tuwindmnin (a,b) intervalda on (teris) aniglangan

boliw sharti bul funkciyanin usi intervalda gatal 6siwinin (gatal kemiwinin)

zarr sharti bolmaydi. Misali, y=x*® funkciya (-1,1) intervalda gatal 6siwshi,
biraq onin  f'(x)=3x* tuwindist bul intervaldin hdmme noqatlarinda on
aniqlangan emes (x=0 noqgatta nolge ten). Uliwma, eger f(x) funkciyanin
f'(x) tuwindist intervaldin bul tuwindi nolge aylanatugin shekli sandag
noqatlarinan basqa hamme noqatlarinda on (teris) anmiglangan bolsa, onda bul

funkciya ust intervalda gatal osedi (qatal kemeyedi).

2-eskertiw. Tuwindmin belgisi menen funkciyanin 6zgeriw bagiti

arasindagl 12-teorema jardeminde aniqlangan baylanistt geometriyaliq

pikirlewler arqali tasiniw ansat. Tuwindi y = f (x) funkciyamin grafiginin
urinbasinin - muyeshlik koefficientine ten bolganliqtan tuwindimin belgisi
urinbanin joqari yarim tegislikti jattwsht nurt Ox koésherdin on bagitt menen
gqanday muyesh (styir yaki dogal) jasaytuginin korsetedi. Eger (a,b) intervalda
f'(x)>0 bolsa, onda urmbanin joqar1 yarim tegislikti jatiwsh1 nuri ox
kosherdin on bagiti menen sOyir muyesh jasaydi, demek, y= f(x)

funkciyanin grafigi bul intervalda joqar1 qaray bagitlanadi (9 -suwret).

188



[ S,

;
9- suwret
3-eskertiw. Lagranj teoremas: jirdeminde geypara judd paydali
tensizliklerdi dalillew mumkin. Misal retinde tdémendegi eki tensizlikti
dalilleymiz:
[sin x, —sin X,| <%, — X, (28)
larctg x, —arctg X,| < |x, — X,| (29)
(bul jerde x,, x, — argumenttin qalegen manisleri).
(28) tensizlikti dalillew ushin Lagranj teoremasin [x;, x,] Kesindide
f (x) =sinx funkciyaga qollanip,
Sin X, —sinX, = (X —X,) - (SiNX)_, (30)
tenlikke iye bolamiz. v £ nogatta ‘(sin x)’ng‘ =|cos&| <1 bolganhgqtan, (30)

tenlikte modullerge 6tip, (28) tensizlikti alamiz.

(29) tensizlikti dalillew ushin Lagranj teoremasin [x;, x,] kesindide

1 1 tensizliktin

f (x) = arctgx funkciyaga gollanip, v & noqatta f(g5-_—=_<
1+¢

orinlt boliwin esapga aliw jetkilikli.

6.4. Koshi teoremasi. 13-te ore ma (Koshi). Eger f(x) him g(x)
funkciyalardin har birewi [a,b] kesindide uzliksiz, bul kesindinin hamme ishki
noqatlarinda differenciallaniwsht ham bunnan tisqari, g’(x) tuwindi kesindinin

hamme ishki nogatlarinda nolden ozgeshe bolsa, onda [a,b] kesindinin
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f(o)-f(a) _f'(5)
gd)-g(@) 9'(%) (31)

tenlik orinli bolatugin ¢ ishki nogati bar.
(31) formula, adette, Koshi formulas: Yyaki ultwmalasqan shekli osimler

formulas: dep ataladi.

Dalillew. g(a) = g(b), sonligtan biz

flo)-f(a)

FO)=T10)-T(@)-— ——[9()~-g(a)]

jardemshi funkciyani qarawimiz mimkin. Bul funkciya teoremanin shartleri
boyinsha [a,b] kesindide uzliksiz, bul kesindinin hd&mme ishki noqatlarinda
differenciallaniwsh1 ham F(a) = F(b) =0, Yyagniy Roll teoremasinin
hamme shartlerin ganaatlandiradi. Bul teorema boyinsha 3 & < (a,b) nogat

tabihp, F'(&)=0 bolad. Fr(x):fr(x)_wg'(x) bolganhgtan,

fo)- 1@

o g'(¢)=0 tenlik orinli. Bunnan (31) formulam
—a

F'(&)=1'()-
alamiz. A

1-eskertiw. g(a=g(b), sebebi, eger bunday bolmaganda, g(x)
funkciya ushin Roll teoremasinin hAmme shartleri ormlanadi hdm bul teorema
boymsha [a,b] kesindinin bazi bir ¢ ishki nogatinda g¢'(¢)=0 boladi, bul
teoremanin shartine garama- qarsi.

2-eskertiw. Lagranj formulas: Koshi formulasimih g(x)=x bolgan

dara jagdayu.

7-§. Lopital qadesi

7.1. 0 korinistegi aniq emesliklerdi ashiw. Eger
0

lim f (x) = lim f (x) =0 bolsa, onda a noqat dégereginde aniglangan f (x) ham

g(x) funkciyalardin fEX; gatnast x —»a da O Kkdrinisindegi aniq emeslik
g(x 0

dep ataladi.
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Bul aniq emeslikti ashiw- Iim% limitti esaplaw (albette, eger bul limit
x—a g (X

bar bolsa).

14- te or e m a (Lopital gadesi). Meyli, ljg(a) — a nogqattin oyilgan s —
dogeregi, f(x) ham g(x) funkciyalar ng(a) dogerekte amqlangan ham
differenciallamiwshi, g’(x) tuwindi ng(a) dogerekte nolden 6zgeshe ham

lim f(x) =limg(x) =0

bols:n. Onda, eger [im P Jimit (shekli, sheksiz) bar bolsa, |im@ limit te

x—a g'(x) x-a g(X)
bar ham
|imw=|imm (32)
x—a (X) X—>a g(x)
tenlik ornls.

Bul teorema 0 korinisindegi aniq emeslikti ashiwdin eki funkciyanmin
0

gatnastnin  a noqattag: limitin esaplawd: bul funkciyalardin tuwindilarinin
gatnastnin a nogattag: limitin esaplawga keltiriwshi gadesin beredi.
Dalillew Meyli {x }— argumenttin a nogattan 6zgeshe
manislerinen duzilgen, a nogatga jiynagl galegen izbe-izlik bolsin. f(x) ham
g(x) funkciyalardi x =a noqgatta nolge ten dep tohqtinp amqglap alamiz.
Usinday kilip amqglaganimizda f(x) ham g(x) funkciyalar a noqattin

U,(a) dogereginde tuzliksiz boladi. Hagqiygattanda da, bul funkciyalardin

lj(;(a) dogerekte  uzliksizligi  bul  funkciyalardin  us1  dogerekte
differenciallaniwshiliginan, al x=a nogatta uzliksizligi bizin bul
funkciyalard: us1 nogatta toliqtirip aniglawimizdan kelip shigad.

{x,} lizbe- izliktih hamme elementleri Jg(a) dogerekke derek

bolganhqtan a ham x nogatlar menen shegaralangan galegen kesindini
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garaymiz. Joganda aytilganlardan f(x) ham g(x) funkciyalar bul kesindide

uzliksiz, bunnan tisgar1 bul kesindinin ishki hamme nogatlarinda bul funkciyalar

differenciallaniwsht ham g’(x) tuwindi nolden 6zgeshe bolip, a ham x

n
nogatlar menen shegaralangan kesindide Koshi teoremasinin hamme shartlerin
ganaatlandiradi. Sonliqtan bul teorema boyinsha a ham x, noqatlar arasinda

3 & noqat tabilip,

f(x) - @ _ (&)
9(x,)—g(@) g'(cy)

tenlik orinli boladi. Bizin tolhiqtirip aniglawimiz boyinsha  f(a)=g(a)=0

ekenin esapqa alip, bul tenlikti

g(x,)  9'(&)

f(x,) _ F'(&,) 33

koriniste jazamiz.

(33) tenlikte n—ow da limitke otemiz, sonda {x }»a Kosha

teoremasinin tastryiqlaw: boymsha ¢ nogat a ham x, noqatlar arasinda

jatkanhqtan {£ ' a Teoremanmfi sharti boymsha lim F'(x)
x-a g'(X)

limit bar

bolganliqtan (33) tenliktin on tarepindegi bolshek Geyne aniqlamasi boyinsha
f'(x)

Iimﬁ shamaga ten limitke iye. {x,}- a noqatqa jiynaqh galegen izbe-izlik
X—a g X

bolganligtan ham Geyne aniglamasi boyinsha (33) tenliktin shep tarepindegi

bolshektifi lim-—) shamaga tef limitke iye bolwi fim-*) limittia de us
x-a g'(X) x-a g(X)

shamaga ten ekenin bildiredi.
Solay etip, n — « da (32) tenlikti alamiz. A

1-eskertiw Lopitall gagiydast hamme waqitta da duris bola

bermeydi, yagniy funkciyalardiz gatnas:niz limiti tuwind:lard:z gatnas: limitke
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iye bolmagan jagdaylarda da bar boliw: mimkin. Misali, f(x) = x? cosl ham
X

g(x)=sinx funkciyalardin x =0 noqattag: limitleri nolge ten ham

1
X®Cos—
tim ) _im _ X _jjm = lim x-cos= =0
x—0 g(X) x-0  gjn X x-0gjn X x—0 X
1 .1
f(x) 2x-cos—+sin— o )
Biraq, X X bolshek x =0 nogatta limitke iye emes,
(x) COS X

sebebi, y =sin 1 funkciya x =0 noqatta limitke iye emes.
X

2-eskertiw. Eger 14- teoremann shartlerine f'(x) ham g’(x)

tuwindilardin a noqatta uzliksiz boliw sharti qosilsa, onda g'(a) =0 tensizlik

orinlanganda (32) tenlikti “mf(x) @) koriniste jaziw mamkin,
xag(x) g'(a)

3-eskertiw. Eger f'(x) ham g'(x) tuwindilar f(x) ham g(x)
funkciyalarga qoyilgan talaplarga juwap berse, onda Lopital™ gadesinen
takirarlap paydalaniw mamkin, yagniy f (x) ham g(x) funkciyalardin birinshi
tartipli tuwindilarinin gatnasinin  limitin  bul funkciyalardin ekinshi tartipli
tuwindilarinin gatnasinin limitine almastiriw mamkin. Natiyjede

fim 1) _jim T _ iy 70
ag(x) oag'(x) *»2g"(x)

tenliklerge iye bolamz.

Misallar. 1) limt=0%8X _jjy,sinx_1
x—0 X2 an 2X 2
. _X=sinx . 1- X inx 1
2) lim X 3N X |2 C08X iy 3N _ 2
X—0 X3 x—0 3)(2 x—>0 6)( 6
4 3 2
X ) 4x . 12x . 24X
3) lim =lim———=lim—————— =lim—— =12,
x50 X2 +200SX —2 202X —2SiNX x-502—2C0SX x-02sinXx
s o1
4) lim = = lim §-x°*-(1+x)=0.
x—0+0 |n(]_ + )() x—0+0 1 x—0+0
1+ X
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1 1 1

. L
7 _ arctg(l— 1) X 1pa-ty 1+@-7
5) lim 4 X~ _ lim - X _lim—X_ =
X—>00 .1 X—>00 1 X—>0 1 2
sin ~ — = -cos™ cos™
X X X X
X" nx"Y' . n.(n=1)-x"? . n!
6) lim = = lim ———= lim (n-1 =... lim —=0.
x—>+0 X x40 X X—>+00 e X—>+o0 @

Bul jerde Lopital” gagiydasinan n martebe paydalandiq.

7.2. ® korinistegi amq emesliklerdi ashiw. Eger

00

lim f (X)=o00 (4+00, —o0), limf(x)=c (+00, —oo) bolsa, onda a nogat

X—a

dogereginde anmiglangan f (x) ham g(x) funkciyalardin fEX; gatnasi x —» a
g{x

da ® korinisindegi an:q emeslik dep ataladi.

0

15-t e o r e m a ((Lopitaldin ekinshi gadesi). Meyli, Lﬂ(g(a) — a noqattin
oyigan s -  dogeregi, f(x) ham g(x) funkciyalar L(jcs(a) dogerekte

aniqlangan ham differenciallamwshi, g’(x) tuwindi U s(a) dogerekte nolden

ozgeshe ham
lim f(x) =00 (+00, —0), limf(x)=00 (+o0, —o0)
X—a X—a
bolsin. Onda, eger lim-—) limit (shekli, sheksiz) bar bolsa, fim- ) limit te
x>a g'(x) x>a g(X)
bar ham

tim -+ %) _ jim 1) (33)
oag'(x) xag(x)

tenlik orinli.

Eskertiw. 14-teorema da, 15- teorema da tomendegi jagdaylardin har
birewinde orinli:
1) bul teoremalarda lj s(a) dogerek sipatinda (a, a+ &) intervall

((a— &5, a) intervall), al limitler x —a+0 da(x—a—0 da)alinads;
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2) lj(;(a) dogerek sipatinda sanlar kosherinin [—s5, &1 kesindiden

sirtq1 bolegi, al limitler x — o da alinadi.
3) lﬂg(a) dégerek sipatinda (5, + o0) yarim tuwri s1zig1 ((—oo, §) yarim

tuwr1 s1zig1), al limitler x —» +oo da (x——« da) alinads;

7.3. Basqa Kkorinistegi aniq emesliklerdi ashiw. © ham * Korinistegi
0 0

aniq emesliklerden tisqar1 0-o0, w—oo, 1°, 0°, o Kkorinistegi aniq
emeslikler de jiyi ushirasadi. Bul aniq emeslikler algebraliq turlendiriwler

jardeminde joqarida qaralgan eki aniq emesliklerdin birewine alip kelinedi.

Misallar.
1
. ) Inx o . v
lim Vx-nx=(0-0)= lim —> =(=)= lim X
1) X—>0+OI ( ) x—0+0 X7]/2 (OO) x—0+0 lx_3/2
2
=-2 lim J/x=0.
Xx—0+0
In x
lim x*=(0°) = lim e*™ =(0-0)= lim e ¥* =(=) =
2) x—0+0 Xx—0+0 x—0+0 o0
1/x
- . 2 - —
= lime ¥ = lim e* =1.
x—0+0 Xx—0+0
1 E X 0
lim (1 + XZ)EX*H =@1")=lim[Q+ xz)xz]eX*H =limee™1x = (=)=
3) x—0 x—0 x—0 0
2X 2
=lime® 1 =lime¢" =¢2.
x—0 x—0

8-§. Teylor formulasi

Bul paragrafta biz ilim hdm texnikanin jid4d kop tarawlarinda ken
gollanilatugin matematikaliq analizdin 4hmiyetli formulalarimin  birewin

aniglaymiz.

8.1. Teylor teoremasi. 16-te ore ma (Teylor). Meyli, f(x) funkciya

a noqattin bazi bir dogereginde n+1— tartipli tuwindiga iye, x- garalip
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atirgan dogerektin qalegen nogati, o — qalegen on san bolsin. Onda a hdam

X noqatlar: arasinda jatiwsht 3 £ noqat tabilip,

fF(x)= f(a)+ f'(a)(x—a)+ f;(f‘) (x—a)% +...+

o ' (34)

@ R0

n!
formula orinli, bul jerde
i ozl

Rua ()= (C= 2y BELT poa ) (35)

X—¢& n'p
X—a

Eskertiw. £ nogat a ham x noqatlari arasinda jatqani sebepli

bolshek on aniglangan, sonliqtan V p >0 san ushin (X;a)IO dareje aniglangan.

(34) formula oray: a noqgat bol¢an Teylor formulas: dep, al R, (x)
anlatpa Teylor formulasinin qaldiq agzasi dep ataladi. Teylor formulasinin
qaldiq agzasi tek (35) koriniste emes, basqa koriniste de jaziliwr mimkin. (35)
koriniste jazilgan qaldiq agza uliwma formada$i qaldig agza dep ataladh.

Dalillew. (34) tenliktin on tarepindegi  n — darejeli kopagzalin
o(x, a) dep belgileymiz:

f"(a)
21

o(x,a)= f(a)+ f'(@)(x—a)+ (x —a)? +...+f(:l(a)(x—a)”. (36)

Son f(x) funkciya menen ¢@(x,a) kopagzalinin ayirmasin R, ,(x) dep
belgileymiz:

R (¥) = T(x) —o(x a). (37)
Eger R,,(x) ayirma (35) formula menen anmiqlanatuginin korsecek teorema

dalillenedi.
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Teoremada korsetilgen dogerekten V x noqat saylap alamiz, aniqliq ushin
x >a dep esaplaymiz. Ozgeriw oblasti [a,x] Kesindi bolgan 6zgeriwshini t

dep belgileymiz ham tomendegi korinistegi jardemshi funkciyani qaraymiz:

p(t)=T()—p(x 1) - (x-1)"-Q(x), (38)
bul jerde
_ Rn+1(X)
Q=255 (39)

Jardemshi funkciyani

f

w(t)= () - F )= F/Ox—1)+ "('t)(x—t)z—...—

? (40)

—#(X—t)” - (x-1)°Q(x)
koriniste jaziw mumkin. Bizin magsetimiz- kiritilgen jardemshi (%)
funkciyanin gasiyetlerinen paydalanip Q(x) funkciyani anlatiw.

(40) formuladan ham  f(x) funkciyaga qoyilgan shartlerden w(t)
funkciya [a,x]  kesindide uzliksiz ham bul kesindinin hamme ishki
noqatlarinda differenciallaniwshi. w(a) =y (x) =0 bolatuginin korsetemiz. (38)
formulada t=a dep alip ham (39) tenlikti itibarga alip,
w(a)=f(x,a) —p(x,a)— R, (x) tenlikke iye bolamiz. Bunnan (37) tenlik
tiykarinda w(a)=0 tenlikti alamiz. w(x)=0 tenlik (40) formuladan kelip
shigadi.

Solay etip, y(t) funkciya ushin [a, x] kesindide Roll teoremasinin
shartleri orinlangan. Bul teorema boyinsha [a, x] kesindinin 3¢ ishki nogati

tabilip,

w'(£)=0 (41)
tenlik orinli boladi. (40) tenlikti differenciallap, y(t) funkciyanin tuwindisi

ushin
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WO =—F'@) + F(t)— F () (x—1)+ ”(t)Z-(x—t)—...

(42)

+wn.(x—t)”‘l_m(x—t)” +p(x=1)""Q(x)
ni n!

tenlikke iye bolamiz. (42) tenliktin keyingi eki agzasinan basqalar1 6z- ara jesip
ketetuginin koriw qiyin emes. Solay etip,

f (n+1) (t)

p'(t)=- (x=1)"+p (x-1)"" Q(x).

Bul tenlikte t=¢ dep alip ham (41) tenlikten paydalanip,
QU =C= T e g
lp

tenlikti alamiz. Alingan bul tenlikten ham (39) tenlikten paydalanip,

5) m f (n+1) (5)

'p

o= (x-2)" - Q() = 2= ayp (X=
- ¢ n

tenlikke iye bolamiz. Solay etip, R, ,(x) ayirma (35) formula menen aniglanadi
eken. A
En apiwayr funkciyanin- n — darejeli algebraliq kopagzalinin- Teylor
formulasi boyinsha jikleniwin garaymiz. Meyli,
P(x)=a,x"+a, X" +...+aXx+a,
kopagzal berilgen bolsin. P™(x)=0 bolganhqtan galdiq agza r. (x)=0

ham (34) Teylor formulasi

" (n)
P(x) = P(a) + P'(a)(x - a) + Pz(f‘) (x-a)?+. + @) I(a) (x—a)"
! n!
koriniste jaziladi, bul jerde a nogat sipatinda sanlar késherinin galegen nogatin

aliw mamkin. Solay etip, Teylor formulas: galegen kopagzalini x-a (a-—

galegen san) ayirmanin darejesi boyinsha kopagzali korinisinde jaziwga
mumkinshilik beredi.

Meyli, f(x)— Teylor teoremasinin shartlerin ganaatlandiriwshi bazi bir

funkciya bolsin. Bul funkciya ushin Teylor formulasinda gatnasatugin  ¢(x, a)
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kopagzal ganday qgasiyetlerge iye bolatuginin amglaymiz. o™ (x,a) simvoli

menen bul képagzalinth n — tartipli tuwindisin belgileymiz. (36) formulan:

x o6zgeriwshi boyinsha differenciallap ham keyin x = a dep alip,

p(a,a)= f(a),
¢'(a,a)=f'(a),
o"(a,a) = "(a), (43)

o (a,a)=f"(a)

tenliklerdi alamiz. Solay etip, f(x) funkciya ushin Teylor formulasinda
gatnasatugin  o(x, a) kopagzali mina gasiyetke iye: bul kopagzaliniz 6zi ham
onii n— tartipke deyingi tuwindilar: x =a  noqatta, saykes turde, ¢ (x)
funkciyaniz ham bul funkciyanin  n —  tdrtipke deyingi tuw:nd:lariniz us:

nogattag: manislerine tex.

8.2. Lagranj, Koshi ham Peano formasindag: galdiq agzalar.
Jogarida biz uhwma formadag: kaldiq agzal: Teylor formulasin anigladiq. Endi
basga formadag: galdiq agzalard: da gqaraymiz. Olardin daslepki ekewi uliwma
formadag1 qaldiq agzanin dara jagday: sipatinda alintwi mamkin.

Daslep galdiq agza ushin (35) formulan: tarlendirip jazamiz. ; nogat a
ham x nogatlar arasinda jatganhqgtan &-a=6-(x—a) tenlik orinl bolatugin
f0e(0,1) nogat bar. Bunnan ¢é=a+60-(x—a) ham x-&=(1-0)-(x—a)
tenlikler kelip shigadi. Solay etip,

(X _ a)n+l(1_ e)n—p+l

: f"Da+6(x—a)]
nkp

Rn+1(x) =

koriniste jaziw mamkin. Bul formulanin eki ahmiyetli dara jagdayin garaymiz.
1) p=n+1. Bul jagdayda Lagranj formas:ndag: caldiq agza dep
atalatugin

R..(X)= (x-a)™ f"a+0(x—a)] (0<O<1)
(n+1)!
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formulan1 alamiz. Bul qaldiq agza Teylor formulasinin kelesi agzasin esletedi,

biraq funkciyanin (n+1)— tuwindisi a nogatta emes, a ham x nogatlar

arasinda jatatugimn £=a+6-(x—a) noqatta esaplanadi.

2) p =1. Bul jagdayda Koshi formasindag: qaldiq agza dep atalatugin

n+l

Ry (0 =2 n.(l_g)n f™Pla+0(x-a)] (0<6<1)

formulan1 alamiz.

Lagranj hdm Koshi formasindagi qaldiq agzalar p 6zgeriwshinin har
qiylt manislerine saykes keletuginligi, al ¢ o6zgeriwshi p sanga garezli
bolganhqtan, s Ozgeriwshinin Lagranj ham Koshi formasindag1 qaldiq agzalar
formulalarindag1 manisleri, uliwma aytqanda, har quyli. Ayirim funkciyalard:
bahalaw ushin Koshi formas1 Lagranj formasina qaraganda abzaliraq bolad1. Eki
formadag: qaldiq agzalar, adette, x 6zgeriwshinin a noqattan 6zgeshe birdey
manislerinde  f(x) funkciyanin manislerin juwiq esaplaw talap etiletugin
jagdaylarda qollaniladi.

f (x) funkciyan1 ¢o(x, a) kopagzali menen juwiq almastirtw ham bunda
jol qoyilgan qatelikti bahalaw tabiyily masele. Usmin menen bir qatarda

korsetilgen gateliktin sanli shamasi emes, tek onin  x —a  sheksiz Kkishi

shamaga qarata tartibi qiziqtiratugin maseleler de ushirasadi. Bul magset ushin
basga formadag: (Peano formasindagt) qaldiq agza juida qolayl boladi.

Meyli, f(x) funkciya a noqattin bazi bir dogereginde (n—1) martebe
differenciallaniwshi, a noqattih 6zinde shekli n — tartipli tuwindiga iye

bolsin. (36) formula penen aniglangan o(x,a) kopagzalini qaraymiz. (33)

Teylor formulasinin R, ,(x) = f (X) —¢(x,a) qaldiq agzas1 ushin

R,..(X)=0[(x-2a)"] (44)
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formula orinl bolatugimn dalilleymiz. Adette, bul formula Peano formas:ndag:
galdiq agza dep atalad:.
o(x,a) kopagzalimn (43) tenlikler menen anlatilatugin gasiyetlerinen
paydalanip,
Rya(@)=0, Ri.(@)=0, ... , R{(a)=0 (45)
tenliklerdi alamiz. Endi (45) tenliklerden (44) formula kelip shigatuginin
dalillewimiz kerek. Bun1 matematikaliq indukciya usili menen orinlaymiz.

Daslep, n=1 bolsa (45) tenliklerden (44) formula kelip shigatuginin
korsetemiz. Bul jagdayda (45) tenlikler R,(a)=0, R,(a)=0 eki tenlik
korinisinde bolip, bul tenliklerden

Ry (%) _

Ry (@) = limReX) =Re(@) _;n Ra0)

x—a X—a x—>a X —a

tenlik kelip shigadi, al bul tenlik R,(x)=o0(x-a) (x—a) bolatuginin
bildiredi, yagnty n=1 bolgan jagdayda (45) tenliklerden (44) formula kelip
shigadh.

Endi, meyli, baz1 bir n>1 nomer ushin (45) tenliklerden (44) formula

kelip shigsin. Kelesi n+1 nomer ushin (45) tenliklerden (44) formula kelip

shigatuginin korsetemiz. Bul nomer ushin

R,2(@)=0, R;,(@=0, ... , RIP(@)=0 (45%)
tenlikler orinli. Uygarwimiz boyinsha n nomer ushin (45) tenliklerden (44)
formula kelip shigadi, sonhqtan (45*) tenliklerdin birinshisin taslap ketip,
R ,(@)=0, ... , R™Y(@)=0 tenliklerden

Rii(X)=0[(x-a)"] (46)
tenlikke iye bolamiz.

Ekinshi tarepten, vn>1 nomer ushin r__,(x) funkciya [a, x] kesindide
Lagranj teoremasimin shartlerin ganaatlandiradi, sonhqgtan (45*) tenliklerdin

birinshisin esapga ahpa ham x noqatlar arasinda jatatugin 5 noqat tabilip,
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Rn+2 (X) = Rn+2 (X) - Rn+2 (a) = Rr,1+2 (5) (X - a) (47)
tenlik orinli boladi1 dep tastiyiglawimiz muamkin. (46) formuladan ham

o[(£-a)"1=0[(x—a)"] tenlikten (¢ nogat a ham x nogatlar arasinda
jatganhqtan) paydalanip, (47) formuladan R_,(x)=0[(x—a)""] tenlikke iye
bolamiz, al bul tenlik n+1 nomer ushin alingan (44) formula.

Solay etip, indukciya orinland: ham Peano formasindag: qaldiq agza
ushin (44) formula dalillendi.

Peano formasindag: qaldiq agzal: Teylor formulas:

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+%(x—a)2+...+

f (n)

(@) —a)" +o[(x-a)"]

n!

+

koriniste jaziladi.
8.3. Makloren formulasi. Oray1 a=0 noqatta bolgan (34) Teylor

formulast  Makloren formulas: dep ataladi. Qalegen f(x) funkciya ushin

Lagranj, Koshi ham Peano formasindag: galdiq agzali Makloren formulasin

jazamiz:

X"+ R, (%), (47)

f(x)=f(0)+ f'(o).x+w,x2+m+ f™(0)
2! n!

bul jerde galdiq agza tomendegi koriniste boladu:
1) Lagranj formasindagi

f () (0 i X) Xn+1

Rn+1(x) = (n N 1) !

(0<6<));

2) Koshi formasindagi
(n+1) .
R,..(X) = f—(lex)(l— 0)"x™  (0<<1):
n!
3) Peano formasindagi

Ria(¥)=0(x)" (x—0).
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Solay etip, biz jogarida f(x) funkciyasi ushin Teylor formulasinin har
tarli formadagi kaldiq agzalarin garadiq. Sheshiletugin maselenin talabina
qarap, Teylor formulasinin malim bir formadag1 qaldiq agzasi paydalaniladi.
Misali, eger argumenttin berilgen x, mnoqat dogeregindegi manislerinde f (x)
funkciyanin madnislerin juwiq esaplaw kerek bolsa, Lagranj yaki Koshi
formasindag1 qaldiq agzali Teylor formulasinan paydalangan maqul, al eger

x — x, da qaldiq agzanih nolge umtiiw tartibin aniqlaw talap etilse, onda

Peano formasindagi qaldiq agzali Teylor formulasinan paydalamiw magqsetke
muwapiq boladi.

Adette, Lagranj yaki Koshi formasindagi qaldiq agzali Teylor formulasi

ameliy maselelerdi sheshkende, al Peano formasindagi qaldiq agzali Teylor
formulasi teoriyaliq izertlewlerde qollaniladi.
8.4. Geypara elementar funkciyalardr Makloren formulas1 boyinsha

jiklew. 1% f(x)=e* funkciyan1 qaraymiz. ¥ n nomer ushin f®(x)=e* ham

f™M(0)=1 bolganligtan (47) Makloren formulast

. x? X"
e =1+Xx+—+...+—+R (X
2! n!

koriniste jazilads, bul jerde Lagranj formasindag: qaldiq agza

-x

_ € n+l
Rn+1(x)—(n+l)!x (0<6<1)

koriniske iye. V[-r,r] (r>0) kesindide e’ <e" bolganhgtan galdiq agza

ushin tomendegi bahani alamiz:

r

e
R ..(X)|< r,
‘ n+1( )‘ (n N 1) '

20 f(x)=sinx funkciyan1t qaraymiz. Vn nomer ushin

f (M (x) =sin(x + n%) ham
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0, n=2m,

£ M (0) =sin(n %) =
(0)=sin(n2) {(—1)(”‘”/2, n=2m-1

bolganliqtan (47) Makloren formulasi

3 5

X X (n—l)/2X
sinXx=X-—X 3|+5|+ A+ (=D "y +Rn+2(x)

koriniste (n — taq san) jazilads, bul jerde Lagranj formasindag: galdiq agza

n+2

R (X )—( T2 sin(6- x+n§+7z) (0<6<1)

Koriniske iye. V[-r,r] (r>0) kesindide galdig agza ushin tomendegi baha

orinlz:

n+2

‘Rn+2 (X)\ < m

3°, f (Xx) = cos x funkciyan1 garaymiz. Vv n nomer ushin

f ™ (x) = cos(x + n%) ham

0, n=2m-1
f (n) O — E — 1] 1
bolganlhiqtan (47) Makloren formulasi
2 4 n
cosx=1—%+%+...+ (—1)”/2%+ Ry, (X)

Koriniste (» — jup san) jazilads, bul jerde Lagranj formasindag: galdiq agza
X"t Vi
R..1(X) :mcos(e- X + n5+7z) (0<6<))
koriniske iye. V[-r,r] (r>0) kesindide galdiq agza ushin téomendegi baha
orinh:

n+2

(n+2)!

|Rn+1(x)|
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4 f(x)=In@+x) funkciyami garaymiz. ¥n  nomer ushin

t0 )=yt =D ham o £(0)=0, f™(0)=(-)"*(n-2)! bolganhgtan
L+ x)"

(47) Makloren formulasi

x2 X3 X"
INn(L+X)=X-"—+"—— .+ (D" +R,,(x
(1+x) > t3 (1) . ns1(X)

koriniste jaziladi, bul jerde qaldiq agzani Lagranj ham Koshi formasinda

jazamiz:
R, (X) = (=D)"x"™ (0<#<1) (Lagranjformasindagy),
" (h+D)(L+0-x)"*
(_1)n Xn+1 i . ,
Ria(X)=————-(1-6)" (0<@<1) (Koshi formasindagy).
1+80-x)"

Argumenttin [0,1] Kkesindige derek manislerinde In (1+ x) funkciyan:
bahalaw ushin Lagranj formasindag: qaldiq agzaga tiykarlangan maqul boladh.
Lagranj formasindagi qaldiq agza ushin [0,1] Kesindide

(_1)an+1 ‘< 1
(+)(L+6-x)"™| n+1

‘Rn+1(x)‘ =
baha orinh. Bul bahadan imR_,(x)=0 (vxe[0,1]) bolatugin kérinip tur.

Endi In @+ x) funkciyani argumenttin [-r,0] (0<r<1) kesindige derek
manislerinde bahalaymiz. Bunin ushin Koshi formasindagi qaldiq agzaga

tiykarlanamiz. Bul kaldiq agzani

_(_l)nxn+1 1-6 .
Rn+l(X)_(l+(9-X) (1+(9X) (0<9<1)

koriniste jazip alamiz. Argumenttin qaralip atirgan manislerinde -0

1+6-x
tensizlik ormli bolatugmin esapqa alip, Koshi formasindagi qaldiq agza ushin
[-r,0] (0<r<1) kesindide

_1\h N+l _ n+1
(D" x ( 1-6 )< r
L+6-x) 1+60-x 1-r

‘Rn+1(x)‘ =
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baha alamiz. Bul bahadan IimR,;(X)=0 (v¥xe[-r,0] (0<r<l)
N—o0

bolatuginin koriw qiyin emes.
59 f(x)=(@+x)* (a— bazi bir hagiyqy san) funkciyam garaymiz.
vV n nomer ushin
fOX)=a(@-1...(a—n+1)-(L+x)*™",
fMO)=a(@-1)...(a-n+1)
bolganliqtan (47) Makloren formulasi

a(a—l)x2+ +0((0{—1)...(0(—n—|-1) n

L+x)* =1l+a-x+ 51 .. 0 X"+ R, (X)

koriniste jazilads, bul jerde Lagranj formasindag: qaldiq agza

a(a—l)...(a—n) Cyya—(n+l) n+l
(n+1)! 1+60-x) X (0<H<1])

Rn+1(x) =
koriniske iye.
Dara jagdayda, eger o« =n (n— natural san) bolsa, r_(x)=0 ham
biz hammege malim N yuton binom: formulasin alamiz:

@L+x)"=1+n-x+ L+ XN

Eger (@+x)" funkciyanin emes, al (a+x)" funkciyanin Makloren

formulas1 boyinsha jikleniwin aliw kerek bolsa, onda

n(n-1)
21

X

(@+x)"=a"(l+2)" =a"l+n-(5) + 24+ ()M
a a a a

formuladan paydalanamiz.

206



GLOSSARIY
Abscissa- nogattin dekart koordinatalarinan birinshisi.
Analiz - belgisizden aniqliqti, belgiliden aniq pikir tiykarinda dalillewshi usil.
Aniq emes integral -differensiallawga keri matematikaliq amel.
Argument-erikli 6zgeriwshi.
Arifmetika-sanlar ham olar ustinde orinlanatugin ameller haqqindagi pan.
Arksinus-sinusga keri funkciya.
Arktangens-tangenske keri funkciya.
Sawlelendiriw- koplikler saykesliginin gandayda bir gagiyda yamasa nizamu.
Bir japiraqh funkciya — birdey manisler qabil etpeytugin ham baz1 bir
oblastta aniglangan analitikaliq funkciyaga aytiladi.
Bir baylamh oblast —tomendegi qgasiyetke iye bolgan oblast: oblastta jatgan
har ganday jabiq konturdi oblasttan sirtga shigpastan uzliksiz tarde tartip
nogatga aylandirtw muamkin.

Grafik — funkciyan1 sawretlew usillarian biri.

Darejege kéteriw- a-a-..-a=a" kébeymeni tabiwdan ibarat.
‘rte
nma'r

Differencial — funkciya osiminin siziqli bas bolegi.

Differencial esap - funkciyam1 tuwindi ham  differenciall tasinikleri
jardeminde tekseriwshi matematikanin bolimi.

Dongelek- oray1 O ham radiust r bolgan dongelek-tegislikde O nogattan
araliglart r den ulken bolmagan noqatlardin geometriyaliq ornu.

Jeterli shart—shartten juwmaq kelip shigadi.

Zaruarli ham jeterli shartler — teoremalardi jaziw ham bayan etiw turi.
Zararli shart - juwmagtan shart kelip shigadi.

Integral esap — matematikaliq  analizdin integrallar, olardin gasiyetleri,
esaplaw usillar1 ham jagdaylarin uyrenetugin bolimi.

Dalil- tastiyqlawdin durisligr aniglanatugin pikirler shinjiri.

Ishki nogat-usi noqatt1 6z ishine alatugin gandayda bir doégerek penen birge
koplikke tiyisli bolgan nogat.
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Kép baylamh oblast -bir baylamli bolmagan oblast.

Koordinatalar-belgili tartipte alingan ham noqattin siziqtagi, tegisliktegi,
betliktegi yamasa kenisliktegi awhalin xarakterleytugin sanlar.
Koordinatalar basi- koordinata késherlerinin kesilisiw noqati.

Lemma-bir yamasa bir neshe teoreman1 dalillew ushin gollanilatugin
jardemshi pikir.

Limit — eger o6zgeriwshi shama o6zinin 6zgeriw payitinda a sanina sheksiz
jiynalsa, onda a san1i X o&zgeriwshinin limiti.

Limit nogat - eger a nogattin har ganday dogereginde E kopliktin a dan
6zgeshe keminde bir nogat: bar bolsa, onda a nogatga E kopliktin limit nogati
dep ataladi.

Teorema — dalil talap etiwshi pikir.

Tensizlik- tensizlik belgisi menen anlatilgan eki algebrliq anlatpa.

Képliktin shegarasi -bul koplik shegaraliq nogatlarinin topari.

Menshiksiz integral — shegarasi sheksiz yamasa integral astindagi funkciya
ekinshi tar uzilisge iye bolgan integral.

Oz-ara bir manisli saykeslik — eki koplik elementleri arasindagi sonday
saykeslik, bunda birinshi kopliktin har bir elementine ekinshi kopliktin tek
bir elementine saykes keledi ham Kkerisinshe.

Funkciyanmn  manisler kopligi — garessiz 6zgeriwshinin gabil qilatugin
manisler kopligi.

Haquyquy sanlar-barliq racional ham irracional sanlar.
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