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KIRISIW

Matematika pani mugdarlar haqqindagi amiq abstrakt pan
bolip, atirapimizdi qorshap turgan materialllq dunyanin
mugdarliq gatnaslarin ham kenislik formalarin uyrenedi. Onifi
aniqhig1 qollanilatugin metodlarinin  qatal logikaliq pikirlerge
tiykarlanganligi ham shigarilgan juwmagqlarinin qatal logikaliq
formada jamlengenligi, al abstraktligi tusiniklerinin tabiyiy
(fizikalig, ximiyaliq, biologiyaliq, ekonomikaliq h. t. b.) processti
analiz qiliw magqsetinde qurilgan logikaliq modeller ekenligi
menen xarakterlenedi.

Matematikanin pan sipatinda qaliplesiwinde ham tariyxiy
rawajlaniw1 procesinde geometriya menen fizikanin, 4&sirese,
mexanikanii  Xizmetleri ogada tlken bolgan. Bumm dalili
sipatinda tiykargi matematikaliq tusiniklerdin kelip shigiwina bir
nazer taslaw jetkilikli. Narselerdi sanaw, geometriyaliq ham
fizikaliq shamalard1 6lshew procesinde san tusinigi, al materialliq
noqattin mexanikaliq hareketin Gyreniw procesinde funkciya
tisinigi payda bolgan. Hareketdegi materialliq noqattin tezligin
aniqlaw maselesi tuwindi tasinigine, al tuwindilardi esaplaw
maselesi funkciya limiti ham uzliksizligi tasiniklerine alip keldi.
Hareketdegi materialliq noqattin tezligi boyinsha onmn hareket
nizamin tiklew maselesi daslepki funkciya ham anig emes integral
tusiniklerinin, iymek sizigh trapeciyanin maydanin esaplaw ham
harekettegi materialliq noqattin berilgen waqit araliginda basip
boliwina sebepker boldi. Oqiwshilar bul tusinikler menen uliwma
bilim beriw mektebinin, akademiyaliq licey ham kolledjlerdin
matematika kursinda tanisqan.

Jogqart  oqiw  orinlarinda  oqutilatugin  fizika  ham
astronomiyaga derek panler joqarida aytilgan matematikaliq
tusiniklerdi jetik biliwdi hdm basqa bir qatar jana matematikaliq
tusiniklerdi hAm matematikaliq metodlard: uyreniwdi talap qiladi.



Matematikaliq  analizde  funkciyalar =~ ham  olardin
uliwmalasiwlar (funkcionallar, operatorlar h. t. b.) limitler metodi
(sheksiz ~ kishiler metod1) jardeminde analiz  qilinadi
Uyreniletugln matematikaliq analiz kurs1 koplikler hdm olar
ustinde ameller, haqiyqiy sanlar teoriyasi, limitler teoriyasi,
differencialliq ham integralliq esap, qatarlar teoriyasi, adettegi
differencial tenlemeler, kompleks oOzgeriwshili funkciyalar
teoriyast elementleri, Fure qatarlar1 ham integrallar1 siyaql
tiykarg1 baplardan dizilgen. Oni oqitiwda koézde tutilgan tiykarg:
magset, birinshiden, talabalarda fizika ham astronomiyanin har
quyli oblastlarinda differencialliq ham integralliq esaplardan
paydalaniw konlikpelerin hasil qiliw, ekinshiden, talabalardi
matematikanin matematikaliq fizika metodlari, kompleks analiz,
funkcionalliq analiz, differencial ham integral teflemeler
teoriyasi, itimalliglar teoriyast siyaqli ahmiyetli bolimlerin
uyreniwge tayarlawdan ibarat.

Biz bayanlawdi matematikaliq analizdi {yrengende
ushirasiwga tuwra Keletugin tasinikler hdm mashqalalardi
aniqlawdan baslaymiz. Bul kirisiw boliminde keltiriletugin
formulirovkalar daslepki magliwmat xarakterine iye bolip,
aniqliqlar kiritiwdi talap qilatuginin eskertemiz.

Matematikahq analizdin tiykar$: tusinikleri.

a) Haqiyquy sanlar - sheksiz onliq bolshekler.

b) En &piway1 korinistegi hareketti- materialliq noqattin tuwri
siziq boylap hareketin, qaraymiz ham bunday hareketti
tariplegende qanday matematikaliq tusinikler payda bolatuginin
aniqlawga hareket qilamiz.

Meyli, materialliq nogat OY kosherin boylap hareket qilsin,
al X- bazi bir daslepki momentten baslap esaplanatugin waqit
bolsin. Bunday harekettin xarakteristikas1 ushin har bir X waqut
momenti ushin hareketleniwshi noqgattin us1 waqit momentindegi
Y koordinatasin saykes qoyatugin qagiydan: biliw kerek. Bunday

qagtyda hareket nizami dep ataladi.



X ham Yy  oOzgeriwshinin fizikalig ~maganasinan
abstraktlanip, biz uliwma bilimlendiriw mektep kursinan bizge
malim hdm putkil matematikanin &dhmiyetli tusiniklerinin bir
bolgan funkciya tsinigine kelemiz.

Funkciyanin aniglaniw oblasti hdm manisler kopligi bolgan
kopliklerdin ham funkciyanin xarakteristikasinin tabiyatina qarap
analizdin har quyli tarawlarinda qaralip atirgan funkciya
sawlelendiriw, operator, funkcional h. t. b. dep ataladi. Eger
qaralip atirgan sawlelendiriwde har bir Y manis argumenttin

jalg1z bir X manisine juwap berse, onda bul sawlelendiriw 6z-ara
bir manisli sawlelendiriw dep ataladi. Oz-ara bir manisli
sawlelendiriwde har bir Y maniske malim bir X manisti (atap

aytqanda, argumenttin tuwri sawlelendiriwde berilgen Y manis

juwap beretugin manisin) saykes qoyiwshi keri sawlelendiriw bar
boladi.

X argumentinif 6zi bazi bir jana { 6zgeriwshinin X = (p(t)
korinisindegi funkciyas1 bolgan y = f (x) funkciyalard: jiyi
garawga tuwra keledi. Bunday jagdayda Y ozgeriwshi t

argumenttin  quramall funkciyasi dep, al X oOzgeriwshi araliq
argument dep ataladi. Bul quramali funkciya f ham @

funkciyalardin superpoziciyas: dep te ataladi. Bul funkciyani
belgilew ushin y = f[¢(t)] simvolinan paydalaniladi.

c) Fizika kursinan materialliq nogattin har bir X waqit
momentindegi tezligi onin hareketinin ahmiyetli xarakteristikasi
ekeni malim. Tezlik fizikaliq tisinigi fundamentalliq
matematikaliq tuwindi tisinigine alip keledi.

Funkciyanin tuwindisin esaplawda funkciyanifi limiti tasinigi
fundamental rol oynaydi. Oqiwshi akademiyaliq licey ham késip-
oner kolledjleri kursman funkciyanin limiti  (tuwindisi)
haqqindag1 daslepki tusinikke iye boladi. Matematikanin

ahmiyetli tusiniklerinin biri bolgan, matematikaliq analiz kursinda



puxta Uyreniletugin uzliksizlik thsinigi de limit tdsinigine
tiykarlanganin esletip 6temiz.

Biraq, limit tGsinigin qatal ham izbe-iz Gyreniw tek qatal
haqiyqiy sanlar teoriyast bazasinda gana mumkin ekenin atap
6temiz. Misali, qatal haqiyquy sanlar teoriyasisiz Y =SINX ham
y =log, x funkciyalardii tuwindisin esaplaganda payda
bolatugin dhmiyetli Iim% hém |im(1+ t)¥* 4jayip limitlerdin bar

t->0 t t—0
(yagniy shekli sanga ten) boliwin aniglaw mumkin emes.

Solay etip, tuwindinin bar boliwi ham on1 esaplaw
haqqindag1 masele qatal haqiyqiy sanlar teoriyasin ham onin
bazasinda limitler teoriyasin rawajlandiriwga keledi.

Apiway1 elementar funkciyalardin tuwindilarin esaplaganda
ayriqsha qiymshiliglar payda bolmaydi. Bul tuwindilardi esaplaw

ushin tek limitke Otiw amelinin arifmetikaliq qgasiyetleri, eKi
ahmiyetli limit ham bul funkciyalardin 6z anigqlaniw oblastina
derek noqatlarda uzliksizligi gana kerek boladi.

Apiway1 funkciyalardin  tuwindilarimin  kestesin  qgatal
tiykarlaw matematikaliq analizdin differenciall:g esap dep

atalatugin boliminin ahmiyetli maselelerinin biri.

Klassikaliq differencialliq esaptin tradiciyaliq maselesi
apiwayr elementar funkciyalardan shekli sandagi  tort
arifmetikaliq amel ham shekli sandagi superpoziciyalar ormlaw
joli menen alinatugin funkciyalardin tuwindisin esaplaw. Adette
bunday funkciyalar elementar funkciya dep ataladi.

Qalegen elementar funkciyanin tuwindisin esaplaw ushin
apiwayr elementar funkciyalardin tuwindilariif kestesine eki

gagtydan: biriktiriw kerek: 1) quramali funkciyan differenciallaw
gagrydast; 2) funkciyalardin qosindisin, ayirmasim, kobeymesin

ham gatnasin differenciallaw qagrydast.
Har bir elementar funkciyanin tuwindis1 elementar funkciya
boladi, yagniy differenciallaw ameli bizdi elementar funkciyalar
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kKlasman sirtqa shigarmaydi. Bul elementar funkciyalar klasin
klassikaliq analizdin tradiciyaliq ob'ekti sipatinda Kkiritiwge
mumkinshilik beredi.

d) Jane materialliq noqattin tuwr siziq- OY kosheri, boylap
hareket qiliw1 haqqindag1 mexanikaliq maseleni qaraymiz. Bul ret
harekettegi nogattin qalegen x waqit momentindegi f (x) tezligi
malim dep boljaw qilinadi ham bul noqattin hareket nizamin
tabiw talap etiledi.

f (x) tezlik hareket nizamin aniqlaytugm y = F(x)
funkciyanin tuwindist bolganligtan, masele berilgen f (X)
funkciya boyinsha F'(X) tuwindist f (x) funkciyaga ten bolgan
y = F(x) funkciyan1 tabiwga keltiriledi. f(x) ham
y = F(X) funkciyalardin ~ mexanikaliq ~ manislerinen
abstrakciyalanip, biz daslepki funkciya ham aniq emes integral
tusinigine kelemiz.

Funkciyanin daslepki funkciyasinin aniqlamasinda qaysi
koplikte F'(X) tuwindisi f (X) funkciyaga ten bolatuginin aniq
aytiw kerek. Bul koplikler teoriyasin rawajlandiriw zaruarligin jane
bir martebe ayrigsha atap korsetedi.

Materialliq nogattin  OY kosheri boylap hareket qiliwi
nizamin onin x waqit momentindegi f (x) tezligi boymsha

aniqlaw haqqindagi maselege qaytip, bul hareket mizami
F(x) + C (C — turagh san) funkciya menen amglanad: dep
tastryiqlawimiz mumkin, bul jerde F(x)— f(x) funkciyanin
qalegen daslepki funkciyasi.

Korip turganimizday, qosimsha shartlersiz tezlik boyinsha
hareket nizami bir manisli amiqlanbay, C turaqli qosiliwshi
aniqliginda aniqlanadi. Bul turaqlim aniglaw ushin qosimsha
shartler qoyiliw1 kerek.

e) Eki fundamentalliq masele anig integral tGsinigi menen
baylanisqan: f (x) tezlikte hareketleniwshi materialliq noqattii



X = a dan X =Db ga deyingi waqit araliginda basip 6tken joli
haqqindagr fizikaliq mésele hdm ¢ (x) funkciyanmin grafigi,
X =a ham X=Db tuwn siziglar1 hdim Ox kosheri menen
shegaralangan iymek sizigh trapeciyanin maydanin esaplaw
haqqindag1 geometriyaliq masele.

f (x) funkciyanih [a,b] kesindisi boyinsha aniq integralin

esaplaw maselesin bul funkciyanih qalegen ®(X) daslepki

funkciyasinii X = a ham X =Db nogatlardagr manislerinif
ayirmasin esaplawga keltiretugin N'yuton- Leybnic formulasin
qatal tiykarlaw matematikaliq analizdin tiykargr maselelerinin
biri.

f) Daslepki funkciyasi ushin aniq analitikaliq anlatpan tek tar
funkciyalar klasi ushin gana aliw mumkin ekenin atap otemiz.
Sonin ushin N'yuton- Leybnic formulast menen bir qatarda aniq
integraldi esaplawdii juwiq usillarinan paydalaniwga tuwri
keledi.

Integraldi juwiq esaplaw usillariman (tuwrimuyeshlikler,
trapeciyalar ham parabolalar (Simpson)) komp'yuterde effektiv
paydalantw mumkin.

g) Aniq integrallard: juwiq esaplaw usillart menen bir qatarda
har qiyli tenlemelerdi sheshiwdin juwiq usillarnt da (dpiwayi
iteraciya, N'yuton) hdzirgi zaman matematikasinda ulken
ahmiyetke iye.

Matematikaliq analizdi rawajlandirtwdin ahmiyetli maselesi
kop oOzgeriwshili funkciyanin differencialliq ham integralliq
esaplarin quriwdan ibarat.

Juda ken maganada tusiniletugin matematikaliq analiz
differencial tenlemeler (yagniy belgisiz funkciyalar tuwindilar
menen Kiretugin tenlemeler) teoriyasin 6z ishine alad.

Keyingi waqitlarn1  funkciya tOsinigin, tuwindi ham
funkciyalardin ~ tuwindilarin  baylanistirnwsht  differencial
tenlemenin sheshimi tisinigin uliwmalastinwga tiykarlangan
teoriya ken rawajlanip atir.



Matematikaliq analizdi quriw insan aqilinin en ahmiyetli
jetiskenliklerinin biri. Ol dara bodlek-bolek fizikaliq ham
geometriyaliq maselelerdi (denenin awirliq kushi tasirinde qulawi,
malim iymek s1ziq penen shegaralangan figura maydanin esaplaw
h. t. b.) garawdan ulken maseleler klasslarin sheshiw usillarin
rawajlandinnwga otiwge mumkinshilik berdi. Matematikaliq
analizdin rawajlaniwi, 0z nawbetinde, ilim ham texnika
progresine ulken tasir korsetti.

Klassikalig matematikaliq analiz biz hamme daslepki
shamalardin aniq manislerine iyemiz hdm hamme esaplanatugin
shamalardin aniq manislerin taba alamiz degen isenimge
tiykarlangan juda qolayli ideallastiriigan model.

Sonmih menen birge ust modelge tiykarlanip, biz, adette,
daslepki shamalar bazi1 bir qatelik penen berilgenligi hAm hdmme
esaplawlar tek malim aniqliq penen gana esaplanatuginlig:
sebepli payda bolatugin qatelikti bahalawimiz ~mumkin

bolatuginin aytip 6temiz.

Solay etip, matematikaliq analiz apparati sanli usillardi quriw
ham gateliklerdi bahalaw ushin gollaniliw1 mimkin.

Sé6zimizdi juwmagqlap, biz jargizgen daslepki izertlewler
natiyjesinde aniqlangan birinshi nawbettegi ham en ahmiyetli
mashqalalardi tartiplestiremiz.

1. Haquyquy san, koplik ham funkciya tasiniklerine aniqliglar
Kirgiziw.

2. Limitler teoriyasin ham bul teoriya menen baylanisqan

3. Differencialliq ham integralliq esap apparatti quriw.

4. Arnawli tuardegi qosindilardin limiti sipatindagi aniq
integral teoriyasin quriw.

5. Aniq integrallardi juwiq esaplaw hadm tenlemelerdi
sheshiwdin juwiq usillarin rawajlandiriw.

6. Geypara geometriyaliq tusiniklerdi (misali, tegis figuranin
maydani, doga uzinlig1) aniqlaw.



Matematikaliq belgiler. Ayirim jagdaylarda matematikada

jaziwdi qisqartiw magsetinde tez-tez ushirasatugin s6z ham soz
birikpelerinin ornina arnawl belgiler qollaniladi.

«Eger ... bolsa, onda ... bolad» tastiyiglawi «— »-
implikaciya belgisi arqali jaziladi.

Eki ekvivalent tastiyiglawdi jaziwda «o» yaki «»-
ekvivalentlik belgisi gollaniladi.

«Har biry, «qalegen», «hdmmesi ushin» sézlerinin ornina «v
»- ultwmalig kvantort belgisinen paydalaniladi.

«Bar boladi», «tabiladi» sozlerinin ornina «3»- bar boliw
kvantor belgisi qollaniladi.

Matematikaliq belgilerdi qollaniiw mazmunin qolayliliq
ushin mina kestede beremiz.

Ne | Matematikaliq Matematikaliq belgilerdin qollaniliw

belgiler mazmuni

1. € dereklilik belgisi- a element a koplik
elementi bolsa, a e A dep jazilad.

2. ¢ derek emeslik belgisi- b element B koplik
elementi bolmasa, p ¢ B dep jazilad.

3. c uleslik belgisi. a koplik s kopliktin ules
kopligi bolsa, A = B dep jaziladi.

4. v ultwmalig  kvantori belgisi. «Har biry,

«qalegen», «hammesi ushiy» sozlerinin
ornina qollaniladi.

5. 3 bar bol:w kvantor: belgisi. «Bar boladi»,
«tabiladi» sozlerinin ornina qollaniladi.

6. = implikaciya belgisi. «Eger ... bolsa, onda
,  boladi»  tastiyiglawmmin  ornina
paydalaniladi.

7. = ekvivalentlik belgisi.
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1-BAP
HAQIYQIY SANLAR

Matematikanin  daslepki, sonii menen birge tiykargi,
tusiniklerinin biri san tasinigi. Oqiwshilar mektep matematika
kursinda natural san, nol sani, pltin san, racional san, haqiyqiy
san tusinikleri menen tanisadi ham olardin gasiyetleri menen
ameliy qollaniwlarin uyrenedi. Biraq san haqqindagi bul
magliwmatlar matematikaliq analiz kursin tyreniw ushin kemlik
qiladi. Matematikaliq analizdin funkciya, limit, jiynaqliliq,
uzliksizlik, tuwindi, integral siyaqli tasinikleri haqqinda toliq
bilimge iye boliw ushin daslep haqiyqiy sanlar teoriyasin jagsi
biliw kerek.

1-§. Koplik. Koplikler ustinde ameller

1. Koplik tusinigi. Har bir pandi Uyreniw daslep onin
tiykarg: tusinikleri menen tanistwdan baslanadi. Koplik tisinigi
matematikanin baslangish tusiniklerinin biri bolip, ol musallar
jardeminde tusindiriledi. Misali, shkaftag kitaplar, hAmme duris
bolshekler, Quyash sistemasindagi planetalar, berilgen nogattan
otiwshi tuwr s1ziglar kopligi haqqinda aytiw mamkin.

Koplikti daziwshi narseler (predmetler) onin elementleri dep
atalad.

Adette koplikler latin yaki grek alfavitinin bas haribi menen,
al onin elementleri kishi haripler menen belgilenedi. Misals,
A B,...,E,F,... héaripler menen koépliklerdi, al a,b,c,...
haripler menen kopliktin elementlerin belgileymiz.

Eger a— A kopliktin elementi bolsa, a € A dep jazilad:

ham «a element A koplikke derek» dep oqiladi. Keri jagdayda
a e A dep jaziladi ham «a element A koplikke derek emes»
dep oqiladi. Misal, A={2,4,6,8,10} bolsa, onda
6 A 7¢ A
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Shekli sandag1 elementlerden duzilgen koplik shekli koplik
dep ataladi. Misali, joqarida keltirilgen kopliklerden shkaftagi
kitaplar kopligi shekli koplikti dizedi.

Matematikada koébinese shekli bolmagan kopliklerdi- sheksiz
kopliklerdi qarawga tuwra keledi. Misali, hamme duris
bolshekler, hamme natural sanlar, berilgen noqattan Otiwshi
hamme tuwrn s1ziglar kopligi sheksiz kopliklerge misal boladi.

Héamme natural sanlardan duzilgen koplik N haribi menen
belgilenedi ham

N={,23..,n..}yaki N={n:1,2,3,...,n,...}

dep jazladi. B={x:x’—5x+6=0] koplikti jane bir misal

sipatinda keltireyik. Bul képlik X —5X+6=0 teflemenin
sheshimlerinen duzilgen.
Joqarida biz koplik onin hdmme elementleri ushin xarakterli

bolgan qgasiyetti, qagrydani beriw menen beriliwin, sonday- ag,
onimn hamme elementlerin tikkeley korsetiw menen beriliwin
kordik. Geyde koplik qanday gasiyetlerge iye elementlerden
duziliwi kerekligi malim bolsa da, bunday qasiyetke iye
elementler  tabilmashigt ~ mumkin.  Misal, A koplik
m+x=n(n,meN,n<m) tenlemenii natural sanlar
kopligindegi sheshimlerinen duzilgen dep shart qoyilsa, bul
kopliktin hesh bir elementi joq ekeni malim boladi. Bugan sebep-
berilgen tenlemenin natural sanlar kopliginde sheshimge iye
emesligi. Bunnan elementke iye bolmagan kopliklerdi quriwga
tuwra keletugini korinip tur.

Hesh bir elementke iye bolmagan koplik bos koplik dep
ataladi ham @ simvol menen belgilenedi.

Koplikti aniqlaganda o1 diiziwshi elementler arasinda bir-
birine ten bolgan elementler kopliktin elementi sipatinda tek bir
martebe almatugmm aytip Otiwimiz kerek. Misal, B koplik
x® —3x+2=0 tenlemenin sheshimlerinen dizilgen bolsin. Bul
tenlemenin  sheshimleri  x, =1, x, =1, X =—2  bolip,

12



olardan duzilgen B koplik degende biz 1 ham -2 sanlardan
duzilgen B = {1, — 2} koplikti tisinemiz.

Koplikler, shekli yaki sheksiz boliwina qaramay, simvolikaliq
tarde kobinese tegislikte bazi bir figura, misali, doéngelekler
menen suwretlenedi. Al bul koplikler ustinde ornlangan
amellerdi koz aldimizga keltirgenimizde, olar arasindagi
qatnaslardi uyrengenimizde judéa qolayli bolad1 (1- siwret).

Eger B kopliktin har bir elementi A kopliktin de elementi

bolsa, onda B koplik A kopliktin ules képligi dep ataladi ham
Bc A dep belgilenedi (2- stwret). Misals,
B=1{2,4,6,8}, A={1,2,3,4,5,6,7,8} bolsa, B = A ekenin

koriw qiyimn emes.

) (L
1- stiwret 2- sawret

Bos koplik har bir kopliktin ules kopligi dep esaplanadi.

Bazi bir A képlik berilgen bolsin. Bul képliktin hamme tles
kopliklerinen dizilgen koplikti F (A) simvoli menen belgileymiz.
0cFA, A %A bolatugim  6z-6zinen malim. ¥ (4)
kopliktin elementlerinin 6zi koplik. Misali, A= {1, 2}, B=1,2 3}
koplikler ushin

F@={{1 {2, {1, 2}, o}
FE={{1} {2 &8, {1, 2, {1, 3}, {2 3}, {1, 2, 3}, &}

boladi. Uhwma, elementler san1 N bolgan kopliktin hamme qles
kopliklerinen duzilgen kopliktin elementlerinin san1 2" ne ten.
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Eger koplik sheksiz koplik bolsa, onda ules kopliklerinen
duzilgen kopliktin elementleri de sheksiz kop boladi.

1-amqlama. Eger A koplik B kopliktin ules kopligi, al B
koplik A kopliktin ules kopligi bolsa, onda A ham B koplikler
tert koplikler dep ataladi ham A = B dep jaziladi.

Misali, A képlik kz (k =0, +1, + 2,...) Korinistegi
sanlardan duzilgen, yagniy
A={a:a=kr (k=0,+1,+2,...)}, a B  koplik
sinX =0 tenlemenin sheshimlerinen duzilgen, yagniy
B={x:sinx=0} bolsin. Eger SinXx=0 tenlemenin
sheshimleri X=kmz (k=0,x1,%x2,...) koriniste
jazilatuginin esapga alsagq, A = B bolatuginin koremiz.

2-amqlama. Eger a ¢ B bolatugin a e A element ham
be A bolatugin be B element tabilsa, onda A ham B
koplikler fern emes koplikler dep ataladi ham A== B dep
jaziladi.

Misali, A= {2, 4,6, 8}, B+ {1, 2,3, 4} koplikler ten emes.

2. Koplikler ustinde ameller. Biz tomende koplikler ustinde
ormnlanatugin amellerdi keltiremiz.

3-amqlama. A ham B kopliklerdin hamme elementlerinen
dazilgen C koplik A ham B kopliklerdin gosindisi (birikpesi)
dep ataladi ham C = A W B dep belgilenedi (3- stwret).

Avg
3- sawret
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Maisali,
A={2,4,6,8,,B=1{,2,3,4},E={2,4,6,8,..., D=1{,3,5,7,...}
bolsa, onda olardin qosindilar1 (birikpeleri) tomendegi koplikler
boladi:
AUB={,234,68,EUD={,234,,.. . }=N,AUE={2,468,...}

Jogarida keltirilgen aniqlamadan AUA=A AUB=BUA
boliwi, sonday- ag, eger A— B bolsa, A B =B boliwi
kelip shigadi.

4-amqlama. A ham B kopliklerdin uliwma elementlerinen
dizilgen D koplik A ham B kopliklerdin kébeymesi
(kesilispesi) dep ataladi ham D = A — B dep belgilenedi (4-
suwret).

Ang

4- stwret

Misal1, A={2;4,6;8}, B={1,2;34} kopliklerdin
kobeymesi D=AnB={2,4} koplik boladi. Kopliklerdin
kobeymesinin amglamasinan AN A=A, AnNB=Bn A bolwi,
sonday- ag, eger A< B bolsa, A B = A boliwi kelip
shigad.

A ham B kopliklerdin kobeymesi bos koplik, yagniy
AN B =0 bolsa, onda A ham B koplik kesilispeytug:n
koplikler dep ataladi. Misali, E=1{2,4,6,...},F={,35,7,...}
koplikler kesilispeytugin koplikler, sebebi E ~ F = 0.
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Biz kopliklerdin qosindisi ham kobeymesi aniglamalarin eki
koplik  ushin  berdik. ALA,... A, kopliklerdin
AUA U...UA, qosindist ham ANAN...NA, kébeymesi
joqaridagiga uqgsas aniqlanadi.

5-amqlama. A kopliktin B koplikke derek bolmagan
hamme elementlerinen duzilgen E koplik A koplikten B
kopliktin ayirmas: dep ataladt ham E = A\ B dep belgilenedi
(5- stwret).

Misali, A:{l, 2,3,4, 5}, B :{3, 6, 9,12} bolsa, A\ B = 1,2, 4,5}
hém B\ A= {6, 9,12} bolad.

Eger A koplik S kopliktin ules kopligi (yagnyy A S)
bolsa, onda S \ A aywrma A koplikti S koplikke toligtiriwshi
koplik dep ataladi ham C, A =S \ A dep jaziladi.

6-amqlama. A kopliktin B koplikke derek bolmagan ham
B kopliktin A koplikke derek bolmagan elementlerinen duzilgen

koplik A ham B koépliklerdin simmetriyaliq ayirmas: dep ataladi
ham AAB dep belgilenedi (6- sawret).

5- suwret 6- suwret

Aniglama boyinsha
AAB=(A\B)uU(B\A).
Misali, eger A={L, 2,3, 4,56}, B={4,5,6,7,8,9} bolsa,
onda bul kopliklerdin simmetriyaliq ayirmasi
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AAB=1{1,2,3,7,8,9}.

Eki A ham B koéplik berilgen bolsmn. Birinshi elementi A
koplikke, al ekinshi elementi B koplikke derek bolgan
tartiplengen (,0) juphqlardi qarayiq: a € A, b e B.

7-amglama. Hamme (8,0) korinistegi juphiqlardan duzilgen

koplik A ham B kopliklerdin Dekart kébeymesi dep ataladi ham
A < B dep belgilenedi.

Adette A < A koplik A? dep belgilenedi: Ax A= AZ,
Misali, A={1,2,3}, B={2,4} bolsin. Bul kopliklerdin
Dekart kobeymesi

AxB={12),(14),(22),(24) 32,364}
koplik boladi. Uhwma aytganda, A=< B = B < A.
3.Universalkoplik. Joganda kiritilgen ameller

galegen koplikler ushin, képliklerdin tabiyatina hesh ganday shart
goymastan, aniglandi. Birag bunday «uliwmalig» geyde konkret

jagdaylarda magananin jogaliwina alip keliwi de mamkin. Misals,
A=1{2,4,6,8,10}, al B koplik Quyash sistemasindag
planetalar kopligi bolsa, olardin gosindist ham kébeymesin rasmiy
tarde ayta alsaqta, tabiyiylikke garama- qgarsi keliwimiz amg.
Bunday manissizlikke jol goymaw ushin adette hamme ameller
baz: bir universal koplik dep atalatugin kopliktin ules koplikleri
tstinde orinlanad: dep esaplanadi. Bul universal koplik U yaki
Q) haribi menen belgilenedi. Misali, jogarida garalgan misallarda
universal koplik sipatinda U = N = 1,2,3,...} natural sanlar

kopligi, al Eyler-Vien diagrammalar1 ushin U koplik sipatinda
tegislik nogatlarimin kopligi aliniwi mamkin.

Matematikalig analiz kursi dawaminda universal koplik
sipatinda, tiykarinan, R haqiyqiy sanlar kopligi (2- bap, 4- §)
garalad.

4. Kopliklerdi boleklew. Bazi bir a koplik berilgen bolip,
A,A,...,A koplikler onmin ules koplikleri  bolsin:
A cAk=1273, ...,n).
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Eger (A, A,...., A, } Ules koplikler sistemasi ushin

1% A UA U...UA =A

2. A NA =0 (k=i; k,i=123,...,n)
shartler ormlansa, {A, A,,..., A,} sistema A koplikte
boleklew orinlagan yaki A koplik A, A, ..., A, kopliklerge
boleklengen dep ataladi.

Birinshi shart A, Ay, ..., A, képlikler qosindist A képlik
boliwin, al ekinshi shart bul kopliklerdin jup- juptan
kesilispeytuginin bildiredi. Eki shart birgelikte A Kkopliktegi har
bir element boleklewdin bir ham tek bir elementine derek boliwin
tamiyinleydi.

Geyde {A,, A,,..., A, sistema A képliktegi boleklew, al
A koplikler boleklewdin elementleri dep ataladi.

Bir A képlikte bir neshe boleklewler ormlangan boliw1
mumkinligi ham har bir {A, A,,..., A,} boleklew %(A)
kopliktin tles kopligi boliwi tabiyiy.

Misallar. Ne 1. A= {1, 2,3,4,5, 6} koplik berilgen
bolip, A={2}, A={34, A=[56} bolsin.
A A A, A A; < Abolp,

1) AUA UA={1,2,34,56}=A,

2) AL A =0, AANA=0 A, "NA; =0
bolatugini amq. Demek, A koplik A, Ay, A; kopliklerge
boleklengen ({Al, A, Ag} sistema A kopliktegi boleklew).

Ne2. A={1, 2, 3, 4,5, 6}bolip,

A=) A =12} As =13}, A, =14}, A, = {5},
A, = {6} bolsin. Bul jagdayda da {A, A, Ay, A, As, A}
sistema ushin joqaridagi 1° - 2%shartler ormlanadi, demek, bul

sistema A kopliktegi boleklew boladi.
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2-§. Racional sanlar ham olardin qasiyetleri

2.1. Natural sanlar. 1, 2,3,...,n,... sanlar natural sanlar
dep ataladi. Natural sanlar kopligi N haribi menen belgilenedi:
N=1{23...,n,...}

Bul koplik sheksiz koplik bolip, onda salistirtw qagrydasi
aniqlangan. Bul koplikten alingan qalegen M, N, P sanlar
ushin mina eki tastiyiglaw orinli:

1 n<m,n=m, Nn>m qatnastii birewi ham tek
birewi orinl1.

2> n<m, m< p tefsizliklerden n< p tensizlik kelip

shigadi.

Eger ganday da bir E kopliktin elementleri ushmn 1°- 2°
qatnaslar ormli bolsa, onda E koplik tdrtiplengen koplik dep
ataladi. Natural sanlar kopligi tartiplengen koplikke daslepki
misal boladi.

Eger E koplik tartiplengen koplik bolip, onda VvV x e E

ushin x = x, yaki X>X, (X>X;) bolatugin X, element

tabilsa, onda bul element E kopliktin en kishi (en ulken) elementi
dep ataladi. Tartiplengen kopliktin en kishi (en ulken) elementi
boliw1 da, bolmaw1 da mumkin. Natural sanlar kopliginin en kishi
elementi bar (1 ge ten), en ulken elementi joq.

Natural sanlar kopliginde qosiw ham kobeytiw amelleri

aniqlangan ham olar mina gésiyetlerge iye (n,m, p € N ):
10. Kommutativlik: NnN+m=m-+n, nN-Mm=m-n.
2°. Associativlik: (h+m)+p=n+(m+p), (n-m)-p=n-(m-p).
3°% Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.
4°. Natural sanlar kopliginde k-n=n-k =n tealiklerdi
qanaatlandiratugin element bar. Bul element K = 1.
Matematikaliq indukciya usili jardeminde dalillew principi
natural sanlar kopliginin mina ajayip gasiyetine tiykarlangan:
1-teorema (indukciya aksiomasi). Eger
1°. Ac N '
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2% 1cA,
P keA=k+1le A
shartler orinlansa, onda A= N .

2.2. Putin sanlar. Natural sanlar, bul sanlarga karama qarsi
-1,-2,-3,...,—n,... sanlar ham 0 (nol) san1 putin sanlar dep

ataladi. Natural sanlar on putin sanlar, —1,-2,-3,...,—n,...
sanlar teris putin sanlar, al 0,1,2,3,...,n sanlar teris emes

putin sanlar dep ataladi. Putin sanlar kopligi z haribi, al teris
emes putin sanlar kopligi 7z héribi menen belgilenedi. z kopligi

y oo

sheksiz koplik bolip, onda salistirtw qgagrydasi aniqlangan.
N c Z, c Z qatnaslar ornl.

Putin sanlar kopligi tartiplengen koplik. Puatin - sanlar
kopliginin en kishi elementi de, en tlken elementi de joq.

Putin sanlar kopliginde qosiw, aliw ham kébeytiw amelleri
aniglangan bolip, bul dmellerge qarata 1.1- punkttegi 1° — 4°
gasiyetler menen birge mina gasiyetler de orinli:

5°. vV qeZ element ushin g+ (—q) = 0 bolatugin —q
element bar.

6°. vV qe Z elementushmn q+0=0+q =qQ.

7° v q ez elementushin q-0=0-q=0.

2.3. Racional sanlar. M (meZ,neN) qisqarmaytugin
n

bolshek korinisinde anlatilatugin san racional san dep ataladi.
Racional sanlar kopligi Q haribi menen belgilenedi:

Q:{r:(mez,neN; (m,n)=1)}-

Racional sannin berilgen anigqlamasina ekvivalent jane bir
aniqlamasin keltiremiz: sheksiz periodli onliq bolshek korinisinde
jazilatugin san racional san dep ataladi.

Har bir natural san ham putin san racional san, sonliqtan

NcZcQ.
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Racional sanlar kopligi de tartiplengen koplik. Racional
sanlar kopliginin en kishi elementi de, en tlken elementi de joq.
Racional sanlar kopliginde qosiw, aliw, kobeytiw amelleri

menen birge boliw ameli de (nolden 6zgeshe sanga) aniqlangan
bolip, bul amellerge qarata mina qasiyetler ormli (1,1, € Q)

1°. Kommutativlik: r +t =t +r, r-t=t-r.

2°. AssoCiativliK: ¢ sty s—ri(tes), (rt).s—r-(t-s)-

3°. Distributivlik: (r+t)-s=r-s+t-s.

4°. Nol sammin gasiyeti: r+0=0, r-0=0.

5°. Bir samimin géasiyeti: r -1 =r .

6°. Qarama- qarsi elementtin bar boliwi: v r eQ san ushm
I +(-r) =0 tenlik ormh bolatugn — r € Q element bar.

7%, Keri elementtin bar boliwt: VreQ (r=0) san ushin

r-r ' =1 tenlik orinh bolatugm r* e Q element bar.

8. VreQ, teQ, seQ sanlar ushm r >t

tensizlikten r + s > t + s tensizlik kelip shigadu.

9 VreQ, teQ, seQ(s>0) sanlar ushm r >t
tensizlikten r - s > t - s tensizlik kelip shigadu.

10°. Qalegen eki on I ham t racional sanlar ushin
N-r >t bolatugin n natural san bar. Bul gasiyet, adette,

Arximed aksiomas: dep ataladi.
2.4. Racional sanlar képligin keneytiw zararligi. Malim bir

0 noqat (sanaq bast), uzinligin 1 ge ten dep qgabil qilmatugin OE
masshtab kesindisi ham on bagit (adette 0 nogattan e nogatqa
qarap) saylap alingan tuwr siziqtt sanlar kosheri dep ataymiz.
Sanlar késherinde har bir racional sanga malim bir nogat sdykes
goyiladi. Haqiyqatinda da, mektep matematika kursinan uzinligt
OE masshtab kesindisinin uzmligmin 1/n  (n — qalegen natural
san) bolegin quraytugin kesindini quriw jolit malim, demek,
uzinligi masshtab kesindisinifi uzinligina m/n (M. N — gélegen
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natural sanlar) gatnasta bolgan kesindini de quriwimiz mumkin.
Usinday kesindini O noqattan ofnga (shepke) jaylastirp, biz

m m . (s [
—  (——)racional sanga saykes keletugin pm,  (m,) noqatti

n n
alamiz (1- suwret).

M) 0t M, (2
n n

1- stwret
Endi, sanlar késherinin har bir nogatina racional san saykes

kele bermeytuginin atap otemiz. Misali, eger M nogat OM
kesindinin uzinhgr tirepi OE masshtab kesindisi bolgan
kvadrattin diagonalinifi uzinligina ten bolatuginday qilip saylap

almsa, onda OM kesindinin x uzmhgi x? =2 tenlemenin
sheshimi bolip, racional san bolmaydi. Bul koérsetilgen m
noqatqa racional san saykes kelmeytuginin bildiredi.

Racional sanlar kopligin sanlar késherinin har bir nogatina
kenirek bolgan koplikten bazi bir san saykes keletuginday (yaki
ust kenirek sanlar kopliginin jardeminde sanlar kosherinin har bir
OM kesindisinin uzinligin anlattw mumkin bolatuginday) oilip
keneytiw ham us1 kenirek bolgan sanlar kopligin uyreniw talabi
tabiyily rawishte hasil boladi.

Racional sanlar kopligin keneytiwdin bir- birine ekvivalent

bolgan bir neshe usillar1 (Koshi, Kantor, Veyershtrass ham
Dedekind usillart) bar. Biz Dedekind usilin keltiremiz.

2.5. Racional sanlar képligindegi kesim. QQ racional sanlar
kopliginde orinlangan kesim tusinigi menen tanisamiz.

1-amqlama. Eger Q racional sanlar képligi tomendegi
shartlerdi qanaatlandiratugin A ham B kopliklerge boleklense,
onda A ham B koéplikler Q racional sanlar kopliginde kesim
ornlayd: dep aytiladi
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1) A=0, B=0,

2) AUB = Q-

3y VxeA VyeB=x<y.

Bul aniqlamadagi birinshi shart A ham B koplikler bos
emesligin, ekinshi shart har bir racional san yaki A koplikke, yaki
B koplikke derek boliwin, al ushinshi shart A koplikke derek har
bir X racional san B koplikke derek har bir Y racional sannan
kishi ekenin anlatadi.

Adette kesim (A, B) simvoli menen belgilenip, A koéplik
kesimnin t6mengi klasi, al B koplik kesimnin jogarg: klas: dep

ataladi.
Kesim aniglamasinan tikkeley toémendegishe juwmagq

shigariwimiz mumkin:

1°. (A, B) kesim Q koplikte ormlangan kesim bolip,
aeA bolsa, onda a, <a tefsizlikti qanaatlandiriwshi
Vv a, € Q san kesimnin tomengi klas1 bolgan A képlikke derek
bolad1.

2% (A, B) kesim Q koplikte aniglangan kesim bolip, b € B
bolsa, onda b, > b tensizlikti qanaatlandirtwsh1 v b, € Q san
kesimnin joqarg1 klasi bolgan B koplikke derek boladu.

Q koplikte ormlangan (A, B) kesim tek tsh tarli boliwi
mumkin:

1. Kesimnifi A tomengi klasiin en tulken elementi (Fy —

racional san) bar, al B jogar1 klasinifi efi kishi elementi joq. Bul
jagdayda Iy san A kopliktin tuyiglawshi elementi boladi.

2. Kesimnin A témengi klasinin en ulken elementi joq, al B
jogar1 klasinifi en kishi elementi (Iy — racional san) bar. Bul

jagdayda r; san B kopliktin tuyiglawshi elementi bolad.
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3. Kesimnin A témengi klasmin en tlken elementi joq, al B
joqart klasmin en kishi elementi joq. Bul jagdayda A kopliktin de,
B kopliktin de tuyiglawshi elementi joq.

Q koplikte ham A tomengi klasiin en tilken elementi bar,
ham B joqari klasimn en kishi elementi bar bolgan (A, B)
kesim joq. Buni1 dalilleymiz.

Meyli, Q koplikte usinday (A, B) kesim bar bolsin.
a, — A kopliktin en tlken elementi, al by — B kopliktin en
kishi elementi bolsin. Onda kesimnin anigqlamasi boyinsha
a, < by -

a, + by, +by

a, < —— < b, tensizlik orinl. racional san a

koplikke derek emes, sebebi a, — A kopliktin en tulken

+h, a, + by

racional san B

elementi ham @, < . Tap usinday

koplikke derek emes, sebebi by — B kopliktin en kishi elementi
a, + Dy,

, 8 +hy .

ham < b, . Demek, — racional san A koplikke de,
B koplikke de derek emes. Bul kesim aniqlamasina garama- qarsi.
Solay etip, tomengi klasinin en tulken elementi bar, joqargi
klasinin en kishi elementi bar kesim joq eken.

Joqaridagi birinshi ham ekinshi tar kesimlerde tomengi yaki
jogarg: klasslar1 tuyiq bolip, tuyigqlawshi elementlerdi bir klasstan
ekinshisine otkizip, hAmme waqit bir tardegi kesimge-tomengi
klast ashiq, al jogargi klasi tuyiq bolgan kesimge keltiriw
mumkin. Bunnan bilay biz bir turdegi kesimdi, tomengi klasinin
en tulken elementi joq (ashiq klass), al jogargr klasinin en kishi
elementi bar (tuyiq klass) kesimdi, qaraymiz. Bunday kesimler
racional kesim dep ataladi.
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Har bir y ¢ Q racional san ushin Q koplikte a koplik ashiq

klass, B koplik tuyiq klass, tuyigqlawshi element I sannin 6zi
bolgan (A, B) kesimdi hér dayim ormlaw mamkin. Demek, Q

koplikten alingan har bir racional sanga bul koplikte orinlangan
racional kesim saykes keledi.

Kerisinshe, Q koplikte A koplik ashiq klass, B koplik tuyiq
klass, tuyigqlawsh: element I san bolgan (A, B) kesim
orinlangan bolsa, bul kesim r racional sand1 anlatadi. Demek, Q

koplikte ormnlangan har bir racional kesim bir racional sandi
aniqlaydi.
Solay etip, Q koplik elementleri menen Q koplikte

ormlangan racional kesimler kopligi elementleri arasinda bir
manisli saykeslik ornatiladi.

Racional sanlar kopliginde orinlangan ushinshi turdegi
kesim- ham tomengi klasi, ham joqarg: klas1 ashiq bolgan kesim,
irracional kesim dep ataladi.

2-amqlama. Racional sanlar kopliginde ormlangan irracional
kesim irracional sandr amiglayd: dep aytiladi.

3-§. Haquyquy sanlar. Haqiyquy sanlar
kopliginin qasiyetleri

Racional sanlar kopliginde orinlangan kesim eki trde-
racional ham irracional kesimler bolip, racional kesim racional
sand1, al irracional kesim irracional sandi amiglaytugmnin biz
joqarida kordik.

3-amiqlama. Racional ham irracional sanlar uliwma atama
menen haqiyqiy sanlar dep ataladi.

Haquyquy sanlar kopligi R haribi menen belgilenedi.

Ust kopliktin gésiyetlerin qaraymiz.

1°. Haqiyqiy sanlar képligi tdartiplengen képlik. Daslep
haqiyqiy sanlar kopliginde ten, tlken ham kishi tdsinikleri
kirgizemiz. Meyli, X,y € R sanlar berilgen bolsin. Har bir
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haqryqry san racional sanlar kopliginde orinlangan kesim menen
aniqlanadi. Demek, X ham Y sanlardi aniqlawshi kesimler

ormlangan: X =(A,B), y=(A",B’). Bul kesimlerdifi
tomengi klasslar1 ushn ya A= A" (bul jagdayda albette
B =B’ bolad), yaki A= A" (bul jagdayda B =B’)
qatnaslardin biri ormli.

Eger A= A’ bolsa, (A B) ham (A’,B’) kesimler 6z-ara
ten dep ataladi: (A,B)=(A,B’). Bul jagdayda kesimler
aniqlagan sanlar da bir-birine ten dep ataladi: X =y .

Endi, meyli, A= A’ bolsin. Bul jagdayda yaki A klassqa
derek, biraqg A" klassga derek bolmagan r; € Q element bar,
yaki A klassga derek bolmagan, birag A" klassqa derek bolgan
I, € Q element bar. Birinshi jagdayda r, € A ~ B’ ham kesim
aniqlamasi  boymsha A" < A. Al ekinshi jagdayda
r,eBnA him Ac A’

Solay etip, A= A’ bolganda ya A’ A,ya Ac A’
bolad1 eken.
Eger A — A’ bolsa, (A, B) kesim (A, B’) kesimnen kishi

dep, al saykes X haqiyqiy san Y sannan kishi dep ataladi: X <y

Eger A > A’ bolsa, (A B) kesim (A',B’) kesimnen
ulken dep, al sdykes x haqiyqry san Y sannan ulken dep atalad:
X>Y.

Solay etip, qalegen eki X ham Y haqiyqiy sanlar ushin
X<y, X=Y, x>y qatnaslardin birewi ham tek birewi
ormli boladu.

Endi X,Y,Z€R haquyqly sanlar ushin x <y, y<z

tensizliklerden x < z tensizlik kelip shigiwin délilleymiz.
Meyli, bul kesimlerdi aniqlawshi kesimler
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x=(AB), y=(A,B), z=(A"B" bolsin.
Aniglama boyinsha
X<Yy=>AcCA, y<z=>AcCA"

Biz koplikler teoriyasman Ac A", A'c A"= Ac A’

bolatuginin bilemiz. Bul X << Z bolatuginin bildiredi. Demek,
haqiyquy sanlar kopligi tartiplengen koplik.

Haqryqry sanlar arasindagi ten, kishi ham ulken tusinikleri,
dara jagdayda, bul sanlar racional sanlar bolganda racional sanlar
arasindagy ten, kishi ham tulken tusinikleri menen birdey boladi.

2°.  Haqiyqiy sanlar  képligi tugiz  koplik.  Meyli,
Xx,yeR, x<y bolsin. X<r<y tensizliklerdi

ganaatlandirtwsh1 r racional san bar ekenin dalilleymiz. Q
racional sanlar kopliginde orinlangan (a B), (A’, B") kesimler
x ham y sanlardi amiglasm: X =(A,B), y=(A",B’). Onda
x <y tefsizlikten A <= A’ qatnas kelip shigadi. Demek, A’
koplikte Iy € A', Iy & A bolatugin . racional san bar. Onda
I, € B boladi ham demek, X<I, tensizlik ormnli bolad.
Ekinshi tirepten, y = (A’, B’), r, € A’ bolganhqtan ham A’
kopliktin en ulken elementi joghig1 sebepli Iy <r ham F <Yy
bolatugin r € A’ racional san bar. Natiyjede X<TI, <r <Yy
tensizliklerge iye bolamiz. Bunnan x < r < y tefisizlikler ormnl
bolatugin1 kelip shigadi. Ust usil menen x,y e R, x>y
bolganda x > r > y tensizliklerdi qanaatlandirtwshi r racional

san bar ekeni de dalillenedi. Solay etip, bir- birine ten bolmagan
eki haqiyqiy san arasinda keminde bir haqiyqry san bar. Al
bunnan olar arasinda sheksiz kop haqiyqiy san bar ekeni kelip

shigadi. Demek, haqryquy sanlar kopligi tig1z koplik.
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Racional sanlar kopliginin tigizligr mina tastryiqlaw menen
aniqlanadi: bir- birine tenn bolmagan eki racional san arasinda
keminde bir racional san bar.

4-§. Haquyquy sanlar kopliginin tolighg.
Dedekind teoremasi

Eger haqiyqiy sanlar kopliginde kesim tusinigi Kkiritilse
racional sanlar kopligindegidey haqiyqly sanlar kopligin de
keneytiw zararligi payda boladima degen sorawdin qoyiliwi
tabiyiy.

4-amgqlama. R haqiyqly sanlar kopligi tomendegi shartlerdi
ganaatlandirtwsh1 E ham E’ kopliklerge bolinse, onda bul
koplikler R koplikte kesim orinlaydi dep ataladi

DE=-Q, E'=0,

2) EUE' =R,

A VxeE, VXeE =x<X.

Adette bul kesim (E,E’) simvoli menen belgilenedi. E

koplik kesimnin tomengi klasi, al E’ koplik kesimnin jogarg:
klas1 dep ataladu.

Racional sanlar kopligindegi siyaqli haqiyqly sanlar
kopliginde de tomengi klasinin en dlken elementi bar, jogargi
klasinin en kishi elementi bar kesim ormlanbagan. Basqasha
aytganda, R koplikte ham tomengi klasi, ham joqarg: klasi tuyiq
kesim joq.

2-teorema  (Dedekind). Haqiyqiy sanlar  kopliginde
orinlangan har bir kesim ushin tomendegi eki jagdaydin tek
birewi orinli:

a) kesimnin tomengi klasimn en ulken elementi bar, jogarg:
klasimin en kishi elementi joq.

b) kesimnin tomengi klasinin en ulken elementi joq, jogar§i
klasimin en kishi elementi bar.

Bul teoremant oqiwshi 6z betinshe dalillewi mumkin.

E ham E’ kopliklerdin tuyiqlawshi elementlerin birewinen
ekinshisine 6tkiziw jol1 menen teoremada korsetilgen eki tirdegi
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kesimdi bir turge keltiriw mumkin. Biz R koplikte ormlangan har
bir kesimdi tomengi klasinin en ulken elementi joq, al jogarg:
klasinin en kishi elementi bar kesim dep qaraymiz. Bul Dedekind
teoremasin tdmendegishe ayttw mumkinshiligin beredi.

3-teorema. Haqiyqiy sanlar kopliginde orinlangan har bir
kesim jal$:z bir haqiyqiy sandr amqlaydh.

V « € R san jardeminde haqiyqiy sanlar képliginde bul san
jogarg: klasina derek bolip, bul klass elementlerinin en kishisi
bolgan (E, E") kesim ormlaw mimkin. Kerisinshe, R koplikte
(E,E") kesim orinlangan bolsa, bul kesimnin E’ joqari
klasiin en kishi elementi bar bolip, kesim us1 sand1 anlatad.

Demek, R koplik ham bul koplikte orinlangan kesimler
kopligi arasinda bir manisli saykeslik bar.

Solay etip, Rkoplikti keneytiw zartrligi joq eken. Bul gasiyet
haqiyquy sanlar kopliginin toliqlig gasiyeti dep ataladi.

5-§. Haquyquy sanlar ustinde arifmetikaliq ameller
ham olardin qasiyetleri
5.1. Haquyquy sanlardin qosindisi.
a,feR sanlar Q racional sanlar kopliginde orinlangan

(A, A), (B,B’) kesimler menen aniqlangan bolsin:
a=(A A), p=(B,B").Kesimlerdin A ham B tomengi
klasslarinan saykes tirde & ham [ sanlardi alip, olardin
c:=a + B qosmndisin diizemiz. Usinday qosindilardan duzilgen
kopliki C={c:c=a+pB, acA BeB} dep, bul
kopliktin -~ Q  koplikke toltiwshism  C':=Q\C  dep
belgileymiz. Quriliwi boymmsha Q =C U C’.

C ham C’ koplikler Q racional sanlar képliginde (C,C"
kesim orimnlaytugimnin kérsetemiz. or = (A, A), S =(B,B’)
kesimler Q koplikte ormlangan kesimler bolgani ushin
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A=0, A0, AUA=Q, aceA aeA=a<a,
B=0, B =20, BUB'=Q, beB, b'eB =b<b’.

Bunnan c 0. Son a+b <a’+b’ bolgan1 ushin ¢
koplik joqaridan shegaralangan bolip, bul kopliktin dal jogarg:
shegarasi bar: SUPC ='y. a ham B kopliklerdin en ulken
elementi joq, sonhqtan a+b<y (ae A beB). Onda
a+b' >y (@a’eA,b'eB’) bolip, a'+b'¢C. Bunnan
a’ +b'Q\C =C’. Demek, c’=0. Sonin menen birge
c=a+beChimc<c' =a"+b’'eQ\C=C’

Solay etip, ¢ ham ¢’ koplikler Q racional sanlar képliginde
(C,c’) kesim orinlaydi eken.

S5-amglama. (c, ¢’y kesim menen amgqlanatugin y haqryqiy
san « ham ,B sanlardin gosindist dep ataladi hdm y = o +
dep belgilenedi.

Endi haqiyqiy sanlardi qosiw amelinin  qasiyetlerin
keltiremiz. Meyli, &, f3,7 € R bolsin. Tomendegi tenlikler ormli:

1% a+p=p+a;

2@+ +y=a+(B+1);

3°. Nol sant ushin ¢ +0 =0+ = = .

Bul qasiyetler ansat dalillenedi. Bul gasiyetlerdi oqiwsh1 6z
betinshe dalillewi mumkin.

Qosiw amelinin kelesi gasiyetin keltiriwden aldn « € R
sanga garama- qarsi sand1 aniqlaymiz.

a € R san Q racional sanlar képliginde (A, A”) kesim
menen amgqlangan bolsm: o = (A, A’). Racional sanlardin
~AN={a:aeA}, —-A={-a:aeA}  kopliklerin
karaymiz. Bul koplikler Q koplikte (—A’,—A) kesim orinlaydi.
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6-amqlama. (_a'_a) kesim menen amqlanatugin haqiyqiy
san o« € R sanga garama- qarsi san dep ataladi ham
—oa = (—A',—A) dep belgilenedi.

4 4 e R Sanushin o + (—05) =0 tenlik orinl.

50, Eger «, ﬁ € R sanlar ushin a > 3 tensizlik orinli bolsa,
onda v y ¢ R sanushin g+ y > f++y tensizlik orinl1.

Bul gasiyetlerdi oqiwshi 6z betinshe dalillewi mimkin.

Berilgen haqiyqiy sanga garama- qarsi sannif aniglaniwi eki
haqiyqiy sanmin ayirmasi tdsinigin kirgiziwge mumkinshilik
beredi.

7-amqlama. « +(—f) san ¢ ham f sanlardin ayrrmas: dep
ataladi hdm o — S := o + (—3) dep belgilenedi.

5.2. Haquyqiy sanlardin koébeymesi. « >0, >0
haqiyqiy sanlar Q racional sanlar képliginde orinlangan
(A, A), (B,B’) kesimler menen aniqlangan bolsin:
a=(AA), p=(B,B). A ham B kopliklerdin teris
emes d ham b elementlerinen

{a-b:aeA(@a>0),beB (b>0)}
koplikti dizemiz. Son racional sanlardin
C:=Q ui{a-b:acA(a>0),beB (b>0)}
C'=Q\C
kopliklerin garaymiz (bul jerde o _ teris racional sanlar
koépligi). Bul ¢ ham ¢’ koplikler Q koplikte kesim dizetuginin
tekseriw qiyin emes.
8-amglama. (c,c’) kesim menen aniglanatugin haqiyqiy san

o ham ,B sanlardih kobeymesi dep ataladi ham ¢.p dep
belgilenedi: « - g = (C, C").

31



V a, f € R sanlar ushin bul sanlardii kobeymesi @ ham p
sanlardin belgileri har qiyli bolsa —([a[-\ ﬂ\) kébeyme
koérinisinde, al birdey bolsa [a[-‘ ,6’\ kébeyme korinisinde
aniglanadi.

Endi haqiyqiy sanlardi kobeytiw amelinin qgasiyetlerin
keltiremiz. Meyli, @, 5,7 € R bolsm.

10' 24 .ﬁ = ﬁ'a!

2 (a-p)y=a-(B-7),

P al1=1a=c.

Bul gasiyetlerdi dalillew qiymm emes, olardi oqiwshi 6z
betinshe dalillewi mimkin.

Haqiyqiy sanlardi kobeytiw amelinin  kelesi gdasiyetin
keltiriwden aldin haqiyqiy sanga keri sand1 aniqlaymiz.

O<a R san Q koplikte ormlangan (A, A’) kesim

menen aniqlangan bolsin.
C=Q_ u{O}u{;:a’ € A'},
C'=Q\C
racional sanlar kopliklerin garaymiz. Bul koplikler Q koplikte

(C, C’) kesim orinlaytuginin koriw giyin emes. Buni ogqiwshi 6z
betinshe dalillewi mamkin.
9-amiglama. (C, C') kesim menen aniglangan hagiyqiy san

0 <« e R sanga keri san dep ataladi ham 1 dep belgilenedi:

a
2-(c.c)
a
Eger « <0 bolsa, onda bul sanga keri san 1 _ 1 Kkoriniste
a |l
aniqlanadi.
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4°. Nolden 6zgeshe v o < R sanga keri 1 san bar ham
a

a- i =1 tenlik ormli.
a
4-teorema. Eger «,feR (a=0) sanlar berilgen bolsa,

onda a-X= ﬂ tenlemeni qanaatlandiriwshi jalgiz bir haqiyquy
san bar.

10-amiqlama. 8- 1 san » ham f sanlardin gatnas: dep ataladi
a

ham I dep belgilenedi.
a

5. Va,B,y€R sanlar ushin (a+f)-y=a-y+8-y
tenlik orinl.

6% Va,B,7yeR (y>0) sanlar berilgen bolsa, >
tensizlikten @ -y > -7 tefsizlik kelip shigadu.

4- teoreman1 ham 5% 6° gasiyetlerdi oqiwshi 6z betinshe
dalillewi mumkin.

5.3. Haquyquy sanmn darejesi. Daslep tomendegi eki
lemmani dalillewsiz keltiremiz.

1-lemma. Meyli, (A, A)— Q kdplikte ormnlangan
gdlegen kesim bolsin. ¥V & >0 racional san berilse de,

a’' — a < g tensizlikti qanaatlandiratugin a € A, a’' e A’
racional sanlar bar.

2-lemma. «,feR sanlar berilgen bolsin. ¥ ¢ >0 racional
san berilse de,5 5,2’ c Q, a < a’ sanlar tabilip,

asa<a,

a<ac<a tensizlikler orinli bolsa, onda o = g bolad.

a'-a<e

a) Haqiyqiy sannmn putin darejesi. Biz jogarida eki
haqiyqry sannin kobeymesinin aniqlamasin berdik. N dana
Ay, Ay ..., O haqiyqry  sanlardin 010y ... QA
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kobeymesi de usi jol menen aniqlanadi. Eger ¢ =g, =... =, =«

bolsa, onda ., . ., kobeyme @ sanmin N- ddrejesi dep

| S —
n

ataladi ham " dep belgilenedi: ., . ., -3a".

(S —
n

Bul keltirilgen aniglamadan ham haqiyqiy sanlar ustindegi
amellerdin qasiyetlerinen tomendegiler kelip shigadi. «,feR

ham N,M e N bolsin.

an .am :an+m’

1) Toémendegi tensizlikler orinli: a"-pt=(a-p),
(an)m — an-m
n
& g (n>m);

2) eger N >M ham ¢ >1 bolsa, " > a™ bolip, al eger
O < a <1bolsa, " < a™ boladi.
3) eger o > 3> 0 bolsa, onda " > " bolad.

VvV aeR (a=0) san ushm bul sanga keri 1 san bar ekeni
a

malim. 4 1 1 kobeyme « sannin — n- ddrejesi dep
aaa
n
ataladi ham " dep belgilenedi: ,n _ 1
n
a

a # 0 sannin nolinshi darejesi 1 ge ten: «° =1.

b) Haqiyqiy sannan alingan tibir. Meyli O <o € R
ham bazi bir N € N san berilgen bolsin.

11-amqglama. &" =g (*) tenlemenifi on sheshimi «
sannan almgan - 7ubir dep ataladi ham ol Ve dep belgilenedi.

Bul aniqlamanin korrektligin, yagniy (*) tenlemenin ¢
sheshimi barligin ham jalgiz birew ekenin korsetemiz.
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Bunin ushin Q koplikti
A, =Q7u{0}u{r:reQ, r>0,r" <a},
Al ={r':r’eQ, r'>o,r" >a}
koplikler jardeminde jazip alamizz Q=AU A . Usilay
dazilgen A, ham A/ koplikler Q koplikte (A, A,) kesim
dazetuginin koriw ouyin emes. Bul kesim amglaytugin haquyoiy
sandi 5 dep belgileymiz: & = (A, A,) .

Jogaridagr 1- lemmadan V & >0 racional san ushin
r'—r <g tensizlikti qanaatlandiratugin  r € A, ham
r’' e A, sanlar bar. Bul sanlardii alimwinan O <r <& <r’
ham demek, r" < &" < r'" tensizlikler orinli.

A, koplikte O <r<r'<r, bolgan . sandi (bunday san

hamme waqit tabiladi) alsaq

rrn _ rn -2 n-2

= =)+ " " <
<(r-rynrt<en-gt
tensizlik orinl boladi. Bunnan V¥ & > 0 racional san ushin (

!

- ° boyinsha) sond ham ¢’ < A
& = san boyinsha) sonday r e A, him r’'e A/
0

sanlar tabihp, r" < &" <r'™ ham r'" —r" < ¢ tensizlikler orinh

bolad:.
Ekinshi tarepten, (A ,A)) kesimnin duaziliwi boyinsha

r" <o <r'" tensizlikler orinli. Solay etip, 2- lemmanin
hamme shartlerinin ormnlanatuginin  korsettik. Usi  lemma

boyinsha &" = o boladt.
Solay etip, (A, A)) kesim menen aniglangan ¢ san (*)

tenlemenin sheshimi boladi. Bul tenlemenin sheshimi jalgiz
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birew. Haqiyqatinda da, eger &, &, sanlar (*) teflemenif
sheshimi bolsa, yagmy &' =, & =« bolsa, onda

G-8=(G-5)0E +68 "+ +§575+57)=0
tenlikten £ — &, =0, yagmy & = &, ekenligi kelip shigadi.
¢) Haquyqiy sannin racional darejesi. Biz o« € R sannin
putin darejesinifi, sonin menen birge « >0 sannan alingan

N — darejeli tubirdin aniglamasin berdik. Endi « >0 sannmin
racional darejesi tusinigin keltiremiz. Har bir racional san

qisqarmaytugmn . _M (meZ,neN) bolshek  korinisinde
n

anlatilatugint malim. « >0 haquyqiy sannin I racional darejesi
m

a" =a" =(Ya)™ kériniste aniglanadi.

Meyli, «,peR, (R,— of racional sanlar kopligi),
r,,r, € Q sanlar berilgen bolsin. Tomendegi apiway1 qasiyetler
ormli;

1) a"-a? =a"t";

2) (a")?=a"";

3) oy _a".

V=5

4) "o ="

%) (@ p) =o' p";

6) o >1 bolsa, r, <1, = a" < a”;

7)0O<a<1bolsa, r<r,=a" >a?;

a =1 sannin galegen racional darejesi de, qalegen haqiyqiy
darejesi de 1 ge ten: 1% =1.

d) Haqiyquy sannin haqiyqiy darejesi. « >1 haqiyqiy san
berilgen, al g <R san Q koplikte ormlangan (g, g7 kesim
menen aniqlangan on san bolsin: B=(B,B), p>0.Hamme teris

b

haqryquy sanlar, nol ham «~ (b € B) korinisindegi on haqiyqry
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sanlardan duzilgen koplikti e haribi, al bul koplikti haqiyqry
sanlar kopligine toligtitwsh1 koplikti E’ simvoli menen
belgileymiz: E’ = R\ E . Natiyjede R =E W E’ Kkorinisinde
jaziladi. E ham E’ koplikler R koplikte (£, E’) kesim orinlaydi.
Haquyqatinda da, duziliwi boymsha £ koplik bos emes: E = Q.
Son o <a” (beB,b’eB’) bolgan ushin E képlik
joqaridan shegaralangan. Demek, sup E = y bar. B kopliktin

en ulken elementi joq, sonligtan < < . Onda y < a® him
a” ¢ E boladi. Bunnan «” & E’. Demek, E'»0. E
kopliktin har bir elementi E’ kopliktin qalegen elementinen kishi
bolatugini aniq. Solay etip, E ham E' koplikler R koplikte
(E, E") kesim ornlaydi.

12-amqlama. (g g7y kesim menen aniglangan haqiyqiy san

o haqiyqy sanmih g — ddrejesi dep ataladi ham a? dep
belgilenedi: o# = (E,E')

Eger p — san teris san bolsa, onda _, _ i,, dep qaraymiz.
=

Eger O <« <1 bolsa, onda ,» :(i)—ﬂ dep alip jogarida
o

garalgan jagdayga kelemiz. On haqiyqiy sannin haqryqry darejesi
tisiniginen paydalanip, mina teoremaga kelemiz.

S-teorema. Qalegen o =1 ham , on haqiyqiy sanlar ushin
al = y tenlemenin sheshimi bar ham jalgiz birew.

13-amqlama. Berilgen « =1 ham ) on haqiyqly sanlar
ushin ¢” =5 tefilemenin g — sheshimi Y sanmni o tivkarh
logarifmi dep ataladi ham g = log,, » dep belgilenedi.

6-§. Haquyqiy sanmin moduli ham onmin qasiyetleri
Endi haqiyqly sannin moduli (absolyut manisi) tasinigin
keltiremiz.
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o € R haqiyquy sannin moduli (absolyut manisi)

a, a>0,
‘a‘:z 0, a=0,
-a, a<0

tenlik penen aniglanadi.
Haqiyqiy sannin modulinin gasiyetleri:
1° v x e R san ushin ‘x‘ >0, ‘x‘ :‘_x
gatnaslar orinlr.
2°. ¥ x e R san ushin X <M (M>0)him —M <x<M

X<

X

, —x<[X

tensizlikler tef kushli.

3% Vv x € R san ushin ‘X‘SM (M>0) hdm —M <x<M
tensizlikler tef kushli.

4. x, y € R sanlardin qosindisinin moduli bul sanlardin

modullerinin qosindisinan kishi emes: ‘x + y‘ < ‘X‘ + ‘y‘

Bul gasiyet qalegen sandagi haqiyqiy sanlar ushin orml:
Sanlar  qosindisimn moduli  usi  sanlardin - modullerinin
qosindisinan kishi emes.

59, X,y € R sanlardih kobeymesinii moduli bul sanlardif

modullerinifi kobeymesine ten: ‘x . y‘ = ‘X‘ M
7°. x, y € R sanlardin qatnasimii moduli bul sanlardin
X

y

I (y=0)"
M

modullerinin gatnasina ten:

7-§. Haquyquy sanlardi geometriyaliq suiwretlew
Biz har bir racional sanga sanlar kosherinde bir nogat saykes
keletuginin korsettik. Sonin menen birge racional bolmagan
nogqatlar da bar ekenin (misali, J2 sant) anigladiq.
Endi har bir haqiyqiy sanga da sanlar kosherinde bir nogat
saykes keletugmnin korsetemiz. Bunii ushin har bir irracional

sanga sanlar kosherinde bir nogat saykes keletuginin korsetiw
jetkilikli.
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Biz haqiyquy sanlar kopligi toligliq (Gzliksizlik) gasiyetine iye
ekenin korsettik. Tuwrt siziq noqatlarmin kopligi de toligliq
qasiyetine 1iye. Daslep tuwri siziq noqatlarmin kopliginde

ormlangan kesim aniqlamasin beremiz.

14-amglama. Eger | tuwn siziq nodqatlarmin  kopligi
tomendegi shartlerdi qanaatlandiriwshi A him & kopliklerge
boleklense, onda o him & keplikler | képlikte kesim ormlayd:
dep aytiladi ham bul kesim (# , &) simvoli menen belgilenedi

.M 20, & +0.

0. M L& =,

3°. Sanlar késherinde V M €/ nogat V P € & nogattan
shepte jaylasgan.

Tuwrt sizigtin uzliksizlik qasiyeti. | tuwn s1z1q nogqatlarinin
koépliginde ormlangan har bir (4 |, & ) kesim tuwr1 s1ziqtif jalgiz
bir M nogatin aniglap, bul noqat ya off kopliktin en on nogati,

ya & kopliktin en shep noqgati boladi.
7.1. Irracional sanlardi geometriyaliq suwretlew. Meyli,
bazi bir ¢ irracional san berilgen bolip, bul san Q racional

sanalar kopliginde ormnlangan (A, A”) kesim menen aniqlangan
bolsin: ¢ = (A, A’). Bunda A koplikte en ulken, al A’
koplikte en kishi element joq. | tuwri sizigta A ham A’ képlikler

duzgen racional noqatlar kopliklerdi, saykes tarde, A ham A
dep belgileymiz.

A koplik noqatlari ishinde en on noqat, al A’ koplik noqatlari
ishinde eh shep nogat joq ekeni amq. | tuwrn sizigtin shep

tarepinde A kopliktin  keminde bir nogati bar noqatlardan

duzilgen koplikti ¢ haribi menen, al bul koplikti | tuwri s1ziqqa
toligtiriwshi koplikti ¢’ simvoli menen belgileymiz: ¢’ =1\C .
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Bul ¢ ham ¢’ koplikler | tuwn sizigta kesim orinlaydi. Usini
koérsetemiz.

A =@ bolgani ushin a e A racional san bar. | tuwn sizigta

bul sanga saykes keletugin P, nogat A koplikke derek. Demek,
P, e C. Bul c =0 ekenin bildiredi. c’© ekeni de usigan
ugsas korsetiledi.

¢ ham ¢’ kopliklerdin duziliwinen C U C’=1 ham ¢
kopliktin har bir nogatt ¢’ kopliktin galegen noqatinan shepte
jaylasatugini kelip shigadi. Demek, ¢ ham c’ koplikler | tuwri
sizigta (c,c’) kesim orinlaydi. Tuwr siziqtifi gasiyeti boyimsha

(c,c) kesim jalgiz bir nogatt1 amqlaydi. Bul nogatt1 P, dep

belgileymiz. A koplikte en on nogat bolmagani ushin P, ¢ A,

sonin menen birge, A’ koplikte en shep noqat bolmagani ushin
R, ¢ A'. Demek, P, ¢ AU A’ bolip, bul nogat racional sanga
saykes keliwshi nogat bolmaydi. Ust P, mnoqatti « irracional
sanga saykes qoyamiz.

7.2. Haquyqily sanlar képligi menen tuwr siziq
noqatlarinim képligi arasindagy bir manisli saykeslik. Biz har
bir & € R haqiyqiy sanga | tuwr sizigta bir P, noqat saykes

qoyilatuginin kordik. Endi kerisinshe, | tuwri siziqta bir nogatina
bir haqiyqiy san saykes qoyilatuginin korsetemiz.

Sanlar kosherinde bazi bir P noqat alayiq, bul nogat, meyli,
O nogattan onda jatSin. p nogat sanlar kosherinde Op kesindi
hasil qiladi. O masshtab kesindisin op kesindi boylap
jaylastiramiz. Bunda tomendegi eki jagday boliw1 mimkin:

1;) o kesindi op kesindide a, (a,— pultin san)

martebe toliq jaylasadi. Bul jagdayda OP kesindinin on ushi
bolgan p noqatqa us1 a, putin san saykes qoyiladi. @, san p nogat



koordinatasi (abscissasi) dep ataladi. Demek, bul jagdayda p
nogatga a, putin san saykes qoyiladi.

2;) OE kesindi op kesindide a, (a,— putin san)
martebe jaylasip, OP kesindiden sp kesindi artip qaliwi yaki
OE kesindi op kesindide a,+1 martebe jaylasqanda OP
kesindige PQ kesindi jetpey qaliwi mumkin. Bul jagdayda op
kesindinin on ushi bolgan p nogatga a, sand1 «kemisi» menen, al
a, +1 sandi «artig» menen saykes qoyiw mamkin. p nogatoa

saykes keletugin haqryqiy sandi tabiw magqsetinde OE masshtab
kesindisinin 1 bolegin alip, on1 SP kesindi boylap jaylastiramiz.
10
Bunda jane mina eki jagday boliw1 mamkin:
1,) OE kesindinin 1 bolegi Sp kesindide 5 (a, — putin
10
san) martebe jaylasadi, bul jerde a, — 0,1,2,...,9 sanlarmn biri.

Bul jagdayda, p nogatqa 5 & san saykes qoyiladi.
10

2;) OE kesindinin 1 bolegi sp kesindide 5, (a, — pltin
10
san) martebe jaylasip, sp kesindiden s p kesindi artip qaliwi
yaki OE kesindinin 1 bolegi PA kesindide a, +1 martebe
10
jaylasganda aQ kesindi jetpey qaliwr mimkin. Bul jagdayda p

nogatqga 8,8, =a, + & san  «kemisi»  menen,  al
10
ay,a, + 1_ a, + & 1 san «artigi» menen saykes qoyiladi.
10 10 10

Bul jagdayda p nogatqa saykes keletugin sandi izlew procesi
dawam etedi. Bul processti n martebe takirarlaganda jane mina
eki jagday boliw1 mumkin:
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1,) opP kesindide OE kesindi @, martebe, OE kesindinin
1 bolegi a, Martebe, OE kesindinin 1 bolegi a, martebe h. t.

10 10°
b., OE kesindinin 1 bdlegi a, martebe jaylasadi. Bul jagdayda
10"
P nogatga
ay,a,...a —ao+ﬁ+i+ a
R 10 10 7710

san saykes qoyiladi.
2,) P mnoqatqa saykes keletugin sandi izlew procesi

tamamlanbaydi. Bul jagdayda P nogatoa

al aZ a'n
A,y ... 8, =ag + ~+ S+ -
10 10 10
san «kemisi» menen al
ag, aa, ...a, =4 L B I 3, +1
R T I T G T

san «artig1» menen saykes qoyiladi.

Bul process sheksiz dawam etsin deyik. Onda P nogatga
saykes keletugin sand1 tabiw ushin joqarida alingan sanlardan (
Vv n e N ushin)

a. a a
C=1qr: reQ, r<ag+ ++-2 4. -0t
{ Q °710 10° 10“}

a, a a
C'=<r: reQ, r>a,+—+—2+...+ ”}
{ Q ° 10 10?2 10"

kopliklerdi dizemiz. Bul koplikler @ koplikte (C,C’)
kesim ormlaydi ham bul kesim bazi bir & haqiyquy (irracional)
sand1 aniqlaydi: o = (C,C’). P noqatqa 4ne ust <& sandi
saykes qoyamiz.

P nogat O nogattan shepte jatgan jagdayda da ogan saykes
keletugin haqiyquy san tabiladi, bul san teris boladi.

Solay etip, tuwri siziqta alingan har bir noqgatqa bir haqryqry
san saykes qoyilad1 eken.
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Demek, tuwr sizigta alingan har bir nogatqa bir haqiyqiy san
ham kerisinshe, har bir haqiyqry sanga tuwr sizigta bir noqat
saykes keledi: P, >a, a—>P, (a¢cR, P, el).

8-§. Shegaralangan sanh képlikler

Bul paragrafta biz galegen haqiyqiy sanlar kopligin qaraymiz,
bunday koplikti {x} simvoli menen belgileymiz, al bul koplikke
derek sanlardi bul kopliktin elementleri yaki nogatlar: dep
ataymiz. Qaralatugin (x} kopliktin keminde bir elementke iye
boliwin (bos koplik bolmawin) talap etemiz.

8.1. Jogaridan ham témennen shegaralangan képlikler.

l-amqglama. Eger Vv x e {x} element X<M (x=m)

tensizlikti ganaatlandiratugin M san: (M sani) tabilsa, onda
{x} koplik jogar:dan (tomennen) shegaralangan dep, al M sam
jogarg: shegarasi (M san1 tomengi shegaras:) dep ataladu.

Qalegen jogaridan (tomennen) shegaralangan {x} koplik
sheksiz kop jogarg: (tomengi) shegaraga iye. Haqiygatinda da,
eger M sam (m san) {x} kopliktih jogargi (tomengi)
shegaralarinin biri bolsa, onda v M’>= M (V¥ m’'<m) san: da
kopliktin jogar: (tomengi) shegaras: boladi. Misali, hamme teris
(on) haqryquy sanlar koépligi jogaridan (tomennen) shegaralangan.
Bul kopliktin jogarg: (tomengi) shegaras: sipatinda galegen teris
emes (on emes) sandi alhiw mamkin. Natural sanlar (on emes patin
sanlar) kopligi tomennen (joqaridan) shegaralangan. Bul kopliktin
tomengi (jogarg1) shegarasi sipatinda galegen m<1 (M =0)
sand1 aliw mumkin.

2-amiqlama. Ham jogaridan, ham tomennen shegaralangan
koplik shegaralangan koplik dep ataladh.

Basgasha aytqanda, eger v x e {x} element m<x<M)

tensizliklerdi ganaatlandiratugin M ham M sanlan tabilsa,
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onda {x} koplik shegaralangan kdplik dep ataladi. Solay etip,
sanlar kosherindegi shegaralangan koplik degende tolig1 menen
bazi bir kesindige jaylastiriw mumkin bolgan koplikti tisinemiz.

Jogaridan shegaralangan kopliktin joqart shegaralarinin
ishindegi en kishisinin hdm tomennen shegaralangan kopliktin
tomengi shegaralarmin ishindegi en ulkeninin bar boliwi
haqqindagi maselenin qoyiliw1 tabiyiy.

3-amqlama. Joqaridan (tomennen) shegaralangan {X}
kopliktin joqarg1 shegaralarinin en kishisi (tomengi shegaralarinin
en ulkeni) bul képliktin dal jogar$: (dal tomengi) shegarasi dep
ataladi ham sup{x} (inf {X}) simvoli menen belgilenedi.

Bul aniglamani basqasha beriwge de boladi: Eger tomendegi

eki shart ormlansa, onda X sami (X sani1) joqaridan (tdbmennen)
shegaralangan {X} kopliktin dadl jogargi shegarasi (dal tomengi
shegarasi) dep ataladr:

1) wvxe{x} element x<x (x>x) tensizlikti
ganaatlandiradi;

2) x'<x (x">x) shartti qanaatlandiratugin galegen
X' e {X} (x"e {X}) element ushin X>X'(X<X") tensizlikti
qanaatlandiratugin x e {x} element bar.

Bul amglamadagi 1) shart X sam (X san1) {x} kopliktin
jogargr (tomengi) shegaralarinin biri ekenin, al 2) shart bul
jogarg1 shegaralardin en kishisi (tomengi shegaralardin en tlkeni)
bolip, oni kishireytiw (alkeytiw) mumkin emesligin bildiredi.

Kopliktin dal joqarg: (dal tomengi) shegarasi 6zine derek
boliw1 da, bolmaw1 da mamkin.

8.2. Kopliktin dal shegaralardin bar boliwi.

1-teorema (tiykarg teorema). Jogaridan (tomennen)
shegaralangan kopliktin dal joqarg: (dal tomengi) shegarasi bar.


file:///e:/Сапаров%20З.%2019.08.2017/МатАн-ГС-02/МА-3-2.htm

Dalillew: Biz galegen joqaridan shegaralangan kopliktin dal
jogarg1 shegarasi bar ekenin dalilleymiz. Har bir témennen

shegarlangan kopliktin dal tomengi shegarasi bar ekeni usigan
ugsas dalillenedi.

Meyli, {X} koplik jogaridan shegaralangan bolsin, yagniy
Vv x e {x} element x <M tensizlikti qanaatlandiratugim M
sani tabilsin ham {x} kopliktin elementleri arasinda en ulkeni bar
bolsin. Om X, dep belgileyik. Demek, v x e {x} ushin x < x,
bolip, X, san {X} kopliktin joqargr shegaralarmin biri boladi.
Birag {X} kopliktin jogarg: shegarasi bolatugin har bir m san
X, sannan kishi emes, yagniy X, <M sebebi x, e {x}. Al bul
X, san {x} kopliktin joqarg: shegaralarinin en kishisi bolatuginin
bildiredi. Bul jagdayda teorema dalillendi.

Endi {x} kopliktin elementleri arasinda en lkeni joq bolgan
jagdayd1 qaraymiz. {X} kopliktin joqar1 shegaralarman dazilgen
koplikti F’ dep, al F’ koplikke derek bolmagan hamme haqiyqiy
sanlar kopligin F dep belgileymiz. {X}C F boladi. F ham F’
koplikler R haqiyqiy sanlar kopliginde (F,F)kesim orinlayd.
Dedekind teoremasi boyinsha bul kesim bazi bir haqiyqiy sandi
aniglaydi: o = (F,F"). Bul san F kopliktifi, demek, {X}C F
bolganliqtan {X} kopliktin de joqargi shegarasi, yagniy
o F’. Somn menen birge bul san F' kopliktin
elementlerinin en kishisi. Teorema dalillendi.

Saldar. Har bir shegaralangan {X} kopliktin ham dal jogar-
§1, ham dal tomengi shegaralart bar hdm inf {x} < sup{x}.

8.3. Kopliktin dal joqarg ham dal témengi shegaralarinim
qasiyetleri.

1°. Eger {x} koplik jogaridan shegaralangan koplik him
E  {x} bolsa, onda sup E <sup{x}.
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Ddlillew. Tiykarg: teorema boyinsha {x} kopliktin dal
jogarg: shegarasi bar: Sup{X}za. Endi Ec {X} bolganligtan
E koplik te jogaridan shegaralangan, meyli, supE = o,
bolsin. Biz ¢; <« bolatugmin dalilleymiz. Kerisinshe
uygaraylq, yagnly «, >« bolsm. Onda o, >a>a«

bolatugin a racional san tabiladi. , san e kopliktin dal joqari

shegaras1 bolganliqtan Otf >a bolatugim o; € E san tabilad.
Demek, af > boladi. Biraq, ekinshi tarepten, Ec {x} ham
sup{x} =a bolganhgtan o, <a tensizlik ormnli Qarama-
qarsihiqqa kelemiz. Solay etip, o, < arYagniy supE <sup{x}
bolad.

2°. Eger {X} koplik tomennen shegaralangan koplik ham
E < {x} bolsa, onda: inf E > inf{x}.

Bul gasiyet 1°- gasiyettey dalillenedi.

3°. Eger {X} koplik shegaralangan koplik ham E < {X}
bolsa, onda

inf{x}<inf E <sup E <sup{x}.

4% Eger V x e {x} ushin X < tensizlik ormlansa, onda
SUp{X} < a tensizlik orinli bolad1

Dalillew. {X} kopliktin hamme elementleri menen o Sannan
e koplik dizemiz E={x}U{a}. Bunnan {X}c E ham 1%
gasiyet boymsha sup{x}g SUP E tensizlik ormnli. Bul tensizlikten
sup E = « bolganligtan sup{x} < « tensizlik kelip shigadi.

50. Eger v x e {x} ushin X2/} tensizlik ormlansa, onda
inf{x}> # tensizlik orml bolad:.

Bul qasiyet 4°- gasiyettey dalillenedi.
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6°. Eger {x} koplik joqaridan shegaralangan ham
sup{x}: o bolsa, onda vV &£>0 san ushin X' >a — &
bolatugin x’ e {x} element bar.

Dalillew. Kerisinshe uygarayiq, yagny Vv x’ e {x} ushin
x'<a — & bolatugin & > O san tabilsmn. Onda 4% gasiyet
boyinsha sup{x}s a—¢, yagnyy o < a — & tensizlik orml
boladi. Bul qarama- qarsiliq tastiyiqlawdin dalili boladi.

7°.  Eger {X} koplik tomennen shegaralangan ham
inf {X}Z p bolsa, onda v £>0 san ushn X'<f+¢
bolatugin X" € {X} element bar.

Bul gasiyet 7°- gasiyetke ugsas dalillenedi.

R haqiyqiry  sanlar  kopligine VxeR ushin
X > —o0, X< 4oo (asiyetler menen — o© him + oo
simvollarm  biriktirip, R=RuU{-co}u {+ow} koplikti hasil
gilamiz.

Bul simvollardin kiritiliwi shegaralanbagan kopliklerdin de
dal joqargr ham dal tomengi shegaralarin kiritiwge mumkinlik
beredi.

Eger {X} koplik joqaridan shegaralanbagan bolsa
sup{x}=-+oo, al tomennen  shegaralanbagan  bolsa,
inf {X} =—00 dep alinad1.

8.4. Arahqlar. Sanlar kosherinin bir neshe ules kopliklerin
qaraymiz.

1°. [a,b] = {x ceR:a<x< b}— [a,b] Kesindisi (segmenti);

2°. [a,b)={xeR:a<x<b}- (ah) yarim kesindisi (yarim
intervali, yarim segmenti);

(a,b]={xeR:a<x<b}- (ab] yarim kesindisi (yarim
intervali, yarim segmenti);

3% (a,b)={xeR:a<x<b}- (ab) interval;
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£ (a—g,a+¢e) (e>0) intervall a nogatti &-
dogeregi dep ataladi.

5°. a noqatt1 6z ishine aliwshi qalegen interval a nogattiri
dogeregi dep atalad.

6° [a,+ ) ={xeR:x>a}- [a, +o0) nurs;

7°. (@, +o)={xeR:x>a}- (a, + o) yarim tuwri sizig1;

8°. (—o0, + 0) = {X eR:—w<x< +oo}- sanlar kosheri.



2- BAP
SANLI I1ZBE-1ZLIK HAM ONIN LIMITI

1-§. Sanh izbe-izlik
1.1. Sanh izbe-izlik tdsinigi. 1-amiqlama. Eger har bir
ne N natural sanga malim mzam boyinsha bazi bir x haqiyqiy
san saykes qoyilsa, onda
Xn }

n

Xy Xoyeewy Xpyyoew (1)

nomerlengen haqiyqiy sanlar kopligi san/: izbe-izlik yaki izbe-izlik

dep ataladi. Har bir  can (1) izbe-izliktin elementi dep ataladi.
Misallar.1). , 1. , 11 1

nT U237
2y, =(-)": -1 -11 ..,-11 ..
3, . ;1 11 D"
n n - 2" 3477 n
Hu,=1: 1,1, ..,1 ..
5) 0,3; 0,33, 0,333; ... ,0,333...3;
%/_J

n

6)1, 1, 2, 3 5 8 13 21

73, 1 4,

Keltirilgen misallardan korinip turgaminday ayirim izbe-
izliklerdin uliwma agzalar1 formulalar arqali anlatilip, olardin
hamme elementleri us1 formulalar jardeminde tabilsa, ayirim izbe-
izliklerdin elementlerin malim qagiydalar jardeminde tabiw
mumkin. Misali, 6- misalda keltirilgen izbe-izliktin elementleri

X =1 X,=1 X,=X,,+X,, (N=3)
gagtyda menen tabiladi. Bunday gagiydalar, adette, rekurrent
qagiydalar dep atalad1. 1zbe-izlik elementleri Fibonachchi sanlar
dep ataladi.
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7- misalda keltirilgen izbe-izlik 7z saninin, saykes thrde,
birinshi, ekinshi h. t. b. cifralart. 7z irracional san bolip, ol
sheksiz, periodsiz onliq bolshek korinisinde jazilatugini maélim,
izbe-izlik elementlerin tabiwdin malim qagtydasi joq.

Izbe-izliktin elementlerinin san1 sheksiz. bolip, bul izbe-izlik
elementlerinen duzilgen koplik sheksiz koplik te, shekli koplik te

boliwr mumkin. Misali, =1: 1 11 1 _ izbe-
"TnT T 23 T
izliktin elementlerinen  duzilgen { 111 } koplik-
"2°3 '’
sheksiz koplik, al y =(-)": -1, 1 -1, 1 .., -1 1, ... izhe-

izliktin elementlerinen dizilgen {~1, 1} koplik- shekli koplik.
(1) izbe-izlik penen birge
Vot Vi Yores Yoo o ()

izbe-izlikti qaraymiz.
(X0 + Yo b X+ Vo0 Xo + Yo, ooy Xy + Yy, ... 1ZDE-iZlik (1) ham (2)
izbe-izliklerdin qosindist,
{Xn _ yn}; X; = Yis Xo = Yoy ooy Xy — Yy oo 1ZDE-1ZIIK- ayirmast,

X0 = Yo i X Yas Xo = Yoo ooy Xy = Yo -ov izbe-izlik- kébeymesi

5 X X X X : izl
ham {n};l, 22 2 (YneN y, #0) izbe-izlik-
Yo) V1 Y2 Yn
qatnasi dep ataladi.
Eskertiw. Eger {y 1 izbe-izliktin tek shekli sandag

elementleri nol'ge ten bolsa, onda {Xn} qatnastt hamme y
yn
elementler nol’den 6zgeshe bolatugin nomerden baslap aniqlaw
mumkin.
1.2. Shegaralangan izbe-izlikler. Har bir izbe-izliktin
elementleri bazi1 bir sanli koplik duzedi. Joqaridan shegaralangan,
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tomennen shegaralangan, shegaralangan koplik tusiniklerine
tiykarlanip, biz tomendegi aniqlamalarga kelemiz.

Meyli, baz1 bir {x_} izbe-izlik berilgen bolsm.

2-amqglama. Eger vn nomer ushn x <M (x,>m)
tefisizlik ormli bolatugin M sani (n sam) tabilsa, onda bunday
izbe-izlik jogaridan (tomennen) shegaralangan izbe-izlik dep, al
M sani (m sam) {x_} izbe-izliktin jogarg: (témengi) shegaras
dep ataladi.

3-amqlama. Ham tomennen, ham joqaridan shegaralangan
izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik dep ataladu.

Basgasha aytganda, eger vn nomer ushin m<x <M
tensizlikler ormli bolatugin m hidm m sanlar1 tabilsa, onda

bunday izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik dep ataladu.
Bul aniglamani1 basqasha formada da beriw mumkin: eger
Vv n nomer ushin ‘Xn‘ <M tensizlik ornli bolatugn M >0 san

tabilsa, onda {x_} shegaralangan izbe-izlik dep atalad:.

Elementlerinen  duzilgen  sanli  koplik  joqaridan
shegaralangan, tomennen shegaralangan ham shegaralangan
koplik  bolatugin  izbe-izlik, saykes tirde, joqaridan
shegaralangan, tomennen shegaralangan ham shegaralangan izbe-
izlik boladi.

Shegaralangan izbe-izlik degende hamme elementlerin bazi
bir kesindinin ishine toliq jaylastitw mimkin bolgan izbe-izlikti
tusinemiz.

Elementlerinen dizilgen sanlh kopliktin dal joqargi (dal
tomengi) shegarasi {x 1 izbe-izliktifi déal joqarg (dal tomengi)
shegarasi dep ataladi ham sup{x,} (inf{x,} simvoli menen

belgilenedi.
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4-amiqlama. v A>0 san ushin (bul san qanday tlken san
bolsa da) {x } izbe-izliktin X,|> A tensizlikti qanaatlandiratugin

keminde bir elementi bar bolsa, onda bul izbe-izlik
shegaralanbagan izbe-izlik dep ataladi.

Bul aniglama kéz garasinan tek joqaridan yaki tek tomennen
shegaralangan har bir izbe-izlik shegaralanbagan izbe-izlik
boladi.

2-§. Izbe-izliktin limiti
5-amqlama. Eger v £ > 0 san ushin 3 N = N (&) nomer

tabilip, n > N nomerler ushin |x, —a|<¢ tensizlik ormnli bolsa, a

san {x,} izbe-izliktin limiti dep ataladi ham lim X =a yaki

N—o0
X, — a dep jazilad.

Shekli limitke iye izbe-izlik jiynagl izbe-izlik dep ataladi.
Jiynaqli emes (yagniy shekli limitke iye bolmagan) izbe-izlik
tarqaliwshi izbe-izlik dep ataladi.

Adette, (a—g, a+¢) interval & noqattn & - dogeregi

dep ataladi him U _(a):=(a—¢, a+¢) dep belgilenedi.

X, —aj<e tensiziki a—s<x<a+e& (1)
tensizlik koérinisinde jaziw mumkin. Geometriya tilinde (1)
tefisizik N > N nomerli X, elementler a nogattin ¢-
dégereginde jatatuginin bildiredi. Bul bizge jiynaqli izbe-izliktin
jéne bir aniqlamasin beriwge mimkinshilik tuwdiradi.

6-amiqlama. Qalegen ¢- dogereginde {Xn} izbe-izliktin
bazi bir nomerden (albette, & > O sanina garezli) baslap hamme
elementleri jatatugin @ nogat tabilsa, onda @ san {x,} izbe-
izliktin limiti dep, al {X,} izbe-izlik jiynaqli izbe-izlik dep
ataladi.

Eskertiw.  Jiynagh  ham  tarqaliwshi  izbe-izliktin

aniqlamasinan izbe-izliktin elementlerine galegen shekli sandagi
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elementlerdi biriktiriw yaki shekli sandagi elementlerdi shigarip
taslaw bul izbe-izliktin jiynaqliligina (tarqaliwshiligina)) tésir
korsetpeytugini kelip shigadi.

7-amqlama. Eger va san hdm Vv N san ushin 3¢>0 san

ham In>N nomer tabilip, |X, — a| > ¢ tensizlik ormli bolsa,

{x,, } izbe-izlik limitke iye emes dep atalad:.
Misallar. Ne 1., 1., 1 1 1 izbe-izliktin

" n’ 23 7' n’
limiti nolge tef ekenin korsetin.
Sh e sh i w. Izbe-izliktin aniglamasi boyinsha v o~ o san

ushin n> N nomerler ushin 1__ (2) tefisizlik ormnli bolatugin
n

N = N (&) nomer korsetiw jetkilikli. (2) tefisizlikten n>1

€
tensizlikti alamiz. Bunnan N = N(g) nomerdi N:[£]+1 dep
&
aliwimiz mumkin ekeni kelip shigadi, bul jerde [1]_ 1 oon
£ &

sannin putin bolegi.

Ne 2. x,=(-D)": -1, 1, -1, 1 .., -1 1 ... izbe-
izlik limitke iye emesligin korsetin.

Sh e sh i w. Kerisinen dalilleymiz. Meyli, berilgen izbe-izlik
shekli a limitke iye bolsin. Onda izbe-izliktin aniqlamasi
boymsha v ¢ >~ 0 san ushin 3 N = N (¢) nomer tabilip, n> N

nomerler ushin ‘(_1)n - a‘ < ¢ tensizlik orinli boladi. Bunnan jup n
nomerler ushin ‘1— a\ <¢ tensizlik, al taq n nomerler ushin

‘1 + a‘ <¢ tensizlik ormli bolatugmi kelip shigadi. Bul
tensizliklerden
2=|1-a)+1+a)<f-a+l+a<e+e=2¢,

yagnly 2 < 2¢ tensizlikti alamiz. Bul tensizlik tek &>1
sanlar ushim orinlt bolip, 0< & <1 sanlar ushin orinli emes. Bul
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aniqlamadagi & >0 sanmn qalegen qilip saylap alimiwina
garama- qarsi. Demek, berilgen izbe-izlik dimitke iye emes.

3-§. Jiynagh izbe-izliklerdin qasiyetleri
1-teorema. Jiynaql izbe-izlik jalgiz bir limitke iye.
Dalillew. Bul teoremani dalillew ushin bizge tdémendegi
lemma kerek boladi.

Lemma. a=#b nogatlardin y _(a) ~U_(a=92 bolgan
U,(a) hdm U _(b) ddgerekleri bar (1- siwret).

T~ T~

a-e o 0+e  p_g b bre

1- sawret
Teoreman: kerisinen dalilleymiz. Meyli, {x 3} izbe-izlik eki

shekli limitke iye bolsin: limx, =a, limx,=b (a=b).
n—oo

Nn—oo

Lemma boyinsha a hiam p nogatlardn U_(a)nU (b =9
bolgan U, (a) ham y _ (b) dogerekleri bar. Izbe-izliktif limitinin
aniglamas: boyinsha v &> o san ushin 3 N’ = N7(s) nOmer
tabilip, n > N’ nomerler ushin X, —a|<¢ tensizlik ham
IN"=N"(¢) nomer tabihp, n > N" nomerler ushin
X, —b|<¢& tensizlik orinli boladi. N =max(N’,N”) dep
alsag, n> N nomerler ushin ham |x, —a|< & tensizlik, ham
\xn —b\ < ¢ tensizlik ornli boladi. Natiyjede izbe-izliktin
n> N nomerli elementleri bir wagitta ham U (@) dogerekke,
ham y _(b) dogerekke derek. Bul U (a) U, (b =O shartke
garama- qarsi. A

2-teorema. Jiynaql: izbe-izlik shegaralangan.
Dalillew. Meyli, |im X, =a bolsin. Izbe-izliktin aniglamasi

nN—o0

boyinsha v >0 san ushin 3N = N(g) NOmMer tabihp, n> N
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nomerler ushin |x, —aj<¢& yagmy a-g<x, <a+¢ tensizlik
ornh. |a—g|,|a+ &, Xy, [%y, ..., [xy| sanlarda en ulkenin
M dep belgilesek, V' N nomer ushin |x |<M tefsizlik orinly
boladi. Bul {x_} izbe-izliktifi shegaralanganhgin bildiredi. A

Eskertiw. Bul teoremaga keri tastiyiglaw, uliwma alganda,
orinl: emes: galegen shegaralangan izbe-izlik jiynaqli boliwi shart
emes.

Misal, x =(-)": -1 1, -1 1 .., -1 1 ... izbe-izlik

shegaralangan, biraq limitke iye emes.
3-teorema. Eger jiynaql izbe-izliktin hamme elementleri (en
bolmaganda bazi bir nomerden baslap) x. >p (x,<Q)

tensizlikti qanaatlandirsa, onda bul izbe-izliktin a limiti de usi
tensizlikti qanaatlandiradi: a>p (a<q).

Dalillew. Meyli, {x,} izbe-izliktin hamme elementleri (en
bolmaganda bazi bir N’ nomerden baslap) X, > p tefsizlikti
qanaatlandirsin hdm |im x, =a bolsin, biz bul izbe-izliktin a

n—o0

limiti ushin @2 P tensizlik orinl bolatuginin korsetemiz.

Teoremani kerisinen dalilleymiz. Meyli, a < p bolsin. Onda
izbe-izliktin limitinin aniqlamast boymsha &= p —a san ushin
3N =N(g) nomer tabilip(bul nomerdi N’ nomerden ulken
bolatugin qilip alamiz), n> N nomerler ushmn X, —a| < £
yagniy ‘ X, — a‘ <p-a tefisizlik ormh. Bul tensizlik
—(p—-a)<x,—a<p—a tensizliklerge ekvivalent. Bul
tensizliklerdin ekinshisinen n> N nomerler ushin x_ < p

tensizlik kelip shigadi. Al bul teoremanin shartine qarama- qarsi.
Bul jagday ushin teorema dalillendi.
X, < bolgan jagday da usigan uqgsas dalillenedi. A
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Eskertiw. Eger jiynaql izbe-izliktin hAmme elementleri (en
bolmaganda bazi bir nomerden baslap) x, >p (x,<q) gatal

tensizlikti ganaatlandirsa, onda bul izbe-izliktin a limiti de
a>p (a<q) gatal tensizlikti qanaatlandiriwi shart emes.

Misali, X, =1/n izbe-izliktih hamme elementleri on sanlar,

biraq bul izbe-izliktin limiti nolge ten: jm L ¢
n—o N

Mina teorema da 3- teoremaday dalillenedi.

4-teorema.  Eger  jiynagqh  izbe-iziiktin  a  limiti
a>p (a<q) tensizlikti qanaatlandirsa, onda bul izbe-
izliktin hamme elementleri (en bolmaganda bazi bir nomerden
baslap) x, > p (x, <Qq) tensizlikti ganaatlandirad..

Saldar. Eger jiynaqli izbe-izliktin limiti on (teris) bolsa, onda
bul izbe-iz/iktin hdamme elementleri (en bolmaganda bazi bir
nomerden baslap) on (teris) sanlar bolad.

S5-teorema. Eger jiynagh {x } ham {y \ izbe-izliklerdin
hamme elementleri (ern bolmaganda bazi bir nomerden baslap)
X, <y, (x,=y,) tensizlikti ganaatlandirsa, onda bul izbe-
izliklerdin  limitleri de usi tensizlikti  qanaatlandirad::
limx, <limy, (limx,>limy,)-

n—oo N—o0 N—oo N—ao0

Dalillew. Meyli, [|im X,=a, limy,=b bolsin. a<b
n—oo

nN—o0
bolatuginin dalilleymiz.
Teoremani kerisinen dalilleymiz. Meyli, teoremanin shartleri
ormlanganda a>b bolsin. Onda a>c>b bolatugin ¢ san bar.
Demek, lim X,=a ham a>c. 4- teorema boymnsha en

n—o0

bolmaganda 5 N’ nomer tabilip, n > N’ nomerler ushin x - c.
Somin menen birge limy, =b ham b <c. 4- teorema boyinsha
n—oo

en bolmaganda 5N~ nomer tabilip, n> N” nomerler ushin
Y, <C. Eger N =max(N’,N”) dep alsag, n> N nomerler
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ushin hdm x_~ ¢, ham Yy, <C tefisizlik orml boladi. Bunnan
n> N nomerler ushin X, >y, bolatugin1 kelip shigadi. Bul

teoremanin shartine qarama- qarst.

a>b tensizlik te usigan ugsas dalillenedi. A

Saldar. Eger jiynaqli izbe-izliktin hamme elementleri bazi bir
kesindige derek bolsa, onda bul izbe-izliktin limiti de usi kesindige
derek bolad.

6-teorema. Meyli, {x } ham {y } - limitleri a sanga ten

Jtynaql izbe-izlikler bolsin. Eger {z } izbe-izliktin hdmme

elementleri (e bolmaganda bazi bir nomerden baslap)
x, <z, <y, lensizliklerdi qanaatlandirsa, onda {7 } izbe-izlik

te jiynaql bolip, limiti a sanga ten.
Dalillew. Izbe-izliktin limitinin aniqlamasi boyinsha
lim x,=a=Ve>03IN'=N'(e) n>N' |x,—a|<g,

N—o0

limy,=a=Ve>03N"=N"(¢) n>N" |y, —a<e.

n—oo

Eger N = max(N’,N~) dep alsag, onda n> N nomerler
ushin  ham a-e¢<x,<a+&, ham a-g<y <a+e¢

tensizlikler orinh bolad. Teoremanmn shartinen
a—e<x,<z,<y, <a+ ¢ tensizliklerge iye bolamiz. Bul

tensizliklerden a-e<z, <a+e, yagmy |z, —a|<e tensizlik
kelip shigadi. Demek lim z,, = a bolad: eken. A

n—oo

Bul teorema, adette, izbe-izlikler ushin eki jaglap shegaralaw
principi dep ataladi.

3.1. Sheksiz kishi izbe-izlikler. 8-amqlama. Limiti nolge ten
izbe-izlik sheksiz kishi izbe-izlik dep ataladi.

Misallar. Ne 1. _ 1 izbe-izliktin limiti nolge ten ekenin

n

korsettik (2- § Ne 1- muisal). Demek, bul izbe-izlik sheksiz kishi
izbe-izlik.
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N2 o, =q" (‘q‘ < 1) izbe-izliktin sheksiz kishi izbe-izlik
ekenin korsetin.
Sheshiw. |g<1 tefsizlikten > 1 (q-0) tensizlik kelip

shigadi. Bunnan 1:1+a (@ >0) ham 1n=(1+ a)" (neN)
q q

dep jazzwimmiz mumkin. (1+ )" >1+n-¢« Bernulli tensizliginen
paydalanip, q" < 1 e 1 tensizlikke iye bolamiz.
l+n-a n-«
Endi v o> 0 san ushin izbe-izliktin limitinin aniglamasi

boyinsha n> N nomerler ushin ‘q‘n <& bolatugin N = N (&)

nomerdi korsetiwimiz kerek. Bumifi ushin i< ¢ tensizlikten
n-o

n>i tensizlikti alamiz hdm N(e) = [7] +1= [

a-& \ |
aliw jetkilikli.

Izbe-izliktin  limitinin  aniqlamasinan  paydalanip mina
teoremani dalillew qryin emes.

7-teorema. Eki sheksiz kishi izbe-iz/iktin qosindisi (ayirmasi)
sheksiz kishi izbe-izlik.

Saldar. Shekli sandag: sheksiz kishi izbe-izliklerdin
algebraliq qosindist sheksiz kishi izbe-izlik.

8-teorema. Shegaralangan izbe-izliktin sheksiz kishi izbe-
izlikke kobeymesi sheksiz kishi izbe-izlik.

Dalillew. Meyli, {x_1- shegaralangan, al - {, } sheksiz kishi

]+1 dep

izbe-izlik bolsin. Shegaralangan izbe-izlik aniglamasi boymnsha
Vv ne N ushin ‘Xn‘ <M tensizlik ornlanatugin M >0 san bar.

Sheksiz kishi izbe-izlik aniglamasi boymnsha v o = o san alinsa
da . /A >0 san ushin 3 N nomer tabilip, n > N nomerler ushin

|0£n|<8/ A tensizlik orinli. Kébeymenin moduli moduller
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kébeymesine ten ekenin esapga alip, n> N nomerler ushin

‘Xn 'Ofn‘ = ‘Xn "anH < A.f =¢ tensizlik ormnli bolatuginin
A

kéremiz. Al bul {X,-a,} izbe-izlik sheksiz kishi izbe-izlik
ekenin bildiredi. A

Saldar. Sheksiz kishi izbe-izliklerdinn kobeymesi sheksiz kishi
izbe-izlik.

O-teorema. (x_ 1\ izbe-izliktin limiti a sanga (shekli) ten
boliwr ushin o, = X, — a izbe-izlik sheksiz kishi izbe-izlik boliw:
zarur ham jetkilikli.

Haqiyqattan da, meyli, limx, =a bolsin. Izbe-izliktifi

Nn—o0

limitinin aniglamasi boyinsha V & san ushin 3 N = N (&) nomer
tabilip, n > N nomerler ushin |Xn - a| < & tensizlik orml. Eger

o, = x, —a dep belgilesek, onda |ez,|<& bolip, bul { }-

sheksiz kishi izbe-izlik bolatuginin bildiredi.

Endi, meyli, {x_ } izbe-izlik ham a san berilgen bolip,
a, =X, — a izbe-izlik sheksiz kishi izbe-izlik bolsin. Onda V &
san ushin 3 N = N(g) nomer tabilip, n> N nomerler ushin
|an|<gyagmy |Xn —a|<.9 tensizlik ormnli. Bul {x 1\ izbe-
izliktin limiti a sanga ten bolatuginin bildiredi. A

Solay etip, limiti a sanga (shekli) ten jiynaqli izbe-izliktin x_
elementin x —a + o, arnawl kdriniste jaziw muamkin, bul
jerde o — bazibir {, 1 sheksiz kishi izbe-izliktifi elementi.

3.2. Jiynaqh izbe-izlikler ustinde arifmetikaliq ameller.

10-teorema. Jiynaqli  {x } ham {y 3\ izbe-izliklerdin
qosindist jiynaqly izbe-izlik bolip, limiti {x } ham {y } izbe-
izliklerdin limitlerinin qosindisina ten.

Dalillew. Meyli, limx, =a ham limy, =b bolsm. Bul

n—oo n—o0
jtynaglt izbe-izliklerdin elementlerin arnawli koriniste jazip
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alamiz: x —a 4 o, hdm y —p 4 g, bul jerde , ham g -
saykes turde bazi bir {5 } ham (g} sheksiz kishi izbe-
izliklerdin elementleri. Bul tenliklerden
X, +Y,)—(@+b)=c, + f, tenligi kelip shigadi. Eki
sheksiz kishi izbe-izliktin qosindis1 sheksiz kishi izbe-izlik
bolganligtan 9- teorema boyinsha {x 1 hdm {y 1 izbe-izliklerdif
{Xn +Y, }qosmdlsl jiynaqli izbe-izlik bolip, limiti a + b qosindiga
ten boladi. A

11-teorema. Jiynaqh {x } ham {y } izbe-izliklerdin
ayirmast jiynaqly izbe-izlik bolip, limiti {x } ham {y ) izbe-
izliklerdin limitlerinin aywrmasina ten.

12-teorema. Jiynaqh {x } hdm {y \ izbe-izliklerdin
kébeymesi jiynaql izbe-izlik bolip, limiti {x } ham {y 1\ izbe-
izliklerdin limitlerinin kobeymesine ten.

Dalillew. Meyli, limx, =a ham limy, =b bolsm. Bul

N—o0 N—o0

jiynaqli izbe-izliklerdin elementlerin arnawli Koriniste jazip
alamiz: x —a+ o, hdm y —p4 g, bul jerde , ham g -
sdykes turde bazi bir {5 } hdm (g} sheksiz kishi izbe-
izliklerdin elementleri. Bul tenliklerden
(%0 -Yn)—(a-b)y=a- g, +b-a, +a, -5, tenligi kelip
shigadi. 8- teorema ham onifi saldar1 boyinsha bul tenliktin on
tarepinde sheksiz kishi izbe-izlik elementi tur. Bunnan 9- teorema
boymsha {x } ham (y 1 izbe-izliklerdin {x,-y,} kobeymesi
jiynaglt izbe-izlik bolip, limiti a-b koébeymege ten bolatugini
kelip shigadi. A

Saldar. Jiynaqli {x_} izbe-izliktin ¥ ceR sanga kébeymesi
Jiynaqly izbe-izlik bolip, limiti {x_} izbe-izliktini limitinin ¢ sanga
kobeymesine ten.

1-lemma. Eger {y,} izbe-izliktin limiti b (b 0) sanga
ten bolsa, onda en bolmaganda bazi bir nomerden baslap ) ham
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{y,} izbe-izliklerdin qatnasi bolgan {i} izbe-izlik amglangan
Y
ham bul izbe-izlik shegaralangan.

Dalillew. b =0 ekenin esapga alip, 82@ dep alamiz. Izbe-
2
izliktin limitinin aniqlamas1 boyinsha usi g>0 san ushin

3N = N(g) nomer tabilip, n> N nomerler ushin v, —bl<é
yagniy ly, - b <H tensizlik orinli. b=(b-y,)+y, birdeylikten
! 2
b
2
n> N nomerler ushin v \>H tensizlik kelip shigadi. Bul tensizlik
)

\b\s\b—y ‘ +\y ‘ < +\y ‘ tensizlikke iye bolamiz. Bul tensizlikten

N nomerden baslap {y 1 izbe-izliktin elementleri nolden 6zgeshe

bolatugimnin ham us1 nomerden baslap {1} izbe-izlikti garaw
Yn

mumkin ekenin bildiredi. Bul tensizlikten jane |1 L2 tensizlikti
Yol [o

aliw mimkin. Al bul n nomerden baslap alingan { 1 } izbe-izlik
Yn

shegaralangan izbe-izlik bolatugmnin aflatadi. A

13-teorema. Jiynaqli {x _\ hdm limiti nolden dzgeshe {y 1}
izbe-izliklerdin qatnasi en bolmaganda bazi bir nomerden baslap
amqlangan jiynaqh izbe-izlik bolip, limiti {x \ hdm {y } izbe-
izliklerdin limitlerinin gatnasina ten.

Dalillew. Meyli, limx, =a ham limy,=b=0 bolsin.

N—oo n—oo

Lemma boyimsha bazi bir N nomerden baslap {y 1 izbe-izliktin

elementleri nolden 6zgeshe bolip, {1} izbe-izlik aniglangan ham
Yn

bul izbe-izlik shegaralangan. Biz {Xn_a} izbe-izlik sheksiz
Yo D
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izbe-izlik  ekenin  koérsetiwimiz  jetkilikli. Bunmin  ushin
Xo _a_ Xo-D=Yn -2 teplikten paydalanamiz. {x 1} ham {y }
Yn b Yn- b

izbe-izliklerdin elementlerin arnawli Kkoriniste jazip alamiz:
X, =a+ a, ham Yy, =b+ .- Natiyjede
X, -b—y,-a=(@+a,)-b—(b+p,)-a=b-o,—a- g,
tenlikke iye bolamiz. Demek, *n _ % =i(b ‘@ —a-B,) Endi

yn yn

{1} izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik, al {b-«, —a- B,} izbe-

Yn
izlik eki sheksiz kishi izbe-izliktin ayirmasi sipatinda sheksiz
Kishi izbe-izlik bolganliqtan 8- teorema boyimsha bul tenliktin on
jagindag1 anlatpa sheksiz kishi izbe-izlik elementin beredi.
Bunnan [im 20 = 2 tenlik kelip shigadi. A
oy, b

3.3. Sheksiz ulken izbe-izlikler. 9-amiqlama. v A>(Q san
ushin (bul san qanday ulken san bolsa da) 3N =N(A) nomer
tabilip, n > N nomerler ushin ‘Xn‘ > A tensizlik orinli bolsa, onda
bunday {x 1 izbe-izlik sheksiz uilken izbe-izlik dep ataladu.

Qolayliliq ushin {x 1\ sheksiz ulken izbe-izliktin limiti
sheksiz, yagniy Lm X, =00 dep jaziladi.

Eger ¥ A >0 san ushin (bul san qanday ulken san bolsa da)
IN=N(A) nomer tabilip, n>N nomerler  ushimn
X, >A (x, <—A) tefisizlik ornli bolsa, onda bunday {x_}
izbe-izliktin limiti + o ke (—oo ke) ten dep almadi ham
lim x, =+c0 (lim X, =—00) dep jazilad:.

n—o0 N—o0
Limiti sheksiz izbe-izlik tarqaliwshi izbe-izlik boladi.
Eskertiw. Har bir sheksiz ulken izbe-izlik shegaralanbagan
izbe-izlik, biraq har bir shegaralanbagan izbe-izlik sheksiz tulken
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izbe-izlik boliw1 shart emes. Sebebi, sheksiz tlken izbe-izlik
ushin ¥V A>0 san alinsa da |Xn| > A tensizlik usi izbe-izliktin
bazi bir nomerden baslap hdmme elementleri ushin orinli, al
shegaralanbagan izbe-izlik ushin bul izbe-izliktin us1 tensizlik
ormlt bolgan bir elementin  korsetiw jetkilikli. Misal,
1, 2,1 4 .., 1 2n .. izbe-izlik shegaralanbagan
izbe-izlik, biraq sheksiz ulken izbe-izlik emes, sebebi v A =1 san
ushin izbe-izliktin taq nomerli elementleri A sannan tlken emes.
Misallar. Ne 1. x =(-1)"n: -1 2, -3, 4, ... izbe-izlik sheksiz

ulken izbe-izlik, sebebi ‘(_1)”n =n bolip, v A>0 san alinsa da

n> A tefisizlikti ganaatlandiratugin n € N san hardayim tabiladi.
Ne 2. x —_n hdm Yy, =n izbe-izlikler de sheksiz ulken

izbe-izlikler, olardin limitleri, saykes tarde, limx, =—c0 ham

N—o0

limy, = +oo boladu.

N—o0

14-teorema. Eger {x_1- sheksiz uilken izbe-izlik bolsa, onda

bazi bir nomerden baslap amqlangan { 1 } bolshek sheksiz kishi
X

izbe-izlik, al eger {4 } sheksiz Kishi izbe-izliktiri hdmme

n

elementleri (enn bolmaganda bazi bir nomerden baslap) nolden

ozgeshe bolsa, onda { 1 } bolshek sheksiz uilken izbe-izlik boladh.

an
Dalillew. Daslep teoremanin birinshi bolegin dalilleymiz.

{x,} sheksiz ulken izbe-izliktin tek shekli sandagi elementleri
gana nol'ge tef boliwi mumkin. Sonmi ushin bazi bir N’
nomerden baslap {1} ham ({x 3} izbe-izliklerdin qatnasi bolgan
{ 1 } bolshekti qgarawimiz mimkin. Usi bolshek sheksiz kishi izbe-

Xy

izlik bolatuginin dalilleymiz. v & >~ o san alamiz. Sheksiz ulken

63



izbe-izlik amqlamasi boymsha ! on san ushin 5N nomer (bul
&
nomerdi N’ nomerden ulken qilip alamiz) tabilip, n> N

1 ... L
nomerler ushin |Xn| > — tensizlik orinli boladi. Bul tensizlikten
&

1 _[1]|_ tefsizlik kelip shigadi. Bul | 1| izbe-izlik sheksiz
Xl 1%,
Kishi izbe-izlik ekenin bildiredi.

Teoremanin ekinshi bolegin délillew ushin {, 1 sheksiz kishi

X

n

izbe-izliktin hadmme elementleri (en bolmaganda bazi bir

nomerden baslap) nolden 6zgeshe dep uygaramiz. v A>0 san

alamiz. {o } sheksiz kishi izbe-izlik bolganligtan 1 o san ushin
A

3 N nomer tabilip, n > N nomerler ushin o, | < 1 tensizlik ormli.
n
A

Bunnan ;1 |4

o] ety

sheksiz ulken izbe-izlik ekenin bildiredi. A

A tensizlik kelip shigadi. Bul {1} izbe-izlik
a

n

4-§. Monoton izbe-izlikler

Meyli, bazi bir {Xn } izbe-izlik berilgen bolsin.

10-amqlama. Eger izbe-izliktin har bir kelesi elementi
alding1 elementinen kishi (ilken) bolmasa, yagnlyy ¥V ne N
nomer ushin X, < X,,; (X, =X,,;) tensizlik orinl bolsa, onda
bunday {x,, } izbe-izlik ésiwshi (kemiwshi) izbe-izlik dep atalad:.

Eger izbe-izliktin har bir kelesi elementi alding1 elementinen
ulken (kishi) bolsa, yagnlyy vneN nomer ushin
X, <Xp (X, >X,,,) tensizlik ormh bolsa, onda bunday {x, }
izbe-izlik gatal 6siwshi (qatal kemiwshi) izbe-izlik dep ataladi.



Misall, 1 22 333, ..., nn,..,n,

%r_/
n
izbe-izlik osiwshi, al 2, 2%, 2% , 2" izbe-izlik
qatal 6siwshi izbe-izlik.
Sonday- aq, , 11 11 1 11 1 izbe-
' 2'2" 33’3 “n'n’ 0’
izlik kemiwshi, al x N1 23 4 o ontl o igpe
n 1 2 3 n
izlik  qgatal  kemiwshi  izbe-izlik. = Haqiyqatinda  da,
_n+2 n+1 1 ;
X4 — X =— <0, Yagniyy X > X
MU T i1l n(n+1) nooon

tensizlik ornli.

O’siwshi (qatal 6siwshi) hdm kemiwshi (qatal kemiwshi)
izbe-izlikler, uliwma atama menen, monoton izbe-izlikler dep
ataladi.

Har bir monoton izbe-izlik bir tarepten (yaki joqaridan, yaki

tomennen) shegaralangan. Haqiyqatinda da har bir 6siwshi (qatal
Osiwshi) izbe-izlik tomennen shegaralangan (tomengi shegarasi
sipatinda birinshi elementin aliw mumkin), al kemiwshi (qatal
kemiwshi) izbe-izlik joqaridan shegaralangan (jogarg: shegarasi
sipatinda birinshi elementin aliw mamkin).

Demek, osiwshi (qatal osiwshi) izbe-izlik shegaralangan
boliwit ushin bul izbe-izliktin joqaridan shegaralangan, al
kemiwshi (gatal kemiwshi) izbe-izlik shegaralangan boliw1 ushin
bul izbe-izliktin tomennen shegaralangan boliwi zarGr ham
jetkilikli bolad1 eken.

15-teorema. Jogaridan shegaralangan osiwshi  (qatal
osiwshi) izbe-izlik jiynaql. Eger osiwshi (qatal osiwshi) izbe-izlik
Jjoqaridan shegaralanbagan bolsa, omin limiti + - boladh.

Dalillew. Daslep teoremanin birinshi bolimin dalilleymiz.
Meyli, {x_} izbe-izlik jogaridan shegaralangan osiwshi (qatal
6siwshi) izbe-izlik bolsin. Bunday izbe-izliktin elementlerinen
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duzilgen koplik jogaridan shegaralangan, sonliqtan onin dal

jogarg1 shegarasi bar, bul shegarani a dep belgileymiz:

a;zsup{xn}_. Ust a san {x } izbe-izliktin limiti bolatugmnin
n

korsetemiz.  Birinshiden, kopliktih  jogargi  shegarasimin
aniglamasman V N nomer ushin X, <a (1) tefisizlik orinli. Endi
v & >0 saylap alamiz. Kopliktin dal joqargi shegarasinin
aniglamasi boyinsha {x 1 izbe-izliktifi g — ¢ < x,, (2) tensizlikti
qanaatlandiriwshi keminde bir x element bar. {x,} izbe-izlik
Osiwshi (qatal 6siwshi) izbe-izlik ekenin esapga alip, n> N
nomerler ushin x < x_ (x, < x,) bolatugmin kéremiz. Bul
tensizlikten ham (2) tensizlikten n> N nomerler ushin
a—¢& <X, tensizlikti alamiz. Bul tefsizlikti (1) tensizlik penen
biriktirip, a—e<x,<a<a+¢ tefsizliklerge iye bolamiz.

Demek, n> N nomerler ushin |Xn — a| < & orml eken, al bul

lim x,, = a bolatuginin kérsetedi.

n—o0

Endi teoremanin ekinshi bolegin dalilleymiz Meyli, {x_}-
jogaridan shegaralanbagan osiwshi (qatal Osiwshi) izbe-izlik
bolsin. Onda V A >0 san ushin (bul san ganday ulken san bolsa
da) 3N’ nomer tabilip, x , > A tensizlik ormli boladi. {x -

o6siwshi (qatal 6siwshi) izbe-izlik bolganliqtan n > N’ nomerler
ushin X > Xy (X, >Xy), sonligtan » = A tensizlik orml.

Bul lim x, =+oo bolatuginin bildiredi. A

nN—oo

Eskertiw. Osiwshi (kemiwshi) jogaridan (témennen)
shegaralangan izbe-izliktin elementleri onii limitinen ulken
(kishi) emes.

Mina teorema da 15- teoremaga uqsas dalillenedi.

16-teorema. Tomennen shegaralangan kemiwshi (qatal
kemiwshi) izbe-izlik jiynaqli. Eger kemiwshi (qatal kemiwshi)
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izbe-izlik tomennen shegaralanbagan bolsa, omn limiti — oo

bolad.
Saldar. Monoton izbe-izlik jiynagli boliwr ushin bul izbe-izlik

shegaralangan boliw: zarir ham jetkilikli.

5-§. Monoton izbe-izliktin limiti hagqindag) teoremalardin
qollamiwlar

51. € sam. :(1+1)n izbe-izlikti qaraymiz.
n

a) Bul izbe-izlik qatal 6siwshi.
Berilgen izbe-izliktin qonsi elementlerinin gatnasin tabamiz:
n+l n

KXot _ (1+i)”+1 1+ 1)“ :%:
X n+1 n (n+D)"™(n+1)
n® +2n 1 N+1 1 ,a n+l

1-— . .

[(n+1)2] n = (n+1)2] n

Bernulli tensizligi boylnsha

[_

n

n+1 n

(n+ 1)2 C(+1)?2 n+l

Natiyjede VY neN ushm x,, RELILEY yagnry
X, n+1 n

]n+1

n

X1 > X, bolatugini kelip shigadu.

b) Bul izbe-izlik shegaralangan.
vk>1 ushin ki>2x?1 tensizlik orinli. N'yuton binomi

boyinsha
n n
xn=(1+3)":1+zcnkik:2+zcnkik=
n k=1 n
L1in(n-1)...(n-k+1) Nl k-1
=2+ =2+ 1- 1—7 1-—)<
ék! n kz;kl( n ) :( n )

LI 1
<24+ ), — =3-
kz:zzzk—l 2n—l

tensizlikti alamiz. Demek, v n e N ushin 0 < x,, < 3.
15- teorema boyinsha berilgen izbe-izlik jiynagl.

<3
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11-amglama. y _ (14 1) izbe-izliktin limiti € sam dep
n

ataladi: |im(1+%)n e

nN—oo
Bul san matematikada ahmiyetli rol" oynaydi.
17-teorema. € sani irracional san.
Bul teoremani oqiwshi 6z betinshe dalillewi mamkin.

5.2. Birinin ishine biri jaylasqan kesindiler principi.

12-amqlama. Eger la,b] [a,b] ... . [a,b] ..
kesindiler izbe-izliginin har bir kesindisi kelesi kesindide
jaylasgan bolsa, yagnly v n e N ushmn [a,,,,,b,.,]1<[a,.b,]
qatnas orinli bolsa, onda bunday izbe-izlik birinin ishine biri
Jaylasqan kesindiler sistemas: dep ataladi. Eger bul sistema
kesindilerinin uzinliglarinan duazilgen izbe-izlik sheksiz kishi
izbe-izlik bolsa, onda bunday sistema tartiliwshi sistema dep
ataladi.

17-teorema. (Kantordin kesindilerdin tartiliwshi sistemasi

haqqindagy). Kesindilerdin tartiliwshi  sistemasinin - har  bir
kesindisine derek bolatugin nogat bar ham bul nogat jalgiz birew.

Dalillew. Daslep tartiliwshi sistemanm har bir kesindisine
derek bolatugin C nogat jalgiz birew bolatugmin korsetemiz.
Haqiyqatinda da, sistemanifi har bir kesindisine derek bolgan jane
bir d #c noqat tabilsa, onda aniqliq ushin d >c dep alip, biz
sistemanin hamme [a,,b,] kesindilerine derek bolgan [c,d]
kesindini alamiz. Onda wneNushm b -a >d-c>0
tensizlik ormnli boladi. Bunday boliwi mumkin emes, sebebi
sistema tartillwsh1  bolganliqtan lim(b, —a,)=0- Demek,

n—oo

tartiliwshi sistemanifi hér bir kesindisine derek bolatugin C nogat
jalg1z birew bolad1 eken.

Endi sistemanin har bir kesindisine derek bolatugin C nogat
bar ekenin korsetemiz. Kesindiler sistemasi tartiliwshi
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bolganhqtan sistema kesindilerinin shep shegaralarnmn {a,, }
izbe-izligi o6siwshi, al on shegaralarinin {bn} izbe-izligi
kemiwshi. Bul eki izbe-izlik te shegaralangan bolganlhqtan
(elementleri [a,,b,] kesindige derek) jiynagli. {b —a,} izbe-
izlik sheksiz kishi izbe-izlik bolganhqtan {a,, } ham {b, } izbe-
izlikler uwma C limitke iye boladi. 15- teoremaga eskertiwden
a, <c<hb, tensizlikler kelip shigadi, yagniy C nogat sistema

kesindilerinin har birewine derek boladi. A

17- teorema birinin ishine biri jaylasqan kesindiler principi
dep ataladi.

Eskertiw. Birinin ishine biri jaylasqan intervallar (yaki yarim
intervallar) tusinigin de kirgiziwimiz mumkin. Biraq bularga
garata 17- teorema, uliwma aytqanda, orinli emes. Misali,
01, %)’ (Oé), L (0,%), _ intervallar birinin ishine biri

jaylasqan intervallardin tartiliwshi sistemasin duzedi. Biraq bul
sistemanin har bir intervalina derek noqat joq (bunday jalgiz

nogat 0 nogat boliw1 mumkin edi, biraq 0 noqat sistemanin hesh
bir intervalina derek emes).

6-§. Ules izbe-izlikler. Bol cano- Veyershtrass teoremasi

Baz1 bir {xn} izbe-izlikti ham K, K,,..., K, ... of patin
sanlardif qatal 6siwshi izbe-izligin qaraymiz. {x, } izbe-izlikten
Ky, Ky, ..., Ky, ... nomerli elementlerdi saylap alamiz ham olard:

ust nomerlerdin 6siw tartibi boyimsha jaylastiramiz. Natiyjede
jana Xigr Xigr oo 0 Xy e izbe-izlik alamiz. Bul izbe-
n

izlik {x,,} izbe-izliktin dles izbe-izligi dep ataladi ham {x, | dep
belgilenedi. Dara jagdayda, {x,} izbe-izliktin 6zi de bul izbe-
izliktin K, =N nomerli Gles izbe-izligi dep garaliwi mamkin.

Izbe-izlik limitinin aniqlamasman tikkeley kelip shigatugin
eki tastiyiqlawdi keltiremiz.

69



1°. Eger izbe-izlik limitke iye bolsa, onda oniii gdlegen iiles
izbe-izligii de sol limitke iye boladl.

2°. Eger izbe-izliktin hamme iles izbe-izlikleri jiynaql bolsa,
onda olardin bari birdey limitke iye bolad: (dara jagdayda izbe-
izliktin ozi de sol limitke iye boladt).

Eskertiw. Izbe-izliktin ayirim tles izbe-izliklerinin limitinin
bar boliwinan berilgen izbe-izliktin limitinin bar boliw1 hardayim
kelip shiga bermeydi. Misali, X, :(—1)”*1: -1 ..., 1 -1 ..
izbe-izliktin X,, ; =1 ham X, =-1 ules izbe-izlikler jiynaqh
bolip, saykes tirde, 1 ham -1 ge ten limitke iye. Biraq berilgen
izbe-izliktin 6zi limitke iye emes. Demek, limitke iye emes izbe-
izliktin ules izbe-izlikleri limitke iye boliw1 mumkin eken.

Mima tastiyiglaw da 1° tastiyiqlawga uqgsas dalillenedi:
sheksiz ulken izbe-izliktin har bir ules izbe-izligi sheksiz ulken
izbe-izlik.

13-amqlama. Eger noqattin galegen dogereginde izbe-izliktin
sheksiz kop elementleri jatsa, onda bul nogat izbe-izliktin limit
nogat dep ataladi.

14-amqlama. Eger izbe-izlikten baz1 bir noqatqa jiynaql ules
izbe-izlik ajiratip aliw mamkin bolsa, onda bul noqat izbe-izliktin
limit nogati dep ataladi.

Bul eki aniglama ekvivalent.

2-lemma. Har bir jiynaqh izbe-izlik ozinin limitine ten jalgiz
bir limit nogqatina iye.

Dalillew. Meyli, lim X, =a bolsm. Izbe-izliktin limitinin

n—oo
aniqlamasi boymsha @ noqattin galegen & — dogereginde izbe-
izliktin bazi bir nomerden baslap hamme elementleri (sheksiz
kop) jatadi. Demek, @ nogat {x,, } izbe-izliktin limit noqatr. 1°-

tastiyiqlaw boyinsha {x, } izbe-izliktin qalegen ules izbe-izligi a
noqatqa jiynaqli. Demek, 14- aniglama boyinsha {xn} izbe-
izliktin @ noqattan basqa limit noqati joq. A
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Bul lemma jrynaqli bolmagan izbe-izlikler ushin ormli emes.
Misali, shegaralangan }, 1_}, }, 1_}’_“’}’ 1_1’.” izbe-
2 2 3 3 n n
izliktih x=0 ham x=1, eki limit nogatt bar. Al [0,1]
kesindidegi racional sanlar izbe-izligi shegaralangan, biraq
V x [0, 1] san1 bul izbe-izliktin limit noqat1 boladu.

15-amiqlama. Izbe-izliktin en tlken (en kishi) limit nogat: ust
izbe-izliktin  joqarg: (tomengi) limiti dep ataladi ham
Wxn (limx,) simvoli menen belgilenedi.

n—oo n—oo

Saldar. lIzbe-iz/iktin jiynaghligi omin tomengi ham joqarg:
limitlerinin tenligine ten kushli.

18-teorema (Bol cano-Veyershtrass teoremasi). Har bir
shegaralangan izbe-izlikten jiynaql ules izbe-izlik ajiratip aliw
mumkin.

Dalillew. Meyli, {x,} izbe-izlik shegaralangan bolsin.
Onda bul izbe-izliktin hdmme elementleri baz1 bir [a,b] kesindige

derek dep uygartw mimkin: v n « N ushin X, €[a,b].

[ab]  kesindini  ; @*b, a+b ., kesindilerge
1 2 1 2 1
bolekleymiz. Bul kesindilerdin {Xn} izbe-izliktin sheksiz kop

elementi jaylasqanin [a,,0,] dep belgileymiz. [a,,b,] kesindinin
uznhigr  b-2  ge  ten.  Endi  [a,b] kesindini
2

[ay, % sz b1], [al ;L by b] kesindilerge ~ bdlekleymiz. Bul

kesindilerdin {x_} izbe-izliktin sheksiz kop elementi jaylasqanin

[a,,b,] dep belgileymiz. [a,,b, ] kesindiniA uzinlg: b—za na
2
ten. Bul processti dawam etiw natiyjesinde

[a17b1]l [aZ’bZ]’ e [an7bn]1
kesindiler izbe-izligin alamiz. Bul izbe-izlik kesindileri ushin
[a;,b]]1o[a,,b, ] ... >la,,b,]1>
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qatnas orinli bolip, |im(b, —a )= lim b-a_ o tenlik ormli,
N—>c0 n—sw 20

yagniy bul kesindiler tartiliwshi sistema dizedi. Birinin ishine biri
jaylasqan kesindiler principi boyinsha
rI]Ln;an =lmbn =cela,,b,] (VvneN)"’

Endi {x,, } izbe-izliktifi [a;,b,] kesindige derek bazi bir X,
elementin, [a,,b,] kesindige derek bazi bir X, (kg <ky)

elementin h. t. b. [a,,b,] kesindige derek bazi bir
X, (k <k;<...<kp) elementin h. t. b. saylap alamiz.
Natiyjede {x,} izbe-izliktin {an} (k, <k, <...<k, <..) ules
izbe-izligi hasil boladi. Bul izbe-izliktin elementleri ushin
duziliwi boymsha v neN ushin a, < X, < b, tensizlikler
orinlt. 6- teorema boyinsha r!i?o Xy, =C tenlik kelip shigadi. A
18-teorema qalegen shegaralangan izbe-izliktin limit
noqatlarimin kopligi galay duzilgenin tusindirip beredi. Eger {x 1}
izbe-izliktin tomengi limitin  x = |im X, al jogarg: limitin

N—o0

x:=Iim x, dep belgilesek, onda izbe-izliktin hamme limit nogatlar

[x, x] kesindide jatadi, somn menen birge eger izbe-izlik
tarqaliwsh1 bolsa, bul izbe-izlik keminde eki X ham x limit
nogatlarga iye boladi. Biz joqarida garagan
1,11, 1 1, 1 izbe-izlik tek eki x=0 ham

2’7 237 3 n n

x =1 limit noqgatga iye izbe-izlikke misal boladi. Al [0, 1]
kesindide jatiwshi racional sanlar izbe-izligi limit noqatlar
[x, x] kesindisin toliq gaplaytugin izbe-izlikke misal boladi, bul

jerde x=0, x=1.
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Tomendegi koplikler limit nogatlarmif kopligi bolatugin
izbe-izliklerge musallardi ansat quriw mumkin: 1) aldinnan
berilgen shekli sandagi a, , a,,...,a, sanlar kopligi; 2)

aldinnan berilgen sheksiz a,, a,, ..., a sanlar izbe-izligi

(bul jagdayda {an} izbe-izliktin har bir limit nogati qurilgan
izbe-izliktin limit nogati boladr).

Mina tastiyiqlaw shegaralanbagan izbe-izlik ushin Bol cano-
Veyershtrass teoremasinin uliwmalasiwi boladi.

3-lemma. Qdlegen shegaralanbagan izbe-izlikten sheksiz
ulken ules izbe-izlik (dara jagdayda, hamme elementleri birdey
belgige iye sheksiz ulken ules izbe-izlik) ajiratip aliw mumkin.

Bul lemmadan hdm Bol'cano- Veyershtrass teoremasinan
tomendegi tastryiqlaw kelip shigadi.

4-lemma. Qdlegen izbe-izlikten yaki jiynaql, yaki hamme
elementleri birdey belgige iye sheksiz iilken iiles izbe-izlik ajiratip
aliw mumkin.

Eger izbe-izlikten hamme elementleri on (teris) sheksiz ulken
ules izbe-izlik ajiratip aliw mimkin bolsa, onda + oo ((— 00)
bul izbe-izliktin /imit nogat: boladi deymiz.

Limit noqat tasinigin usilay keneytirgenimizde 4- lemmadan
tomendegi tastiyiqlaw kelip shigadi: gdlegen izbe-izliktin keminde
bir limit nogati bar.

+ o0 ham — oo simvollart qalegen shekli X haquyqry sani
menen —oo < X < +oo tensizlikleri arqali baylanisqan dep
esaplap, tomendegi tastryiqlawga kelemiz: gdlegen izbe-izliktin
joqarg: ham tomengi limitleri bar, yagniy en kishi ham en ilken
limit nogatlart bar.

7-§. Fundamental izbe-izlikler. Izbe-izliktin jiynaqhihgmimn
Koshi Kkriteriysi
{x,, } izbe-izliktin jiynaglihgi maselesin jiynagl izbe-izlik
aniqlamasi jardeminde uyrengende izbe-izlik elementleri menen
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izbe-izliktin boljawlangan limiti arasindagr X, —a ayirmam
bahalawga tuwra keledi. Basgasha aytganda bul izbe-izliktin @
limitin aldin ala biliw kerek boladi.

Bul paragrafta izbe-izliktin jiynaqliligmin bul haqqinda tek
onin elementleri boymsha juwmaq shigariwga mumkinshilik
beretugin ~ ham  izbe-izliktin ~ boljawlangan  limitinen
paydalanbaytugin  «ishki» kriteriysin aniqlaymiz. Bunday
kriteriydi anigqlaw ushin fundamental izbe-izlik tusinigin
Kiritemiz.

Meyli, bazi1 bir {x 1 izbe-izlik berilgen bolsin.

16-amqlama. Eger v £ > O san ushin 3 N = N (&) nhomer
tabitlip, N> N hdm m > N nomerler ushin ‘xn - Xm‘ <&
tensizlik ormli bolsa, onda bunday izbe-izlik fundamental izbe-
izlik dep ataladu.

Misallar. Ne 1. x _ M izbe-izlik fundamental izbe-izlik

n+1
bolatuginin koérsetin.
Sh e sh i w. Berilgen izbe-izlik ushin
n m]| | n-m
_\n +1 m+1\_\(n +1)(m+1)
n+m 21 . 1

nm n m
tefsizlik orinh. Eger v >0 san ushin y _27.1 dep alsag,
&

‘Xn_xm‘ <

n>N m>N nomerler ushin |x, —x.|<e tensizlik ornl.
Demek, berilgen izbe-izlik fundamental izbe-izlik eken.

Ne 2.y =1+i2+...+i2 izbe-izlik fundamental izbe-izlik
n

bolatuginin korsetin.

Sh e sh i w. Bul jagdayda (n >m bolganda)
1 1 1

X | = + o
| (m+1?  (m+2)? n?

X -
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bolip, bul tenliktin on tarepindegi har bir gosihwshiga
1_1 1 tensizlikti gollanip,
LD

p2 p-1 p
1 1 1 1
X — X | <(=-— + - + ..+
X0 =%l (m m+1) (m+1 m+2)
n-1 n m n m

tensizlikke iye bolamiz. Eger v » > o san ushin N :[1]+1
£

dep alsag, n>m>N nomerler ushin |x —x. |<e tensizlik

orinli. Demek, berilgen izbe-izlik fundamental izbe-izlik boladi
eken.
Ne 3. Fundamental bolmagan izbe-izlikke misal keltiremiz.
1 1 1
Xp=1l+—+—+... +=
2 3 n
izbe-izlikti qaraymiz. Bul izbe-izlik ushin \, , - 1 nomer alinsa da
1 1 1 1 1
—+ + .. +—>m —==
m+1 m+2 2m 2m 2
tensizlik ormli. Bunnan berilgen izbe-izlik fundamental emesligi
kelip shigadi.
19-teorema (Koshi kriteriysi). lzbe-izlik jiynagli boliwt ushin
bul izbe-izlik fundamental izbe-izlik boliwt zarvr ham jetkilikli.
Zarurligi. Meyli, limx, =a bolsm. {x } izbe-izliktin

n—o0

fundamental izbe-izlik ekenin korsetemiz. v ¢ ~ o0 san alamiz.

‘XZm - Xm‘ =

Izbe-izliktin  limitinin aniglamas1  boyinsha E san ushin

&
3N = N(g) nomer tabilip, n > N nomerler ushin |Xn — a| < E

tensizlik orinli boladi. Usigan ugsas m > N nomerler ushin da

X, — 4] <% tenmsizlik ormli. Natiyjedle n>N him m> N
2

nomerler ushin
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xn—xm:(xn—a)+(a—xm)$xn—a+xm—a<;+‘;:g

tensizlikke iye bolamiz. Bul {x 3} izbe-izliktifi fundamental
izbe-izlik ekenin bildiredi.

Jetkilikliligi. Meyli, {x 1 izbe-izlik fundamental izbe-izlik
bolsin. Bul izbe-izliktin jiynagli izbe-izlik ekenin korsetemiz.
Vv & >0 san saylap alamiz. Fundamental izbe-izlik anigqlamasi

&
boyinsha — san ushin 3 N = N(g) nomer tabilip, n> N ham

& ..
m > N nomerler ushin |Xn — Xm| <§ tensizlik orinli boladi.

Bunnan m > N tefsizlikti qanaatlandiriwshi har bir taymlangan

m nhomer ushin X, — g <X, < X +§ tensizlikler ormnlanatugini

kelip shigadi. Bul {x } izbe-izliktin ~shegaralanganligin
korsetedi. Bol'cano- Veyershtrass teoremasi boyinsha bul izbe-
izlikten jiynaql {xk } ules izbe-izlik ajiratip aliw mumkin:

lim X, =&. Ve>0 san alamiz. lzbe-izliktih limitinin
n—oo

&
aniglamasi boymsha — san ushin 3 N = N(g) nomer tabilip,

n> N nomerler ushin ‘Xk _a‘ < £ tensizlik orinli boladi. Eger

2

m =Kk, bolsa, X, — X, ‘< € tensizlikti alamiz. Bul eki tensizlikten
"2

X, —al =‘(xn =X )+ (% —a)‘ <

&g &

tefsizlikke iye bolamz. Bul limx, =a bolatuginm

Nn—o0

bildiredi. A
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3- BAP
BIR OZGERIWSHILI FUNKCIYA HAM ONIN LIMITI

1-§. Funkciya tasinigi
1.1. Ozgeriwshi shama ham funkciya tisinikleri. Ozgeriwi
6z-ara baylanisqan eki Ozgeriwshi shamani tyreniw funkciya
tusinigine alip keledi. Sonin ushin 6zgeriwshi shama tlsinigine

aniqliq kirgiziwden baslaganimiz maqul.
Real 6zgeriwshi fizikaliq shamalardi Gyreniw natiyjesinde biz
bul shamalar mudami galegen manislerdi gqabil qila bermeydi

degen juwmaq shigaramiz. Misali, materialllq noqat tezligi
3.10% sm/sek ten, yagniy bosliqtagi jariqliq tezliginen,
aspaydi, dene temperaturast —273° ¢ dan kishi bolmaydi,
y=AcoS(wt+0) nizam: boymnsha garmonikaliq terbelis
jasawshi materialliq nogattin orin almastirtw hareketi tek [-A, A]
kesindidegi manislerdi gabil qiliw1 mamkin h. t. b.

Tabiyatta baqlanatugin o6zgeriwshi shamalardin fizikaliq
gasiyetlerinen abstrakciyalanip, tek qabil qiliwi mimkin bolgan
san manisleri menen xarakterlenetugin matematikaliq ozgeriwshi
shama tusinigine kelemiz.

Berilgen x 6zgeriwshi shamanin qabil qiliwir mimkin bolgan
manislerinin kopligi {x} usi 6zgeriwshi shamanin dzgeriw oblast
dep ataladi. Ozgeriw oblast1 berilgen 6zgeriwshi shama berilgen

dep esaplanada.
Bunnan bilay ozgeriwshi shamalardi kishi X, y, t, ...

latin alfavitinin haripleri, al bul 6zgeriwshi shamalardin 6zgeriw
oblastlarin {x}, {y}, {t}, ... simvollart menen belgileymiz.

Meyli, 6zgeriw oblasti bazi bir {X}C R keplik bolgan X
ozgeriwshi shama berilgen bolsin.
l-amqlama. Eger X oOzgeriwshinin har bir X & {X}

manisine malim nizam boyinsha bazi bir Y san saykes qoyilgan
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bolsa, onda {x} koplikte y=Y(X) yaki y = f (x) funkciya
berilgen dep aytiladi.

X ozgeriwshi funkciyanin argumenti yaki erikli ozgeriwshi,
argumenttin X e {x} manisine saykes Y san funkciyanin X
noqattag: dara manisi dep ataladi. Argumenttin 6zgeriw oblasti
bolgan {X} C R koplik funkciyanin aniglamw oblast: dep atalad:
ham D(f) simvoli menen belgilenedi. Funkciyanin hamme dara
ménisleri funkciyamii manisler képligi dep atalatugin {y} — R
koplik duzedi, bul koéplik E(f) yaki R(f) simvoli menen
belgilenedi. y = f(x) jazmwdag f haribi funkciyamn

xarakteristikasi dep ataladi.
Funkciyani, onin argumentin ham xarakteristikasin belgilew
ushin har qiyli simvollardan paydalaniw mamkin.

Misallar. 1). y=v4-x*. Funkciyanin aniglaniw oblasti
D(f)={xcR:4-x2>0/=[-2,2], al manisler kopligi
E(f)=[0, 2] (1- sawret).

v

1- suwret

0, x-—irrac.san,
1, x-rac.san.

2) y=D(X)={
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Bul  funkciya  Dirixle  funkciyast  dep  ataladi.
D(f)=R, E(f)=1{0,1}

+1, x>0
3)yzsgnx= 0, x=0"
-1 x<0
(sgn X — X sanimin belgisi). Funkciyanin grafigi 2-

stwrette berilgen. D(f)=R, E(f)=1{,0,—1}.

Y 4

A

A 4

2- sawret

4) y=[x] yaki y = E(x) ([x] Yaki E(x)- simvol menen
x e R saninin putin bolegi, yagniy bul sannan ulken bolmagan en

ulken san Dbelgilenedi ham «ant'e X» dep oaqilad).
D(f)=R, E(f)=2z.Funkciyanin grafigi 3- sawrette berilgen.

5) y=n! (n! simvolh «n faktorial» dep oqilads,
nl=1-2-...-n). Funkciyanin amglaniw oblasti- hamme natural
sanlar kopligi, manisler kopligi- 1-2-...-n Korinisindegi
natural sanlar kopligi.

Funkciyanin aniglaniw oblasti ham manisler kopligi arasinda
baylanis ornatiwsh: nmizam kobinese formulalar jardeminde

beriledi. Funkciyanin beriliwinin bul usili analitikalig usil dep
ataladi.
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A Y
———————————— —
3 : i

=i

) 0 1 2 3
X i i

E — a
: .

3- sawret

Funkciya 6zinifi aniqlaniw oblastinin har quyli boleklerinde
har quyli formulalar menen beriliwi mumkin.

Misal,
-X, x<0,
y:{x{ x>0
funkciya sanlar kosherinde analitikaliq usil menen (eki formula

jardeminde) berilgen (4- sawret).

A

\4

2- suwret

Argumenttin ayirim manislerinin  ham olarga saykes
funkciyanin dara manislerinin  kestesin  beriwden ibarat
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funkciyanin beriliwinin  kestelik usili da ken qollaniladi.
Funkciyanin beriliwinin  bul wusilinda argumenttin kestede
berilmegen araliq ménislerine sadykes funkciyanin dara manislerin
juwiq esaplaw mumkin.

Ameliy 6lshew islerinde argument penen funkciya arasindag1
saykeslik grafik jardeminde beriletugin funkciyanii beriliwinin
grafikaliq usili ken tarqalgan.

Solay etip, biz funkciyanin analitikalig, kestelik ham
grafikaliq usillarda beriliwin kordik. Funkciyalar tek usi usillar
menen berilip gana galmastan, basqasha, baylanis nizami sozler
menen aytilip ta, beriliwi mumkin. Misali, ham bir N natural
sanga bul sannin boéliwshilerinin sanin saykes qoyamiz. Bul
saykeslikti ¢ menen belgileymiz. Natiyjede

P =1L @(2)=2, PB)=2, P@A)=3 @O)=2
funkciyani alamiz. Adette, bul funkciya Eyler funkciyas: dep
atalad.

Eyler funkciyas: ushin analitikalig formula jog, oni Kkeste
usilinda da, grafik usilinda da aniglap bolmaydi. v p apiway:
san ushin @(p) =2 ekeni malim. Jeterli darejede ulken apiwayi

sanlar bar ekenliginen bul funkciyamn tabiyati juda quramah
ekeni Korinip tur.

Matematikalig analiz kursinda, tiykarinan, analitigaliq usilda
berilgen funkciyalar garaladi.

1.2. Shegaralangan funkciyalar. Meyli, f (x) funkciya
bazi bir {x}c R koplikte amglangan bolsin.

2-amqlama. Eger v x e {x} nogatta f(x)<M (f(x)>m)
tensizlik orinli bolatugin M san1 (m sam) tabilsa, onda f (X)

funkciya {x} koplikte jogar:dan (tomennen) shegaralangan dep

atalad.
f (x) funkciyanin {x! koplikte jogaridan (tomennen) shega-

ralanganligt ~ bul  funkciyamin ~ manislerinen  duzilgen
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Y={f(x): xe{x}} kopliktii jogaridan (témennen) shegara-
langanligin bildiredi.

3-amiqlama. Eger f(x) funkciya {x} koplikte ham
jogaridan, ham tomennen shegaralangan bolsa, onda bul funkciya
{x} koplikte shegaralangan dep atalad.

4-amqlama. Eger \v M san ushin (bul san ganday ulken san
bolsa da) f (x,) > M tensizlikti qapnaatlandiratugin bazi bir
X, € {x} nogat tabilsa, onda f (x) funkciya {x} koplikte
jogar:dan shegaralanbagan dep atalad:.

5-anmiqlama. Eger v m san ushin (bul san ganday kishi san
bolsa da) f(X*)<m tensizlikti gapnaatlandiratugin bazi bir
X* {X} nogat tabilsa, onda f(x) funkciya {x} koplikte
tomennen shegaralanbagan dep atalad:.

Keminde bir tarepten (yaki jogaridan, yaki tomennen)
shegaralanbagan funkciya shegaralanbagan funkciya dep ataladu.

1.3. Jup ham taq funkciyalar. Daslep o nogatga (sanaq
basina) garata simmetriyaliq koplik tasinigin Kiritemiz.

Eger har bir Xe{x} nogat penen birge —Xe{x} bolsa,
onda {x} koplik 0 nogatga (sanaq bas:na) garata simmetriyal:q
koplik dep ataladi.

Meyli, f(x) funkciya sanagq basina garata simmetriyaliq
{x} koplikte aniglangan bolsin.

6-amqlama. Eger x € {x} nogatta
f(-x)=f(x) (f(-x)=—f(x)) tenlik ornli bolsa, onda f(x)
funkciya {x} koplikte jup (taq) funkciya dep atalad:.

Eger f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte jup
funkciyalar bolsa, onda f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x) funkciyalar
da {x} koplikte jup funkciyalar bolad.
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Eger f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte taq
funkciyalar bolsa, onda f(x)+ g(x) funkciyalar {x} koplikte
tag, al f(x)-g(x), f(x)/g(x) funkciyalar jup funkciyalar
bolad:.

Jup funkciyalardin grafigi ordinatalar kosherine garata, al taq
funkciyamn grafigi koordinatalar basina garata, simmetriyaliq
bolad.

Funkciya hardayim jup yaki tag boliwi shart emes. Jup ta, taq

ta bolmagan funkciyalar juda kop ushirasadi. Biraq mina teorema
orinlt:

1-teorema. Sanaq basina qarata simmetriyaliq koplikte
amgqlangan har bir funkciya jup ham taq funkciyalardin qosindis
sipatinda anlatiladh.

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya sanaq basma qarata

simmetriyaliq {x} koplikte amglangan funkciya bolsin. Usi

funkciya jardeminde o(x) = f(x) +2f(—X) ham y, (x) :w
funkciyalardr dizemiz. (x) funkciya {x} koplikte jup, al y(X)
funkciya taq funkciya boladi. Sonin menen birge bul
funkciyalardin  quriliwi  boymnsha ¢(x) +w(x)= f(x) tenlik
orinli. A

1.4. Periodh fukciyalar. Meyli, f(x) funkciya bazi bir
{X} c R képlikte aniglangan bolsin.

7-amqlama. Eger YV X e {x} ushin 1)
x-Tef{x}, x+Te{x}; 2 f(x+T)=f(x) bolatugin
T # 0 san tabilsa, onda f (x) funkciya periodli funkciya dep, al
T san funkciyanin periodi lep ataladi.

Misali, y =sinx, y=cosx funkciyalar T =2
periodl, al y =tgx, y =ctgx funkciyalar T = periodl
funkciyalar.

Periodli funkciyalardin qasiyetleri:

83



a) Eger f(x) funkciya 10 periodli funkciya bolsa, onda
T =n-T (neZz) sanlar da bul funkciyanin periodi boladi.

Demek, +T1,+21, ... sanlar f(x) funkciyanifi period:
boladi eken. Bul funkciyanin on periodlarimin kopligin {T, } dep
belgileymiz. Eger T, = inf {T, } san funkciyanif period bolsa,
onda bul san funkciyamn en kishi on periodi (tivkargi periodi)

dep ataladi. Funkciya en kishi on periodqa iye boliw1 da, bolmaw1
da mumkin.

b) Eger T; ham T, sanlar f (x) funkciyanmn period: bolsa,
onda T, + T, = 0 sanlar da bul funkciyanin periodi boladi.

c) Eger f(x) ham g(x) funkciyalardin har biri T %0
periodll funkciya bolsa, onda
f)£g(x), f(X)-9(x) fX)/9(x) (g(x)=0) funkciyalar da T
periodli funkciya boladi.

Misallar. Ne 1. y =sinXx, y=cosx funkciyalardin

periodlar kopligi {2kz: k ez} bolip, en kishi on period:
T =2x,a y=tgXx, Yy = ctgx funkciyalardin periodlar
kopligi {nz: neZz} bolip, ef kishi on period1 Ty =7 .

Ne 2. f(x)=C —const. funkciyamifi periodt VT #0 san
bolip, bul funkciyanin en kishi on periodi joq.

Ne 3. f(x)={x} ({x}— x sanmn bolshek bolegi)
funkciyanin periodlar kopligi {m: m==1, +2, ..} bolip,
en kishi on period1 T, =1.

Ne4. ¥V'T #0 racional san

0, x-—irrac.san,

D(x) ={
1, x-—rac.san.

Dirixle funkciyastmn periodi boladi. Haqiygqatinda da,
Vv T # 0 racional san ushin



irrac. san, Xx-—irrac. san,
X+T=
rac.san, X-—rac.san.

bolganhqtan
0, x-irrac.san,

D(x+T):{ '

1, Xx-rac.san.

boladi. Sonii ushin v x e R ushin D(x +T) = D(x) tenlik ornl.
Demek, D(X)- Dirixle funkciyasi periodli funkciya bolip,
VT # 0 racional san onin periodi boladi. Bul funkciya ushin en
kishi on period joq.

Endi baz1 bir T # 0 irracional sand alayiq. x — racional san
bolsa da, irracional san bolsa da x + T — irracional san bolip,
D(x+T)=0 tenlik ormnli, yagmy D(x+T)=D(x) tenlik
orinlanbaydi. Somin ushin V' T # 0 irracional san D(X) - Dirixle
funkciyasinin periodi emes.

1.5. Monoton funkciyalar. Meyli, f (x) funkciya baz bir
{X} R képlikte aniglangan bolsimn.

8-amiqlama. Eger x, < x, tefisizlikti qanaatlandirtwshi
V X, %, € {x} nogatlarda f(x,)< f(x,) (f(x)>f(x,))
tensizlik orinli bolsa, onda f (x) funkciya bazi bir {X} koplikte

osiwshi (kemiwshi) funkciya dep ataladi.
9-amiqlama. Eger x, < x, tefisizlikti ganaatlandiriwshi

VX, %, e {x} noqatlarda  f(x) < f(x;) (f(x)> (X))
tenisizlik orinli bolsa, onda f (x) funkciya bazi bir {x} koplikte

qatal osiwshi (qatal kemiwshi) funkciya dep ataladi.

Osiwshi (qatal 6siwshi) ham kemiwshi (qatal kemiwshi)
funkciyalar, uliwma atama menen, monoton funkciyalar dep
ataladi.

Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x} koplikte 6siwshi
(kemiwshi) funkciyalar, al ¢ — turaqli san bolsin.
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a) f(x)+C funkciya {X} képlikte ésiwshi (kemiwshi)
funkciya.

b) c . f(x) funkciya C >0 bolganda 6siwshi (kemiwshi), al
C <0 bolganda kemiwshi (6siwshi) funkciya.

c) f(x)+ g(x) funkciya {x} koplikte 6siwshi (kemiwshi)
funkciya.

1.6. Keri funkciya. Meyli, f (x) funkciya bazi bir {X}C R
koplikte ~ amqlangan  bolip, omii  madnisler  kopligi
{y}={f(x): xe{x}} bolsm.

Eger malim qagiyda boymsha V Yy e {y} nogatga jalgiz bir
x € {x} noqgat qoyilsa, onda {y} koplikte f (X) funkciyaga
keri funkciya amiglangan dep aytiladi ham bul funkciya
x = f (y) dep belgilenedi.

y = f(x) funkciyaga keri funkciyanin grafigi f (x)
funkciyanin grafigin I ham III shereklerdin bissektrisasi

dogereginde 180° ga buriw natiyjesinde alinadi.
1.7. Quramah funkciya. Meyli, y = f (x) funkciya {X}

koplikte ~ amiqlangan  bolip, omii  manisler  kopligi
{y}={f(x): xei{x}} bolsin. Oz nawbetinde {y} koplikte
Z=¢(y) funkciya aniglangan bolsin. Natiyjede V x e {x}
nogatga bir ye{y} (f:x—y) noqat, al bul nogatqa 6z
nawbetinde bir z (¢:y— z) noqat saykes qoyiladi:

X——5>y—2 57 Demek, V x e {x} nogatga bir Z nogat
saykes qoyiladi.
Adette, bunday jagdayda f ham ¢ funkciyalardin quramah

funkciyas1 berilgen dep aytiladi ham Z=@(f(X)) dep
belgilenedi.
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2-§. Funkciyamin limiti
2.1. Kopliktin limit noqati. (a—¢5, a+ ) intervali aeR
nogattin 5 — ddgeregi dep atalatugimi ham U ;(a) simvoli
menen belgilenetugini malim: U ;(a) = (a—&,a+ o) -
Sonifi menen birge (a— &, a+ &)\ {a} koplik aeR

0
noqattin oyilgan & — dogeregi dep ataladi ham U s(a) simvoli

menen belgilenendi: L(ja(a) =U,(a)\{a}.
U(@)={xeR:X>M} U(-0)={xeR:x<-M},
U(+0) = {xeR:x>M}
koplikler (bul jerde M >0), saykes turde, co, — oo
«nogatrlarinin dégeregi dep ataladi.
10-amiqlama. a € R nogattin galegen v &5 — dogereginde
{x} kopliktin a nogattan 6zgeshe keminde bir nogati bar bolsa,
onda a noqat {x} képliktiz limit nogat: dep ataladh.

Kopliktin limit nogati us1 koplikke derek boliwi da, bolmawi
da mamkin.

Qasiyetleri 1) Kopliktin limit nogatimin qdlegen
dogereginde bul kopliktin sheksiz kop nogati bar.

Kerisinen dalilleymiz. Meyli, a noqattin bazi bir U ()

-+ oo

dogeregine {x} kopliktin shekli sandagi a,, a,,..., a,
noqatlari derek bolsin. Onda, eger
\a -q, [@a—a, , \a — an‘ ham o sanlardin en kishisin

0 dep alsag, a noqattin U,(a) dogereginde {x} kopliktifi a
nogattan 6zgeshe hesh bir noqati bolmaydi. Bul a noqattin {x}

kopliktin limit nogati ekenligine qarama- qarsi. A

2) Kopliktin nogatlarinan bul képliktin limit nogatina jiynaql
izbe-izlik dvuziw mumkin.

Nolge jiynaqlt {5n} on sanlar izbe-izligin alip, a nogqattin
U, (a) dogereklerin duzemiz. a nogat {x} kopliktifi limit noqati
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bolganliqtan bul dogereklerdin héar birewinde {x} kopliktin a
noqattan 6zgeshe X, noqati bar: X, eU; (@) (x,=a) Kopliktin

limit  noqatinin 1-  qasiyetinen  bul X noqatt

n
Xi, X5, ... , X, noqatlardan o6zgeshe kilip ahw

mumkin. Solay etip, v ne N ushmn ‘Xn - a\ <9, boladi. {5, }
izbe-izligi sheksiz kishi izbe-izlik bolganliqtan v & > o san ushin
3N =N(g) nomer tabilip, n> N nomerler ushin ‘5,1‘ <&
tensizlik orinli boladi. Demek, v &> 0 san ushin 3 N = N (&)
nomer tabilip, n > N nomerler ushin ‘Xn - a\ < g tensizlik

ornly, al bul lim x,, = a bolatugmin bildiredi. A

Nn—oo

Tastryiqlawdin  dalillewinen kopliktin elementlerinen us1
kopliktin limit noqatina jiynaql bolgan juda kop izbe-izlik duziw
mumkinligi kérinip tur.

1l-amqlama. Eger U (o) (U (—), U (+0)) dogerekte
{x} kopliktin keminde bir noqati tabilsa, onda « «»noqat (— oo
«wnoqat. + oo «noqat) {x} kopliktin limit noqat1 dep ataladi.

2.2. Funkciyanii noqattag limitinin amqlamalari. Meyli,
y = f (x) funkciya {x} koplikte amqglangan funkciya, al a
nogat {x} kopliktin limit nogati bolsin.

12-amqlama. (Funkciyanin noqattagi limitinin Geyne
aniqlamasi). Eger argumenttin a noqattan 6zgeshe madnislerinen
dazilgen, a nogatqa jiynagh V {Xn} izbe-izlikke saykes
funkciyanit dara manislerinen dizilgen {f (x,)} izbe-izlik b
sanina jiynaqli bolsa, onda y = f (X) funkciyanin a nogattag:
(x — a dagy limiti b samna terr deymiz ham |im f(x)=b

X—a

(yaki x — a da f (x) — b)) dep jazamiz.
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Misallar. 1) f(x)=c (c— turaqh san) funkciya sanlar
késherinin galegen noqatinda limitke iye ham bul limit ¢ sanina
ten.

2) f(x)=x funkciya sanlar kosherinin V @ nogqatinda limitke
iye ham bul limit a sanina ten.

2
3) f(x)= X2 -16 funkciyanin X =4 noqattagi limitin
X“ —4x
tabamiz. lim x, =4 (VneN x,=4) bolgan V {x, | izbe-izlik

n—o0

alamiz. Bul izbe-izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen

2
X, —16 _ % +4  Koriniste bolip,
X2 —4x, X,
2
S im X ~10_ o
x4 X< —4X

13-amqlama. (Funkciyanii noqattagr limitinin Koshi

aniglamasi). Eger v & >0 can ushm 30 =0(¢)>0 sam

duzilgen izbe-izlik f(x,)=

limiti 2 ge ten. Demek

tabilip, 0< |X — a| <O shartin qanaatlandinwsht VvV x e {x}
nogatta |f (x) —b|<e tefisizligi ormnli bolsa, onda y = f (x)
Sfunkciyamn @ noqattagt (X — a dagy limiti b samina ten
deymiz.

Misal. f(X):XZ_ll funkciyamin x =1 nodattag limiti 2 ge

ten ekenin korsetemiz. W £ >0 can ushin §=¢ dep alsaq,
x-1<65 (x=1) shartin ganaatlandinwsh1 v x e {x} nogatta

X’ _11_ 2=|x+1-2=|x-1|<5=¢ tefisizligi  ormnli  boladt.
X_

2
Demek, i X =1_o
x—»1 X —1
1- Eskertiw. Geyne aniglamasindagi {x,} izbe-izliktin

elementlerinin @ noqattan 6zgeshe boliw1 ham Koshi
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aniqlamasindagl argumenttin manisleri 0 < |X - a| <O shartin

ganaatlandiriwi, yagnly @ noqattan 6zgeshe boliwi, shartleri
ulken ahmiyetke iye. Bul talaptini qoyiliw1 sebebi- y= f(X)
funkciya @ noqatta anigqlanbagan boliw1 da mimkin.

2- Eskertiw. Geyne aniglamasinin shartlerin
qanaatlandinwshi  {x } izbe-izliklerge siykes funkciyanin dara
manislerinen duzilgen {f (x,)} izbe-izliklerdin bari bir sanga-
b sanmna jiynagli boliwi kerek. Eger bunday bolmasa (yagnry
{f(x,)} izbe-izlikler har qiyl sanlarga jiynagh bolsa), onda
funkciya a noqatta limitke iye emes. Misallar keltiremiz.

Ne 1. D(x) - Dirixle funkciyasi sanlar kosherinin hesh bir

nogatinda limitke iye emes. Haqiyqatinda da, a € R nogatina
jiynaqli racional sanlar izbe-izligi ushin funkciyanin saykes dara
manislerinin izbe-izliginin limiti 1 ge, al & noqatina jiynaql
irracional sanlar izbe-izligi ushin funkciyanmin saykes dara
manislerinin izbe-izliginin limiti 0 ge ten.

Ne 2. f(x)= sinE funkciyamin aniglaniw oblastt D(f)=R\ {0}
X

bolip, x=0 noqat funkciyamn p(f) aniglaniw oblastinin limit
nogqati.

X =0 noqatga jiynaqh xézi (n=1,2,...) sanlar izbe-
nz

izligin alamiz. Bul izbe-izlik elementlerine saykes funkciyanin
dara manislerinen duzilgen izbe-izlik elementleri

f (x/,) =sin(ns) = 0 bolip, bul izbe-izliktin limiti nolge ten.
1
7/2+2nx

lar izbe-izligin alamiz. Bul izbe-izlik elementlerine saykes
funkciyanin dara manislerinen duzilgen izbe-izlik elementleri
f (x")=sin(xz/2+ 2nx) =1 bolip, bul izbe-izliktin limiti 1 ge
ten.

x =0 noqatqa jiynaqlt X! = (n=1,2,...) san-
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Demek, berilgen funkciya x = 0 nogatta limitke iye emes.

3- Eskertiw. y = f (x) funkciya aniglangan {x} koplik a
noqattin bazi bir & — ddgeregin toliq gaplaw1 shart emes. Bul
kopliktin @ nogattin qalegen oyillgan & — dogereginde keminde
bir noqat1 bar boliw1 gana talap etiledi.

4- Eskertiw. Koshi aniglamasindagr 0< ‘x - a‘ <5 sharti

0
a—-od<X<a+0, X=#a dqatnaslarga, yagnyy xeUs(a)
shartine ekvivalent, sonday- agq, |[f(x)—b/<e tensizligi

b—e&< f(X)<b+ ¢ tefisizliklerine, yagniy f(x) e U, (b) shartine
ekvivalent.

b-¢

v

1-sawret

5- Eskertiw. f(x) funkciyan1 aldinnan berilgen & >0

aniqligta juwiqlastinw ideyasmman paydalanip, funkciyanin
nogattag: limitinin Koshi aniglamasin tomendegishe basqasha
aytiwimiz da mamkin.

Eger aldimnan berilgen galegen & >0 anighq ushin a
noqattin sonday oyilgan & — dogeregin korsetiw mumkin bolip,
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argumenttin @ noqattin usi korsetilgen oyilgan dogeregine derek
manisleri ushin b sam f(x) funkciyan1 &>0 amqliqta

juwiqlastirsa, onda D sani f (X) funkciyamn @ noqattag: limiti
dep ataladi (1- swret).

6- Eskertiw. f (x) funkciya @ noqatta jalgiz bir limitke iye
boladi. Haqryqatinda da, funkciyanifi noqattagi limitinin Geyne
aniqlamast ushin bul {f (x, )} izbe-izliginin limitinin birden-
birliginen, al Koshi aniglamasi ushin tomendegi ekvivalentlik
teoremasinan kelip shigadu.

2-teorema. Funkciyamini nogattagr limitinin  Geyne hdam
Koshi amiglamalari 6z- ara ekvivalient.

Dalillew. 1) Daslep, meyli, O sam1 f(x) funkciyanin @

nogattag1 Koshi aniglamast boyinsha limiti bolsin. Usi b sam
f (x) funkciyanin @ nogattagr Geyne aniqlamasi boymsha da
limiti bolatugmnin dalilleymiz. Meyli, {x,}- elementleri a
nogattan 6zgeshe, @ noqatqa jiynagli galegen izbe-izlik bolsin,
ust izbe-izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen
{f(x,)} izbe-izliktin b nogatqa jiynagl ekenin dalillew talap
qilinada.

V & > 0 sanmn ham bul san boymsha 0 =0(¢)>0 sanin

O<[x—a|<d& shartin qanaatlandinwsh1 Vv x e {x} nogatta
‘ f(x) - b‘ < ¢ tensizligi orinli bolatuginday qilip saylap alamiz.
{x,} izbe-izlik @ noqatqa jiynagli bolganhqtan saylap
alingan 5 >0 sani ushin 3 N nomer tabilip, n > N nomerler
ushin |Xn —a|<5 tensizlik orinli boladi. V N nomer ushin
X, #a bolganligtan n > N nomerler ushin 0<|x, —a|<&

tensizlik orinli hdm Koshi aniqlamasi boyinsha n > N nomerler
ushin |f(x,)—b|<e& tensizlik ormlanadi. Bul {f(x )\ izbe-

izliktin b nogatqa jiynaqli ekenin bildiredi.
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2) Meyli, b sami f (x) funkciyanih @ nogattagi Geyne
aniglamast boyinsha limiti bolsmn. Ust D sam  f (x)
funkciyanih @ nogattagr Koshi aniqlamasi boymsha da limiti

bolatuginin kérsetemiz. Meyli, bunday bolmasin, onda bazi bir
£>0 ham jetkilikli darejede kishi O >0 san ushm

0< ‘X - a\ < shartti ganaatlandiniwshi keminde bir X e {X}

noqat tabilip, | f (x) —b| > & tensizlik ormli bolad1.

Solay etip, biz 5, _1 (n=12,..) sanlardan dazilgen izbe-
n

izlik aliwimiz ham bul sanlardin har biri ushin 0 < |Xn - a| <o,
shartti ganaatlandirtwsh1 keminde bir x, e {x} noqat tabilip,
|f(x,)—b|>¢ tensizlik ormli boladi dep tastiyiglawimiz
mumkin eken. 0< |Xn — a| <0, tensizlikler {x } izbe-izlik

elementleri @ noqattan 6zgeshe, biraq @ noqatqa jiynaql izbe-
izlik ekenin bildiredi. Geyne aniglamasi boyinsha saykes
{f(x,)} izbe-izlik b sanga jiynaqhi boliw1 kerek, al bugan

hamme N nomerler ushin orinli bolgan ‘f(xn)_b‘zg tensizlik
garama-garsi keledi. Demek, O sani f (x) funkciyanin a

nogattag: Koshi aniqlamasi boyinsha da limiti bolad: eken. A

2.3. Funkciyanin bir tarepli limitleri. Funkciyanin berilgen
a nogattag bir tarepli (shep yaki on) limiti tisinigin kiritemiz.
Meyli, y — f (x) funkciyanif aniqlaniw oblasti bolgan {x}c R
képlik vV 5>0 ushin @ noqattn U (a)=(a, a+ ) on (
U@ =(a—-3J5, a) shep) & — dogereginde keminde bir
elementke iye bolsin.

14-amqlama. (Funkciyanii noqattagi bir tarepli limitinin
Geyne aniqlamasi). Eger argumenttin @ saniman ulken (kishi)
manislerinen duzilgen hdm & noqatqa jiynaql v {x, } izbe-izlikke
saykes funkciyanii dara manislerinen dizilgen {f (x,)} izbe-

93



izlik D sanina jiynagh bolsa, onda D sam f (x) funkciyamn

a nogattag: on  (shep) limiti dep ataladi  ham
lim f(x)=b (Ilm f(x)=b) yaki f(a+0)=b (f(a-0)=b) dep

x—a+0
jaziladi.

15-amqlama. (Funkciyanii noqattagi bir tarepli limitinifn
Koshi aniqlamasi). Eger v >0 can ushin 35 =5(g) sam
tabilip, a<x<a+d (a—oJ<x<a) shartin qanaatlandiriwshi

v x e {x} nogatta ‘ f(x)— b‘ < ¢ tensizligi orinli bolsa, onda b
sam f (X) funkciyamn @ noqattag: on (shep) limiti dep atalad.

3-teorema. Funkciyamn noqattag: bir tarepli limitinin Geyne
ham Koshi aniglamalari ekvivalent.

Misal. y =sgn x funkciya x=0 noqatta ham on, ham
shep limitke iye ham lim sgnx=1, lim sgnx=-1. Bul

x—0+0 x—0-0

funkciya x =0 nogatta limitke iye emes. Bul mina teoremadan
kelip shigadi.

4-teorema. |im f(x)=b boliwt ushin f(x) funkciya a

X—a

noqatta bir tarepli lim f(x) hdm I|m f(x) limitlerge iye

x—a+0
bolip ||m f(x)= ||m f(x)=b tenllkler ormmlt bolwt zarur
X—a—| —a+0
hdMJetklllkll.

Bul teorema keltirilgen aniqlamalardan tikkeley kelip shigadi.

Funkciyanin x — oo dagt limiti tusinigin kiritemiz. Bunifi
ushin y = f (x) funkciyanin aniglaniw oblast1 bolgan {X}C R
kopliktin V' & >0 ushin [—&, §] kesindini sirtinda keminde
bir elementi bar boliwin talap etemiz.

16-amqlama. (Funkciyanin X — oo dagi limitinin Geyne
aniqlamasi). Argumenttin manislerinin qalegen sheksiz ulken
{x, } izbe-izligi ushin funkciyanin siykes dara manislerinin

{f(x,)} izbe-izligi b sanna jiynagh bolsa, onda b sam
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f(x) funkciyamn x-—oo dag: limiti dep ataladi ham
lim f(x)=b dep jaziladi.

X—>00

17-amqlama. (Funkciyanin X — oo dagi limitinin Koshi
aniqlamasi). Eger ¥ & > O canushin 3 5 = 5(&) sani tabilip,
‘x‘ >¢  shartin  qanaatlandinwshi Vv x e {x}  nogatta
[f(X)—b|<e tensizligi ormh bolsa, onda y= f(x)
Sfunkciyanmin X — co dag: limiti b sanina ten deymiz.

Funkciyamin  argumenti malim belgidegi sheksizlikke
umtilgandag limiti tisinigin kiritemiz. Bunin ushin y = f (x)
funkciyanin anigqlamiw oblasti  bolgan {X} c R koépliktin
V6 >0 ushin 0 nogattin on tarepinde (— S noqattin shep
tarepinde) keminde bir elementi bar boliwin talap etemiz.

18-amqlama. (Funkciyanii x — 4+c0 (x — —o0) dagi
limitinih Geyne aniqlamasi1). Argumenttif on (teris) manislerinin
qalegen sheksiz ulken {x n} izbe-izligi ushin funkciyanin saykes
dara manislerinin { f (x,,)} izbe-izligi b sanma jiynagh bolsa,
onda bsam f (X) funkciyanin x —» 400 (x —> —oc0) dag:
limiti dep ataladi ham

lim f(x)=b (lim f(x)=b)
X—>+00 X—>—o0

dep jaziladu.

19-amqlama. (Funkciyanii x 5 400 (x —> —o0) dagi
limitinifi Koshi amqlamasi). Eger v & >~ 0 canushin 35 = 5(&)
san1 tabillp, x> (x<-—&) shartin qanaatlandirtwshi
v x e {x} nogatta |f(x)—b|<e tensizligi ormh bolsa, onda
y = f(x) funkciyanin x 5 400 (x —> —o0) dag: limiti b
sanina ten deymiz.

......

x —> +oo Oagt limitinin dara jagday1 sipatinda qaraw mumkin.
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Haquyqatinda da, eger {X}C R képlik sipatinda natural sanlar
kopligin, al bul koplikte aniqlangan f (x) funkciya sipatinda har
bir N natural sanga {x,} izbe-izliktih N- elementin saykes

qoyrwshi funkciyani alsaq, onda bul funkciyanin x —» +oo dagi
limitinin 19- aniglamasi sanli izbe-izliktin limitinin aniglamasin
beredi.

2.4. Shekli limitke iye funkciyalardm qasiyetleri. Shekli
limitke iye funkciyalar da jiynaqli izbe-izlikler siyaqli bir qatar
qasiyetlerge iye. Olardin kopshiliginin dalilleniwi jiynaqli izbe-
izliklerdin saykes qasiyetlerine ugsas, sebebi funkciyanin
nogattagr limiti tusinigi sanlar izbe-izliginin limiti tUsinigine
tiykarlanadi (Geyne amiglamasi). Usin itibarga alip, tomende
keltiriletugin gasiyetlerdin geyparalarin dalilleymiz, qalganlarin
oqiwshiga 6z betinshe dalillewi ushin usinamiz.

Meyli, f (x) funkciya {x}c R koplikte amiglangan, a
nogat {x} kopliktin limit noqati bolsin.

1°. EGer jim  (x)=b bolip, b> p (b < q) bolsa, onda a

noqattin §|L(j s(a) dogeregi tabillp, Vxe lj s(a) hogatta
f(x)>p (f(x)<q) tensizlik orinli bolad.
Dara jagdayda, eger |im f(x)=b bolip, b>0 (b<0) bolsa,

onda @ nogqattin 38 s(a) dogeregi tabilip, v x e L(j s(a) nogatta
f(x)>0 (f(x)<o0) tensizlik orinl boladi.

2°. Eger limf(x)=b bolsa, onda & nogattini 30U ,(a)
X—a

dogeregi tabilip, bul dogerekte f(x) funkciya shegaralangan
boladi.
Dalillew. |im f(x) =b bolsa, funkciyanin noqattagi limitinin

0
Koshi aniglamasi boymnsha argumenttin U s(a) dogerekten
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alingan manislerinde [f(x)—b|<e tensizlik ormli. Bul tensizlik

b—e< f(x)<b+e tensizliklerge ekvivalent. Al bul f(x)

0
funkciyanin @ noqattin U s(a) doégereginde shegaralanganligin
bildiredi. A

Eskertiw. Bazi bir noqat dogereginde shegaralangan
funkciya bul noqgatta shekli limitke iye boliw1 shart emes. Misali,

.1
y=sm; funkciya shegaralangan (dara jagdayda, x=0

noqattin galegen oyilgan dégereginde shegaralangan) funkciya,
biraq bul funkciya x =0 nogatta limitke iye emes.
3%, Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x}c R koplikte

aniglangan, a nogat {x} kopliktin limit nogati bolsin.

0
Eger V xeUs(a) nogatta f(x) < g(x) tensizlik orinlansa
hidm f(x) hdm g(x) funkciyalar a noqatta shekli limitke iye
bolsa, onda |im f (x) <limg(x) tensizlik ormli boladi.
X—a X—a

0

4%, Eger VxeUs(a) nogatta f(x)<h(x)<g(x)

tensizlikler orinlansa ham lim f (x) =limg(x) =b bolsa, onda
X—a X—a

limh(x) =b bolad.

X—a
Dalillew. Meyli, {x,} —elementleri @ nogattan 6zgeshe,

a noqatqa jiynagli galegen izbe-izlik bolsin. Onda funkciyanin
nogattagi limitinin Geyne aniglamasi boynsha saykes {f (x, )}
ham {g(xn)} izbe-izlikler b sanga jiynaqli. Tastiyiqlawdin sharti
boymsha v ne N ushin f(X,)<h(x,)<0g(X,) tensizlikler
ormli. 3- baptin 6- teoremasi boymnsha {h(Xn)} izbe-izlik te b
sanga jiynagqli boladi. Al bul 6z nawbetinde limh(x)=b

X—a

bolatuginin bildiredi. A
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Shekli limitke iye funkciyalardin bul gasiyeti funkciyalar
ushin eki jaglap shegaralaw principi dep ataladi.

S5-teorema  (Shekli limitke 1iye funkciyalar ustinde
arifmetikaliq 4meller). Meyli, f (x), g(x) funkciyalar a

nogattiri bazi bir U () dégereginde amgqlangan funkciyalar bolip,

bul noqatta shekli limitke iye bolsin Onda bul funkciyalardin
qosindisi, ayirmast, kobeymesi ham gatnast @ nogatta limitke iye
bolip,

Im[f(xX)£g(x)]=I1lim f(x)=£lim g(x),
Im[f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g(x),

m = X248 (VxeU(a) g(x)=0,limg(x)=0)
ag(x)  lim g(x) 2

tenlikler orinli.
Dalillew. Meyli, lim f(x)=b, limg(x)=c bolsn.
X—a

X—a

Elementleri & noqattan 6zgeshe, @ noqatga jiynaqli galegen
{x,} izbe-izlik alamiz. Funkciyamn noqattagi limitinin Geyne
aniglamasi boyinsha saykes {f (x,)} ham {g(xn)} izbe-izlikler,
saykes tirde, b ham C sanlarga jiynaqli. Jiynaqli izbe-izlikler
ustinde arifmetikallq ameller haqqindagl teorema boyinsha
06+ 9065 {F00)=906) 1F00)-906) 1f04)/90x,);
izbe-izlikler, saykes turde, b+c, b-c, b-c, b/c (c=0)
sanlarga jiynaqli. Al bul {x }- elementleri & noqattan 6zgeshe,
a noqatqa jiynaqli galegen izbe-izlik bolganhqtan Geyne
aniqlamasi boyinsha

fFOO+9(), f()-g(), f(x)-g9(x), f(x)/9(x)

funkciyalar a noqatta, saykes turde,
b+c, b-c, b-c, b/c (c#0) sanlarga ten limitke iye bolatugmin
bildiredi. A
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Eskertiw. Qosindis1 (ayirmasi), kobeymesi ham qatnasi
noqatta shekli limitke iye eki funkciyanin har biri us1 noqatta

limitke iye boliwi shart emes. Misal, f(x)=1- sini ham
X

g(x) =sin E funkciyalardin qosmndis1  f(x)+g(x)=1 bolip,
X

galegen noqatta (dara jagdayda, x =0 noqatta) 1 ge ten limitke
iye, birag x =0 nogatta f (x) funkciya da, g(x) funkciya da

limitke iye emes.
2.5. Quramal funkciyanmn limiti. Meyli, {x}e R koplikte

t = p(x) funkciya aniglangan, al bul funkciyanih {t}=R
manisler kopliginde y = f(t) funkciya aniglangan bolip, bul
funkciyalar jardeminde y = f (o(x)) quramal funkciya duzilgen

bolsin. Bul quramali funkciya {x} koplikte aniglangan. Meyli, a
nogat {x} kopliktin limit noqati bolsin.
6-teorema. Eger

0
1) limp(X) =c ham @ nogatti IU 5(a) dégeregi tabilip,
X—a
0
vV x eU s(a) hogatta ¢(x) = c bolsa;
2) c nodqat {t} kdpliktin limit nogati bolip, lim f (t) =b bolsa,
t—>c

onda y = f (@(x)) quramall funkciya @ noqatta limitke
ive ham |im f (p(x))=h tenlik orinli boladh.
X—a

Dalillew. Teoremanii  sharti  boymsha |im f (t)=b-.
t—c
Funkciyanin nogqattagi limitinin aniqlamast boymnsha ¥V & > 0O

0
ushm 3o =0c(g)>0 tabillp, VteU,(c) nogat ushin
f (t) eU _ (b) bolad
Endi teoremanin sharti boymsha limg(x)=c ham a
X—a

nogattin U (a) dogeregi tabilip, v xeU  (a) nogatta
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@(X) = ¢ ham limit aniglamas1 boymsha jogaridagr o >0 san
0
ushm  36=06(o)>0 tabip, V xeUs(a) noqat ushin
0
@(x) eU_(c) boladi. Solay etip, V & > 0 ushin 35=5(¢) >0

0 0

tabilip, V xeUs(a) nogat ushin t=¢(x)eU_(c) ham

f (t) eU _(b) boladi. Bul lim f(t) =lim f (p(x))=Db tenlik
t—c X—a

orinl bolatuglmn bildiredi. A

0

Eskertiw. Teoremadagi a noqattin U s(a) dogereginde

@(X) =c bohw shartin  f(t) funkciya t = C nogatta

aniqlangan ham lim f (t) = f (c) =b tenlikler orinli boliw sharti
t—c

menen almastiritw mamkin. Haqiyqatinda da, eger V X L(] s(a)
noqat ushin ¢(X) = c bolsa, teoremanin dalilleniwi aniq: eger
p(X)=c bolsa, f(p(x))=f(c)=b bolip,
| f (@(x)) —b| =0 boladi. Solay etip, v x €U ;(a) noqat ushin
f (p(x)) €U, (b) bolad:.
Usigan ugsas, &, C ham b noqatlardin birewi shekli,

ekinshisi sheksiz yaki hammesi sheksiz bolgan jagdayda da
teorema orinli boladi.
2.6. Monoton funkciyamn limiti. {x}c R koplik berilgen

bolip, @ nogat (shekli yaki + « ) bul kopliktin limit nogati bolip,
Vv x e {x} ushin x<a tensizlik orinli bolsin. f (x) funkciya {x}
koplikte aniqlangan bolsin.

7-teorema. Meyli, f(x) funkciya {x} kdplikte Osiwshi
Junkciya bolsin. Eger bul funkciya {x} koplikte joqaridan
shegaralangan bolsa, onda a nogatta shekli limitke iye, al

Jjoqaridan shegaralanbagan bolsa, funkciyamn @& noqattag: limiti
-+ o© boladh.
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Dalillew. Meyli, f(x) funkciya {x} koplikte 6siwshi ham
shegaralangan funkciya bolsin. Onda funkciyanin manislerinen
dtzilgen {y} = {f (x): xe {X}} koplik jogaridan
shegaralangan bolip, dal joqarg1 shegaraga iye boladi:
b:=sup f (x). Dal joqarg: shegara gasiyeti boyinsha v x e {x}

xe{x}
noqat ushin f(x)<b bolip, v >0 san ushin 3X’' € {X} nogat
tabilip, f (x") > b — & tensizlik ormli boladi. (x) funkciya {x}
koplikte 6siwshi bolganligtan x > x’ tensizlikti qanaatlandirtwshi
Vv x e {x} noqat ushin f(X)>b—¢ tensizlik orml. Natiyjede
b—e<f(X)<b<b+e tensizliklerge kelemiz. Al bul D san
f (x) funkciyanin limiti ekenin bildiredi. Dalillew procesinde
eger @ shekli san bolsa, x'=a—-J (d=a-x') dep, al a sheksiz
bolsa, x” > M > O dep aliniwi1 kerek.

Endi f (x) funkciya {x} koplikte dsiwshi ham jogaridan
shegaralanbagan funkciya bolsin. ¥ M >0 san ushin (bul san
qanday tlken san bolsa da) 3 X’ € {x} noqat tabilip, f(x’)>M
tensizlik ormli boladi. x> x’ tensizlikti qanaatlandiriwshi
Vv x e {x} moqat ushmn f(x)> f(x’) tensizlik ornl
bolganliqtan, bunday noqatlar ushin f (x) > M tensizlik orml.
Bul lim f (x) = +oo bolatugmnin bildiredi. A

X—a

{x}c R koplik berilgen bolip, @& noqat (shekli yaki + o)
bul kopliktini limit nogati bolip, ¥ x € {x} ushm x>a
tensizlik orml bolsm. f (x) funkciya {X} koplikte aniglangan

bolsin.
8-teorema. Meyli, f(x) funkciya {x} kdplikte kemiwshi

Junkciya bolsin. Eger bul funkciya {x} koplikie tomennen
shegaralangan bolsa, onda a nogatta shekli limitke iye, al
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tomennen shegaralanbagan bolsa, funkciyamn a noqattag: limiti
— o0 boladl.

Bul teorema 7- teorema siyaqli dalillenedi.

2.7. Amq emeslikler. Biz joqarida shekli limitke iye

funkciyalar ustinde arifmetikaliq 4mellerdi korip 6ttik. Eger f (X)
hdm g(x) funkciyalardin har birewinin @ nogattagi limiti sheksiz
yaki f(x)/g(x) funkciyamn & noqattagi limiti garalganda
limg(x) =0 bolsa, onda har qiyli aniq emeslikler payda boladi.

x—>a

Meyli, f(x) him g(x) funkciyalar {X}c R koplikte
aniqlangan, @ noqat bul kopliktin limit nogat1 bolsin.

1) Eger |im f (x) =limg(x) =0 bolsa, onda () polshek 0

x—a x—a g(x) 0

korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.

2) Eger f(x) ham g(x) funkciyalardin har birewinin a
nogattag: limiti sheksiz bolsa, onda (%) bolshek » korinisindegi

g(x) ©

aniq emeslik dep ataladi.

3) Eger limf(x)=+w (o), limg(x)=—w (+x)

X—a X—a

bolsa, onda f(x)+ g(x) qosindi co —oco kdrinisindegi aniq

emeslik dep ataladi.
4) Eger [im f(x)=0, limg(x)=oo bolsa, onda f(x)-g(x)
X—a

X—a

kébeyme 0.0 korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
5) Eger lim f(x)=1 limg(x)=oo bolsa, onda [f (x)]°®
X—a X—a

anlatpa 17 korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
6) Eger lim f(x)=limg(x)=0 bolsa, onda [f (x)]*®
X—a X—a

anlatpa o° korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
7) Eger limf(x)=w, limg(x)=0 bolsa, onda [f (x)]9®
X—a

X—a

anlatpa «° korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
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f(x) ham g(x) funkciyalardin 6z limitlerine umtiliw

qasiyetlerine qarap joqaridagi aflatpalardin xarakterin aniqlaw
aniq emesliklerdi ashiw dep ataladi.

2.8. Funkciyamin limitke iye boliwimm Koshi Kriteriysi.
Meyli, f(x) funkciya {x}c R koplikte amglangan, @ nogat bul
kopliktin limit nogati bolsin.

20-amgqglama. Eger v >0 san ushin 35=5(g)>0 san

tabilip, argumenttin  0<|x'—a/<d, 0<|[x"—al<s tensiz-
liklerdi qanaatlandiniwshi v x’, x” e {x} ménisleri ushin
f(x)— F(x")| <& tensizlik orinli bolsa, onda f(X) funkciya a
noqatta Koshi shartin qanaatlandiradi dep aytiladi.

Misal. f(x)=x- sin1 funkciya x =0 noqatta Koshi shartin
X

ganaatlandiratuginin korsetemiz. Haqryqattan da, v & > O san

ushin S=¢g/2 dep alsaq, argumenttin

0<|x X"

< g C 0<|x"< g tensizliklerdi  qanaatlandiriwshi

Vv X', X" € {x} manisleri ushin

[F(x) = f(x")

/| ”

1 1 1 1
=|x'sin= —x"sin—| < x’sm—, +(x"sin—| <
X X X X

X

+

X

<&

Bul amiglama boymsha berilgen funkciya X =0 noqgatta
Koshi shartin qanaatlandiratuginin bildiredi.
Eger V0 >0 san alinsa da 3&>0 san ham argumenttif

0< ‘X' - a\ <o, 0< ‘X" - a\ <& tensizliklerdi ganaatlandirtwshi

X', X" e {x} manisleri tabilip, f(x)— fF(x)| =& tensizlik orinli
bolsa, onda f(X) funkciya ushm @ nogatta Koshi shérti
orinlanbaydi dep aytiladi.

103



Misal. f(x)zcosl funkciya ushin x =0 nogatta Koshi
X

sharti ormlanbaydi. Haqiyqattan da, v § >0 san alganimizda da

O<& <2 san ham y/_ 1 CoX'= 1 noqatlar ushin (
2k 2k +1)x
K >[L] bolganda |x'| <5, [x"|<&)
270

| f(x) = f(x")|=|cos2krz —cos(2k + )z|=2>¢
boladi. Bul aniglama boyinsha berilgen funkciya ushin X =0
noqatta Koshi sharti orinlanbaytuginin bildiredi.
9-teorema. Funkciya noqatta shekli limitke iye boliwt ushin

bul nogatta Koshi shartin qanaatlandriwt zarur ham jetkilikli.
Dalillew. a) Zarirligi. Meyli, |im f (x) =b bolsimn. v & >0
X—>a

sand1 saylap alamiz. Funkciyanin noqattagi limitinin Koshi
aniglamast boymmsha g/2 san ushin 3s5-0 san tabilip,

arngumenttin 0< \X' - a\ <o, 0< ‘X” - a\ <o shartlerdi
qanaatlandiniwsh1  WX”, X” manisleri ushin, saykes tarde,

£ (x) —b|< g () —b|< g tensizlikler orinli boladi. Bunnan

[F(x) = (x| =|(F(x) =b)+ (b — f (X)) <|f(X) —b| +|f (x") —b| <&
tensizlik kelip shigadi. Al bul f(x) funkciya a noqatta Koshi

shartin ganaatlandiratuginin bildiredi.

b) Jetkilikligi. ~ Meyli, f(x) funkciya a nogatta Koshi
shartin ganaatlandirsin. f (x) funkciya a nogatta shekli limitke
iye bolatuginin dalillewimiz kerek. Meyli, {x_, }- argumenttin a
nogattan o6zgeshe manislerinen duzilgen, @ nogatga jiynaglh
galegen izbe-izlik bolsin. Bunia ushin funkciyanin nogattag:
limitinin Geyne amqlamasi boyinsha funkciyanin saykes dara
manislerinen duzilgen {f(x,)} izbe-izlik baz1 bir b sanga
jiynaglt ham bul san hamme a nogqattan 6zgeshe nogatlardan
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dazilgen, @ nogatga jiynagh {x,} izbe-izlikler ushin birdey
ekenin dalillew jetkilikli.

Daslep, argumenttin @ nogattan 6zgeshe manislerinen
duzilgen, a nogatga jiynagh galegen {x,} izbe-izlik ushin
saykes funkciyanin manislerinen duazilgen {f (x,)} izbe-izlik
bazi bir b sanga jiynagl: bolatuginin dalilleymiz. v & > 0 san
ham Koshi sharti boymsha usi sanga saykes §=35(g)>0 san
saylap alamiz. {xn} izbe-izlik a noqatqa jiynaqh ham X, #a
bolganhigtan us1 &§>0 san ushin 3N nomer tabilip, n> N

nomerler ushin 0 < ‘Xn — a\ <o tensizlikler orml boladi. v p

natural san ham n> N nomerler ushin O<‘X —a‘<5

n+p
tensizlikler de orinli bolatugini aniq. Solay etip, v p natural san

ham n> N nomerler ushin 0<‘xn —a‘<5, 0<

Xnip —a‘<5

tensizlikler orinlt boladi eken. Usi eki tensizlikten ham Koshi
shartinen Vv p natural san ham N > N nomerler ushin

‘f(xmp) - f(xn)‘ <& tensizlikti alamiz. Bul = {f(x,)}-
fundamental izbe-izlik ekenin bildiredi, al fundamental izbe-izlik
jiynagli bolganhqtan {f (x, )} izbe-izlik bazt bir b sanga
Jtynaql.

Endi argumenttin @ noqattan 6zgeshe manislerinen duzilgen,
a nogatqa jiynaql galegen eki {x,} ham {x; } izbe-izlik ushin
funkciyanin saykes dara ménislerinen dizilgen {f (x,)} ham
{f (x},)} izbe-izlikler birdey b sanga jiynaqli bolatuginin
dalilleymiz. Meyli, {f(x, )} hdm {f(x/)} izbe-izlikler, saykes
tarde, b ham b’ sanga jiynaqli bolsin. Argumenttin @ nogattan
0zgeshe manislerinen duzilgen, & noqatqa jiynaql jaha

X Xiy Xoy X5, e, X X/,

izbe-izlikti qaraymiz. Jogarida dalillegenimiz boyinsha

funkciyanin saykes dara manislerinen dizilgen
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fOq), O, f(x) FOQ) o T F(XR),
izbe-izlik bazi bir b” sanga jiynagli. Bul izbe-izliktin
galegen ules izbe-izligi de b” sanga jiynagh. Demek, taq

nomerli elementlerden duazilgen
f(x), f(x,), ..., f(x,), ... ules izbe-izlik te, jup
nomerli elementlerden duazilgen
f(x), f(xy), ... , f(x)), ... ules izbe-izlik te p"
sanga jiynagl boladi. Bunnan b = b’ = b"” bolatugin kelip
shigadi. A

Eskertiw. a nogattagi bir tarepli limitler,

X —>00, X-—>+00, X-—>—co dag limitler ushin da

Koshi sharti ham Koshi kriteriysi jogaridagiga ugsas aytiladi ham
dalillenedi.
2.9. Baz1 bir ajayip limitler. 10-teorema. f(x) _sinx
X

funkciya x =0 noqatta shekli limitke iye ham bul limit 1 ge ten,

. . sinx
yagniy lim——=1.
x=>0 X

Dalillew. Argumenttin <y <” manislerinde sjnx < x < tgx
2

tensizlikler orinli ekeni malim. sin x>0 bolganliqtan bul
tensizliklerdi 1 ._ X __ 1 Kkoriniste jazip aliw mumkin. Bunnan

sinX CoOSX
sin X
CoSX <> <1 (1)

X
tensizliklerdi alamiz. (1) tensizliklerdin — argumenttin

0<x<Z manisleri ushin ormmli boliwinan bul tensizliklerdin
2

_£< X <0 manisler ushin da orinli ekeni kelip shigadi, sebebi

SINX ham cosx funkciyalar jup funkciyalar. Solay etip, (1)
X
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tefisizlikler 7 oy 7 (x.() manisler ushin, yagny
2

v X elﬂ z/2(0) nogqatta ornlt boladi eken. f(x)=cosx ham

g(x)=1 funkciyalar x=0 noqatta 1 ge ten limitke iye.

Funkciyalar ushin eki jaqglap shegaralaw principi (shekli limitke

iye funkciyalardin 4°- gésiyeti) boynsha h(x) = SinX funkciya da
X

X = 0 nogqatta shekli limitke iye ham bul limit 1 ge ten. A
11-teorema. f(x)=(1+ x)¥* funkciya x=0 noqatta shekli

limitke iye ham bul limit e sanina ten.
Dalillew. f(x)=(1+ x)V* funkciya x =0 nogqatta ham shep,

ham on limitlerge iye ham bul limitler € sanma ten ekenin
dalillew jetkilikli.

1) Daslep f(x)=(1+x)¥* funkciya x=0 noqatta shekli on
limitke iye bolip, bul limit € sanina ten ekenin dalilleymiz.

Bunin ushin funkciyanii noqattagi on limitinin Koshi
aniqlamasi boymsha Vv & >0 ushin 36 =5(g) >0 san tabilip,

0 < X < & shartti qanaatlandinnwsh1 V X nogatta
‘(1+ x)¥* — e‘ <e 2)
tensizlik orml bolatugimin dalillew jetkilikli.

VvV £>0 san saylap alamiz ham a, =1+ 1 )" ham
n+1

b, =@+ 1)’”1 izbe-izliklerdi alamiz. Bul eki izbe-izlik € sanina
n

jiynaqli. Haqiyqatinda da,

1 . 1 .
1 (1+ 1)n+1 r']'”l(l"' 1)n 1 .
lima, = lim(1+——)" = lim — N+ " n+l s
n—w n—o n+1 n—o 1+ lim (1+ ) 1
n+1 N |

mb, :m(ui)”*l:m(ui)“ .nligl(ni):e-l:e

li
n—o
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Eki {a,} him {pb,} izbe-izlik te € sanna jiynagh
bolganhqtan saylap alingan v £ >0 san ushm 3N, N,
nomerler tabilip, n> N, nomerler ushin la, —¢e[<e ham n > N,
nomerler  ushin b, —€|<e tensizlikler  orinli.  Meyli,
N =max{N;,N, } bolsin. Onda n > N nomerler ushin bir wagtta

a, —e|<es b, —g|<e ()
tensizlikler orinl boladi.

Endi dalillewdi aqurina jetkeriw ushin eger ,_1 dep alsaq,
N

onda argumenttin 0<x<t shartti ganaatlandiriwshi manislerinde

(2) tensizlik orinl bolatuginin dalilleymiz.
Haqiygatinda da, meyli, x argumenttin 0<X<i shartti

ganaatlandiriwshi galegen manisi bolsin. Onda , . Endi .- [l]
X X

dep belgilep, birinshiden, n > N dep, al ekinshiden
ns%<n+1 (4)

tensizlikler orinli dep aytiwimiz mamkin. Bul tensizliklerden

Loy<thimg, 1 01 6
n+1 n n+1 n
tensizlikler kelip shigadi. (4) ham (5) tensizliklerdin
ekinshisin salistirip, tiykar: 1 den ulken korsetkishli funkciyanin
osiwshiliginen  paydalanip, (“ﬁ)” BT <(1+%)n+1 yaki
a, <1+ x)¥* <b, tensizliklerdi alamiz.

Solay etip, argumenttin

1 shartti ganaatlandiriwshi
O<x< N

galegen xmanisi ushin n> N nomerlerde a <(1+x)¥* <h,
demek,
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a,—e<(l+x)¥*—e<b —e (6)
tensizlikler orinl boladi eken. (6) tensizlikti n > N nomerler
ushin orinlt bolgan (3) tensizlikler menen salistirip, argumenttin
0<x<. L shartti ganaatlandirwshi manislerinde (2) tensizlik
N

orinl bolatuginina isenim arttiramiz.

2) f(x)=@+ x)¥* funkciya x =0 nogatta shekli shep limitke
iye bolip, bul limitte € sanina ten ekenin dalilleymiz.

Funkciyamn nogattagr shep limitinin Geyne aniglamasi
boyinsha terns sanlardan dazilgen galegen sheksiz kishi {x 1
izbe-izlikke saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen
f(x,)=(@+x,)"* izbe-izlik e samna jiynagh bolatuginin
dalillew jetkilikli.

Meyli, {x_}- teris sanlardan duzilgen galegen sheksiz kishi
izbe-izlik bolsmn. Bul izbe-izlikti hamme  elementler moduli

boyinsha 1 den tlken bolatugin N nomerden baslap qaraymiz.

y ———2n_ dep belgileymiz, demek y ___Ya . Onda
T14x, "o lvy,
{y,} -on sanlardan dizilgen sheksiz kishi izbe-izlik bolip,
Ltyn 1 1
—a —(—+1) —+1
f(Xn)z(l"'Xn)l/X” :(I—L) Yn z(i) o =Ly, )
1+y, 1+y,

tenlik orinli. Solay etip,
lim f(x,)=lim@+y)"" -lim@+y,).
N—0 N—0 nN—o0
{y,} on sanlardan dizilgen sheksiz kishi izbe-izlik
bolganligtan joqarida dalillengeni boymsha |im @+y, )]/yn —e,
n—o0
al lim@1+y,)=1. Demek, {F(x)} izbe-izlik € sanina
n—oo

Jiynaqli. A
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2.10. Sheksiz kishi ham sheksiz dlken funkciyalar. 21-
amgqlama. Nogattag: limiti nolge tef funkciya us1 noqatta sheksiz
kishi funkciya dep ataladi.

Misali a(x)=(x—a)" (neN) funkciya @ nogatta
sheksiz kishi funkciya boladi.

Eger f (X) funkciyamn @ nodattag: limiti b sanina ten
bolsa, onda «(x):= f (x) —b funkciya @ nogatta sheksiz
kishi funkciya.

Eger f(x) funkciyamn @ noqattag: limiti o samna ten
bolsa, onda bul funkciyami f(X)=b+ a(X) korinisinde jaziw
miimkin, bul jerde a(X) — a nogatta sheksiz kishi funkciya.

22-amiqlama. Noqattag: limiti sheksiz funkciya usi noqatta
sheksiz ulken funkciya dep ataladi.
Argumenttin @ saninan ulken (kishi) ménislerinen duzilgen,

a noqatqa jiynaqli V {Xn} izbe-izlikke saykes funkciyanin dara
manislerinen duzilgen {A(x, )} izbe-izlik bazi bir nomerden

baslap hAmme elementi yaki on, yaki teris sanlar bolgan sheksiz
tlken izbe-izlik bolsa, onda a(x) funkciya @ nogatta ornan
(shepten)  sheksiz  ulken  funkciya dep  ataladi  ham
lim £(x)=+0 (lim_f(x)=+0) yaki

x—a+0

lim f(x)=—cc (lim f(x)=—oc) dep jaziladi. Geyde

A(@+0)=+o (A(a-0)=+w) yaki
A(@a+0)=-o (A(a-0)=-x)
simvollarinan da paydalaniladi.
Sheksiz kishi ham sheksiz ulken funkciyalar da sheksiz kishi
ham sheksiz ulken izbe-izliklerdin qasiyetlerine uqsas
qasiyetlerge iye boladi.
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1% Nogatta sheksiz kishi funkciya bolgan shekli sandag:
funkciyalardin qosindisi ham kobeymesi usi noqatta sheksiz kishi
funkciya.

2°. Nogattii bazi bir dégereginde shegaralangan funkciyamn
us1 noqatta sheksiz kishi funkciyaga kobeymesi usi noqatta sheksiz
kishi funkciya.

3°. Eger a(x) funkciya @ nogattin bazi bir dégereginde

amgqlangan, usi dogerek noqatlarinda nolden ozgeshe, sheksiz

kishi funkciya bolsa, onda _1 funkciya a noqatta sheksiz iilken
a(x)
funkciya.
4°. Eger A(x) funkciya @ noqatta sheksiz ulken funkciya

bolsa, onda _1 funkciya @ noqatta sheksiz kishi funkciya

A(x)
bolad.

Berilgen @ noqatta sheksiz kishi eki funkciyani salistiriw
metodikasina toqtalamiz. Meyli, «(x) ham g(x) funkciyalar a
noqattin bazi bir dégereginde aniqlangan ham a nogatta sheksiz
kishi funkciyalar bolsin.

1) Eger Iim@:O bolsa, onda (x) funkciya @ nogatta

x—>a F(X)
£(x) funkciyaga qaraganda jogar: tartipli sheksiz kishi funkciya
dep ataladi ham e« (X) =0(L(X)) (x—>a) dep
jaziladi.
. a(X)
2) Eger lim—=-=c (c=0, c=1) bolsa, onda o (x)
2 B(x)
hdam g(x) funkciyalar a noqatta birdey tdrtiptegi sheksiz kishi
funkciyalar dep ataladi.
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3) Eger |j;@(X)_; bolsa, onda «(x) him S(x)
2 B(x)
funkciyalar @ noqatta ekvivalent sheksiz kishi funkciyalar dep
ataladi ham o« (x) ~B(x) (x— a) dep jaziladi.
12-teorema. Eger o(x)~ay(X) (x—a) hdm  p(x)~

B(X) (x—a) bolp, |im®@X) shekli limit bar bolsa, onda

xa f§ (X)
Iim@ limit te bar him iy a(X) _ Iimal(x) tenilik orinli
x> f3(X) x-a B(X)  x-a fy(X)

bolad.
Berilgen @ nogqatta sheksiz tilken ham onnan (yaki shepten)
sheksiz ulken funkciyalar da usilay salistiriladi.
Meyli, A(x) him B(x) funkciyalar argumenttin birdey
manislerinde aniqlangan funkciyalar ham aniqliq ushin
lim A(X) =+, lim B(X)=+ow
x—a+0

x—a+0
bolsin.

1). Eger A(X) funkciya @ noqatta onnan sheksiz ulken
B(x)

funkciya bolsa, onda A(x) funkciya a nogatta B(X)
funkciyaga salistirganda jogar: osiw tartibine iye dep atalad.

2). Eger A(X) funkciyanih @ nogattagi on limiti nolden
B(x)

0zgeshe shekli sanga tefi bolsa, onda A(X) ham B(X)

funkciyalardin @ noqattagi osiw tartibi birdey dep ataladi.
Sheksiz kishi jane sheksiz ulken funkciyalardi salistiriw
musallarin keltiremiz.

Misallar. 1) a(x)=x®>—x> him B(x)=5x> + x*
funkciyalar x =0 nogatta birdey tartiptegi sheksiz kishi
funkciyalar, sebebi
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35 340 2 2
() _jim X=X iy X=X iext L

lim = ==,

=0 B(X) x=05x>+x* x50 x*(5+x) x05+x 5

2)  a(x)=(x—2)3(x—-1) him  pB(x)=(x-1)?
funkciyalar x =2 noqgatta ekvivalent sheksiz kishi funkciyalar,
sebebi

im @0 i G D gy g
X—2 ﬂ(x) x—2 (X — 2) X—2

3) A(x):M ham B(X)zl funkciyalar x =0 nogatta
X X

onnan da, shepten de osiw tartibi birdey sheksiz tlken
funkciyalar, sebebi

2+ X

+
lim =lim—%
X*)OB(X) x-0 1

X

=lim(2+x)=2.
x—0
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4- BAP
UZLIKSIZ FUNKCIYALAR

1-§. Uzliksiz funkciya tasinigi
Funkciyanin uzliksizligi matematikaliq analizdin ahmiyetli

......

baylanisgan.

f(x) funkciya {x}c R koplikte amiglangan, @ nogat {x}
kopliktin limit nogati bolsin.

f(x) funkciyamn @ nogattag: limiti ushin témendegi
jagdaylardin birewi orinli boliwr mamkin:

1°, f (x) funkciya @ noqatta shekli limitke iye.

2% ¢ (x) funkciyanii @ nogattag limiti sheksiz.

3% f(x) funkciya & nogatta limitke iye emes.

Biz témende 1°- jagdaydin funkciyamn uzliksizligi dep
atalatugin 4hmiyetli dara jagdayin toliq izertleymiz.

1.1. Uzliksiz funkciya amqlamalari. Meyli, f(x) funkciya
X} = R koplikte amglangan, a < {x} nodat {x} koplikti limit
noqati bolsin.

l-amiqlama. (Funkciyanin nogqatta tzliksizliginin rasmiy
aniqlamasi). Eger funkciya noqatta shekli limitke iye bolip, bul
limit funkciyanin usi noqattagi dara manisine ten bolsa, onda

bunday funkciya usi noqgatta uzliksiz dep ataladi.
Basqasha aytqanda, eger |im f(x)= f(a) bolsa, onda £ (x)
X—a

funkciya a noqatta uzliksiz dep atalad.
Misallar. Ne 1. f(x)=x?+x+1 funkciya VaeR nogatta
uzliksiz, sebebi, lim f (x) = lim(x' + x+1) =a® + a+1= f(a).
X—a X—a
funkciyanin vV aeR
0, x=0

nogattagr limiti 1 ge ten, yagniy [im f(x) = lim(signx)? =1.
X—a X—a

Ne 2. f(x):(signx)zz{l’ x#0
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Birag, f(0)=0 bolganhqtan [im f (x) = f(0). Demek, berilgen
x—0
funkciya x = 0 noqatta izliksiz emes, qalgan himme a <R\ {0}
nogatlarda Gzliksiz, sebebi, |j —1i i 2_1=
q le_rg f(x) Ix|_r>r;(5|gnx) 1= f (a).
Funkciyanin noqattagi limitinin Geyne ham Koshi
aniqlamalarinan ~ paydalanip,  biz  funkciyanin  noqatta
uzliksizliginin Geyne ham Koshi anigqlamalarina kelemiz.
2-an1qlam a (Funkciyanin noqatta uzliksizliginin Geyne
aniqlamasi). Eger argumenttin manislerinen duzilgen, a nogatqa
jiynagh  V {Xn} izbe-izlik ushin funkciyanin saykes dara
manislerinen duzilgen {f(x, )} izbe-izlik f(a) sanga jiynagh
bolsa, onda f (x) funkciya @ nogatta uzliksiz dep ataladi.

Eskertiw. Funkciyanii nogqattagi tzliksizliginin Geyne
aniglamasinda {x } izbe-izliktifi elementleri & noqattan 6zgeshe

boliw talap etilmeydi, sebebi f(a) sanma jiynaqlt {f(x, )}
izbe-izliktin elementlerine qalegen sandagi f(a) sanga ten
elementlerdi biriktiriw bul izbe-izliktin f (a) sanga jiynaqliligin

buzbaydi.
3-an1qlam a (Funkciyanin noqatta 0zliksizliginin Koshi
aniqlamasi). Eger v & > 0 san ushin 35=45(¢) >0 san tabilip,

argumenttin ‘X — a\ < o tefsizlikti qanaatlandirtwshi V' X manisi
ushim ‘f(x) —f (a)‘ < ¢ tensizlik ormli bolsa, onda f (x) funkciya

a nogqatta uzliksiz dep ataladi.
Eskertiw. Funkciyanin noqattagi tzliksizliginin Koshi
aniqlamasinda argumenttin - manisleri 0 < ‘X — a\ shartin

ganaatlandiriwi, yagniy a noqattan oOzgeshe boliwi, talap
etilmeydi, sebebi x = a maniste f (x) — f (a) ayirma nol'ge ten
haim v &>0 san  ushin ‘ f(x)— f(a)‘ <g  tensizlikti

ganaatlandiradi. Funkciyanin noqattagl uzliksizliginin Koshi
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amqlamasindagl |x —aj< S tensizik a—S<x<a+S
tensizliklerge  ekvivalent bolip, xeU (a) qatnasti, al
[f(x)— f(a)<e temsizlik f(a)-e<f(x)<f(a)+e tensizliklerge
ekvivalent bolip, f(x)eU_(f(a)) qatnasti anlatadi. Demek,
Koshi aniglamasi boyinsha f (a) noqattin v U _( f (a)) dogeregi
ushin @ nogqattin U (a) dogeregi tabilip, argumenttifi usi

dégerekten alingan har bir ménisine saykes funkciyanii manisi
f(a) noqattin y _(f (a)) dogeregine derek bolsa, onda £ (x)
funkciya a noqatta uzliksiz bolad1 (1- stiwret).

frope

qtﬂay{ flg)
f(or¢

l a8 a gef
y——
Uala)

1- sawret

Eger |f(x)- f(a)]<e tensizlik orinli bolsa, onda
lim (f (x)— f(a))=0 tenlik orinl bolad:.
x—a—0

Funkciyanin nogatta uzliksizliginin uzliksizlik = shartiniz
ayirmal:q formas: dep atalatugin jane bir aniglamasin keltiriw

muamkin. Adette, x — a ayirma argumenttin & nogattagi 6simi
dep ataladi ham Ax=x—a dep, al f(x)— f(a) aywrma

argumenttin a noqattagr Ax osimine saykes funkciyanin o6simi
dep ataladi ham Af =f(x)-f(a)=f(a+Ax)—f(a) dep
belgilenedi. Usi aytilganlardi esapga alip, |im f (x) = f (a) tenlikti
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lim Af =0 koriniste jaziw mumkin. Solay etip, f (x)
Ax—0

funkciyanin @ noqgatta uzliksizligi bul nogatta argumenttin
sheksiz kishi 6simine funkciyanin da sheksiz kishi 6simi saykes
keliwi sipatinda aniglaniwi da mamkin.

1-teorema. Funkciyan: nogatta wuzliksizliginiz Geyne ham
Koshi an:glamalar: ekvivalent.

Bul teorema funkciyamn nogattagi limitinin Geyne ham
Koshi aniglamalarinin ekvivalentliginen kelip shigadu.

Funkciyanin noqattag: bir tarepli limitlerinin Geyne ham
Koshi amiglamalarinan paydalamp, funkciyanin nodattag: bir
tarepli uzliksizliginin Geyne ham Koshi amqglamalarin alamiz.

Meyli, f(x) funkciya {x}cR koplikte aniglangan,
ae{x} ham Vv&>0 ushin (a,a+ o) intervalda (
(a—o, a)intervalda) {x} kopliktin keminde bir nogati
bolsin.

4-amgqlama. (Funkciyanin noqatta bir tarepli uzliksizliginin
rasmiy amqlamasi). Eger funkciya nogatta shekli on (shep)
limitke iye bolip, bul limit funkciyania usi nogattag: dara

manisine ten bolsa, onda bunday funkciya usi nogatta oznan
(shepten) wuzliksiz dep ataladi.

Basgasha aytganda, eger lim £(x)=f(a) (lim f(x)=f())
bolsa, onda f(x) funkciya @ nogatta ofnan (shepten) uzliksiz

dep atalad.

5-amqlama. (Funkciyanin nogattag: bir tarepli uzliksizliginin
Geyne amqglamasi). Argumenttin @ sanmnan lken (kishi)
manislerinen duzilgen, a nogatga jiynaql v{xn} izbe-izlikke
saykes funkciyanin dara manislerinen duzilgen {f (x,)} izbe-
izlik f(a) samna jiynagl bolsa, onda f(x) funkciya a
nogatta ozinan (shepten) uzliksiz dep ataladu.

Eskertiw. Bul amglamadag: v ix,} izbe-izliktin elementleri

ushin x, >a (x,<a) shartin x >a (x,<a) sharti menen
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almastinw mamkin, sebebi f(a) sanina jiynagh {f (x,)}
izbe-izliktin elementlerine galegen sandagr f (a) sanina ten
elementlerdi biriktiriw bul izbe-izliktin f (a) sanina jiynagliligin
buzbayd:.

6-amqlama. (Funkciyanin nogattag: bir tarepli uzliksizliginin
Koshi aniglamasit). Eger v & >0 ushin 356=06(¢)>0 san
tabilip, argumenttin a<x<a+J (a—o<x<a) shartin
ganaatlandiriwsht  hamme manisleri  ushin [f(x) - f(a)<e
tensizlik orinli bolsa, onda f (x) funkciya a nogatta oznan
(shepten) wzliksiz dep atalad:.

Eskertiw. Bul amglamadag: argumenttin manisleri ushin
a<x<a+d (a-d<x<a) shartin a<x<a+s (a—-5<x<a)
sharti menen almastinw mumkin , sebebi X = a maniste
f(x) — f(a) ayirma nol'ge ten ham YV & >0 san ushin
1f(x)— f(a)<e tensizlikti ganaatlandiradi.

Eger funkciya nogatta ham ozinan, ham shepten uzliksiz
bolsa, onda funkciya us: nogatta uzliksiz.

Bul tastiyiglawga keri tastiyiglaw da orinli: Eger funkciya
nogatta wuzliksiz bolsa, onda bul funkciya us: nogatta ham shepten,
ham onnan wzliksiz.

Eger funkciya {x} kopliktin har bir nogatinda uzliksiz bolsa,

onda bul funkciya us1 koplikte uzliksiz dep ataladi.
Misal, intervaldin har bir nogatinda uzliksiz funkciya usi
intervalda uzliksiz dep ataladi.

Eger funkciya [a,D] kesindinin har bir ishki nogatinda
uzliksiz, @ nogatta onnan ham b nogatta shepten uzliksiz bolsa,

onda bul funkciya ust kesindide uzliksiz dep atalad:.
1.2. Uzliksiz funkciyalar tstinde arifmetikahg ameller. 2-

teorema. Meyli, {x} koplikte aniglangan f (x) ham g(x)
funkciyalar ~a e {x} nogatta dzliksiz bolsin. Onda
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f)xgx), f(x)-g9(x), f(x)/g(x) (g(a)=0) funkciyalar da
a noqatta uzliksiz.
Dalillew. & noqatta tzliksiz f (x) ham g(x) funkciyalar bul

noqatta, saykes tirde, f(a) hdm g(a) sanga ten limitlerge iye
bolganliqtan, f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x) funkciyalar
a noqatta shekli limitke iye ham bul limitler, saykes tarde,
f(a)xg(a), f(a)-g(a), f(a)/g(a) sanlarga ten. Amgqlama
boyinsha bul funkciyalar & noqatta uzliksiz. A

Eskertiw. Eki funkciyanin qosindisini, ayirmasinin,
kobeymesinin ham qatnasinin bazi bir noqatta zliksizliginen bul

funkciyalardin har birewinin ust noqatta Uzliksizligi kelip shiga

X

bermeydi. Misali, f(x)=x ham g(x)z{cosl- x~0, funk-
0, x=0

ciyalardii () = f(x)- g(x)=X- cosl kobeymesi V xeR
X

noqatta Uzliksiz, biraq g(x) funkciya x =0 noqatta uzliksiz
emes

(g(0) =0, birag g(x) funkciya x =0 nogatta limitke iye
emes).

2- teorema shekli sandag: uzliksiz funkciyalardin qosindisi
ham kobeymesi ushin da orinli bolatuginin tekseriw qiyin emes.

1.3. Quramal funkciyamn uzliksizligi. Meyli, {x}< R

koplikte t = ¢(x) funkciya amiglangan, al bul funkciyanif
{t}— R manisler kopliginde y= f(t) funkciya aniglangan
bolip, bul funkciyalar jardeminde y = f(@(Xx)) quramali

funkciya dizilgen bolsin.
3-teorema. Meyli, t = p(x) funkciya a e {x} nogatta, al

y = f (t) funkciya b=g(a)e {t} nogatta izliksiz bolsin. Onda
y = f (p(X)) quramali funkciya a noqatta uzliksiz.
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Dalillew. Meyli, {x,, }- quramali funkciyanin argumentinif
manislerinen duzilgen, @ noqatqa jiynaqli izbe-izlik bolsin.
t = @(x)funkciya a noqatta uzliksiz bolganliqtan Geyne
aniqlamasi boymsha funkciyanin sdykes manislerinen duzilgen
{t,}={p(x,)} izbe-izlik b=gp(a) sanga jiynagh. y= f(t)
funkciya b =¢(a) noqatta uzliksiz bolganhqtan b =g(a) Sanga
jiynaqlt {t, }={p(x,)} izbe-izlik bul funkciyamn argumentinin
manislerinen duazilgen izbe-izlik bolip, Geyne aniglamasi
boyinsha funkciyanin saykes dara manislerinen duzilgen

Wa b= {F )} ={f (@(x,))} izbe-izlik £ (b) = f (p(a)) sanga

Jiynaql1.
Solay etip, quramali funkciyanin argumentinin manislerinen

duzilgen, @ noqatqa jiynaqh V {Xn} izbe-izlik ushin funkciyanin
saykes dara manislerinen duzilgen {f ((x,))} izbe-izlik
f (p(a)) sanga jiynaql boladi eken. Bul Geyne anmiqlamasi
boymsha y = f (¢(x)) quramali funkciyanin @ noqatta tzliksiz
ekenin bildiredi. A
1.4. Funkciyamin zilis noqatlari. Funkciya uzliksizlik
gasiyetine iye bolmagan noqat funkciyanin uzilis nogati dep
ataladi.
1°. Funkciyami saplastirdatugin tizilis nogati. Eger funkciya
noqatta shekli limitke iye bolip, yaki bul limit funkciyanin
nogattag dara manisine ten bolmasa, yaki funkciya bul noqatta
aniqlanbagan  bolsa, onda bunday noqat funkciyanin
saplastirilatugin uzilis nogati dep ataladi.
Misal. x =0 nogat f ()= SNX funkciyanin saplastirilatugin
X
uzilis noqat1 boladi, sebebi |im3iﬂ=1, al funkciya bul noqgatta
x—>0 X

aniqlanbagan.
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Eger @ nogat f(x) funkciyanin saplastirilatugin uzilis noqat:

bolsa, onda funkciyanin a noqattan basga nogatlardagr manis-
lerin oOzgertpey bul uzilisti saplastinw mumkin. Bunin ushin
f (x) funkciyanii @ nogattagi manisin funkciyanif usi noqattagi

limitine ten (f(a)=limf(x)) qilip aliw jetkilikli. Misal, eger

garalgan misalda foy—1 dep alsag, berilgen funkciya x=0

nogqatta uzliksiz boladi.

2°. Funkciyanu birinshi tir uzilis nogat.. Eger funkciya
nogatta ham shep, ham on shekli limitlerge iye bolip, bul limitler
6z-ara ten bolmasa

(lim f(x)= lim f(x)) » onda bunday nogat funkciyanin
0 x—a-0

X—a+!

birinshi tur uzilis nogat: dep ataladi.
Adette, funkciyanin birinshi tar azilis nogat1 shekli sekiriw
nogat: dep atalad:.

Misallar. Ne 1. . L x>0, funkciya
f(x)=sign(x)=40, x=0,
-1, x<0

x = 0 noqatta birinshi tar ziliske iye boladi. Haqiyqatinda
da,

lim si =1, lim si =-1.
1S90 09 =1l 190 (4

Ne 2. F(x) _sinx funkciya x =0 noqatta birinshi tur tziliske iye
X
boladi. Haqiyqatinda da,
. sinx . osinx . sinx . sin X
im = lim —=1 Im —=-lim —=-1.
¥0+0 ‘x‘ x5010 X X=0-0 ‘x‘ X501 X
No 3. f0 1 funkciya x=1 noqatta birinshi tar
= 1
1+2x1

ziliske iye boladi. Haqiygatinda da,eger {x_} elementleri 1 den
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ulken, x =1 nogatqa jiynaqli izbe-izlik bolsa, onda { 1 } ham
X, —1

demek, {1 le_l}- elementleri on sanlar bolgan sheksiz tlken
+ n

izbe-izlik, sonligtan 1 - sheksiz kishi izbe-izlik,
f)=—"7
14 2%t
demek, Jim f(x)= lim — =0,
X—1+0 Xx—1+0 =
1+2x1

Endi, eger {x } elementleri 1 den Kishi, x=1 nogatga

jiynaqlt izbe-izlik bolsa, onda { 1 } elementleri teris sanlar
X, —1

1
bolgan sheksiz ulken izbe-izlik, sonhqtan{zxn_l}- sheksiz Kishi

izbe-izlik bolip, 1 izbe-izlik 1 ge jiynaqli, demek,
f(x)) = T
1+2%7
xI—IE—]O f (X) - xI—IE—]O 1 =1
1+2x1
Ne 4. f(x)=[x] funkciya har bir n (n=0, *1,+2, ..)
noqatta birinshi tar uziliske iye, sebebi

Iimo[x] =n, Iimo[x] =n-1.

3°. Funkciyamii ekinshi tir izilis nogati. Eger funkciya bazi
bir nogatta yaki keminde bir bir tarepli limitke iye bolmasa, yaki
bul nogattag: keminde bir bir tarepli limiti sheksiz bolsa, onda
bunday noqat funkciyanin ekinshi tur vzilis nogat: dep ataladi.

Misallar. Ne 1. X‘COS%, x<0, funkciya x =0 nogatta
f(x)= 0, x=0,
sinl, x>0
X

ekinshi tar uziliske iye. Haqiyqattan da, funkciya X =0 nogatta
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Shepten ﬁZlikSiZ, sebebi lim f (X) =limx- COSE =0=f (O) B'raq
0 x—0 X

X—>0—

bul funkciya x = O noqatta on limitke iye emes, sebebi y =sin 1
X

funkciya x = 0 nogatta limitke iye emes.
Ne 2. f(x)=tgx funkciya :%+ nz (neZ)

noqgatlardin har birewinde ekinshi tir uzitliske iye, sebebi
lim tgx=+o0, lim tgx=—c0.
X—>Xp—0 X—>Xn+0
Ne 3. f(x):{sini, x =0, funkciya x =0 nogatta ekinshi
1, x=0
tur uziliske iye, sebebi funkciya bul noqgatta shep limitke de, on
limitke de iye emes.

Ne 4. D(x) — Dirixle funkciyast V X € R nogatta ekinshi tar
uziliske 1iye, sebebi funkciya bul noqatlardin hesh birewinde shep
limitke de, on limitke de iye emes.

Solay etip, 6z aniqlaniw oblastinin limit noqatinda funkciya
ushin tomendegi jagdaylardin birewi orinli:

1) tzliksiz;

2) saplastirilatugin uziliske iye;

3) birinshi tar uziliske iye;

4) ekinshi tar uziliske iye.

Matematikada ham omin qollaniwlarinda jiyi ushirasatugin
bolek uzliksiz funkciya tasinigin kiritemiz.

[a,b] kesindide aniqlangan, bul kesindinif birinshi tur uziliske
iye bolgan shekli sandagi nogatlarinan basqa hamme ishki
nogatlarinda 1zliksiz, g noqatta onnan, al ) nogatta shepten
uzliksiz bolgan funkciya [a,b] kesindide bolek uzliksiz funkciya
dep ataladi.

Eger funkciya intervalga (tuwri siziqqa) derek har bir

kesindide bolek uzliksiz bolsa, onda bunday funkciya intervalda
(tuwrt siziqta) bolek uzliksiz dep ataladi.
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Misali, f(x)=[x] funkciya putkil sanlar kosherinde ham

sanlar kosherine derek har bir kesindide bolek uzliksiz.
1.5. Monoton funkciyanin tzliksizligi ham uzilis noqatlari.
Meyli, f(x) funkciya {x} = R koplikte aniglangan bolsin.
4-teorema (monoton funkciyanin uzliksizligi haqqindagy).
Eger f(x) funkciya {x} = R kdplikte monoton funkciya bolsa,

onda ol bul kopliktin gdlegen nogatinda yaki uzliksiz boladi, yaki
tek | tur uziliske iye boladh.

Dalillew. Meyli, f (x) funkciya {x} — R koplikte dsiwshi
(qatal Osiwshi) funkciya bolsin. {X} koplikten
(a—&,a+8) = X bolatuginday ae{x} nogat tafilap
alamiz. Shart  boyinsha VvV xe(a—o, a) nogatta
f(x) < f(a), al vV x e (a, a+d) nogatta
f(x) = f(a) tensizlik ormli. Demek, f(x) funkciya
(a—0J,a) intervalda joqaridan, al (a, a+ &) intervalda
tomennen shegaralangan. Monoton funkciyanin limiti haqqindagt

teorema boyinsha
lim ()= f(a-0)< f(a),

Xﬂmo f(x)="f(a+0)> f(a)
boladi. Eger f(a—0)= f(a)= f(a+0) bolsa,
f(x) funkciya ae{x} nogatta uzliksiz, al eger
f(a—0) < f(a-+0) bolsa, | tar uziliske iye. Eger a nogat
{x} kopliktin shetki nogat: bolsa, onda funkciya bul nogatta bir
tarepli limitke iye ekenin korsetiw jetkilikli. f (x) funkciya
{x} = R koplikte kemiwshi (gatal kemiwshi) funkciya bolgan
jagdayda da dalillew usinday jargiziledi. A
5-teorema. Eger f (x) funkciya  {x}c R koplikte
monoton funkciya bolip, onui {y}={f(x): x  {x}} manisler kopligi
baz: bir tutas aral:q bolsa, onda bul funkciya {X} koplikte
uzliksiz.
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Dalillew. Anighg ushin, meyli, f(x) funkciya {x}
koplikte osiwshi bolsin. Teoremanin shartlerin ganaatlandiriwshi
f (x) funkciya {x} kopliktin bazi bir a nogatinda uziliske iye
bolsin. Onda bul funkciya 4- teorema boyinsha a nogqatta birinshi
tar uziliske iye boladi, yagnmy f (a —0) < f (a + 0) bolad: (eger
a nogat {x} kopliktin shetki nogat: bolsa, yaki f(a—0)< f(a)),
yaki f(a)< f(a+0) tensizlik orinlanadi). Natiyjede X < a
bolsa, f(x)<f(a-0), al X >a bolsa, f(x)>f(a+0) bolp,
f(x) funkciya (f(a—0), f(a+0)) Iintervaldagr £ (a)
manisten basga manislerdi hesh bir XE{X} nogatta qabul
qiimayd:. Bul funkciyanma {y}={f(x): x e {x}} manisler kopligi
bazi bir tutas araliq ekenligine garama-garsi. Demek, f (x)
funkciya a nogatta birinshi tar aziliske iye bola almaydi. A

1.6. Funkciyanmn limitin esaplaganda zliksizliginen
paydalamw. y = f (x) funkciya {x}c R képlikte amglangan,
a nogat bul kopliktin limit nogati bolsin. Z=¢(y) funkciya
y = f(x) funkciyanin manisler kopligi bolgan
{yl={f(x): xe{x}} koplikte anglangan bolsin. Onda bul
funkciyalardan {x} koplikte amglangan z=g(f(x)) quramah
funkciya duziw mamkin.

Eger limf(x)=y, bolp, z=g¢(y) funkciya Yy, nodgatta

uzliksiz bolsa, onda limo(f (X)) = o(y,) tenlik orinli boladi.
Haqiygatinda da, |im f (x) =y, ham |im () =0(Y,) sonligtan
x—a y=Yo

quramalt  funkciyanin limiti haggindag: teorema boyinsha
lime(1(x)) = lim o(y) = @(Y,).
X—> —Yo

Bul tenliklerden uzliksiz funkciyalar ushin funkciya belgisi
astinda limitke otiw formulasi kelip shigad:

125



lim o( f (x)) = o(lim f (x)). Dara jagdayda, eger f(x)=x bolsa, bul
funkciya v a e R nogatta uzliksiz ham |im o(x) = p(lim x) = p(a).

Logarifmlik,  korsetkishli  ham  darejeli  funkciyalardin
uliksizliginen paydalanip tomendegi misallard: sheshemiz.

Misallar. Ne 1. |, 109, +X) _ log,e (a>0, aw1) teflikii
X

x—0

dalilleymiz. Haqiyqatinda da,

. log,(1+x) . . :
lim Ga( )=||m|09a(1+ X)J/X =log,e. Bul jerde biz
x—0 X x—0

limQ+ X)l/x = e 4jayip limitten paydalandiq.

x—0

Dara jagdayda, [jm In(1+ x) _1 tenlik orinl1.
x—0 X

Ne 2. 1im® "1 jna (a>0, ax1) tedlikti dalilleymiz.

x—0 X

Bunih ushin @™ —1=:t dep belgilesek, x=log,@+t) ham

x—0 da t—0 ekenin esapqa alip,
lim a’-1_ lim t __ 1 _|na tenlikke iye bolamiz.
x>0 X t-0log,(1+t) log,e

e* -1

X

=1 tenlik orml.

Dara jagdayda, lim
x—0

Ne 3. |im @+x)"-1_ . tenlikti dalilleymiz. Bunin ushin
x—0 X

(L+x)* —1=;t dep belgilesek, ,_ "A+Y him x 0 da

Ind+ x)
t — 0 ekenin esapqa alip,
Ho_
lim M: lim t_ im t  In(1+t) In(1+x) _
>0 X x>0X  -0In(1+t) In(1+x) X

tenlikke iye bolamiz.
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2-§. Uzliksiz funkciyalardin lokal ham global gasiyetleri
Funkciyanin aniqlaniw oblastinin bazi bir noqatinin jeterli

darejede kishi dogereginde orinli bolatugin qasiyetleri funkciyaniun
lokal qasiyetlerine kiredi. Bul qasiyetler argumenttin izertlenip
atirgan noqatqa umtilgandagl xarakterin aniqlaydi. Misali,
funkciyanin 6z aniqlaniw oblastinin  bazi bir noqatindagi
uzliksizligi bul funkciyanin lokal gasiyeti boladi.

Funkciyanin putkil aniqlaniw oblastt menen baylanisli bolgan
qasiyetleri onmin global qasiyetleri boladi. Misali, funkciyanin
kesindidegi monotonlig1 onin global gésiyeti.

2.1. Lokal gasiyetleri. Meyli, f(x) funkciya {x}cR
koplikte aniglangan bolip, d nogat {x} kopliktin limit nogati
bolsin.

6-teorema. Nogqatta uzliksiz funkciya ust noqattin bazi bir
dogereginde shegaralangan.

Bul teorema noqatta shekli limitke iye funkciya us1 noqattin

bazi bir dogereginde shegaralanganlig1 gasiyetinen tikkeley kelip
shigadi.

7-teorema (Nogqatta uzliksiz funkciyanin belgisinin saqlaniwi
haqqindagi). Meyli, f(x) funkciya {x} kdplikte amglangan
bolip, a {X} noqatta uzliksiz ham f(a)>0 (f(a)<O0)
bolsin. Onda 35 >0 san tabiip, v x B, = {x} AU, (Q)
nogatta f(x)>0 (f(x)<o0) bolad..

Basqasha aytkanda, noqatta uzliksiz funkciya usi noqattin
bazi bir dogereginde 6z belgisin saqlaydi (2- siwret).

Dalillew. Funkciyanin noqatta uzliksizliginin = Koshi
amqlamasi boyinsha v & > 0 san ushin 35 =§(¢) >0 san tabilip,

argumenttin @ noqatth O — dogereginen alingan ménisleri
ushm | f(x) - f(a)<e, yagnty f(a)-e<f(X)<f(a)+e¢

tensizlikler ormmli boladi. Eger g:\f(a)\ dep alsag, onda
2

f(a) — & him f (a) + & sanlardif ekewi de f(a)>0 bolsa
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on, al f(a)<0 bolsa teris bolad. Sonligtan
f(a)—e< f(x)< f(a)+¢ tensizlikler argumenttin a noqattin
& — dogereginen alingan manisleri ushin  f (x) funkciya

f(a)>0 bolsa on, al f(a)<0 bolsa teris aniglangan bolatugmin
bildiredi. A

g / a-5 aar

2- sawret

Bul teoreman1 f (x) funkciya @ nogatta ofinan yaki shepten

uzliksiz bolgan jagday ushin mina koriniste aytiw mamkin.

7*-teorema. Meyli, f (x) funkciya {x} képlikte aniglangan
bolip, a e {X} noqatta onnan (shepten )uzliksiz ham f(a)=0
bolsin. Onda 3s5->0 san tabiip, f(x) funkciyani
B; ={x}nU;(a) (B; ={x}nU;(a) kopliktegi belgisi f (a)
sannuz belgisindey bolad:.

Eskertiw. Berilgen noqgatta tzliksiz ~ funkciyalardin
gosindisimin, ayirmasinm, kobeymesinin ham gatnasinin  usi
nogatta uzliksizligi, sonday- aq, quramah funkciyanin berilgen
nogatta uzliksizligi funkciyanin lokal gasiyetlerine jatadi.

2.2. Global qasiyetleri. 8-teorema (Bol cano- Koshidin
birinshi teoremasi). Eger funkciya kesindide uzliksiz bolip,
kesindinin shetki noqatlarinda har quyl belgidegi manislerge iye
bolsa, onda kesindinin kem degende bir ishki nogatindag
funkciyanmin dara manisi nol ge ten.

128


file:///F:/OLD_COMP/Мои%20документы/УМК-2009/МатАнализ/МатАн(ТЛ-ВЭВ)/МатАн-ГС-02/Ма-15-3.htm
file:///F:/OLD_COMP/Мои%20документы/УМК-2009/МатАнализ/МатАн(ТЛ-ВЭВ)/МатАн-ГС-02/Ма-15-3.htm

Bul teoremanmi 3- stwret penen tusindiriw mumkin.
Teoremanin shartin  qanaatlandiratugin  funkciyanin  grafigi
keminde bir nogatta (siwrette (&; 0) nogqatr) abscissalar kosherin
kesip otiwi kerek.

74

3- suwret

Dalillew. Uliwmaliqt: sheklemesten, f(a) <0, f(b) >0
dep esaplaw mumkin. Meyli, X ={xe[a,b]: f(x)<0} bolsin, bul
koéplik bos emes (bul koplikte keminde a noqat bar) ham
joqaridan shegaralangan (misali, DD sani menen). Demek, bul
kopliktin  dal joqargr shegarast bar, bul noqath & dep
belgileymiz.

& nogat- [a,b] kesindinin ishki noqati, sebebi f (x)
funkciyanin [a,b] kesindide uzliksizliginen ham

f(a) <0, f(b) >0 tensizliklerden @ noqattin sonday on
S — yarim dogeregi tabilip, bul dégerekte f (x) <O ham b
noqattin sonday shep & — yarim doégeregi tabilip, bul dogerekte
f (x) > 0 boladi.

Endi f (&) =0 bolatugmmna isenim arttiramiz. Eger bulay
bolmasa, & nogattin sonday (& —&, &+ J) dogeregi tabilip,
bul dogerekte f (x) funkciya 6z belgisin saqlaydi. Biraq bunday

boliw1 mumkin emes, sebebi x kopliktin dal shegarasinin
aniqlamast  boymnsha VWV xe(&—5,<&]1m X noqgatta

f(X)<O0 ham V xe (&, &+ 5) nogatta f(x) =0
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boladi. Alingan garama- qarsiliqtan f (&) = O bolatugini kelip
shigadi. A

9-teorema (Bol’cano- Koshidin II teoremasi). Meyli, f (x)
funkciya [a,b] kesindide uzliksiz, f(a) = A, f(b) =B bolsin.
Onda A hdm B sanlari arasinda$i qdlegen C sani ushin sonday
& e (a,b) nogat tabilip, (&) =C tenlik orinli bolad.

Basgasha aytqanda, kesindide uzliksiz funkciya ust kesindide
hamme araliq méanislerdi qabil etedi.

Dalillew. Tek A = B jagdayd: qaraymiz (keri jagdayda

A =B =C him £ = a yaki & =b dep aliw mamkin).

Uliwmaligti sheklemesten, A< B, A<C < B dep
esaplaw mumkin. ¢(X) := f (X) —C funkciyan1 garaymiz.
Bul funkciya [a,b] kesindide uzliksiz ham kesindinin shetki
noqgatlarinda ~ har  quyli  belgidegi  manislerge iye:
(@) = A—C <0, ¢(a):=B—C > 0. Bolcano- Koshidin I
teoremas: boymsha 3 & < (a,b) noqat tabilip, (&) =0
tefilik ornli. Bunnan &) = f(&)-C=0= f(&)=C. A

10-teorema (Veyershtrasstin birinshi teoremasi). Kesindide
uzliksiz funkciya ust kesindide shegaralangan.

Dalillew . Meyli, f (x) funkciya [a, b] kesindide tzliksiz
bolsin. f(x) funkciya [a,b] kesindide jogaridan
shegaralanganin dalilleymiz (tomennen shegaralanganligi da
usinday dalillenedi).

Keriden dalilleymiz, meyli, f (x) funkciya [a,b]
kesindide  jogaridan shegaralanbagan bolsin. Onda
Vv n (n=1, 2,...) natural san ushin f(x,)>n tensizlik orinl

bolatugin keminde bir X, €[a,b] noqat tabiladi. [a, b] kesindinin

bul noqatlarinan funkciyanin sadykes dara manislerinen dizilgen
{f (x,)} izbe-izlik sheksiz ulken izbe-izlik bolatugm {x, } izbe-
izlik daziw mumkin. Bolcano- Veyershtrass teoremasi boyinsha

130



{Xn} izbe-izlikten bazi bir & nogatqa jiynaqli {Xnk} ules izbe-
izlik ajiratip aliw mamkin. {Xn} izbe-izliktin hamme elementleri

[a,b] kesindinin nogatlar bolganlqtan, & e [a,b]. f (%)
funkciya [a,b] kesindide uzliksiz, demek, bul funkciya &
noqgatta da tzliksiz. Funkciyanin noqatta tuzliksizliginin Geyne
aniqlamasi boyinsha {f (x,, )| izbe-izlik f (&) maniske jiynaqh
boliw1 kerek. Biraq bul sheksiz ulken izbe-izliktin galegen tles

izbe-izligi sheksiz ulken izbe-izlik bolatuginligina qarama- qarsi
keledi. Bul garama-qarsiliq teoremani dalilleydi. A

Eskertiw. Bul teorema kesindi ushin ormli bolip, sanlar
koésherinin  basqa koplikleri (interval, yarim kesindi) ushin,
uliwma aytqanda, ormli emes, yagniy funkciyanin intervalda
(yarim kesindide) tuzliksizliginen bul funkciyanin usi koplikte

uzliksizligi kelip shigpaydi. Misali, f=t funkciya (0,1)
X

intervalda ((0,1] yarim kesindide) uzliksiz, biraq bul koplikte
shegaralangan emes. Haqiyqatinda da, x — 1 (n=1,2,..) izbe-
n

izliktin  elementleri (0,1] yartm kesindige derek, biraq
funkciyanin sdykes dara mdnislerinen dizilgen f(x )=n izbe-
izlik sheksiz tlken izbe-izlik.

{x}c R koplikte shegaralangan f (x) funkciya usi koplik-
tegi ozinin dal jogarg: (dal tomengi) shegarasina hdmme waqt
erisedime,  yagniy Fo)=sup F(x) (F(x.)= EQ{‘:;‘C(X» bolatugin

x*e{x} (x.e{x}) nogat hiardaymm tabila beredime?— degen
soraw tuwiw1 tabiyiy.
Témendegi musal berilgen koplikte shegaralangan funkciya
ust kopliktegi dal shegaralarina erisiwi shart emesligin korsetedi.
[0, 1] kesindide aniqlangan
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x?, O0<x<1

)= 1, x=0, x=1
2
funkciya ust kesindide shegaralangan ham

sup f(x)=1 infpf(x)=0" Birag 0,11 kesindinifi hesh bir
xe{x} xe{x}
noqgatinda funkciyanin manisi nolge ham birge ten bolmaydi.

Bul funkciya [0,1] kesindide uzliksiz emes. Bul shart tlken
ahmiyetke iye.

11-teorema (Veyershtrasstin ekinshi teoremasi). Kesindide
uzliksiz funkciya ust kesindide ozinin en ulken ham en kishi
manislerine erisedi.

Dalillew. Veyershtrasstin [ teoremasi boymsha f (x)
funkciya [a,b] kesindide shegaralangan, demek, omin bul

kesindide M dal joqargr ham m dal tomengi shegaralari bar.
f (x) funkciya [a,b] kesindide M dal joqarg: shegarasina
erisiwin korsetemiz (m dal tomengi shegarasina erisiwi de
usinday dalillenedi).

Meyli, f (x) funkciya [a,b] kesindide M dal jogargi
shegarasina erise almasin, yagnlyy V x e[a,b] nodatta

f(x) <M bolsin. Onda biz _ 1 funkciyani
0=y
- (%)

qarawimiz mamkin. Bul funkciya [a, b] kesindide Gzliksiz ham
qatal on aniglangan. Demek, Veyershtrasstin I teoremasi boyinsha
bul funkciya [a,b] kesindide shegaralangan, yagniy
3 A >0 san tabilip, V X €[a,b] nogatta ¢(x) < A
tensizlik ormli boladi. M — f(x) funkciya [a,b] kesindide
uzliksiz ham gqatal on aniqlangan funkciya bolganlhiqtan
1
M — f(x)
bul M sam1 f (X) funkciyanin [a,b] kesindidegi dal joqargi

< A tensizlik f(x)<M _% tensizlikke ekvivalent, al
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shegarasi ekenligine garama- qarsi. Bul qarama-qarsiliq teoremant
dalilleydi. A

1- Eskertiw. [a,b] kesindide uzliksiz f (x) funkciya usi
kesindide ozinin dal témengi ham dal joqarg1 shegarasina
erisetugin  bolganliqtan funkciyanin kesindidegi dal joqargi
shegarast bolgan M sanm (dal tomengi shegarasi bolgan m
sanin)  f(x) funkciyanin [a,b] kesindidegi maksimumi
(minimumi) dep atawimiz mumkin. Adette, f (x) funkciyamn
[a,b] kesindidegi maksimumi (minimumi)

max f(x)=max f(x) (min f(x)=min f(x))
[a,b] a<x<b [a,b]

a<x<b
simvollart menen belgilenedi.

2- Eskertiw. [a, 0] kesindi nogatlarinda uziliske iye funkciya
da us1 koplikte ézinin dal tomengi ham dal jogarg: shegarasina
erisiwi  muamkin. Misali, D(x)- Dirixle funkciyas: [0,1]
kesindicinin har bir nogatinda uziliske iye, biraq bul kesindide
6zinin dal jogargr shegarasina da (1 ge ten), dal tomengi
shegarasina da (0 ge ten) erisedi.

3- Eskertiw. Veyershtrasstin ekinshi teoremas: da kesindi
ushin orinli bolip, sanlar koésherinin basga tles kopliklerinde
(interval, yarim kesindi), uliwma aytganda, orinli emes.

Misali, f(x)=x funkciya (0,1) intervalda ([0,1) ham (O, 1]
yarim kesindilerde) uzliksiz, biraq bul koplikte 6zinin dal tomengi
ham dal jogarg: shegaralarina erispeydi ([0,1) yarim
kesindisinin x =0 nogatinda dal tomengi shegarasina erisedi,
birag dal jogarg: shegarasina erise almaydi, al (0,1] yarim
kesindisinin X =1 nogatinda dal jogarg: shegarasina erisedi,
birag dal tomengi shegarasina erise almaydi).

Sonm menen birge intervalda yaki yarim segmentte tzliksiz

funkciyanin dal shegaralari joq boliwi da mumkin, sebebi bul
funkciya  korsetilgen intervalda yaki yarim  kesindide
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shegaralanbagan bohwi da mamkin. Misali, ¢ (yy— 1 funkciya
X

(0,1) intervalda ((0,1] yarim kesindinde) uzliksiz, biraq bul
funkciya (0,1) intervalda ((o,17 yarim kesindisinde) tomennen

shegaralangan bolip, bul intervalda dal tomengi shegarasina erise
almayd: ( (0, 1] yarim kesindinin X =1 nogatinda 1 ge ten dal
tomengi  shegarasina erisedi). Bul funkciya jogaridan
shegaralanbagan, dal jogarg: shegarasi joq.

12-teorema (Bol cano-Koshi ham Veyershtrass
teoremalarinin saldari). Kesindide uzliksiz funkciyanz madnisler
kopligi- tol:q kesindi.

2.3. Keri funkciyanm azliksizligi. 13-teorema. Eger f (x)
funkciya {x} koplikte aniglangan, dzliksiz ham qatal dsiwshi
(gatal kemiwshi) funkciya bolsa, onda bul funkciyani
lyl={f(x): xe{x}} manisler képliginde amglangan f (y)
keri funkciya bar bol:p, bul funkciya (y} koplikte wzliksiz ham
gatal ésiwshi (gatal kemiwshi) funkciya bolad:.

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya {x} koplikte amglangan,
Gzliksiz ham qatal 6siwshi funkciya bolsin. f (x) funkciya {x}
koplikte uzliksiz bolganhgtan onih manisleri {y} koplikti tolq
toltradi. Demek, V y, e{y} ushin f(x,)=y, bolatugin
X, € {x} nogat bar him bunday nogat jalgiz birew.
Haqiygatinda da, eger x'>x, (x'<x,) bolgan x’ e {x} nogat
ahnatugin bolsa, f(x) funkciya {x} koplikte gatal ésiwshi
bolganhqgtan f(x’)> f(x,) (f(x)< f(x,)) boladi. Solay etip, {y}
koplikten alingan Vye{y} nogat ushin f(x)=y bolatugm
jalgiz bir x e {x} nogat bar eken. Demek, {y} koplikte
aniglangan x = f “*(y) keri funkciya bar. Endi usi funkciyanif
qatal 6siwshi ekenin korsetemiz. Bumni kerisinen dalilleymiz.
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Meyli, y, <y, tefisizlikti qanaatlandinwshi vy, ,y, e{y}
nogatlarga saykes x, = f *(y,), x,=f *(y,) madnisler ushin
X, > X, tensizlik orml bolsm. f(x) funkciya {x} koplikte
qatal 6siwshi bolganliqtan f(x,)> f(x,)yagniy vy, >y, boladu.
Bul y, <y, tensizlikke qarama qgarsi. Demek, x = f*(y) Keri
funkciya {y} koplikte qatal Osiwshi. Monoton funkciyanin
uzliksizligi haqqindagr teorema boymsha x=f*(y) Keri
funkciya {y} koplikte azliksiz bolad.

f (x) funkciya {X} koplikte aniqlangan, tzliksiz ham qatal
kemiwshi funkciya bolgan jagday da usigan uqsas dalillenedi. A

2.4. Funkciyanin ten oOlshemli uzliksizligi. Kantor
teoremasi. Meyli, f (x) funkciya har bir noqgati limit noqatt
bolgan {x}c R koplikte aniglangan bolsin.

Z-amqlama. Eger YV &£>0 ushm 3I5=6(¢)>0 san
XI _ X”

tabilip, <o tensizlikti ganaatlandiriwshi

Vv X', X" e {x} noqatlar ushin |f(x)— f(x")| <& tensizlik

ormlt bolsa, onda f (x) funkciya {X} koplikte tern olshemli

uzliksiz dep ataladi.

1- Eskertiw. Koplikte ten olshemli uzliksiz funkciya usi
koplikte uzliksiz.

2- Eskertiw. Koplikte Gzliksiz funkciya bul kopliktin har bir
noqatinda uzliksiz. Demek, kopliktin har bir & noqatinda Koshi
aniqlamasi orinli. Bul aniglama boyimnsha funkciyanin méanisler

kopliginen alingan har bir f (a) noqattin & — doégeregi ushin
a nogatin 3U z5(a) digeregi tabilip, argumenttifi ust dogerekten
alingan manislerine saykes funkciyanin manisleri f (a) noqattin

& —  dogeregine derek boladi. Solay etip, Koshi
anigqlamasindagl 5 = S(&) > 0 san tek ¢ sanga gana emes, a

noqattin 6zine de garezli boladi: & = S(&, Q).
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Demek,  funkciyamin  teh  oOlshemli  uzliksizliginin
aniqlamasindagy tiykarg: talap: ¥V & > O ushin ‘x’ — X" <8

tensizlirni ~ ganaatlandiratugin =~ v x,, X, € {x} noqatlar ushm

‘f(x’) — f(x”)‘ <¢ tensizliktin ormli bolwmn tdmiyinleytugin
universal § >0 saninin tabiliwi.

Eger f(x) funkciyamn har bir x < {x} noqatta uzliksiz
boliw1 talap qilinsa, onda v & > O san ham V X, € {X} nogat
ushin tek gana ¢ sanga emes, x, < {x} hogatqa da garezli
bolgan, ‘x - Xo‘ <o tensizlikti qanaatlandiratugin  hamme
X e {x} nogatta [F ()~ (%) <e tensizliktin ormnli  boliwin
tamiyinleytugin 5= 5(¢, x,) >0 sanimn tabiliwina kepillik beriw
mumkin. Bunda, uliwma aytqanda, himme X, € {X} noqatlar
ushin korsetilgen & = 5(s, Xo) sanlardin dal tomengi on
shegarasi bolmaw1 da mumkin, yagny funkciyamn v x e {x}
noqatta uzliksizliginen, uliwma aytqanda, bul funkciyanin {x}
koplikte ten 6lshemli uzliksizligi kelip shigpaydi.

3- Eskertiw. Funkciyanin ten Olshemli uzliksizliginin
aniqlamasinan, eger f (x) funkciya {x} koplikte ten olshemli

uzliksiz bolsa, onda bul funkciya usit kopliktin galegen tles
kopliginde ten 6lshemli 0zliksiz bolatugini kelip shigad.
Misallar. 1) f(x)= 1 funkciya X >1 yarim tuwn sizigta
X

ten 6lshemli uzliksiz. Haqiyqatinda da, bul yarim siziqtin qalegen
eki X' hdm x” nogati ushin

) — F(x)=| = - 2

X X”

X" _ X/

! ”

X X

4

[x" = x]
= = <

X" — X

Xl X”
tensizlik ormli. Sonligtan, v £ > 0 san ushin & =& dep alsaq,

’

— x"| <5 tensizlikti qanaatlandiratugin v x', x" <[1, + o0) Nogatlar

X

ushin 1F (<) — (X <& tensizlik orinli bolad.
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2) f (x) =sin 1 funkciya (0,1) intervaldin har bir noqatinda

X
uzliksiz, biraq bul intervalda ten 6lshemli uzliksiz emes. Bum
korsetiw ushin bazi bir & > 0 ham jeterli darejede kishi v § >0

sant ushin X' —x"| <& tensizlikti qanaatlandiratugin, biraq

funkciyanin saykes dara manisleri (X)) - f(x")|ze tensizlikti

qanaatlandiratugin  3x’,x"e(0,1) noqatlar jupligr bar ekenin
dalillew jetkilikli.
Elementleri  (0,1) intervalga  derek X':i ham
" nx

1 izbe-izliklerdi qaraymiz. Bul izbe-
Xy = (n=12,..)

—+2nx
2

izliklerdin har birewi, demek, olardin ayirmasi da, sheksiz kishi
izbe-izlik. Sonhqtan jeterli dérejede kishi ¥V 0 >0 san ushin

‘Xr'1 - X ‘ < ¢ tensizlik ormlanatugin N nomer bar. Sonin menen

birge V N nomer ushin
£ (x) = f(x7) =fsin(z n) —sin(%+27z n) =1

Sonligtan qélegen O < & <1 san ham jeterli darejede kishi
vV 6 >0 san ushin ‘Xr'] - xm < ¢ tensizlikti qanaatlandiratugin,

biraq funkciyanin saykes dara manisleri ‘f x)-f(x)=1>¢

tensizlikti qanaatlandiratugim, x/, x’ €(0,1) noqatlar juplig: bar,
bul qaralip atirgan funkciya (0,1) intervalda ten olshemli
uzliksiz emesligin bildiredi.

3) f(x)=x? funkciya x >1 yarim tuwr siziqta ten 6lshemli
uzliksiz emesligin dalilleymiz. v x’, X” [1, + oo) nogatlar
ushin

LICORRICY

! 4

X =X
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tensizlik ormli. Endi tek bazi bir &£ >0 ushin gana emes,
hatte ¥ & > O ushin da ham jeterli darejede kishi v § >0 sani

ushin  |x'—x"|<& tehsizlikti qanaatlandiratugm,  biraq
funkciyanin saykes dara manisleri f(X) - f(X")|2¢ tensizlikti
qanaatlandiratugin 3 x’, x” e[1, + o) noqatlar juplig1 bar ekenin
dalilleymiz.

V & >0 ham v § >0 sanlardi saylap alip, x’ sanm sipatinda

1 den tlken, y . 2¢ tensizligin qanaatlandiratugin sandi ham
o
W —x+9 dep alamiz. Bunday X hém X" sanlar ushim

x"_x'=g<5 tensizlik orinli. Ekinshi tarepten, (*) tensizlik

boymnsha ust X" hdm X" sanlar ushin
o 2¢
f(X)-f(X'|z2=-—=
[F(x) = f (X 25 ¢
tensizlik ornli.
Eger berilgen f(x)=x? funkciyam [1, + oo) yarmm tuwr

siziginda emes, al [L,b] (b>1) Kkesindisinde garasaq, onda bul

funkciya us1 kesindide ten olshemli 1zliksiz bolatuginin
kériwimiz qiyin emes.

Bul mina teoremadan tusinikli bolad.

14-teorema (Kantor). Kesindide uzliksiz funkciya ust
kesindide ten olshemli uzliksiz.

Dalillew. Meyli, f (x) funkciya [a,b] kesindide Gzliksiz
funkciya bolip, biraq bul kesindide ten olshemli tzliksiz
bolmasin.

Onda bazi1 bir & > 0O ham qalegen jeterli darejede kishi
S > 0 sanlar ushin |x'—x"| <& tensizligin ganaatlandiratugin

3 x’, X" e[a,b] noqatlar tabilip, bul noqatlar ushin

[f(x)-f(x")|>e tensizlik orml boladi &, =1n (n=12,..)

sheksiz kishi izbe-izligin saylap alamiz. Tafllap alingan & > O
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’

san ham Vv n nomer ushin |x _x

1 (*) tensizligin
n

ganaatlandiratugin 3 x’, x”  [a,b] noqatlar tabilip, bul

noqatlar ushin |f(x;)— f(x})|=¢ (**) tensizlik ormnl boladt

!

dep ayttwimiz mumkin. {Xn} izbe-izliktin elementleri [a, b]
kesindinin nogatlar1 bolganlhiqtan, bul izbe-izlik shegaralangan
ham Bolcano- Veyershtrass teoremasi boyinsha bul izbe-izlikten
& noqatqa jiynagl {x;k }ﬁles izbe-izlik ajiratip aliw mimkin. Bul
& limit nogat [a,b] kesindige derek. (*) tensizlik boymsha
saykes iX:,'k }ﬁles izbe-izlik te & nogatqa jiynaqli.

f (x) funkciya [a,b] kesindide uzliksiz bolganliqtan bul
funkciya & noqatta da uzliksiz, sonligtan funkciyanii nogqatta

uzliksizliginin Geyne aniqlamasi boyinsha funkciyanin saykes
dara manislerinen duzilgen if (x;k)} ham {f (X"],k )} ules izbe-

izlikler f (&) maniske jiynaqli, yagniy {f (x ) — f(x} )}
izbe-izlik sheksiz kishi izbe-izlik boladi. Bul ¥ n nomer,
demek, ¥ n, nomer ushin orinl bolgan (**) tensizlikke qarama-

qarst. Bul qarama- qarsiliq teoremani dalilleydi. A

3-§. Tiykarg elementar funkciyalar ham
olardin uzliksizligi

y=x* y=a", y=log,x, y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx
y=arcsinx, y=arccosx, Yy=arctgx, Yy =arcctgx funkci-
yalar tiykarg: (apiwayi) elementar funkciyalar dep ataladi.

Bizin tiykargi maqgsetimiz usi tiykargi (apiwayi) elementar
funkciyalardin 0zliksizligin aniqlaw maselesin izertlewden ibarat.
Apiway1 elementar funkciyalardi aniglaw maselesi onsha ansat

masele emesligin atap otiw kerek. Misal, y=a* korsetkishli

funkciya argumenttin racional manisleri ushin ansat aniglanadi,
sonih menen birge bul funkciyan1 x argumenttin qalegen haqiyqry
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manisleri ushin aniqlaw, yagniy haqiyqly sandi qalegen x
haqiyqiy darejege koteriwdi aniglaw kerek boladi. Sin X ham
COS X trigonomeriyaliq funkciyalard: korgizbeli geometriyaliq
pikirlewler jardeminde amiglaw logikaliq kemshiliklerge iye. Bul
funkciyalard1 x argumenttin qalegen haqiyqiy manisleri ushin
aniqlaw mumkinligi birlik shenber noqatlar1 menen [0, 27) yarim

kesindige derek haqiyqiy sanlar arasinda bir manisli sdykes
ornatiw mumkinligine keltiriledi.

Usilardin bari menen bul paragrafta shugillanamiz.

3.1. Korsetkishli funkciyalar. Biz uyreniwdi ofn sanlardin
racional darejesin aniqlawdan baslaymiz. x haqiyqiy sandi n
natural déarejege koteriw ushin bul sandi 6zine 6zin N martebe
kobeytiw kerek. Demek, ¥ ne N ushin ¥V Xe R manislerde
y = x" darejeli funkciya aniglangan dep esaplaw mumkin.

1-teorema. y=x" (n— natural san) darejeli funkciya
x >0 manislerde qatal 6siwshi ham uzliksiz.

Dalillew. y =x" funkciya qatal 6siwshi ekenin korsetemiz.
Meyli, 0= x, <X, bolsin. Onda
X5 =X = (% = X))+ X5 2% +...+x") . Tenliktin on jagindag
eki kobeytiwshi de o, sonliqtan tenliktin shep tarepindegi ayirma
da on, yagnty Xy >X;'. Bul y=x" funkciya x>0 manislerde
qatal 6siwshi ekenin bildiredi.

y=x" funkciyamn x>0 manislerde uzliksizligi
funkciyanin uzliksizliginin aniqlamasinan kelip shigadi. A

y=x" darejeli funkciyam [0, N] (N- galegen on san)
kesindide qaraymiz. Bul funkciya korsetilgen kesindide tzliksiz
ham qatal 6siwshi bolganliqtan keri funkciyamn uzliksizligi
haqqindag1 teorema boymsha [0, N"] kesindide Uzliksiz ham
qatal osiwshi x= y]/n keri funkciyaga iye. n sandi galegenshe
ulken qilip saylap aliw mumkin bolganligtan N" sandi da
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qalegenshe tlken qilip saylap aliw mimkin. Demek, x = y¥" keri
funkciya y Ozgeriwshinin himme teris emes méanisleri ushin
aniqlangan. Bul funkciyada argumenti menen funkciyanin
belgilewlerinin ormlarin almastirip hamme x>0 haqiyqly
manislerde aniqlangan y = x¥n funkciyani alamiz.

Endi biz a>0 sannin v r racional darejesin aniglawimiz

mimkin. Dislep a¥" sandi Yy =X"" funkciyama a nogattag:
dara manisine ten b haqiyqiy san sipatinda aniqlaymiz. Bunnan
keyin, eger r=m/n(m,n- putin on sanlar) bolsa, onda
a"=a""=(aV")™ dep alamiz. Bunnan tisqari, aniglama

boymnsha jo _ 1 a'= (i)r (r>0) dep esaplaymiz.

a >0 sannin Vv r racional darejesin usilay etip anigladiq.

On haqiyqiy sanlardin racional darejesinin mina gasiyetleri
orinlt:

(ar)s :ars, a' b’ :(ab)r, a -as=a"s.
Eger a>1 bolsa, onda v r = o racional san ushin a" > 1.

Eger ™M racional bolshektin n bolimi taq san bolsa, onda
n

racional dérejeni teris sanlar ushin a > O dep alip,
. a", n=2k,
(-a) :{_ar’ oy k=12,

koriniste aniglaw muamkin.

Racional sanlar kdpliginde amglangan y=a* funkciya
a > 1 bolsa bul koplikte monoton ésedi.

Haqryqatinda da, meyli, ; ham r, — r, > r; tefsizlikti
ganaatlandiratugin racional sanlar bolsin. Onda

a?-at=a'(@" "t -1)>1, (1)
sebebi a>1 ham r, — r, > 0. Solay etip, (1) tenliktin on tarepi
on aniglangan. Demek, a2 —a" > 0,yagnly a” >a". A
141



Endi y=a* funkciyani X argumenttin tek racional manisleri

ushin emes, galegen haqiyqiy manisleri ushin da aniglaymiz.
Meyli, X - galegen haqiyqiy san bolsin.

a<x<pB (2)
tensizliklerdi qanaatlandiratugin hAmme mumkin bolgan & ham
p racional sanlard1 garaymiz.

a>1 bolsa a* sandi (2) tensizliklerdi ganaatlandiriwshi

hamme mumkin bolgan o ham pg racional sanlar ushin

a®<y<a? (3)
tensizliklerdi qanaatlandiriwsht y € R san sipatinda aniglaymiz.

2-teorema. V xeR hdm a>1 haquyqy san ham (2)

tensizliklerdi ganaatlandiriwshi hamme mumkin bolgan o hdm
S racional sanlar ushin (3) tensizliklerdi ganaatlandiriwshi

y € R san bar ham ol jalgiz birew.

Demek, usi jol menen y =a* funkciya putkil haqiyquy sanlar
kopliginde aniqlanad: eken.

3-teorema. y=a* kdrsetkishli funkciva a>1 bolsa putkil
sanlar kosherinde qgatal osiwshi.

Dalillew. Meyli, x, ham X, — X; <X, tensizlikti
qanaatlandiriwsh1  haqiyqy  sanlar  bolsin.  x <a<p<x,
tensizliklerdi qanaatlandiriwsh1 o ham g racional sanlar
hardayim tabiladi. x, <¢ ham pB<x, bolganhqtan korsetkishli
funkciyanin aniglamasiman a* <a%, a” <a* tensizlikler orinli.
Ekinshi tarepten, o< g bolganligtan koérsetkishli funkciyanin

racional sanlar kopliginde oOsiwshiliginen a* <a” tensizlik kelip
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shigadi. a%<a*, a“<a’ ham a’<a® tefsizliklerden a* <a*
tensizlikti alamiz. Bul y=ga* korsetkishli funkciya a >1 bolsa
putkil sanlar kosherinde gatal 6siwshi funkciya ekenin bildiredi.
A

4-teorema. y=a* (a>1) kdrsetkishli funkciya sanlar
kosherinin har bir nogatinda uzliksiz.

Dalillew. Meyli, X — galegen haqiyqy san, al {Xn}— X
sanga jiynagqlhi qalegen izbe-izlik bolsin.  Funkciyanin
uzliksizliginin Geyne aniqlamasi boyinsha saykes {ax”} izbe-izlik
X

a
3N =N(g) nomer tabilip, n>N nomerler ushin

sanga jiynaqlh bolatugmnin, yagniyy YV &£ >0 ushm

X X

a’ —a*|<g tensizlik ormnli bolatugnin, korsetiw jetkilikli.

V & >0 ham bul sanga siykes o < x < # ham a” —a” <&
bolatugin ¢ ham g racional sanlardi saylap alamiz. {Xn}— X
sanga jiynaql izbe-izlik ham o <x< g bolganhqtan 3 N
nomer tabilip, N> N nomerler ushin ¢ < x, < g tensizlikler

orinli bolad1. Korsetkishli funkciya monoton 6siwshi bolganliqtan

a’<a*<a? ham n> N nomerler ushin a% < a* < a”
tensizlikler orinli.

Solay etip, @° ham a’ sanlar n>N nomerler ushin

ayirmasi ¢ sannan Kishi a“ ham a’ sanlar arasinda jaylasqgan.

Bunnan n > N nomerler ushin |[g* < ¢ tensizlik orinl

a™ —a*

bolatugini kelip shigadi. Bul y=a” korsetkishli funkciya X

noqatta uzliksiz ekenin bildiredi. A
1- Saldar. y=a* (a>1) korsetkishli funkciva sanlar

kosheride on aniglangan
2-Saldar. y=a* (a>1) korsetkishli funkciya ushin
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lima*=0, Ilima*=+4x
tenlikler orinl..
3- Saldar. y=a* (a>1) korsetkishli funkciyanz manisleri
y>0 on yarim kosherdi tol:q toltzrad:.

4- Saldar. v x,, x, € R sanlar ushin

(@)% =a2, a*.-b*=(ab)* (xeR), a®-.-a®=a%".,
tenlikler orinli bolad.

1- stwrette y =a* korsetkishli funkciyanm grafigi a >1
(1- a sawret) ham O<a<1 (1- b suwret) jaglaylar ushin
stwretlengen.

Eskertiw.  Korsetkishli ~ funkciyani malim  shartlerdi
ganaatlandiriwsh1 bazi bir funkcionalliq tenlemenin sheshimi
sipatinda anigqlaw mumkin. Putkil sanlar kosherinde aniglangan
ham tomendegi ush shartti ganaatlandiriwshi f (x) funkciya bar
ham ol jalg1z birew ekenin dalillew mamkin:

1°% W x,, X, e R sanlarushin f(x, +x,) = f (x) + f(x,).

2 f(o)=1 f@=a

3% f(x) funkciya x =0 nogatta uzliksiz.

Bul funkciya biz jogarida qurgan korsetkishli funkciya
bolad.

/i Z

a) b)

1- suwret

3.2. Logarifmlik funkciya. Logarifmlik funkciyani
korsetkishli funkciyaga keri funkciya sipatinda amgqlaymiz.
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Meyli, [c, d]— sanlar kosherinin galegen kesindisi bolsin. Bul
kesindide y=a* (a>1) korsetkishli funkciya oOsiwshi ham
uzliksiz. Sonin ushin keri funkciyanin uzliksizligi haqqindagi
teorema boymsha y=f(x)=a* funkciya [a°, ad] kesindide
Osiwshi ham uzliksiz x = f*(y) keri funkciyaga iye, bul
funkciya lografimlik funkciya dep ataladi ham
x=f*(y)=log,y dep belgilenedi. Bul jerde argument ham
funkciyanin belgileniwlerinin ormnlarin almastirip, bul funkciyani
bizge uyrenshikli y = log, X koriniste jazamiz.

0 < a <1 jagday usigan ugsas qaraladi.

Logarifmlik funkciyanin gasiyetleri:

1) Logarifimlik funkciya argumenttin on manislerinde
amglangan.

Haqiyqatinda da, logarifmlik funkciyanin argumenti
korsetkishli funkciyanin manisleri bolip, tek on manisler boladi
ham X > O yarim kosherdi toliq toltiradu.

2) Logarifmlik funkciya x >0 yarim késherde a >1 bolsa
uzliksiz ham osiwshi, al 0<a <1 bolsa uzliksiz ham kemiwshi
bolip,

a>1: lim log, x=—o, Ilim log, X =+,
x—0+0 X—>+00
O<a<l1l: Iim log,X=+w, Ilim log,x=—w
Xx—0+0 X—>+00

tenlikler orml..

3) VX, X, or sanlar ushin log, (x, - x,) =log, % +log, X,
tenlik or:nls.

Eskertiw. y — log, x =t In x funkciya natural logarifm
dep ataladu.

2- sawrette Y = log, X logarifmlik funkciyanin grafigi

a>1 (2- a sawret) ham O<a <1 (2- b suwret) jaglaylar ushin
stwretlengen.
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7 Y=16ga%, 01 g/

6

=109,, Ko</

a) b)

2- suwret

3.3. Darejeli funkciya. Vo € R korsetkishli darejeli
funkciyan1  logarifmlik  ham  koérsetkishli  funkciyanin
superpoziciyast (quramali funkciyasi) sipatinda aniqlaymiz.
Meyli, x > 0 bolsin. Onda uliwma ddrejeli funkciya

y = X% = (alogax)a — aa~|ogax

koriniste aniqlanadi, bul jerde a — qalegen san, aniqliq
ushin a >1 dep alamiz.

Ust aniglama boyinsha ham a >1 bolsa logarifmlik funkciya
x>0 yarim kosherde, al korsetkishli funkciya putkil sanlar

kosherinde odsetuginliginan Y = XY ddrejeli funkciva x>0
yarim kosherde o >0 bolsa ésetugini, al o <0 bolsa
kemeyetugin: kelip shigad.

Darejeli funkciyanin gasiyetleri:

1) Eger «>0 bolsa, |im x*=0, al a<0 bolsa,
x—0+0

lim X% = 4o tenlik orinli.
X—0+0

2) Darejeli funkciya x>0 yarim kosherdin har bir
noqatinda uzliksiz.
Eskertiw. Eger darejeli funkciyanin korsetkishi bolimi taq

san bolgan n racional bolshek bolsa, onda darejeli funkciyani
n

X < 0 manisler ushin
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“  n=2k,

“ X
=X = k=1,2,...
Y {—xa n=2k -1 ( )

’

dep alip, putkil sanlar kosherinde aniqlaw mumkin.

g
4
0 .
z
o Z = 227
w 2 Z , == 507
e Lidl & >7
a) b)
9 M OA
&/ &
d"
7 ________
i
|
|
|
|
|
t
I
7 7 Z
y=.z“, x7f
c)

3- suwret

3- sawrette Y =X“ darejeli funkciyanin «  dareje
korsetkishinin har qiyli manisleri ushin grafikleri siwretlengen.

3.4. Trigonometriyaliq funkciyalar. Biz jogarida Y =SinX
ham Y = COS X funkciyalardi  korgizbeli  geometriyaliq
pikirlewler jardeminde aniqlaganda bazi bir logikaliq

kemshiliklerdin payda bolatugini haqqinda aytip ottik. Bul
funkciyalard1 logikaliq kemshiliklersiz bazi bir funkcionalliq
tenlemeler sistemasinih sheshimi sipatinda aniglaw mumkin.
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Toémendegi tastiyiqlaw ormnli: x argumenttin hamme haqryqiy
manislerinde  amgqlangan ham tomendegi  shartlerdi
qanaatlandirtwsht § (x) ham g(x) funkciyalar jupligi bar ham
bul juphq jal$iz birew:

1) FOx+%) = F(x)-9(%;) +9(x) - f(x,),
g% +X%)=0(x) 9(x) = F(x)- F(xp),
F200+9%(x) =%
2 1=0. 9©@=1 )=1 9$)=0

3) argumenttin oy F tensizlikti  qanaatlandiriwshi
2

manislerinde 0<f(x)<x< % tensizlikler orinli boladh.
Korsetilgen 1)-3) shartlerden y=sinx ham Y = COSX

funkciyalardin bizge malim basqa gasiyetlerin de keltirip shigartw
mumkin. Bul 1)- 3) shartler jalgiz bir f (X) hdm g(x)
funkciyalar jupligin  aniqlaytuginhigman ham korgizbeli
geometriyaliq pikirlewler jardeminde kiritilgen f(x)=sinx hdm
g (x) = cos x funkciyalar bul ush gasiyetke iye bolatuginliginan

kelip shigadi.
Misal sipatinda 1)- 3) shartler jardeminde f(x)=sinx hdm

g(x) =cos x funkciyalardifi uzliksizligin dalillew ham olardin

monotonliq araliglarin aniqlaw ushin kerek bolatugin bir neshe
qasiyetlerin keltiremiz.
a) 1) sharttin sin? x +cos? x =1 tenliginen
sin®x<1, cos®x<1, yagniy
sinx|<1, |cosx <1 (4)
tensizlikler kelip shigadu.
b) 1) ham 2) shartlerdin daslepki eki tenliklerinen
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cos(—x) =cosx, sin(—x)=sinx (5)
tenliklerdi alamiz, yagniy f(x)=sinx taq funkciyani, al
g(x) = cos x jup funkciyan1 aniqlaydu.
C) 1) shartten

sin(x, — X,) =Sin X, COSX, — COSX, Sin X,, (6)
COS(X; — X,) =COSX; COSX, + Sin X, Sin X,
tenlikler kelip shigadi.
d) 1) shartten ham alingan (6) tenliklerdin birinshisinen
XL~ Xz

. i X+ X,

sinX, +sinx; = 2sin cos (7)
2 2

. . X, + Xy . X —X

sinx, —sinx, = 2cos 12 2sin 12 2

tenlikler kelip shigadi.
e) (6) tenliklerdin birinshisinen ham 2) sharttin songi eki
tenliginen

sin(%—x):cosx 8
tenlik kelip shigadi.
f) 1) sharttin daslepki eki tenliginen X; = X, = X bolgan
jagdayda
sin2x = 2sinXcosX, C€0s2x=cos? X —sin? x 9)
tenlikler kelip shigadu. Sonif menen birge

sin(x+2x)=sinX, cos(Xx+2x)=cosx teflikler de ornh
boladi, yagniy Y= SINX ham y = cos x funkciyalar 2, periodl1

funkciyalar.
@) V x e R ushin
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sinx|<|x  (10)
tensizlik ornli.
y=SINX ham Yy = COS X funkciyalardin qasiyetleri:

1°. SIN X hdm COS X funkciyalar sanlar késherinini hdr
bir nogatinda vzliksiz.
Dalillew. Tek f(x)=sinx funkciyanmii vx nogatta

uzliksizligin ~ dalillew  jetkilikli, —sebebi  g(X) = cos x
funkciyanin V' X noqatta tzliksizligi (8) tenlik hdm quramali
funkciyanin uzliksizligi haqqindagi teoremadan kelip shigadi.
Daslep SIN X funkciyanin X =0 noqatta uzliksizligin
dalilleymiz. 2) sharttin birinshi tenligi boymsha sin0O=0
bolganhigtan funkciyaninh uzliksizliginin Geyne aniglamasi
boymsha V {x_ } sheksiz kishi izbe-izlik ushin saykes {sin Xn}
izbe-izlik te sheksiz kishi izbe-izlik bolatuginin dalillew jetkilikli.
(10) tefisizlikten ham [sinx|>0 shartten 0 <|sinx|<|X
kelip shigadi. Demek, 0 <|sinx,|<|x,|. Bul tensizlikler izbe-
izlikler ushin eki jaqlap shegaralaw principi boyinsha ﬂsin Xn‘}
izbe-izlik, demek, {Sin Xn} izbe-izlik sheksiz Kishi izbe-izlik
ekenin bildiredi. SIN X funkciyanin x = O noqatta uzliksizligi

dalillendi.
Endi sin X funkciya sanlar kosherinin VX nogatinda

uzliksizligin dalilleymiz. Meyli, {Xn }— X noqgatqa jiynaql
galegen izbe-izlik bolsin. Saykes {sin Xn} izbe-izlik SIN X
noqatqa jiynaql bolatuginin dalillew jetkilikli.

(6) tenliklerdin ekinshisinde X, = X, X; = X dep
alsaq,

sin x,, —sin x = 2cos X“2+ Xsin% (11)
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tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on tarepinde sheksiz kishi izbe-
izlik elementi turgamin korsetiw jetkilikli, al bul SIin X

funkciyamn X =0 noqatta uzliksizligi boyinsha {Sin X _X}

izbe-izlik sheksiz Kishi izbe-izlik ekeninen ham (4) tensizlik
boyinsha {ZCOSXnJ’X} izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik
2

ekeninen kelip shigadi. A
2°. SIN X funkciya [_7 , oz, Z 4 2k kesindilerdin har
2 2

birewinde  Jsedi  hdam [_% +(2k + )7, % + (2K +1)7]

kesindilerdin  hdr birewinde kemeyedi; COS X funkciya
[2k7z, 7+ 2kr] kesindilerdin  har birewinde kemeyedi hdam

[—7 + 2k, 2kx] kesindilerdin har birewinde osedi (bul jerde
k=0,+1+2,..).

Dalillew. Dalillewdi SinX funkciyast ushin jargiziw
jetkilikli, sebebi bul funkciyanin monotonliq araliglarin tapgannan
son COS X funkciyanin monotonliq araliglar1 (8) tenlikten
paydalanip tabiliw1 mamkin.

SIN X funkciyast 27 periodli funkciya bolganligtan onin

bir periodi shegarasindagi, yagny, musali, [T o, T
2

2 1
kesindidegi, monotonliq araliglarin tabiw jetkilikli.

Diaslep SIN X funkciyast [0,7] kesindide osetugmhigin
2

dalilleymiz. Meyli, x, ham X, — X, >X; tensizlikti
ganaatlandirtwshi usi kesindi noqatlar1 bolsin. Onda *.**2 ham
2
X2 =% nogqatlar (0,7 intervalga derek bolip, (7) tenliklerdin
2 2
ekinshisi boyinsha
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: : X, + X
sinx, —sin x, = 2cos -2

sin 2 ;Xl. (12)

bul tenliktin on tarepindegi anlatpa on amiqlanganin dalillew, al

bunin ushin vy XE(O,Z) nogatta SIN X ham cos x funkciyalar:
2

on manislerdi qabil qilatuginligina isenim arttirtw, jetkilikli.
SIN X funkciyas1 ushin bul 3) qasiyetinen, al cos x funkciyasi
ushin (8) tefilikten kelip shigadi.

Solay etip, SIN X funkciyast [0, % ] kesindide osetugmlig

dalillendi. SIin X funkciyasimn taghiginan bul funkciyanin
[_5’0] kesindide osetuginligr kelip shigadi. Natiyjede Sin x
2

funkciyasi [_E E] kesindide osetuginhigr dalillendi, Bul

funkciyanin [f E + ] kesindidegi xarakterin aniqlaw qalad. Biz

e) punktte sinz =0 ham cosz = —1 bolatuginin kordik, al
bul tenliklerden ham 1) shartti  birinshi  tenliginen
sin(x + ) =—sinx bolatugimi kelip shigadi. Bul tenlik Sin x

funkciyast [-7 7y kesindide oOsetugmliginan bul funkciya
2 2

T
52
mumkinshilik beredi.

sin X ham cos X funkciyalarinin monotonliq araliglarin
izertlew us1 menen tamamlanadi. A

+7] kesindide kemeyedi degen juwmaq shigariwga

th_Siﬂ hdm gy - ©93X formulalardan hdm Gzliksiz

COS X sin x
funkciyalar ustinde ameller haqqindag1 teorema boymsha tgX
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funkciya v x=” 1kz (kez) nodatta, al ctgx funkciya
2

Vv x=kz (keZ) noqatta uzliksiz.

sin(X + z) =—sin X, cos(X + ) =—Co0SX
A14 i 4 COS X
tenliklerden tg(x + 7) = sinx _ tgx ham ctg(x + ) = Snx = Ctgx

cos X
tenliklerdi alamiz. Bul tgXx hdm ctgx funkciyalar 7z periodl:

funkciyalar ekenin bildiredi. Demek, bul funkciyalardin
monotonliq araliglarin izertlewdi tek 7 uzmnlqtagr araliglar
shegarasinda 6tkeriw jetkilikli boladi eken.

tgx2 _tgxl = M (13)
COS X, COS X,

tenlikten ham SIN X funkciyast (0, %y intervalda, al cos X
"2

funkciyasi (_E, E) intervalda tek on manislerdi qabil
2 2

qulatugmhigman tgX funkciya (_7 7y intervalda osetuginhig
2 2
kelip shigadi (X, > X, tensizlikti qanaatlandiriwshi
Y X, X, e(_ﬁ,ﬁ) noqatlarda (13) tenliktin on tarepi on
2 2

aniqlangan).
ctgx funkciyammn (O, 7z) intervalda kemiwshiligi usigan
ugsas aniqlanadi.

Trigonometriyaliq funkciyalardin grafikleri 4- suwrette
suwretlengen.
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\\J

N

8] o———
: =

S

Ny

7 -

N
Nl

J=tgx y=ctgx

c) d)

4- suwret

3.5,  Keri trigonometriyahq  funkciyalar. Keri
trigonometriyaliq funkciyalardi aniqlaw ham olardin uzliksizlik

ham monotonliq gasiyetleri hagqindagi maselelerge toqtalamiz.
y=arcsinx funkciyani aniglaw ushin Y =SINX funkciyani

[_f f] kesindide garaymiz. Bul kesindide Y =SinX funkciya

051wsh1 ham uzliksiz. Onin manisler kopligi [-1,1] kesindi. Keri
funkciyani 0zliksizligi haqqindag1 teorema boyinsha [-1,1]

kesindide -1 nogatta _ 7, al 1 nogatta Z manis gabillaytugin
2 2

Gzliksiz 6siwshi keri funkciya bar. Bul funkciya X =arcsiny dep
belgilenedi, argument ham funkciyanin belgileniwlerinin orinlarin
almastirip, Y =arcsIN X dep belgilew mumkin.

[-1,1] kesindide [0, ] kesindide uzliksiz hdm kemiwshi
x=cosy funkciyaga keri y =arccos x funkciya da usigan
ugsas aniqlanadi. Bul funkciya [-1,1] kesindide uzliksiz ham

kemiwshi funkciya bolip, -1 nogatta -z, al 1 nogatta 0 manis
qabillaydu.
y = arctgx ham vy =arcctgx funkciyalar saykes

tarde, (% 7y hiam (O, r)intervalda aniqlangan tgx him
2 2
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ctgx funkciyalarga keri funkciyalar. Bul funkciyalar putkil

sanlar kosherinde aniqlangan ham monoton funkciyalar. 5-
suwrette  keri  trigonometriyaliq funkciyalardin = grafikleri
suwretlengen.

I
z
Z

|
-
<
N

Tz

/».a .

.2
© y=arcsinz

Y =arccosx

a)
—4
2 .
- ——F - |
——/_ZJ ymantgz y=arcetg z
c) d)
5- suwret

=X

3.6. Giperbolahq funkciyalar. g, _¢ +2 € sx=%

funkciyalar, saykes tarde, giperbolaliq kosinus hdm giperbolaliq
sinus dep ataladi.
Giperbolaliq tangens ham giperbolaliq kotangens, saykes

tarde,

X —X

thx=SNX _¢ —¢€
chx e“+e™

formulalar menen aniglanadi.
Giperbolaliq funkciyalardin aniglamasinan giperbolaliq sinus,
giperbolaliq kosinus ham giperbolaliq tangens putkil sanlar

kosherinde, al giperbolaliq kotangens sanlar kosherinin x =0
noqatinan basqa haAmme noqatlarinda aniqlangani kelip shigadi.

chx e*+e™
, Cthx=——=———
shx e*—e
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Giperbolaliq funkciyalar 6z aniglaniw oblastinin har bir
noqatinda uzliksiz.

Giperbolaliq funkciyalar trigonometriyaliq funkciyalardin
qasiyetlerine uqsas bir qatar qasiyetlerge iye. Misali, giperbolaliq
funkciyalar ~ushin  trigonometriyaliq funkciyalardi  qosiw
haqqindag: teoremaga uqsas teorema orinli:

sh(x + y) = shx - chy + chx - shy,

ch(x + y) =chx-chy + shx - shy
Bunnan tisqart, sh2x =shx-chx, ch?x—sh?x=1

tenliklerdin ormli boliwin tikkeley tekseriw joli menen korsetiw
mumkin. «Giperbolaliq funkciyalar» dep ataliwi sebebi-
x=a-cht, y=a-sht tenlemeler giperbolani beredi.

Giperbolaliq funkciyalardin grafikleri 6-stiwrette stwret-
lengen.

¥ ’1
0 -
) z
7 y=thz
_
Vi T y=Shz
a) b)
y
— 1L$\\\\——
y . o9 __ <
_______ E  —— -1 —eth
Vi y=e
> .
T y=thz
c) d)
6- suwret
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3.7. Pitin ham bélshek racional funkciyalar. Apiway:
elementar funkciyalar ustinde izbe-iz orinlangan shekli sandagi
tort arifmetikaliq dmel ham superpoziciyalar (quramali funkciya)
arqali anlatilatugin funkciya elementar funkciya dep atalatugini
malim. Biz bir adhmiyetli elementar funkciyalar klasin qarap
otemiz.

y=a,X" +ax"" +...+a, ,X+a,

korinistegi funkciya, bul jerde ne N ham ag, a;,...,a, ;,a, —
turaqlt sanlar, putin racional funkciya dep ataladi. Bul funkciya
N — darejeli képagzali dep te ataladi. Puatin racional funkciya
R — putkil haqiyqiy sanlar kopliginde aniqlangan. Dara
jagdayda, y=ax+b— s1ziqlt funkciya ham
y =ax? + bx + ¢ — kvadrat ushagzali putin racional funkciya
boladi. Sizigh funkciyanin grafigi tuwr1 siziq, al kvadrat
ushagzalinin grafigi parabola bolatugmi malim. Kvadrat
Gshagzalinih  grafigi @ koefficientke ham D =b? —4ac
diskriminanttin belgisine garezli boladi. 7- siwretda parabolanin
tegislikte har quyli jaylasiw jagdaylari qaralgan.

v
Y a>7 0 A X a=f
d<] a>0
| 1<l 1
W S

714! £ ‘ d<g 0 ¥
cxp 0 X

d*‘ﬂ a<g

=0

7- suwret

Eki pttin racional funkciyanin qatnasinan duzilgen
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CaxX" +ax" 4. ra, X+ a,
Cbox™+ax™ 4. +a, X+,
funkciya bolshek racional funkciya dep ataladi. Bul funkciya
R\ {x D bpx™ +ax™ 4.+ a, X+ a, = 0} koplikte,

yagnty sanlar kosherinin bolshektin bolimin nolge aylandirtwshi
noqgatlarinan basqa hadmme noqatlarinan duzilgen koplikte

aniqlangan. Dara jagdayda, y = a ham - ax+b funkciyalar
X cx+d
bolshek racional funkciyalar boladi.
y=2 funkciyanin grafigi ten gaptalli giperbola boladi (8-
X
ax+b

sawret). Bul grafikti jasawd:i bilgen oqiwshi y=
cx+d

funkciyanin da grafigin ansat jasaydi.
B Yy

‘ a>0 , a<0

» »

jo 0 0 (—'X

8- suwret
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5- BAP
BIR OZGERIWSHILI FUNKCIYALAR USHIN
DIFFERENCIAL ESAP

1-§. Funkciyanin tuwindisi
1.1. Tuwindimn amqlamasi. Meyli, y = f (x) funkciya

{x}c R képlikte amglangan, x, < {x} bolsm. Ax = O sanin
Xo + AX € {x} bolatuginday qilip saylap alamiz. Adette, AX
sani argumenttin Xo nogattag: osimi, al
Af = f(Xy + AX) — f(X,) san1 funkciyamn X, _nogattag: osimi
dep ataladi.

AX = 0 dep esaplap y = f (x) funkciyanin berilgen X,

nogattagr Af Osiminin argumenttin saykes Ax Osimin qaraymiz:

Af (X +AX) = F(X) (1)
AX AX
Bul tenlik berilgen X, nogattag: ayirmaliq gatnas dep atalad.

(1) tenlik Ax oOsimnin funkciyast bolip, AX argumenttin
AX = 0 nogqattin baz bir jetkilikli darejede kishi & — dogeregine
derek, Ax =0 noqattin Ozinen basqa hamme manislerinde,
yagnly Ax =0 noqattin bazi bir jetkilikli darejede kishi oyilgan
O — dogereginde aniglangan. Bul bizge (1) gatnastih Ax — O
dag1 limitinin bar boliw maselesin qaraw huqiqin beredi.

l-amqlama. Eger y = f (x) funkciyanii X; nogattag:
6siminin argumenttin ust nogattagi 6simine gatnasinin AX — O
dag limiti bar bolsa, onda bul limit f (x) funkciyanin X, nogatta
tuwindist dep ataladi, bul tuwindi

/() = lim &7 — fim 100+ A =T (X))
Ax—0 AX  Ax=0 AX

koériniste jaziladi.
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1- Eskertiw. Eger y = f(x) funkciya har bir x e {x}
noqatta shekli tuwindiga iye bolsa, onda bul funkciyanifi f'(x)

tuwindis1 {x} koplikte aniglangan baz1 bir funkciya boladi.

2- Eskertiw. Eger x, + Ax =:x dep belgilense, onda
AX=X— X, hdm Ax-—>o0 sharti x — Xo shart penen
almastiriw mimkin bolip, (2) tenlik

F1(xg) = lim - =10 (3)
X—>Xo X=X

koriniste jaziladi. Funkciyanin nogqattagi tuwindisimini bul
jazihw formasman tuwindinin ameliy qollaniwlarinda ken
paydalaniladi.

Tuwindilard: esaplawdin eki trivial misalin keltiremiz.

1. f(x)=c (c — turagh san) funkciya R haqiyqiy
sanlar kopliginde aniglangan, V x e R noqatta shekli tuwindiga
iye hdm f'(x)=0 , sebebi V xe Rnogatta v Ax 6sim ushin
Af = f(X+AX)— f(X)=C —-C =0.

2. f(x)=x funkciya R haqiyqy sanlar kopliginde
aniqlangan, Vv xeR noqatta shekli tuwindiga iye ham
f’(x) =1, sebebi v x e R nogatta ¥ Ax 6sim ushin

Af (X+AX)-x AX _
Ax  Ax Ax

1.2. Funkciyanin bir tarepli tuwindilari. 2-aniqlama. Eger

y = f(x) funkciyanin X, noqattag1 Osiminin argumenttin usi

1

nogattag: 6simine qatnasmin Ax — O dag1 on (shep) limiti bar
bolsa, onda bul limit f (X) funkciyamn X, nogatta on (shep)
tuwindist dep ataladi, bul tuwindi

Af f(Xy +AX) — f(X,)

f'(x, +0)= lim 2-= lim
AXx—0+0 AX  Ax—0+0 AX

(% —0) = lim A = jim T+ 20— (),
Ax—>0-0 AX  Ax—0-0 AX
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koériniste jaziladi.

Funkciyanin berilgen noqattagi limiti ham bir tarepli limitleri
arasindag1 baylanistan tomendegi tastiyiqlawlar kelip shigadu:

1° Eger f(x) funkciya X, nogatta shekli f’(x,)
tuwindiga iye bolsa, onda bul funkciya X, nogatta ham on, ham
shep tuwindilarga iye bolip, f'(x, +0)=f'(x, —0)= f'(X,)
tenlikler orinlt boladh.

2°. Eger f(x) funkciya X, noqatta ham on, ham shep
tuwindilarga iye bolip, bul tuwindilar oz-ara ten bolsa, onda bul
funkciya X, nogatta shekli f+(x ) tuwindiga ive bolip,
f'(xo +0)= f'(x, —0) = f'(x,) fenlikler orinli bolad.

Eskertiw. Eger funkciya noqatta ham shep, ham on
tuwindilarga iye bolip, bul tuwindilar bir-birine ten bolmasa, onda
funkciya bunday noqatta tuwindiga iye emes.

Maisali,

X, x>0,

f(x)=|x=40, x=0,
-X, Xx<0

funkciya x = 0 nogatta ham shep, ham on tuwindilarga iye:
. AX -
t0-0)= tim o im E_
Ax—=0-0 AX Ax=0-0 AX )

AX
£0+0)= fim X i B0 _
Ax—0+0 AX  Ax—=0+0 AX

sonliqtan bul funkciya x =0 noqatta tuwindiga iye emes.
1.3. Tuwmdimn geometriyallq ham mexanikalq
maganasi.

a) Tuwindimin geometriyaliq maganasi. (ab) intervalda

1

aniqlangan ham uzliksiz y = f (x) funkciyanin grafigin
garaymiz.
V X € (a,b) nogatti ham X argumenttin AX = O 6simin

X+ Ax e (a,b) bolatuginday kilip saylap alamiz. Meyli, M
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hdm P noqatlar y = f (x) funkciyanifi grafiginin abscissalari,
saykes tirde, X hdm x + Ax sanlar bolgan noqatlar bolsin (1-
suwret). Bul noqatlardin koordinatalart M (x, f(x)) ham
P(x + AX, f (x+ Ax)) Kkoriniste boladt. M  hiam P
noqatlardan otiwshi tuwnt siziq  y = f (x) funkciyanin
grafiginin kesiwshisi dep ataladi. mp kesiwshisinin Ox kosheri

menen jasagan muyeshi AX 6simnin funkciyasi boladi, om
@(AX) simvoli menen belgileymiz.

’ /
| P
S
e
Ay

dy
——|¥
Az

g x x+ix x

1- suwret

3-amqlama. Eger y = f (x) funkciyanin grafiginin mp
kesiwshisinin P nogat grafik boylap m noqatqa umtilgandag:
(yagnty Ax — O dag1) limit jagdayr bar bolsa, onda bul limit
jagday funkciyanin grafigine M(X, f(x)) noqatta jurgizilgen
urinba dep ataladi.

Bul amglamadan y = f (x) funkciyanih grafigine

M(x, f(x)) nogatta jargizilgen urmba bar boliw1 ushin

lim p(AX) = @, limittin bar boliw1 jetkilikli ekeni kelip shigadi,
Ax—0

bul jerde ¢, — urinbamn Ox koésheri menen jasagan muyeshi.
1-teorema. Eger y = f (x) funkciya x nogatta shekli
tuwindiga iye bolsa, onda bul funkciyamn grafigine M(x, f(x))
noqatta jurgizilgen urinbasi bar bolip, bul urinbamin muyeshlik
koefficienti funkciyamn X noqattag: f'(x) tuwindisina ten.

162


file:///F:/OLD_COMP/Мои%20документы/УМК-2009/МатАнализ/МатАн(ТЛ-ВЭВ)/МатАн-ГС-02/МА-17-4.htm
file:///F:/OLD_COMP/Мои%20документы/УМК-2009/МатАнализ/МатАн(ТЛ-ВЭВ)/МатАн-ГС-02/МА-17-4.htm

Dalillew. ™M ham P nogatlardan Ox kosherine
perpendikulyar tuwri siziglar jurgizemiz (1- suwret). M nogat
arqali Ox kosherine parallel tuwr siziq jurgizemiz ham bul
tuwrt sizigtih P noqattan jargizilgen perpendikulyar menen
kesilisiw nogatin N  haribi menen belgileymiz. MNP

ushmuyeshliginen
Ay f(x+Ax) - f(x)
gp(AX)=—=—""—"""".
go(ax) =" Ax

Solay etip,

(p(Ax):arctgﬂ. 3
AX
Bul tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi de) Ax — O da
shekli limitke iye. Haqiyqatinda da, f (x) funkciya x nogatta
shekli f'(x) tuwindiga iye bolganhqtan |jm Ay _ f'(x) shekli
Ax—0 AX
limit bar. Bunnan hAm arctgu funkciyanin V U manis ushin
uzliksizliginen (3) tenliktin on tarepinin arctg f’(x) Sanga ten
limiti bar.
Solay etip, biz |im @(Ax) = arctg f'(x) shekli limit bar
AXx—0
ekenin korsettik. Bul kesiwshinin limit jagday1 bar ekenin, yagniy
funkciyanin grafigine M(x, f(x)) noqatta jurgizilgen urinbasi bar
bolip, bul urmbanin Ox késheri menen jasagan muyeshi
@, =arctg f’(x) bolatugmin bildiredi.
Demek, bul urinbanin muyeshlik koefficienti funkciyanin x
nogattagt f'(x) tuwindisina ten boladi eken. A

y = f (x) funkciyanmin grafigine M (x,, f (x,)) hogatta
jurgizilgen urmbanifi tenlemesi y — f(x,) — f'(Xo)(X — Xo)
koériniste bolad.

Eger f(x) funkciya x,e(a,b) noqgatta bir- birine ten

bolmagan f'(x, —0) ham  f’(x, +0) bir tdrepli
tuwindilarga iye bolsa, onda bul funkciya grafigine
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M (%X,, f (%Xy)) nogatta bir tarepli urinbalar jurgiziw mimkin

hdm bul urmbalar betlespeydi. Bunday jagdayda f (x)
funkciyanif grafigi M (X,, T (Xg)) noqatta «sinadi» dep
aytiw mumkin.

Misali, f(x)=|x| funkciyanii X =0 nogattag: bir tarepli
tuwindilar1 f/(0-0)=-1 ham f/(0+0)=1 boladi. Bul funkciyanin
0 (0;0) nodgattag: bir tarepli urmbalart y = —x ham Y =X
tuwri siziglar bolip, funkciyanm grafigi O (0;0) noqatta «sinadi»
(2- suwret).

2- suwret

Eger Af qatnastn  Ax — O dag limiti belgisi aniq
AX
sheksizlik bolsa, onda f (x) funkciyanin X, nogattag: tuwindisi

+ oo (—oo) dep aytiladi.
Meyli, y = f (x) funkciyanin X, noqattagi tuwindisi

+ 00, yagny f’(x,)=+co bolsm. Onda n(Ax)=arctg Ay
AX
ekenin esapqa alip,
. o Ay B , B T
lim (Ax) = lim arctg v arctg (f'(xy)) =arctg (+o0) = >

tefilikke 1ye bolamiz. Bul y = f (x) funkciyanin grafigine
M (%o, f(%,)) nogatta jirgizilgen urmba OX kosherine
perpendikulyar bolatuginin korsetedi.

Usigan ugsas, y = f (x) funkciyamn X, noqattag:
tuwindis1 — oo, yagniy f’(x,) =—oo bolsa da funkciyanin
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grafigine M (x,, f (X,)) noqatta jirgizilgen urmnba Ox
kosherine perpendikulyar boladi.
Misaly, f(x)= \/M funkciyanii x =0 nogattagi on ham shep
tuwindisi
X
f'(0+0)= Iim\/ﬂ 1

—= lim =
x—=>0+0 X x—>0+0\/;

f'(0—0)= lim @:—oo
x—0-0 X

—+00,

boladi. Demek, berilgen funkciyamin grafigine O (0;0) nhogatta
jurgizilgen urinba Oy kosheri boladi eken (3- stiwret).

3- suwret

b) Tuwindimn mexanikaliq maganasi. Meyli, materialliq
nogat s =s(t) mzam menen héreketlenip atirgan bolsin, bul
jerde t— jumsalgan waqit, S — ust waqit araliginda basip
otilgen jol (qashigliq). Usi materialhq nogattih f; waait
momentindegi tezligin tabiw maselesin garaymiz. Waqittin {;
manisi menen birge t, + At (At > 0) manisin de ahp,
s =s(t) funkciyanin bul manislerge siykes s(t,) ham
s(t, + At) manislerin tabamiz. Materiallig nogat At wagitta
As =s(t, + At) —s(t,) arahgti basip otedi ham onn [t,, t, + At]

wadt araligindag: ortasha tezligi
As _s(ty + At) —s(t,)
At At
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formula menen tabiladi. Bul bolshektin At — O dagr limiti
materialliq nogattin t, waqit momentindegi V tezligin anlatad:

v= lim 25 = jjm St FAD=S(t
AM—0 At At—0 At

Tuwindinin aniglamasi boyinsha

. S(ty + At) —s(t

lim M =5'(t,).

At—0 At

Demek, S = S(t) funkciyanih t, nogattagi tuwindisi

mexanikaliq k6z qarastan S = S(t) mizam menen hareketlenip

atirgan materialliq noqattih f;, waqit momentindegi tezligin

bildiredi eken.

2-§. Funkciyanin differenciallamwshihigy
2.1. Funkciyamn differenciallamwshihginin amqlamas:.
Meyli, y= f(x) funkciya {x}cR koplikte amglangan,
x e {x}, al ax— argumenttin x+Axe{x} bolatuginday gilip
saylap ahingan osimi, Af := f(x, + Ax) — f(x,) - argumenttin
X nogattagt AX o6simine saykes funkciyanin ésimi bolsin.

4-amqlama. Eger argumenttin X noqattagr AX o6simine
saykes y = f (x) funkciyanif ésimin

Ay = A-Ax + a(AX) - Ax (1)
koriniste jaziw mumkin bolsa, bul jerde A — argumenttin X
nogattagit Ax Osimine garezsiz bazi bir turaqli san, al
a(AX) — Ax=0 nogatta sheksiz kishi funkciya, onda

y = f (x) funkciya X noqatta differenciallamwshi funkciya

dep ataladu.
a(Ax) funkciya AX =0 noqattin 6zinde, uliwma

aytqanda, aniglanbagan ham ogan bul noqatta qalegen manis
beriw mumkin. Bunnan bilay, qolayli boliw1 ushin, «(0)=0 dep

aliw mumkin. Bunday kelisimde «(Ax) funkciya Ax =0
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nogqatta uzliksiz bolad1 ham (1) tenlik AX = O noqatta da orinl
dep esaplaw mumkin.

Eskertiw. (1) tenliktin on tarepindegi ekinshi ¢/(AX)-Ax
qosthwshint  0(Ax) (Ax—0)  koériniste  jaziw  mumkin.
Haqiyqatinda da, «(Ax) funkciya ham Ax Osimlerdifi har
birewi Ax =0 noqgatta sheksiz kishi bolganliqtan olardin
a(AX)-Ax koébeymesi de Ax =0 nogatta Ax dsimge
garaganda joqari tartipli sheksiz kishi funkciya boliw1 tabiyiy.
Solay etip, (1) tenlikti

Ay = A- AX+ 0 (AX)
koriniste de jaziw mumkin.

2-teorema. Funkciya nogqatta differenciallantwshi  boliwi
ushin bul nogatta shekli tuwindiga iye boliwi zdariir ham jetkilikli.

Dalillew. 1) Zarurligi. Meyli, y = f (x) funkciya X
nogatta differenciallaniwshi, yagniy onin argumenttin = X
nogattagr AX o6simine saykes 6simin (1) koriniste jaziw mumkin
bolsin. AX = O dep esaplap ham (1) tenliktin eki tarepin de Ax
osimge bolip,

Y pra@ny @

AX
tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi
de) Ax =0 nogatta A sanga ten shekli limitke iye. (2) tenliktin
shep tarepindegi bolshektin Ax = O nogattag: limit (eger bul
limit bar bolsa) aniglama boyinsha f'(x) tuwindiga ten.

Solay etip, biz eger f (x) funkciya ushin (1) tenlik ornl
bolsa, onda bul funkciya x noqatta shekli tuwindiga iye bolip,
f'(x) = A bolatuginin dalilledik.

2) Jetkilikliligi. Meyli, f (x) funkciya X nogatta f'(x) shekli
tuwindiga iye, yagniy

imY -ty ()
Ax—0 AX
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shekli limit bar bolsin.

Y t)=aax) @
AX

dep belgileymiz. (3) limittin bar boliwman (4) tenlik penen
aniglangan o (Ax) funkciya ushin |jm a(Ax)=0 teflik kelip
Ax—0

shigadi. 4) tenlikti AX osimge kobeytip,
Ay = f'(X) - AX + a(AX) - AX tenlikke  kelemiz, bul tenlik
f’(x) = A bolsa (1) tenlikti beredi.

Solay etip, shekli f'(x) tuwmndinin bar boliwinan
y = f(x) funkciyanin Xnoqatta differenciallaniwshilig
kelip shigip, (1) differenciallaniwshiliq shartindegi A san f'(X)
tuwindiga tefi bolatugini dalillendi. A

Dalillengen teorema bunnan bilay funkciyanin berilgen
nogatta differenciallaniwshilig1 tasinigin bul funkciyanin usi
noqatta shekli tuwindiga iye boliwi tusinigi menen tenlestiriw
mumkinligi kelip shigadi. Basqasha aytqanda, «funkciya berilgen
noqatta shekli tuwindiga iye» ham «funkciya berilgen nogatta
differenciallaniwshi» terminleri ekvivalent terminler.

Funkciyanin tuwindisin tabiw ameli, adette, differenciallaw
ameli dep ataladu.

2.2. Differenciallamwshiiq ham uzliksizlik. 3-teorema.

Noqatta differenciallaniwshi funkciya usi noqatta uzliksiz.
Dalillew. Meyli, y— f(x) funkciya x nogatta

differenciallaniwshi bolsin. Onda onifi x nogattagi Ay 6simi ushin

(1) tenlik ormh, bunnan |jm Ay =0 tefilik kelip shigadi. Bul

Ax—0
tenlik, 6z nawbetinde, funkciyanin noqatta uzliksizliginin
ayirmaliq formasi boymnsha y = f (x) funkciya x nogatta
uzliksizligin bildiredi. A
Eskertiw. Bul teoremaga keri tastiyiqlaw, uliwma aytqanda,
orinlt emes, yagniy berilgen noqatta tzliksiz funkciya usi noqatta
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differenciallaniwshi boliw1 shart emes. Misali, y =|x| funkciya

x = 0 noqatta tzliksiz, biraq bul nogatta tuwindiga iye emes.
Bazi bir intervaldin har bir noqatinda uzliksiz, biraq bul
intervaldin hesh bir noqatinda differenciallaniwsh1 bolmagan

funkciyalar da bar. Bunday funkciyalarga en daslep Veyershtrass
misal keltirgen.

2.3. Funkciyanin differenciall. Meyli, y = f (x) funkciya
x nogatta differenciallaniwshi bolsin. Onda onifi X nogattagi Ay
6simi ushin (1) tenlik orinl1 boladi.

(1) tenlikte funkciyanin 6simi eki qosiliwshinin qosindist
sipatinda jaziladi. Bul qosiliwshilardin birinshisi A - AX
kobeyme bolip, bul kébeyme AX dsimge garata sizigh, al
ekinshisi «(Ax) - Ax koébeyme bolip, bul kébeyme Ax =0
nogatta AX dsimge qaraanda jogari tartipli sheksiz kishi
funkciya.

Eger 2- teorema boymsha f'(X) tuwindiga teh A san nolden
6zgeshe bolsa, onda birinshi qosindi bolgan A . Ax = f'(x) - Ax
kobeyme differenciallamiwsht  y = f (x) funkciyanin Ay
osiminin bas bolegi boladi. Funkciyanin 6siminin usi bas bolegi
AX argumenttin sizigh  bir tekli funkciyasi boladi ham
y = f (x) funkciyamn X nocattag: differenciali dep ataladi ham
dy simvoli menen belgilenedi.

A=f'(x)=0 bolgan jagdayda funkciyanii differenciali
aniqlama boyinsha nolge ten dep esaplanadi.

Solay etip,

dy = f'(x) - Ax (5)
san y = f(x) funkciyanmin argumenttin X nogattagr AX
osimine saykes differenciali dep ataladi.
f'(x) =0 bolgan jagdayda bul san y = f (x) funkciyanii
Ay 6siminifi AX 6simge qarata sizigli ham bir tekli bas bolegi
boladi.
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y = f (x) funkciyanin argumenttin berilgen x nogattag:
Ax Osimine saykes dy differenciali ham Ay 6simi, uliwma
aytganda, bir- birine ten emes ekenin atap 6temiz.

Buni y = f (x) funkciyanmin grafigi boyinsha afisat tusinip
aliw mumkin (4- sowret). Meyli, M ham P- y=f(x)
funkciyanin grafiginin argumenttin X ham X + AX manislerine
saykes noqatlart, MS - funkciyanin grafigine M nogatta
jurgizilgen urinba, MN ||Ox, NP||Oy, Q — MS urmbanin

NP tuwr s1z1§1 menen kesiliw noqati bolsin.

.9 /
| P

dy

———¥
Az

0‘ A x Z+ix z

4- suwret

Onda y = f (x) funkciyanin argumenttin X nogattag:
AX 6simine saykes Ay osimi NP kesindi uzinhgina ten, al bul

funkciyanin argumenttin X nogattagt sol AX 6simine saykes
dy differenciah NQ kesindi uzinhgina ten. Bul kesindilerdin
uzinliqlari, uliwma aytqanda, har qiyli bolatugini aniq.

Argumenttin differencial tasinigin kiritemiz. Bunin ushin eki
jagdayd: garaymiz:1) argument- erikli 6zgeriwshi; 2) argument-
jana ozgeriwshinin differenciallaniwshi funkciyas.

Birinshi, X argument erikli 6zgeriwshi bolgan, jagdayda
argumenttin dx differenciali Ax o6simge ten, yagny dx = AX
dep ahwd: kelisip alamiz. Bul kelisim logikaga gars: kelmeydi.
Misali, y=x funkciyanin v xe R noqattag: differenciali (5)

formula boyinsha dy = dx =1- Ax = Ax.
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Bul jagdayda y = f(x) funkciyanin X noqattag:
differenciali

dy=f'(x)-dx (6)
koriniste jaziladi. Solay etip, argument erikli 6zgeriwshi bolgan
jagdayda funkciyanin berilgen noqattag: differenciali funkciyanin

usi noqattagr tuwindist menen argumenttin differencialinin
kobeymesine ten.
2.4. Quramal funkciyam differenciallaw. x = ¢(t) ham

y = f(X) funkciyalardin superpoziciyast bolgan
y = f[e(t)] quramal funkciyanin tuwindisin tabiw gadesin

aniqlaymiz.
4-teorema. Meyli, x = ¢(t) funkciya t nogatta, al

y = f(X) funkciva  sivkes X =¢(t)  nogatta
differenciallamwshi  bolsin. Onda 'y = f[ep(t)] quramall

funkciya t nogqatta differenciallaniwshi ham onin bul nogattag
tuwindist

(Ol = (09O = Tp®1 7 ()
formula menen esaplanadi.
Dilillew. X = ¢(t) funkciyanin argumentine berilgen t

nogatta At = O O0sim beremiz. Bul o6simge funkciyanin
AX =@t +At) —p(t) osimi saykes kelip, bul 6sim nolge tef
boliw1 da mu:mkin.

Oz nawbetinde A x 6simge y = f (x) funkciyanin saykes
X = ¢(t) nogattagt Ay = f(x+Ax)— f(x) 6simi juwap beredi.
Bul funkciya x = ¢(t) noqatta differenciallaniwsh1 bolganliqtan

onif bul nogattagt 6simin

Ay =F'(xX) Ax+a(Ax) Ax (8)
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koriniste jaziw mumkin, bul jerde a(AX)— Ax — 0 da sheksiz
kishi funkciya. Bul tenlik A x = O bolgan jagdayda da orinli.
(8) tenlikti At 0 6simge bolip,

EY BT LI E LI )
At At At

tenlikke iye bolamiz. Bul tenliktin on (demek, shep) tarepi

At — 0 da limitke iye bolip, bul limit (7) tenliktin on tarepindegi

anlatpaga ten bolatugmnin korsetemiz. Natiyjede biz quramali

funkciyanin differenciallaniwshiligin hdm onin tuwindist ushin
(7) formula orinli ekenin dalilleymiz.
x = ¢@(t) funkciya t noqatta differenciallaniwshi

bolganliqtan |jm AX_ P'(t) @(Ax)— At — 0 dasheksiz
At—-0 At

kishi  funkciya, sebebi lim ¢(Ax)=0 ham 1t nogatta

Ax—0

differenciallaniwsh1 X = ¢(t) funkciya usi noqatta 0zliksiz

bolganliqtan lim Ax =0. Solay etip, (9) tenliktin on tarepi
At—0

At — 0 da limitke iye bolip, bul limit (7) tenliktin on tarepindegi
anlatpaga ten boladi. A

1- Eskertiw. Teorema ham ondagi (7) formula tsh ham
onnan da koép funkciyalardin superpoziciyast bolgan funkciyalar
ushin da ansat koshiriledi. Misali, tGsh  funkciyanin
superpoziciyast  bolgan y=F[f(p(t))] funkciya ushin
differenciallaw gagiydasi

y' = {FLf ()]} = FTf (@) f'(o(t) &' (1)

kériniste bolip, bul formula Xx = ¢(t) funkciya berilgen t
nogatta, u=f(x) funkciya saykes X = ¢(t) noqatta, al
y = F(u) funkciya sdykes u= f(x)= f (¢(t)) nogatta
differenciallaniwshi funkciyalar bolganda ormli bolad.

172



2-  Eskertiw. Teoremada y= f(x), x=¢@(t)
korinisindegi quramali funkciyani qaradiq, yagniy X simvoli
menen araliq 6zgeriwshini belgiledik. Bul simvolikani, albette,
Ozgertiriw mumkin. Kobinese X simvoli menen songi
6zgeriwshini  belgilew, yagniy y= f[p(x)] korinisindegi
quramali funkciyani qaraw qolayli boladi. Bul belgilewlerde
quramal1 funkciyan differenciallaw qagiydasi

y = {flpCIl} = FTe(01 #'(x)
koriniste boladi.

2.5. Keri funkciyam differenciallaw. 5-teorema. Meyli,
y = f (x) funkciya x noqaturn bazi bir dogereginde qatal

osiwshi (qatal kemiwshi) ham uzliksiz funkciya bolsin. Meyli,
bunnan tisqari, bul funkciya x noqatta differenciallaniwshi bolip,
omin tuwindisi nol den dzgeshe bolsin. Onda saykes y = f (X)
noqattin  bazi  bir dogereginde berilgen funkciyaga Keri
x=f(y) funkciya bar bolip, bul keri funkciya sdykes
y = f(x) noqatta differenciallamiwshi hdm bul nogattag
tuwindist

i1y =
(10)

1
f(x)

formula menen esaplanadi.
Dilillew. y = f (x) funkciya X noqattin baz1 bir

dogereginde qatal monoton ham tzliksiz funkciya bolganliqtan
keri funkciyanin uzliksizligi haqqindagl teorema boyinsha
x=f !(y) keri funkciya saykes y = f (X) nogattin baz1 bir
dogereginde qatal monoton ham uzliksiz.

Bul keri funkciyanin argumentine korsetilgen y nogatta

qalegen jetkilikli darejede kishi nolden Ozgeshe Ay 06sim
beremiz. Bul o6simge keri funkciyanin saykes y = f (x)
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nogattagr Ax = f *(y+ Ay) - f *(y) 6simi juwap berip, keri

funkciyanin qatal monotonlig1 sebepli bul 6sim nolden ézgeshe.
Bul bizge

ax_ 1 (11

Ay Ay
AX
birdeylikti jaziw huqiqin beredi.

Endi, meyli, (11) birdeylikte Ay 6sim nolge umtilsin. Onda
x=fY(y) keri funkciyanin saykes y = f (x) noqatta
uzliksizlik shartinin ayirmaliq formasi boyinsha bul funkciyanin
AX 6simi de nolge umtiladi. Bunday jagdayda (11) tenliktin on
tarepinin limiti bar bolip, bul limit (10) tenliktin on tarepine ten
bolatuginin koérsetemiz. Natiyjede (11) tenliktin shep tarepi de sol
limitke iye bolatugini, yagniy keri funkciya saykes y = f (x)
noqatta tuwindiga iye ham bul tuwind1 ushin (10) tenlik ormnl

bolatugini dalillenedi.

Solay etip, teoremani dalillewdi tamamlaw ushin (11)
tenliktin on tarepindegi bolshek Ax — O da 1/ f'(x) bolshekke
ten limitke iye bolatuginin dalillew kerek.

x=17(y), Mx=f7(y+ay)-f7(y)
bolganliqtan
X+ Ax = f 2y + Ay),
yagnty y+ Ay = f(X+ AX) ham
Ay = f(X+AX) —y = f(x+ Ax) — f(X).
Bunnan (11) tenliktin on tarepin

a1 _ 1
Ay f(x+Ax) - (%)
AX AX

koriniste jaziw mimkinligi kelip shigadi. Bul tenlikten f'(x)
tuwindinifi aniqlamast ham f'(x)#0 shartinen Ax — 0 da (11)
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tenliktin on tarepi shekli limitke iye bolip, bul limit 1/f'(x)
bolshekke ten bolatugini kelip shigadi. A

Eskertiw. Bul teorema apiwayr geometriyaliq maganaga iye.
Meyli, m nogat y = f (X) funkciyanin grafiginde argumenttin
berilgen X manisine juwap beretugin noqat bolsin (5-suwret). Onda
f'(xX) tuwindi funkciyanii grafigihe ™M nogqatta jurgizilgen
urmbanin Ox kosheri menen jasagan ¢ muyeshinin tangensine tef,
al keri funkciyanmn saykes y = f (x) nogattag {f*l(y)},

tuwindist col urmbamn Oy kosheri menen jasagan £ muyeshinin
tangensine ten, & ham A miyeshlerinin qosindist E ge ten

bolganliqtan (10) formula bizge mektep kursinan malim mina faktti

anlatadi: ,, . 5_ 7 bolsa, onda 198 = 1 tenlik orml.
2

tga
2y
M
1z
17} o
‘ }1’/ z, =z
5- stiwret

2.6. Birinshi differencial formasmmn invarianthg.
Differenciallantwsh1 y = f (x) funkciyamn X argumenti erikli

6zgeriwshi bolgan jagdayda bul funkciyanin differenciali

dy=f'(x)dx (12
formula menen esaplanadi. Bul formula universal hdm funkciyanin x
argumenti bazi bir erikli T o6zgeriwshini x = ¢(t) korinistegi

differenciallamwshi funkciyas: bolgan jagdayda da orinli ekenin
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dalilleymiz. Funkciyanin differencialimin bul qgasiyeti differencialdin
Sformasinn invariantligi dep ataladi.
Solay etip, meyli, y = f (x) differenciallantwshi funkciyanif

x argumenti bazi bir erikli t ozgeriwshinin X = ¢o(t) korinistegi
differenciallamwshi funkciyasi bolsm. Bul jagdayda y = f (x)
funkciyami T o6zgeriwshinin y = f [¢p(t)] quramal funkciyas:
sipatinda qaraw mumkin. Bul T o&zgeriwshi erikli 6zgeriwshi
bolganlqgtan korsetilgen y = f[¢(t)] quramali funkciya hdm
X = ¢(t) funkciya ushin differenciallar (12) koriniste jaziladi:

dy={f[p®)]} dt, dx=g'(t)dt. (13)
Quramali funkciyani differenciallaw qadesi boyinsha

{flp®]} = £'(x)-¢'(t)dt. (14)

(14)  tenlikten ham  (13) tenliklerdin  birinshisinen
dy = f'(x)-¢'(t)dt, al ekinshisinen paydalamp, dy = f’(x)dx
tenlikti alamiz. Birinshi differencialdin formasmm invariantliq
qgasiyeti dalillendi.

Eskertiw. Birinshi differencialdin formasmin invariantliq
gasiyetinin (12) tenliktin universalligmman kelip shigatugin basqa
ekvivalent aytiliwmn da beriw mumkin: differenciallaniwshi
y = f(X) funkciyanm tuwindisi x argument erikli ozgeriwshi
bol¢an jagdayda da, bazi bir + erikli ozgeriwshinin
differenciallamwshi x = (t) funkciyas: bol¢an jagdayda da bul
Sunkciyamn dy  differencialinn - argumenttin  dx  differencialina

qgatnasina ten yagniy ¢ '(x) = Y terlik penen amglanadi.
dx
2.7. Differenciallamwsh1 funkciyalar tstinde arifmetikahq

ameller.
6-teorema. Eger u(x) ham v(x) funkciyalari x nogatta

differenciallamiwshi bolsa, onda bul funkciyalardin qosindisi,
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aywrmast, kobeymesi ham gatnasi usi noqatta differenciallantwshi
ham
[u(x) £v(x)]' =u'(x) £ V'(x),
[u(x) - vOQI'=u"(x) - v(x) + u(x) - v(x),
[u(x)], _ u'(x) - v(x)z— u(x)-v'(x) (v(x) £0)
v(x) ve(x)
formulalar orinli.

Dalillew. Qosindi (ayirma), kobeyme ham bodlshek
jagdaylarin dara- dara qaraymiz.

1% Meyli, y(x)=u(x)+v(x).bolsin. u(x), v(x), y(x)
funkciyalardin argumenttin X noqattagt AX o6simine saykes
osimlerin, saykes turde, Au, Av, Ay simvollart menen
belgileymiz. Sonda

Ay = y(X+ AX) — y(X) =[u(x + AX) £ v(X + AX)] - [u(x) £ v(X)] =
=[u(x + AX) —u(X)] £ [V(x + AX) —v(X)] = Au = v(X).
Solay etip,

Ay _Au AV (15)
AX  AX T AX
Endi Ax — O da (15) tenlikte limitke 6temiz. u(x) ham

v(x) funkciyalar1 X noqatta differenciallaniwsh1 bolganligtan
(15) tenliktin on tarepinin u’(x) +v'(x) qosindiga (ayirmaga) ten
limiti bar. Demek, bul tenliktin shep tarepinin de limiti bar.
Tuwindimi amqlamasi boymsha bul limit y'(X) tuwindiga teh
hdm biz talap etilip atirgan y’(x) = u’(x) = v’(x) tenlikke
kelemiz.
20, Meyli, y(x) = u(x) - v(Xx) bolsm. Onda
Ay = y(X+ AX) — y(X) =u(X + AX) - V(X + AX) —u(x) - v(X) =
=[u(X + AX) - V(X + AX) —u(X + AX) - V(X)] + [u(X + AX) - v(X) —
—u(X) - v(X)]==u(x + AX) - [V(x + AX) = v(X)] + v(X)[u(X + AX) —
—u(x)]=u(x + AX) - Av + v(X) - Au.
Solay etip,
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Ay _ AV Au
" u(x+ Ax) o +V(x) o
(16)

Endi Ax — 0 da (15) tenlikte limitke 6temiz. u(x) ham
v(x) funkciyalar1 X noqatta differenciallaniwshi bolganliqtan
(16) tenliktinh on tarepindegi Au ham AV bolsheklerdin, saykes

AX AX
tarde, u’(X) ham v’(x) tuwindilarga ten limitleri bar u(Xx)
funkciya x noqatta differenciallaniwshi bolganliqtan bul noqatta
uzliksiz, sonliqtan |jm u(x + Ax) = u(x).
Ax—0

Demek, (16) tenliktin shep tarepinin de limiti bar. Tuwindinin
aniqlamasi boyimsha bul limit y’(x) tuwindiga ten ham biz talap
etilip atirgan y'(x) =u’(x) - v(x) £ u(x) - v'(x) tenlikti alamz.

3°. Meyli, y(x):w bolsin. Onda V(X) funkciya X nogatta

v(X)

differenciallaniwsh1  hdm v(x) =0 bolganlhqtan Gzliksiz
funkciyanin belgisinin saqlaniwi haqqindagi teorema boyinsha
jetkilikli darejede kishi v Ax Ushm v(X + AX) #0 ham

u(X+Ax) u(x) _u(x+Ax)-v(x) - v(x+Ax)-u(x) _
V(X+AX) v(x) - V(X + AX) - v(X) -
_[u(x + AX) - v(x) —u(x) - v(x)] = [V(x + AX) - u(x) —u(x) - v(x)] _

- V(X + AX) - v(x) -

_V(X) -[u(x + Ax) —u(X)] = u(x) - [v(x + Ax) = v(x)] _ V(X) - Au—u(x)-Av

- V(X + AX) - V(X) V(X AX) V(X))

Solay etip,

Ay = y(x+AX) - y(x) =

Au Av
ﬂ:v(x)-g—u(x)-&. (17)
AX V(X + AX) - V(X)
Endi Ax — O da (15) tenlikte limitke otemiz. U(X) ham

V(X) funkciyalar1 X nogatta differenciallantwshi (ham demek,

uzliksiz) bolganliqtan
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Au . AV .
lim—=u'(x Im—=v(x), limv(X+ AXx)=V(X).
Ax—0 AX ( ) Ax—0 AX ( ) AXx—0 ( ) ( )

Solay etip, v(x) = O bolganhqgtan (17) tenliktin on tarepi

vV(X)-u'(x) —u(x)-V'(x) bolshekke ten limitke iye boladi. Demek,
v2(x)

(17) tenliktin shep tarepinin de limiti bar. Tuwindinin anmglamasi

boyinsha bul limit y’(x) tuwindiga ten ham biz talap etilip

atirgan y(x) = v(x): U(X) u(x)-v'(X) tenlikke iye bolamiz. A
V()
1- Saldar. Eger Eger u(x) ham v(x) funkciyalar: x noqatta

differenciallan:wsh: bolsa, onda bul funkciyalardwi gos:ndiss,
ayirmasz, kébeymesi ham gatnas: us: nogatta differenciallan:wsh:
ham x nogatta differenciallar ush:n

d (uxv)=du=dy,

d(Uu-v)=v-du+u-dy,

d()—

n-du-—u-dv

V
tenlikler ornl.

2- Saldar. Eger f(x) funkciya x nogatta differencia-
llan:wsh: bolsa, onda v ¢ —turagl: san ushin ¢. f(x) funkciya x
nogatta differenciallan:wsh: ham (c. f (x))' =c- f'(x) teslik orinlz.

3- Saldar. Eger ¢ (x), f,(x),..., f (x) funkciyalar x
nogatta differenciallan:wsh: bolsa, onda V c;,C,,...,C,turagl
sanlar ushin ¢ - f,(x)+¢c,- f,(X)+...+c, - f,(x) funkciya da x
nogatta differenciallanzwsh: ham
c - () +c,- L) +...+c,- f, (X)) =c,- /() +c, - f,(X)+...+¢, - F . (X)
tenlik orinlz.

3-§. Apiwayi elementar funkciyalardmn tuwindilar

1°. Darejeli funkciyanui tuwindisz. Meyli, Y = X% bolsin, bul
jerde ¢ eR, x>0. Onda
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Ay _y(X+Ax) = y(x) _ (X+Ax)“ —x* _
AX AX B AX B
@+ Xy g
a-1 X
AX
X
Bul tenlikte Ax >0 da limitke otip, (x%) =¢ - x**
tenlikke iye bolamiz.
2°. Korsetkishli funkciyanin tuwindisi. Meyli, Y = a* bolsin,

bul jerde a>0, a#1 xeR. Onda

Ay y(x+AX)—y(x) _a¥¥ -a* 2" a™ -1

AX AX AX AX
Bul tenlikte Ax — O da limitke 6tip, (a*)'=a* - Ina tehlikti

alamiz.

Dara jagdayda, (e*)' =e*.

3°. Logarifmlik  funkciyanin tuwindisi. Meyli,
y=log,x (a>0, a=l, x>0) bolsin. Onda

Ay _ y(x+Ax) - y(x) _log,(x+Ax)—log, x _

AX AX AX
1 A, 1 x Ax, 1 AX
=—-log,l+—)==-—"-log,(1+—)==-log,[L+—)2].
Ay 109a@+=7) =20 rloga (L4 =7) =2 - log,[(L+ =)™ ]
Bul tenlikte AX —0 da limitke otip,
(log x)’:l-log e =_ —  tenlikke iye bolamiz.
? x °  xlna

Dara jagdayda, (Inx)'= 1_
X

4° 7 rigonometriyaliq funkciyalardin tuwindilari. a) Meyli,
Yy =SINX (x e R) bolsin. Onda
Ay _ y(X + AX) — y(X) _ sin(x + Ax) —sinx _

AX AX AX
Zcos(x+%)sin% A s;ing
= =CoS(X + — .
AX ( 2 ) AX
2
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Bul tenlikte Ax — 0 da limitke otip, (sinx)' =cosx tenlikke

iye bolamiz.
b) Meyli, y=cosx (xeR) bolsin. Onda
Ay _ y(X + AX) — y(X) _ cos(X + AX) — COS X _
AX AX AX
AX . AX

sin —
2

&
2
Bul tenlikte Ax — O da limitke otip, (cosx)’=-sinx

tenlikti alamiz.

c)  Meyli, y =tgx (x¢%+ kz, keZ) bolsin.

2sin( X + %) sin

=— 2 =—sin(x+&)
AX 2

Differenciallaniwsh1  funkciyalardin  qatnasimn  differenciallaw
qadesi boyinsha

sinx,, (sinx)"-cosx—sinx-(cosx)"

(tgx)' =(—=) 5
COSX cos? x
_cos’x+sin’x 1
cos’ x cos? x
d) Meyli, y=ctgx (x=kz, keZ) bolsin.

Differenciallaniwsh1  funkciyalardin qatnasin  differenciallaw
qadesi boyinsha

COSX,, (cosx)'-sinx—cosx-(sinx)"

(tgx) = () —
sinx sin® X
_ —sin®x-cos’x 1
sin® x sin®x’

5°. Keri trigonometriyal:q funkciyalardii tuw:ndzlar:. a)
(-1,1) intervalda amglangan y=arcsinx funkciya (7 7\
2 2

intervalda aniglangan X = siny funkciyaga keri funkciya boladi.

X=sIny funkciya ushin vye(-Z, %y nogattin dogereginde
2 2

keri funkciyan: differenciallaw haqqindag: teoremanmin shartleri
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orinlangan, sonhqtan bul teorema boyinsha y=arcsinx funkciya
v x =siny nogatta differenciallaniwsh: ham onin tuwindisi ushin

(arcsinx)’ = 1 = t_ 1 (18)
(siny)" cosy ./1—sin? y
formula orml (v ye(-Z, %) nogatta cosy >0 bolganlgtan
2 2
tabir aldinda «+» belgi aldiq).
siny=x bolganlhqtan (18) tenlikten (arcsinx)’ = 1

1-x?

formulani alamiz.
b) (-1,1) intervalda amqlangan y=arcsinx funkciya (O, z)
intervalda amqlangan x =cosy funkciyaga keri funkciya
boladi. x =cosy funkciya ushin Vvye(0,7) noqattin

dogereginde  keri funkciyan1 differenciallaw  haqqindag:
teoremanin shartleri ormlangan, sonliqtan bul teorema boyinsha
y = arccos x funkciya V¥ X =cCcosy nogatta
differenciallaniwsh1 ham onin tuwindist ushin

1 __ 1 __ 1 (19)
(cosy)” siny  \1-cos?y

formula orinli (vye(0,7) hogatta siny>0 bolganhqtan tabir
aldinda «-» belgi aldiq).

cosy = x bolganligtan (19) tefilikten (arccosx)’ = - 1 :
1-X

(arccosx)’ =

formulaga iye bolamiz.
c) Puatkil sanlar késherinde amgqlangan y = arctgx

funkciya (-Z, 7y intervalda aniqlangan X = tgy funkciyaga
2'2
keri funkciya boladi. X =1tQgy funkciya ushin vy 7 7
2’2
noqattin dogereginde keri funkciyan: differenciallaw haqqindag:
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teoremanin shartleri orinlangan, sonliqtan bul teorema boyinsha
y = arctgx funkciya v x=tgy nogqatta differenciallaniwshi

ham onin tuwindisi ushin
1 ) 1

 =eOSTy =
(tgy) 1+197y
tenlik orinli.  tgy = x  bolganhqtan bul tenlikten

(arctgx)’ =

(arctgx)’ = ~ 1 formulam alamiz.
1+x°

d) Putkil sanlar kosherinde amiglangan y = arcctgx
funkciya (O, -z) intervalda aniglangan x = ctgy funkciyaga
keri funkciya boladi. x =ctgy funkciya ushin Vv ye(0, )

noqattin dogereginde keri funkciyan: differenciallaw haqqicndagi
teoremanin shartleri ormlangan, sonliqtan bul teorema boyinsha

y = arcctgx funkciya V X = ctgy nogatta
differenciallaniwsh1 ham onin tuwindisi ushin
(arcctgx)’ = L o sin? y:—;
(ctgy)’ 1+ctg®y
formula ormh. ctgy = x bolganlhqtan bul teflikten
(arcctgx)’ = _% formulaga iye bolamiz.
+ X
6°. Apiway: elementar funkciyalardii tuwindilarimiss kestesi
Funkciya Tuwindisi Funkciya Tuwindist
x* (x>0) a - x1 log, x 1/(x-Ina)
(@a>0, a=l x>0) 1/x
In x
a* (o<a=zl) a*Ina sinx CosX
e e* COS X —sinx
tgx 1/cos? x arcsin x 1/\1-x2
Ctgx —1/sinx arccosx RN
arctgx /@ + x?) arcctgx ~1/1+ x?)
shx chx thx 1/ch?x
chx shx cthx —1/sh?x  (x#0)
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7°. Apiwayi elementar funkciyalarditi  differenciallarin

kestesi
Funkciya Differen- Funkciya Differenciali
ciali
X“ (x>0) | a-x“tdx | log,x dx/(x-Ina)
(a>0, a=l x>0) dx/x
In x
a* (o<a=zl)| a*Inadx sinx cos x dx
e’ e*dx COSX —sinx dx
tgx dx/cos? x arcsinx dx//l—xz
ctgx _ L2
g dx/sin? x arccos x B dx/\/l—T
arctgx 1/(1+ x?) arcctgx _]7/(1_,_ x?)
shx chx dx thx dx/ch?x
chx shx dx cthx —dx/sh?x  (x#0)

8°. Logarifmlik tuwindi. Ddrejeli- korsetkishli funkciyanin

tuwindisi. Meyli, y = f (x) funkciya berilgen X noqatta on

aniqlangan ham differenciallaniwshi bolsin. Onda x argumenttin
w=Iny, y=f(x) quramal funkciyas: da quramali funkciyani

differenciallaw gadesi boymsha X noqatta differenciallaniwshi
bolip, bul funkciyanin tuwindist ushin

[in f (0T = (inyy -y =Y = T
y f(x)

formula orinli. (20) shama y = f (x) funkciyanin berilgen X
nodattag: logarifimlik tuwindis: dep ataladi.

Logarifmlik tuwindi apiway1 elementar funkciya bolmagan
geypara funkciyalardin tuwindisin esaplaw ushin qollaniliwi
mumkin.

Misal retinde darejeli- korsetkishli funkciya dep ataliwshi
funkciyanin, yagniy y=u(x)"® korinistegi funkciyanii, bul

(20)
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jerde u(x) ham v(x) — berilgen X noqatta differenciallaniwshi
funkciyalar, u(x) funkciya bul noqatta ofi aniqlangan
Us1 shértlerdi @ =Iny=v(x)-Inu(x) quramali funkciya

berilgen X noqatta differenciallaniwsh1 boladi. Bul funkciyanin
tuwindisi

(Iny) =v'(x) - Inu(x) + v(x) - [Inu(x)] =
u'(x)

=V'(X) - Inu(x) + v(x) - .

u(x)
(20) ham (21) tenliklerden

(21)

’

Y V() - Inu(x) + v(x) U0 (22
y u(x)

Endi y=u(x)"™ ekenin esapqa alip, darejeli- korsetkishli
funkciyanin tuwindis1 ushin

x)]

U ®)Y =u()" - [V'(X) - Inu(x) +v(x) - u'(x

u(x)

formiulaga iye bolamiz.

4-§. Joqar tartipli tuwindi ham differenciallar
4.1. Joqan tartipli tuwindi tusinigi. (5 p) intervalda

aniqlangan ham differenciallammwsh1 y = f (x) funkciyanin
f'(x) tuwindis1 da ust intervalda aniqlangan funkciya boladi. Usi
f'(x) funkciya bazi bir xe(a,b) noqatta differenciallaniwshi
boliw1 miimkin, onda oni tuwindist y = f (x) funkciyanin X
noqattag ekinshi tartipli tuwindisi dep ataladi ham f ”(x) dep
belgilenedi. Ekinshi tartipli tuwindi tisinigi kiritilgennen keyin
izbe-iz shinshi tartipli, tortinshi tartipli h. t. b. tuwindi tusinigin
kiritiw mumkin. Eger usinday qilip y = f (x) funkciyamfi X

nogattagt n—1 (n>1- natural san)- tartipli tuwindist tusinigi
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kiritilgen bolsa, onda bul funkciyanin us1 noqattagt N — tartipli
tuwindist f ™ (x) =[f " (x)] formula menen esaplanadi.

Solay etip, biz N — tartipli tuwind1 tsinigin induktiv,
birinshi tartipli tuwindidan kelesi tartipli tuwindiga izbe-iz otip,
Kiritemiz. N — tartipli tuwindin1 aniglawshi formula

y(n) — [y(nfl)]r (23)
koériniste jaziladi.

Solay etip, y = f (x) funkciyanin X nogatta N —
tartipli tuwindist bar bolsa, onda bul funkciyanin usi noqat
dogereginde birinshi, ekinshi h. t. b. (n —1) — tartipli tuwindilar
da bar. Biraq, bul tuwindilardin bar boliwinan N — tartipli
tuwindimin bar boliwi, uliwma aytqanda, kelip shigpaydi. Misali,
y:ﬂ funkciyanin tuwindis1 y’ =

2
x =0 noqatta tuwindiga iye emes, yagniy berilgen funkciya
x = 0 noqatta birinshi tartipli tuwindiga iye, biraq ekinshi tartipli
tuwindiga iye emes.

1-amglama. {x}c R koplikte shekli N — tartipli tuwindiga
iye funkciya bul koplikte N madrtebe differenciallaniwshi funkciya
dep ataladu.

Joqari tartipli tuwindi tasinigi ilim ham texnikanif juda kop
tarawlarinda ken qollanmiladi. Bul jerde biz ekinshi tartipli
tuwindimin - mexanikalig ~ maganasin  tisindiriw  menen
sheklenemiz. Eger y = f (x) funkciya materialliq noqattin Qy

kosheri boylap hareketleniw nizamin amqlasa onda f'(x) birinshi

x| bolip, bul funkciya

tartipli tuwind1 hareketleniwshi materialliq noqattin X waqt
momentindegi tezligin beredi. Olay bolsa, f ”(x) ekinshi

tartipli tuwindi tezliktin dzgeriw tezligine, yagniy hareketleniwshi

materialliq noqattin X waqit momentindegi tezleniwine ten
bolad:.
Joqgan tartipli tuwindilardi esaplaw metodikasi tek birinshi

tartipli tuwindilardr esaplaw uqiplihgin talap etedi, sebebi (23)
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formuladan izbe-iz paydalamiw ushin tek birinshi tartipli
tuwindilardi kop martebe esaplawdi biliw talap etiledi. Misal
retinde bmr neshe apiwayr elementar funkciyalardn N —
tartipli tuwindilarin esaplaymiz.

4.2. Ayirim funkciyalardin n — tartipli tuwindilari.

1°. y=x% (aeR, x>0) darejeli funkciyanin N — tartipli
tuwindisi

yO =x )" =g (@-1)-...- (¢ —n+1) x*"

formula menen esaplanadi.

Dara jagdayda, eger & = m  (m — natural san) bolsa,

onda
(xm)(”): m!, n=m,
0, n>m.
Solay etip, M — darejeli koépagzalin n — tartipli

tuwindist N > M bolganda nolge ten.
Eger _ 1 (x>0) bolsa, bul funkciyami N — tartipli
X

tuwindisi

1. (D"n!
(;) V= XM

formula menen esaplanadi.
Bunnan y=Inx (x>0) logarifmlik funkciyanh N —

tartipli tuwindisin esaplaw formulasi kelip shigadi:
D" Yn=n1
(ny® = (0 =D)!
X
2. y=a" (a>0, a=#l xeR) korsetkishli funkciyanin
N — tartipli tuwindisi
y" =@)™=a*-In"a
formula menen esaplanadi.
Dara jagdayda, (e*)™ =e*
3°. y=sinx funkciyanin n — tartipli tuwindisi

y™ = (sin x)™ =sin(x +n %)
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formula menen esaplanadi.
4° y = cos x funkciyanih N — tartipli tuwindisi

y™ = (cos x)™ =cos(x +n %)

formula menen esaplanadi.
59, y = arctgx funkciyamh N — tartipli tuwindisi

D!
y™ =(arctg x)™ = Lsm n (arctg x
=(arctg x) L+ x0)" [n (arctg x + )]
formula menen esaplanadi.
6. _ax+b (a,b,c,d— bazt bir turagh sanlar)
cx+d
funkciyanin n — tartipli tuwindisi

yo = (ax+b)<"> (ad —be) (-1)™ " n! (ex +d) 2

formula menen esaplanadi.

Meyli, f(x) ham g(x) funkciyalar {x}cR koplikte
aniglangan bolip, x < {x} nogatta shekli ™ (x) hiam g™ (x)
tuwindilarga iye bolsin. Onda

1) v ¢ — turagli san ushin (c- f (x))™ =c- f ™ (x);

2) (F£g()™ =1 (x)+ 9™ (0

3) n! Bul

, ™ _ 0 (y) . g0 L
(f(x)-9(x) kzoc t900-g"700 Ci =1y K D
tenlik Leybnic formulasi dep ataladi.

4.3. Joqan tartipli differenciallar. Meyli, f (x) funkciya
(a, b) intervalda aniqlangan bolip, x e (a, b) noqatta eki martebe
differenciallaniwsh1  bolsmn.  f (x) funkciyamn x nogattag:
differenciali df = f’(x) dx formula menen aniglanatugini malim,
bul jerde dx = Ax - argumenttin X nogattag: osimi.

2-amqlama.  f(x) funkciyann X nogattagr  df

differencialinin differenciali funkciyanin usi noqattagi ekinshi
tartipli - differennciali dep ataladi him d2f .=d(df) dep
belgilenedi.
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Differenciallaw qgadesinen paydalanip, funkciyanin ekinshi

tartipli differenciali ushin
d2f :==d(df ) =d(f'(x)dx) = f"(x) (dx)?
formulani alamiz.

Usigan  ugsas, xe(a,b) nogatta n martebe
differenciallaniwshi  f (x) funkciya ushin bul funkciyamn usi
nogattagi N — tartipli differenciali (n — 1) — differencialdin
differenciali  sipatinda  amiglanadi:  d"f :=d(d"*f). Bul
differencial d"f = f ™ (x)- (dx)" formula menen esaplanadi.

Solay etip, argument erikli oOzgeriwshi bolgan jagdayda
funkciyanin berilgen noqattagt N — tartipli differenciali
funkciyanin us1 noqattagt N — tartipli tuwindisinin argumenttin
differencialinin N — darejesine kobeymesine ten boladi.

Argument bazi bir T 6zgeriwshinin saykes martebe
differenciallaniwsh1 funkciyast bolgan jagdayda funkciyanin
ekinshi ham keyingi tartipli differenciallar1 putkilley basqa
koriniste boladi.

Meyli, y = f (x) funkciya berilgen X noqatta eki martebe
differenciallaniwshi, al onin argumenti bazi bir T 6zgeriwshinin
eki martebe differenciallantwsh1  x = o(t) funkciyast bolsin.
Natiyjede y = f[p(t)] quramali funkciyan alamiz. Quramali
funkciyan differenciallaw qadesi boyinsha

d?y=d*flp(t)]=d(d(flp®D)=d(f Te®)] de(t)) =

=d(fTe®])- dpt) + f Tp®)]-d(de(®)) = f o] (de(1)* +

+ ()] d2p(t) = £"(x) - (dx)? + f'(x)-d?x

tenlikke iye bolamiz. Bul funkciyanin ekinshi tartipli
differencialinin  formasi1 invariantliq qasiyetke iye emesligin

korsetedi. Kelesi tartipli differenciallardin formasi da invarianthiq
qasiyetke iye emesligi 6z-6zinen malim.
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5-§. Parametrli koriniste berilgen funkciyam
differenciallaw
3-amqlama. Eger X ham Y Ozgeriwshiler bazi bir

ushinshi t 6zgeriwshinin funkciyas1 sipatinda
x=g¢(t), y=w(t) (te{t}cR) koriniste aniglangan bolsa, onda Y
6zgeriwshi X Ozgeriwshinin funkciyast sipatinda parametrlik
koriniste berilgen dep ataladi.

Adette, t 6zgeriwshi parametr dep ataladi.

Biz ¢(t) ham y(t) funkciyalar {t} koplikte kerekli tartipli
tuwindilarga iye dep alamiz.

Bunnan tisqari, x =g(t) funkciya qaralip atirgan t =1,
noqattin dégereginde t=¢p*(x) keri funkciyaga iye dep
esaplaymiz, sebebi bul bizge Y o6zgeriwshini X ¢zgeriwshinin
funkciyasi sipatinda qarawga mumkinshilik beredi.

Usinday aniqlangan y=y(x) funkciyanini Xargumenti

boyinsha tuwindilarin esaplaw méselesin qaraymiz.
Birinshi differencialdin invariantliq qasiyeti boyinsha

y(x) = jﬁ dy=y'(0dt, dx=g'(x)dt

Bul tenliklerden
(t)
y(x)=~
P'(t)

tenlik kelip shigadi.
Ekinshi tuwindini esaplaw ushin, birinshi differencialdin
invarianthq gasiyeti boyinsha

0=/
tenlikti jazamiz, bunnan
v ©y gt
- P07 v e't) - ") w'(t)
y (X) - 3
o'(t) dt [o'(1)]

190



tenlikke iye bolamiz.

Misal. Toémendegi  parametrlik  koriniste  berilgen

funkciyanin birinshi ham ekinshi tartipli tuwindilarin tabamiz:
x=a(t—sint),
{y:a(l—cost) .

Bul funkciyamin grafigi cikloida dep ataladi. Bul iymek
s1zig-tuwr1 siziq boylap sirganamastan jumalaytugin radiusi a
sanina ten shenberdin bazi bir taymlangan noqatinif
tracktoriyast (¢ parametr bul shenberdin radiusinin buriliw
muyeshine ten).

Joqaridag1 formulalardan paydalanip, funkciyanin birinshi
ham ekinshi tartipli tuwindilart ushin

y(X)= asint g£
a (1—cost) 2’
ty
(Cth) 1
y'(x)= =- (t=27zn, neZ)
a (1—cost) 4asin®

formulalarga iye bolamiz.

6-§. Differenciallamwshi funkciyalar haqqindag
tiykarg: teoremalar

Bul paragrafta differencial esaptin tiykargi teoremalarin
keltiremiz. Bul teoremalar keleside, asirese funkciyalardi
teksergende, ahmiyetli rol oynaydi.

6.1. Ferma teoremasi. Saylap alingan C nogqattin bazi bir
dogereginde aniglangan y = f (x) funkciyani qaraymiz.

4-amiqlama. C noqattih 3U 4 (c) dogeregi tabilip, f (c)
manis funkciyanin usi dogerektegi manisleri ishindegi en
tlkeni (en kishisi) bolsa, onda y = f (x) funkciya c nogatta
lokal maksimumga (lokal minimumga) iye deymiz.
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Funkciyanih noqattagi lokal maksimumi ham lokal
minimumi, uliwma atama menen, funkciyamin lokal ekstremumi
dep atalad.

7-teorema (berilgen noqatta differenciallanitwshi
funkciyanin lokal ekstremuminin zarar sharti). Eger
y = f (x) funkciya c nogqatta differenciallaniwshi bolip, bul

nogatta lokal ekstremumga iye bolsa, onda f'(c)=0 tenlik
orinlt boladr .

Dalillew. Meyli, f(x) funkciya ¢ nogatta lokal maksi-
mumga erissin, yagnly v x eU 4;(c) hogatta f(x)< f(c)
tensizlik orinli ham funkciya € noqgatta shekli f’(c)

tuwindiga iye bolsin. Onda
i F00=f© _ o f-f©)

X—C+0 X—C x—>c—0 X—C

f’(c):limw:

X—>C

U ;(c) dogerektih X > cC tensizlikti ganaatlandiriwshi

noqatlarmda f(¥) = f(¢) _4 ham |, F() =1 _ tensizlik,

X—C x—>c+0 X—C
al X < C  tensizlikti  qanaatlandiriwsht  noqatlarinda
fx)-f(©) >0 ham |im f) - f(c) >o tensizlik orinl.

X—C x>c-0  X—C
Bunnan f'(c)=0 tenlik kelip shigadi. A

Bul teorema Ferma teoremas: dep te ataladi. Bul teorema
juda apiwayr geometriyaliq maganaga iye: eger y = f (Xx)
funkciyanizi grafigine c(c; f(c)) nhogatta urinba jurgiziw
mumkin bolsa, onda bul ur:nba abscissalar késherine parallel
bolad: (6- sawret).
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A
v‘.

f(e)

urinba

6- suwet

Eskertiw. Tuwindinin nol'ge ten boliw1 lokal ekstremumnin
zarar sharti bolip, jetkilikli sharti bolmaydi. Misali, y= x>

funkciyanin X = 0 nogattagi tuwindisi nolge ten, biraq funkciya
bul nogatta lokal ekstremumga iye emes.

8-teorema (Roll). Meyli, y = f (x) funkciya [a,b] kesindide
uzliksiz  ham bul kesindinin hdamme ishki noqatlarinda
differenciallamiwsht bolsin. Bunnan tisqari, meyli, f(a) = f(b)
bolsin. Onda [a,b] kesindinii f'(&)=0 bolatugin & ishki

nogqati bar.
Basqasha aytqanda, differenciallaniwsh1 funkciyanin ten
manisleri arasinda bul funkciyanin tuwindisinin noli albette jatadi.
Dalillew. f(x) funkciya [a,b] kesindide uzliksiz
bolganlhigtan Veyershtrasstii 1 teoremast boyinsha bul kesindide

0zinih m= inf f(x) hdm M = sup f(x) manislerine erisedi.
xe[a,b] xe[a,b]

Eki jagday boliwi mumkin 1) m = M. Bul jagdayda
f(x)=m=M - turaglh funkciya bolip, bul funkciyanin
tuwindist [a, b] kesindinin galegen ishki noqatinda nolge ten; 2)
m < M . Bul jagdayda f(a) = f (b) bolganliqtan funkciya m
ham M manislerdin keminde birewine bazi bir & < (a,b)
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ishki nogatta erisedi. Onda bul nogatta funkciya lokal

ekstremumga iye boladi. 7- teorema boymsha (&) = 0. A
Roll teoremas: juda apiwayr geometriyaliq maganaga iye:

eger f(x) funkciya Roll teoremasinini shartlerin ganaatlandirsa,

onda funkciyamn grafiginde urinbasi abscissalar kosherine
parallel bolatug:n nogat bar (7- sawret).
»"

fla)y=f(b) 4

N__

urinba

=
I~
S
I
>
=

7- suwret

1- Eskertiw. Rol'l teoremasinda y = f (x) funkciya [a,b]
kesindide tzliksiz hdm bul kesindinin hAmme ishki noqatlarinda
differenciallaniwsh1 boliw1 talap etiledi. Funkciyanin kesindinin
ishki nogatlarinda differenciallaniwshiliginan bul noqatlarda
Uzliksizligi kelip shigadi, sonligtan y = f (x) funkciya [a, b]
kesindide uzliksizligin talap qiliwdin ornina bul funkciyanin a
noqatta onnan ham b noqatta shepten Uzliksizligin talap qiliw
jetkilikli.

2- Eskertiw. Roll teoremasimin hamme shartleri ahmiyetli.
Eger teoremanin shdartlerinin ayirimlart orinlanbasa teoremanin
tastryiglaw1 orinli bolmawi da mumkin. Misallar keltiremiz. 1)
f(x)=1-|x funkciya [-1,1] kesindide uzliksiz, f(-1)=f(1)=0,
biraq bul funkciyanin tuwindist (-1,1) intervaldii hesh bir
noqatinda nolge ten emes, sebebi berilgen funkciya (-1,1)
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intervaldin x = 0 noqatinda tuwindiga iye emes. Bul funkciya
ushin  funkciyanin  kesindinin  hamme ishki noqatinda
differenciallaniwshi boliw1 sharti buzilgan.

2) f(x)=x funkciya [0,1] kesindide 0zliksiz, kesindinin
hamme ishki noqatlarinda differenciallamwshi ham v x (0, 1)
nogatta f’(x)=1.Bul funkciya ushin Roll teoremasinif
tastryiglaw1  orinli  emes, sebebi f(0)=0, f(1)=1 bolip,
kesindinin shetki noqatlarinda funkciyanin manisleri birdey
boliw1 sharti buzilgan.

6.2. Lagranj teoremasi. 9-teorema (Lagranj). Eger
y = f (x) funkciya [a,b] kesindide vizliksiz ham bul kesindinin
hamme ishki nogatlarinda differenciallamwshi bolsa, onda [a,b]
kesindinin

f(b)—f(@)=F'(5) -(b—a)
(24)
tenlik orinli bolatugin ¢ ishki nogati bar.
(24) formula, adette, Lagranj formulasi yaki shekli osimler

formulast dep ataladi.
Dalillew. [a, b] kesindide

F(X) = f(x)—f(a)—L

T@ (x_a
b-a
jardemshi funkciyani qaraymiz. Bul funkciya [a,b] kesindide
uzliksiz ( f (x) hédm sizigh funkciyanin ayirmasi sipatinda),
kesindinin har bir ishki nogatinda
Fi(x) = f(x) -~ =T@
b-a
tuwindiga iye ham F@)=F(@®)=0, Yagny Roll
teoremasimin  hamme shartlerin ganaatlandiradi. Onda Roll
teoremasi boyinsha 3 & < (a, b) noqgat tabilip,
oY e f f(b)—-f(a)
F' () =f (5)—b7=0
—a
boladi. Bunnan (24) formula kelip shigadi. A
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Eskertiw. Lagranj teoremasi Roll teoremasimin saldari
sipatinda alinadi. Sonin menen birge Roll teoremasi Lagranj

teoremasmin f (a) = f (b) bolgandag: dara jagday:.

() a S b X
8- suwret

Lagranj teoremasinin geometriyaliq maganasin aniqlaw ushin
f(b)-f(a) shama y = f (x) funkciyanin grafiginin A (a: f (a))

b-a
ham B (b; f (b)) noqatlarinan 6tiwshi kesiwshisinin, al f'(£)
san1  funkciyanin grafigine C(¢&;f(£)) noqgatta jurgizilgen
urinbanin  muyeshlik koefficienti ekenin esletip Otemiz. (24)
Lagranj formulas1 y = f (x) funkciyamif grafiginin A ham B
noqatlar1 arasinda 3C nogqat tabilip, funkciyanin grafigine bul

noqatta jurgizilgen urienba AB kesiwshige parallel bolatuginin
bildiredi (8- sawret).
6.3. Lagranj teoremasinin geypara saldarlari.
1°. Intervalda tuwindisi nol ge ter funkciyaniii turaghili $1.
10-teoremat. Eger f(x) funkciya (a,b) intervalda

differenciallamiwshi bolip, bul intervaldin hamme noqatlarinda
f'(x)=0 bolsa, onda bul funkciya ust intervalda turaql funkciya.

Dalillew. Meyli, x,  (a, b)- saylap alingan nogat, al
x € (a, b) - galegen noqat bolsin.
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[Xo, X] yaki [X, X,] kesindi (@, b) intervalga derek boladi.
Sonligtan f (x) funkciya bul kesindide differenciallaniwshi
(demek, uzliksiz de). Bul bizge f(x) funkciyaga Lagranj

teoremasin qollaniw huqiqin beredi. Bul teorema boyinsha
kesindini 3 & ishki nogat tabilip,

- F(x)= F(8) (x—%,)  (25)
tenlik orinli boladi. Teoremanin sharti boymsha (a, b) intervaldin
hamme nogqatlarinda f'(x)=0. Demek, f'(g)zo_Sonhqtan (25)
tenlikten f(x)= f(x,) teflikke iye bolamiz. Bul tenlik f (x)
funkciyanin Vv x e (a, b) nogattagi manisi f (x,) sanga tefi
bolatugimin bildiredi. Bunnan f (x) funkciya (&, b) intervalda

turaql funkciya ekeni kelip shigadi. A

Bul teorema 4piwayr geometriyalilq maganaga iye: eger
y = f (X) funkciyamn grafiginin bazi bir boleginin har bir
noqatinda$r urinbasi abscissalar kosherine parallel bolsa, onda
funkciyamn grafiginin bul boleginin ozi abscissalar kosherine
parallel kesindi boladi.

2°. Funkciyanini intervalda monotonhq shartleri.

11-teorema. (a,b) intervalda differenciallaniwshi f (x)

funkciya usi intervalda osiwshi (kemitwshi) funkciya boliwr ushin
bul funkciyamin tuwwindisi ust intervalda teris emes (on emes)

amgqlangan boliwt zarur ham jetkilikli.

Dalillew. 1) Jeterliligi. Meyli, (a,b) intervalda
f'(x)=0 (f’(x)<0) bolsin. ¢ funkciyanin (a,b)
intervalda o6siwshi (kemiwshi) funkciya bolatugmnin dalillew
kerek. Meyli, x,, x, = (a,b) noqgatlar x, < x, tefsizlikti
qanaatlandiniwsh1 galegen noqatlar bolsin. ¢ (x) funkciyanin
[x,,%,] = (a,b) kesindide differenciallaniwshi, demek,
uzliksiz funkciya. Sonliqtan bul funkciyaga [x,, x,] kesindide
Lagranj teoremasin qollaniw mumkin, natiyjede
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f(x)— F(x;)=T'(&) (X, —%x;,) (26)

tenlikke iye bolamiz, bul jerde & e (X, , X, ) - baz1 bir noqat.

Shart boymmsha f’'(x) =0 (f’(x) <0). Sonlhgtan (26)
tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi de) teris emes (on emes),
bul f (x) funkciyanin (a,b) intervalda 6siwshi (kemiwshi)
funkciya ekenin korsetedi. A

2) Zaruarligi. Meyli, f (x) funkciya (a,b) intervalda
differenciallaniwsh1 ham bul intervalda Osiwshi (kemiwshi)
funkciya bolsin. (a,b) intervalda f’'(x)>0 (f’'(x)<0)
bolatuginin dalillew kerek. f (x) funkciya (a,b) intervalda
kemimeytugin (6speytugin) funkciya bolganligtan bul funkciya
(a,b) intervaldin hesh bir nogatinda kemiwi (6siwi) mimkin
emes. Onda funkciyanin f ’(x) tuwindisi bul intervaldin hesh bir
noqatinda teris (on) aniglangan boliwi1 mimkin emes. A

12-teorema. (a,b) intervalda differenciallaniwsht £ (x)

funkciya ust intervalda qatal ociwshi (qatal kemiwshi) boliwi
ushin  bul funkciyamn tuwwindisi ust intervalda on (teris)
amgqlangan boliwi jetkilikli.

Dalillew. 11- teoremanin jetkilikliligin dalillew sxemas:
boymnsha jurgiziledi. Meyli, x,, x, € (a,b) nogatlar x, < X,
tensizlikti qanaatlandiriwshi galegen noqatlar bolsin.  f (x)
funkciyanin [x,, x,] < (a,b) kesindide differenciallaniwsh,

demek, uzliksiz funkciya. Sonligtan bul funkciyaga [x,, X, ]
kesindide Lagranj teoremasin qollaniw mumkin, natiyjede
F(x)— F (X)) = 1T(E) (X, —%3)
(27)

tenlikke iye bolamiz, bul jerde & e (x,, Xx,)- baz1 bir
nogat.

Shart boymmsha f’(x)>0 (f’(x)<0). Sonhqgtan (27)
tenliktin on tarepi (demek, shep tarepi de) on (teris), bul f (X)
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funkciyanin (a,b) intervalda qatal 6siwshi (qatal kemiwshi)
funkciya ekenin korsetedi. A

1- Eskertiw. f(x) tuwindinifi (a,b) intervalda on (teris)
aniqlangan boliw sharti bul funkciyanin usi intervalda qatal
6siwinin (qatal kemiwinin) zarar sharti bolmaydi. Misali, y = x3
funkciya (-1,1) intervalda qatal 6siwshi, biraq onin f'(x) = 3x*
tuwindisi bul intervaldin hAmme noqatlarinda on aniqlangan emes
(x =0 nogatta nolge tef). Uhwma, eger f(x) funkciyamin f'(x)
tuwindist intervaldin bul tuwindi nolge aylanatugin shekli sandag:
noqatlarinan basqa hamme noqatlarinda on (teris) amqlangan
bolsa, onda bul funkciya ust intervalda qatal osedi (qatal
kemeyedi).

2- Eskertiw. Tuwindinin belgisi menen funkciyanin 6zgeriw
bagit1 arasindagi 12-teorema jardeminde aniqlangan baylanisti
geometriyaliq pikirlewler arqali tusiniw ansat. Tuwindi
y = f(x) funkciyanin grafiginii urinbasinin  muyeshlik
koefficientine ten bolganliqtan tuwindinin belgisi urinbanin joqari
yarim tegislikti jatiwshi nurt Ox kosherdin on bagiti menen
ganday muyesh (suyir yaki dogal) jasaytuginin korsetedi. Eger
(a,b) intervalda f'(x)>0 bolsa, onda urmbanin jogar1 yarim
tegislikti jatiwsh1 nuri Ox kosherdin on bagiti menen suyir
muyesh jasaydi, demek, y— f(x) funkciyamn grafigi bul

intervalda joqar1 qaray bagitlanadi (9 -stwret).

yh

[ S

9- suwret
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3- Eskertiw. Lagranj teoremasi jardeminde geypara juda
paydali tensizliklerdi dalillew mumkin. Misal retinde tomendegi
eki tensizlikti dalilleymiz:

[sin X, —sinX,| <[x — X,|, (28)
larctg x, —arctg X,| <[x, — X,| (29)

(bul jerde x,, X, — argumenttin qalegen ménisleri).

(28) tefisizlikti dalillew ushin Lagranj teoremasin [X;, X, ]
kesindide f(X)=sinX funkciyaga qollanip,

sin X, —sin X, = (% — X,) - (sin x)/_, (30)
tenlikke iye bolamiz. WV & nogatta ‘(sin x)’ng‘ = ‘COS 5‘ <1
bolganliqtan, (30) tenlikte modullerge otip, (28) tensizlikti alamiz.
(29) tensizlikti dalillew ushin Lagranj teoremasin [X, X, ]
kesindide f (x) = arctgx funkciyaga qollanip, Vv & nogatta
<1

()= 1r el s
6.4. Koshi teoremasi. 13-teorema (Koshi). Eger f (x) hdm
g(x) funkciyalardini har birewi [a,b] kesindide uzliksiz, bul

kesindinin hamme ishki noqatlarinda differenciallaniwshi hdam
bunnan tisqan, g’'(x) tuwindi  kesindinin  hamme ishki

1 tensizliktin orinli boliwin esapqa aliw jetkilikli.

noqatlarinda nolden ozgeshe bolsa, onda [a,b] kesindinin

fo)-f(a) _ ()
gb)-g9(@ 9’ (31)
tenlik orinli bolatugin £ ishki nogati bar.
(31) formula, adette, Koshi formulasi yaki uliwmalasqan
shekli osimler formulasi dep ataladi.
Dalillew. g(@) = g() ., sonliqtan biz

F()= f(x)- f () f(bt)):;(a) [9(x)-g(a) Jardemshi funkciyani qarawi-
miz mumkin. Bul funkciya teoremanin shartleri boymsha [a, b]

kesindide uzliksiz, bul kesindinin hamme ishki nogqatlarinda
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differenciallaniwsh1 ham F(a) = F(b) =0, Yagny Roll
teoremasinih  hdmme shartlerin qanaatlandiradi. Bul teorema
boymnsha 3 £ < (a,b) noqat tabilip, F’'(£) =0 bolad

F)= 1190~ @ g bolganiiqtan, Fg- 1o —% 9'6)=0

tenlik orinli. Bunnan (31) formulani alamiz. A

1- Eskertiw. g(a)=g(b), sebebi, eger bunday bolmaganda,
g(x) funkciya ushin Roll teoremasiin hamme shartleri
orinlanadi ham bul teorema boyinsha [a, b] kesindinin baz1 bir
¢ ishki nogatinda g'(¢)=0 boladi, bul teoremanin shartine
garama-qarsi.

2- Eskertiw. Lagranj formulasi Koshi formulasmii (X) = X

bolgan dara jagday:.

7-§. Lopital qadesi

0
limf(x)=limf(x)=0 bolsa, onda @ noqat dogereginde
X—a X—a

71. 0 korinistegi aniq emesliklerdi ashiw. Eger

anmiglangan f (x) ham g(x) funkciyalardin f(x) gatnast x — a
9(x)
da o korinisindegi aniq emeslik dep ataladi.
0

Bul aniq emeslikti ashiw- |, F(¥) limitti esaplaw (albette,
x=a g(X)
eger bul limit bar bolsa).

14-teorema (Lopital qadesi). Meyli, U,(a)- a nogattii

z ’ . ’ . 0
oyigan s— dogeregi, f(x) him g(X) funkciyalar u(a)
dégerekte amgqlangan ham differenciallaniwshi, g'(x) tuwindi

9 s(a) dogerekte nolden ozgeshe ham
lim f (x)=limg(x)=0

201



bolsin. Onda, eger |, f'(x) limit (shekli, sheksiz) bar bolsa,
2 g'(x)
i £O0 limit te bar ham

x-a g(X)

fim-" 00 _ i £00 (32)
X—a g’(x) x—a g(x)

tenlik ornl.

Bul teorema 9 kérinisindegi aniq emeslikti ashiwdin eki
0
funkciyanin qatnasinin @ nogattagr limitin esaplawdi bul

funkciyalardin tuwindilarinin qatnasiin @ nogattagi limitin
esaplawga keltiriwshi qadesin beredi.

Dalillew. Meyli, {x }— argumenttin @ noqattan 6zgeshe
manislerinen duzilgen, @ noqatqa jiynaqli galegen izbe-izlik
bolsin. f(x) ham g(x) funkciyalardi X = a noqatta nolge
ten dep toliqtirip aniqlap alamiz. Usinday qilip aniqlaganimizda
f(x) ham g(x) funkciyalar @ noqattin y,(a) dogereginde
uzliksiz boladi. Haqiyqattanda da, bul funkciyalardin J s(a)

dogerekte uzliksizligi bul funkciyalardin us1  dogerekte
differenciallaniwshiliginan, al X = a noqatta Uzliksizligi bizin
bul funkciyalardi ust noqatta toliqtirtp amiglawimizdan kelip
shigadi.

{x,} izbe-izliktii hAmme elementleri s(a) dogerekke derek

bolganlhqtan @ ham x  noqatlar menen shegaralangan qalegen

kesindini garaymiz. Joqarida aytilganlardan f (x) ham g(x)

funkciyalar bul kesindide uzliksiz, bunnan tisqar1 bul kesindinif
ishki hamme noqatlarinda bul funkciyalar differenciallaniwshi

hdm g’(x) tuwindi nolden 6zgeshe bolip, & ham X, nogatlar

menen shegaralangan kesindide Koshi teoremasmin hamme
shartlerin qanaatlandiradi. Sonligtan bul teorema boymsha a
ham X nogatlar arasinda 3 & nogat tabilip,
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f(x)—f@) _ ')

9(x,)-9(@) g'(&)
tenlik orinli boladi. Bizin tolhigtirtp aniglawimiz boyinsha
f(a)=g(a)=0 ekenin esapqa alip, bul tenlikti

f(x)_f'E)  (33)

koriniste jazamiz.

(33) tenlikte n— oo da limitke otemiz, sonda {x,}— a.
Kosha teoremasinin tastiyiglawi boyinsha &, nogat @ ham X,
nogatlar arasinda jatganhqtan {£ }— a. Teoremamn sharti
boyinsha i, f'(X) limit bar bolganhgtan (33) tenliktin on

x—a g'(x)

tarepindegi bolshek Geyne aniglamasi boyinsha Iim@
x=a ('(X)

shamaga ten limitke iye. {x, }- @ noqatqa jiynaqli qalegen izbe-

izlik bolganliqtan ham Geyne aniqlamasi boymsha (33) tenliktin

shep tarepindegi bolshektin |, f'(x) shamaga ten limitke iye

x=2a g'(X)
boliw1 iy F(X) limittin de ust shamaga ten ekenin bildiredi.

x-a g(X)
Solay etip, N — oo da (32) tenlikti alamiz. A

1- Eskertiw. Lopital” gagiydas: hamme waqtta da duris bola
bermeydi, yagniy funkciyalardin qatnasimn limiti tuwindilardin

qgatnasi limitke iye bolmagan jagdaylarda da bar boliwi mumkin.
Misalt, ¢ (y)_y2 cosL ham g(x)=sinx funkciyalardih x =0
nogattag: limitleri noi(ge ten ham

X2 cos

. f(x) . . X . 1
lim ()=I|m — X —lim—"—lim x-cos==0
x—0 g(x) x>0 gin X x>0 gjn X x-0 X
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1 .1

Birag, /(9 2X %, *S" bolshek X =0 nogatta limitke
g'(x) cos X

iye emes, sebebi, y:sinl funkciya x =0 nogatta limitke iye
X

emes.
2- Eskertiw. Eger 14- teoremamn shartlerine f'(x) ham

g’(x) tuwindilardii @ noqatta uzliksiz boliw sharti qosilsa,
onda g'(a) =0 tensizlik orlnlanganda (32) tenlikti
im f(x) _ f'(8) kériniste jaziw mumkin.
ag(x) g'(a)

3- Eskertiw. Eger f'(x) hdm g’(x) tuwimndilar f(x) hdm
g(x) funkciyalarga qoyilgan talaplarga juwap berse, onda

Lopital’ gadesinen takirarlap paydalamw mimkin, yagnty f (x)
ham g(x) funkciyalardii birinshi tartipli tuwindilarinin

qatnasinin limitin bul funkciyalardin ekinshi tartipli tuwindilarinin
qatnasinin limitine almastiriw mimkin. Natiyjede

lim ) _ i £00 _ iy 1700
X—a g(x) x>a g (X) x>a g (X)
tenliklerge iye bolamiz.

Misallar. 1) |j,1=€0SX _ i, Sinx _1

x—0 XZ x=0 2X 2.
2) i X—sinx . 1-cosx . sinx 1
lim 5 =lim >—=lim ==.
x—0 X x—>0  3x x—>0 B6X 6
4 3 2
3) lim X =lim 4x — =Iim 12x =i 24_1x =12.
x>0 X% +2C0SX—2 x-502X—2SiNX x-02—2C0SX x-02sin X
4) . x° _sexot -
) = = lim §-x°*-(1+x)=0.
x>0+0IN(L+ X)  x—0+0 1 x—0+0
1+x
11 1
2
5 % _arctgl-2) X 1ra-ty 1+@-32
lim 4 X" — fim— = lim X =
X—>00 .1 X—>0 1 1 X—>00 2
sin= ——5-C0s=— cos—
X X X X
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X" n-x"Y . pno(n-1)-x"? . n!
6) lim — = lim = ( X) =... —
e

x>0 @X x40 @ X—>+0

X—400 @

Bul jerde Lopital” gagiydasinan " martebe paydalandiqg.

7.2. % Kkorinistegi amqg emesliklerdi ashiw. Eger
0

limf(x)=0 (400, —o0), liMmf(X)=00 (400, —0)

onda @ nogat dogereginde amglangan f(x) ham g(x)

funkciyalardin f(x) gatnast x — a da ® kdrinisindegi an:q

9(x) o
emeslik dep atalad.
15-teorema ((Lopitaldi ekinshi qadesi). Meyli, J,(a)_ a
noqattin oylgan & — dogeregi, f(x) ham g(x) funkciyalar

Lj s(a) dogerekte anmqlangan ham differenciallaniwshi, g’(x)

bolsa,

tuwindi lj s(a) dogerekte nolden ozgeshe ham
limf(x)=0 (+0, —o), limf(x)=0w (+0, —oo0)

bolsin. Onda, eger .. f'(x) limit (shekli, sheksiz) bar bolsa,

=ag'(x)
Iim@ limit te bar ham
x-2 g(x)

X—a g'(x) X—a g()()
tenlik orinli.
Eskertiw. 14-teorema da, 15-teorema da toémendegi

jagdaylardin har birewinde orinli:
1) bul teoremalarda Gg(a) dégerek sipatinda (a, a + o)
intervali

((a—o,a) interval), al limitler x—>a+0 da (
X — a — 0 da) alinadz;
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0
2) U s(a) dogerek sipatinda sanlar kosherinin [—&, JS]
kesindiden sirtqr bolegi, al limitler x — oo da alinadi.

0
3) Us(a) dogerek sipatinda (5, + o0) yarim tuwrt s1zigt (

(-0, 0) yarm tuwn sizigr), al limitler x —> +oo da (
X — —oo da) alinad;

7.3. Basqa kérinistegi amq emesliklerdi ashiw. O ham
0
korinistegi aniq emesliklerden tisqart 0.0, w-o, 1%, 0°, o

korinistegi aniq emeslikler de jiyi ushirasadi. Bul aniq emeslikler
algebraliq tarlendiriwler jardeminde joqarida qaralgan eki aniq
emesliklerdin birewine alip kelinedi.

Misallar.

0
00

o

. . Inx o .
lim Vx-Inx=(0-0)= lim —>=(—)= lim —X—
1) x—>0+0\/7 ( OO) x—0+0 )(’1/2 (oo) x—>0+0_1 -3/2

=-2 lim Jx=0.

x—0+0
Inx
. Ux
lim e V¥ =(=)=
o0

—0+0

H X _(nNO\ _ i xInx _ X —
2) xllm X _(0 )_xILrglOe _(0 OO) X

—0+0

2
= lim e ¥ = lim e™* =1
x—0+0 x—0+0
1 i x? x? 0
3) lim L+ x?)e % = (1°) = im[(L+ x2)* ]2 = lim e¢" 3 = (2) =
x—0 x—0 x—0 0
2x 2
=lime® ! =lime® =e%
x—0 x—0

8-§. Teylor formulasi
Bul paragrafta biz ilim ham texnikanin juda kop tarawlarinda

ken  qollanilatugin  matematikaliq  analizdin = &hmiyetli
formulalarinin birewin aniqlaymiz.

206



8.1. Teylor teoremasi. 16-teorema (Teylor). Meyli, f (x)
funkciya @ nogqattin bazi bir dogereginde N +1— tartipli
tuwindiga iye, x - qaralp atirgan dogerektin qalegen nogati, p —
galegen on san bolsin. Onda @ ham X noqatlart arasinda
Jjatiwshi 3 & noqat tabilip,

, f"(a) 2
f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a) + o (x-a) +...+ (34)

f (n)(

n!

formula orinli, bul jerde

@y R, (x)

x—ayp, (X=&)" [ a
Ry (X) = P £ &),  (39)
()= 100
Eskertiw. ¢ nogat & ham X noqatlar1 arasinda jatqani
sebepli X=2 bolshek on aniqlangan, sonliqtan V p >0 san ushin
X=¢
X—a\p darej langan
(7) areje aniqlangan.
X_
(34) formula oray: @ nogat bolgan Teylor formulas: dep, al
R, (X) aflatpa Teylor formulasmin galdiq agzas: dep ataladi.

Teylor formulasinin qaldiq agzasi tek (35) koriniste emes,
basqa koriniste de jaziliw1 mumkin. (35) koriniste jazilgan qaldiq
agza uliwma formada$i qaldiq agza dep ataladi.

Dalillew. (34) tenliktin on tarepindegi N — darejeli
kopagzalim ¢ (X, a) dep belgileymiz:

o(x,a)="f(a)+ f'(a)(x—a)+

f"(a)(x—a)z +...+w(x—a)“.
21 n!

(36)
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Son f(x) funkciya menen ¢(x,a) kopagzalmn
ayirmasin R, ,;(X) dep belgileymiz:

R (X)=f(x)-g(x,a). (37)
Eger R,,;(X) ayirma (35) formula menen aniglanatugmnin
korsecek teorema dalillenedi.
Teoremada korsetilgen dogerekten V' X noqat saylap alamiz,

aniqliq ushim X > a dep esaplaymiz. Ozgeriw oblasti [a, x]

kesindi bolgan 6zgeriwshini T dep belgileymiz ham tomendegi
koérinistegi jardemshi funkciyani qaraymiz:

p(t)=f(x)—o(x ) - (x-1)"-Q(x), (38)

bul jerde
_ R . (39)
Q)= 22
Jardemshi funkciyani
_ / f'(t) 2
wt)=f()-f(t)- f'O)(x-t)+ o) (x—-t)" —...— (40)

(n)
— D0y (-97Qe

koriniste jaziw mumkin. Bizin magsetimiz- kiritilgen jardemshi
w(x) funkciyamn qasiyetlerinen paydalanip Q(x) funkciyani
anlatiw.

(40) formuladan hdm f (x) funkciyaga qoyilgan shértlerden
w(t) funkciya [a, x] kesindide tzliksiz hdm bul kesindinin
hamme ishki noqatlarinda differenciallaniwshi. w(a) =y (x)=0
bolatuginin kérsetemiz. (38) formulada t = a dep alip ham (39)
tenlikti itibarga alip, w(a) = f(x,a) —@()x, a) — R, ,,(x) tenlikke
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iye bolamiz. Bunnan (37) tenlik tiykarinda y(a)=0 tenlikti alamiz.
w(x)=0 tenlik (40) formuladan kelip shigad.

Solay etip, y(t) funkciya ushin [a, x] kesindide Roll
teoremasinin shértleri orinlangan. Bul teorema boyimnsha [a, X]
kesindinin 3 & ishki noqati tabilip,

w'(&)=0 (41)
tenlik ormnli boladi. (40) tenlikti differenciallap, /(1)
funkciyanin tuwindis1 ushin

y'(t) =1+ (1) - F"(O(x

(n) (n+1)
f nl(t) n'(X—t)n_l _ f nl(t) (X

F(t)

—1)"+p (x=1)"* Q(x)

tenlikke iye bolamiz. (42) tenliktin keyingi eki agzasinan
basqalar1 6z- ara jesip ketetuginin koriw qiym emes. Solay etip,

' f () (t) n p-1
v (t):—T(x—t) +p(x-1)"" Q(x):
Bul tenlikte t = & dep alip ham (41) tenlikten paydalanip,
X — n-p+1 .
Q== p g

tenlikti alamiz. Alingan bul tenlikten ham (39) tenlikten
paydalanip,

Rua ()= (x=2)° - Q) = (2= 20 =™ {0
2 Tarp

tefilikke iye bolamiz. Solay etip, R ,(x) ayrma (35) formula

menen aniqlanadi eken. A
En 4piwayr funkciyanin- N —  darejeli algebraliq
kopagzalinin- Teylor formulast boymsha jikleniwin garaymiz.
Meyli,
P(x)=a,x" +a, ;X" +...+ X +a,
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kopagzal1 berilgen bolsin. P(n+1)(X)EO bolganhqtan galdiq
agza R, _,(x) =0 ham (34) Teylor formulas:

P00 =P(@) + Plai-a) + T )t s P @ gy

koriniste jaziladi, bul jerde @ nogat sipatinda sanlar kosherinin
galegen nogatin alw mumkin. Solay etip, Teylor formulasi

galegen kopagzalini x—-a (a— galegen san) aywrmann darejesi
boyinsha kopagzali korinisinde jaziwga mumkinshilik beredi.
Meyli, f(x) - Teylor teoremasinin shartlerin
ganaatlandiriwshi bazi bir funkciya bolsin. Bul funkciya ushin
Teylor formulasinda gatnasatugin ¢(x, a) kopagzali ganday

gasiyetlerge iye bolatuginin amglaymiz. o™ (x, a) simvoli menen

bul kopagzalhmn N — tartipli tuwindisin belgileymiz. (36)
formulan1 X o6zgeriwshi boyinsha differenciallap ham keyin
X = a dep alip,

p(a,a) = f(a),
p'(aa)="f'(a), (43)
¢"(a,a)= f"(a),
9" (a,a)= " ()
tenliklerdi alamiz. Solay etip, f (x) funkciya ushin Teylor
formulasinda gatnasatugin ¢(x, a) kopagzali mina gasiyetke
iye: bul kopagzalinii o6zi ham onii n — tartipke deyingi
tuwind:lar: X = a noqatta, saykes tirde, f(x) funkciyanzi ham
bul funkciyanin N — tartipke deyingi tuwinddarmiz us:
nogattag: manislerine tes.
8.2. Lagranj, Koshi ham Peano formasindag qaldiq
agzalar. Jogarida biz uliwma formadag: qaldiq agzali Teylor
formulasin amgladig. Endi basga formadag: galdiq agzalard: da
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garaymiz. Olardin daslepki ekewi uliwma formadag: qaldiq
agzamn dara jagday: sipatinda aliniwi mamkin.

Daslep galdiq agza ushin (35) formulan: tarlendirip jazamiz.
& nogat @& ham x nogatlar arasinda jatganhgqtan
E—a=0-(x—a) tenlik orinli bolatugin 6e(0,1) nogat bar.
Bunnan £=a+6-(x—a) ham x-&=(@1-6)-(x—a)
tenlikler kelip shigadi. Solay etip,

B (X _ a)n+1(1_ e)n—pﬂ
)= ntp
koriniste jazaiw mumkin. Bul formulanin eki ahmiyetli dara
jagdayin garaymiz.

1) p=n+1. Bul jagdayda Lagranj formas:ndag: galdiq
agza dep atalatugin

R, (X)= (x=a)™ [a+6(x-a)] (0<6<1)
(n+1)!

formulan1 alamiz. Bul qaldiq agza Teylor formulasinin kelesi
agzasin esletedi, biraq funkciyanin (n+1)— tuwindisi a
nogatta emes, @ ham X noqatlar arasinda jatatugin
£=a+60-(x—a) noqatta esaplanad.

Ry (X f a4 0 (x-a)]

2) p =1. Bul jagdayda Koshi formasindagi qaldiq agza
dep atalatugin

(=200 fonpa s gea] (<0<

Rn+l(x) = (X — a) n;l

formulani alamiz.

Lagranj ham Koshi formasindagr qaldiq agzalar P
6zgeriwshinin har qiyli manislerine saykes keletuginligi, al 6
Ozgeriwshi P sanga garezli bolganligtan, ¢ o6zgeriwshinin
Lagranj ham Koshi formasindag1 qaldiq agzalar formulalarindagi
manisleri, uliwma aytqanda, har qiyli. Aymim funkciyalardi

211



bahalaw ushin Koshi formas: Lagranj formasina qaraganda
abzaliraq boladi. Eki formadagi qaldiq agzalar, adette, x
ozgeriwshinih a noqattan 6zgeshe birdey manislerinde f (x)
funkciyanin ménislerin juwiq esaplaw talap etiletugin jagdaylarda
gollaniladh.

f(x) funkciyam ¢(x,a) kopagzali menen juwiq
almastinw ham bunda jol qoyilgan qatelikti bahalaw tabiyiy
masele. Usinin menen bir qatarda koérsetilgen gateliktin sanl
shamasi emes, tek onimn x — a sheksiz kishi shamaga qarata
tartibi qiziqtiratugin maseleler de ushirasadi. Bul magset ushin

basga formadag1 (Peano formasindagi) qaldiq agza juda qolayl
bolad.
Meyli, f(x) funkciya @ noqattin bazi bir dogereginde

(n —1) martebe differenciallaniwshi, @ noqattih 6zinde shekli

N — tartipli tuwindiga iye bolsin. (36) formula penen
aniqlangan  ¢(x,a) kopagzalim qaraymiz. (33) Teylor
formulasinin R_, (x) = f (x) — (X, a) qaldiq agzas1 ushin

n+1

Ry () =0[(x~-2)"1 (44)

formula orinlt bolatuginin dlilleymiz. Adette, bul formula Peano
formasindag: qaldiq agza dep atalad:.

@(x, a) kopagzalinin (43) tenlikler menen anlatilatugin
qgasiyetlerinen paydalanip,

Rn+1(a):0’ R;Hl(a):O, SRR Rrgﬂ(a)zo (45)

tenliklerdi alamiz. Endi (45) tenliklerden (44) formula kelip
shigatuginin dalillewimiz kerek. Buni matematikaliq indukciya

usili menen orinlaymiz.
Daslep, n =1 bolsa (45) tenliklerden (44) formula kelip

shigatugimin ~ korsetemiz.  Bul  jagdayda (45) tenlikler
R,(@)=0, Rj(a)=0 eki tenlik korinisinde bolip, bul tenliklerden
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Ry(a) = lim R = Re(® _ i, Ro()

X—>a X— Xx—>a X —a

tenlik kelip shigadi, al bul tenllk R,(x)=0(x—a) (x—a)

bolatuginin bildiredi, yagnty n=1 bolgan jagdayda (45)

tenliklerden (44) formula kelip shigad:.

Endi, meyli, bazi bir n >1 nomer ushin (45) tenliklerden (44)

formula kelip shigsin. Kelesi n +1 nomer ushin (45) tenliklerden
(44) formula kelip shigatuginin korsetemiz. Bul nomer ushin

=0

Ri»(@)=0, Ri,@=0, ..., RI()=0 (45%)
tenlikler ormli. Uygartwimiz boymsha n nomer ushin (45)
tenliklerden (44) formula kelip shigadi, sonliqtan (45%)
tenliklerdin birinshisin taslap ketip,
R.,,(@)=0, ... , RMY(@)=0 tehliklerden

Ry.. () =ol(x-a)"]  (46)
tenlikke iye bolamiz.

Ekinshi tarepten, vn>1 nomer ushin R__,(x) funkciya
[a, x] kesindide Lagranj teoremasinin shartlerin qanaatlandiradi,
sonligtan (45%*) tenliklerdin birinshisin esapga alip@ ham X
noqatlar arasinda jatatugin 3 = noqat tabilip,

Roi2(X) =R, (X) = R,z (8) =R}, (£) (x—a) (47)
tenlik orinli bolad: dep tastiyiqlawimiz mamkin. (46) formuladan
ham o[(&—-a)"]=0[(x—a)"] tenlikten (¢ nogat @ ham X
noqatlar arasinda jatqanhiqtan) paydalanip, (47) formuladan
R..,(X)=0[(x—a)™] teflikke iye bolamiz, al bul tehlik n +1
nomer ushimn almgan (44) formula.

Solay etip, indukciya orinlandi ham Peano formasindagi
qaldiq agza ushin (44) formula dalillendi.
Peano formasindag1 qaldiq agzali Teylor formulasi
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f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+%(x—a)2+...+

f (n)(
n!

koériniste jaziladi.
8.3. Makloren formulasi. Oray1 a = O nogatta bolgan (34)
Teylor formulas1 Makloren formulasi dep atalad. Qélegen f (x)

@ o —a)]

funkciya ushin Lagranj, Koshi ham Peano formasindagi qaldiq
agzali Makloren formulasin jazamiz:
£"(0)
2!
(47)
bul jerde qaldiq agza tomendegi koriniste boladi:
1) Lagranj formasindagt
f () (0 ) X) n+l
Rna(X) = W
2) Koshi formasindag1

X2 +

(n)
+f7|(0).

f(x)=f(0)+ f'(0)-x + X"+ R (X),

(0<6<1);

(n+1) .
Rosa (X) :%(1—49)%“+1 (0<6<);

3) Peano formasindagi
Ria(¥)=0(x)" (x—0).
Solay etip, biz joqarida f (x) funkciyast ushin Teylor

formulasinin  har turli formadagr Qaldiq agzalarin Qaradiq.
Sheshiletugin maselenin talabmna qarap, Teylor formulasimin
malim bir formadag1 qaldiq agzasi paydalaniladi. Misali, eger
argumenttin berilgen X; nogat dogeregindegi manislerinde f (x)
funkciyanin manislerin juwiq esaplaw kerek bolsa, Lagranj yaki
Koshi formasindagr qaldiq agzali Teylor formulasman
paydalangan maqul, al eger x — x, da qaldiq agzamn nolge
umtihiw tartibin aniqlaw talap etilse, onda Peano formasidagi
qaldiq agzal Teylor formulasinan paydalaniw magsetke muwapiq
bolad.
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Adette, Lagranj yaki Koshi formasindag1 qaldiq agzali Teylor
formulas1 4meliy maselelerdi sheshkende, al Peano formasindagi
qaldiq agzali Teylor formulast teoriyaliq izertlewlerde qollaniladi.

8.4. Geypara elementar funkciyalardi Makloren formulasi
boymnsha jiklew. 1°. f(x)=e* funkciyan1 qaraymiz. V n
nomer ushin f®™(x)=e* ham f ™)=1 bolganlhiqtan (47)

Makloren formulasi
2 n

X X
e =1+x+—+..+—+R (X
21 n!

koriniste jaziladi, bul jerde Lagranj formasindag: qaldiq agza

eevx
Rn+1(X) = (n +1) |

koriniske iye. V[-r,r] (r>0) kesindide e’ <e" bolganhqtan
galdiq agza ushin tomendegi bahan: alamz:

r

e
R ..(X)< rm
‘ n+1( )‘ (n+1)!

2°, f(x)=sinx funkciyam1 qaraymiz. vn nomer ushm

X" (0<6<1)

£ (x) =sin(x + n%) ham

0, n=2m
£ (0) =sin(n Z) = ’ ’
(©)=sin(n2) -1)"H2, n=2m-1

bolganhqtan (47) Makloren formulasi

. x* x° (/2 X"

smx:x—x—§+§+...+(—l) : ot R, (X)
koriniste (N — taq san) jaziladi, bul jerde Lagranj formasindag:
galdiq agza

n+2
Rn+2(x)=hsin(6’-x+n%+7z) 0<6<1)
koriniske iye. Vv[-r,r] (r>0) kesindide galdig agza ushin
tomendegi baha orinl:
n+2

(n+2)r
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30 f (x) = cos x funkciyan1 garaymiz. ¥V n nomer ushin

f ™ (x) = cos(x + n%) ham

™)/ zy_J 0, n=2m-1,
f " (0)=cos(n 2) —{(_1)% N om
bolganhqtan (47) Makloren formulasi

2 X4

X n/2
cosx=1- Z*E* 4D n—+ Rz (X)
koriniste (n— jup san) jaziladi, bul jerde Lagranj formasindagi

qaldiq agza
n+2

n+1( ) ( 2)'
koriniske iye. V[-r,r] (r>0) kesindide galdiq agza ushin
tomendegi baha orinl:

cos(H-x+n%+7z) (0<6<1]

n+2
R LA
‘ n+1(x)‘ ( +2)'
4. f (x) =In (1 + x) funkciyan1 qaraymiz. V¥ n nomer
ushin iy _pyoe (0=D! hdm £(0)=0, f@(0)=(-)"*(n-1!

@+x"
bolganliqtan (47) Makloren formulasi

2 X3

In(1+x):x—);—+§— ey Ry ()
koriniste jaziladi, bul jerde qaldiq agzanmi Lagranj ham Koshi

formasinda jazamiz:
- (1) " _ (0<0< (Lagranj formasindagy),
(n+D@A+6-x)™
n,n+l ; ,
R, (%) _(1(1;)n+1(1_ 0)" (0<0<1) (Koshi formasindags).
Argumenttin =~ [0,1]  kesindige derek  manislerinde
In (1+ x) funkciyan1 bahalaw ushin Lagranj formasindag:
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galdiq agzaga tiykarlangan maqul boladi. Lagranj formasindagi
qaldiq agza ushin [0, 1] kesindide
n,,n+l
. X 1
Rr.a ) (n+D)a+6-x)™ n+l
baha orinl. Bul bahadan limR, ,(x)=0 (vxe[0,1])
n—o0

bolatugini kérinip tur.

Endi In (1 + x) funkciyan argumenttin [-r,0] (0<r<1)
kesindige derek manislerinde bahalaymiz. Bunin ushin Koshi
formasindag1 qaldiq agzaga tiykarlanamiz. Bul qaldiq agzani

_1 an+1 1_ 0
Rn+l(x) = ( )

n
@1+6-x) (1+9'x) (0<0<D)
koriniste jazip alamiz. Argumenttin qaralip atir§an manislerinde
1-60
1+6-x
formasindag1 qaldiq agza ushin [-r, 0] (0 <r <1) kesindide
7‘(_1)nxn+l( 1-6 ., i

= <
@+6-x) 1+9~x) 1-r

<1 tefsizlik ornli bolatuginin esapqa alip, Koshi

‘Rm—l(x)‘

baha alamiz. Bul bahadan MR, 1(9=0 (vxe[-r,0] (0<r<1)
bolatuginin kériw qiyin emes.
59, f(x)=@+x)* (a— baz1 bir haqiyqry san) funkciyam
garaymiz. V N nomer ushin
fOX)=a(@-1...(a—n+1)-A+x)*™",
fM0)=a(@-1...(a-n+1)
bolganligtan (47) Makloren formulasi
a(ozz! l)Xz - o (a l).h.!(a n+l)Xn
koriniste jaziladi, bul jerde Lagranj formasindag: gqaldiq agza
R (=@ D . @=) g y gaton o g gy

(n+1!
koriniske iye.

@+x)*=1+a-x+

+ Rn+1 (X)
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Dara jagdayda, eger e« =n (n — natural san) bolsa,
R,.1(X)=0 ham biz himmege malim N'yuton binomi
formulasin alamiz:

n

LEX

1+x)" :1+n~x+n(n7'_1)x2+.

Eger (1+x)" funkciyamn emes, al (a+ x)" funkciyanin

Makloren formulasi boyinsha jikleniwin aliw kerek bolsa, onda
n n X\n n X n(n_l) Xy2 X\n
(@a+x)"=a"@+)"=aLl+n- ) +———() +...+(™)"]
a a 2! a a
formuladan paydalanamiz.
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GLOSSARIY

Abscissa- noqattin dekart koordinatalarinan birinshisi.

Analiz - belgisizden anigliqti, belgiliden aniq pikir tiykarinda
dalillewshi usil.

Amq emes integral -differensiallawga keri matematikaliq
amel.

Argument-erikli 6zgeriwshi.

Arifmetika-sanlar ham olar ustinde orinlanatugin ameller
haqqindagi pan.

Arksinus-sinusga keri funkciya.

Arktangens-tangenske keri funkciya.

Sawlelendiriw- koplikler saykesliginin gandayda bir qagiyda
yamasa nizami.

Bir japiraqh funkciya — birdey manisler qabil etpeytugin
ham baz1 bir oblastta aniglangan analitikaliq funkciyaga aytiladi.

Bir baylamh oblast —tomendegi gasiyetke iye bolgan oblast:
oblastta jatgan har ganday jabiq konturdi oblasttan sirtqa
shigpastan uzliksiz tarde tartip noqatqa aylandirtw muamkin.

Grafik — funkciyani suwretlew usillarinan biri.

Darejege koteriw- a-a-...-a= a" kobeymeni tabiwdan
ge.-'c
nma'rte

ibarat.

Differencial — funkciya 6siminin sizigli bas bolegi.

Differencial esap — funkciyan1 tuwindi ham differenciall
tusinikleri jardeminde tekseriwshi matematikanin bolimi.

Déngelek- oray1 O ham radius1 r bolgan dongelek-tegislikde
O noqattan araliglart r den ulken bolmagan nogatlardin
geometriyaliq orini.

Jeterli shart — shartten juwmaq kelip shigadi.

Zararli ham jeterli shartler — teoremalardi jaziw ham bayan
etiw tari.

Zarurli shart - juwmaqtan shart kelip shigadu.

Integral esap — matematikaliq analizdin integrallar, olardin
qasiyetleri, esaplaw usillar1 ham jagdaylarin tyrenetugin bolimi.

Dalil- tastiyqlawdin durisligr aniglanatugin pikirler shinjir.
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Ishki nogat-usi noqatti 6z ishine alatugin gandayda bir
dogerek penen birge koplikke tiyisli bolgan nogat.

Koép baylamh oblast -bir baylamli bolmagan oblast.

Koordinatalar-belgili tartipte alingan ham noqattin siziqtag,
tegislikteqi, betliktegi yamasa  kenisliktegi awhalin
xarakterleytugin sanlar.

Koordinatalar basi- koordinata kosherlerinin kesilisiw
noqati.

Lemma-bir yamasa bir neshe teoremami dalillew ushin
qollanilatugin jardemshi pikir.

Limit — eger 6zgeriwshi shama 6zinin 6zgeriw payitinda a
sanina sheksiz jiynalsa, onda a san1 X 6zgeriwshinin limiti.

Limit nogat - eger @ nogattin har ganday dégereginde E
kopliktin @ dan 6zgeshe keminde bir noqati bar bolsa, onda a
nogatga E kopliktin limit nogat1 dep atalada.

Teorema — dalil talap etiwshi pikir.

Tensizlik- tensizlik belgisi menen anlatilgan eki algebrliq
anlatpa.

Kopliktin shegaras1 -bul koplik shegaralig nogatlarinin
topart.

Menshiksiz integral — shegarasi sheksiz yamasa integral
astindagi funkciya ekinshi tur Gzilisge iye bolgan integral.

Oz-ara bir manisli saykeslik — eki koplik elementleri
arasindagi sonday saykeslik, bunda birinshi kopliktin har bir
elementine ekinshi kopliktin tek bir elementine saykes keledi ham
kerisinshe.

Funkciyamin manisler képligi — garessiz 6zgeriwshinin
qabil qilatugin manisler kopligi.

Haquyquy sanlar-barliq racional ham irracional sanlar.
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