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Kirisiw 
 Bárshemizge belgili usı kúnge shekem turmıstıń barlıq tarawları qatarında 
ilim hám bilimlendiriw tarawında da ko’plegen reformalar hám ózgerisler 
ámelge asırılıp kelindi. 2017-2021 jıllarda O’zbekistandı rawajlandırıwdıń bes 
áhmiyetli baǵdarı boyınsha háreketler strategiyasında úzliksiz tálim sistemasın 
ele de jetilistiriw jolın dawam etiw, sapalı tálim xızmetleriniń múmkinshiliklerin 
arttırıw, miynet bazarınıń zamanagóy talaplarına ılayıq joqarı bilimli kadrlardı 
tayarlaw, ulıwma orta tálim beriw sapasın arttırıw, talap joqarı bolǵan 
matematika hám  informatika, fizika, ximiya, biologiya h. t. b. anıq hám 
fundamental pánlerin tereń úyreniw, ilimiy-izertlew hám innovaciyalıq islerdi 
qollap-quwatlaw, ilimiy hám innovaciya jańalıqların ámeliyatta qollanıwdıń 
effektiv mexanizmlerin jaratıw mashqalaları ayrıqsha atap ko’rsetilgen.  
 Ózbekstan Respublikası Prezidentiniń 2018-jıl 5-iyundaǵı ″Joqarı oqıw 
orınlarında tálim sıpatın asırıw hám olardıń mámlekette ámelge asırılıp atırǵan 
keń kólemli reformalarda belsendi qatnasıwın támiyinlew boyınsha is-ilajlar 
haqqında″ǵı PQ-3775-sanlı qararı mámleketimizde joqarı bilimlendiriw 
sistemasın jańasha rawajlandırıw hám joqarı oqıw orınları professor-
oqıtıwshıların jámiyettiń siyasiy-ekonomikalıq turmısına elede belsendilik 
penen qatnasıwǵa baǵdarlaydı. Sonlıqtan da búgingi kúnde ilim hám tálim-
tárbiyanıń nátiyjeliligin asırıw, jaslardıń erkin bilim alıwın támiyinlew ushın hár 
bir oqıtıwshı jaqsı tájiriybege iye bolıwı hám o’z tarawındaǵı bilimlerdi tereń 
iyelewi, zamanago’y pedagogikalıq texnologiyalardı tereń o’zlestiriwi, oqıw hám 
tárbiyalıq jumıslardı sheber shólkemlestire alıwı zárúr. 
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1-§. Teńsizlikler dálillew boyınsha tusınık 
1.1 Teńsizlikler boyınsha ulıwma túsinik 

 Meyli    f x g x  yamasa f x g x  teńsizligi berilgen bolsın. Berilgen 

teńsizlikti durıs sanlı teńsizlikke aylandıratuǵın ondaǵı ózgeriwshilerdiń hár 
qanday mánisleri teńsizliktiń sheshimleri dep ataladı. Ózgeriwshisi bar teńsizlikti 
sheshiw degenimiz, bul demek, onıń barlıq sheshimlerin tabıw yamasa olardıń 
joq ekenligin dálillew degen sóz. 
 Bir ózgeriwshige iye bolǵan eki teńsizliktiń sheshimleri duspa-dus kelse, 
onda olar teń kúshli teńsizlikler dep ataladı: dara jaǵdayda eki teńsizliktiń ekewi 
de sheshimlerge iye bolmasa, onda olar da teń kúshli teńsizlikler boladı. 
 Teńsizliklerdi sheshiw waqtında ádette berilgen teńsizliklerdi ádewir 
ápiwayıraq biraq berilgen teńsizlikke teń kúshli bolǵan teńsizlikler menen 
almastıradı; kelip shıqqan teńsizlikti taǵı da ádewir ápiwayıraq biraqta berilgen 
teń kúshli bolǵan teńsizlikler menen almastıradı hám t. b. Bunday almastırıwlar 
mına tómendegi tasqıyıqlawlarǵa tiykarlanıp ámelge asırıladı. 

 1. Eger teńsizliktiń bir jaǵındaǵı qosılıwshını qarama-qarsı belgisi menen 

f x h x g x h x ekinshi jaǵına kóshirsek, onda berilgenge teń 

kúshli bolǵan teń 6 12x sizlik kelip shıǵadı. Eger  h x  ańlatpa  x X  larda 

aniqlanǵan bolsa,    f x g x  hám    teńsizlikler teń kúshli. Mısalı 2 5 6x x  

hám 2 5 6 0x x  teńsizlikleri. 
 2. Eger bir ózgeriwshige iye bolǵan teńsizliklerdiń eki jaǵın da birdey oń 
sanǵa kobeytsek yamasa bólsek, onda berilgen teńsizlikke teń kúshli bolǵan 

teńsizlik kelip shıǵadı. Mısalı 23 6 9x x  hám 2 2 3 0x x  teńsizlikleri. 
 3. Eger bir ózgeriwshige iye bolǵan teńsizliklerdiń eki jaǵın da birdey teris 
sanǵa kóbeytsek yamasa bólıp, sonıń menen bunda teńsizlik belgisin qarama-
qarsı belgige ózgertsek, onda berilgen teńsizlikke teń kúshli bolǵan teńsizlik 
kelip shıǵadı. Mısalı  hám 2x  teńsizlikleri. 
  2 hám 3-lerge tıykarlanǵan halda tómendegi tastıyıqlawdı keltırıp ótsekte 
boladı.  

 4. Eger teńsizliktiń eki jaǵin da ózgeriwshilerdiń barliq mánislerinde oń 
mániske iye bolatuǵn qanday da bir ańlatpaǵa kóbeytsek yamasa bólsek, onda 
berilgen teńsizlikke teń kúshli bolǵan teńsizlik kelip shıǵadı. Mısalı  Eger hámme 

x X larda   0h x  bolsa,    f x g x  hám        f x h x g x h x    

teńsizlikler teń kúshli boladı. 
 5. Eger teńsizliktiń eki jaǵın da ózgeriwshilerdiń barlıq mánislerinde teris 

mániske iye bolatuǵın qanday da bir ańlatpaǵa kóbeytsek yamasa bólıp, sonıń 
menen bunda teńsizlik belgisin qarama-qarsı belgige ózgertsek, onda berilgen 

teńsizlikke teń kúshli bolǵan teńsizlik kelip shıǵadı. Mısalı  Eger hámme x X  

larda   0h x  bolsa, f x g x  hám        f x h x g x h x    teńsizlikler teń 
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kúshli boladı. Demek teńsizliklerdı sheshıwde joqarıdaǵı tastıyıqlawlardan 
paydalansaq teńsizliktıń anıq sheshımlerin tapqan bolamız. 
 

1.2  Sanlı  teńsizliklerdı dálillew  
Sanlı teńsizliklerdı dálillewde tómendegishe qásiyetlerdı keltırıp ótemiz 

hám usılar boyınsha dálilleymız.  
Qálegen a hám b sanlar ushın tómendegi úsh qatnasdan tek ǵana birewi 

orınlı: 

1. 0,a b a b     

2. 0,a b a b     

3. 0, .a b a b     

Sanlı teńsizlikler tómendegishe qásiyetlerge iye: 
- Eger a b  hám b c  bolsa onda a c ; 
- Eger a b  bolsa onda a m b m ; 

- Eger  1 1 2 2, ,..., ,n na b a b a b  bolsa 1 2 1 2... ... bn na a a b b   

orınlı 
- Eger a b  bolsa, 0m  ushın sanı am bm , 0m  sanı ushın am bm  

teńsizlikleri orınlı. 

- Eger 1 1 2 20, 0, ..., 0n na b a b a b  bolsa 1 2 1 2... ...n na a a bb b  orınlı 

- Eger 0a b  bolsa x xa b  orınlı. bunda 0x  

- Eger 1a  hám 0x y  bolsa, onda x ya a , 0 1a  hám 0x y  bolsa 
x ya a  teńsizlikleri orınlı. 

Teńsizliklerde dálillewde qollanılatuǵın usıllardıń bırı bul ayırmanıń 
belgisin baxalaw usılı. Bul usıldıń maǵanası tómendegilerden ibarat boladı: 

 ( ; ; ) g ; ;f x y z x y z  

Teńsizlikleriniń durıslıǵın anıqlaw ushın, olardıń ayırmasın, 
( ; ; ) ( ; ; )f x y z g x y z  ti  duzedi hám bul ayırmanıń oń bolatuginlıǵın 

dálilleydi. 
1-Mısal. Eger 0, 0x y    bolsa , onda 

2

x y
xy


   bolatuǵinlıǵın dálilleniz. 

Sheshiliwi. Bulardıń ayırmasın duzemiz: 0
2

x y
xy


   

Bunnan 
22 ( )

2 2 2

x y xy x yx y
xy

  
    

2( ) 0x y   teńsizligi, x  penen y tiń teris emes qálegen mánislerinde, durıs 

boladı. Demek , 
2

x y
xy


 , sonıń menen bunda tek ǵana x y  bolgan jágdayda 

ǵana teńlik kelip shıǵadı. 
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2-mısal. 
2 22 2 4a b ab a b  teńsizlikti dálilleń. 

Sheshılıwı: Berilgen teńsizlikti tómendegishe jazamız. 
2 2 2

4a b a b ab a b  

Eger a b  bolsa, onda teńlik kelip shıǵadı. Eger a b  bolsa, onda 
2

0a b  

bolǵanlıqtan, teńsizliktıń eki jaǵın 
2

a b  qa bólemız.  

 Nátiyjede                           
2

4a b ab  

teń kushli 
2 22 4a ab b ab  , 2 22 0a ab b  

Bunnan    
2

0a b  kelip shiǵadı. Teńsizlik dálillendi. 

3-mısal. 
2

3 ( )ab bc ca abc a b c  teńsizlikti dálilleń. 

Sheshılıwı: Teńsizlikti dálillew ushın teńsizliktıń oń jaǵın shep jaǵına ótkeremiz. 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 3 3 3 0a b b c c a a bc ab c abc a bc ab c abc  

yamasa 
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 0a b b c c a a bc ab c abc  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 0

0

a b bc c b a ac c c a ab b

a b c b a c c a b
 

Teńsizlik , ,a b c  sanları ushın orınlı. Eger a b c   bolsa teńlik belgisi kelıp 

shúıǵadı. Teńsizlik dálillendi. 

4-mısal. Eger 0, 0x y  sanları ushın 42
x y

xy
y x

  teńsizligin dálilleń. 

Sheshılıwı: teńsizlikti tómendegishe turlendiremiz. 
2 2 2

4 4 4
4 44 4

2 2 2
x y x y x y

xy xy xy
y x y yx x

 

Nátiyjede 
2

4 4
44

2 2
x y x y

xy xy
y x y x

  

2

44
0

x y

y x
 

teń belgisi tek ǵana x y  de, ,x y  qalǵan mánıslerinde teńsizlik orınlanadı. 

5-mısal.  2 2 24 3 14 2 12 6a b c a b c       teńsizlikti dálilleń. 

Sheshılıwı:    2 2 24 3 14 2 12 6 0a b c a b c        

           

     

2 2 22 2 2

2 2 2

2 1 4 12 9 3 6 3 1 1 2 3 3 1 1

1 2 3 3 1 1 0

a a b b c c a b c

a b c

               

       
 

sonǵı teńlik , ,a b c  qálegen mánısınde teńsizlik orınlı ekenin dálilleydi.  
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6-mısal.  Eger 
1 1 2

a c b
 hám 0ac 4

2 2

a b c b

a b c b
 bolsa,  teńsizliginıń 

orınlı ekenın dálilleń. 

Sheshılıwı: 
1 1 2

a c b
 teńliginen b nı tawıp, berilgen teńsizlikke aparıp qoyamız.   

2ac
b

a c
 

2
2 3

22 2 2 2
2

ac
a

a a c aca b a ca c
aca b a a c ac a

a
a c

      (1)                  

2
2 3

22 2 2 2
2

ac
c

c a c acc b a ca c
acc b c a c ac c

c
a c

       (2) 

(1) hám (2) lerdi qosamız. 

2 2

3 3
,

2 2 2 2

2 3
,

2 2 2

3
1 4,

2 2 2

a b c b a c a c

a b c b a c

ac a ca b c b

a b c b ac

a b c b a c

a b c b c a

 

Sebebi 0ac . Teńlikke tek ǵana a b c  bolǵanda erisemiz. Teńsizlik 
dálillendi. 

7-mısal.  Eger  0a b c    bolsa 3 3 3 3a b c abc    teńsizligin dálilleń. 

Sheshılıwı: 3 3 3 3a b c abc    ańlatpasın 3 3a b  ǵa keltiremiz. 

   

3 3 3 3 2 2 3 3 2

3 3

3 3 3 3 3

3

a b c abc a a b ab b c ab abc

a b ab a b c c

          

     
 

 
3 3a b c   

kublardıń qosındısı boyınsha jayamız. 



8 

 

      

      

  

  

  

        

3 3

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3

3

2 3

1
2 2 2 2 2 2

2

1
.

2

a b c ab a b c a b c

a b a b c c ab a b c

a b c a ab b ac bc c ab

a b c a b c ab bc ac

a b c a b c ab bc ac

a b c a b a c b c

        

       

         

        

        

       

 

 Sonǵı teńlik  0a b c    boyınsha teris emes. Eger a b c   bolsa teńlik 

qanaatlandıradı.  Demek bul teńlik , ,a b c lar ushın teńsizliktıń orınlı bolıwın 

dálilleydi. 

8-mısal: 
   

2 32 3 2 3

1 2 1
...

8 8 9 9 77 7

n
S

n n
    

    
 dálilleń. 

Sheshılıwı: ulıwma aǵzası ushın tómendegishe teńsizlikti keltireyik. 

          2 3 3 2

1 7 6 1 1

7 6 6 77 7 7 7

n n n n

n n n nn n n n

  
    

       
 

Nátiyjede 

2 3

1 1 1

8 8 7 8
 


 

2 3

2 1 1

9 9 8 9
 


 

.................. 

   
2 3

1 1

6 77 7

n

n nn n
 

   
 

Joqarıdaǵı teńsizliklerdi qossaq 
1 1 1

7 7 7
S

n
  


 kelip shıǵadı. Teńsizlik 

dálillendi. 

9-mısal:     
2

2 2 4 4 3 3a b a b a b     teńsizlikti dálilleń. 

Sheshılıwı: teńsizliktiń eki jaǵın apiwayılastıramız. 

         
22 2 22 2 2 2a b a b a b a b a ab b        

Eger a b bolsa teńlik orınlı. Eger a b  bolsa, onda  
2

0a b  bolǵanlıqtan 
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     
22 2 2 2 2a b a b a ab b      

teńsizligin dálillew qaladı. 

     

       

2
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

a b ab a b a b ab

a b ab a b a b a b ab a b

     

        

 

2 2 0,a b   a,b nıń qálegen mánisinde orınlı.  Teńsizlik dálillendi. 

10-mısal: 0, 0, 0a b c    hám p-qálegen sanları ushın 

0, 0, 0a b c a c b b c a          teńsizlikleri orınlı bolsa 

  2 2 21 0pa p b pc     teńsizligin dálilleń. 

Sheshılıwı:  teńsizlikti kvadrat teńsizlik kórinisine alıp kelemiz.  

    2 2 2 2 2 2 2 2 21pa p b pc c p a b c p b         

 2 2 2 2 2 2 0c p a b c p b                             (1) 

Teńsizlik qálegen p sanı ushın orınlı bolıwı kerek. 2 0с   bolıp, teńsizlik orınlı 
bolıwı ushın p qarata berilgen kvadrat úsh aǵzalısınıń diskriminantı teris 
mániske iye bolıwı kerek. 

    

          

    

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2

4 2 2

.

D a b c b c a b c bc a b c bc

a b c a b c a b c a b c a b c a b c

a b c a b c b c a c a b

           

               

        

 

bizge berilgen 
0, 0, 0a b c a c b b c a          

teńsizliktiń shártlerin esapqa alǵan halda sonǵı teńlikten 

     0a b c a b c a c b b c a         .  (2) 

Nátiyjede (2) boyınsha 0D   bolıwı kelip shıǵadı. Bul  (1) teńsizliktiń p nıń 
qálegen mánisinde teńsizliktı qanaatlandırıwın dálilleydi. 

 
Shınıǵıwlar 

1. 
2

4

1

1 2

a

a



 teńsizlikti dálilleń. 

2. 
2 2

2 2

a b a b 
  teńsizlikti dálilleń. 

3. 4 2 31 2 2a a a    teńsizlikti dálilleń. 

4. Eger  0, 0,a b   sanları ushın 
2 2a b

a b
b a

    teńsizligin dálilleń. 

5. Eger 0a   sanı ushın 3 22 2a a a     teńsizligin dálilleń. 
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6. Eger 0, 0, 0a b ay bx     hám x y  bolsa 
 a b xy ax by

ay bx a b

 


 
  teńsizliginıń 

orınlı bolıwın dálilleń. 

7. Eger 2a   bolsa 
2 3

1 2

4 4 8a a a


  
  teńsizligin dálilleń. 

8. Eger  0, 0, 0,a b c    bolsa 

       3 3 36 2abc ab a b bc b c ca c a a b c          teńsizligin dálilleń. 

9. Eger 1a    bolsa 3 21a a a    teńsizlikti dálilleń. 

10. Eger 0abc   bolsa 
8 8 8

3 3 3

1 1 1 a b c

a b c a b c

 
     teńsizliginıń orınlı bolıwın 

dálilleń. 

11. Eger 0, 0,x y    42
x y

xy
y x
   teńsizligin dálilleń. 

12. Eger 0, 0a b  bolsa, onda 2 2 2a b c ab ac bc      teńsizlikti dálilleń. 

13. 
2

2

3
2

2

a

a





 teńsizligin dálilleń. 

14. Eger ,
a c

b d
  bolsa 

a b c d

b d

 
  dálilleń. 

15. Egerde ,c d oń sanlar bolıp  , ,a c d b c d     bolsa ab bc ad   dálilleń. 

16. 0, 0, 0a b c   sanları ushın 3 3 3 2 2 2a b c a bc b ac c ab     dálilleń. 

17. Egerde , , ,a b c d   teris emes sanları berılgen bolsa   a c b d ab cd     

dálilleń. 

18.     
2

2 2 4 4 3 3a b a b a b     teńsizlikti dálilleń. 

19. , ,c 0a b b c    bolsa     8a b b c a c abc     teńsizlikti dálilleń. 

20.  4 4 2 21 2 1x y z x xy x z        teńsizlikti  dálilleń. 

21. 12 9 4 1 0x x x x      teńsizlikti dálilleń. 

22. Egerde 1zy yz zx    bolsa, 2 2 2 1x y z    dálilleń. 

23. 4 3 22 1 2x x x    teńsizlikti dálilleń. 

24.  0a b   sanları ushın 
2 2 2 2

x a x b

x a x b

 


 
 egerde x ab  , hám 

2 2 2 2

x a x b

x a x b

 


 
 egerde x ab  teńsizliklerdi dálilleń. 

25. Egerde ,a b  
2 2

2 2
1

x y

a b
   hám 2 2c a b   bolsa  

2 2 24x c y a    

teńsizliginıń orınlı ekenın dálilleń. 
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26. x tıń qálegen mánisinde teńsizliktiń orınlı bolıwın dálilleń. 
1 2

3 3
1 2

x x x

x x x

 
    

 
 

27. Eger 0, 0a b   sanları ushın 
1 1

2 2

a b a b ab

a b

    


 
 teńsizlikti dálilleń. 

28.  Egerde 2 2 1a b   hám 2 2 1c d   bolsa 1ac bd   teńsizligin dálilleń. 

29. 2 2 2a b c a b c      teńsizligin dálilleń. 

30. 
1 1 1 2 1

...
1! 2! !

n

n n


     teńsizlikti  dálilleń. 

31. 
 3 7 11... 4 1 1

5 9 13... (4n 1)

n
P

n

   
 

   
 teńsizlikti  dálilleń. 

32. a,b,c- sanları ushmúyeshliktıń tárepleri uzınlıqları bolsa 

   2 2 2( ) 3a b c a b c a b c a b c abc          

teńsizliktı dálilleń. 

33. 
 

2

2 1 !!1 1 3
... 1

3 1! 3 2! 3 !n

n
S

n


    

  
 Teńsizliktı dálilleń. 

34. Eger 0x   sanı ushın    24 4 2 1 2 1 0x x xx x       teńsizlikti dálilleń. 

35. Eger 0t   hám 3 1t z t    bolsa, 
      

 

3
3

3

33

1 1 22

2 2 1

t t zt t z
z

t z t z

  
 

  
 

teńsizlikti dálilleń. 
36. ,m n  natural sanları ushın tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

 2 !3 7 11 4 1
...

2 2 2 2 !

m nn
m m m m

m

     
         

     
. 

 
1.3 Teńsizliklerdi qarsıdan dálillew usılı menen dálillew. 

Bul  usıldiń maǵanası  mına  tómendegilerden  ibarat  boladı. Meyli mınaday 
teńsizliktiń shın ekenligin dálillew kerek bolsın deyik : 

                                          ( ; ; ) ( ; ; )f x y z g x y z                                  (1) 

Bunı kerisinshe uyǵarıp kóreyik, yágnıy ózgeriwshilerdiń qanday da 
bolmasın bir toparı ushın mına teńsizlik durıs boladı deyik: 

                            ( ; ; ) g( ; ; )f x y z x y z                                    (2) 

Tensizliklerdiń qásiyetlerin qolllanıp,  (2) teńsizlikti turlendiriwdi orinlaydı. 
 Egerde usı turlendiriwlerdiń nátiyjesinde nadurıs kelip shıqsa, onda bul 
(2) teńsizliktiń durıslıgı haqqında boljawımız nadurıs bolıp shıǵadı, al sonıń 
ushın da  (1)  teńsizlik durıs boladı. 

1-mısal. Eger 0, 0, 0, 0a b c d     bolsa mına teńsizlikti dálilleń: 
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( )( )a b c d ab cd     

Sheshiliwi. Qarsısınan uyǵarıp qarayıq, yaǵnıy  a,b,c,d  lardıń mánisleriniń 
ǵeypara toparları ushın, mına teńsizlik  durıs boladı deyik: 

( )( )a b c d  ab cd  

Bul teńsizliktiń eki jaǵin da kvadratqa kóteremız. Sonda mınaǵan iye bolamız: 

ab bc ad cd   2ab abcd cd  . 

Bunnan                                   ab ad    

hám bunnan keyin                  
2

bc ad  

biraq bul, teris emes bc hám  ad  sanları ushın duzilgen Koshi teńsizligine 
qarama- qarsı keledı. 
Demek biziń bulay dep uyǵarıwımız nadurıs eken , yagnıy  a ,b, c ,d lardıń teris 
emes qálegen mánisleri ushın, mına teńsizlik durıs eken : 

( )(b d)a c ab cd     

2-mısal.  Tómendegi teńsizlikti dalilleń : 
2cos( ) cos( ) cos .         

Sheshiliwi. Qarsısınan uyǵarip qarayıq, yaǵnıy qandayda bir   menen   

bar bolıp , olar ushın mına teńsizlik orınlanadı dep uyǵayıq: 
cos( ) cos( )       

cos( ) cos( )     
cos2 cos2

2

 
  

hám                                    
2 1 cos2

cos
2





  

formulalarınan paydalanıp, mınaǵan iye bolamız: 
cos2 cos2 1 cos2

,
2 2

   
  

bunnan  cos2 >1 kelip shıǵadı. Durısında da β nıń qálegen mánislerinde  
cos2 1   bolatuǵın bizler qarama-qarsılıqqa kelip jolıqtıq. Demek , biziń 
joqarıdaǵi  úyǵarıwımız nadurıs eken, al sonın ushin da 

2cos( )cos( ) cos        
2cos( )cos( ) cos        teńsizligi 

durıs  teńsizlik eken. 

Teńlemelerdi sheshiwde teńsizliklerdi qollanıw. Meyli ( ) ( )f x g x  
teńlemesin sheshiw kerek bolsın deyik, hám sonıń menen qatar qandayda bir A 

degen san bar bolıp, ol san bir waqıttiń ózinde ( )y f x  funktsiyasınıń eń ulken 

mánisi hám ( )y g x funktsiyasınıń eń kishi mánisi bolıp esaplansın deyik . 

sonda ( ) ( )f x g x  teńlemesiniń korenleri bolıp ( ) , ( )f x A g x A   

teńlemelerdi funksiyonal usılda sheshiwdiń dara jaǵdayı boladı. 
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2-Misal. Teńlemeni sheshiń. 2 4

2

1
2 ( 1)x x

x
     

 Sheshiliwi. teńlemenińshep jaǵi ushın 0x     bolǵan ,barlıq mánislerde 

2

2

1
2x

x
    teńsizligi, oń jaǵi ushin ondaǵı x  tıń qálegen mánisinde 

42 ( 1) 2x    teńsizligi orınlanadı. Demek berilgen teńlemeniń kórenleri bolıp 

, 1x   2

2

1
2x

x
   hám 

42 ( 1) 2x    teńlemeleriniń ulıwma korenleri 

esaplanadı. 

2

2

1
2x

x
   

teńlemesinen  1 21, 1x x    di tabamız. 
42 ( 1) 2x    teńlemesinen 1x   di 

tabamız. Bul teńlemelerdiń ulıwma bir koreni bolıp , 1x   mánisi esaplanadı. Ol 
koren berilgen teńlemeniń birden-bir koreni boladı. 

 
2-§. Orta mánisler arqali teńsizliklerdi dálillew 

Ayırım teńsizliklerdi dálillewde teńsizliklerdi qandayda bir almastırıwlar 
járdeminde dálilleymız. Bunday almastırıwlar teńsizlikde berilgen 
ózgeriwishlerdıń orta mánisleri arqalı ámelge asırıladı. 

Orta mánisler 

 1 2, ,....,ana a a  oń sanlar izbe-izligi ushın 

- 1 2 ... n
n

a a a
A

n

  
  orta arifmetikalıq mánis 

- 1 2 ....n
n nG a a a     orta geometriyalıq mánis 

- 
2 2 2

1 2 ... n
n

a a a
K

n

  
  orta kvadratlıq mánis 

- 
1 1 1

1 2 ...
n

n

n
N

a a a  


  
 orta garmonikalıq mánis 

Máselen 1 2,a a  oń sanlar ushın joqarıdaǵı orta mánisler tómendegishe anıqlanadı: 

1 2

1 2 1 2 1 2
2 2 1 2 2 2 2 2

1

2
, , ,

2 2
2

a a a a a a
A G a a K N

a a

  
    


 

Orta mánislerdi bir-biri menen tómendegishe teńsizliklerge alıp kelseń 
boladı. 

1) Orta arifmetikalıq hám orta geometrik mánisler ushın Koshi teńsizligi 
orınlı 

1 2
1 2

...
....n n

n

a a a
a a a

n

  
     
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Yaǵniy 
n nA G  hám 

n nA G  teńlik tek ǵana 
1 2 ... na a a    teńlik bolǵanda 

orınlı. 

1-mısal. Eger  0, 0, 0a b c    bolsa a b c ab bc ac      teńsizlikti 

dálilleń. 
Sheshılıwı:  Teńsizliktı dálillew ushın tómendegishe úsh teńsizlikdı dúzıp 

alamız.  

, 2 , 2 , 2 ,
2

a b
ab a b ab b c bc a c ac


         

teńsizliklerdiń qosındısınan  

2( ) 2( )a b c ab bc ac      

nátiyjede   

( ) ( )a b c ab bc ac      

teńsizlik payda boladı,  eger a b c   bolsa teń boladı. Teńsizlik dálillendi. 

2-mısal. , 0x y   bolsa, 2 2 1x y xy x y      teńsizlikti dálilleń. 

Sheshılıwı: Teńsizlikdı apıwayılastıramız 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2
2 2

2

1 1
1 1

2 2 2 2 2 2

,
2 2

1
, 1 .

2 2

1
,

2 2

x x y y
x y xy x y x y

x y
xy

y
y x y xy x y

x
x

             


 




        



 


 

teńsizlik dálillendi. 
2) Orta geometrik hám orta garmonikalıq mánisler arasındaǵı teńsizlik. 

   G a H a  teńsizligi orınlı bolıwın tekseremız. 

Dálili. 

1 2
1 2

...
....n n

n

a a a
a a a

n

  
     

Koshi teńsizliginen paydalanip 

 

  

1
1 1 1

1 1 2

1 2

11 1 1

1 2

...
( )

1 1 1
...

...

n

n

n
n

n a a a
H a

n

a a a

a a a G a


  



  

 
     
    
      
 

 

 

Teńsizlikke iye bolamız. Egerde 
1 2 ... na a a    bolsa    G a H a  teń boladı. 
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3-mısal. Eger , , 0a b c   bolsa 
3

1 1 1 3

a b c

a b c

 


 

 teńsizliktı dálilleń. 

Sheshılıwı : Teńsizliktı kóbeytsek   
1 1 1

9 ,a b c
a b c

 
     

 
 de bunnan 

3

3

3

1 1 1 1
3

a b c abc

a b c abc

   



   


   

   
3

3

1 1 1 9
9.

abc
a b c

a b c abc

 
       

 
 

3) Orta arifmetik hám orta kvadratlıq mánisler arasındaǵı teńsizlık. 

   K a A a  teńsizlik orınlı bolıwın  dálilleymiz.  

2 2 2

1 2 1 2... ...n na a a a a a

n n

     
  

Dálillew: Teńsizlikti dálillew ushın Koshi teńsizliginen paydalanamız 
1 i j n    boyınsha teńsizlikti jazamiz. 

2 2

2 2 2 2 2
2

i j

i j i j i j

a a
a a a a a a


      

Usı boyınsha tómendegi teńlik arqalı korsetemiz. 

 

   

2 2 2 2

1 2 3 1 2

1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

1

... ... 2

... ... .

n i j

i j n

n i j n

i j n

a a a a a a a a

a a a a a n a a a

  

  

        

         




 

Egerde 
1 2 ... na a a      bolsa    K a A a  teńlik kelip shıǵadı. 

4-mısal. Eger  0, 0, 0, 0a b c d     bolsa, tómendegi teńsizliktı dálilleń. 

         46a b c d a c b d a d b c abcd          

 Sheshılıwı: Koshi teńsizligine paydalanıp tómendegishe teńliklerdi dúzemiz. 

   42 2 2
2 2

a b c d
a b c d ab cd abcd

 
        

   42 2 2
2 2

a c b d
a c b d ac bd abcd

 
        

   42 2 2
2 2

a d b c
a d b c ad bc abcd

 
        

Endi teńliklerdi qosamız.  
Nátiyjede 

         46a b c d a c b d a d b c abcd          
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kelip shıǵadı. Teńsizlik dálillendi. 
 5-mısal. 

1 2 1 2, , ,a a b b  sanları ushın tómendegi  teńsizlikti dálilleń. 

   
2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 .a a b b a a b b        

Sheshılıwı: teńsizliktı dálillew ushın Koshi teńsizliginen paydalanamız. 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 1 1 2 22a b a b a b a b   
2 2 2 2

1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 22 2a b a b a b a b a b a b    
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 22a b a b a b a b a b a b a b a b       

    
22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2a a b b a b a b     

  2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2a a b b a b a b a b a b       

    2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 22 2a a b b a b a b     

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 22 2a a b b a a b b a a b b a b a b             

     
2

2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2a a b b a b a b        

     
2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2a a b b a b a b        

 Teńsizlik kelip shıǵadı. Egerde 
1 2 2 1a b a b  bolsa teńlik orınlı boladı. 

Teńsizlik dálillendi. 
 6-mısal. Eger 0, 0, 0a b c   sanları bar bolsa,  

  2 2 2 9a b c a b c abc      

teńsizligin dálilleń. 
Sheshılıwı:   Koshi teńsizligi boyınsha tómendegishe teńsizliklerdi dúzemiz.  

33a b c abc    
2 2 2 2 2 233a b c a b c    

 Eki teńsizlikdi oń hám shep jaqlarin bir-birine kóbeytemiz. Nátiyjede 

  2 2 2 2 2 239 9a b c a b c a b c abc       

 Nátiyjede joqarıdaǵı biz dálillemekshi bolǵan teńsizlik kelip shıǵadı. 
Teńsizlik dálillendi. 
 7-mısal. Eger 0, 0,z 0x y   bolsa   

 3xy yz zx xyz x y z      

teńsizlikti dálilleń. 
 Sheshılıwı:    

 3xy yz zx xyz x y z      

berilgen teńsizliktı kvadratqa kóteremiz. 
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   

       

 

2

2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3

2 2 3 3 3

(1)

xy yz zx xyz x y z

xy xy z yz xy yz zx zx x yz xy z xyz

x y y z z x xyz x y z

    

        

     

 

Koshi teńsizliginen paydalanıp tómendegi teńliklerdi dúzemiz. 
2 2 2 2

4 2 2 2 2

2 2 2 2
2 4 2 2 2

2 2 2 2
2 2 4 2 2

,
2

,
2

2

x y x z
x y z x yz x yz

y z x y
x y z xy z xy z

z x z y
x y z xyz xyz


  


  


  

 

Aqırǵı úsh teńsizlikti qossaq, (1) teńsizlik kelip shıǵadı. Teńsizlik dálillendi. 

 8-mısal. n  natural sanlar ushın  
 1

!
2

n

n
n

 
  
 

teńsizliktı dálilleń. 

 Sheshılıwı:    
 1 1

! !
2 2

n

n
n n

n n
   

     
  

            (1) 

n N  san bolǵanlıqtan sonǵı teńsizlikti tómendegishe túrlendiremiz. 

 
 

11 1 1
1 2 3 ... n

2 2

n nn

n n


        

 Bul teńliktı teńsizliktıń oń jaǵı menen almastıramız. 

 
1

! 1 2 3 ... nn n
n

      

 Nátiyjede orta arifmetikalıq hám orta  geometriyalıq mánisler arasındaǵı 
qatnasqa tiykarlanıp  (1) teńsizlik  2n   sanları ushın dálillendi. 
 9-mısal. Oń , ,a b c  sanları ushın 8abc  shárt qanaatlandırılsa, onda 

        

2 2 2

3 3 3 3 3 3

4

31 1 1 1 1 1

a b c

a b b c c a
  

     
 

Teńsizlikti dálilleń. 
 Sheshılıwı:   Orta arifmetikalıq hám orta geometriyalıq mánisler boyınsha 
Koshi teńsizliginen paydalanıp, 

  

  

  

2
3 2

2
3 2

2
3 2

2
1 1 1 ,

2

2
1 1 1 ,

2

2
1 1 1

2

a
a a a a

b
b b b b

c
c c c c


     


     


     

 

Qatnaslardı alamız. Endi tómendegi teńsizliktı dálillesek jetkilikli boladı: 
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        

          

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4

32 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2

2 8 72

a b c

a b b c c a

a c b a c b a b c

a b b c c a a b c a b c

   
     

         

       

 

Bul teńsizlik tómendegi teńsizliklerdi aǵzama-aǵza qosiwdan kelip shıǵadı. 

 

 

42 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 23

3 48,

2 6 24

a b b c c a abc

a b c a b c

   

   

 

Demek joqarıdaǵılardan teńsizliktıń dálilleniwi payda boldı. Teńsizlik dálillendi. 
 10-mısal. Eger 0 a b c    shárt orınlansa, onda tómendegi teńsizlikti 
dálilleń. 

   3 4 2 60a b b c c a abc     

 Sheshılıwı:   Orta arifmetikalıq hám orta geometriyalıq mánisler boyınsha 
berilgen Koshi teńsizliginen tómendegishe paydalanamız: 

       
19 1711

3 4 25 34 20 1512

2 11 1 1
15 2012 12 20

1 11 1

20 2012 12

3 4 2 2

4 5 3 60

60 60 60 60

a b b c c a a b b b b c c c c c a

ab b c a c a b c

c c c c c
abc abc abc abc

a b
a b a b

            

       

    
         

   
 

 

Bunda , 1
c c

a b

   
   

   
 boladı. Teńsizlik dálillendi. 

Shınıǵıwlar. 

1. Eger , ,a b c R  hám 2 2 2 1a b c    bolsa, onda tómendegi teńsizliktı dálilleń. 

3 3 3

5

2

bc ac ab

a a b b c c
  

  
 

2. Eger 0, 0a b   bolsa 
2

1 1
ab

a b





  teńsizlikti dálilleń. 

3.  Eger 
1 2 3 4 5, , , , 0a a a a a   bolsa  2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5a a a a a a a a a a         

teńsizlikti dálilleń. 

4. Eger 0, 0, 0a b c    bolsa 3

3

a b c
abc

 
  teńsizlikti dálilleń. 

5. Eger 0, 0, 0a b c   bolsa 3
a b c

b c a
    teńsizlikti dálilleń. 

6. Teńsizliktı dálilleń. 
2 2 2 2

4 4

a b c d a b c d     
  
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7. Eger 0, 0, 0a b c    bolsa, onda tómendegi teńsizliktı dálilleń. 
2 2 2

0
a ab b bc c ac

a b b c a c

  
  

  
 

8. Eger 0, 0, 0a b c    bolsa, a b c ab bc ac      teńsizliktı dálilleń. 

9. Eger 0, 0, 0a b c    bolsa, 3 3 3 2 2 2a b c a bc b ac c ab      

10. Eger 0, 0a b   sanları bar bolsa,  

   
222 2x a c x b c a b        

teńsizlikti dálilleń. 
11. Eger , ,c 0a b   hám 1a b c   onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

     
2 2 2

3a b c b a c c a b          

12. Eger , ,c 0a b   hám 2 2 2 1a b c    onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

3 3 3

5

2

bc ac ab

a a b b c c
  

  
 

13. Eger 0a  bolsa, onda  tómendegi teńsizlikti dálilleń. 
3 3

23 4
2

a b
ab


   

14. Eger , ,c Ra b   bolsa,  onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

       
4 4 4 4 4 44

7
a b b c a c a b c         

15. Eger , , 0x y z   hám  3x y z    bolsa, onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

x y z xy xz yz      

16. Eger 0, 0,c 0a b   bolsa, onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

  3 3 3 2 2 215 2a b c abc a b c a b c         

17. Eger , ,c 0a b   bolsa  
2 2 2

2 2 2 2 2 2
4 7

a b c ab bc ac

b c a a b c

  
    

  
 dálilleń. 

18. Eger , ,c 0a b   bolsa, onda tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

2 2 2
3 1

a b c ab bc ac

b c a a b c

 
    

 
 

19. Egerde n natural san bolsa, tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

   1 2 !!
n

n n   

20. Egerde n natural san bolsa, tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

 
  2 1 2 1

!
6

n

n n
n

  
  
 

 

21. Egerde n natural san bolsa, tómendegi teńsizlikti dálilleń. 
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   
2

3 3 1 4 3 !nn n n   

22. Eger , , 0x y z   hám 2x y z    bolsa, 3 3 3 3 3 3 2x y y z z x xy yz zx       

ni dálilleń. 
23. Eger , , 0a b c   bolsa,  

4
a b b c a c a b c

c a b b c a c a b

    
     

   
 ni dálilleń. 

24. Oń a,b,c sanlardıń kóbeymesi birge teń bolsa, 
1 1 1

1,2
1 1 1

0,64 0,64 0,64a b c
b c a

  

     

 

teńsizlikti dálilleń. 

25. Oń  ,a b  sanlar ushın 
 

33 2 2 3

1 1 1 1 64

3 3 3a ab a b b a b
   


 teńsizlikti dálilleń. 

26. Oń , ,a b c  sanlar 1ab bc ca    teńlikti qanaatlandirsa, 

3 3 3
1 1 1 1

6 6 6b c a
a b c abc
       

teńsizlikti dálilleń. 
27. Eger 0x   hám n-oń putin san bolsa, onda tómendegi teńsizliktı dálilleń. 

2 2

1

1 ... 2 1

n

n

x

x x x n


    
 

28. Eger ,a b  sanları oń hám hár qiyli sanlar bolsa, onda tómendegi teńsizliktı 

dálilleń.     1 2 2 1
2... 1
n

n n n n na a b a b ab b n ab          

29. Eger 0, 0, 0 1a b p     sanları ushın tómendegi teńsizlikti dálilleń. 

  1p pa b a a pb     

30. Haqiyqiy oń , ,x y z sanlar ushın shártdi 1xyz  qanaatlandirilsa tómendegi 

teńsizlikti dálilleń. 
5 2 5

5 2 2 5 2 2 5 2 2
1

x y z

x y z y z x z x y
  

     
 

 
3-§. Teńsizliklerdi dálillewde Matematikalıq indukciya metodınan 

paydalanıw 
 Matematikalıq induktsiya metodı teoremalardı, tastıyıqlawlardı hám 
teńsizliklerdı dálillewde keń túrde paydalanıladı. 
İnduktsiya - «alıp keledi» degendi ańlatıwshı latın sózi. 
 Oqıwshı dáslepki waqıtlarda matematikalıq túsiniklerdi baqlaw, tájiriybe 
arqalı qabıl etiwge beyimlengen boladı; tájriybe hám baqlaw arqalı 
matematikalıq shınlıqtı úyreniw induktsiya dep ataladı. Ulıwma túrde induktsiya 
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dep dara tastıyıqlawlardan ulıwma tastıyıqlawlardı keltirip shıǵarıwǵa aytıladı. 
İnduktsiya tolıq, tolıq emes hám matematikalıq induksiya bolıp bólinedi. 
 Eger múmkin bolǵan dara jaǵdaylardıń birewinde qaldırmay qaraǵannan 
ulıwma juwmaq shıǵarılsa bul tolıq induktsiya boladı. Mısalı: ekinshi onlıqtaǵı 
ápiwayı sanlardı anıqlaw ushın ondaǵı barlıq sanlardı tómendegishe jazıwǵa 
boladı: 

11 1 11;12 1 2 2 3;13 1 13;14 1 2 7;15 1 3 5;

16 1 2 2 2 2;17 1 17;

18 1 2 3 3;19 1 19; 20 1 2 2 5

 

Ekinshi onlıqta barlıǵı 4 ápiwayı san bar eken. 
 Egerde ulıwma juwmaq dara jaǵdaylardı tolıq qaramastan shıǵarılǵan 
bolsa, onda tolıq emes induktsiya boladı. Tolıq emes induktsiya tiykarında 
shıǵarılǵan juwmaqtıń durıslıǵına iseniwge bolmaydı. 
 Mısalı. 412  хху  úsh aǵzalıǵı 39,...3,2,1,0х  mánislerinde ápiwayı san, 

al x=40 mánisinde 241  quramalı san boladı.Solay etip biziń pikirimiz bir neshe 
dara jaǵdaylarda durıs bolıp, ulıwma alǵanda durıs bolmay shıqtı. 
 Endi soraw tuwıladı: bazı bir tastıyıqlawlar bir neshe dara jaǵdaylar ushın 
durıs, biraq barlıq dara jaǵdaylardı qarap shıǵıw múmkin emes, sonda bul 
tastıyıqlawdıń durıslıǵın qalay biliwge boladı. Bul soraw matematikalıq 
induktsiya metodı járdemi menen sheshiledi. 

 
Matematikalıq induktsiya metodı 

Matematikalıq induktsiya metodınıń tiykarı tómendegi printsipke tiykarlanǵan: 
Eger bazıbir tastıyıqlaw 
 1) 1n   bolǵanda durıs hám 
 2) usı tastıyıqlawdıń qanday da bir erikli n k   mánisinde durıslıǵınan  

1n k  bolǵanda da durıs bolatuǵınlıǵı kelip shıqsa, onda ol tastıyıqlaw 
qálegen natural n sanı ushın durıs boladı. Usı printsipke tiykarlanǵan dálillew 
metodı matematikalıq induktsiya metodı dep ataladı. 
 Endi biz Matematikalıq induksiya metodı járdeminde teńsizliklerdi 
dálillewdı úyrenemiz. 

 1-mısal: Eger 1n  bolǵanda 
1 1 1 13

...
1 2 2 24n n n

  teńsizlikti 

dálilleń. 
 Sheshılıwı: 1) Joqarıdaǵı tastıyıqlaw boyınsha dáslep  2n  bolǵanda 
mánisi 

1 1 1 1 7 14 13

2 1 2 2 3 4 12 24 24
 

Teńsizlik orınlanadı. 

2) 1n k da          
1 1 1 13

...
1 2 2 24k k k
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orınlı dep esaplap, 1n k  daǵı teńsizliktı tekseremiz. 
1 1 1 1 1 1

... ...
2 2 2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 13 1 1

2 2 1 2 2 1 24 2 1 2 2

13 1 13

24 2 1 2 2 24

k k k k k k

k k k k k k

k k

 

Demek, 1n k  de teńsizlik orınlı bolatın eken. Teńsizlik 1n  de dálillendi. 
 2-mısal: 0, ,a b a b  n-birden úlken natural sanlar ushın 

12
nn n na b a b  

ekenligin dálilleń. 
 Sheshılıwı: 1)  2n  de 

22 1

2 2 2 2

22 2

2

2 2 2

2 0

n na b a b

a b a ab b

a b ab a b

 

Teńsizlik orınlı.  2) n k  da 12
kk k ka b a b  teńsizlik orınlı bólsin. 

1n k  de  
11 12

kk k ka b a b  ekenligin kórsetemiz. 
1 1

1 1 1

2

2 .

k k k k k

k k k k k

a b a b a b a b a b

a a b b a b
 

Bunnan 1 1k k k ka b b a a b  

0 0k k k ka a b b b a a b a b  

Eger a b  bolsa, onda kóbeyme oń. Eger a b  bolsada kóbeyme oń san boladı. 
Sonıń ushın 

1 1 1 1 1 12 2
k k k k k k k k ka b a a b b a a a b  

Demek teńsizlik dálillendi. 
 3-mısal. Qálegen n natural san ushın 

1 1 1
... 1

1 2 3 1n n n
 

Teńsizlik orınlı bóliwin dálilleń. 

 Sheshılıwı:  
1 1 1

...
1 2 3 1

nS
n n n

  dep belgılep alamız. 

1n de tekseremiz, 
1 1 1 13

... 1
1 1 1 2 3 1 1 12

nS . 

n k  da  
1 1 1

... 1
1 2 3 1

kS
k k k

 teńsizlik orınlı dep esaplaymız. 
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1n k  de teńsizlik qanaatlandırıwın dálilleymız. 

1

1

1 1 1 1 1 1
... 1

2 3 3 1 3 2 3 3 3 4

1 1 1 1 1 1
...

2 3 3 1 3 2 3 3 3 4

k

k

S
k k k k k k

S
k k k k k k

 

1

0

1 1 1 1 1 1
...

1 1 1 2 3 3 1

1 1 1 1
1

3 2 3 3 3 4 1

kS

k k k k k k

k k k k

 

Endi sonǵı 4 aǵzasıdan duzilgen ańlatpa nolden úlken ekenın dálilleymız. 

2 2 2

1 1 1 1 1 1 2

3 2 3 3 3 4 1 3 2 3 4 3 3

3 4 3 3 3 2 3 3 6 4 3 4

3 2 3 3 3 4

9 21 12 9 15 18 36 16

2
0

3 2 3 3 3 4

k k k k k k k

k k k k k k

k k k

k k k k k

k k k

 

Demek bul nolden ekenı kelıp shıǵadı. Matematikalıq induksiya metodı boyınsha  

qálegen n  natural san ushın 
1 1 1

... 1
1 2 3 1n n n

 teńsizlik 

qanaatlandıradı dep juwmaq shıǵaramız. 
 4-mısal. 1 2, ,..., na a a -oń sanlar ushın 

1 2
1 2

...
...n n

n

a a a
a a a

n
 

Orınlı bolıwın dálilleń. 
 Sheshılıwı:  1n  de 1 1a a  

2n  de                     
21 2

1 2 1 2 0
2

a a
a a a a    

orınlı. 
Endi  n k teńsizlik orınlı bolsa, teńsizlikdi 2n k  da orınlı ekenin kórsetemiz. 

1 2
1 2

...
...k k

k

a a a
a a a

k
 

Orınlı bolsın. 

1 2 2 2
1 2 2

...
...

2
k k

k

a a a
a a a

k
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2
1 2 2 1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 2

... ... ...

... a ...
... ...

2 2

...

2

k k k
k k k k

k k k
k k

k k k

k

a a a a a a a

a a a
a a a a k k

a a

k

 

2n k  de teńsizlik tuwri ekenin kórsetedi. Demek, bul 4, 8,..., 2rn n n   r -

natural sanlarda tuwrı. Qálegen n-de kórsetiw ushın n k  da tuwrı bolsa, 
1n k  tuwrılıǵın kórsetiw jetkilikli. 

Meyli bizge 1 2 1, ,..., ka a a -oń sanlar berilgen bolsin. 0x  qandayda bir san. 

Bunda 

1 2 1
1 2 1

...
... kk

k

a a a x
a a a x

k
 

x ni sonday etip tanlaymız, 

1 2 1 1 2 1... ...

1
k ka a a x a a a

k k
 

Yáǵniy 

1 2 1...

1
ka a a

x
k

 

1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 2 11
1 2 1

... ... ...

1 1

...
...

1

k k kk

kk
k

a a a a a a a a a

k k

a a a
a a a

k

 

 Endi eger m – qálegen natural san bolsin. Eger 2rm  bolsa teńsizlikdıń 
orınlı ekenin kórsetdik. 2m n  bolsa, orınlı ekenı kórsetildi, 2 1m n  bolsa 

2m n  da orınlıǵınan joqarida kórsetgenimizdey 2 1n  de orınlı bolatuǵını 
kelip shıǵadı. Teńsizlik dálillendı. 

 
 

Shınıǵıwlar 

1. Teńsizliktı dálilleń.  ! ,
3

n
n

n n N  

2. Teńsizliktı dálilleń. 
1

! , : 2
2

n
n

n n N n  

3. Teńsizliktı dálilleń.  2! , : 3
n

n n n N n  

4. Teńsizliktı dálilleń.  1! 2 , : 3nn n N n  

5. Teńsizliktı dálilleń.   22 2, 5n n n  

6. Teńsizliktı dálilleń.   
!

! ! 1 !
n

n n  
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7. Teńsizliktı dálilleń. 
1 3 5 2 1 1

...
2 4 6 3 1

n

n n
 

8. Teńsizliktı dálilleń. 5 7 3n n  
9. Teńsizliktı dálilleń. 2, 4 3 2n n nn  

10. Teńsizliktı dálilleń. 3 2n n n  

11. Teńsizliktı dálilleń.  2 3! 2 , : 5nn n N n  

12. Teńsizliktı dálilleń.   22 1, 5n n n  

13. Teńsizliktı dálilleń.  17, 2 1nn n n   

14. Teńsizliktı dálilleń.  310, 2nn n  

15. Teńsizliktı dálilleń. 1,2,n hám 6n  22 2 3 1n n n  

16. Hár qanday 2n n N  larda 
2 2 2

1 1 1
... 1

2 3 n
 teńsizlik orınlı bolıwın 

dálilleń. 
17.     Eger  0a  hám  n    qálegen  san bolsa  tómendegi  teńsizlikti dálilleń. 

1
1

1

n
a

na
 

18. Teńsizliktı dálilleń. 3 2 ,n n n n N  

19. Teńsizliktı dálilleń. 
2

2

1 1
,

n
n n

n N
nn

 

20. Teńsizliktı dálilleń. 
1 2

1 1
1 1 ,

1

n n

n N
n n

 

21. Teńsizliktı dálilleń. 2 12 1 ! , : 2nn n n N n  

22. Eger n  natural san bolsa, 
lg1 lg2 ... lg

lg 1
n

n
n

 teńsizliktı dálilleń. 

23. Hár qanday n N  larde 
1 1 1

1 ... 2
2 3

n n
n

 teńsizlik 

orınlı bolıwın dálilleń. 
24. Hár qanday 3n n N  larda 2 2 1n n  teńsizlik orınlı bolıwın dálilleń. 

25. Eger 0 i    bolsa, bunda 1,2,3,...,i n   

1 2 1 2... sin sin ...sin
sin n n

n n

         
  

Teńsizliktı dálilleń. 
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Juwmaqlaw 
Búgingi kúnde klassikalıq teńsizlikler matematikanıń kópshilik 

tarawlarında tiykarǵı orınlardı iyeleydi. Mektep kursındaǵı matematikanıń oqıw 
dástu`rinde de teńsizlikler ushın keń orın berilgen. Teńsizlikler tuwındı ha`m 
integraldı, sonday-aq qatarlar teoriyasınıń geypara elementlerin úyrengende de 
keń qollanıladı hám teńsizlikler járdeminde izbe-izlikler, funktsiyalar 
izertlenedi. 

 Biz bul oqıw-metodikalıq qollanbada teńsizliklerdi dálillew usılları hám 
olardı sheshıw  metodikasın jarattıq. Qollanbada teńsizlikler tuwralı ulıwma 
túsınık, orta mánisler, matematikalıq induksiya metodı hám taǵı basqada usıllar 
arqalı teńsizliklerdi dálillew boyınsha keń túsınıkler berilgen. Teńsizlikler 
sheshkende jiberiletuǵın tiykarǵı qáteliklerdi joǵaltıw jolları usılları anıqlama 
hám de mısallar, qosımsha shınıǵıwlar arqalı kórsetilip ótilgen.    

Ulıwmalastırıp aytqanda, bul jumıstı, teńsizliklerdi dálillew usılların jeńil 
ózlestiriwde metodikalıq qural retinde qollanıw múmkin. 
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