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Qizim Shaxloning yorqin xotirasiga bag‘ishlayman 
Muallif 

 
KIRISH 

 
Buziluvchan giperbolik, elliptik turdagi va aralash turdagi tenglamalar uchun 

chegaraviy masalalar nazariyasi zamonaviy xususiy hosilali differensial tenglamalar 
nazariyasining asosiy yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi va u muhim amaliy 
masalalarni yechishda qo‘llaniladi. Buziluvchan giperbolik, elliptik va aralash turdagi 
tenglamalar nazariyasining rivojlanishi dastlab G. Darbu [38],  F.Trikomi [40], E. 
Xolmgren [43] va S. Gellerstedtlarning [42] mos ravishda 1894, 1923, 1927 va 1938-
yillarda e’lon qilingan fundamental ishlaridan boshlangan. 

Aralash turdagi  
0)(  yyxx uuyuT                              (1) 

tenglama uchun birinchi fundamental tadqiqotlarni italyan matematigi 
Franchesko Trikomi bajargan. U hozirgi vaqtda uning nomi bilan ataluvchi quyidagi 
Trikomi masalasini ta’riflagan  va  yechgan: iyxz   kompleks tekisligining 0y  
yarim tekisligida uchlari  0,0A  va  0,1B  nuqtalarda bo‘lgan Г  silliq Jordan chizig‘i 
bilan, 0y  yarim tekislikda esa (1) tenglamaning AC  va BC  xarakteristikalari 
bilan chegaralangan bir bog‘lamli   sohada (1) tenglamaning ushbu  

 
   yxyxu ,,  ,   Гyx , ,                                    (2) 

 
 )(),( xyxu  , ACyx ),( ,                                 (3) 

 

y
y

y
y

uu
00

limlim


 ,                                      (4) 

 
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi ),( yxu  topilsin. ),( yxu  funksiya 

regulyar yechim deyiladi, agarda u ushbu shartlarni qanoatlantirsa:  
1) ),( yxu -   sohada uzluksiz;  
2) birinchi tartibli hosilalar A va B  nuqtalardan tashqari barcha   sohada 

uzluksiz va bu nuqtalarda birdan kichik tartibda cheksizlikka aylanishi mumkin;  
3) ikkinchi tartibli hosilalar   sohaning buzilish chizig‘idan tashqari barcha 

nuqtalarida uzluksiz, bu hosilalar buzilish chizig‘ida mavjud bo‘lmasligi ham 
mumkin;  

4) ),( yxu  funksiya AB\  sohaning barcha nuqtalarida (1) tenglamani 
qanoatlantiradi. 

 Bu ishlardan keyin buziluvchan va aralash turdagi tenglamalar uchun 
chegaraviy masalalar nazariyasi ko‘p yo‘nalishlarda o‘rganildi va rivojlantirildi. 
Xususan, Trikomi masalasi umumiyroq aralash turdagi tenglamalar uchun 
[4,5,6,11,13,14,15] ishlarda, Trikomi masalasining har xil modefikatsiyasi [3,10,17-
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23,32-37,41,42] ishlarda spektral masalalar [1,28,30,37] ishlarda o‘rganildi. Eng 
muhim natijalar va adabiyotlar ro‘yxati   A. V. Bitsadze [4],  M. M. Smirnov [38], M. 
S. Salaxitdinov [31], T. D. Djurayev [11], A. M. Naxushev [27], E. I. Moiseyev [28], 
A. P. Soldatov [39], A.I.Kojanov [15] monografiyalarida keltirilgan.  

Quyidagi singulyar koeffitsiyentli buziluvchan giperbolik tipdagi tenglamani 
0Im,  ziyxz  kompleks yarim tekislikdao‘rganamiz: 

 

    01
0

12
0  

yx
m

yyxx
m uyuyuuy  ,            (5) 

 
bu yerda m , 0   va 0 - haqiqiy sonlar, hamda ular ushbu 

 
2/)4(2/ 0  mm  , 2/)2(0  m , 

 
shartlarni qanoatlantiradi. 0D  soha iyxz   kompleks tekislikning bir bog‘lamli 
sohasi bo‘lib, u (5) tenglamaning   

1)(
2

2: 2
2





m

y
m

xAC , 

       
1)(

2
2: 2

2





m
y

m
xBC , 

 
xarakteristikalari hamda 0y o‘qining AB  kesmasi bilan chegaralangan bir 
bog‘lamli sohasi  bo‘lsin. 

(5) tenglama shu narsa bilan e’tiborliki, birinchidan, bu tenglamaning kichik 
hadlari oldidagi koeffitsiyentlari singulyar maxsuslikka ega, ikkinchidan, bu yerda 

 
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

xx yy x y
K y h x y u u a x y u b x y u c x y u f x y    

       
(6) 

 
buziluvchan umumiy giperbolik tipdagi tenglama uchun Koshi masalasini normal 
yechilishining 

0
)(
),(lim

0


 yK
yxya

y
,                               (7)  

 
Protter sharti [38] buziladi, bu yerda 0),( yxh , 0)0( K , 0)( yK ,  0y  da (7) 
shart bajarilmasligiga qaramasdan, agar 2/0 m , 00   bo‘lsa, (5) tenglama 
uchun Koshi masalasi korrekt qo‘yilgan [38]. 

Bundan, (5) tenglama uchun Koshi masalasini normal yechilishida (7) shart 
zaruriy shart emasligi kelib chiqadi.  

Endi (5) tenglamada 00  ,  20 m  bo‘lsin: 
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     0)2/( 12   x
m

yyxx
m uymuuy ,                    (8) 

(8) tenglama uchun Darbu masalasini ta’riflaymiz. 
Darbuning ikkinchi masalasi: 0D  sohada (8) tenglamaning ushbu 
 

)()0,( xvxuy  , Ix : )(xu BC   ,  1,0x ,                   (9) 
 

shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar )()(),( 0
2

0 DCDCyxu   yechimi topilsin, 

bu yerda    ICxv 2 ,      ICICx 21  ,  1,1I - 0y o‘qining intervali. 
 1-teorema.Darbuning ikkinchi masalasiga mos bir jinsli masala cheksiz ko‘p 
chiziqli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarga ega, bir jinsli bo‘lmagan masala esa faqat va 
faqat 

 
     )(122)12( xxmxv    ,  1,0x , 

 
shart bo‘lgandagina  yechimga ega bo‘ladi, bu yerda   2 mm . 

Bir jinsli Darbuning ikkinchi masalasining barcha notrivial yechimlari 
 

  )1(
2

2),( 02
2

0  












m
y

m
xyxu , 

 
formula bilan beriladi, bu yerda )()()( 2

0 ICICx   sinfdagi ixtiyoriy funksiya.  
Endi (8) tenglama uchun (9) Darbu shartlarini ushbu  
 

)()0,( xvxu
y

  ,  Ix  ;  )(xu AC  ,  0,1x (10) 

 
shaklda beramiz. 

 
2-teorema.(8), (10) masala yagona yechimga ega .  
1-va 2-teoremalardan ushbu  xulosa kelib chiqadi: qat’iy giperbolik tenglamalar 

uchun qo‘yilgan Koshi masalasining korrektligidan Darbu masalasining korrektligi 
kelib chiqadi. Buziluvchan giperbolik tenglamalarda esa, umuman olganda, Koshi 
masalasi korrektligidan Darbu masalasining korrektligi kelib chiqmaydi. Buning 
ustiga (8) buziluvchan giperbolik tenglama uchun umuman olganda xarakteristikalar, 
chegaraviy shartlarning ularda qo‘yilishi ma’nosida teng huquqli emas. 

(5) tenglamada 00   bo‘lsin: 
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    00  yyyxx
m uyuuy  .                    (11) 

 
Bu tenglama juda ko‘p matematiklar tomonidan o‘rganilgan [6,12,20]. Umuman 

olganda, (11) tenglama uchun oddiy Koshi masalasi korrekt bo‘lmasligi mumkin. A. 
V. Bitsadze [6] (11) tenglama uchun boshlang‘ich shartlari bir jinsli bo‘lgan:  

 

 0)0,( xu ,  Ix ;   0lim
0





 y
u

y
, Ix ;               

 
Koshi masalasi 20 m   bo‘lganda, ushbu 
 

    

























2

2
02

2
0),(0 2

2
2

2 mm
yx y

m
xy

m
xu  , 

 

ko‘rinishdagi notrivial yechimlarga ega ekanligini ko‘rsatgan, bu yerda )(0 x  ikki 
marta uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan ixtiyoriy funksiya. Shu holatdan kelib chiqib, A. 
V. Bitsadze boshlang‘ich shartlari  

 

)()0,( xxu  , Ix ; )()(lim 0

0
x

y
uy

y









, Ix ,    (12) 

 
ko‘rinishda bo‘lgan shakli o‘zgargan Koshi masalasini o‘rgangan va uni korrekt 
ekanligini ko‘rsatgan, bu yerda   

  12 0  m . 
Agar 10   bo‘lsa, (11) tenglamaning yechimlari buzilish chizig‘i atrofida 

chegaralangan bo‘lmaydi. Haqiqatdan ham, ushbu 
 














,
,

)ln(

)(
),(

01

0
y

y
yxu



agar
agar

lsabo
lsabo
'

,'
1

1

0

0







 

 
xususiy yechimlar yuqoridagi fikrimizni tasdiqlaydi. 

10   bo‘lganda Koshi masalasi korrekt bo‘lishi uchun boshlang‘ich shartlar  
 

);(),()(lim
1

0
0

xyxuy
y








   





 




 


yxuy

y
y

y
,)(lim 1002

0


 

ko‘rinishda bo‘lishi kerak;  
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10   bo‘lganda esa Koshi masalasi korrekt bo‘lishi uchun boshlang‘ich 
shartlar   

 

)(
)ln(

),(lim 2/)2(0
x

y
yxu

my


 
, 

 

)(
)ln(

),(),()(ln)(lim 2/)2(
2/)2(2

0
x

y
yxAyxu

y
yy m

m
y















 



, 

 
ko‘rinishda bo‘lishi kerak, bu yerda ),( yxA aniq ko‘rinishga ega bo‘lgan maxsus 
kiritilgan funksiya. 

Shunday qilib, (5) tenglama yechimining tuzilishi va differensial xossalari uning 
kichik hadlari oldidagi koeffitsiyentlar  0  va 0  ga bog‘liqdir.  (5) tenglama uchun 
masalalar 00  O  parametrik tekislikda ),( 00 P  nuqtaning o‘zgarishiga qarab 
qo‘yiladi. 
 0y    yarim tekislikda 

 

0)/( 0  yyyxx
m uyuuy                    (13)  

 
tenglamani o‘rganamiz. 

(13) tenglama shu bilan xarakterliki, uning uchun oddiy N masalasi korrekt 
emas. Haqiqatdan ham, 0 -yuqori 0y yarim tekislikda yotuvchi va uchlari 

)0,1(A , )0,1(B nuqtada bo‘lgan (13) tenglamaning normal chizig‘i, 

1)2(4 222
0 :   mymx chizig‘i hamda 0y o‘qining AB kesmasi bilan 

chegaralangan bir bog‘lamli bo‘lsin. Ushbu masalani ta’riflaymiz. 
 N masalasi. 0  sohada (13) tenglamaning ushbu  

      

),(00
yxu   , 0),( yx , 

 

)(0 x
y
u

y 



 , )1,1( Ix , 

 
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi     )(, 0

2
0  CCyxu  topilsin.  

 Bevosita tekshirish yordamida ko‘rsatish mumkinki, ushbu 
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2
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


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
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
















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



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m
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m

x

y
m

x
yxu  

 
funksiya bir jinsli N  masalaning notrivial yechimi bo‘ladi, ya’ni (13) tenglama uchun 
N  masalasi korrekt emas. Shu munosabat bilan A.V.Bitsadze (13) tenglama uchun 
ushbu shakli o‘zgargan N  masalasini o‘rgangan:  
 0  sohada (13) tenglamaning ushbu  

 

),(00
yxu   ,     0),( yx , 

),(lim 0
0

x
y
uy

y
 





)1,1( Ix  

 
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi topilsin. 

Shakli o‘zgargan N  masalasi korrekt qo‘yilgan.  
Ushbu o‘quv qo‘llanmada asosan singulyar koeffitsiyentli  
 

  0/0
12/

0  
yx

m
yyxx

m uyuyuuysigny       (14) 
 

tenglama o‘rganilgan. (14) tenglama iyxz  , kompleks tekisligining  0Im z  
yuqori yarim tekisligida uchlari )0,1(A  va )0,1(B  nuqtalarda va yuqori yarim 
tekislikda joylashgan Г : )(xfy   chizig‘i bilan, 0Im z  pastki yarim tekislikda 
esa (14) tenglamaning AC  va BC  xarakteristikalari bilan chegaralangan bir 
bog‘lamli D  sohada o‘rganildi. 

 Asosiy e’tibor (14) tenglama uchun  0 yDD   sohada shakli o‘zgargan 

Koshi masalasini o‘rganishga,  0 yDD   sohada Dirixle va shakli o‘zgargan 
N  masalasini, aralash Dsohada esa Trikomi masalasini hamda Frankl turidagi 
nolokal masalalarni o‘rganishga qaratilgan. 
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I BOB.   GIPERGEOMETRIK   FUNKSIYA.  IXTIYORIY TARTIBLI  

INTEGRO-DIFFERENSIAL OPERATORLAR. SHAKLI  O‘ZGARGAN 
KOSHI  MASALASI. 

 
Ushbu bobda kitobxonga o‘quv qo‘llanmani o‘qishda qulaylik yaratish 

maqsadida biz keyinchalik foydalaniladigan asosiy tushuncha va formulalarni  
[2,31,38] adabiyotlardan keltiramiz. 

 
1-§. Gamma va beta funksiyalari. 

 
1. Gamma funksiyasi. )(zГ   gamma funksiyasi: 

 

dttezГ zt 1

0
)( 


  ,   )0(Re z                          (1.1) 

 
Eylerning ikkinchi tur integrali yordamida aniqlanadi. (1.1) integralni ikki 

integral yig‘indisi orqali ifodalaymiz [2,38]: 
 

1
1

0 1

1( ) ( ) ( )t z ztГ z e t dt e t dt P z Q z


       .                    (1.2) 

 
)(zP  funksiyani 0Re z  yarim tekislikda regulyar funksiya ekanligini 

ko‘rsatish qiyin emas, )(zQ butun funksiya (butun kompleks tekislikda golomorf). 
Shunday qilib, (1.1) formula 0Re z  yarim tekislikda regulyar funksiyani 
aniqlaydi. )(zГ  funksiyani butun kompleks tekislikka analitik davom ettirish 

mumkin. Haqiqatdan ham, te  funksiyani darajali qatorga yoyib, bu yoyilmani 1zt  
ga ko‘paytirib va ]1,0[  kesmada hadma-had integrallab, ushbu funksional qatorga 
kelamiz: 

 









0

1
!
)1()(

n

n

nzn
zP ,   )0(Re z .                      (1.3) 

 
(1.3) qatorning hadlari ,2,1,0 z  nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarda 

regulyar funksiyalardir va (1.3) qator 0;,2,1,0(0   kkz -ixtiyoriy kichik 
son) sohada tekis yaqinlashuvchi. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, (1.3) qator 
yig‘indisi meromorf funksiyadir, nz   nuqtalar bu funksiyaning oddiy qutblari 

bo‘lib, bu qutblardagi funksiyaning chegirmalari 
!
)1())((

n

n
nPres   ga tengdir. 

(1.3) funksiya 0Re z  yarim tekislikda )(zP  integral bilan ustma-ust tushadi. 
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Demak, (1.3) qator )(zP  integralning analitik davomidan iboratdir. Shunday qilib, 
(1.2) dagi ikkinchi yig‘indi )(zQ butun funksiya bo‘lgani uchun, )(zГ  funksiya 

nz   nuqtalarda oddiy qutblarga, hamda bu nuqtalarda mos ravishda 
!
)1(

n

n  ga teng 

bo‘lgan chegirmalarga ega bo‘lgan meromorf funksiyadir. )(zГ uchun ushbu 
funksional munosabatlar o‘rinlidir: 

 

,
2
1)(2)2(

,
sin

)1()(

),()1(

12






 






zzz

z
zz

zzz

z






 

,
sin

)()(
zz

zz



                                                                                     (1.4) 

       
.

2
1,!)1(,1)1( 





 nn  

 

 )(zГ  funksiya butun kompleks tekislikda nollarga ega emas, demak, 
 )(

1
z

butun funksiyadir. 
2. Beta-funksiyasi. ),( qpB  beta-funksiya: 
 

  
1

0

11 0Re,0Re,)1(),( qpdtttqpB qp ,            (1.5) 

 
Eylerning birinchi tur integrali yordamida aniqlanadi. ),( qpB  funksiya )(zГ  orqali 
 

)(
)()(),(

qp
qpqpB




 ,                                (1.6) 

 
formula yordamida ifodalanadi.   
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  2-§. Gaussning gipergeometrik funksiyasi 
 

1. Gauss tenglamasi. Buziladigan  giperbolik va elliptik tipdagi tenglamalar 
nazariyasida ushbu 

 
  0)()()1()()1(  zabzzbaczzz  ,             (1.7) 

 
Gauss tenglamasining yechimlari fundamental ahamiyatga ega, bu yerda cba ,,

–parametrlar bo‘lib, ular ixtiyoriy kompleks yoki haqiqiy sonlar bo‘lishi mumkin. 
(1.7) tenglama uchta: 0 , 1  ,   regulyar maxsus nuqtalarga ega. 

O‘zgaruvchilarni maxsus almashtirish yordamida buziluvchan giperbolik va 
elliptik tipdagi tenglamalar (1.7) tenglamaga olib kelinishi mumkin va bu 
tenglamaning yechimlaridan mos ravishda Riman funksiyasini, Grin funksiyasini 
tuzishda fundamental ahamiyatga ega. 

Dastlab, (1.7) tenglamaning yechimini 0z  nuqta atrofida topamiz. Yechimni 
 







0
1 )(

n

n
nzcz  ,     (1.8) 

 
darajali qator ko‘rinishida izlaymiz. Bu yerda nc -hozircha noma’lum sonlar. (1.8) 
dan ushbu hosilalarni hisoblaymiz: 

 

1

1

1 1

0 0

2 2

0 2

( )

( ) (n 1) ( 1)

,

.

n n
n n

n n

n n
n n

n n

z c nz c nz

z c n z c n n z





 
 

 

 
 

 

  

    

 

 
 

 
Endi bu hosilalarni (1.7) tenglamaga qo‘yib, quyidagi munosabatni hosil 

qilamiz: 
 

1
0

( 1)( ) ( )( ) 0,n
n n

n
c n n c c n a n b z






         

 
bu yerdan nz  oldidagi umumiy koeffitsiyentni nolga tenglashtirib, ushbu 

 

nn c
ncn
nbnaс
))(1(
))((

1 


 ,   )...;2,1,0( ncn   

 
rekurrent formulaga kelamiz. 
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(1.7) tenglamaning bir jinsli ekanligidan foydalanib, umumiyatlikni buzmasdan 
10 c  deb qabul qilamiz va  

1

2

0

( ) ( )( ) ( , , ; )
!( )

( 1) ( 1)1 ,
1 2 ( 1)1

nn n

n n

a bz F a b c z z
n c

a b a a b bz z
c cc






 

   
   

  


                       (1.9)  

Gaussning gipergeometrik qatoriga kelamiz, bu yerda 
 

,1)( 0 a
)(

)()1()1()(
aГ

naГnaaaa n


  

 
belgilashlar kiritilgan. Dalamber alomatiga ko‘ra, (1.9) darajali qatorning 
yaqinlashish radiusi 1R  ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Demak, (1.9) darajali 
qator 1 qz  doirada absolyut va tekis yaqinlashadi. Raabe alomati yordamida 
(1.9) gipergeometrik qator uchun ushbu tasdiqlarni isbotlash qiyin emas: 

agar 0)Re(  bac  bo‘lsa, (1.9) qator 1z  aylanada tekisva absolyut 
yaqinlashadi; 

agar 0)Re(1  bac  bo‘lsa, (1.9)  qator 1z  aylananing  z1 0(   
yetarli kichik son) doiradan tashqarida yotgan bo‘lagida tekis va absolyut 
yaqinlashadi;  

Agar 1)Re(  bac  bo‘lsa, (1.9)  qator 1z  aylanada uzoqlashuvchi 
bo‘ladi.  

Gipergeometrik funksiyalarning sodda xossalarini keltiramiz, bu xossalar (1.9) 
darajali qatorning ko‘rinishidan bevosita kelib chiqadi.  

10. Agar na   yoki nb   bo‘lsa, bu yerda  ....,2,1,0n ,  (1.9) darajali  
qator uziladi, ya’ni );,,( zcbnF   yoki );,,( zcnaF  n -darajali ko‘phadga aylanadi; 

20. );,,( zcbaF  gipergeometrik funksiya a  va b parametrlarga nisbatan 
simmetrikdir, ya’ni 

 
)()( b,a,c;zFa,b,c;zF   

 
30.  cb   bo‘lganda 

 

  azzbbaF  )1();,,(         (1.10) 
 

tenglikka ega bo‘lamiz.  
(1.7) tenglamaning ikkinchi yechimini topish uchun )(z o‘rniga 
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)()( zuzz q     (1.11) 
 

formula yordamida yangi funksiya kiritamiz, bu yerda  q -hozircha ixtiyoriy 
noma’lum son. (1.11) tenglikni (1.7) tenglamaga qo‘yib, ushbu tenglamaga ega 
bo‘lamiz: 

  .0)()1()12(2)1( 



  uabbaqq

z
cqquzbaqcquzz

 
Bu tenglamada cq 1  deb olsak, u holda oxirgi tenglama 
 
  0)(1()()1( 1111 ])[

1
  ubazubaczuzz z  

 
tenglamaga aylanadi, bu yerdagi parametrlar  

 
,11 caa   
,11 cbb   

cc  21  
 

tengliklar bilan aniqlanadi . 
Shunday qilib, (1.9) va (1.11) ga asosan (1.7) tenglamaning ikkinchi yechimi 

   
);2,1,1()( 1

2 zccbcaFzz c               (1.12) 
 
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda  ,...2,1,02  с  

(1.7) tenglamaning (1.9) yechimida nc   shart bajarilishi kerak edi. Endi biz 
(1.12) ga asosan (1.7) tenglamaning yechimini nc   holida ham hosil qilishimiz 
mumkin: 

 

1 1

0

( 1) ( 1)( ) ( 1, 1, 2; ).
m!(2 )

n n nn n

m m

a n b nz z z z F a n b n n z
n




 



   
      


(1.13) 

 
(1.7) tenglamaning topilgan  )(1 z  va )(2 z yechimlari chiziqli erkli, demak 

uning umumiy yechimi  
 

)211();,,()( 1
21 с;zc,c,baFzczcbaFcz c   (1.14) 

 
formula bilan beriladi, bu yerda 1с  va 2c  ixtiyoriy o‘zgarmas sonlardir. 
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(1.7) tenglamaning yechimini 1z  maxsus nuqta atorofida hosil qilish uchun z  
ni z1  ga almashtirish yetarlidir. Bu holda (1.7) tenglama parametrlari aa 1 , 

bb 1 , 11  cbac  lardan iborat bo‘lgan gipergeometrik tenglamaga aylanadi. 
Bu holda (1.7) tenglamaning 1z  maxsus nuqta atrofida  

 
)1;1,,()(3 zcbabaFz  , 

 
)1;1,,()1()(4 zbacacbcFzz bac   ,            (1.15) 

 
chiziqli erkli yechimlarini hosil qilish qiyin emas, bu yerda  bac   butun sonlar 
bo‘lmasligi kerak.  

Nihoyat, (1.7) tenglamaning yechimlarini cheksiz uzoqlashgan maxsus nuqta 
z  atrofida topish uchun erkli o‘zgaruvchi z  va )(z  funksiyani ushbu 

formulalar yordamida almashtiramiz: 
 

)()(,1  uz
z

a , 

 
bu holda (1.7) tenglama )(u  funksiyaga nisbatan parametrlari aa 1 , 

cabb 1 , bac 11  bo‘lgan gipergeometrik funksiyaga aylanadi. Shunday 
qilib, (1.7) tenglamaning z  maxsus nuqta atrofidagi chiziqli erkli yechimlari 
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

,1;1,1,)(

,1;1,1,)(

6

5







 







 





z
abcbbFzz

z
bacaaFzz

b

a





                    (1.16) 

 
bu yerda ba   butun sonlar bo‘lmasligi kerak. 

        Shunday qilib, biz (1.7) Gauss tenglamasining oltita asosiy yechimlarini 
gipergeometrik funksiyalar orqali ifodaladik.  

 
2. Gipergeometrik funksiyani analitik davom ettirish. (1.7) tenglamaning 

1z doirada aniqlangan regulyar yechimi );,,()(1 zcbaFz   ni zo‘zgaruv-
chining butun kompleks tekisligiga analitik davom ettirish mumkin. );,,( zcbaF  
funksiyaning analitik davomini ham );,,( zcbaF  simvol bilan belgilaymiz va u (1.9) 
qatorning 1z  doiradan tashqariga davom ettirilgan analitik funksiyasining bosh 
shoxchasini ifodalaydi.  
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);,,( zcbaF  gipergeometrik funksiyani analitik davom ettirishni xususan 
Eylerning ushbu  

 




 
1

0

11 );,,(
)(

)()()1()1( zcbaF
cГ

acГaГdtzttt baca  , (1.17) 

ca ReRe0    ,  )1arg( z  , 
 

gipergeometrik integrali yordamida amalga oshirish mumkin.  
(1.17) tenglikningchap tomonidagi integral ),1(   kesimli butun kompleks 

tekislikda regulyar funksiyani beradi. (1.17) tenglikni isbotlash uchun analitik davom 
ettirish prinsipiga ko‘ra, uni 1z  doira ichida tekshirish yetarlidir. bzt  )1(  
funksiyani  zt )1( zt  ning darajalari bo‘yicha binomial qatorga yoyamiz va bu 

yoyilmani  11 )1(   aca tt  ga ko‘paytirib, t  bo‘yicha )1,0(  oraliqda hadma-had 
integrallaymiz va (1.5) formulani qo‘llab, ushbu: 

 

     

     
 

   
 

   
 

1

0 0

1
1 11 1

0

0 0

0

( )1 1 1
!

( ) ( ),
! !

( ) ( ) ( , , ; )
!( )

n
c a b c aa n an

n

n n
n n

n n

nn n

n n

b zt t zt dt t t dt
n

Г n a Г c ab z b zB n a c a
n n Г n c

Г a Г c aГ a Г c a a b z F a b c z
Г с n c Г c


      



 

 





    

 
  






 





 



(1.17)    

 
 
formula 0)Re(  bac  , ....,2,1,0 с  bo‘lganda  )1;,,( cbaF  ni hisoblashga 
imkon beradi: 

 

)()(
)()()1;,,(

bcГacГ
bacГcГcbaF




 .                            (1.18) 

 
(1.17) integralda  
 

zs
st





1
1

 ,
zs
zst





1

)1(1 , 2)1(
)1(,

1
11

zs
dszdt

zs
ztz








 , 

 
almashtirishni bajarib, ushbu   
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ya’ni 
 

     zcbcacFzzcbaF bac ;,,1;,,  
,         (1.19) 

 
 )1arg( z  

formulani hosil qilamiz. 
(1.19) formula avtotransformatsiya formulasi deyiladi. 
Argumentlari z  va z1  bo‘lgan gipergeometrik funksiyalar o‘rtasida 

funksional munosabatlarni keltirib chiqaramiz. 1z   va 11  z  doiralarning 
kesishmasida (1.7) tenglama yechimi  );,,()(1 zcbaFz   shu tenglamaning chiziqli 

erkli yechimlari )(3 z  va )(4 z  larning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi: 
 

( , , ; ) ( , , 1;1 )

(1 ) ( , , 1;1 ),c a b

F a b c z AF a b a b c z

B z F c a c b c a b z 

     

         (1.20) 

 
;...,3,2,1,0  bac  )1arg( z . 

 
);,,( zcbaF  funksiya cba ,,  parametrlarning analitik funksiyasidan iborat, 

demak (1.20) formuladagi A va В  koeffitsientlar ham cba ,,  parametlarning analitik 
funksiyasi bo‘ladi. A va В  koeffitsientlarni aniqlashda biz cba ,,  parametlarga 
shunday «qulay» shartlarni qo‘yamiz, ular analitik davom ettirish prinsipi yordamida 
shunday minimal shartlarga keltiriladiki, bu shartlarda oxirgi natija ma’noga ega 
bo‘lmagan qiymatlarni qabul qilmaydi.  

(1.20) tenglamaning o‘ng tomoni 1z  nuqtada )(,, nccba   parametrlarining 
ixtiyoriy qiymatida ma’noga ega, chap tomonining chekliligi )(Re bac   ifodaning 
ishorasiga bog‘liq. 

 
1. 0)Re(  bac    bo’lsin u holda (1.20) da 1z  deb hisoblab, ushbu 
 

1

0

1 1

1
1 (c a) 1 (c b)

0

( ) ( ) ( , , ; ) (1 ) (1 )
( )

(1 ) (1 ) (1 )

( ) ( )(1 ) ( , , ; ),
( )

a c a b

c a b c a c

c a b

Г a Г c a F a b c z t t zt dt
Г с

z s s zs ds

Г c a Г az F c a c b c z
Г c

   

        

 


   

    


   


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)()(
)()()1;,,(

bcГacГ
bacГcГcbaFA




  

 
tenglikka kelamiz. 

2. 0)Re(  bac  bo‘lsin. (1.20) tenglikning chap tomoniga 
avtotransformatsiya formulasi (1.19) ni qo‘llab, hosil bo‘lgan tenglikni  cbaz  )1(  
ifodaga ko‘paytirib va oxirgi natijada 1z  deb hisoblab, ushbu  

 

,
)()(

)()()1;,,(
bГaГ

cbaГcГcbcacFB 
  

 
tenglikka kelamiz. 

Aniqlangan A va В  koeffitsientlarni (1.20) tenglikka qo‘yib, ushbu  
 

( ) ( )( , , ; ) ( , , 1;1 )
( ) ( )

( ) ( ) (1 ) ( , , 1;1 ),
( ) ( )

c a b

Г c Г c a bF a b c z F a b a b c z
Г c a Г c b

Г c Г a b c z F c a c b c a b z
Г a Г b

 

 
     

 
 

        
 (1.21) 

   
 zbac 1arg(,....2,1,0 , 

 
Bols formulasini hosil qilamiz [1]. 

 (1.21) formula );,,( zcbaF  gipergeometrik funksiyani 1z  sohadan 
 )1arg(,11 zz  sohaga analitik davomini beradi.  

(1.17) formuladagi integralda integral o‘zgaruvchisini st 1  formula bilan 
almashtirib, ushbu 

 
1 1

0 0

1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) ,
1

a c a b b c a a bzt t zt dt z s s s ds
z

             
 

 
 

yoki (1.17) ni hisobga olib,                               
 

)
1

;,,()1();,,(


 

z
zcbacFzzcbaF b ,  (1.22) 

 
formulaga kelamiz. 
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2
1Re z  bo‘lganda, 1

1


z
z  tengsizlik o‘rinli. Shunday qilib, (1.22) formula 

);,,( zcbaF  funksiyani 1z  doiradan 2
1Re z  yarim tekislikka analitik davomini 

beradi. (1.22) formulada z o‘rniga z1   almashtirish bajarib, (1.22) formulani 
ushbu: 

 

)1;,,()1;,,(
z

zcbacFzzcbaF b 
    (1.23) 

 
ko‘rinishda yozib olamiz. 

Gipergeometrik funksiyalar o‘rtasida boshqa funksional munosabatlarni keltirib 
chiqarilgan formulalarning kombinatsiyalari yordamida hosil qilish mumkin. 
Masalan, (1.22) va  (1.21) formulalarni ketma-ket qo‘llab, ushbu  

 

,)
1

1;1,,()1(
)()(
)()(

)
1

1;1,,()1(
)()(
)()();,,(

z
abbacFz

aГbcГ
baГcГ

z
babcaFz

bГacГ
abГcГzcbaF

b

a






















     (1.24) 

    
;,2,1,0  ba ,)1arg(  z  

 
funksional munosabatni hosil qilamiz, bu formula  zcbaF ;,,  gipergeometrik 

funksiyani 1z  doiradan ,11 z  )1arg( z  sohaga analitik davom ettirish 
imkonini beradi. Yana (1.24) va (1.22) formulalarni ketma-ket qo‘llab, ushbu  

  

)1;1,1,()(
)()(
)()(

)1;1,1,()(
)()(
)()();,,(

z
abcbbFbz

aГbcГ
baГcГ

z
bacaaFz

bГacГ
abГcГzcbaF a










 

,    (1.25) 

   
;...,2,1,0 ba ,)arg( z  )1arg( z . 

 
formulaga ega bo‘lamiz, bu formula  zcbaF ;,,  gipergeometrik funksiyani  1z  
doiradan ,1z )arg(z  sohaga analitik davomini beradi.  

Nihoyat, (1.21) va (1.23) formulalarni ketma-ket qo‘llab, ushbu  
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  ( ) ( ) 1, , ; ( , 1, 1; )( ) ( )
( ) ( ) 1(1 ) ( ,1 , 1; ),( ) ( )

Г c Г c a b zaF a b c z z F a a c a b c zГ c a Г c b
Г с Г a b c za c c a bz z F c a a c a b zГ a Г b

          
           

            

(1.26) 
    zbac arg,...,2,1,0 ,    )1arg( z  
 

formulaga ega bo‘lamiz, bu formula );,,( zcbaF  gipergeometrik funksiyani 1z  

doiradan 
2
1Re z  sohaga analitik davom ettirish imkonini beradi. 

3. Elementar munosabatlar. );,,( zcbaF  gipergeometrik funksiyaning uning 
bevosita (1.9) qator bilan aniqlangan ifodasidan kelib chiqadigan xossalarini 
o‘rganamiz. Masalan, ushbu  

 
);,,1();1,,()();,1,( zcbacFzcbazFbazcbacF       (1.27) 

formulani isbotlaymiz. 
 (1.27) ning chap tomonini (1.9) ga asosan darajali qatorlarga yoyamiz, bu 

yoyilmada nz oldidagi koeffitsient ushbu:  
 

1 1

1

1 1 1 1

( 1)( 1)( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ! ( 1) ( 1)! ( 1) ( 1)!

c( ) ( ) ( 1) ( )( 1)( 1)
( ) ! ( ) !

n n n n n n

n n n

n n n n

n n

b a na b a b a bc a b a b
c n c n c n n

a b a ba b n c
c n c n

 



   

               
   

 

ko‘rinishga ega. Bu esa (1.27) ning chap tomonini qator yoyilmasidagi  nz  oldidagi 
koeffitsientni beradi. Shunday qilib, (1.27) tenglik isbot bo‘ldi. 

Ushbu oltita: 
 

);1,,(,);,1,(,);,,1( zcbaFzcbaFzcbaF   
 

funksiyalar );,,( zcbaF  funksiya bilan yondosh funksiyalar deyiladi. );,,( zcbaF  
va unga ixtiyoriy ikkita yondosh funksiyalar o‘rtasida koeffitsientlari z ga nisbatan 
chiziqli funksiya bo‘lgan bog‘liqlik mavjud. Bu bog‘liqliklarning 15 turi mavjud 
bo‘lib, uni birinchi marta Gauss topgan. Quyida bu munosabatlarning to‘liq jadvalini 
keltiramiz, bu munosabatlarda yozuvni soddalashtirish maqsadida );,,( zcbaF  ni F  
bilan, );1,,(),;,1,(),;,,1( zcbaFzcbaFzcbaF  larni esa mos ravishda 

)1(),1(),1(  cFbFaF  deb belgilaymiz.  
 

  0)1()()1()1()(2  aFacaFzaFzabac ,  (1.28) 
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 0)1()1()(  bbFaaFFab ,         (1.29) 
 

0)1()()1()1()(  bFbcaFzaFbac ,  (1.30) 
 

  ,0)1())(()1()1()(  czFbcacaFzacFzbcac (1.31) 
 

 0)1()1()1()1(  cFcaaFFac ,              (1.32) 
 

0)1()1()1()()(  bFzbaFacFbac ,        (1.33) 
 

0)1()()1()()1)((  bFbсaFacFzab ,         (1.34) 
 

0)1()()1()1(  czFbcacFFzc ,  (1.35) 
 

  ,0)1()1)(1()1()()1(1  cFzcaFacFzbca (1.36) 
 

    ,0)1()()1()1()(2  bFbcbFzbFzabbc (1.37) 
 

  ,0)1())(()1()1()(  czFbcacbFzbcFzacbc (1.38) 
 

,0)1()1()1()1(  cFcbbFFbc   (1.39) 
 

,0)1()()1()1(  czFacbFcFzc   (1.40) 
 

  ,0)1()1)(1()1()()1(1  cFzcbFbcFzacb   (1.41) 
  .0)1()1)(1()1())(()12(1  cFzccczFbcacFzbaccc

(1.42) 
 
Agar yondosh gipergeometrik funksiyalarda ikkita parametr bir xil bo‘lsa, ular 

o‘rtasida ushbu munosabatlar o‘rinli: 
 

0);,,1()1();,,()2();,,1()(  zсbaFzazсbaFbzazcazсbaFac
     (1.43) 

 
 

.0);,1,()1();,,()2();,1,()(  zсbaFzbzсbaFazbzcbzсbaFbc      
(1.44) 
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 
.0);1,,())((

);,,()12(1);1,,()1)(1(



zсbazFbcac

zсbaFzbaccczсbaFzcc
              

(1.45) 
 

 4. Gipergeometrik funksiyalarni differensiallash qoidalari.  
);,,()1( zсbaFzz    ifodani   va    parametrlarning ba’zi bir qiymatlarida 

differensiallash qoidalarini keltiramiz:  
 

),;,,(
)(

)()();,,( znсnbnaF
c

bazсbaF
dz
d

n

nn
n

n
            (1.46) 

 

    
  ),;,,()();,,( 11 zсbnaFzazсbaz

dz
d a

nFna
n

n
                 (1.47) 

 

     
  ),;,,(();,,( 11 ) znсbaFznczсbaFz

dz
d nc

n
c

n

n
       (1.48) 

  

1 1(1 ) ( , , ; ) ( ) (1 ) ( , , ; ),
n

nn
c a n a b c c a a b c nd z z F a b с z c a z z F a n b с z

dz
               

  (1.49) 
  

( ) ( )(1 ) ( , , ; ) (1 ) ( , , ; ),
( )

n
a b c a b c nn n

n
n

c a c bd z F a b с z z F a b с n z
dz c

                           

(1.50)  
 

1 1( 1) ( ) ( )(1 ) ( , , ; ) (1 ) ( , , ; ),
( )

nn
a n an n

n
n

a c bd z F a b с z z F a n b с n z
dz c

         

(1.51) 
 

 
1 1(1 ) ( , ; ; ) ( ) (1 ) ( , , ; ),

n
c b c n c n b c

nn
d z z F a b с z c n z z F a n b с n z
dz

                                       

(1.52) 
 

1 1(1 ) ( , , ; ) ( ) (1 ) ( , , ; ).
n

c a b c c n a b c n
nn

d z z F a b с z c n z z F a n b n с n z
dz

                                       

(1.53) 
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 (1.46) formulani matematik induksiya metodi yordamida isbotlaymiz. (1.46) 
formuladan 1n  da ushbu tenglikka ega bo‘lamiz:   

 

).;1,1,1();,,( zcbaF
c

abzcbaF
dz
d

    (1.54) 

 
Haqiqatdan ham, gipergeometrik qator (1.9) ga ko‘ra  

 
1

1

0

( ) ( )( , , ; )
!( )

( 1) ( 1) ( 1, 1, 1; )
!( 1)

nn n

n n

kk k

k k

d a bF a b c z nz
n cdz

ab aba b z F a b c z
k cc c










 

 
   





 
 

tenglik o‘rinli bo‘ladi. 
Shunday qilib, 1n  da (1.46) formula to‘g‘ri. Faraz qilaylik, bu formula kn   

da to‘g‘ri bo‘lsin, u holda  
   
1

1

1 1

1

( ) ( )( , , ; ) ( , , ; ) ( , , ; )
( )

( ) ( ) ( 1, 1, 1; ).
( )

k k
k k

k k
k

k k

k

d d a bd dF a b c z F a b c z F a k b k c k z
dz dz cdz dz

a b F a k b k c k z
c





 



 
      

 

      
 

Bu yerda (1.54) tenglikni hisobga olib,  
 

1
1 1

1
1

( ) ( )( , , ; ) ( 1, 1, 1; )
( )

k
k k

k
k

a bd F a b c z F a k b k c k z
dz c


 




        

 
tenglikka kelamiz. Shu bilan (1.46) formula isbot bo‘ldi. 

 (1.47)-(1.53) formulalar ham yuqoridagi usulga o‘xshash isbotlanadi. 
 
 5. Ikki o‘zgaruvchili gipergeometrik funksiya. Ushbu ikkita ikkinchi tartibli 

xususiy hosilali differensial tenglamalarni o‘rganamiz: 
 

 
2 2

2(1 ) (1 ) ( 1) 0,z zz zx x y x c a b x by abz
x x y x y

           
         (1.55) 

 
2 2

2
'(1 ) (1 ) ( 1) 0z zz zy y x y c a b y b x ab z

y x y y x
                      (1.56) 

bu yerda   ),( yxzz  -noma’lum funksiya. 
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Ta’rif.Ikki x va y o‘zgaruvchili ),;,,,(1 yxсbbaF  gipergeometrik funksiya deb: 

 




 

 
0,

1
!!)(
)()()(),;,,,(

nm
nm

nm

mmnm yx
nmc
bbayxсbbaF  (1.57) 

 
qator bilan aniqlanuvchi funksiyaga aytiladi.  

Bu funksiya birgalikda bo‘lgan (1.55) va (1.56) tenglamalarning yechimi 
bo‘ladi. (1.57) qator 1,1  yx  sohada absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Pikar ikki o‘zgaruvchili gipergeometrik funksiya 1F  ushbu 
 

  





1

0

11

1

,)1()1()1(
)()(

)(
),;,,,(

dtytxttt
acГaГ

cГ
yxcbbaF

bbaca    (1.58) 

 
aniq integral yordamida aniqlanishini isbotlagan, bu yerda aca ReRe,0Re  . 

 yxcbbaF ,;,,,1  -gipergeometrik funksiyaning asosiy xossalari: 
10. Ushbu 

  ),;,,,(),;,,,( 11 xyсbbaFyxcbbaF   (1.59) 
 

tenglik o‘rinli. 
20. Rekurrent munosabatlar: 

 

),,;1,,,()1(
),;,1,,(),;,,1,(),;,,,()1(

1

111

yxcbbaFc
yxсbbaFbyxcbbabFyxcbbaFbbс




    (1.60) 

 ).,;1,,,()1(
),;,,,1(),;,,,()1(

1

11

yxcbbaFc
yxcbbaaFyxcbbaFac




    (1.61) 

 
30. Differensiallash formulalari: 

 

 ),;1,,1,1(),;,,,( 11 yxcbbaF
c

abyxcbbaF
x





, (1.62)  

 

),;1,1,,1(),;,,,( 11 yxcbbaF
c
bayxcbbaF

y








,         (1.63) 
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),,;,,,(),;,,1,(),;,,,( 111 yxcbbaFyxcbbaFyxcbbaF

xb
x 



 

 

),,;,,,(),;,1,,(),;,,,( 111 yxcbbaFyxcbbaFyxcbbaF
yb

y 



  

(1.64) 
 

40. Parametrlarning xususiy qiymatlarida bir o‘zgaruvchili gipergeometrik 
funksiya orqali ifodasi:  

 

.
1

;,,)1(),;,,,(1 










y
yxbbbaFayyxbbbbaF (1.65) 

50. O‘zgaruvchilarning xususiy qiymatlarida bir o‘zgaruvchili gipergeometrik 
funksiya orqali ifodasi: 

 

);,,(
)()(
)()()1,;,,,(1 xbcbaF

bсГacГ
bacГcГxcbbaF 



              (1.66) 

 
  0Re  bac , 

 

);,,(
)()(
)()(),1;,,,(1 ybcbaF

bcГacГ
baсГcГycbbaF 




 ,       (1.67) 

 
       0Re  bac , 

  
 ),;,,,( xxcbbaF ),;,,( xcbbaF   (1.68) 

 
60. Quyidagi tengliklar o‘rinli: 


























1
,

1
;,,,)1()1(),;,,,( 11 y

y
x

xcbbacFyxyxcbbaF bb
(1.69) 

 













 

x
xy

x
xcbbbcaFxyxcbbaF a

1
,

1
;,,,)1(),;,,,( 11 (1.70) 

 



















1
,

1
;,,,)1(),;,,,( 11 y

x
y

xycbbcbaFyyxcbbaF a (1.71)   
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1 1( , , , ; , ) (1 ) (1 ) , , , ; ,
1

c a b b x yF a b b c x y x y F c a c b b b c x
y

            
 (1.72) 

 

1 1( , , , ; , ) (1 ) (1 ) , , , ; ,
1

b x yc a bF a b b c x y x y F c a b c b b c y
x

           
(1.73) 

 
3-§. Ixtiyoriy tartibli integro-differensial operatorlar 

 
)(xf -funksiya ),,( baL  ba  sinfga tegishli bo‘lganixtiyoriy funksiya 

bo‘lsin. Ushbu  
 

1

, 1
( 1)

,1

1 ( )
( )( )

( )
( ) ,

, 0,

0,

x

a
a x n

n
a xn

f t dt agar
x tГ

D f x
d D f x agar
dx




 




  

















      (1.74) 

 

                           

1

, 1
1 ( 1)

,1

1 ( ) ,
( )( )

( )
( 1) ( ) ,

0,

0,

b

x
x b n

n n
x bn

f t dt agar
t xГ

D f x
d D f x agar
dx




  




  
 















 

 
belgilashlarni kiritamiz, bu yerda 

xaD ,  va 
bxD ,  ifodalar agar 0  bo‘lsa,   kasr 

tartibli integral operatorni, agar 0  bo‘lsa, Liuvill ma’nosidagi umumlashgan 
hosilani beradi.    n  sonining butun qismi. 

Ta’rifga asosan: 
 

0 0
, ,( ) ( ) ( )a x x bD f x D f x f x              (1.75 ) 

 
deb hisoblaymiz.  

 
 1. Kasr tartibli integral operatorlarning xossalari. Kasr tartibli integral 

operatorlar uchun ushbu teoremalar o‘rinlidir, qulaylik uchun 0,0    deb 
hisoblaymiz. 

1.1 Teorema. Agar ),()( baLxf p , 1p ,  ba , 
p
10  , 

)1/( ppq  , bo‘lsa, u holda ),()(, baLxfD qxa  , shu bilan birga 
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pq b

a

pb

a

q
xaD dxxfkdxxf

11

)()(, 
















 

, 

 
tengsizlik o‘rinli, bu yerda   ),( pkk   faqat  p  va    ga bog‘liq. 

Natija.Agar 1p va
p
1

 bo‘lsa, u holda )(, xfD xa


 operator chegaralangan.  

Teorema.  )(xf   funksiya ),( ba  oraliqda ]1,0(  ko‘rsatkich va M  Gyolder 
o‘zgarmasi bilan ),( ba intervalda Gyolder shartini qanoatlantiradi deyiladi, agar 
ixtiyoriy ),(21 , baxx   uchun  

 

                       1 2 2 1 1 2( ) ( ) 1, 1,,f x f x M x x x x      
 

1 2 1 2
1 2

1 1( ) ( ) 1, 1,,f x f x M x x
x x



     (1.76) 

tengsizliklar bajarilsa. Qisqacha qilib bunday funksiyalar H yoki )(H  shartini 
qanoatlantiradi deyiladi. 

 Agar 1  bo‘lsa, (1.76) dan ko‘rinib turibdiki, 0)(  xf  ya’ni 
.)( constxf   

 )(H  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalarning xossalarini keltiramiz: 
 
10. Agar )(xf  funksiya ),( ba  intervalda Mxf  )(  chekli hosilaga ega bo‘lsa, 

u holda )(xf  funksiya Gyolder shartini 1  ko‘rsatkich bilan qanoatlantiradi 
(Lipshits sharti). 

 
20. Agar )(xf  funksiya ),( ba  chekli intervalda   ko‘rsatkich bilan Gyolder 

shartini qanoatlantirsa, u holda bu funksiya    ko‘rsatkich bilan ham Gyolder 
shartini qanoatlantiradi. 

Shunday qilib, kichik   uchun kengroq funksiyalar sinfi mos keladi. Eng tor 
sinf bu Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiyalar sinfidir. 

 
30. Agar )(1 xf  va )(2 xf ),( ba  oraliqda mos ravishda )( 1H va )( 2H  shartlarni 

qanoatlantirsa, u holda  
 

,)()(,)()( 2121 xfxfxfxf  )0)((
)(
)(

2
2

1 xf
xf
xf

 

 
funksiyalar )(min 21 ,   shart bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi. 
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1.2. Teorema. 1p , 111


pp
  yoki 1p , 21    bo‘lib, 

),,()( baLxf p  bo‘lsa, u holda )(, xfD xa
 ),( ba  oraliqda 

p
1

  ko‘rsatkich bilan 

Gyolder shartini qanoatlantiradi. 
 
1.3. Teorema.k va   sonlari uchun ,0k ,0 1k  shartlar bajarilsin. 

Agar )(xf  funksiya ),( ba  oraliqda k  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartlarini 

qanoatlantirsa va kichik ax   lar uchun 





  kaxOxf )()(  bo‘lsa, u holda 

)(. xfD xa
 ),( ba  oraliqda k  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi, 

shu bilan birga kichik ax   lar uchun 
    k

xa axOxfD )()(, , 
 

bo‘ladi. 
1.4. Teorema.Agar  baCxg ,)( ),0(   bo‘lsa, u holda )(xg ni 

 
)()()( . xfDagxg xa

  , 
 

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda  ),()( ),0( baCxf  ,  10   . 
 
2. Kasr tartibli differensial operatorlar xossalari. 
 
10. 1 n bo‘lsin, u holda (1.74) va (1.75) munosabatlarga ko‘ra,

)()( 1

1
1

, xf
dx
dxfD n

n
n

xa 


   va 0n  uchun )()(1

, xf
dx
dxfD xa   tengliklar o‘rinli. 

 
20. Kasr tartibli differensial operatorlar uchun ekstremum prinsipi.  
Musbat, kamaymaydigan )(t  funksiya hamda  )(tf  funksiyalar  ba,  kesmada 

uzluksiz bo‘lsin. Agar  ba,  kesmada )(tf  funksiya o‘zining musbat maksimumiga 
(manfiy minimumiga) xt   nuqtada erishsa, bxa   va bu nuqtaning ixtiyoriy 
kichik atrofida )()( tft  ko‘paytma    ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini 
qanoatlantirsa, u holda 

0)()(, xfxD xa   0)()(, xfxD xa  .  (1.77) 
Haqiqatdan ham,  
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1
,,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(1 ) (1 ) ( ) ( )
( ) ( )

x x

a xa x a
a a

d d t f t x f xt f t dГ D f Г D x f x dt dt
x t dxdx dx x t

 


               
 

 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
( ) ( ) ( )

x x x

a
a a a

d d dx f x t f t x f x x f xdt dt dt
x t x t x tdx dx dx

 

 

    



        
  

 
 

10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )lim
( ) ( )

x x
x

a

x f x x f x x f x t f t x f xdt dt
x t x t

 

 


      


 



       
 

 
 

1

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

.
x x

x

a a

x f x x f x x f xdt dt
x tx t

 

 

  


 



    
   

 
Bu yerda 0  da limitga o‘tib va ushbu  
 




 






 



x

a ax
xfxxfx

tx
dtxfx

)(
)()()()(

)(
)()(

1 , 

 

0)()()()(lim
0




  
 xfxxfx

, 

 
tengliklarni e’tiborga olib, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:  

 

, 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

.

x
a

x

x f x x f x t f tD x f x dt
x a x t

x f x t f t dt
x t



  




    

 






    

 









 (1.78) 

 
 (1.78) munosabatdan  (1.77) tengsizlik kelib chiqadi. 
Agar )(t -musbat o‘smaydigan funksiya bo‘lsa, yuqoridagiga o‘xshash natijani 


bxD ,  operator uchun ham olish mumkin. Ixtiyoriy tartibli integro-differensial 

operatorlar kompozitsiyalari uchun o‘rinli bo‘lgan ba’zi bir munosabatlarni 
keltiramiz. 

 
10. Agar  ),()( baLxf   bo‘lsa, ixtiyoriy 0  va deyarli barcha ),( bax  

uchun 
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)()(,, xfxfDD xaxa      (1.79) 

 
tenglik o‘rinli. 

 
20. ),()(, baLxfD xa  bo‘lsin, u holda deyarli barcha ),( bax  uchun  

 

 











n

k

k

ax
k

xaxaxa kГ
axxfDxfxfDD

1
,,, ,

)1(
)()()()(




  

nn  1  .                                            (1.80) 
 

tenglik o‘rinlidir.  
(1.79) va (1.80) tengliklarning umumlashmalarini keltiramiz. 
 
30. ),()( baLxf  bo‘lsin. U holda: 
 
1) agar 0  bo‘lsa, u holda 

)()( )(
,,, xfDxfDD xaxaxa

     , ),( bax ,          (1.81) 
  

2)  agar 0   bo‘lib, )(xf funksiyaning ),( ba da )(, xfD xa
   hosilasi 

mavjud bo‘lsa, u holda 
 

),()( ,,, xfDxfDD xaxaxa
   ),( bax         (1.82) 

 
tenglik o‘rinlidir. 

 
40. ),()( baLxf   bo‘lib, uning kasr tartibli hosilasi ),()(, baLxfD xa   bo‘lsin, 

bu yerda  nn  1 )1( n , u holda ixtiyoriy 0  son uchun 
 

 











n

k

k

ax
k

xaxaxaxa kГ
axxfDxfDxfDD

1
,,,, )1(

)()()()(



 (1.83) 

 
tenglik o‘rinlidir. 

 
50. ),()( 1 baCxf q  va ),()()( baLxf q   bo‘lsin )1( q , u holda ixtiyoriy 

)0( q  uchun )(, xfD xa
  hosila mavjud, shu bilan birga nn  1  bo‘lsa, u 

holda deyarli barcha ),( bax  uchun ushbu  
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












1

0

)()(
,

)(

, )(
)1(

))(()(
n

k

nn
xa

akk

xa xfD
kГ

axafxfD 


(1.84) 

tenglik o‘rinlidir. 
           Biz keyinchalik foydalanadigan ba’zi bir ayniyatlarni keltiramiz: 
 1.1 Lemma. Agar 1,0   va ),(xfx  ),()( baLxfx  bo‘lsa, u holda 

deyarli barcha ),( bax uchun 
 

)()()()()()( ,,,, xfaxDaxDxfaxDaxD xaxaxaxa
     (1.85) 

 
ayniyat o‘rinlidir. 

 
 Isbot. Kasr tartibli integral operator (1.74) ga ko‘ra:    
 

, , 1 1

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

x t

a x a x
a a

t a s aD x a D x a f x dt f s ds
x t t sГ Г

 
   

  

 
   

 

 
   

    

 

1 1

1 ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

x x

a s

t a s a dtf s ds
x t t sГ Г

 

  

 

 

 
 

    

 
Ichki integralda integral o‘zgaruvchisini )( sxst   ko‘rinishda almashtirib 

va gipergeometrik funksiyaning integral ifodasi (1.17) ni hisobga olib, ushbu 
tenglikka kelamiz: 

 

.1

1

0

11
1

,,

)()(

;,,

)(
11

)1(
)()(

)(
)()(

1
)()()(



 















































x

a

x

a

xaxa

ds
sxas

as
xsF

Г
d

as
xs

sxas
dssf

ГГ

xfaxDaxD
















  

 
Bu yerdan Gauss gipergeometrik funksiyasining birinchi ikki parametriga 

nisbatan simmetriklik xossasidan foydalanib, hamda   va   larning o‘rinlarini 
almashtirib, (1.85) ayniyatning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 
 Lemma. Agar 120   va )()( xfax  , ),()()( baLxfxb   bo‘lsa, u 
holda deyarli barcha ),( bax uchun  
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2 1 1 1 2 1
, , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a

a x a x a xD x a D x a f x x a D f x                           (1.86) 
 

)()()()()( 12
,

11
,

12
, xfDxbxfxbDxbD bxbxbx

           (1.87) 
 

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.  
 
Isbot.  (1.74) ga ko‘ra 

2 1 1 1 2 1 1
, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x a x a x a x

dJ D x a D x a f x D x a D x a f x
dx

                     

 
2 1 2 1

2 2
1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( )

x t x x

a a a s

d dt a s a f s ds f s ds t adt
Г x t t s Г s a x t t sdx dx

dt  

     

    
 

         
(1.88) 

 
tenglikka ega bo‘lamiz. 

 (1.88) tenglikning ichki integralida )( sxxt   almashtirish bajaramiz 
va (1.17) dan ushbu 

 
1 2 2 11

2
0

1 ( ) (1 ) 1
(1 ) ( )

1 1 ,1 2 ,2 2 ; ,
(2 2 )

x

a

d x s x sf sJ ds d
Г s adx x a x a

d x sF ds
Г dx x a

 
 

    


  


 
 
 
 
 
 
 

 
           

       

 

 

 
tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda (1.47) formulaga ko‘ra differensiallash 
operatsiyasini bajaramiz va (1.10) formulani hisobga olib, ushbu 

 
2

2

1
1 2 1

,2
0

1 2 ( ) 1 ,2 2 ,2 2 ;
( ) ( )(2 2 )

( ) ( ) ( ) ( )
(1 2 ) ( )

x

a

a x

a x

x s x sf s s aJ F ds
s a x aГ x a x a

x a f s ds x a D f x
Г x s





 


   







 

                    


  

 




 

 
yakuniy natijaga kelamiz 
 

 (1.86) ayniyat isbot bo‘ldi. 
 (1.87) ayniyat yuqoridagidek isbotlanadi. 
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1.3 Lemma. Agar 120   va ),()( 1 xfax   ),()()( 1 baLxfxb  

bo‘lsa, u holda deyarli barcha ),( bax  uchun ushbu 
 

),()()()()( 21
,

1
,

211
, xfDaxxfaxDaxD xaxaxa

     (1.89) 
 

),()()()()( 21
,

1
,

211
, xfDxbxfxbDxbD bxbxbx

     (1.90) 
 

ayniyatlar o‘rinli. 
 
Isbot. (1.89) tenglikning chap tomonini  )(xg  orqali belgilaymiz va integro-

differensial operator (1.74) ga ko‘ra       
 

1 2
1 1 2 1

, , 1 1 12

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

x x

a x a x
a s

d f s ds t a dtg x D x a D x a f x
s a x t t sГ dx


   

  


   

  


   

   
 
 
ifodani hosil qilamiz. Bu tenglikning ichki integralida integral o‘zgaruvchisini 

)( sxst   ko‘rinishda almashtirib, 
 

 




























x

a
ds

ax
sxF

ax
sx

as
sf

dx
d

Г
xg ;2,12,

)(
)(

)2(
1)(

12

1 




  

 
tenglikka kelamiz. Bu yerda bevosita differensiallash operatsiyasini bajarib 
bo‘lmaydi. Shuning uchun ushbu funksiyani kiritamiz:  

 

ds
ax
sxF

ax
sx

as
sf

dx
d

Г
xg

x

a























 

 

 ;2,12,
)(
)(

)2(
1)(

12

1 


 

  (1.91) 

 
 Endi (1.48) formulani hisobga olib, differensiallash operatsiyasini bajaramiz va 

(1.10) formulaga asosan, ushbu natijaga ega bo‘lamiz: 
 

.22

12

1

)(
)(

)2(
))(12(

;2,12,
)(
)(

)2(
1)(



























































x

a sx
dssf

Г
ax

ax
F

axax
xf

Г
xg

 

 
Bu yerda ushbu 
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2 1
2 2 1 2

( ) ( )(2 1) ( )
( ) ( )

,
x x

a a

df s ds f s ds f x
x s x sdx

 


   
 


    

    

 
tenglikni hisobga olib, quyidagi tenglikka kelamiz: 

 
12 1( )( ) ,2 1,2 ; 1 ( )

(2 )
x ax ag x F f x

Г x a x a

 


    

 

                      
 

 

1 2
( ) ( )

(2 ) ( )

x

a

dx a f s ds
Г x sdx

 



 






  .                                   (1.92) 

 
(1.92) tenglikda 0  da limitga o‘tib, ushbu 
 

)()()(lim)( 21
,0

xfDaxxgxg xa







 , 

 
yakuniy natijaga ega bo‘lamiz. 

 (1.89) ayniyat isbot bo‘ldi. 
 (1.90) ayniyat ham yuqoridagidek isbotlanadi. 
   1.4 Lemma.Agar ),()( ),0( baCx   bo‘lsa, u holda ushbu  
 

,
, ,

( )sin( ) cos ( )
b

a t
x b a x

a

D tb xD x D x dt
t xb t

 
    




        

 ,     (1.93) 

 

,
, ,

( )sin( ) cos ( ) ,
b

t b
a x x b

a

D tx aD x D x dt
t xt a

 
    




         ,     (1.94) 

 
1

, ,
sin ( ) ( ) ( )( ) cos ( )

( )( )

x b

x b a x
a a

x t z a z dzD x D x dt
t a z tГ

 
 



   
 


    

   ,   (1.95) 

 
1

, ,
sin ( ) ( ) ( )( ) cos ( )

( ) ( )

b b

a x x b
x a

t x b z zD x D x dt dz
Г b t z t

 
 



   
 


    

   ,   (1.96) 

 
ayniyatlar o‘rinlidir :)10(   

 
 
 
 
Isbot. Ushbu integralni o‘rganamiz:  
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11( ) ( ) ( )
( )

b t

a a

b x dtФ x t s s ds
Г b t t x


 

 
       . 

 
Bu integralda integrallash tartibini o‘zgartiramiz: 

 
1( ) ( ) ( )( ) ( ) .

( )

b b

a s

b x b t t sФ x s ds dt
Г t x

  


 

   


              (1.97) 

 
Ichki integralni hisoblaymiz: 

 
1( ) ( )( , ) .

b

s

b t t sI x s dt
t x

   


                       (1.98) 

 
Agar bxs  bo‘lsa, bu integral xt   nuqtada singulyar maxsuslikka ega, agar 
sx   bo‘lsa, bu integralda singulyar maxsuslik yo‘q. Shuning uchun, (1.98) 

integralni hisoblashda ikki holni o‘rganamiz:   va  . 
    a)  bo‘lsin, u holda . (1.98) integralda  

almashtirish bajaramiz, hamda (1.17) va (1.10) formulalarga asosan, ushbu tenglikka 
kelamiz: 

 

.                (1.99) 

 
    b)  bo‘lsin. (1.98) integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymatini 

hisoblaymiz. Buning uchun (1.98) ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz:  
   

, 

 
bu yerda birinchi va ikkinchi integrallarda mos ravishda integral o‘zgaruvchilarini 

 va  ko‘rinishda almashtirib, keyin (1.17) 
gipergeometrik funksiyalarning integral ifodasidan va (1.19) avtotransformatsiya 
formulasidan foydalanib, ushbu  
 

sx  sx 
sx  0 xt )( sbst 




   )()(
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),( 1 xbxssxI

sx 
















  









b

x

x

s
dt

xt
sttbdt

tx
sttbsxI 







 1

1

1

1

0 )(
)()(

)(
)()(lim),(

)( sxst  )( bxbt 
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 

1

0

1
1

( ) ( )( , ) lim ( ) ( ) , , ;
( )

(1 )
( ) ( ) , ,1 ; (1.100)

(1 )

Г Г b x x sI x s b s x s F
Г b s b s

Г Г x s b xb x b s F
Г b s b s

 
  



 
  

     
 

 
   

 


  



 
 

                   

                    

 

 
tenglikni hosil qilamiz. (1.100) tenglikning birinchi qo‘shiluvchisiga (1.21) Bols 
formulasini qo‘llab, uni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz:  

1

0

1( , ) lim ( ) ( )I x s b x x s
b s


   



  



       
 

1

(1 ) ( )( ) , ,1 ;
(1 ) ( )

( ) ( )( ) ( ) , , 1;
(1 )

Г Г b xГ F
Г Г b s

Г Г b xb s x s F
Г b s

  

      
  

       


  

              

          

(1.101) 

tenglikni hisobga olgan holda, ushbu  

 

         (1.102) 

 
limitning to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. 

Endi (1.101) da  da limitga o‘tib, ushbu  
 

  (1.103) 
 

tenglikni hosil qilamiz 
Shunday qilib, (1.99) va (1.103) ga asosan,  
 





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)1()( ГГ



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1

1

1

( ) ( )( , )

( ) ( )
sin

( ) ( )

,

,

b

s

b t t sI x s dt

s x b x x s

ctg x s b x x s

t x
 

 

 




 

 

 

 

 
 

   


 
   


 

 (1.104) 

 
Nihoyat, (1.97) dan (1.104) ni hisobga olib,  

1 1

, ,

( )( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
( )

1 1 ( ) 1 ( )cos
sin ( ) ( ) ( ) ( )

1 cos ( ) ( ) ,
sin

x b

a x

x b

a x

a x x b

b xФ x s I x s ds s I x s ds
Г

s ds s ds
Г x s Г s x

D x D x



 

 

 
 

 
  

  


 

 

      

 
      

    

 

  (1.105) 

 
 

tenglikka kelamiz, bu yerda (1.93) formula kelib chiqadi. Qolgan ayniyatlar 
yuqoridagidek isbotlanadi. 

Natija.  funksiya  Abel integrali yordamida ifodalansin, u 
holda ushbu ayniyatlar o‘rinlidir: 

, ,
sin ( )( ) cos ( )

b

a x t b
a

x a Ф t dtD D Ф t Ф x
t a t x


  


       

 ,     (1.106) 

 

, ,
sin ( )( ) cos ( )

b

x b a t
a

b x Ф t dtD D Ф t Ф x
b t t x


  


       

 .    (1.107) 

 
 
Lemma. bo‘lsin, u holda ushbu ayniyatlar o‘rinlidir:  

 

,  (1.108) 

)(xФ )(., xD xa 

),()( ),0( baCx  

xt
dtt

ax
atxtDD

b

a
btxa 












 


 )(sin)(cos)(.,,






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   (1.109) 

 
Isbot. Integro-differensial operatorlarning ta’rifiga asosan, (1.74)  formuladan 

ushbu tengliklarni hosil qilamiz: 
1

, , , , 1

1 1

sin ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

sin ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x b

a x t b a x t b
a t

x s b x

a a x a

d d dt s dsF x D D t D D t
dx dx x t s t

d s ds x t s t dt s ds x t s t dt
dx



   


   

  


  


  


   

   
 

       

 

    

 

   (1.110) 
(1.110)  munosabatdagi ichki integrallarda integral o‘zgaruvchisini ushbu 

ko‘rinishda almashtiramiz: 
 

,    , ,      ,   (1.111) 

 
 (1.111) tengliklarni hisobga olib, (1.110) ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

   (1.112) 
 
Quyidagi integralni kiritamiz: 

 

         

(1.113) 
Bu integralda  bo‘yicha differensiallash operatsiyasini bajaramiz: 
 

          

1 1( )/( )

0 ( )/( )

( ) ( ) ( )
1 1
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x b

a x

df x z dz z dzx x
dx z z
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 

 
   (1.114) 
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Endi  (1.114) da  da limitga o‘tib, (1.112) ifodadan ushbu tenglikni hosil 
qilamiz: 

 

 

Quyidagi integralni hisoblaymiz: 
 

 
1 1 11

1 10 0
0 0 1

0

lim lim ( , ) (1 , )
1 (1 ) ( 1)

( ) (1 )lim ( ) ,
( ) (1 )
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 
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     
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demak, 

sin ( ) sin ( )( ) ( ) cos ( ) .
b b

a a

s a s ds s a s dsF x ctg x x
x a s x x a s x

      
 

                    
 

 
Shunday qilib, (1.108) ayniyat isbotlandi. (1.109) ayniyat ham  yuqoridagidek 

isbotlanadi. 
     1.5 Lemma  isbotlandi. 
 

4-§. Shakli o‘zgargan Koshi masalasi.  
 

     Ushbu 
 

(1.115) 
 

tenglamani ,  kompleks yarim tekisligining chekli bir bog‘lamli  
sohasida o‘rganamiz.  soha (1.115) tenglamaning  

 

, 

 
xarakteristikalari, hamda o‘qining  kesmasi bilan chegaralangan, bu yerda  
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 (1.115) tenglamada     va  -o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ular ushbu 
shartlarni qanoatlantiradi: 

 
, , . 

 
(1.115) tenglama yechimining tuzilishi va differensial xossalari uning kichik 

hadlari oldidagi  va  koeffitsientlariga qat’iy bog‘liqdir. 

Bu bog‘liqlikni oydinlashtirish maqsadida,  va   parametrlar tekisligida  
 

,   , 
 

,       , 
 

 kvadratni kiritamiz va nuqtaning bu kvadratda o‘zgarishiga 
qarab, (1.115) tenglama uchun masalalar qo‘yamiz. 

 (1.115) tenglamaning regulyar yechimi deganda,  sohada ikkinchi tartibli 
uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan va bu tenglamani qanoatlantiradigan  
funksiya tushuniladi. 

 
1. shakli o‘zgargan  

Koshi masalasi. 
 

bo‘lsin. 
 
Shakli o‘zgargan Koshi masalasi.  sohada (1) tenglamaning ushbu 
 

,  ,                             (1.116) 
 

,  ,                 (1.117) 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi  regulyar yechimi 
topilsin, bu yerda , -berilgan funksiyalar, 

o‘qining intervali. 
Shakli o‘zgargan Koshi masalasini Riman metodi yordamida yechamiz. (1.115) 

tenglama quyidagi xarakteristik koordinatalarga nisbatan: 
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,     ,(1.118) 

 

,   

 
ushbu     

 

,       (1.119) 

 
Eyler-Puasson-Darbu tenglamasiga o‘tadi, bu yerda  
 

 

 ,  
 

 

 
(1.118) akslantirishda  tekislikdagi  soha  tekislikdagi 

 uchburchakka akslanadi: bu uchburchakning uchlari  ,  
va  nuqtalarda bo‘lib, tomonlari , ;  

;  kesmalardan iborat, bu almashtirishda (1.116) va (1.117)  
shartlar ushbu 

 
, ,                     (1.120) 

 

,   .    (1.121) 
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ko‘rinishda bo‘ladi. 
(1.119) tenglama bilan birgalikda unga qo‘shma 
 

.   (1.122)  

 
tenglamani ham o‘rganamiz.   

      Giperbolik tenglamalar nazariyasida -Riman funksiyasi 
fundamental ahamiyatga ega va u (1.119) tenglama uchun quyidagicha aniqlanadi: 

 
1) - o‘zgaruvchi bo‘yicha (1.122) qo‘shma tenglama-

ning yechimi bo‘ladi;  
 
2)  ,   xarakteristikalarda  funksiya ushbu  

 

  (1.123) 

 

  (1.124) 

 
qiymatlarni qabul qiladi, bu yerda  , . 

(1.119) tenglama uchun Riman funksiyasi ushbu  
 

,    (1.125) 

ko‘rinishga ega, bu yerda  Gaussning gipergeometrik funksiyasi va  
 

. 

 
 orqali :  va  to‘g‘ri chiziqning  kesmasi 

bilan chegaralangan uchburchakni belgilaymiz, bu yerda   
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 va funksiyalar uchun ushbu  

 

    (1.126) 

 
ayniyat o‘rinli, (1.126) tenglikni  soha bo‘yicha integrallab, keyin esa Gauss-
Ostrogradskiy formulasini qo‘llab va ,  ayniyatlarni hisobga olib, 
ushbu  

 

 

 
tenglikka kelamiz, bu yerda   -   soha chegarasi. Endi  
da: ,   da:  ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tenglikni ushbu: 
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  (1.127) 

 
ko‘rinishda yozib olamiz. 

 (1.127)  tenglikning oxirgi ikki integralini, aniqrog‘i  ning hosilalari 
qatnashgan hadlarini bo‘laklab integrallab, ushbu 
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(1.129) 

 
ifodalarni hosil qilamiz. (1.123) va (1.124)  tengliklarga ko‘ra, (1.128) va (1.129) 
tengliklarning o‘ng tomonidagi integrallar nolga,  ga tengdir. 
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Shunday qilib, yuqorida aytilganlarni hisobga olib, (1.127) tenglikni ushbu: 
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(1.130) 

 
ko‘rinishda yozib olamiz. 

(1.130) munosabatga Riman formulasi deyiladi.  
Endi   nuqtaning  kvadratda joylashishiga qarab, (1.115) 

tenglama uchun (1.116) va (1.117)  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi shakli 
o‘zgargan Koshi masalasi yechimini beruvchi formulalarni keltirib chiqaramiz. 

    A.  bo‘lsin. Bu holda ,  ,  . (1.121) 
boshlang‘ich shartga asosan, (1.21) Bols formulasini hisobga olgan holda, ushbu:  
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tenglikning to‘g‘riligini tekshirish qiyin emas. 
Endi quyidagi limitni hisoblaymiz: 
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bu yerdan ushbu: 
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tengliklarni va (1.46), (1.19) formulalarni hisobga olib, ushbu  
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 (1.132) 
tenglikni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda  da limitga o‘tib, 
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natijaga kelamiz. 

Shunday qilib, (1.130) formuladan (1.131) va (1.133) tengliklarga ko‘ra, ushbu 
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formulaga ega bo‘lamiz, bu yerda 
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(1.135)  formula shakli o‘zgargan Koshi masalasining yechimini beruvchi Darbu 

formulasi deyiladi. 
    (1.135) formulaning tuzilishidan ko‘rinib turibdiki, agar , 

 sinflarga tegishli bo‘lib, ular  intervalning chap chegarasi 
 nuqtada mos ravishda    va   dan kichik, o‘ng chegarasi  nuqtada mos 

ravishda   va   dan kichik tartibda cheksizlikka aylansa, u holda,  
funksiya  kesma va  

 

,    

 
xarakteristikalar bilan chegaralangan  sohada ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga 
ega bo‘ladi. Bevosita hisoblashlar yordamida (1.135) formula (1.115) tenglamaning 
yechimi bo‘lishini va bu yechim (1.116), (1.117) boshlang‘ich shartlarni 
qanoatlantirishini tekshirib ko‘rish qiyin emas. (1.135) formulani hosil qilish 
usulining o‘zidan   (1.115)-(1.117) shakli o‘zgargan Koshi masalasi yechimi yagona 
(Riman funksiyasi Volterra integral tenglamasinining yechimidan iborat) va u 
boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘liq ekanligi kelib chiqadi. 

Agar   va   funksiyalar  intervalda uzluksiz bo‘lsa, (1.135) 
ifodaga (1.115) tenglamaning umumlashgan yechimi deyiladi. Umumlashgan  
yechim u yoki bu aniq bir silliqlikka ega bo‘lishi uchun,   va  
funksiyalarning o‘zi ma’lum bir silliqliklarga ega bo‘lishi zarur. Keyinchalik 
umumlashgan yechimni  xarakteristik uchburchakda o‘rganamiz, bu 
xarakteristik uchburchak  xarakteristikaning  kesmasi,  

xarakteristikaning  kesmasi va buzilish chizig‘i  ning kesmasi bilan 
chegaralangan. 

 
2. (1. 115) tenglamaning  sinfga tegishli umumlashgan yechimlari. 
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Shakli o‘zgargan Koshi masalasi uchun K. I. Babenko   [5]  tomonidan kiritilgan 
quyidagi umumlashgan yechimlar sinfini kiritamiz. 

Ta’rif. (1.115) tenglamaning (1.135) umumlashgan yechimi  sinfga tegishli 
deyiladi, agarda  funksiya  oraliqda    ,  funksiya esa 

 oraliqda  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantirsa. 
 
1.6 Lemma.Agar (1.115) tenglamaning  -umumlashgan yechimi   

sinfga tegishli bo‘lsa, u holda va lar uchburchakda uzluksiz, esa 

buzilish chizig‘igacha uzluksiz va ushbu  
 

,    

 
tenglik o‘rinlidir. 

 
Isbot.   va    bo‘lgani uchun ularni 

quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin: 

              (1.136) 

 
bu yerda -yetarli kichik son,  va  esa  kesmada uzluksiz. 

 (1.136) ni (1.134) formulaga qo‘yib, ushbu:  
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   

1

1

1 1
1

1

1

4( , ) ( 1) ( 1)
2 12

( )

14
2 2 1 1

t

t

u v
m

Г dt
t s s ds

Г Г t t

Г dt t s s ds
m Г Г t t

  

 
 

 


  
 

 


 
  

 

   


   

 


   

 

 
 

 



 



         

 
  

 

         

 

 

 

 

1R
)(t 11  t  11 )(tv

11  t  2

),( yxu 1R

xu yu ABC   yuy 0

0y

)()(lim 0
0

xv
y
uy

y








 11  x

 1,1)( ),0( 1   Cх  1,1)( ),0( 2  Cxv

,)()()1()(

,)()()1()(

1

1

1

















t

t

dssstvtv

dssstt









0 )(s )(s 11  s



47 
 

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda integrallash tartibini o‘zgartirib, ni  
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz. 
 

   

 
 

1

1

1 1
1
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1 1
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(1.137) 
 

 
(1.137) ifodaning birinchi va uchinchi integrallarining ichki integrallarida 

 ko‘rinishda, ikkinchi va to‘rtinchi integrallarning ichki integrallarida 
 shaklda integral o‘zgaruvchilarini almashtirib va gipergeometrik 

funksiyalarning integral ifodasidan foydalanib,  ni quyidagi ko‘rinishda yozib 
olamiz: 
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 )( t
  st 
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       
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                                                                                                                     (1.138) 
 
bu yerda 

 
, 

 

, 

 

, 

 

   (1.139) 

 
 (1.138) tenglikning o‘ng tomonidagi uchinchi integral ostidagi ifodani (1.21) 

Bols formulasiga ko‘ra quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 
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     
   
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  (1.140)  

 

bu yerda . Endi (1.138) formula (1.140) tenglikka ko‘ra, ushbu: 
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ko‘rinishni oladi, bu yerda 

 

, 

 
, 

 

 

 
(1.140) formuladan ko‘rinib turibdiki,  va  hosilalar  

uchburchakda mavjud va ular uchun 
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,       

 
tengliklar o‘rinli. 

(1.141) formuladagi birinchi va ikkinchi integrallardan olingan birinchi tartibli 
hosilalar  miqdor bilan chegaralangan. Yuqorida keltirilgan 
mulohazalarga asosan, ushbu:                   

 

 

      
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 





              
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 
        


(1.142) 

 
tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib, (1.142) tenglikda ifodalarni hisobga olgan 
holda  da limitga o‘tib, ushbu tenglikka kelamiz: 
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      
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1
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4

1
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 
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


 

 



              

    
          (1.143) 

1.6 Lemma isbot bo‘ldi. 
 
V . bo‘lsin. Bu holda ,  va Riman funksiyasi 

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:    
 

                (1.144) 
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 (1.144) ga asosan, (1.130) formula ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:  
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 

(1.145) 

 
 
Endi (1.145) da  da limitga o‘tib, keyin dastlabki , o‘zgaruvchilarga 

qaytib, ushbu: 

(1.146) 
 

yechimga ega bo‘lamiz. 
 
S.  bo‘lsin. Bu holda  ,  va Riman funksiyasi 

ushbu: 

                        (1.147) 

ko‘rinishda bo‘ladi. 
(1.147) tenglikka asosan, (1.130) formulani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:  

 

         (1.148) 
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Endi (1.148) da  da limitga o‘tib va eski , o‘zgaruvchilarga qaytib, 
ushbu: 

   
12 210

2 2

1

2 2 ( ) 2, ( ) ( ) 1
2 2 2

m my tu x y x y x y t dt
m m m

v
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 





                 
 (1.149) 

 
yechimga ega bo‘lamiz. 

 
D.  bo‘lsin. Bu holda  va . 
Bu yerdan, (1.130) Riman formulasiga ko‘ra, ushbu:  

 

 (1.150) 

 
tenglikka kelamiz. (1.150) da  da limitga o‘tib va eski , o‘zgaruvchilarga 
qaytib, ushbu: 

 

(1.151) 

 
Dalamber formulasini hosil qilamiz. 
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II BOB.  ELLIPTIK TURDAGI BUZILUVCHAN 
TENGLAMALARNING  BIR SINFI UCHUN  DIRIXLE VA 

SHAKLI O‘ZGARGAN XOLMGREN  MASALALARI 
 

Bu bobda singulyar koeffitsientli, buziluvchan elliptik turdagi  
 

 

 
tenglama uchun Dirixle va shakli o‘zgargan Xolmgren masalalari o‘rganiladi. 

 
1-§. Dirixle va shakli o‘zgargan Xolgmren masalalarining  

 qo‘yilishi va yechimning yagonaligi. 
 

 kompleks tekisligining yuqori  yarim tekisligida   
 

,                               (2.1) 
 

tenglamani o‘rganamiz, bu yerda –o‘zgarmas sonlar bo‘lib, , 
  shartlarni qanoatlantiradi.  

 – chekli bir bog‘lamli soha bo‘lib, uchlari  va  nuqtalarda 
bo‘lgan va  yarim tekislikda yotuvchi silliq Jordan chizig‘i 

bu yerda – parametr –yoy uzunligi, hamda o‘qining  kesmasi bilan 
chegaralangan bo‘lsin. (2.1) tenglama uchun  sohada Dirixle va shakli o‘zgargan 
Xolmgren masalalarini o‘rganamiz.  

Dirixle masalasi.  sohada (2.1) tenglamaning ushbu 
 

, ,          (2.2) 

 

shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi  topilsin, bu 
yerda -  chiziqning  yoyi uzunligi, 

–butun  chiziq yoyi uzunligi:  va –berilgan uzluksiz funksiyalar, 
shu bilan birga o‘qining intervali. 

Ekstremum prinsipi  sohada (2.1) tenglamaning  regulyaryechimi 
hech bir  nuqtada o‘zining musbat maksimumiga va manfiy minimumiga 
erishmaydi. 

 

    0,0/0  yuyuuyuE yyyxx
m 

iyxz  0Im z

  0/0  yyyxx
m uyuuy 

0,m 0m
  12/ 0  m

  0,aA   0,aB
0y )(),(: syysxxГ 

s МВ


0y AB




;0)( lssu Г    )(0, xxu  Ix

)()(),( 2  CCyxu
s Г MB

l Г )(s )(x
0),,(,)0()(),()(  yaaIala 

 ),( yxu
),( yx



54 
 

Isboti. Ushbu 

                                 (2.3) 

funksiyani qaraymiz, bu yerda 

 

bu  soha diametri, . Bevosita hisoblashlar yordamida  

 

tenglikning to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish qiyin emas, bu yerda 

(2.4) 

 

 

.            (2.5) 

(2.5) tengsizlikka asosan, (2.4) tenglama yechimi  soha ichidagi hech 
bir  nuqtada o‘zining musbat maksimumiga erishmaydi. Haqiqatdan ham, 
teskarisini faraz qilaylik,  nuqtada  funksiya o‘zining musbat 
maksimumiga erishsin, u holda bu nuqtada   

 

 

 

bo‘lgani uchun, (2.3) dan . Bu esa  tenglikka ziddir. Aynan shu 
mulohazalarni takrorlab,  funksiya  sohaning hech bir ichki nuqtasida 
o‘zining manfiy minimumga erishmasligini ko‘rsatish mumkin. 

Shunday qilib, (2.3) ga asosan, (2.1) tenglamaning regulyar yechimi  
o‘zining musbat maksimumi va manfiy minimumini  sohaning ichki nuqtalarida 
qabul qilmaydi.   
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2.1-teorema.  sohada (2.1) tenglama uchun qo‘yilgan Dirixle masalasining 
yechimi mavjud bo‘lsa, u yagonadir.  

Isboti. Faraz qilaylik, qo‘yilgan masala ikkita   va yechimlarga ega 
bo‘lsin, u holda berilgan tenglama va chegaraviy shartlar chiziqli bo‘lgani uchun 

 funksiya(2.1) tenglamani va bir jinsli  

 
Г|ݓ = ଵݑ) − ଶ)|Гݑ = (ݏ)߮ − (ݏ)߮ = 0;   

 
,ݔ)ݓ 0) = ,ݔ)ଵݑ 0) − ,ݔ)ଶݑ 0) = (ݔ)߬ − (ݔ)߬ = 0,                  (2.6) 

 

shartlarni qanoatlantiradi. Ekstremum prinsipiga ko‘ra,  sohada uzluksiz  
funksiya o‘zining ekstremumlarini faqat  da qabul qiladi, ya’ni 

 

( , ) ( , ) ( , )
0 min ( , ) ( , ) max ( , ) 0

x y x y x y
w x y w x y w x y

  
    . 

 

Bundan esa .  

2.1- teorema isbot bo‘ldi. 
Shakli o‘zgargan Xolmgren masalasi.  sohada (2.1) tenglamaning ushbu  

 

 , ,                  (2.7) 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi   topilsin, bu yerda 
 funksiya  da uzluksiz,  funksiya esa  intervalda uzluksiz bo‘lib, 

bu intervalning chegaraviy nuqtalarida   dan kichik tartibda cheksizlikka 
intilishi mumkin, ߚ = (݉ + ݉)଴)/2ߚ2 + 2). 

2.1-lemma. Agar  sohada  funksiya: 

1)   shartlarni qanoatlantirsa va   

sohada o‘zining eng katta musbat (eng kichik manfiy) qiymatini  
nuqtada qabul qilsa, 

2)   ning  chiziqdagi qiymati  qiymatdan kichik (katta) 
bo‘lsa, u holda  
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0
0

lim 0, ( 0),
y

uy
y






 

                         (2.8) 

tengsizlik, (bu limitni mavjud bo‘lishi sharti bilan) o‘rinlidir. 
Isboti. Musbat maksimum holini o‘rganib chiqamiz. Bevosita hosila ta’rifidan, 

 

 
tengsizlikning bajarilishi mumkin emas. Faraz qilaylik, 

 

                       (2.9) 

 
bo‘lsin.  orqali  sohaning diametrini belgilaymiz. Umumiylikni buzmasdan, 

 deb olishimiz mumkin. Lemma shartiga ko‘ra, , 

bu yerda . Ushbu  

, 

funksiyani kiritamiz [33], bu yerda 

 

 chiziqda 

 

 kesmada esa 

,  . 

Ushbu 

                                 (2.10) 
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tenglikning to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish qiyin emas, bu yerda  (2.4) 
tenglik bilan aniqlanuvchi operator. Lemma shartiga ko‘ra, (2.10) tenglikdan 

 tengsizlik kelib chiqadi. Bundan tashqari, (2.9) tenglikka ko‘ra, 

   0 00
210 0

, 1
lim 0
y

d

x y
y

y
e





  




 
 

   
 

. 

Bundan esa  nuqtaning shunday kichik atrofi borki , bu atrofda 

 ya’ni  funksiya bu atrofda  chizig‘ida o‘suvchi bo‘ladi va 

o‘zining eng katta qiymatini soha ichida qabul qiladi, buning esa (2.5) tengsizlikka 
ko‘ra bo‘lishi mumkin emas. Yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, manfiy minimum 
holini ham o‘rganish mumkin. 

 2.1-lemma isbot bo‘ldi. 
 2.2-teorema.Shakli o‘zgargan Xolmgren masalasi (2.7) shartlarga mos bir 

jinsli shartlarda faqat aynan nolga teng bo‘lgan yechimga ega.  
Isboti. (2.1) tenglama uchun ekstremum prinsipi va 2.1-lemmaga ko‘ra, shakli 

o‘zgargan bir jinsli Xolmgren masalasining  yechimi o‘zining 
ekstremumlarini  da qabul qiladi, ya’ni  

 

. 

Bu yerdan  

. 

2.2-teorema isbot bo‘ldi. 
 

2-§. Potensiallar nazariyasi. 
   Elliptik turdagi 

           (2.11) 

buziluvchan tenglama uchun potensiallar nazariyasi S. Gellerstedt tomonidan 
qurilgan va bu nazariya asosida elliptik turdagi tenglamalar uchun qo‘yilgan asosiy 
chegaraviy masalalar yechimlarining integral ifodasi aralash turdagi tenglamalar 
uchun chegaraviy masalalarni o‘rganishda juda qulay hisoblanadi. S. Gellerstedtning 
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potensiallar nazariyasi aralash turdagi tenglamalar nazariyasining yanada 
rivojlanishida juda katta ahamiyatga ega. 

(2.1) tenglama uchun potensiallar nazariyasi (2.11) tenglama uchun qurilgan 
potensiallar nazariyasi bilan katta bog‘liqlikda bo‘lsada, ayrim muhim farqlarga ega. 

(2.1) tenglama bilan birgalikda unga qo‘shma 

,(2.12) 

tenglamani ham o‘rganamiz. 
Ushbu 

,                               (2.13) 

 
munosabatni bevosita tekshirib ko‘rish qiyin emas. 
 

1. Grin formulasi. Ushbu ayniyatni o‘rganamiz: 
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  

Bu ayniyatning ikkala tomonini  soha bo‘yicha integrallab va Gauss-
Ostrogradskiy formulasini qo‘llab [33], quyidagi Grin formulasini hosil qilamiz: 
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y y x xuE E u dxdy u u u dx y u u dy

y

      


           
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bu yerda - kontur  soha chegarasi. 

Agar  va  funksiyalar mos ravishda (2.1) va (2.12) tenglamaning 
yechimi bo‘lsa, u holda oxirgi formuladan ushbu tenglikni hosil qilamiz: 

 

                 (2.14) 
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Bu yerda  –konormal hosila,  chiziqda  yoy 

uzunligining sanoq boshi  nuqta hisoblanadi. Shuning uchun , 

 chiziqqa o‘tkazilgan tashqi normal. (2.14) formulada  

deb hisoblab, ushbu   

 0 0sy A u ds


                                      (2.15) 

tenglikka kelamiz, ya’ni (2.1) tenglama yechimining konormal hosilasini  ga 
ko‘paytmasidan  kontur bo‘yicha olingan integral nolga tengdir.  

Endi (2.14) formulada  ni  ga almashtirib, ushbu: 

 

        (2.16) 

 
formulaga ega bo‘lamiz, bu yerda  (2.1) tenglamaning yechimi. 

 
 2. (2.1) tenglamaning fundamental  yechimlari. (2.1) tenglamaning 

yechimini 

                           (2.17) 

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda 
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-noma’lum funksiya (2.17) ni (2.1) tenglamaga qo‘yib va  ga nisbatan 
ba’zi bir hisoblashlarni bajarib, ushbu  

 

 

 
Gauss tenglamasiga kelamiz. 

Bu tenglama nuqta atrofida quyidagi ikkita chiziqli erkli yechimga ega: 
 

.

(2.18) 

 
(2.18) ni (2.17) tenglikka qo‘yib, ushbu:  
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yechimlarga kelamiz, bu yerda 
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Bu funksiyalar o‘zgaruvchilarga nisbatan (2.1) tenglamaning yechimidan 

iborat, shu bilan birga yaxshi ma’lum [81]  
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  
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    


                 ( 2.21) 

formulaga ko‘ra bu yechimlar  ga, ya’ni  ga intilganda logarifmik 
maxsuslikka ega. Demak, (2.19) yechimlar (2.1) tenglamaning fundamental 
yechimlari ekan. 

Bevosita hisoblashlar yordamida (2.19) formulalardan 
 

,                              (2.22)    

 

,                                     (2.23) 

 
tengliklarni to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatish mumkin. 

3. Ikkilangan qatlam potensiali.  chiziqning parametrik tenglamasi  
 ,  bo‘lsin, bu yerda -hisob boshidan  

nuqtagacha bo‘lgan chiziqning yoy uzunligi,  chiziq quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsin: 

1) ,  funksiyalar  kesmada birinchi tartibliuzluksiz hosilaga ega va 
bu hosilalar bir vaqtda nolga aylanmaydi. 

 2)  ,  hosilalar  da Gyolder shartini qanoatlantiradi. 

 3)  chiziqning  va  nuqtalari atrofida                                              
 

   ,                              (2.24) 
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shart bajariladi, bu yerda – o‘zgarmas son,  chiziqning o‘zgaruvchi nuqtalarining 
koordinatalarini  orqali belgilaymiz. 

Ushbu 

,         (2.25) 

 

integralni o‘rganamiz, bu yerda  ,  

௧ܣ = ,ߦ)ଵݍ] ;ߟ ,ݔ [(ݕ = ௠ߟ ߟ݀
ݐ݀

∙
ଵݍ߲

ߦ߲
−

ߦ݀
ݐ݀

∙
ଵݍ߲

ߟ߲
. 

(2.25) tenglama bilan aniqlangan integralni ikki qatlam potensiali deb ataymiz. 
Ravshanki, -funksiya  yarim tekislikning,  chiziq hamda o‘qi 
nuqtalarini o‘z ichiga olmagan ixtiyoriy sohada (2.1) tenglamaning regulyar yechimi 
bo‘ladi. 

2.2-lemma.  bo‘lganda ikkilangan qatlam potensiali 

 uchun ushbu: 

 

  (2.26) 

munosabatlar o‘rinlidir.    
Isboti. 
a)  nuqta  sohadan tashqaridan hamda o‘qidan yuqorida joylashgan 

bo‘lsin (2.15) va (2.22) tengliklarga asosan           
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





 

 
b)  nuqta  soha ichida yotsin.  sohadan markazi  nuqtada 

bo‘lgan va radiusi  ga teng bo‘lgan doirani ajratib olamiz va  ning qolgan 
qismini  orqali belgilaymiz. orqali ajratib olingan doiraning aylanasini 
belgilaymiz. 

 sohada  funksiya (2.1) tenglamaning regulyar yechimidan 
iborat bo‘ladi. (2.15) tenglikka ko‘ra: 

, 

 

bu yerda , bu yerda –integrallash yo‘nalishi soat strelkasi 

harakati bo‘yicha ekanligini anglatadi. Bu yerdan (2.22) tenglikni hisobga olib, 
ushbu:  

 

, 

 
tenglikni hosil qilamiz, demak 

 

.             (2.27) 

Bevosita hisoblashlar yordamida ushbu: 
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(2.28) 
 

tenglikni to‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish qiyin emas. 
Konormal hosilaning bu qiymatini (2.27) formulaga qo‘yib, quyidagi tenglikni 

hosil qilamiz:   
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(2.29) 

 
Markazi  nuqtada bo‘lgan ushbu: 

 

  .                   (2.30) 

 
qutb koordinatalar sistemasini kiritamiz. Kiritilgan qutb koordinatalar sistemasida 

 

 ,      (2.31) 

bu yerda 
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. 

 
Darajali ifodaning quyidagi 

 

 , 

yoyilmasini  ifodaga qo‘llab, ushbu: 
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tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda  – mos ravishda ,  tartibli 
cheksiz kichik miqdorlar. 

Shunday qilib, 
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(2.32) 
 
(2.32) tenglikda  limitga o‘tib, ushbu:                                           
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              (2.33) 

 
tenglikni hosil qilamiz. (2.30) tenglikdan  da , , demak .  

Endi  tenglikni hisobga olib, 

                (2.34) 

tenglikni hosil qilamiz. (2.29) tenglikda  da limitga o‘tib hamda (2.33) va 
(2.34) tengliklarni hisobga olib, ushbu: 

 
          

 

1 0
1 10

2
2

1 2
0 2

, lim , ; ,

242 , 1, 2 ;1
2

1
.

tg

t
C

m

m

W x y t A q t t x y dt

d y tg
k F

m
y 








  


   


   

 
          
 
 





        (2.35) 

tenglikni hosil qilamiz. Xosmas integralning ushbu 
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qiymatini va  tenglikni e’tiborga olib, (2.35) 
tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

, 

yoki  ning (2.20) dagi qiymatiga asosan,   ,  tenglikka 
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s)  nuqta  chiziqda yotuvchi  nuqta bilan ustma-

ust tushsin, bu yerda  – berilgan nuqtaning yoy absissasi.  potensialning 
to‘g‘ri qiymatini topamiz.     

Markazi  nuqtada bo‘lgan  radiusli  aylana yasaymiz.  chiziqning bu 
aylana ichidagi qismini  orqali, qolgan qismini  orqali belgilaymiz. 

aylananing  soha ichida yotgan qismini  orqali belgilaymiz va ,  , 
hamda o‘qining [-1,1]  kesmasi bilan chegaralangan sohani  orqali 
belgilaymiz. 

-ikki qatlam potensialining to‘g‘ri qiymatini ushbu:     

   (2.36) 

orqali belgilaymiz, (2.36) integralda ,  –o‘zgaruvchi koordinata,  
–fiksirlangan koordinata.     

(2.28), (2.31) tengliklardan ko‘rinib turibdiki, (2.36) tenglikdagi integral 
ostidagi funksiya  bo‘lganda singulyar maxsuslikka ega, ya’ni integral xosmas 
integraldir. Shuning uchun, (2.36) ni xosmas integralning ta’rifidan foydalanib  
hisoblaymiz: 

   (2.37)  

(2.22) tenglikni hisobga olib, (2.37) ning o‘ng tomonini quyidagicha 
almashtiramiz: 
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bu yerda -  integrallash yo‘nalishi soat strelkasi harakati bo‘yicha bajarilishini 
bildiradi. 

Shunday qilib, 
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 bo‘lgani uchun,  sohada (2.1) 
tenglamaning regulyar yechimi bo‘ladi, bu yerdan (2.15) ni e’tiborga olib, ushbu: 

 

,  (2.39) 

 
tenglikka kelamiz. 

Markazi  bo‘lgan 

, , 

qutb koordinatalar sistemasini kiritamiz:  bo‘lib,  uzluksiz 
bo‘lgan uchun, (2.28) , (2.32) , (2.33) ni e’tiborga olib, (2.39) dan ushbu: 
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,                             (2.40) 

tenglikka kelamiz 
d) Endi  nuqta absissalar o‘qida joylashgan holnio‘rganamiz.     

С

     sysxM ,0         sysxttq ,;,1  

                  dtsysxttqAtsysxW
C

t ,;,lim, 1
0

0
1

1 










    sysxM ,0

     cos sxt      sin syt

     Гtt  ,    tt   ,

     tt  ,,1 Г
x   12

    ГyxyxW  ,,
2
1,)1(

1

),( yx



69 
 

y  to‘g‘ri chiziqni o‘tkazamiz, bu yerda -juda kichik musbat son.  
orqali  sohaning  to‘g‘ri chiziqdan yuqorida joylashgan qismini belgilaymiz,

 va  orqali esa  to‘g‘ri chiziqning  chiziq bilan kesishish 
nuqtalarini belgilaymiz.  ikki qatlam potensialini quyidagicha yozib olamiz: 

          
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 (2.41) 

bu yerda 20 0 0 0 0 0 1{ , };Г BB B A A A A B y x x x
  

       . Shunday qilib, bu yerda  

va  mos ravishda  va  yoylar uzunligi. (2.41) ning oxirgi integrali (2.15) 
tenglikka ko‘ra nolga teng. Shunday qilib, 
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Bu yerda ,  lar mos ravishda  va  nuqtalarning 

absissalari  dan  bo‘yicha hosilani hisoblaymiz, dastlab uni 
quyidagicha yozib olamiz:  
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 (2.42) 
Bu yerda (1.35)  va 
 

 , 

 
formulani qo‘llab, (2.42) ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz:  
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, (2.43) 

 
(2.43) da  ,  deb, uni ushbu: 

  (2.44) 

ko‘rinishda yozib olamiz. 
Shunday qilib, 
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     (2.45) 

bu yerda 
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(2.45) tenglikdagi integralda integral o‘zgaruvchisini ushbu 

 

 , 

 
ko‘rinishda almashtirib, (2.45) ni quyidagicha yozib olamiz: 
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bu yerda 

 ,  

 
(2.46) integralni ushbu hollarda hisoblaymiz.  
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1)  nuqta  interval ichida joylashgan bo‘lsin, bu holda   da  

va  mos ravishda  va  ga intiladi va , . Shunday 

qilib, da ikki qatlam potensiali ushbu 

.       (2.47) 

ko‘rinishni oladi. 

Ushbu ma’lum:  
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  , 

tenglikka asoslanib, (2.47) dan 

 .                (2.48) 

tenglikka kelamiz. Endi (2.48) ga (2.20) dan  ning qiymatini qo‘yib, yakuniy natija                         

                                      (2.49) 

tenglikka kelamiz. 

2. nuqta  nuqta bilan ustma-ust tushsin, u holda: 

, . 

chiziqqa qo‘yilgan (2.24) shartga ko‘ra,  nuqta atrofida 

tengsizlikka ega bo‘lamiz, bu yerdan  ning nolga intilishidan  
ning ham nolga intilishi kelib chiqadi, ya’ni  ,  . Shunday qilib, (2.46) 
da  da ushbu:  
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3. nuqta endi (1,0) nuqta bilan ustma-ust tushsin, bu yerda ham 2) dagi 
mulohazalarni takrorlab, 

   1
1

11,0
2

W    

tenglikka kelamiz. 

Shunday qilib, 
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                                   (2.51). 

Lemma 2.2 isbot bo‘ldi. 

 
2.3-lemma.Agar  chiziq 59-betda qo‘yilgan barcha shartlarni qanoatlantirsa, 

u holda shunday V soni mavjudki, uning uchun  
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tengsizlik yuqori yarim tekislikda yotuvchi ixtiyoriy  nuqta uchun o‘rinli 
bo‘ladi. 

Isboti.(2.28) formuladan foydalanamiz. funksiyaning aniqlanishidan, u 
faqat  chiziq nuqtalarida faqat logarifmik maxsuslikka ega bo‘lishi mumkin, 
shuning uchun ham 

ߝ) ≥ 0),                          (2.53) 

 
bu yerda ܿଵ − ,ݔ  .o‘zgaruvchilarga bog‘liq emasݕ
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integrallar bir xil baholanadi. (2.24) tengsizlikka asosan, yuqoridagi integrallardan 
birinchisi uchun  

 

 

 
tengsizlikni hisobga olib, ushbu 

 

    (2.54) 

 
tengsizlikka kelamiz. 

Shunday qilib, (2.53) va (2,54) tengsizliklarga asosan, 
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integralni baholaymiz. 

 (2,53) da            
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bu yerda  ushbu 

 

 

 
almashtirishni bajaramiz, u holda (2,57) ushbu  
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ko‘rinishni oladi.  

(2.58) da  tenglikni hisobga olib, (2,58) ni ushbu 

ko‘rinishda yozib olamiz 
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esa  nuqtaning radius vektori va shu nuqtaga o‘tkazilgan tashqi normal  
orasidagi burchak. Shunday qilib, (2.56) tenglikdan, (2.59) ni hisobga olib, ushbu 
tengsizlikka kelamiz:      

   
2

2
5 6

0 0 0
1
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; , , 1,2 ;1 ln2

ll
Q t x y dt С F r dt C dt
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

 
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(2.61) 
 

Logarifmik potensiallar nazariyasiga asosan, 
 

.                                             (2.62) 

 
Bu yerdan isbotlangan (2.59), (2.62) tengsizliklarga asosan 2.3-lemmaning 

isboti kelib chiqadi. 
2.4-lemma.Agar    nuqta   chiziqda yotsa, u holda ushbu: 

 

              (2.63) 

 
tengsizlik o‘rinlidir. 

Bu lemmaning isboti bevosita (2.28) tengsizlikdan kelib chiqadi. 
(2.25) formula ikki qatlam potensiali zichligiߤଵ(ݐ) ≡ 1bo‘lsa,  nuqta  

chiziqdan o‘tganda uzilishga ega bo‘lishini ko‘rsatadi. 
Agar ikki qatlam potensialida ߤଵ(ݐ) ixtiyoriy uzluksiz funksiya  bo‘lsa, uning 

uchun ushbu teorema o‘rinlidir: 
 
2.2-teorema.Agar  nuqta  chiziq nuqtasi     ga    soha 

ichidan yoki tashqarisidan intilgandagi limit qiymatlarini mos ravishda      1
iW s   yoki 

   1W s  orqali belgilasak, u holda ushbu formulalar o‘rinlidir: 
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              (2.65) 
 

 esa   o‘zgaruvchi nuqtaning yoy absissasi,  esa 
 fiksirlangan nuqtaning yoy absissasi. 

Isboti: Dastlab ikki qatlam potensialini  chiziq nuqtalarida mavjud ekanligini 
ko‘rsatamiz. 

(2.28) ifodani uzluksizlikka tekshiramiz, buning uchun (2.31) ni o‘rganamiz va 
uni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

.      (2.66) 

 
(2,66) ifoda  va o‘zgaruvchilar bo‘yicha G chiziqda uzluksizdir. Haqiqatdan 

ham, ushbu: 

 

 
belgilashlarni kiritib, (2.66) ni ushbu: 

 

 

 
ko‘rinishda yozib olamiz va bu yerda  da limitga o‘tib, quyidagi tenglikni hosil 
qilamiz: 
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ning  bo‘lgandagi qiymatini (2.67) o‘ng tomonidagi qiymatiga teng 
qilib olib,  ni  chiziqda uzluksizligini ta’minlaymiz. Shunday qilib, 
yuqoridagi mulohazalardan, (2.28) ifodaga asosan ikki qatlam potensialini  chiziqdagi 
qiymati mavjud. 

 Endi (2.64) formulalarni isbotlaymiz. chiziqda  nuqta olamiz 
va   ni ushbu ko‘rinishda yozamiz:  

 

(2.68) 

 
potensialning  nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. 

Shu maqsadda,  nuqtani markaz qilib, radiusli  aylana 

chizamiz. chiziqning bu aylana ichidagi qismini aylana tashqarisidagi qismini 
esa  orqali belgilab olamiz, u holda:  

 

(2.69) 

 
Bu yerdan, 

 

       (2.70) 

 
 funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun   ni shunday tanlash mumkinki,  
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bo‘ladi, bu yerda 

 

 
Bu yerdan ixtiyoriy   uchun 

 

(2.71) 

 
Xususiy holda: 

.                                         (2.72) 

 
 potensialda integral  chiziq bo‘yicha bajarilyapti,  

nuqta esa  da joylashgan. Shuning uchun,  uzluksizdir, ya’ni shunday 

 son mavjudki, bo‘lganda,                            
 

 

 

bo‘ladi. Shunday qilib, bo‘lganda, 
 

                        (2.73) 

bo‘ladi, ya’ni  nuqtada  potensial uzluksiz. Shunday ekan, 
 potensialning limit qiymatlari va to‘g‘ri qiymati  nuqtada ustma-

ust tushadi, ya’ni 
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.                (2.74) 

 
(2.26) formulaga asosan,  
 

   (2.75). 

 
Endi (2.68) formuladan  (2.74) va (2.75) tengliklarni e’tiborga olib, quyidagi 

munosabatlarni hosil qilamiz: 
 

 .  (2.76) 
 

ܹ             (2.77) 
 

Lekin 
 

(2.78) 

 
Shunday qilib, (2.76), (2.77) formulalardan (2.78) ga asoslanib, (2.64) 

formulalarni hosil qilamiz. 
 2.2-teorema   isbot bo‘ldi. 

 – ikki qatlam potensiali  chiziq nuqtalari to‘plamida uzluksiz. 
Haqiqatdan ham,  chiziqda  fiksirlangan va o‘zgaruvchi nuqtalarni 
olaylik va  ni  chiziq bo‘yicha  ga intiltiraylik. (2.68) tenglikdan: 

 

 

 
Bu yerda  uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun 

 

, 

ya’ni   funksiya  chiziqda uzluksiz ekan. 
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4. Ikkilangan qatlam potensiali.  (2.1) tenglamaning ikkinchi 

fundamental yechimi 
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dan foydalanib, ushbu 

 

 

formula yordamida ikkilangan qatlam potensialini aniqlaymiz, bu yerda  

, 

௧ܣ = ,ߦ)ଵݍ] ;ߟ ,ݔ [(ݕ = ௠ߟ ߟ݀
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ଵݍ߲

ߦ߲
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ଵݍ߲

ߟ߲
,                 (2.80) 

 
ܹ funksiya yuqori yarim tekislikning  chiziq va o‘qi nuqtalari bilan 
ustma-ust tushmaydigan barcha nuqtalarda (2.1) tenglamaning regulyar yechimi 
bo‘ladi. Ikki qatlam potensiali yuqori yarim tekislikning barcha nuqtalarida 
aniqlangan va 

.                (2.81) 

2.5-lemma.Ikki qatlam potensiali zichligi bo‘lganda ushbu 
munosabatlar o‘rinlidir:  
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2.5-lemma isboti 2.4-lemma isbotidek bajariladi. 

2.6-lemma.Agar  chiziq 59-betda qo‘yilgan shartlarni qanoatlantirsa, u 
holda yuqori yarim tekislikda yotuvchi ixtiyoriy  nuqta uchun shunday  soni 
mavjudki, uning uchun ushbu 

                     (2.83) 

tengsizlik bajariladi. 

 2.7-lemma.Agar  nuqta  chiziqda yotsa, u holda ushbu 

(2.84) 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

 

2.6 va 2.7-lemmalarning isboti bevosita ushbu 
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formuladan kelib chiqadi. 

2.3-teorema.Agar  chiziq 59-betdagi shartlarniqanoatlantirsa, hamda  
funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holdaushbu formulalar o‘rinlidir: 

                  (2.86) 
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                       ,(2.87) 

va  nuqtalar  chiziqda yotibdi. 

2.3-teoremaning isboti bevosita 2.5-lemmadan kelib chiqadi. 

2.6-lemma.Agar  chiziq 59-betda keltirilgan shartlarniqanoatlantirsa va

 chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda  funksiya 

qandaydir  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi. 
 
5. Oddiy qatlam potensiali. . chiziq 59-betda keltirilgan shartlarni 

qanoatlantirsin,ushbu 

,                 (2.88) 

 
funksiyaga oddiy qatlam potensiali deyiladi, bu yerda - zichlik  

oraliqda uzluksiz funksiya bo‘lib,  chiziqning uchlarida  tartibda nolga 

aylanadi,  esa (2.1) tenglamaning fundamental yechimi. Oddiy qatlam 
potensiali (2.88) yuqori yarim tekislikda aniqlangan  va u  chiziqni kesib o‘tganda 
uzluksiz. Oddiy qatlam potensiali yuqori yarim tekislikning, va o‘qining 
nuqtalaridan tashqari barcha nuqtalarida (2.1) tenglamaning regulyar yechimidan 
iborat. -fundamental yechimning (2.19) ifodasidan nuqta 
cheksizlikka intilganda,  oddiy qatlam potensialini nolga intilishi kelib 
chiqadi. Haqiqatdan ham, nuqta tenglamasi 

 

 
dan iborat bo‘lgan normal chiziqda yotsin, u holda (2.19) ga asosan, 

 

,          (2.89) 

 
bu yerda –o‘zgarmas sonlar. 

 
6. Oddiy qatlam potensialining konormal hosilasi. chiziqda ixtiyoriy 

nuqta olamiz va bu nuqtada -normal o‘tkazamiz. Bu normalda 
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yotuvchi hamda  chiziqqa tegishli bo‘lmagan ixtiyoriy  nuqtani olamiz va 
bu nuqtada (2.88) funksiyaning konormal hosilasini hisoblaymiz: 

 

,                (2.90) 

bu yerda 

. 

chiziqning   nuqtasiga o‘tkazilgan tashqi normalning 
yo‘naltiruvchi kosinuslari. (2.90) integral agar nuqta nuqta 

bilan ustma-ust tushganda,  salmoq bilan mavjud, ya’ni 
 

 

 
ifoda aniq qiymatga ega. 

 

va  
 

orqali  – oddiy qatlam potensialining konormal hosilasini  salmoq 
bilan,   nuqta  nuqtaga mos ravishda  soha ichidan va   
soha tashqarisidan intilganda limit qiymatini belgilaymiz. 

  
2.4-teorema.Agar chiziq 59-betdagi shartlarni qanoatlantirsa  va

 bo‘lsa, u holda 
 

 

 

(2.91) 

 
formulalar o‘rinlidir, bu yerda  
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. 
 

Bu teorema 2.3-lemmadan foydalanib,  2.3-teorema kabi isbotlanadi. 
Bu formulalar bevosita oddiy qatlam potensiali konormal hosilasining qiymatini 
 nuqta chiziqdan o‘tganda sakrash kattaligini hisoblash imkonini beradi, 

ya’ni 
 

.                  (2.92) 
 
Ikki qatlam potensialidek, ushbu baholarni olish mumkin: 
 

,                            (2.93) 
 

bu yerda  - o‘zgarmas sonlar. 
 Oddiy qatlam potensiali   uchun  (2.16) Grin formulasi o‘rinlidir: 

 

.   (2.94) 

 
orqali chiziq, o‘qining kesmasi va  normal 

chiziqlar bilan chegaralangan sohani belgilaymiz. soha uchun (2.93) 

formulani qo‘llab, hamda  ekanligini, hamda (2.89) va (2.93) 

tengsizliklarni e’tiborga olib va da limitga o‘tib, ushbu 
 

,    (2.95) 

 
tenglikka kelamiz, bu yerda  orqali  sohaning  yarim tekislikdagi tashqi 
sohasi belgilangan. 

 
 7. Oddiy qatlam potensiali. (2.1) tenglamaning ikkinchi fundamental 

yechimi   dan foydalanib,  oddiy qatlam potensialini 
quyidagicha aniqlaymiz 
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,                      (2.96) 

bu yerda  – oddiy qatlam potensiali yuqori yarim tekislikda 
uzluksiz va yuqori yarim tekislikda yotuvchi hamda  va o‘qi nuqtalari bilan 
umumiy nuqtaga ega bo‘lmagan har qanday sohada (2.1) tenglamaning regulyar 
yechimi.  

 – oddiy qatlam potensialining  salmoq bilan konormal hosilasi  
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi 

 

,  (2.97) 

 
bu yerda   

 

 

ya’ni    
 

 
 

nuqtaga o‘tkazilgan tashqi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslari. 
 (2.97) integral nuqta   nuqta bilan ustma-ust 

tushganda ham aniq qiymatga ega. 
 2.5-teorema.Agar  chiziq 59-betdagi shartlarni qanoatlantirsa va -

uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda ushbu: 
 

 

 

           (2.98) 

 
formulalar o‘rinlidir, bu yerda 

 

.                 (2.99) 
 
Bu formulalardan ushbu 
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         (2.100) 
 

tenglikni hosil qilamiz. 

 Agar  nuqta  normal chiziqda bo‘lsa, 

 cheksizlikka intilganda  
 

          (2.101) 

 
baholar o‘rinlidir, bu yerda   va o‘zgarmas sonlar. 

  – oddiy qatlam potensiali uchun (2.94) va (2.95) formulalar 
o‘rinlidir.  

 
 
 
 8. Potensiallar zichliklari uchun integral tenglamalar. (2.64), (2.86) va 

(2.91), (2.98) formulalarni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

,   (2.102) 

  

      (2.103) 

bu yerda   
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(2.102) va (2.103) tenglamalar o‘zaro qo‘shma tenglamalar bo‘lib, (2.63), (2.84) 

tengsizliklarga ko‘ra, ularga Fredgolm teoremalarini qo‘llash mumkin. 
ߣ = 2, yadroningxarakteristik soni bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Bu 

tasdiq ushbu 

                      (2.104) 
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bir jinsli integral tenglamaning notrivial yechimga ega emasligiga ekvivalentdir. 

 Faraz qilaylik, (2.104) tenglama uzluksiz yechimga ega  

zichlikka ega bo‘lgan  – oddiy qatlam potensialini tuzamiz, bu potensial  
va  sohada (2.1) tenglamaning regulyar yechimi bo‘lib, uning konormal 
hosilasining  chiziqdagi limit qiymati (2.91) va (2.104) tengliklarga asosan, nolga 
teng, ya’ni: 

 

                            (2.105) 
 

 – oddiy qatlam potensialiga (2.95) Grin formulasini qo‘llab,  

sohada  tenglikka kelamiz. Cheksizlikda oddiy qatlam potensiali 

(2.89) bahoga ko‘ra,  ga aylanadi. Bundan, va  da  degan 

xulosaga kelamiz. (2.94) formulada  bo‘lgani uchun  -da 

. Bundan va (2.100) formulaga ko‘ra, 
 tenglikka kelamiz. Shunday qilib, (2.104) bir jinsli tenglama faqat  
 trivial yechimga ega bo‘ladi: demak,   

Ushbu 

         (2.106) 

 
bir jinsli tenglama uchun xarakteristik son haqiqatdan ham (2.26) tenglikka 
asosan, ixtiyoriy  (2.106) tenglamaning yechimi bo‘lishi kelib chiqadi. 

 
9. Shakli o‘zgargan masalasining Grin funksiyasi.  sohada (2.1) 

tenglama uchun shakli o‘zgargan masalasining Grin funksiyasi deb, quyidagi 
shartlarni qanoatlantiruvchi   funksiyaga aytiladi [2,13]: 

  

10)    – funksiya   sohaning  nuqtasidan 
tashqari barcha nuqtalarida,  bo‘yicha (2.1) tenglamaning,    bo‘yicha 
esa (2.12) tenglamaning regulyar yechimi bo‘ladi; 

 
20)   

           (2.107) 
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chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 

 
30)  funksiyani 

 
 ,          (2.108) 

 
shaklda  ifodalash mumkin, bu yerda   
(2.1) tenglamaning fundamental yechimi. 

esa  sohaning barcha nuqtalarida (2.1) tenglamaning regulyar 
yechimi. 

Shakli o‘zgargan  masalasining Grin funksiyasini tuzish,uning regulyar qismi 
 ni topishga olib kelinadi va u (2.107), (2.208) ifodalardan, (2.22) ni 

hisobga olgan holda, ushbu:   
 

,     (2.109)                               
 

  ,                    (2.110) 

 
chegaraviy shartlarni qanoatlantirishi kerak. 

funksiyani ikki qatlam potensiali ko‘rinishida izlaymiz: 
 

 (2.111) 

 
(2.64) tengliklardan birinchisi va (2.109) chegaraviy shartni e’tiborga olib, 

 zichlik uchun ushbu 
 

, (2.112) 

 
integral tenglamaga ega bo‘lamiz. 

(2.112) tenglamaning o‘ng tomoni bo‘lgani uchun, 
o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyasidir. §2 ning  9-bandida soni  
yadroning xarakteristik soni bo‘lmasligi isbotlangan edi, demak, (2.112) 
tenglamaning yechimi mavjud va uning uzluksiz yechimini ushbu 
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(2.113) 
 

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda yadroning rezolventasi, 
. (2.113) ni (2.111) ga qo‘yib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz: 
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Quyidagi funksiyani kiritamiz: 

 

 

 
 funksiya (2.1) tenglamaning  va  sohalarning har birida regulyar 

yechimi bo‘ladi. bo‘lgani uchun, funksiya  sohada ixtiyoriy 
tartibli uzluksiz hosilaga ega va bu hosilalar  da uzluksiz. sohada

 funksiyani (2.1) tenglamaning 
 

,   (2.115) 
      

,                       (2.116) 

 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi deb qabul qilish mumkin. 

 Bu yechim ko‘rinishda bo‘lsa ham, uni boshqa 
formada yozishga harakat qilamiz, ya’ni bu yechimni 
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oddiy qatlam potensiali ko‘rinishida ifodalaymiz. Bu yerda 
noma’lum zichlik. (2.91) formulalarning ikkinchisidan foydalanib va (1.115) 
tenglikni hisobga olib,  zichlik uchun ushbu 

 

     

           
1 0 0 1 1 0 0

0

0
1 0 0

, , 2 , , ,

2 , ; , , ,

l

s

s x y K t s t x y dt

y s A q x s y s x y x s y s Г

  

  




 (2.118)  

integral tenglama hosil qilamiz.  
(2.118) integral tenglama (2.112) integral tenglamaga qo‘shmadir. (2.118) ning 

o‘ng tomoni  ning uzluksiz funksiyasidir, chunki . Shunday qilib, (2.118) 
tenglama yagona uzluksiz yechimga egadir 

 
        

    

0
1 0 0 1 0 0

0
1 1 0 0

0

; 2 , ; ,

4 ( , ;2) ( ) , ; ,

s

l

t

s x y y s A q x s y s x y

R t s t A q t t x y dt







  

   

     .

    (2.119) 

 
Endi (2.117) formula bilan aniqlangan  ni  sohada o‘rganamiz. 
 Oddiy qatlam potensiali  ning  chiziqdagi qiymati  ga 

teng, ya’ni Grin funksiyasining regulyar qismi  ning  dagi 

qiymatiga teng, buning ustiga   ya’ni   funksiya  

sohada (2.1) tenglamaning  masalasi 
 

, 
 

 

 
yechimidan iborat ekan. Lekin Grin funksiyasining regulyar qismi  
ham (2.109) va (2.110) shartlarga asosan, shakli o‘zgargan  masalasining 
yechimidir. Bu masalaning yechimini yagonaligiga ko‘ra,  sohada                    

, , ya’ni 
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s   yx,
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    (2.120) 

 
Shunday qilib, Grin funksiyasining regulyar qismi oddiy qatlam potensiali 

ko‘rinishida ifodalandi. 
 (2.91) formulalardan birinchisini (2.120) oddiy qatlam potensialiga qo‘llab, 

ushbu: 

      

     

0
1 0 0

1 0 0 1 1 0 0
0

2 , , ; ,

; , 2 , ; ,

s i
l

y s A x s y s x y

s x y K t s t x y dt

 

 

   

  ,(2.121)       

tenglikni hosil qilamiz. 
 

         

      

0 0
1 0 0 2 0 0

0
1 0 0 0 0

( ) , ; , ( ) , ; ,

( ) , ; , ( , )

s s i

s e

y s A q x s y s x y y s A q x s y s x y

y s A q x s y s x y x y

 



       

   

,

 

 
bo‘lgani uchun (2.118) munosabatga  asosan, 

 

 

      

     

0
1 0 0

1 0 0 1 1 0 0
0

2 , , ; ,

; , 2 , ; ,

s i
l

y s A q x s y s x y

s x y K t s t x y dt



 

   

  .                       (2.122) 

 (2.121) va (2.122) tengliklarni hadma-had qo‘shib va (2.108) munosabatni 
hisobga olib, ushbu tenglikni hosil qilamiz 

 

             0
1 0 0 1 0 0 1

0
, ; , ; , , ; ,

l

tx y x y t A G t t x y q t t x y dt         
(2.123) 

 
      Shunday qilib, (2.123) tenglikka asosan, (2.120) formulani quyidagicha 

yozamiz 

             0
1 0 0 1 0 0 1

0
, ; , ; , , ; , .

l

tx y x y t A G t t x y q t t x y dt         
(2.124) 
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(2.119) tenglikning ikki tomonini  ga ko‘paytirib va hosil 
bo‘lgan tenglikni kesmada  bo‘yicha integrallab, ushbu tenglikka kelamiz 

    

           

           

1 0 0 1
0

0
1 1 0 0

0

l
0

1 1 0 0 1 0 0
0 0

, ; ,

2 , ; , , ; ,

4 ; ;2 , ; , ( ) , ; ,

( ; , )
l

l

s

l

t

x s y s x y ds

q x s y s x y s A q x s y s x y ds

R t s q x s y s x y t A q t t x y dt ds

s x y q







  

 

   

     




 

(2.125) 
 

 
Bu tenglikning chap tomoni (2.120) ga ko‘ra  ga teng, o‘ng 

tomoni esa (2.114) ga ko‘ra  ga teng, ya’ni  
 

.                      (2.126)  
 

Demak,  funksiya   sohaning   va   nuqtalariga 
nisbatan simmetrikdir. 

 2.10-lemma.Agar   va   nuqtalar  sohada bo‘lsa, 
  Grin funksiyasi bu nuqtalarga nisbatan simmetrikdir. 

Lemmaning isboti Grin funksiyasining (2.108) ifodasi va (2.126) tenglikdan 
kelib chiqadi.  kesma va normalchiziq  

 

 

 
bilan chegaralangan  normal soha uchun shakli o‘zgargan masalasining Grin 
funksiyasi ushbu ko‘rinishga ega 

 

,       (2.127) 
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,   
,
 

,  

funksiyani 

,        (2.128) 

 
ko‘rinishda ifodalash mumkin ekanligini isbotlaymiz, bu yerda  - (2.118) 
tenglamaning yechimidir. 

 Haqiqatdan ham,  sohaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. Ushbu 
 

,       (2.129) 

 
funksiyani o‘rganamiz, bu funksiya (2.1) tenglamani qanoatlantiradi, chunki (2.117) 
tenglikka ko‘ra  funksiya (2.1) tenglamani qanoatlantiradi. (2.129) 
tenglikda o‘rniga uning ifodasi (2.119) ni qo‘yib,  ushbu 
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 

 

     



     

                                                                                                                          (2.130)        
 

bu yerda  
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                                                                                                                          (2.131) 
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ya’ni    – quyidagi integral tenglamaning yechimidir: 
 

.    (2.132) 

 
(2.130) tenglikning o‘ng tomonidagi ikki qatlam potensialiga (2.64) formulaning 

birinchisini qo‘llab, ushbu tenglikka ega  bo‘lamiz: 
 

 

 
Bu yerdan (2.132) ga ko‘ra, ushbu tenglikka ega bo‘lamiz: 

 
 (2.133) 

 

,
 

 
tenglikni hisobga olib, ushbu 

 

, (2.134) 

 
tengliklarni to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. (2.133) va (2.134) shartlarga 
ko‘ra, va  funksiyalar (2.1) tenglamani va bir xil 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi, demak, shakli o‘zgargan  N masalasi 
yechimining yagonaligiga ko‘ra: 

 

. 
 
Shunday qilib, (2.128) formula isbot bo‘ldi. 
Endi (2.108) tenglikdan  (2.127) tenglikni ayirib, quyidagi ifodani hosil qilamiz: 
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                                                                                                                            (2.135) 
yoki (2.126) tenglikka ko‘ra,  

 

 00,; yxs

       000100
0

100 ,;,2,;,2,; yxyxdtyxttsKyxs
l

  

          dtyxttsKyxsyxsysxu
l

i 00
0

10000 ,;,,;
2
1,;,  

               Гsysxyxsysxyxsysxui  ,,,;,,;, 000100 

  0,;
0

10 



yy

yxsy 

    0,;,0,;,
0

00010
0

000 , 








 yy y
yxyxy

y
yxyxuy 

 00 ,;, yxyxu  0001 ,;, yxyx

   000100 ,;,,;, yxyxyxyxu 



96 
 

. 
 

Endi (2.120) va (2.128) tenglikka asosan,    ni quyidagicha 
almashtiramiz:  
 

               
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Н x y x y t x y q t t x y d t x y t t x y dt
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   
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yoki 

.   (2.136) 

 
 
10. Shakli o‘zgargan N masalasining yechimi  nuqta  sohaga 

tegishli bo‘lsin  chiziqqa parallel  va  to‘g‘ri chiziq 

bilan chegaralangan sohani  orqali belgilaymiz.    va  ni shunday kichik 

tanlaymizki,   bo‘lsin.  sohadan markazi  nuqta, 

radiusi  ga teng bulgan doirani qirqib olamiz va  ning qolgan qismini  

orqali belgilaymiz.  sohada  – Grin funksiyasi (2.1) 
tenglamaning regulyar yechimidan iborat. funksiya sohada (2.1) tenglamaning ushbu: 

, 

shartlarni qanoatlantiruvchi shakli o‘zgargan N masalasining yechimi bo‘lsin, bu 
yerda߮(ݏ),  kesmada uzluksiz funksiya,  funksiya esa    
intervalda uzluksiz va   da  dan kichik tartibda cheksizlikka intilishi 

mumkin. (2,14) formulada  esa  o‘zgargan N 
masalasining yechimi deb qabul qilib, ushbu 

 

, 

yoki 
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   

   

2
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x

s s
Г x

s
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G uy G A u uA G ds y u G dx
y y

y G A u uA G ds
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

  
            

 
 

 

tenglikka kelamiz, bu yerda   -   chiziqning  chizig‘i 

bilan kesishgan nuqtasining absissasi,  kesib olingan  doira aylanasi. Oxirgi 
tenglikda  da limitga o‘tib, hamda shakli o‘zgargan N masalasining chegaraviy 
shartlarini hisobga olib,  sohada (2,1) tenglama uchun shakli o‘zgargan N masalasi 
yechimini beruvchi  
 

 0
0 0 1 0 0 1 0 0

0
( ) ( , 0 ; , ) ) ( ) ( ( ), ( ) )

a l β
s

a
u(x , y ) ν t G t x y d t (s s A G ξ s s ; x , y ds  


   

                                                                                                                           (2.137) 

formulaga kelamiz. (2.137)  formula shakli o‘zgargan N masalasining yechimini 
berishini isbotlaymiz. (2.137) formuladagi birinchi qo‘shiluvchini                                    

  orqali belgilab olamiz: 

                    (2.138) 
 

  sohada  va u (2.1) tenglamaning regulyar yechimi ekanligi 
(2.138) formuladan ko‘rinib turibdi. Quyidagi belgilashni kiritamiz: 

2 2
0 0 1 0 0 1 0 02

4( ) ( ) ( , 0 ) ( ) ( )
( 2)

βa a
m

a a
ω x , y ν t q t ; t , y dt k ν t t x y dt

m




 

 
         

 
(2.139) 

 uzluksiz funksiyadir.  funksiyani (2.139), (2.114) 
tengliklar va   funksiyaning simmetrikligiga ko‘ra, quyidagi 
ko‘rinishda yozib olish mumkin: 
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 (2.140) 

 
 (2.140) formuladagi  integrallar ikki qatlam potensiallaridan iborat. 

bo‘lganda, (2.64)  formulaning birinchisini e’tiborga olib, 
quyidagi ifodaga kelamiz: 
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                                                                                                               (2.141) 
 

 
bu yerdagi ikki karrali integralda ,  almashtirish bajarib, 
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tengliknihosil qilamiz. Endi bu yerda rezolventa uchun ushbu 
 

. 

 
integral tenglamani hisobga olib, (2.141) dan ushbu tengliknihosil qilamiz: 
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.             (2.142) 

Endi  

,   (2.143) 

 
tenglikni isbotlaymiz. integralni  ning simmetrikligiga, 
(2.139) va (2.120) formulaga ko‘ra,  ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
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1 0 0 1 0 0 0 0
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            (2.144) 

Bu ifodaning ikkinchi qo‘shiluvchisidan bo‘yicha olingan hosila  
salmoq bilan  da 0 ga teng, ya’ni  

 

.                                (2.145) 

 
Shunday qilib, 

 

, −ܽ < ଴ݔ < ܽ,              (2.146)    

 
tenglikni isbotlash qoldi.  

(2.139) tenglikni bo‘yicha differensiallab, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz: 
 

 (2.147) 
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funksiyani kiritamiz va 

                         (2.149) 

 
tenglikni isbotlaymiz. Haqiqatdan ham, (2.148) tenglikda integral o‘zgaruvchisini 

 ko‘rinishda almashtiramiz, u holda 
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     (1.150)             

bu yerda  
 

,  . 

 
(2.150) da  da limitga o‘tib, ushbu 

 

. 

 
tenglikni olamiz, bu yerda  

 

, 

 
tengliknihisobga olib, 

,     (2.151) 

 
tenglikka kelamiz. 

 
 Shunday qilib, 

 

.  (2.152)  

 
tenglikni isbotladik.  

(2.152) tenglikni  ga ko‘paytirib, ushbu tenglikni hosil qilamiz: 
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     (2.153) 

 
munosabatga ega bo‘lamiz. Endi quyidagi integralni  
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 (2.154) 

 
da nolga intilishini ko‘rsatamiz. funksiyamiz

 intervalda uzluksiz. Shuning uchun oldindan berilgan ixtiyoriy  soni 

uchun shunday   sonini ko‘rsatish mumkinki, agar   va  uchun 

 tengsizlik bajarilsa,  tengsizlik bajariladi. 
Demak, 
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                                                                                                                              (2.155) 
 

bu yerda 
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Endi  integralni baholaymiz.Bu integralda va

 shu bilan birga,  bo‘lganda,  bo‘ladi va 

. 

 
Shunday qilib, 
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yetarli kichik   uchun shu usul bilan uchinchi integral  uchun ham  

bahoni isbotlash mumkin.  integrallar uchun olingan baholardan  
sonning ixtiyoriyligidan foydalanib,  ga intilganda, 
(2.154) integralning nolga intilishi kelib chiqadi, bundan (2.153) ga asosan, 

 

,    (−ܽ < ଴തതതݔ < ܽ), 

 
tenglikka kelamiz, ya’ni (2.143) formula isbot bo‘ldi.  

Endi (2.137) formuladagi ni o‘rganamiz. Bu integralni (2.123), 
(2,119) formulalarga ko‘ra, quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 
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(2.156) 
 

bu yerda 

,                   (2.157) 

 
ya’ni,  ushbu 

,                      (2.158) 

integral tenglamaning yechimidir. uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun 
 sohada (2.1) tenglamaning regulyar yechimi va u  sohada uzluksiz. 

funksiya (2.156) tenglikka ko‘ra, ikki qatlam potensialidan iborat, demak, 
 bo‘lganda, uning uchun (2.64) tenglikning birinchisi o‘rinlidir: 
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,(2.159) 

 
tenglikni hosil qilamiz. 

Bevosita hisoblash yordamida  
 

,      −ܽ < ଴ݔ < ܽ,             (2.160) 

tenglikka kelamiz.  
 

Shunday qilib, (2.137) formula shakli o‘zgargan  masalasining yechimini 
berar ekan. 

 
Izoh: (2.137), (2.136), (2.127)  formulalardan foydalanib, shakli o‘zgargan N  

masalasining yechimi ushbu ko‘rinishda yozib olish mumkin: 
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yechimni shaklda yozib olish aralash turdagi tenglama uchun Trikom masalasini 
yechishda juda qulaylik yaratadi. Normal  soha uchun 0, bu holda 
(2.161) yechim juda sodda ko‘rinishda bo‘ladi [21].   
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.

 

(2.162) 
 

11. Dirixle masalasining Grin funksiyasi.  sohada (2.1) tenglama uchun 
Dirixle masalasining Grin funksiyasi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 

 funksiyaga aytiladi: 
 
1) sohaning  nuqtasidan tashqari barcha nuqtalarida (2.1) 

tenglamaning regulyar yechimi; 
 

2)     

,              (2.163) 
chegaraviy shartni qanoatlantiradi;  

 
1) uni     

,        (2.164) 
 

shaklda ifodalash mumkin, bu yerda   
 

,

         (2.165) 

 
(2.1) tenglamaning fundamental yechimi   sohaning barcha 

nuqtalarida (2.1) tenglamaning regulyar yechimi. 
 Grin funksiyasini tuzish, uning regulyar qismi  ni topishga olib 

kelinadi,  funksiya (2.163)  va  (2.164) tengliklarga asosan, 
 

                (2.166) 
 

                                    (2.167) 
 

chegaraviy shartlarni qanoatlantirishi kerak.  
funksiyani ikki qatlam potensiali shaklida izlaymiz: 
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.   (2.168)    

 
Ikki qatlam potensiali  uchun o‘rinli bo‘lgan (2.86) 

munosabatlarning birinchisidan, hamda (2.166) chegaraviy shartlardan foydalanib,
 zichlik uchun quyidagi integral tenglamani hosil qilamiz:  

 

             (2.169) 

 
(2.169) tenglamaning o‘ng tomoni  argumentning uzluksiz funksiyasidir 

. 2.7  lemmaga asosan, (2.169) integral tenglamaga 
Fredgolm nazariyasini qo‘llash mumkin. 

1§ ning 9-bandidaߣ = 2,  yadroning xarakteristik soni bo‘lmasligi 
isbotlangan edi, demak, (2.169) tenglama yechimi mavjud va uning uzluksiz 
yechimini:  

,(2.170) 

 
shaklda ifodalash mumkin, bu yerda  orqali  yadroning rezolventasi 
belgilangan . (2.170) dan ni (2.168) ga qo‘yib, ushbu 

 

 

 
tenglikka kelamiz. 

 Shakli o‘zgargan  masalasi uchun Grin funksiyasini tuzishdagi 
mulohazalarni takrorlab, Dirixle masalasi uchun Grin funksiyasining regulyar qismi 

ni oddiy qatlam potensiali shaklida ifodalash mumkin: 
 

,(2.172) 

bu yerda 
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 (2.173) 
ya’ni,  ushbu 
 

     0
2 0 0 2 2 0 0 2 0 0

0

; , 2 ( , ) ; , 2 ( ) ( ( ), ( )); ,
l

ss x y K t s t x y dt y s A q x s y s x y        (2.174) 

integral tenglamaning yechimi. 
(2.172)ga oddiy qatlam potensiali konormal hosilasi uchun o‘rinli bo‘lgan (2.91) 

formulalardan birinchisini qo‘llab, quyidagi tenglikni hosil qilamiz: 
 

     0
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2 ( ) ( ( ), ( )); , ; , 2 ( , ) ; ,
l

s
i

y s A x s y s x y s x y K t s t x y dt       . (2.175) 

Endi (2.174) va (2.175) tenglamalardan 
 

,             (2.176) 
 

tenglikka kelamiz va bu  tenglikka asosan, (2.172) formulani ushbu 
 

, (2.177) 

 
ko‘rinishda yozish mumkin. 

 2.11-lemma.Agar  nuqta  soha ichida joylashgan bo‘lsa, u holda 

 Grin funksiyasi  va  nuqtalarga nisbatan 
simmetrikdir. 

 2.11 lemmaning isboti 2.10 lemmaning isbotiga o‘xshash bajariladi. 
normal soha uchun Grin funksiyasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

,(2.178) 

bu yerda 

,଴ݔ
 

 
Grin funksiyasi    ning regulyar qismi       
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3-§. (2.1) tenglamada parametr bo‘lgan  holda Dirixle va shakli 
o‘zgargan Xolmgren ( ) masalalarining yechimi. 

(2.1)  tenglamani parametr  bo‘lgan holda o‘rganamiz 

   (2.185) 

va bu tenglama uchun normal soha  da  Dirixle va shakli o‘zgargan  
masalalarini  yechimini beruvchi formulalarni keltirib chiqaramiz. 

 1. (2.185) tenglama uchun shakli o‘zgargan  masalasining yechimi. 
(2.162) formulada parametr  ,ya’ni  limitga o‘tib va ushbu 
limitlarni hisobga olib, 

a)   

b)    

c)  

 sohada shakli o‘zgargan  masalasining 

డ௨
డ௬

= ,(ݔ)ߥ        (2.186)
 

yechimni beruvchi ushbu formulaga ega bo‘lamiz: 

(2.187) 
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2. (2.185) tenglama uchun Dirixle masalasining yechimi. (2.184) formulada 
parametr  , ya’ni  limitga o‘tib, bevosita (2.184) formuladan    
normal sohada  Dirixle masalasi  

   (2.188) 

yechimini beruvchi ushbu formulaga ega bo‘lamiz: 
 

            (2.189) 

 

bu yerda   
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III BOB. BUZILUVCHAN ELLIPTIK TURDAGI SINGULYAR 
KOEFFITSIENTLI TENGLAMALARNING BIR SINFI UCHUN YARIM 
TEKISLIKDA DIRIXLEVA SHAKLI  O‘ZGARGAN N MASALALARI 

 
Ushbu bobda   yarim tekislikda 
 

, (3.1) 
 

tenglama uchun Dirixle va shakli o‘zgargan  masalasi o‘rganiladi, bu yerda 
– o‘zgarmas sonlar. 

 
1-§. Dirixle va shakli o‘zgargan  masalalarning qo‘yilishi va yechimning 

yagonaligi. 
 

Dirixle masalasi.  yarim tekislikda (3.1) tenglamaning ushbu 
 

                     (3.2) 

  
shartni qanoatlantiruvchi va cheksizlikda nolga aylanuvchi regulyar yechimi 

 topilsin. 
 Bu yerda  berilgan funksiya va u yetarli katta  lar uchun  
 

                         (3.3) 
 

tengsizlikni qanoatlantiradi, bu yerda  va o‘zgarmas sonlar. 
Shakli o‘zgargan  masalasi.  yarim tekislikda (3.1) tenglamaning 

ushbu  
 

  (3.4) 

 
shartni qanoatlantiruvchi va cheksizlikda nolga aylanuvchi regulyar yechimi 

, hamda  topilsin, bu yerda 
 va yetarli katta  lar uchun: 

 

,                              (3.5) 
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bu yerda  va  –o‘zgarmas sonlar,  
 3.1-teorema. Dirixle masalasi bittadan ortiq yechimga ega emas. 
 Isbot. bo‘lsin.  yarim tekislikda 

 normal chiziq  hamda o‘qining   
kesmasi bilan chegaralangan  sohani tuzamiz. Ixtiyoriy  sonini olamiz. 

 funksiyamiz cheksizlikda nolga aylanganligi sababli yetarli katta  uchun 
 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi  tekislikning ixtiyoriy 

 nuqtasini olamiz. Yetarli katta  lar uchun  nuqta  soha ichiga 
tushadi va ekstremum prinsipiga ko‘ra  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
sonining ixtiyoriyligidan,  tenglik kelib chiqadi, bundan esa  yarim 
tekislikda  bo‘ladi. 

3.1-teorema isbot bo‘ldi. 
3.2-teorema.Shakli o‘zgargan  masalasi bittadan ortiq yechimga ega emas. 
3.2-teorema 2.1-lemmani hisobga olgan holda 3.1-teorema kabi isbotlanadi. 
 

,૙ࢻ)ࡸ.§- 2 ࢛) = ૙ tenglamaning fundamental yechimlari. 
 

(3.1) tenglama   yarim tekislikda elliptik tipdagi tenglama bo‘lib, 
o‘qida parabolik tipdagi tenglamaga aylanadi, bundan tashqari  oldidagi 

koeffitsient o‘qida birinchi tartibli maxsuslikka, oldidagi koeffitsient esa 

 tartibli maxsuslikka ega. 

(3.1) tenglamaning fundamental yechimini 
 

            (3.6) 

ko‘rinishda  izlaymiz, bu yerda  
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,           

- yangi noma’lum funksiya. (3.6) ifodani (3.1) ga  qo‘yib, ga nisbatan 
ushbu tenglamaga kelamiz: 

 
,ݔ)ܣ (ߪ)ᇱᇱ߱(ݕ + ,ݔ)ܤ (ߪ)ᇱ߱(ݕ + ,ݔ)ܥ (ߪ)߱(ݕ = 0,             (3.7) 
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Endi  lar uchun keltirilgan ifodalarni hisobga olib, (3.7) 
tenglamani ushbu ko‘rinishga keltiramiz: 

 
 

 
yoki 

,            (3.8)             

 
bu yerda  , . Bu tenglama Gauss tenglamasi bo‘lib, u   
nuqta atrofida ikkita chiziqli erkli yechimga ega: 

 
                           (3.9) 

 

.   (3.10) 
 

(3.9) va (3.10) tenglamalardan  va  ning qiymatlarini (3.6) formulaga 
qo‘yib, (3.1) tenglamaning quyidagi ikkita fundamental yechimini hosil qilamiz: 

 

               (3.11) 

(3.13) 

 
bu yerda  
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    va        funksiyalar 
o‘zgaruvchilar bo‘yicha   tenglamaning, o‘zgaruvchilar 
bo‘yicha esa  tenglamaning fundamental yechimlaridir.Bevosita 
hisoblashlar yordamida 

 

,                     (3.13) 

 
,                                 (3.14)         

 
tengliklarni isbotlash mumkin. 

Endi  – gipergeometrik funksiyaning maxsus ifodasi: 
 

        (3.15)     

 
dan    foydalanamiz, bu yerda 

 

,                 (3.16) 
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(3.15) tenglikka asosan, (3.11) fundamental yechimni  ushbu 
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    (3.19) 
 
 
(3.1) tenglamaga Lagranj ma’nosidagi qo‘shma tenglama quyidagi ko‘rinishga 

ega: 
 

          (3.20) 

 
Bevosita hisoblashlar yordamida ushbu 

                        (3.21) 
 

ayniyatni to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish mumkin. 
Shunday qilib, agar   funksiya o‘zgaruvchi bo‘yicha 

(3.1) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda 
 

                    (3.22) 
 

funksiya o‘zgaruvchi  bo‘yicha (3.20) qo‘shma tenglamaning yechimi, 

o‘zgaruvchilar  bo‘yicha  (3.1) tenglamaning yechimi bo‘lishligi 
kelib chiqadi. 

 
3- §.Chekli sohada  tenglama yechimining integralifodasi. 
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   va   larni shunchalik kichik tanlaymizki,   nuqta  

  sohaning ichida joylashsin. 

 sohadan markazi   nuqtada bo‘lgan kichik  radiusli 

doira ajratamiz va  sohaning qolgan qismini  bilan belgilaymiz. 

 sohada   funksiya (3.20) tenglamaning regulyar yechimi 
bo‘ladi. 

 
 soha bo‘yicha (3.23) ayniyatni integrallab, so‘ngra unga ushbu 

 

 

 
Grin formulasini qo‘llasak, 

 

              (3.24) 

 
ayniyat hosil bo‘ladi, bu yerda 
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.                         (3.25) 
 

Faraz qilaylik,  funksiya  tenglamaning regulyar yechimi 
bo‘lsin, 

 
      esa     

 
tenglamaning fundamental yechimi bo‘lsin, u holda (3.24) ni quyidagicha yozib 
olamiz: 

 

,                  (3.26) 

 

 

,

 (3.27)

 
 
bu yerda 

  . (3.28) 

 
 operatorga  funksiyaning konormal hosilasi deyiladi. Quyidagi 

hisoblashlarni bajaramiz: 

(3.29) 

 
Endi (3.29) ni va ushbu  formulani 

hisobga olib, (3.27) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozamiz: 
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  (3.30) 

 
Egri chiziqli integralning additivlik xossasiga ko‘ra, (3.25)ga binoan, (3.30) 

tenglikni 

 

(3.31) 
 

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda   egri chiziqning  to‘g‘ri chiziq bilan 
kesishish nuqtalarining absissalari. esa ajratilgan doiraning chegarasi. 

, ya’ni  bo‘lganda, (3,31) tenglamaning chap 
qismining limitini hisoblaymiz. Dastlab ba’zi soddalashtirishlar bajaramiz: 
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    (3.34) 

(3.33) va (3.34) tengliklarga asosan, (3.32) tenglikni quyidagi ko‘rinishda 
yozamiz: 

 

(3.35) 

 
Endi  da qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz, ya’ni integral 

o‘zgaruvchisini quyidagicha almashtiramiz: 
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  (3.36) 

  bo‘lgani uchun: 
 

.

 

 
Endi (3.36) tenglikda  da limitga o‘tib, 
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tenglikni hosil qilamiz. 
 (3.37)ning o‘ng qismidagi integralni hisoblaymiz: 

 

Shunday qilib, 

,     (3.38) 

bunda ni 

                          (3.39) 

deb olamiz. 
 
Natijada 

 
 

tenglikka ega bo‘lamiz. 
Shunday qilib, (3.31) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

     (3.40) 
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Bunda 

 

 

U holda (3.40) tenglikni 
 

 (3.41) 

ko‘rinishda yozish mumkin. 
 
Endi (3.13)ni hisobga olgan holda, (3.41) tenglikda ,  bo‘lganda 

limitga o‘tsak, quyidagiga ega bo‘lamiz: 

             (3.42) 

 
Shunday qilib, (3.1) tenglamaning yechimi  ni  soha ichidagi 

nuqtadagi qiymatini  ning  soha chegarasi  dagi qiymati va 
hosilasi orqali ifodalovchi munosabatga keldik. Bu munosabat tipidagi masalalarni 
yechishda asosiy formula hisoblanadi. 
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4-§. Yuqori yarim tekislikda   tenglama uchun shakli o‘zgargan  
 masalasi . 

 
Endi (3.42) formuladan foydalanib,  yarim tekislikda shakli o‘zgargan  

masalasi yechimini beruvchi formulani keltirib chiqaramiz.  
 yarim tekislikda o‘qining  kesmasi va 

 

 

 
normal chiziq bilan chegaralangan bir bog‘lamli sohani  orqali belgilab olaylik. 

sohada (3.42) formulani (3.11) tenglikni e’tiborga olib, ushbu ko‘rinishda 
yozib olamiz: 

 

   (3.43) 

bu yerda 

             (3.44) 

 

,            (3.45) 

 

           (3.46) 

 
integrallarni  

 
 

da baholaymiz, bu yerda   . 
1. Dastlab  ni baholaymiz.  (3.28) ga asosan,   ni quyidagi ko‘rinishda 

yozib olamiz: 
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(3.47) 

 
(3.47) tenglikning o‘ng tomonida integral o‘zgaruvchilarni ushbu: 

     (3.48) 

 
ko‘rinishda almashtiramiz.Bu yerdan: 

 

.(3.49) 
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(3.51) 

 
baholarni isbotlash murakkab emas. 

 
Endi (3.50) va (3.51)ga asosan, ushbu 
 

    (3.52) 

 
bahoni yetarli katta  lar uchun hosil qilamiz. Oldindan faraz qilamiz: 

 

,   (3.53) 

 
bu yerda  yetarli kichik musbat son. Endi (3.53) munosabatlar va (3.50), (3.52) 
baholarga asosan, yetarli katta  uchun ushbu 

 

 

tengsizlakka kelamiz, ya’ni 
 

 .               (3.54) 

 
Shunday qilib, (3.54) da  da limitga o‘tib, ushbu 

 
,                                            (3.55) 

 
tenglikni hosil qilamiz. 
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Yuqoridagidek, (3.53) farazga asosan,  .Bu yerdan  

 

                                         (3.56) 

 
tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib, (3.55) va (3.56)ga asosan, 

 
.                                           (3.57) 

 
Endi ni baholaymiz: 

 

 

 

Dastlab, ni hisoblaymiz: 

   (3.58) 

 
Bevosita hisoblashlarni bajarib, ushbu munosabatlarga kelamiz: 

a)              
 

                b)    , 

 

        v) .                         (3.59) 
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Endi ushbu hosilani hisoblaymiz: 
 

 

 
 

tengliklarga kelamiz. Bu yerda ushbu 
 

 
 

formulaga asosan, 
 

 

 
tenglikka kelamiz. Bu yerda 

 
 

 
avtotransformatsiya formulasini qo‘llab, ushbu yakuniy natijani hosil qilamiz: 
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 a)   , 

 

b)                         ,                     (3.61) 

 

c)                           , 

 
baholarni hosil qilamiz. 

Shunday qilib, (3.61) ga asosan, (3.58) dan ushbu 
 

 

 
bahoni hosil qilamiz. Bu yerdan esa, (3.53) farazga asosan, ushbu 

 

,
 

 
bahoni hosil qilamiz, bu yerda 

 
                                              (3.62) 

 
Endi yetarli katta  lar uchun  integralni baholaymiz. 

.

      (3.63) 

 
Bevosita hisoblashlar yordamida ushbu 
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)()( 2
1 ROr x 









R
OMMx

1),,( 00

)1()1;;,( OF



















 aR
O

x
q

21
1 1


 d

R
Ody

x
qyMu m 









 1)( 10

.0lim 21 


J
R

R 22J



























y
Fer

FMMer

Fyrrak
y
q

MMa

y
MMa

MMea
















)1;;,()(

)1;;,(),,()(

)1;;,()()(

)0,,0(2
1

00
)0,,0(2

1

)0,,0(2
1

12
11

1




















2

2

0
2

2
22

1 2
4)(

mmm

y yyy
m

r



130 
 

             b)       ,            (3.64) 

 

            c)         

,
 

 
tenglikni hosil qilish mumkin. Endi  integralda (3.48) almashtirishlarni bajarib, 
yetarli katta  uchun ushbu 

                               a)               , 

 

b)          ,         (3.65) 

                            c) , 

 
baholarga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, (3.65) baholarga asosan, (3.63)ni hisobga 
olib, ushbu 

 

,
 

 
bahoga kelamiz.  

Bu yerdan esa (3.53) farazga ko‘ra, ushbu 
 

,
 

 
bahoni hosil qilamiz, bundan 
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.                                  (3.66) 

 
Shunday qilib, (3.66) va (3.62)ga asosan, 

 
.                                   (3.67) 

 
Endi  ni baholaymiz: 

 

.              (3.68) 

 
(3.68) tenglikning o‘ng tomonidagi integralda (3.48) almashtirishlarni bajaramiz 

va yetarli katta  lar uchun (3.52)ni hisobga olib, ushbu 
 

        (3.69) 

 
bahoni hosil qilamiz, bu yerdan 

.                                  (3.70) 

 
Endi (3.43) formuladan,  integrallarda   da limitga o‘tib, 

(3.57), (3.67), (3.70) larga asosan,  yarim tekislikda (3.1) tenglama uchun shakli 
o‘zgargan  masalasining yechimini beruvchi  
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formulani hosil qilamiz. 

Endi hosil qilingan (3.71) yechim haqiqatdan ham, (3.53) munosabatlarni 
qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. 

1.  yechimning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun 
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            (3.72) 

 
U holda (3.71)dan ushbu tenglikni hosil qilamiz: 
 

,    (3.73) 

 
  funksiyaning (3.5) xossasiga asosan, 
 

 

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda .  
Agar  nuqta  

 

                            (3.75) 

konturda joylashgan deb faraz qilsak, u holda (3.74) dan ushbu 
 

                                    (3.76) 

bahoni hosil qilamiz. 
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2.  ni hisoblaymiz.(3.74) tenglikdan: 

 

 

 
Bu yerda (3.72) almashtirishni bajarib, ushbu 

 

 

 
ifodaga ega bo‘lamiz va (3.75) farazga asosan, ushbu 

 

                       (3.77) 

bahoni hosil qilamiz. 

3.  ni hisoblaymiz: 
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Bu yerda integral o‘zgaruvchisini (3.72) formula bilan almashtirib,           ushbu 

      (3.78) 
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tenglikka kelamiz va (3.75)ga asosan, quyidagi bahoni hosil qilamiz: 

 

                         (3.79) 

 
Shunday qilib, (3.76), (3.77) va (3.79)ga asosan,  yechim (3.55) 

munosabatni qanoatlantirishiga ishonch hosil qilamiz. 
Endi (3.71) yechim 

,      (3.80) 

 
shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun (3.71) yechimni ushbu 

 

,        (3.81) 

 
ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda 

 

 
(3.81) tenglikdan  bo‘yicha hosila olamiz: 

 

(3.82) 

(3.82) tenglikda integral o‘zgaruvchini    shaklida 

almashtiramiz, u holda: 
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 (3.83) 

 

(3.83) tenglikni    ayniyatga asosan, ushbu 

 

(3.84) 

 
ko‘rinishda yozib olamiz. 

Quyidagi integrallarni hisoblaymiz: 
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Dastlab,  ni hisoblaymiz.Buning uchun (3.85) da integral o‘zgaruvchisini 
 ko‘rinishda almashtiramiz, u holda 

 

Bu yerda 
 

 

 
formuladan foydalanib [9], 

 

          (3.87) 

 
tenglikka kelamiz. 

Endi  integralni hisoblaymiz. Bu yerda ham  integralni hisoblashdagi 
usulni takrorlab, 

         (3.88) 

 
tenglikni hosil qilamiz. 

(3.87) va (3.88) tengliklardan ushbu 
 

                        (3.89) 

tenglikning to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. 
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Endi   ifodani baholaymiz. (3.84) (3.89) tengliklarga asosan, 

   (3.90) 

Bu yerda . 

 
 funksiyamiz  oraliqda uzluksiz va chegaralangan bo‘lgani 

uchun: 

                   (3.91) 

 
– ixtiyoriy kichik musbat son bo‘lsin. U holda shunday  musbat soni 

mavjudki,  va  integrallarning yaqinlashuvchiligidan: 
 

                 (3.92) 

 

                 (3.93) 

 
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. (3.91),(3.93) tengsizliklarni hisobga olib, (3.90) 
tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

  (3.94) 
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 funksiyaning uzluksizligidan yetarli kichik  va  uchun: 
 

                  (3.95) 

 
(3.94) tengsizlikdan, (3.95) tengsizlikni hisobga olib,yetarli kichik lar uchun 

ushbu: 
 

,  

 
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu yerda  ning ixtiyoriyligidan foydalanib, 

 

,                   (3.96) 

 
tenglikni hosil qilamiz. 

Shakli o‘zgargan  masalasini yechishdagi usullarni takrorlab, Dirixle masalasi 
yechimi uchun ushbu 

 

,
 

 
formulani hosil qilish qiyin emas. 
 

3.2-lemma.  va yetarli katta  lar uchun 
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsin, u holda yetarli katta  lar uchun 
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,
 

tengsizliklar o‘rinlidir, bu yerda  musbat o‘zgarmas sonlar. 
3.2-lemmaning  isboti 3.1-lemmaning  isboti  kabi bajariladi. 
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IV BOB. SINGULYAR  KOEFFITSIENTLI  
GELLERSTEDT TENGLAMASI UCHUN TRIKOMI MASALASI 

 
1-§. Trikomi masalasining qo‘yilishi va yechimning yagonaligi. 

 
1. Umumiy tushunchalar.  kompleks tekisligining chekli bir 

bog‘lamli  sohasida ushbu  
 

,                (4.1) 
 

ikkinchi tartibli xususiy hosilali kvazichiziqli differensial tenglamani o‘rganamiz, bu 
yerda  koeffitsientlar o‘zgaruvchilarning 
haqiqiy funksiyasi bo‘lib, ular bir vaqtda nolga aylanmaydi: 

 

    . 
 
(4.1) tenglama  sohada elliptik, giperbolik, parabolik turga tegishli deyiladi, 

agar mos ravishda   bo‘lsa. 
Agar  soha nuqtalarida  ifoda o‘z ishorasini o‘zgartirsa, u holda (4.1) 

tenglama  sohada aralash turdagi tenglama deyiladi.  chiziq nuqtalar
 tenglikni qanoatlantirsa,   chiziq (4.1) tenglamaning parabolik 

chizig‘i deyiladi (yoki tenglamaning buzilish chizig‘i deyiladi). Aralash turdagi 
tenglamalarga 

 
   (Trikomi tenglamasi)      (4.2) 

 

(Gellerstedt tenglamasi)                 (4.3) 
 

       (Lavrentev-Bitsadze tenglamasi)  
(4.4)  

 
   (Chapligin tenglamasi)      

 (4.5) 
 

larni keltirish mumkin. 
Bu yerda   monoton o‘suvchi funksiya bo‘lib, . 
Aralash turdagi tenglamalar uchun birinchi chegaraviy masalani 1923-yilda 

italyan matematigi Franchesko Trikomi qo‘ygan va uni korrekt ekanligini isbotlagan. 
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 Ushbu bobda singulyar koeffitsientli Gellerstedt tenglamasi uchun Trikomi 
masalasi o‘rganilgan. 
 

2. Trikomi masalasining qo‘yilishi. Ushbu tenglamani o‘rganamiz: 
 

,                         (4.6) 
 

bu yerda  va  –o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ular uchun ,  
tengsizliklar o‘rinli.  soha  kompleks tekisligining chekli bir bog‘lamli 
sohasi bo‘lib, u  yarim tekislikda uchlari  nuqtalarda 
yotuvchi, hamda  yarim tekislikda joylashgan  Jordan chizig‘i bilan,  
yarim tekislikda esa (4.1) tenglamaning  va  xarakteristikalari bilan 
chegaralangan. Ushbu  belgilashlarni kiritamiz: 

. 

 
 
T masalasi.  sohada (4.1) tenglamaning ushbu 
 

,                                      (4.7) 

                                     (4.8) 
 

shartlarni qanoatlantiruvchi ⋂ܥଶ(ܦା⋃ିܦ)yechimi topilsin. Bu yerda 
 berilgan funksiyalar,  chiziqning  uchidan  

nuqtasigacha bo‘lgan  yoy uzunligi,  chiziq uzunligi.  parabolik 
buzilish chizig‘ida ushbu 
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                  (4.9) 

ulanish sharti bajariladi, o‘qining intervali. 
 
3.Regulyar va umumlashgan yechimlar 
4.1-ta’rif. sohada (4.1) tenglamaning regulyar yechimi deb, ushbu shartlarni 

qanoatlantiruvchi  funksiyaga aytiladi: 
 
 10) ; 
 

 20)  va (4.1) tenglamani mos ravishda  va  
sohalarda qanoatlantiradi;   

 

30)  va  funksiyalar  

intervalda uzluksiz, differensiallanuvchi, shu bilan birga  bu interval 
chegaralarida  dan katta bo‘lmagan tartibda cheksizlikka aylanishi mumkin 

. 
  
4.2-ta’rif. sohada (4.1) tenglamaning umumlashgan yechimi deb,  ushbu 

shartlarni qanoatlantiruvchi funksiyaga aytiladi: 
  
10)    ; 
 

 20)  va shu sohada (4.1) tenglamani qanoatlantiradi; 
 
 30) ixtiyoriy  uchun 

 

 

mavjud; 
 

 40)  sohada yechim 
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  (4.10) 

bu yerda 

,     (4.11) 

 
formula bilan aniqlanadi.  

Biz quyida ushbu umumlashgan yechimlar sinfini kiritamiz. 
 4.3-ta’rif.  sohada (4.1) tenglamaning yechimi  sinfga tegishli 

deyiladi, agar  yechim (4.10) formula bilan ifodalanib,  funksiya 
 oraliqda  ko‘rsatkich bilan,  funksiya esa   

oraliqda  ko‘rsatkich bilan Gyolder sinfiga tegishli bo‘lsa. 
 4.4-ta’rif.  sohada (4.1) tenglamaning yechimi  sinfga tegishli deyiladi, 

agar   yechim  sohada  sinfga tegishli bo‘lsa. 
 
4. va  noma’lum  funksiyalar o‘rtasidagi birinchi funksional 

munosabatni keltirib chiqarish. (4.10) formuladan, (4.8) shartga asosan, ushbu 
tenglikka ega bo‘lamiz:  xarakteristikada 

 

 

yoki 
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Buni e’tiborga olib, (4.10) formuladan: 
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(4.12) 

 
tenglikka ega bo‘lamiz. 

 

 

 
tenglikda  almashtirish bajarib,  intervalni  

intervalga akslantiramiz. Eski belgilashni saqlab qolgan holda, (4.12) da  ni  

ga almashtiramiz. 

 (4.13) 

 
(4.13) munosabatda integral o‘zgaruvchisini  

 

                                     (4.14) 
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(4.16) 
 
Endi (4.14) ifodani kasr tartibli integro-differensial operatorlar: 
 

 

           (4.17) 

 

                 (4.18) 

 
bu yerda , yordamida ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

(4.19) 

Endi (4.15) tenglikka  operatorni qo‘llaymiz va 
 

,                (4.20) 
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  (4.21) 
 

tengliklarni hisobga olib, (15) tenglikni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

(4.22)                

yoki 

.                         (4.23) 
Bu yerda 

 

 ,                     (4.24)   

.             (4.25) 

  
Shunday qilib, (4.23) tenglik  va  noma’lum funksiyalar o‘rtasida  

sohadan buzilish chizig‘iga keltirilgan birinchi funksional munosabatni beradi. 
 

5.  Trikomi masalasi yechimining yagonaligi. 
 

4.1-teorema.Agar  Trikomi masalasining yechimi  xarakteristikada 

nolga teng bo‘lsa, u holda  funksiya  sohada o‘zining musbat 
maksimumini va manfiy minimumini faqat  da qabul qiladi. 

 
 Isboti. Haqiqatdan ham,  funksiya  masalasining 4.1-teorema 

shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. Ravshanki,  funksiya o‘zining 
ekstremumlarini   soha ichida qabul qilmaydi. 

 Faraz qilaylik,  sohada o‘zining musbat maksimumini 
 nuqtada qabul qilsin, ya’ni . U holda 

funksiyaning musbat maksimumi nuqtasi  da, kasr tartibli hosila  
ning qat’iy musbat ekanligidan foydalanib, (4.23) tenglikka mos bir jinsli 

 tenglikdan  nuqtada  tengsizlikka kelamiz. Bu 
tengsizlik ulanish sharti (4.9) ga ziddir. 

 4.1-teorema isbot bo‘ldi. 
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2-§. Singulyar koeffitsientli Gellerstedt tenglamasi uchun Trikomi masalasi 
yechimining mavjudligi. 

 
 Trikomi masalasi yechimining mavjudligini isbotlash algoritmini keltiramiz. 

Dastlab,  va  funksiyalarni ma’lum deb faraz 

qilib,  sohada shakli o‘zgargan  masalasi,  sohada esa shakli o‘zgargan 

Koshi masalasi yechiladi. Keyin bu ikki yechim va uning salmoqli  

hosilalari parabolik buzilish chizig‘ining  kesmasida “ulanadi”. Shu usul bilan 
Trikomi masalasi yechimining mavjudligi ekvivalent ravishda  funksiyaga 
nisbatan singulyar integral tenglamani yechishga olib kelinadi, integral tenglama 
yagona yechimining mavjudligi Trikomi masalasi yechimining yagonaligi 
teoremasidan kelib chiqadi. — Jordan chizig‘i bo‘lib, uning tenglamasi parametrik 
shaklda berilgan bo‘lsin: , bu yerda  nuqtadan 
hisoblaganda,  yoy uzunligi. chiziqushbuGellerstedtshartlarniqanoatlantirsin:  

10) funksiyalar kesmada
uzluksizhosilalargaegavabirvaqtdanolgaaylanmaydi; 

daGyoldershartiniqanoatlantiradi, buyerda butun chiziquzunligidir;  
20)  va  nuqta atrofida  chiziq ushbu 

 

,                          (4.26) 

 
shartlarni qanoatlantiradi, bu yerda o‘zgarmas son. 

 
1.Shakli o‘zgargan  masalasi (Xolmgren masalasi). 

va funksiyalar o‘rtasidagi ikkinchi funksional munosabatni 
keltirib chiqarish. 

 sohada 

                   (4.27) 
tenglamaning ushbu  

          (4.28) 

 
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi topilsin, bu yerda 

 va  intervalning chegaralarida  dan kichik 
tartibda cheksizlikka intilishi mumkin. 
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 Shakli o‘zgargan  masalasi yechimi ushbu formula orqali ifodalanadi: 
 

          (4.29) 

 
bu yerda shakli o‘zgargan  masalasi uchun 

(4.27) tenglamaning Grin funksiyasi, konormal hosila. 

 Grin funksiyasi 
 

 
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda 

. 
 

(4.27) tenglamaning sohada fundamental yechimi,  esa 
regulyar yechimidir, 

 

 
Agar  chiziq (4.27) tenglamaning normal chizig‘i 

 

 

 
dan iborat bo‘lsa, (4.27) tenglama uchun  masalasining Grin funksiyasi ushbu 
formula yordamida oshkor ko‘rinishda beriladi: 
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, 

 

. 

Agar  Gellerstedt shartlarini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy chiziq bo‘lsa, bu 
holda ixtiyoriy  sohada (4.1) tenglama uchun shakli o‘zgargan  masalasining 
Grin funksiyasini ushbu ko‘rinishda ifodalash mumkin: 

 
      (4.30) 

 
bu yerda 

.         (4.31) 

 –zichlik esa 

 

 
integral tenglamaning yechimi 

 

,    (4.32) 

bu yerda 
 

 

 
Ushbu tenglikningo‘rinli ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas: 
 

. 
 

Bu tenglikka asosan, (4.29) formulani 
 

 ,       (4.33)    
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ko‘rinshda yozib olish mumkin. (4.33) formulada  deb va (4.28) hamda (4.30) 
formulani hisobga olib, ushbu tenglikka kelamiz: 

 

           (4.34) 

bu yerda 
 

                 (4.35) 

 (4.34) formula  va  noma’lum funksiyalar o‘rtasidagi
 parabolik buzilish chizig‘ining  kesmasiga sohadan keltirilgan ikkinchi 

funksional munosabatni beradi. 
 4.1-lemma. Agar  bo‘lsa, Grin funksiyasi regulyar 

qismining  bo‘yicha hosilasi uchun ushbu 
 

                           (4.36) 

 
tengsizlik o‘rinlidir, bu yerda faqat  sohaga bog‘liqdir. 

 

Isboti.  belgilashni kiritib,  uchun 

ushbu tenglikka kelamiz: 
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, 
 

bu yerda 
. 

 
Yetarli kichik  lar uchun:  

      . 
 

Quyidagi hosilani hisoblaymiz: 

 

 

 
Ushbu ifodani baholaymiz: 

 

 

 
demak,  funksiya botiq va botiqlik ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy  va ixtiyoriy 

 sonlari uchun 

 
 

o‘rinli. Lagranj formulasiga ko‘ra, 
 

 

Demak, 
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. 

 

 
bo‘lsa, 

. 

Bundan,  

Agar  bo‘lsa,  bo‘lganda, ushbu tengsizlik 

o‘rinlidir:                      
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Bu yerda  va o‘zgarmaslar  va larga bog‘liq emas. 
Yuqoridagi ikki bahoga asosan, ushbu tengsizlikka kelamiz:  

 

 
 

Yuqoridagidek,  uchun: 
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Shunday qilib, (4.32) va (4.35) ga asosan: 
 
 

(4.39) 
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yoki 
 

.(4.40) 

 tengsizlikka asosan, 

    (4.41) 

 
(4.41) ifodaningo‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchisi uchun 
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bu yerdan 

 

 

 
Shunday qilib, birinchi qo‘shiluvchi uchun ushbu tengsizlikka ega bo‘lamiz: 

 

 

 
Faraz qilaylik,  bo‘lsin. U holda: 
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tengsizlikka ega bo‘lamiz.  

Shunday qilib, 

 

 
Bu tengsizlikka asosan, (4.39) ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz : 
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Buyerdaushbualmashtirishnibajaramiz: va

ni bilanalmashtirib, ushbutengsizlikkakelamiz: 
 

,(4.42) 

 
ushbu belgilashlarni kiritamiz: .  

Ushbu integralda 
 

                     (4.43) 

 
 almashtirish bajaramiz.  ekanligini hisobga olib, (4.43) ni 

quyidagicha almashtiramiz: 
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4.1-lemma isbot bo‘ldi. 
 

 
3-§. Singulyar integral tenglamani keltirib chiqarish. 

 
 Shunday qilib, singulyar koeffitsientli Gellerstedt tenglamasi uchun Trikomi 

masalasi 
 

,                           (4.45) 
 

       (4.46) 

 
ko‘rinishdagi  va   noma’lum funksiyalarga nisbatan ekvivalent integral 
tenglamalar sistemasiga olib kelinadi. (4.46) tenglikda quyidagicha shakl almashtirish 
bajaramiz: 
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(4.49) 

 
tenglikka kelamiz. 

 4.2-lemma. Agar  bo‘lsa, ixtiyoriy  uchun 
 

                       (4.50) 
tenglik o‘rinlidir. 

Isboti. 4.2-lemma isbotini  holi uchun bajaramiz. Ta’rifga  ko‘ra, 
 

 
 
(4.50) integralda integrallash tartibini o‘zgartiramiz: , ; ,

. 

 
 

.         (4.51) 

 
(4.51) tenglikdagi ichki integralda  almashtirish bajaramiz: 
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Endi beta funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra, 

 

,                (4.52) 

bu yerda     

 

 
ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

 

bu yerda  
4.2-lemma isbot bo‘ldi. 

4.3-lemma. Agar  bo‘lsa, u holda ushbu 
 

 (4.53) 

 
tenglik o‘rinlidir. 

Isboti. Integro-differensial operatorning ta’rifiga ko‘ra,                          
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bu yerda  

 

tenglikdan foydalanamiz va integrallash tartibini o‘zgartiramiz: 
 

 

 

 
 
Natijada ushbu tenglikka ega bo‘lamiz: 

 

 

 
 
(4.53) tenglikning ichki integrallarida ushbu almashtirishni bajaramiz: 
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.             (4.54) 

 
(4.54) ni hisobga olib, (4.53) tenglikni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

             (4.55) 

 
Ushbu integralni kiritamiz: 

 

      (4.56) 

  
Bu integralda  bo‘yicha differensiallash operatsiyasini bajarib, 

 

 (4.57) 

 
tenglikka kelamiz. (4.57) tenglikda da limitga o‘tib, ushbu 

 

 

 
tenglikni hosil qilamiz. 

 
 Ushbu integralni hisoblaymiz: 

 

z
sxzts

z
sxtx

z
xzst













1

)(,
1

,
1

   




















  











x

a

b

x
ax
as

ax
as

a z
dzzdss

z
dzzdss

dx
dxI

)(
)(

1)(
)(

1

2

11

sin)(







    .
11

)(

)(
)(

1)(
)(

0

1

  
























 
x

a

b

x
ax
as

ax
as

z
dzzdss

z
dzzdssxf

x





































































b

x

ax

a

ax
ax

ax
ax

a

xs
dss

ax
as

xs
dss

ax
as

z
dzzx

z
dzzx

xd
xdf

















)()(

1
)(

1
)(

)(
)(

)(
)(

1)(
)(

1

0

 





























 



b

a xs
dss

ax
as

z
dzzx

xd
xdfxJ )(

1
sin

)(
)(limsin)(

0

1

0
2






 






165 
 

 

 
Shunday qilib, 

 

 

 
4.3-lemma isbot bo‘ldi. 
4.4-lemma.Agar  bo‘lsa,  uchun ushbu 

 

(4.58) 

 
tenglik o‘rinlidir. 

 Isboti. Integro-differensial operatorlar ta’rifiga ko‘ra, 
 

        (4.58) 

 
Bu tenglikda integrallash tartibini o‘zgartiramiz: 

 

          (4.59) 
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Endi (4.59) tenglikning ichki integralida  almashtirish 
bajaramiz: 

 

 

Shunday qilib, 
 

 

 
Bu yerda gipergeometrik funksiyaning integral ifodasidan foydalanamiz: 

 

.   (4.60) 

 
(4.60) tenglikka ko‘ra, 

 
 

 
Shunday qilib, 

 

(4.61) 

 
Endi 

     

 
formulani e’tiborga olib, (4.61) tenglikda differensiallash operatsiyasini bajaramiz: 
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.  (4.62) 

 
Bu yerda  

 
 

tenglikdan foydalanib, (4.62) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

 

 
4.4-lemma isbot bo‘ldi. 
Endi (4.50), (4.53) va (4.58) formulalarga ko‘ra, (4.49) munosabatni ushbu 

ko‘rinishda yozib olamiz: 
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bu yerda  
 

 

 
Bu tengliklarga asosan, (4.63) tenglikni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
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(4.64) 
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Ushbu integralni o‘rganamiz: 

 

 

 

 ning mavjudligi 4.3-lemmadan kelib chiqadi,  

ekanligidan, 

 

 
Oxirgi tenglikni  bo‘yicha differensiallab, ushbu 
 

 

 
tenglikka kelamiz. Shunday qilib, 

 

   (4.66) 

 
(4.66) tenglikka asosan, (4.65) tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
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 (4.67) 

bu yerda 
 

   (4.68) 

 
 
4-§. Singulyar integral tenglamaning ozod hadi   ni o‘rganish. 

 
 Trikomi masalasi integral tenglamasi (4.65) ning ozod hadi 

 

(4.69) 

ni o‘rganamiz. 
 Dastlab ushbu 

                         (4.70) 

 
integralni o‘rganamiz. 

 4.5-lemma.Agar  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantirsa, 
shu bilan birga  nuqtaning (  nuqtaning) yetarli kichik atrofida 

 

(4.71) 
 

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda 
 

                 (4.72) 

tengsizlik o‘rinlidir. 
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Isboti. (4.32) tenglikni hisobga olib, (4.70) ifodani quyidagicha almashtiramiz: 
 

 

 
bu yerda  yadroning rezolventasi.  

Bu yerdan 

    (4.73) 

 
 (4.40) formulaga asosan,  dan  bo‘yicha hosila olamiz: 

 

 (4.75) 

 
(4.74) tenglikdan (4.75) ga asosan, yetarli kichik  uchun, ya’ni  

ning yetarli kichik atrofida  
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. 

tengsizlikka kelamiz. nuqtaatrofidayetarlikichik laruchun, ya’ni 
 

 

 
limitdan foydalanib, ushbu 

 

 

 
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikka asosan, ushbu 

 

         (4.76) 

 
munosabatni hosil qilamiz. 

(4.76) tenglikning o‘ng tomonidagi integralda   

almashtirish bajaramiz: .  
 
Bunga asosan, (4.76) ni ushbu 
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(4.77) 
 

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integrallar yetarli kichik lar uchun xosmas 
integrallardir va bu integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun 

 

 

 
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak, ya’ni 

 

 
tengsizlik bajarilganda, (4.77) xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan, 
(4.77) tengsizlikka asosan, 

.                         (4.79) 

 
Yuqoridagi hisoblashlarni takrorlab, (4.71) ning ikkinchi shartiga asosan,   

miqdor kichik bo‘lganda, ushbu 
 

                                       (4.80) 
 

tengsizlikni hosil qilish mumkin. 
4.6-lemma.Agar 4.5-lemmaning shartlarini qanoatlantirsa,  esa 

oraliqda   ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiruvchi 
birinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiya   oraliqda 

 ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi. 
Isboti. (4.69) va (4.70) formulalarga ko‘ra, 
 

.    (4.81) 
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(4.81) tenglikdagi qo‘shiluvchilarni o‘rganamiz. 
 
a)  Dastlab   ni o‘rganamiz. (4.25) formulaga ko‘ra:  

 
(4.82) 

  
Bu yerda bo‘laklab integrallash operatsiyasini bajaramiz: 
 

 (4.83) 

Bu yerda 1.3-teoremadan foydalanamiz. 
Bu teoremaga asosan, (4.83) munosabatdan  funksiyaning  oraliqda 

 ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantirishi kelib chiqadi. 
v) Endi (4.81) dagi birinchi qo‘shiluvchini o‘rganamiz. (4.72) tenglikka ko‘ra, 

 

(4.84) 
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(4.84) formuladan ko‘rinib turibdiki,  funksiya  ko‘rsatkich bilan 
 kesmada Gyolder shartini qanoatlantiradi va (4.79), (4.80) baholarga ko‘ra, 
 funksiya  nuqtada logarifmik maxsuslikka ega bo‘ladi. 

Shunday qilib,  funksiya  intervalda  ko‘rsatkich bilan 
Gyolder shartini qanoatlantiradi, hamda  nuqtada 

 

 

 
tartibda nolga aylanadi,  nuqtada esa logarifimik maxsuslikka ega bo‘ladi.   

 
5-§. Singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash 

 
(4.67) integral tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

               

1 21

1

1 1 1( ) ( ) ( )
1 1

tx t dt f x
x t x xt
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



              ,         (4.86) 

bu yerda 

      (4.87) 

 
(4.86)-tenglama Trikomi singulyar integral tenglamasi deyiladi. (4.86) integral  

tenglama N.N. Musxelishvili [28], F.D. Gaxovlar [7] tomonidan o‘rganilgan 
tenglamalar sinfiga kirmaydi, chunki (4.86) integral tenglama yadrosining «singulyar 

bo‘lmagan» qismi  kvadratda integrallanuvchi emas. Bu integral 

tenglama S.G. Mixlin tomonidan o‘rganilgan [26]. (4.86) tenglamani Karleman 
usulini qo‘llab yechish mumkin va yechim oshkor formula orqali ifodalanadi. 

4.7-lemma.Agar  funksiya oraliqda Gyolder shartini 
qanoatlantirsa va  bo‘lsa, u holda (4.86) tenglamaning  

ifoda nuqtada chegaralangan va  nuqtada 
chegaralanmagan yechimi  ushbu 
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(4.88) 

 
formula bilan ifodalanadi va bu yechim Gyolder sinfiga tegishli bo‘ladi. 

Isboti.  belgilashni kiritamiz va (4.86) tenglamani 
ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

,  (4.89) 

bu yerda .  

-kompleks tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. (4.89) tenglamani yechish 
uchun Karleman g‘oyasiga ko‘ra, 

,                 (4.90) 

 
funksiyanikiritamiz; .
funksiyayuqorivaquyiyarimtekisliklardagolomorfdir. va
orqalimosravishda funksiyamizning argument
haqiqiyo‘qqayuqorivaquyitekislikdanintilgandagilimitqiymatinitushunamiz.  

Ushbu 

,                         (4.91) 

munosabatni tekshirib ko‘rish qiyin emas.  almashtirish yuqori yarim tekislikni 

quyi yarim tekislikka va aksincha quyi yarim tekislikni yuqori yarim tekislikka 
akslantiradi, shu bilan birga  oraliq  to‘plamga akslanadi. 

(4.91) tenglikdan  da limitga o‘tib, 
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tengliklarni hosil qilamiz. 
Soxotskiy-Plemel formulalariga ko‘ra, 

,                         (4.93) 

 

,     (4.94) 

 
va bu munosabatga ko‘ra, (4.89) tenglama 

 

,   (4.95) 

ko‘rinishni oladi.  

Endi (4.65) tenglikda  ni  bilan almashtirib va (4.92) tengliklarni hisobga 

olib, ushbu tenglikka kelamiz: 
 

 

yoki  

           (4.96) 

 
(4.95) va (4.96) tenglamalarni birlashtirib, ularni bitta tenglama ko‘rinishida 

yozib olamiz: 

              (4.97) 

bu yerda    

(4.98) 
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                      (4.99) 

, ,    belgilash 

kiritib, 

 

tengliklarga ega bo‘lamiz. 
(4.98) va (4.99) belgilashlarga asosan (4.95) va (4.96) tengliklar ushbu 

ko‘rinishni oladi:  

.            (4.100) 

 
Shunday qilib, (4.89) integral tenglamani yechish masalasi kompleks 

o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasining ushbu chegaraviy  masalasiga olib kelindi: 
yuqori va quyi yarim tekisliklarda golomorf,  hamda (4.100) chegaraviy 
shartni qanoatlantiruvchi  funksiya topilsin. 

Bu masala yechimini oshkor ko‘rinishda hosil qilamiz. Dastlab qo‘yilgan 
masalaga mos bir jinsli masalani yechamiz,ya’ni yuqori va quyi yarim tekislikda 
golomorf hamda   oraliqda 

(4.101) 

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimni  topamiz, ya’ni bizning asosiy 
maqsadimiz  funksiyani golomorf  funksiyaning  va  

chegaraviy qiymatlarining  nisbati orqali ifodalash, ya’ni  
funksiyani faktorizatsiyalash, (4.101) tenglamaning xususiy yechimlaridan biri 

 

,(4.102) 

 
ko‘rinishda bo‘ladi, hamda bu funksiya uchun  

,                            (4.103) 
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munosabat o‘rinli. (4.102) dan  
 

,
 

 
tenglikka ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglikdan: 

 

 (4.104) 

 (4.105) 

 
(4.104) va (4.105) formulalardan, (4.103) ga ko‘ra, 

 

,                     (4.106) 

 

.                    (4.107) 

 
Shunday qilib, (4.101) ga ko‘ra, (4.100) tenglama   

 

             (4.108) 

ko‘rinishni oladi. 
Bu tenglamaning xususiy yechimlaridan biri 
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     (4.109) 

ko‘rinishga ega. (4.99) ga ko‘ra, (4.109) yechimni ushbu ko‘rinishda ifodalaymiz: 

 (4.110) 

 

Oxirgi integralda  almashtirishni bajaramiz. Bu almashtirishda 

 oraliq  oraliqqa akslanadi. Natijada (4.110) ushbu 

ko‘rinishni oladi (  tenglikni hisobga olganda ): 

 

 (4.111) 

 
Endi (4.101) formulaga ko‘ra,  

, 

 
tengliklarni hisobga olib, (4.111) tenglikni ushbu 

 

,    (4.112) 

ko‘rinishda yozib olamiz. 
Endi umumiy yechimni topish uchun  ushbu      

 

   ,                 (4.113) 
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bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz. (4.113) tenglamadan ko‘rinib 

turibdiki,  funksiya  oddiy qutb bo‘lishi mumkin bo‘lgan    va 

 maxsus nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarda golomorf funksiya va 
Liuvillning umumlashgan  teoremasiga ko‘ra, bu funksiya ushbu 

, 

ko‘rinishda bo‘ladi. 
 Teorema (Liuvillning umumlashgan va analitik davom ettirish haqida). Agar 
 va  kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar chekli sondagi 

 nuqtalardan tashqari mos ravishda yuqori va quyi yarim 
kompleks tekisliklarda analitik va ta’kidlangan nuqtalarda bosh qismi 

 

, 

 

 
ko‘rinishda bo‘lgan qutblarga ega bo‘lsa, va haqiqiy o‘qda ustma-ust tushsa 

, u holda bu funksiyalar butun kompleks tekislikda yagona, yaxlit 

,  

ratsional funksiyani ifoda etadi, bu yerda ixtiyoriy o‘zgarmas son.  qutblar 
yarim tekisliklarda joylashishi bilan birgalikda ular haqiqiy o‘qda ham yotishi 
mumkin. 

Shunday qilib, (4.108) tenglamaning yechimi ushbu 
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ko‘rinishda bo‘ladi. 

 Bu yerdan (4.93) formulaga ko‘ra,  

 

 
yoki 

   (4.115) 

Ushbuifodalarnihisoblaymiz: 

,(4.116) 

 

, (4.117) 
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     (4.118) 

 

                (4.119) 

(4.116), (4.117), (4.118) tengliklarnihisobgaolib, (4.115) yechimniushbu 
 

 

(4.120) 

yoki  ekanligini  hisobga olib, ushbu ko‘rinishda yozib 
olamiz: 

.
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 da chegaralangan,  da  tartibdan kichik maxsuslikka ega bo‘lgan 
funksiyalar sinfidagi yechimi 

 

             (4.122) 

 
ko‘rinishda bo‘ladi. 

 Ushbu ifodani hisoblaymiz:  

,  bu yerda , 

(4.123) 
 
(4.123) tenglikni e’tiborga olib, (4.112) yechimni ushbu ko‘rinishda yozib 

olamiz: 
 

       (4.124) 

yoki (1.123)  tenglikni hisobga olib, (124) ni ushbu 
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  (4.125) 

ko‘rinishda yozib olamiz. 
4.6-lemma isbot bo‘ldi. 
 

6-§. Integral operator xossasi. 
  4.8-lemma.Agar funksiya  ko‘rsatkich bilan 

 oraliqda Gyolder shartini qanoatlantirsa, u holda 
 

     (4.126) 

 
integral  oraliqda  ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi 
va integral  da cheklidir. 

 Isboti. (4.126) integralni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
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Bu yerda  

(4.128) 
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           (4.129) 

 

 integralni hisoblaymiz, buning uchun integral o‘zgaruvchisini 
quyidagicha almashtiramiz:  

 
 

,

 

 

,

         (4.130) 

va  bu almashtirishlarni hisobga olib, (4.129) integralni quyidagicha yozib olamiz: 
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 (4.131) 

bu yerda .Endi (4.131) dagi ushbu 

,                (4.132) 

 

                  (4.133) 

 
ikki integralni hisoblaymiz. Bu yerda  va o‘zgarmas sonlar ushbu shartlarni 
qanoatlantiradi:  

1. Dastlab,    ni hisoblaymiz: 
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Ikkinchi integralda  almashtirish bajarib,   ni ushbu 

ko‘rinishda yozib olamiz: 

 (4.134) 

 
(4.134) da gipergeometrik funksiyaning integral ifodasidan foydalanib, ushbu 

tenglikka ega bo‘lamiz: 
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(4.135) tenglikning o‘ng tomonining birinchi va ikkinchi qo‘shiluvchilaridagi 

gipergeometrik funksiyalarni mos ravishda 
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                  (4.137) 

formulalar bilan almashtiramiz, ya’ni 
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x
xFx

x
xFxx
















  








 

1
;,,)1(,,,
z

zсbаcFzzсbаF в

  





 

 

z
zсbаcFzzсbаF в 1;,,1;,,
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   (4.138) 

va 

,

         (4.139) 

 
tengliklarni hisobga olib, (4.135) tenglikni quyidagicha yozib olamiz: 

 

(4.140) 

 
Endi (4.140) ning birinchi qo‘shiluvchisidagi gipergeometrik funksiyaga Bols 

formulasini 

 

 
qo‘llab, ushbu tenglikka ega bo‘lamiz: 

 







 
























2

1;,,
1
11

1
1;,, xF

x
x

x
xF 









 

























2
1;1,,

1
2

1
21;1,,1

xF
x

x
F







   
 

   
  .

2
1;1,,

1
2)1(

1
1

2
1;,,

1
2)1(lim);,(

0
1












 




























 


























xF
x

x

xF
x

xxT




















     
   

   
     zbaсbсасFbacz

bа
cbас

zсbabаF
bcас
bассzсbаF













1;1,,)1(

1;1,,
)(

,,,
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yoki   

 

 

 
Ushbu limitni hisoblaymiz: 

 

 

 

(4.142) 

 
(4.141) formulada da limitga o‘tib va (4.142) tenglikni hisobga olib, 

ushbu yakuniy tenglikka kelamiz: 
 

   
 

   
   

   
   

   
  









 



















 







 

















 



















2
1;1,,2

1
1

2
1;1;,

2
1

2
1;1,,2lim);,(

0
1

xF

xFx

xFxT


























 
 

 
  















 


















 2
1;1,,

1
1)(2lim

);,(

0

1

xF

xT















   
  .

2
1;1;,

2
12












 







 








 xFx



 

 )141.4(

   
 

 
  

















 





 1
1lim

0

          
   

   
   

    
.

sin
2

2cos
2

sin21limsin

sin

sinsin
sinsin

1lim

1
sinsin1lim

1
111lim

200

0

0







































ctg





































0
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(4.143) 

 
Endi (4.133) ifodani, ya’ni  ni hisoblaymiz: 

 

        (4.144) 

 

Bu integralda , 

 

 

almashtirish bajaramiz va natijada ushbu tenglikni hosil qilamiz: 
 

. 

 
Bu yerda gipergeometrik funksiyaning integral ifodasidan foydalanib,  ushbu 

tenglikni hosil qilamiz: 

 

 
Oxirgi tenglikda (4.136) formulani qo‘llab, ushbu tenglikka kelamiz: 

 

  (4.145) 

 
(4.143) va (4.145) formulalarda  ni ga,  ni  ga almashtirib, 

ushbu tengliklarga ega bo‘lamiz:  
 

       
 







 









 










2
1;1,,

2
122;,1

xF

xctgx









);,( x2T

 
    

.
111

;,
0

1

2 
 




ttxx
dttx 




dz
z

dt
z

z
z

t
t

z 2
1,111,

1
1
























 z

x
x

z
x

z
zxx

1
2111)1(1

     


 








  1

0

1
2 1

2111;, dzz
x

xzzxx




       
  














 

1
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1
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xFxx 


 

     
    .

1
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1
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












 

x
xFxxT 




 

   22   α41
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(4.146) 

 

(4.147) 

 
(4.146) va (4.147) tengliklarga ko‘ra, (4.122) dan  uchun ushbu tenglikni 

hosil qilamiz: 

(4.148) 

 
Shunday qilib, (4.148) ni (4.117) ga qo‘yib, ushbu tenglikka ega bo‘lamiz: 
 

 

    
   

 
,

2
1;22,21,22

2
1

41
12222)21(2

111
21

0
41

21

4141







 









 
















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
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






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   
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








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


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




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


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
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

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



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





x
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












  
  

      

   


















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




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




 











 






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



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


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

212
2
1

2
1

2
3

1
11

11
11)(

2
1

1

1

tgxk

dt
xt

xktk
xt

tx
xx
ttxM



193 
 

. (4.149) 

(4.136) formulaga ko‘ra, 
 

 (4.150) 

 
(4.150) tenglikka asosan, (4.149) tenglikni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 (4.151)     

 (4.151) tenglikdan ko‘rinib turibdiki,  funksiyamiz  oraliqda  
ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi.  Endi  funksiyani  da 
chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (4.116) tenglikda integral o‘zgaruvchisi 

     















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
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
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 ning o‘rniga yangi o‘zgaruvchi kiritib va (4.121) munosabatlarni 

hisobga olib, ushbu munosabatga ega bo‘lamiz: 

 

             (4.152) 

 
Dastlab, ikkinchi  integralni o‘rganamiz. O‘rta qiymat haqidagi teoremani 

qo‘llab, ushbu tenglikka ega  bo‘lamiz: 

                (4.153) 

 
bu yerda . Endi (4.143), (4.145) formulalarni qo‘llab, ya’ni bu formulada 

 almashtirishlar bajarib, ushbu tenglikni hosil qilamiz: 
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Bu yerda 

 

 
formulani qo‘llab, ushbu tenglikka kelamiz: 

 
 

 

 
Bu formuladan ko‘rinib turibdiki,  da -cheklidir. 
Endi  integralni o‘rganamiz.  ning ikkita  va  qiymatlarini 

 oraliqlarda fiksirlaymiz va  integralni 
 oraliqlar bo‘yicha olingan uchta  

integrallarga ajratamiz: 

 

 
1.  bo‘lganda integral ostidagi ifoda nuqtada 

tartibda cheksizlikka aylanadi, ya’ni . Demak,  

da chegaralangan. 
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2.  ni  bo‘lganda tekshiramiz. Bu holda integral ostidagi ifoda 

 da tartibda nolga aylanadi va . Demak bu integral 

 da chekli. 
Endi ni o‘rganamiz va uni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz :    

 

 
Bu yerda birinchi integral Koshi ma’nosida integrallanuvchi,  esa  

ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantirgani uchun: 
 

 
 

Bu tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki,  da chekli. Shunday qilib, 
 nuqtada chekli ekan. 

4.7-lemma isbot bo‘ldi. 
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7-§. Fredgolm integral tenglamasini o‘rganish. 
 

Endi (4.115) yechimni (4.87) tenglikka asosan, ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

 
yoki 

                              (4.154) 

 
Bu yerda 

 

      (4.155) 

 
  yadroni o‘rganamiz.  
 
 (4.68) tenglikka ko‘ra:  

 

.  (4.156) 

 
Bu yerdan (4.36) tenglikka ko‘ra: 
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  .                 (4.157) 

 
(4.157) integralda  almashtirish bajarib, 

 

.

 

 
(4.157) tengsizlikni quyidagi shaklda yozib olamiz: 

 

 

 
Bu yerda gipergeometrik funksiyalarning integral ifodasidan foydalanib, 

 

,     (4.158) 

 
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu ifodadan ko‘rinib turibdiki,  funksiya 
nuqtada   logarifmik maxsuslikka ega.  

Endi  funksiyani  nuqtada o‘rganish uchun (4.158) ni  (4.127) 
formulaga asosan, 

 

,
 

 
shaklda yozib olamiz, bu yerdan esa  nuqta atrofida  

 
. 

 
Shunday qilib, (4.155) formuladan 
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,                        (4.159) 
tengsizlikka kelamiz. 

 Endi  ni o‘rganamiz. 4.6-lemmaga ko‘ra,  oraliqda 
 ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi. da  dan katta 

bo‘lmagantartibli nolga ega,  da esa logarifmik maxsuslikka ega, bundan 

 ni  da uzluksiz va   ekanligi kelib 
chiqadi. 

Shunday qilib, biz 

,                           (4.160) 

 
tenglamaga keldik va bu tenglamaga Fredgolm nazariyasini qo‘llash mumkin. 

 Endi (4.160) tenglamaga mos 
 

,                                     (4.161) 

bir jinsli tenglama  sinfda faqat   yechimga 

ega ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, (4.159) bahoga asosan, 
. (4.155) va (4.68) tengliklarga asosan, (4.161) tenglamani ushbu 

ko‘rinishda yozib olamiz: 
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bu yerda 
 

,                (4.163) 

 
belgilash kiritib, (4.162) tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

.

     (4.164) 

 
Endi (4.163) ni (4.68) tenglikka asosan, quyidagicha almashtiramiz: 
 

 

 (4.165) 

 
bu yerda 

 

. 

 
Ushbu 

 

 
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi va (4.36): 
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,
 

 
tengsizlikka ko‘ra, 

 

,
 

 
Bundan esa   -shart bajarilganda  bahoga kelamiz. 
Bundan esa kasr tartibli integral operator xossasiga ko‘ra,  

oraliqda  tartibda Gyolder shartini qanoatlantirishi kelib chiqadi. Endi  ni 
(4.23): 

,          (4.166) 

 
tenglikka qo‘yib, bu yerda  ni topamiz. (4.166) tenglikda 

 bo‘lgani uchun,  oraliqda  ( yetarli kichik son) 

ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi. Shunday qilib,  va  
funksiyalar (4.1) tenglama yechimi  ni  sinfga tegishli yechimini 
aniqlaydi va bu yechim  chiziqda hamda xarakteristikada 0 ga aylanadi. Bu 
yerdan esa  sinfda Trikomi masalasi yechimining yagonaligiga ko‘ra, 

 bo‘lgani uchun  ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib, (4.161) 
tenglama ixtiyoriy o‘ng tomon uchun yechimga ega. 

 (4.155) formuladan, 4.6-lemmaga asosan,  funksiya  ko‘rsatkich 
bilan  oraliqda Gyolder shartini qanoatlantiradi.  

Endi 5-lemmani 

, 

 
integralga qo‘llab,  funksiya  oraliqda  ko‘rsatkich bilan 
Gyolder shartini qanoatlantirishiga ishonch hosil qilamiz. (4.166) formulaga ko‘ra,  

 
Shunday qilib, ushbu natija o‘rinlidir: 
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Agar  4.7-lemmaning shartlarini,  esa 4.6-lemmaning shartlarini 
qanoatlantirsa, -esa 59-betdagi shartlarni qanoatlantirsa, u holda sohada (4.1) 
tenglamaning  sinfda  shartlarni qanoatlantiruvchi 
yagona yechimi mavjud. 

 
 
                 8-§. Elliptik soha chegarasi normal chiziq bilan ustma-ust  

tushgan holda Trikomi masalasi 
 

 Agar elliptik soha chegarasi normal chiziq   :   
 

 

 
bilan ustma-ust tushsa, Trikomi masalasi yechimini oshkor ko‘rinishda berish 
mumkin. Haqiqatdan ham,  sohada    funksiya nolga teng bo‘ladi, ya’ni  

 va (4.67) singulyar integral tenglama ushbu 
 

(4.167) 

 
sodda ko‘rinishni oladi, bu yerda (4.66) (4.83) formulalarga ko‘ra: 

 

 (4.168) 
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(4.169) 

 

                      (4.170) 

 
  funksiyani o‘rganamiz. Trikomi masalasi yechimi  ni normal chiziq(ݔ)ܨ

  dagi qiymat  ni ushbu 
 

,                            (4.171) 
 

ko‘rinishda ifodalash mumkin deb faraz qilamiz, bu yerda .  
Normal chiziq tenglamasidan 

,
 

tenglikni e’tiborga olib va (4.169) tenglikda    almashtirish bajarib,   
funksiyani ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

,          (4.172) 
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ning   va  da o‘zini tutishini o‘rganamiz. Agar (4.172) formulaning 
o‘ng tomonida    ni   ga almashtirsak, butun ifoda o‘zgarmaydi, faqat   
ning argumenti   ning o‘rniga   ga almashadi. Demak,  funksiyaning  

 va  nuqta atrofida o‘zini tugatishi bir xildir. Shuning uchun,   va 
uning hosilasi  ni    nuqtada o‘rganish yetarlidir. (4.172) ifodani  
bo‘yicha differensiallab, ushbu 

,

        (4.173) 

 
tenglikka kelamiz. 
(4.173) tenglikka o‘rta qiymat haqidagi teoremani qo‘llab va   

 ayniyatni hisobga olib, uni ushbu ko‘rinishda yozib 
olamiz: 

 

 

 

(4.174) 

 
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarda integral o‘zgaruvchisini  

shaklda almashtiramiz, natijada (4.174) ifoda ushbu ko‘rinishni 
oladi: 
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(4.174) 
(4.174) tenglikning o‘ng tomoni Gaussning gipergeometrik funksiyasi orqali 

ifodalanadi. (1.17) formulani hisobga olib, (4.174) ni quyidagi ko‘rinishda yozib 
olamiz: 

 

(4.175) 
Bu yerdan (1.24)  
 

 

 
formulaga asosan,   funksiya   bo‘lganda    nuqta 
atrofida chegaralangan degan xulosaga kelamiz. Yuqoridagi hisoblashlarni takrorlab, 
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 nuqta atrofida ikkinchi tartibli hosila uchun  baho 
o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. 

 Shunday qilib, agar  ga yoki  ga intilganda,     esa  
 tartibda cheksizlikka intiladi. (4.172) formuladan   

ekanligi bevosita kelib chiqadi. 
 Trikomi masalasi yechimi ning  xarakteristikadagi 

chegaraviy qiymatini   ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsin, 

bu yerda     va  oraliqda   ko‘rsatkich 
bilan Gyolder shartini qanoatlantirsin. 

  va  funksiyalarning yuqorida keltirilgan xossalariga asosan, (4.168) 
formuladan  ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

 

 
Bu tenglikni  bo‘yicha bir marta differensiallab, ushbu tenglikni hosil qilamiz: 
 

 

(4.176) 
 Bu  tenglikdan ko‘rinib turibdiki,  hosila esa  

  oraliqda    ko‘rsatkich bilan Gyolder shartini qanoatlantiradi va  
 nuqta atrofida   tartibda cheksizlikka aylanadi. 

 Endi (4.167) singulyar integral tenglamaning yechimini topamiz, uning 
yechimi (4.115) formulaga ko‘ra, ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 
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Bu formuladagi integral  4.7-lemmaga  ko‘ra,   oraliqda Gyolder 

shartini qanoatlantiradi va  da cheklidir.  
 funksiyamiz  nuqtada   dan kichik bo‘lgan tartibda 

cheksizlikka  aylanishi mumkin. 
 (4.177) ni (4.23) formulaga qo‘yib,  ni topamiz. 
 (4.177) va (4.23)  formulalardan,   va    ni   (4.10)  Darbu 

formulasiga qo‘yib, Trikomi masalasining  - sohadagi yechimini topamiz.   
sohada esa yechim 

 

 

 
formula bilan aniqlanadi. Shunday qilib, biz quyidagi teoremani  isbotladik: 

 Teorema. Agar    ni  (4.171)  shaklda ifodalash mumkin bo‘lsa va   

  (-1,0) sinfga tegishli bo‘lsa, G chiziq esa   normal 
chiziq bilan ustma-ust tushsa, u holda  sohada (4.6) tenglamaning   

 shartlarni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud. 
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V BOB. SINGULYAR KOEFFITSIYENTLI GELLERSTEDT TENGLAMASI 
UCHUN XARAKTERISTIKADA VA BUZILISH CHIZIG‘IDA FRANKL 

SHARTIGA EGA  BO‘LGAN NOLOKAL MASALA. 
 

5.1-§.  masalasining qo‘yilishi. 
 

Ushbu tenglamani o‘rganamiz: 
 

,                            (5.1) 
 

bu yerda  va – o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ular uchun , 
tengsizliklar o‘rinli.  soha   kompleks tekisligining chekli bir bog‘lamli 
sohasi bo‘lib, u  tekisligida joylashgan va uchlari  

nuqtalarda yotuvchi (5.1) tenglamaning normal chizig‘i  

bilan,  tekislikda (5.1) tenglamaning  va  xarakteristikalari bilan 
chegaralangan bo‘lsin. Ushbu belgilashlarni kiritamiz: 

  va  orqali esa nuqtadan chiquvchi xarakteristikaning 
 va  xarakteristikalar bilan kesishish nuqtasini belgilaymiz. 

o‘qining intervali. 
 FHmasalasi. sohada quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi   

funksiya topilsin: 
1. va bu sohada (5.1) tenglamani qanoatlantiradi; 

2.  funksiya sohada (5.1) tenglamaning  sinfga 
tegishli bo‘lgan umumlashgan yechimi [38]; 

3. -intervalda ushbu ulanish shartlari bajariladi: 
 

 (5.2) 

 
va bu limitlar nuqtalarda  dan kichik tartibda 
maxsuslikka ega bo‘lishi mumkin, bu yerda ; 

 
4. (5.3) 

 
 (5.4) 
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,                          (5.5) 

 

bu yerda 

nuqtadan chiquvchi xarakteristikaning xarakteristika bilan kesishish nuqtasining 

affiksi.  berilgan funksiyalar 
bo‘lib, ular uchun , 

,  munosabatlar o‘rinli. 
(5.4) va (5.1) shartlar Frankl shartlari bo‘lib, ular mos ravishda  

xarakteristikada va  buzilish chizig‘ida berilgan. 
 

5.2-§.  masalasi yechimining yagonaligi. 
 

(5.5) tenglamaning (1.116) va (1.117) shartlarni qanoatlantiruvchi shakli 
o‘zgargan Koshi masalasi yechimini beruvchi (1.135) Darbu formulasidan 
foydalanib, ushbu qiymatlarni hosil  qilamiz: 

  (5.6) 

 

 (5.7) 

bu yerdan 

 (5.8) 

 

 (5.9) 

 
 (5.8) va (5.9) tengliklardan (5.4) va (5.5) nolokal shartlarga asosan, 
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                    (5.10) 

 
munosabatga kelamiz, bu yerda 

 

(5.11) 

 
Teorema 5.1. Agar  va funksiyalar uchun ushbu 

 
                                   (5.12) 

 
tengsizlik o‘rinli bo‘lib, bo‘lsa, u holda  masalasi 
faqat trivial yechimga ega. 

 Isbot. Teskari tasdiqni faraz qilamiz,  sohada bo‘lsin. Xopf 
prinsipiga ko‘ra,  funksiya o‘zining eng  katta musbat qiymatini va eng 

kichik manfiy qiymatini  sohaning ichki nuqtalarida qabul qilmaydi. 
 bo‘lgani uchun bu qiymatlarga  nuqtalarida ham erishilmaydi. 

Faraz qilaylik,  funksiya o‘zining eng katta musbat va eng kichik manfiy 
qiymatlarini  nuqtalarda qabul qilsin, u holda (5.5) shartga mos bir jinsli 

shartga asosan, bu ekstremum qiymatlar  va  nuqtalarda qabul 
qilinadi.  funksiyaning musbat maksimumini (manfiy minimumini) qabul 

qiluvchi  nuqtada kasr tartibli  va  hosilalar qiymati 

qat’iy musbat (qat’iy manfiy) bo‘lgani uchun va bu nuqtalarda lemma 2.1 ga asosan,  
 

 

bo‘lgani uchun, (5.10) tenglikka mos bir jinsli ushbu munosabat 
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  (5.13) 

 
 va  nuqtalarda o‘rinli emas, chunki bu nuqtalarda (5.13)tenglikning 

o‘ng va chap tomonlari turli ishorali. 
 Shunday qilib,  yechim o‘zining eng katta musbat va eng kichik 

manfiy qiymatlarini  nuqtada erishadi. Bundan esa sohada 
, ya’ni o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi, lekin bo‘lgani 

uchun . Bundan  ekanligi kelib chiqadi. 
 Teorema 5.1 isbot bo‘ldi. 
 

5.3-§. masalasi yechimining mavjudligi. 

 sohada (5.1) tenglama uchun Dirixle va shakli o‘zgargan masalalarining 
(2.183), (2.184) yechimlaridan foydalanib, o‘qida mos ravishda:  

 

           (5.14) 

 

         (5.15) 

 

   (5.16) 

 

(5.17) 
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.

 

 
(5.14) munosabatda ni  ga almashtirib  va ushbu 
 

.                  (5.18) 
 

munosabatlarni hisobga olib, quyidagi  tenglikni hosil qilamiz: 
 

,                                    (5.19) 
bu yerda  

 

(5.20) 

 
(5.19) ga asosan, (5.10) tenglikdan ushbu  

 

    (5.21) 

 
munosabatga kelamiz, bu yerda  

                      (5.22) 
 

Dastlab, faraz qilaylik, 
 

                    (5.23) 

bo‘lsin. (5.15) tenglikka  va  operatorlarini qo‘llab, ushbu 
munosabatlarni hosil qilamiz: 
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 (5.24) 

 

(5.25) 

  
Endi (5.24) va (5.25) formulalarga asosan, (5.21) ifodani ushbu ko‘rinishda 

yozib olamiz: 
 

(5.26) 

 
bu yerda  

 

(5.27) 

 
Ushbu tengliklarning to‘g‘riligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin: 
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Bu tengliklarga asosan, (5.26) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

,          (5.28) 

bu yerda 
 

       (5.29) 

 
 
 

Ushbu 

 

tenglikka asosan, (5.28) tenglamada quyidagi 
 

 

 
almashtirishlarni bajarib, 

,

 (5.30) 

singulyar integral tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda  
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,
 

 
bo‘lgani uchun, (5.30) tenglama normal tipdagi singulyar integral tenglamadir. 

 (5.30) tenglama yechimi funksiyani  Gyolder sinfida izlaymiz va 
bu funksiya  nuqtalarda chegaralangan bo‘lsin.(5.30) singulyar integral 
tenglama yechimi indeksini hisoblaymiz. 

 Ushbu funksiyani tuzib olamiz: 
 

 

 
I.N. Musxelishvili formulasiga ko‘ra,  

 

 

bu yerda "-" ishorasi qiymatga, " " ishorasi  qiymatga mos keladi. 
 

 

 

bu yerdan butun sonni shunday tanlaymizki,  

 tengsizlik bajarilsin, ya’ni . 
Yuqoridagiga o‘xshash  
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ya’ni  butun sonni shunday tanlaymizki, 

 tengsizlik o‘rinli bo‘lsin, ya’ni . Endi  indeksni 

hisoblaymiz: .  kanonik funksiya ushbu ko‘rinishda 
bo‘ladi: 

, 
 

bu yerda va  nolga aylanmaydi. 
 (5.30) tenglama Karleman  usuli yordamida Fredgolmning ikkinchi tur integral 

tenglamasiga ekvivalent ravishda olib kelinadi va bu tenglama  masalasi 
yechimining yagonalik teoremasiga ko‘ra birdan-bir yechimga ega.  

 Shunday  qilib,  masalada (5.23) shart bajarilganda yagona yechimga ega. 
 
 

5.4-§ .   masalasini bo‘lgan holda 
o‘rganish. 

 
  masalasini (5.23) shart bajarilmagan holda o‘rganamiz, ya’ni:  

 

.        (5.31) 
  
Bu holda (5.21) munosabat ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

.
              (5.32) 

  
Dastlab, bu holda ham  masalasi yechimi yagona ekanligini isbotlaymiz. 

(5.32) tenglikda  bo‘lsin. (5.32) ni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

,
 

 
yoki  

 

.             (5.33) 
 
(5.33) tenglikkaoperatorini qo‘llab va  
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,

 

 
formulalarni hisobga olib, ushbu singulyar integral tenglamani hosil qilamiz: 

 

,   (5.34) 

bu yerda  

. 

 
          (5.34) integral tenglama yechimini (-1,1) intervalda Gyolder sinfiga 

tegishli,  nuqtalarda esa uzluksiz bo‘lgan funksiyalar sinfida izlaymiz, 
ya’ni  sinfda. Bu sinfda (5.34) tenglama indeksini hisoblaymiz. (5.34) 
singulyar integral tenglamada . 

 Ushbu fuksiyani tuzamiz: 
 

,
 

 
Bevosita hisoblash yordamida ko‘rsatish mumkinki,  ya’ni 

ya’ni . Endi 

 va  butun sonlarni shunday tanlaymizki,  
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin, bunda . 

 Demak, (5.34) tenglama indeksi: 
 

. 
  
Shunday qilib, (5.34) tenglama yechimining  sinfdagi indeksi -1 ga teng, 

kanonik funksiya esa ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 
 

. 
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Indeks  demak, singulyar integral tenglamalar uchun Nyoter nazariyasi 
Fredgolm integral tenglamalar nazariyasi bilan ustma-ust tushmaydi (bu nazariyalar 
faqat  bo‘lgandagina ustma-ust tushadi).  

 bo‘lganda (5.34) tenglamasining yagona yechimi ushbu 
 

 (5.35) 

 
zaruriy va yetarli shartlar bajarilgandagina o‘rinli bo‘ladi.  

Bizning tenglamamiz uchun . 

Demak,   va (5.35) shart ushbu 

ko‘rinishni oladi:  
 

, 
bu yerdan  ekanligi kelib chiqadi. 

Shunday qilib, biz  
 

                             (5.36) 

 
tenglamaga kelamiz. Bu tenglama uzluksiz funksiyalar sinfida faqat  trivial 
yechimga ega bo‘ladi, demak . Shunday qilib, biz  masalasi yechimining 
yagonaligini (5.23) shart buzilgan holda isbotladik.  

Endi (5.23) shart buzilgan holda  masalasi yechimining mavjudligini 
ko‘rsatamiz. 

(5.31) shartga asosan, 
 

, 
 

bu yerda va . Bu holda (5.21) 
tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib olish mumkin: 
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yoki 

 ,             (5.37) 

bu yerda  

.                    (5.38) 
 

(5.37) tenglikka   operatorni qo‘llab, ushbu integral tenglamaga kelamiz: 
 

 ,                        (5.39) 

bu yerda 

  (5.40) 

 
Yuqorida (5.39) tenglamaning  sinfdagi indeksi  ekanligini 

ko‘rsatgan edik. Demak, (5.39) tenglamaning yagona yechimi: 
 

,       (5.41)  

 
zaruriy va yetarli shart bajarilgandagina mavjud bo‘ladi. 

Bu yerda . 
 bo‘lgani uchun . (5.40) ga asosan, (5.41) tenglikni ushbu 

ko‘rinishda yozib olamiz: 
 

,   (5.42) 

 
bu yerda integrallash tartibini o‘zgartirib va xosmas intergrallarni hisoblab,  uchun 
quyidagi qiymatni hosil qilamiz: 
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. 

  
Shunday qilib, (5.42) shart bajarilganda (5.39) tenglamaning yagona yechimi 

mavjud. 
 (5.39) tenglamani Karleman usulida yechamiz. Shu maqsadda, 

 

,                    (5.43) 

funksiyani kiritamiz. 
 Soxotskiy-Plemel formulalariga asosan, 

 

,                          (5.44) 

 

                         (5.45) 
Bu yerda                             
 

 

 
(5.44) va (5.45) formulalarga asosan, (5.39) tenglama ushbu ko‘rinishni oladi: 

 

          (5.46) 
 
bu yerda 

 

           (5.47) 

 

            (5.48) 
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Shunday qilib, biz golomorf funksiyalar uchun Riman masalasiga keldik: yuqori 

va quyi yarim tekisliklarda golomorf, cheksiz uzoqlashgan nuqtada , haqiqiy 
o‘qda esa (5.46) shartni qanoatlantiruvchi funksiya topilsin. 

 Ushbu funksiyani o‘rganamiz:  
 

.

 (5.49) 

 
(5.49) tenglikdan ushbu chegaraviy qiymatlarni hosil qilamiz:  

 

.             (5.50) 

 
Endi kanonik funksiyani tuzamiz: 

 

 

 
Shunday  qilib,  

                     (5.51) 

 
(5.51) chegaraviy qiymatlarga asosan, (5.46) tenglamani ushbu ko‘rinishda 

yozib olamiz: 

.                           (5.52) 

 
(5.52) tenglamaning xususiy yechimlaridan biri ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

.                               (5.53) 
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(5.53) ga asosan, ni topamiz: 

 

.

                   (5.54) 

 
(5.54) formula  (5.34) singulyar integral tenglama yechimini beradi. 
 Endi ning ifodasini (5.40) formuladan (5.54) yechimga qo‘yib, ushbu 

ifodaga ega bo‘lamiz: 
 

       (5.55) 
 Ushbu tenglikka asosan, 

 

   (5.55)  

 
ifoda ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 
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(5.56) formulada tenglikni hisobga olib, uni ushbu 
ko‘rinishda yozamiz: 
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        (5.57) 

 
bu yerda ushbu 

 

 

 
ayniyatni e’tiborga olib, (5.57) yechimni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

(5.58) 
 

(5.58) tenglikning oxirgi integralida integrallash tartibini o‘zgartirib, ushbu 
tenglikni hosil qilamiz: 

 

.
 

 
 Endi ichki integralda  almashtirish bajarib va gipergeometrik 

funksiyaning integral ifodasi hamda uning  xossasidan 
foydalanib, ushbu qiymatni hosil qilamiz: 

 

,(5.59) 

 
(5.59) tenglikka asosan, (5.58) yechimni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 



























t

x

st
dss

xt
dt

t
t

x
xtg

tx
dttx

1
2

4
1

1
1

1

1
2

4

)(
)(

)1(
)1(

)1(
)1(

)21(2)(
)(

)21(2
1)(



















1

1
1

11
1

1
1 

































 

x
t

t
xt

x
t

x
t

.
)(
)(

)1(
)1(

)1(
)1(

)21(2)(
)(

)1(
)1(

)1()1(
)21(2)(

)(
)21(2

1)(

1
2

4
1

1
1

1

1

1
2

4
1

1
1

1

11

1
2

4














 































t

t

x

st
dssdt

t
t

x
xtg

st
dss

xt
dt

t
t

xxtg
tx

dttx































 







 






 1

21

11

1
4

1
2

4
1

1
1

1

)()1(
)1()(

)(
)(

)1(
)1(

s
ββ

βt

ββ

β

st
ds

t
ts

st
dssψdt

t
tΙ 

)1(1  st
axxcbaF  )1();,,(










1

1
2

12

)1(
)(

)1(
)21()(2 β

β

s
dss

βΓ
βΓβΓΙ 



224 
 

 

  (5.60) 

 
(5.60) yechim uzluksiz bo‘lishi uchun  

 

                                        (5.61) 

 
tenglikning bajarilishi zarur. Bu holda (5.34) singulyar integral tenglamaning 
uzluksiz yechimi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

 

(5.62) 

 Shunday qilib,  masalasi ushbu Dirixle masalasiga olib kelindi: sohada 
(5.1) tenglamaning ushbu  

 
                       (5.63)  

 
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimi funksiya topilsin. Bu 
yerda  (5.62)formula bilan ifodalanadi va shartlari 
bajariladi. Dirixle masalasining yechimi (2.183) formula bilan beriladi.  

 Faraz qilaylik,  ushbu shartlarni qanoatlantirsin: 
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  2.           (5.64)             

 
-ixtiyoriy yetarli kichik son. 

(5.62) formulada bo‘laklab integrallash amalini bajarib, 
 

(5.65) 

 
tenglikni hosil qilamiz. 

 Ushbu  
 

 

 
tenglikni hisobga olib, (5.65) munosabatni ushbu ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

.
  (5.66) 

 Bu yerdan (5.64) ni hisobga olib,  va hosila 
(-1,1) interval chegaralarida dan katta bo‘lmagan tartibda cheksizlikka aylanishini 
ko‘rish qiyin emas, shu bilan birga  

 Endi  ni topamiz. Buning uchun, (2.183) formula yordamida Dirixle 
masalasini yechamiz. Bu yechimdan y bo‘yicha hosila olib, ushbu tenglikka kelamiz: 
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 (5.67) 

 
Ushbu tenglikning to‘g‘riligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin: 
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 Endi (5.67) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda (5.68) tenglikni 
e’tiborga olib, bo‘laklab integrallash operatsiyasini bajaramiz va hosil bo‘lgan yangi 
tenglikni  ga ko‘paytirib, u nolga intilganda limitga o‘tib,  ni topamiz: 

 

   

(5.69) 
bu yerda 

.  

 
 masalasida funksiyaning normal chiziqdagi qiymati ni 

ushbu ko‘rinishda ifodalash mumkin deb faraz qilamiz: 
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bu yerda . U holda normal chiziqning  

tenglamasidan foydalanib, ni quyidagicha tasvirlaymiz: 
 

 

 
 funksiya ifodasidan ko‘rinib turibdiki,  va intervalda 

 ixtiyoriy tartibli hosilasiga ega. (5.69) formuladan ko‘rinib turibdiki, 2.2 
teoremaga asosan, funksiyamiz (-1,1) intervalda  ko‘rsatkich bilan 
Gyolder shartini qanoatlantiradi.  

 Endi  va  ma’lum bo‘lgandan keyin sohada yechimni shakli 
o‘zgargan Koshi masalasi yechimi sifatida tiklaymiz. Bu yechim  sinfga tegishli. 
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