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Kirish.

Bitiruv malakaviy ishning dolzarbligi: Chizigli algebra va funksional analiz
fanlarining asosiy tushunchalaridan biri bu chizigli operator tushunchasidir. Shu
sababli ham chizigli operatorlarlarni, ular aniglangan chizigli fazo va evklid
fazolarini hamda bu fazolarda berilgan operatorlarlarni muhim xossalari va
tatbiglarini  o'rganish juda muhim. Masalan, algebra fanidagi chizigli
almashtirishni, matematik fizika tenglamalari fanida differensiallashni operator
sifatida garash mumkin shuning uchun ham operator xossalarini 0'rganish
matematika fani nuqgtayi nazaridan juda dolzarb masaladir.

Bitiruv malakaviy ishning maqsadi: Chizigli algebra va funksional analiz
fanlarining muhim bo’limlaridan biri bo'lgan chizigli operatorlarni xossalarini va
ba’zi bir tatbiglarini o'rganishdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning vazifasi:

1. Chizigli fazo tushunchasi va chizigli fazoning xossalarini o rganish.

2. Chizigli oteratorning xos giymati va xos vektorini, uning xarakteristik
ko phadini o rganish.

3. Evklid fazosida chizigli va bir yarim chizigli formalar va 0'z-0'ziga
qo shma operatorlarlarni xossalari va tatbiglarini o rganish.

Bitiruv malakaviy ishning ilmiyligi va ilmiy ahamiyati: Bitiruv ishi
mavzusida oid barcha muhim bo’lgan adabiyotlarni to'plash va ular asosida
chizigli fazo, evklid fazosi, chiziqli operator ta'rifi va xossalari hamda tatbiglari
bilan tanishib, ular go’llaniladigan sohani yanada chuqurrog o rganishdan iborat.

Ushbu bitiruv malakaviy ish ikkita bob va o nta paragrafdan iborat.

Birinchi bob birinchi paragrafda chizigli fazo ta'rifi va asosiy xossalari
keltirilgan. Ikkinchi paragrafda esa chizigli fazoning o’lchovi va izomorf chizigli

fazolar hagida asosiy tushunchalar yoritilgan. Uchinchi paragrafda chizigli fazoni



gism fazolarga yoyish ko'rsatilgan. To rtinchi paragrafda esa evklid fazosi ta'rifi
va uning asosiy xossalari keltilgan.

Ikkinchi bob birinchi paragrafda chizigli operator ta'rifi va uning asosiy
xossalari yoritilgan. Ikkinchi paragrafda esa chizigli operatorlarni matritsali yozivi
ko'rsatib berilgan. Uchinchi paragrafda chizigli operatorning xarakteristik
ko phadi, xos giymati va xos vektori ta'riflari va xossalari ko rsatilgan. To rtinchi
paragrafda evklid fazosida chizigli va bir yarim chizigli formalarni skalyar
ko paytma orqgali ifodalanishi isbotlangan. Beshinchi paragrafda esa evklid
fazosidagi 0'z-0'ziga go shma operatorlar ta'rifi va xossalari yoritilgan.Olinchi
ya ni so ngi paragrafda chiziqli operatorlar xossalaridan foydalanib kvadratik

formani kvadratlar yig indisiga yoyish ko rsatilgan.



| bob. Chiziqgli fazo.
1.1.Chiziqgli fazo ta'rifi va asosiy xossalari.
Ta'rif. Xx,y,z,... ixtiyoriy tabiatli elementlarning R to plamini chizigli (yoki
afin) fazosi deyiladi , agarda quyidagi uchta shart bajarilsa:

I. R to'plamning ixtiyoriy ikkita x va y elementlari uchun uchinchi bir z
elementni mos qoyish qoidasi, ya ni x va y elementlarni yig indisi aniglangan va
U z=x+y deb belgilanadi.

Il. R to plamni ixtiyoriy x elementini ixtiyoriy hagigiy A songa ko paytirish
qoidgasi ya ni x elementni A songa ko'paytmasi aniqlangan va u y=Ax YoKi
y =xA orqali belgilanadi.

I11. Kiritilgan amallar quyidagi 8 ta aksiomaga bo ysunadi:

1. x+y=y+Xx (go shish kommutativ)

2. (X+y)+z=x+(y+2z) (go shish assosiativ)

3. Shunday 0 element mavjudki , ixtiyoriy x element uchun x+0=x bo’ladi.

4. Har bir x element uchun shunday garama-garshi x' element mavjudki,

X+ X"=0 bo’ladi.
5. Har bir x element uchun
1-x=X;

6. A(ux) = (Ap)x;

7. (A+ p)X=AX+ ux;

8. A(X+y)=Ax+1y.

1-misol. Uch o’Ichovli vazoda erkin vektorlar to plamini garaylik. Bizga

ma’lum bo’lgan vektorlarni go shish va songa ko paytirish amallarga nisbatan bu

to'plam chizigli fazo bo'ladi va uni B, orgali belgilanadi. Shunga o xshash
tekislikdagi va to'g'ri chiziqdagi erkin vektorlar to'plamlari mos ravishda B, va

B, orqgali belgilaymiz.



2-misol. {x}— barcha musbat haqiqgiy sonlar to"plami bo'lsin. Bu to plamning

X va y elementlari yig'indisini x va y hagiqgiy sonlar ko paytmasi kabi
aniglaylik. {x} to’plamni x elementini A haqiqiy songa ko paytmasini x haqiqiy
sonni A darajaga ko paytirish kabi aniglaylik. {x} to plamni nol elementi bo’lib 1
soni xizmat giladi, x elementga teskari element bo'lib 1/x soni xizmat giladi.
Oson ko rish mumkinki , 1-8 aksiomalar bajariladi.

3-misol. Chizigli fazoga muhim misol bo'lib, A" — elementlari tartiblangan n
ta haqgiqgiy sonlarning ushbu elementlaridan iborat bo"lgan to plami xizmat giladi.
A" to'plam elementlari uchun qo'shish va songa ko paytirish amallarini
quyidagicha kiritamiz:

(X Xy oo X )+ (Vs YooY ) = O+ YL X + Ve X, + VL)
A(X Xy ye ey X ) = (X, AX o0 AX )

Bu to'plamning nol elementi bo'lib 0=(0, O, .., 0) element xizmat giladi.

(X, X%,,...,X,) elementga garama —qarshi element bo'lib (—x ,—X,,....—x,) Xizmat
giladi.
Ko rish giyin emaski 1-8 aksiomalar bajariladi.

4-misol. a<t<b oraligda aniglangan va uzluksiz bo’lgan x=x(t)
funksiyalarning C[a,b] to'plamida go'shish va songa ko paytirish amallarini
funksiyalarni go shish va songa ko paytirish amallari kabi aniglasak, oson ko rish
mumkinki 1-8 aksiomalar bajariladi.

5-misol. {P, (t)}— darajasi n—dan yuqori bo’lmagan algebraik ko phadlar
to'plami , bizga ma’lum ko phadlarni go'shish va songa ko paytirish kabi
aniglasak, u holda bu to’plam ham chizigli fazoga misol bo ladi.

Quyidagi to plamlar chizigli fazoga misol bo la olmaydi:
a) Barcha n—darajali ko phadlar to plami(chunki ularning yig indisi n—darajali

ko phad bo Imasligi mumkin);



b) Koeffisientlari musbat bo'lgan va darajasi n dan katta bo’Imagan ko phadlar
to'plami (bu to'plam elementlarini manfiy hagiqiy songa ko paytirish mumkin
emas).

Ixtiyoriy chizigli fazo elementlarini vektorlar deb atash gabul gilingan. Ko'p
hollarda “vektor “ so'zi tor ma'noda bo’lib qoladi, chunki chizigli fazo elementlari
ixtiyoriy tabiatli bo’lishi mumkin.

Agar ta'rifdagi A, x,.... sonlar haqiqiy sonlar bo’lsa, u holda bu fazo hagiqiy
chizigli fazo deyiladi. Agar ta'rifdagi A, x,.... sonlar kompleks sonlar bo'lsa , u
holda bunday fazo kompleks chizigli fazo deyiladi.

Endi chizigli fazolarning ba'zi bir xossalarini keltirib o tamiz.

1-teorema. Har ganday chizigli fazoda yagona nol element va har bir x
elementi uchun yagona garama-garshi elementi mavjud.

2-teorema. Ixtiyoriy chizigli fazoda
a) nol element ixtiyoriy x elementini nol haqigiy songa ko paytirilganiga teng:

0=0-x
b) Har ganday x element uchun garama-qarshi element bu x elementni —1
hagiqiy songa ko paytirilganiga teng:
—x=-1-x
X,Y,Z,...elementli R haqiqiy chizigli fazoni qaraylik.

1-ta'rif. R fazoni x,y,...,z elementlarining chizigli kombinatsiyasi deb bu

elementlarni hagigiy sonlarga ko paytmalarining yig indisi
axX+ fy+.+ 1z (1)

ga aytiladi. Bunda «, £3,..., y lar biror haqiqgiy sonlar.

2-ta'rif. R fazoning x,y,...,.z elementlari chizigli bog'liq deyiladi, agarda
shunday hagiqiy kamida bittasi noldan fargli bo’lgan «, £,..., » sonlar topilib ular
uchun ushbu elementlarning chizigli kombinatsiyasi fazoning nol elementiga teng
bo’lsa, ya'ni

X+ py+..+72=0

bo’lsa.



Chizigli bog'liq bo’Imagan x,y,...,z elementlari chizigli erkli elementlar deyiladi.
3-ta'rif. R fazoning x.,y,...,z elementlari chiziqli erkli deyiladi, agarda (1) chziqli
kombinatsiya fagat « = f=...= ¥ =0 bo'lgandagina fazoning nol elementiga teng
bolsa.
3-teorema. R fazoning Xx,Y,...,z elementlari chizigli bog’lig bo’lishi uchun bu
elementlardan biri golganlarining chzigli kombinatsiyasidan iborat bo’lishi zarur
va etarli.

1-tasdiq. Agar X,Y,...,z elementlar ichida nol element bo'lsa, u holda bu

elementlar chizigli bog'lig bo"ladi.
2-tasdig. X,Y,...,z elementlarning biror gismi chizigli bog’lig bo’lsa, u holda bu
butun sistema ham chiziqli boglig bo"ladi.
A" fazo elementlarining chzigli bogligligi masalasini garaylik.Bu fazodagi
quyidagi
ee=@0 0, 0,.., 0),

e,=(0, 1, 0,., 0), 2)
2

elementlar chiziqli erkli ekanligini va ularga ixtiyoriy x=(x,X,,...,X.) elementni

go shganda chizigli bog'lig bo lishini isbotlaymiz.

(2) ni biror o, «x,,...,x, sonlar bilan olingan chizigli kombinatsiyasini garaylik.
ae +ae, +..+ae =(a,a,,. )

bu element fagat «, =, =...=«, =0 bo’lgandagina nolga teng bo’ladi. Demak,

(2) elementlar chizigli erkli.

Endi esa (2) ga ixtiyoriy x=(x,X,,...,X.) elementni qo shganda chizigli bog lig

bo'lishini  ko'rsataylik. 1-teoremaga kora Xx=(X,X,,...,X) element (2)

elementlarni chizigli kombinatsiyasi bo’lishini ko'rsatish etarli. Bu ravshan,

aksiomalarga ko'ra

X:(X]_ixzi--"xn)leel +X2e2 +...+ Xnen.
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4-ta'rif. R fazoning chizigli erkli e,e,,...e ~ elementlari to'plami bu

n

fazoning bazisi deyiladi, agar bu R fazoning har bir x elementi uchun shunday
hagiqiy x,X,,...,x. sonlar topiladiki , ular uchun

X=XE + X, +...+ X € (3)
bo’lsa.
Bu x elementni e,e,,...e bazis boyicha yoyilmasi deyiladi. x,X,,...,x sonlar
esa x elementni (e,e,,....e, bazis bo'yicha) koordinatalari deyiladi.

4-teorema. R fazoning ikkita elementini qo shish uchun (bu fazoning ixtiyoriy
bazisida) ularni mos koordinatalari qoshiladi, elementini 4 songa ko paytirish

uchun uning barcha koordinatalari 4 songa ko paytiriladi.

1.2. Chizigli fazoning o"Ichovi va izomorfligi.
1-ta'rif. R chizigli fazo n o'lchovli deyiladi, agarda unda n ta chizigli erkli
element mavjud , ixtiyoriy n+1 ta elementi esa chizigli bog liq bo’lsa.
R fazoning o'Ichovi odatda dimR orgali belgilanadi.
2-ta'rif. R chizigli fazo cheksiz o’Ichovli deyiladi, agarda unga ixtiyoriy
sondagi chizigli erkli elementlar mavjud bo'lsa.

1-teorema. Agar R n o'lchovli chizigli fazo bo’lsa, u holda bu fazoning

ixtiyoriy n ta chizigli erkli elementlari bazis tashkil etadi.

2-teorema. Agar R fazoda n ta elementdan iborat bazis mavjud bo'lsa,u holda
R fazoning o’Ichovi n ga teng.

3-ta'rif. Ikkita hagigiy R va R’ chizigli fazolar izomorf deyiladi, agarda bu
fazolar elementlari orasida o zaro bir giymatli shunday moslik o rnatish mumkin

bo'lsaki, agar R fazoning x va y elementlariga R" fazoning x’ va y' elementlari
mos kelsa, u holda R fazoning x+y elementiga R’ fazoning x" +y’ , Ax

elementiga Ax’ element mos kelsa.
Ko rish giyin emaski, agar R va R’ chizigli fazolar izomorf bo’lsa , u holda
1) R fazoning nol elementiga R’ fazoning nol elementi mos keladi;
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2) ulardagi maksimal chizigli erkli elementlar soni bir xil ya'ni ularning o'Ichovi
teng.
3-teorema. Ikkita n o’lchovli R va R’ chizigli fazolar izomorf bo"ladi.
Faraz gilaylik, R fazoning L qism to plami quyidagi shartlarni bajarsin:

1. Agar x va y elementlar L gism to plamga tegishli bo’lsa , u holda x+vy
element ham shu gism to plamga tegishli.
2. Agar x element L gism yotsa va A biror haqigiy son bo'lsa, u holda Ax ham
bu gism to plamga tegishli.
Ko'rish giyin emaski, 1 va 2 xossalar bajarilgan L qism to plamni ozi ham
chizigli fazo bo’ladi.

4-ta'rif. 1 va 2 shartlarni bajaruvchi R fazoning L gism to'plami R fazoning
chizigli gism fazosi deyiladi.

Misollar. 1.Fagat nol elementdan tashkil topgan R fazoning gism to plami.
2. R fazoning o'zi.
Bu ikki gism fazo xosmas qism fazolar deyiladi.
3. C[a,b] dagi {P, (t)}— darajasi n dan katta bo’Imagan algebraik ko phadlarning
to’plami, C[a,b] ning gism fazosi bo ladi.
4. B, dagi biror tekislikka parallel bo"lIgan erkin vektorlarning B, gism to plami.
5. X,Y,...,Z elementlar R fazoning elementlari bo"lsin.
X,Y,...,2 elementlarning chizigli qobig’i deb, bu elementlarning barcha chizigli
kombinatsiyalai to"plamiga aytamiz, ya ni

ox+ py+..+ 2

korinishdagi elementlar to"plamiga aytiladi. Bunda «, S3,..., ¥ lar ixtiyoriy sonlar.
X,Y,...,2 elementlarning chizigli qobig’ini L(X,Y,..., ) orgali belgilaymiz.
Ravshanki, L(X,Y,..., ) chizigli qobig uchun 1 va 2 shartlar bajariladi. Shu sababli
ixtiyoriy chizigli gobig R fazoning gism fazosi bo ladi.
X,Y,...,2 elementlarning chizigli gobig'i shu elementlarni o'z ichiga oluvchi eng

Kichik gism fazo bo’ladi.
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Chizigli gobigga misol bo’lib, C[a,b] dagi 1, t, t*,...t" elementlarning chizigli

gobig’i misol bo'ladi. Bu chizigli gobiq {P,(t)}— darajasi n dan katta bo’Imagan

algebraik ko phadlarning to plamidan iborat.

Ravshanki, R fazoning har ganday gism fazosining o'lchovi bu fazo o’Ichovidan
katta emas.

Agar L gism fazo butun n o’lchovli R chizigli fazo bilan ustma-ust tushmasa, u
holda L ning o'lchovi n dan kichik bo’ladi.

Ko'rish mumkinki, butun R fazoda e

1

e,,...2, bazis tanlangan bo’lsa, u holda
ularni L qism fazoning bazisi sifatida olish mumkin emas (ba'zi e lar L da

yotmasligi ham mumkin), lekin teskari tasdig o rinli.

Tasdig. Agar e,e,,....e. elementlar n o’lchovli fazoning k o’lchovli gism

fazosida bazis tashkil etsa, u holda bu bazisni R ni e,_,,e,,,...., elementlari orgali

k+1? Zk+2171""

shunday to"ldirish mumkinki hosil bo’lgan e ,e,,....e, elementlar to'plami R da

bazis bo ladi.

5-teorema. X,Y,...,z elementlarning L(x,Y,...,z) chizigli qobig’i o’lchovi
X,Y,...,2 elementlar sistemasining maksimal chizigli erkli soniga teng. Xususan
agar elementlar Xx,y,...,z elementlar chizigli erkli bo’lsa, u holda L(x,y,..., z)
chizigli qobigning o’lchovi x,y,...,z elementlar soniga teng.

Qism fazoning yigindisi va kesishmasi.

L, va L, — R fazoning ikkita ixtiyoriy gism fazosi bo’lsin. R fazoning bir paytda
L, va L, da yotuvchi x elementlari to’plami R fazoning gism fazosi bo ladi va u
L, va L, fazolarning ko paytmasi deyiladi.
R fazoning barcha y + z ko'rinishdagi elementlari to"plami, bunda y L, fazoning
elementi z esa L, fazoning elementi R fazoning gism fazosi bo'ladi va u L, va
L, fazolarning yig indisi deyiladi.

Misol. R uch o’Ichovli fazodagi barcha erkin vektorlarning chizigli fazosi, L,

Oxy tekislikka parallel bo"lgan barcha erkin vektorlarning gism fazosi, L, esa Oxz
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tekislikka parallel bo"lgan barcha erkin vektorlarning qism fazosi bo’lsin. U holda

L, va L, fazolarning yig'indisi R fazoning o°zidan, fazolarning kesishmasi esa

Ox o0°giga parallel bo’lgan barcha erkin vektorlar to plamidan iborat.

6-teorema. Chekli o’Ichovli R chizigli fazoning L, va L, qism fazolarining
o Ichovlarining vyig'indisi, ushbu qism fazolar kesishmasi va yig indisini

o Ichovlari yig indisiga teng.

1.3. Chizigli fazoni gism fazolarning to g ri yig indisiga yoyish.

L, va L, n o’lchovli R fazoning gism fazolari bo'lIsin.

1-ta'rif. R fazo L, va L, qism fazolarning to g ri yig indisi orgali ifodalanadi
deyiladi, agarda R fazoning har bir x elementi yagona usul bilan

X=X +X,
ko'rinishda ifodalansa. Bunda x, L, fazoning x, esa L, fazoning elementi.
Buhol R=L ®L, korinishda belgilanadi. Oxirgi tenglik R fazoning L, va L,
fazolarning to"g ri yig indisiga yoyilmasi deyiladi.
R uch o’Ichovli erkin vektorlar fazosi, L, esa Oxy tekisligiga parallel bo'lgan
barcha vektorlar fazosi L, esa Oz o°qiga parallel bo’lgan barcha vektorlar fazosi
bo’lsa, u holda R L; va L, fazolarning to'g ri yig indisidan iborat bo ladi.
Teorema. n o'Ichovli R fazo L va L, qism fazolarning to"g ri yig indisidan iborat
bo’lishi uchun , ularning kesishmasi fagat nol elementdan va R ni o’lchovi L, va
L, fazolar o’lchovlari yig indisidan iborat bo lishi etarli.
Endi n o'lchovli chizigli fazoda bazis o zgarganda koordinatalarni o zgarishi

va bazislarni almashtirishni garaylik.

e

17

e,,...& Vvae,e . e larno’lchovli R chizigli fazodagi 2 ta ixtiyoriy bazislar

bo’lsin. R fazoning ixtiyoriy elementi har ikki bazis orgali ham ifodalanadi. Faraz

gilaylik e/ ,e, ..., e elementlar e,e,,...,e. lar orqali quyidagicha ifodalansin:
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e, =ae +a.,e, +..+a,e

1n~n?

1
e,=a,6 +4a,6e,+..+4a,¢€., (1)

e, =a,e +a.e, +..+a e.

1

U holda birinchi e,e,,...e.  bazisdan e,e, ,.,e; bazisga o'tish matritsasi

quyidagi ko rinishda bo’ladi:

a'll alZ e aln
a a v a

A — 21 22 2n (2)
a, 4a, .. a,.

Bu matritsaning d determinanti noldan fargli ikkinchi bazisdan birinchi bazisga

o tish matritsasi B A matritsaga teskari matritsa bo ladi. Ma lumki, A matritsaga

teskari matritsa

AJd Add .. A,ld
o_| Add ALld AL

A /d A /d .. A /d
A, —esa A matritsaning a, elementining algebraik to"ldiruvchisi.
(1) ning birinchi tenhligini A, ga, ikkinchisini A,; ga va hakazo n-sini esa A,
ko paytirib, so"ngra ularni go shib quyidagi tenglikni hosil gilamiz.
A +8A, +.. +e A = Z:l:ei (a, A, +a, A, +..+a,A))

I —ustun elementlarini mos j— ustun algebraik to’ldiruvchisiga ko paytmalari

yig'indisi 1 = j bo’lganda nolga tengligini hisobga olsak (i = j da d ga teng)

Oxirgi tenglikdan

A, +6A, +..+e A =¢ed

bundan
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e =—tel+—2el+..+—2e, j=12,..,
"od d d
yoki
el—iewiew Ay g1
d d
e, :hell +&e§ + . +he§,
d d d (4)
e =A1“ej+AZ”e§+ ..+hel
"d d d "’

(4) formula €;,€; ..., €. bazisdan e,e,,...e, bazisga otish matritsasi A matritsaga
teskari matritsa orgali o'tishni ifodalaydi. Bu A matritsaga teskari matritsani A™
orgali belgilaymiz.

Bazis almashritganda koordinatalar orasidagi munosabat.

Maxsusmas (2) matritsa orqali e,e,,....e, bazisdan e;e; ,..,e. bazisga o'tilgan
bo'Isin. U holda bazislarni teskari almashtirishiga (3) matritsa mos keladi x

garalayotgan R chizigli fazoning ixtiyoriy elementi bo'Isin. (x,X,,...,X.) esa uni

1
n

e.e,,....e, bazisdagi koordinatasi (x{,X;,....X) e€sa €€, ,..,e

n

bazisdagi
koordinatasi bo’lIsin, ya'ni
1,41 141 141
X=X€ + X, +...+ X & =X€ +Xe, +...+ X €

e.e,,...., laro'rniga ularni (4) dagi ifodalarini qo'yib

x=x'e! +xel +..+ xlel = xl(iell +ie; +... +iei) +

d
+x(iel+A22 el +... A”2 e)+.. +x(Al AZ el +..+ﬁel)

d 2 d 2 ' d n/"
Oxirgi tenglikdan e;,e, ,...,eﬁ bazis bo’yicha yagona yoyilma o’rinli ekanligidan
(X, X,,....Xx.) koordinatadan (x;,X; ,..,X;) koordinataga o'tish formulasi kelib

chigadi:

15



xj_ixl+ix2+....+A1” X,
d d d
A A A,
Xe=TZx 4 TRy o4yl
2 d 1 d 2 d n (5)
xizix1+&x2+....+hxn
d d d

Tasdiq. Ixtiyoriy maxsusmas A matritsa uchun teskari A™ matritsa yagonadir.
Isboti. Faraz qgilaylik, yana bir C matritsa mavjud va
AC=CA=E
bo'lsin. U holda
CAA"=C(AA")=CE=C
CAA™=(CA)A'=EA*=A"
bundan C=A" kelib chigadi.

1.4. Evklid fazosi va uni sodda xossalari.

R haqiqgiy chizigli fazo hagiqiy evklid fazosi ( yoki evklid fazosi) deyiladi
agarda quyidagi ikkita shart bajarilsa:
I. Ushbu fazoning ixtiyoriy ikkita x va y elementlariga ularni skalyar
ko paytmasi deb ataluvchi (x,y) hagigiy sonni mos qo yish qoidasi berilgan
bo'lsa.
Il. Ushbu aniglangan skalyar  ko'paytma quyidagi  to'rtta aksiomani
ganoatlantirsa:
1. (x,¥)=(y,x) (o'rin almashtirishlik va simmetriklik xossasi).
2. (X +X,Y)=(x,Y)+(X,,y) (targatish xossasi).
3. (A%, ¥) = A(x,y) barcha haqgigiy A lar uchun.
4. (x,x)>0, agarda x— noldan fargli element bo’lsa; (x,x)=0, agar x— nol

element bo’lsa.
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Agar o rganiladigan obektlar va yoqorida sanalgan goidalar berilgan bo’lsa, u
holda evklid fazosi konkret (aniq) fazo deyiladi.
Evklid fazosiga misollar keltiramiz.

1-misol. Barcha erkin vertorlarning B, chizigqli fazosini qaraylik.lkkita
ixtiyoriy vektorining skalyar ko paytmasini analitik geometriyaga aniglanga
skalyar ko'paytma kabi kiritaylik( ya ni bu vektorlar uzunligini ko paytmasiga
ular orasidagi burchak kosinusini ko paytmasi).U holda ko'rish giyin emaski

skalyar ko'paytmadagi 1- 4 xossalar bajariladi. Demak, B, fazo ushbu aniglangan

skalyar ko paytmaga nisbatan evklid fazosi bo"ladi.

2-misol. Barcha a<x<b oraligda aniglangan va uzluksiz ~ x(t)
funksiyalarning C[a,b]— cheksiz o’Ichovli chizigli fazosini garaylik. Ikkita x(t)
va Yy(t) funksiyalarning skalyar ko paytmasini bu funksiyalarni ko paytmasini ( a

dan b gacha) integrali sifatida aniglaymiz:

b

[yt (1)

a

Sodda ko'rish mumkinki skalyar ko paytmadagi 1-4 xossalar bajariladi.Demak,
C[a,b] fazo ushbu aniglangan (1) skalyar ko paytmaga nisbatan cheksiz
o Ichovli evklid fazosi bo'ladi.

3-misol. n—o’lchovli chizigli A" fazo evklid fazosiga misol bo'la
oladi.Agarda unda ixtiyoriy ikkita X=(X,X,,....X.) Va Y=(Y,,Y,s--esY,)
vektorlar uchun skalyar ko paytmani quyidagicha aniglasak

(X Y)=XY, + XY, +..+ XY, (2)

Ko'rish qiyin emaski,ushbu kiritilgan skalyar ko paytma uchun 1- 4 aksiomalar
bajariladi.
Bu evklid fazosi ko'p hollarda E" orgali belgilanadi.

4-misol.Ushbu A" chizigli fazoda skalyar ko paytmani (2) dan fargli ,unga
nisbatan umumiy bo’lgan holda kiritaylik.

Buning uchun n— tartibli ushbu kvadrat matritsani garaymiz:

17



A= )

Ushbu matritsa yordamida x,,Xx,,...,x. —n o°zgaruvchili bir jinsli ikkinchi tartibli

ko phad tuzamiz:

n n

A Xi Xy (4)

Bunday ko phad (3) matritsadan tuzilgan kvadtik forma deyiladi. (4)

kvadratik forma musbat aniglangan deyildi, agarda u x,X,,...,X

n

0 zgaruvchilarning hammasi bir vaqtda nol teng bo Imagan giymatlarida musbat
giymatni gabul qilsa. Demak, musbat aniglangan kvadratik forma fagat
X, =X, =...=X =0 bo’lganda nolga teng,boshqa barcha hollarda musbat giymat
gabul giladi.

(3) matritsa quyidagi ikkita shartni ganoatlantirsin:

1. U musbat aniglangan (4) kvadratik formani ifodalasin.

2. Simmetrik bo’lsin (bosh dioganalga nisbatan) ya ni barcha i-12,..,n va

k=12,.,n lar uchun a, =a, shartni ganoatlantirsin.

1- va 2- shartlarni  ganoatlantiruvchi (3) matritsa yordamida A" fazodagi
ikkitax = (X, X,,....x.) va y=(y,Y,,....y,) lar uchun skalyar ko paytmani

quyidagicha aniglaymiz:

(x,y) = Zzaikxiyks (5)

Oson ko'rish  mumkinki, bunday aniglangan skalyar ko paytma uchun 1-4
arsiomalar bajariladi.

Ta'rif. Chizigli R fazo normallangan deyiladi, agarda quyidagi ikkita shart
bajarilsa:

I. R dagi har bir x element uchun unning normasi ( uzunligi) deb ataluvchi va
|X| deb belgilanuvchi hagigiy son mos qo’yadigan goida aniglamgan bo'Isin.

I1. Ushbu aniglangan goida uchun quyidagi uchta aksioma bajarilsin:
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1°. ||x|>0, agarda x noldan fargli element bo’lsa, [x|=0 agarda x=0 element

bo’lsa.

2°. |Ax|=|4]|x| barcha x elementlar va barcha A hagigiy sonlar uchun.
3°. Ixtiyoriy x va y elemenlar uchun quyigagi uchburchak tengsizligi yoki
Minkovskiy tengsizligi deb ataluvchi

[x-+ i< x| +[]

tengsizlik o'rinli.
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I1 bob. Chiziqgli operatorlar.

2.1.Chiziqli operator tushunchasi va ularning asosiy xossalari.

1-ta'rif. V va W lar mos ravishda n va m o’lchovli chizigli fazolar bo’lsin. V
ni W ga otqazuvchi A operator deb, A:V —W akslantirishga aytiladiki, u V
ning har bir x elementini W fazoning biror y elementiga o tqazadi.
2-ta'rif. V ni W ga o'tgazuvchi A operator chizigli operator deyiladiki, agarda
V' ning ixtiyoriy ikkita x va x, hamda A kompleks son uchun quyidagi shartlar
bajarilsa:
1. A(x, + X,) = Ax, + Ax, (operatorni additivligi)
2. A(Ax) = AAx (operatorning bir jinsligi)
Agar W fazo kompleks tekislikdan iborat bo’lsa, u holda V ni W ga o gazuvchi
A chiziqgli operator chizigli forma yoki chizigli funksional deyiladi.
Agar W fazo V fazo bilan ustma-ust tushsa, u holda Vni V ga o tgazuvchi
chizigli operator V fazoni chizigli almashtirishi deyiladi.
A va B Vni W ga otgazuvchi ikkita chizigli operator bo’lsin. Bu
operatorlarning A+ B yig indisi deb quyidagi tenglik bilan aniglangan operatorga
aytamiz:
(A+ B)x = Ax + Bx (1)
Aoperatorning A skalyarga ko paytmasi AAdeb , quyidagi tenglik bilan aniglangan
operatorga aytiladi:
(AA)x = A1(AX) (2)
O nol operator deb, V fazoning barcha elementlarini W fazoning nol elementiga
0 tgazuvchi operatorga aytiladi:
Ox=0.
A operatorga garama-qarshi operator deb quyidagicha aniglangan — Aoperatorga
aytiladi:
— A=(-1)A.
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Tasdig. Barcha Vni W ga o'tqazuvchi operatorlarning L(V,W) to plami
yugorida aniglangan operatorlarni qo shish va songa ko paytirish amallari hamda
tanlangan nol operator va garama-garshi operatorlarga nisbatan chizigli fazo
tashkil etadi.
L(V,W) to plamni o rganamiz.
Aynan yoki birlik | operator deb quyidagi operatorga aytiladi:

IX=X
(bu erda x —V fazoning ixtiyoriy elementi)
L(V,W) fazoda operatorlarning ko paytmasi tushunchasini kiritamiz.
L(V,W) fazodagi A va B operatorlarning AB ko paytmasi deb, quyidagi
operatorga aytiladi:

(AB)x = A(Bx) (3)
Umumiy holda

AB = BA

L(V,W) fazodagi chiziqli operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1. A(AB)=(1A)B
2. (A+B)C=AC +BC
3. A(B+C)=AB+AC (4)
4. (AB)C = A(BC)

4 xossadan L(V,W)fazodagi chekli sondagi operatorlar uchun ko paytmani
aniglash mumkinligi kelib chigadi va xususan A operetorning n-— darajasi
quyidagi formula orgali aniglanadi:

A" =AA.A
Ravshanki,

A" = A"A"
munosabat o rinli.

3-tarif. L(V,V) dagi A operator uchun L(V,V) dagi chizigli B operator teskari

operator deyiladi, agarda
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AB =BA=1

bo’lsa.

A operatorga teskari operator odatda A orgali belgilanadi, demak ixtiyoriy
x €V uchun

A7 AX =X
Shunday qilib, agar A*Ax=0 bo’lsa, u holda x=0 bo’ladi, ya'ni agar A teskari
operatorga ega bo'lsa, u holda Ax=0 ekanligidan x=0 kelib chigadi. V dan V
ga o'tgazuvchi A chizigli operator o'zaro bir giymatli deyiladi, agarda ixtiyoriy
ikkita har xil x, va x, elementlarga har xil y, =Ax va y, = Ax, elementlar mos
kelsa.
Agar A operator V dan V ga o zaro bir giymatli o tgazsa, u holda
A:V —V akslantirish V ni V ga akslantiradi,yani har bir yeV element
0 zining biror x eV obraziga ega bo"ladi:
y = AX
Bu faktrni o'rinli ekanligini isbotlash uchun V fazoning n ta chizigli erkli
X, X,,....Xelementlarini bu fazoning n ta chizigli erkli Ax,Ax,...,AX
elementlariga akslanishini ko rsatish etarli.
X, X,,....X, lar 'V fazoning chizigli erkli elementlari bo’lsin. Agar
o, AX +a, AX, +...+a, Ax =0 bo'lsa, u holda A chizigli operator ekanligidan
Al X, +a,X, +...+a X )=0
A operator V ni V ga bir giymatli akslantirish ekanligidan
aX + X, +..+a X =0

kelib chigadi.

Olishimizga ko'ra x,,X,,...,X, lar chizigli erkli. Shu sababli

a,=a,=..=a,=0. Demak, Ax,Ax,,...,Ax elementlar chizigli erkli.
Tadig. L(V,V) dagi A chizigli operator teskari operatorga ega bo’lishi uchun u V

ni V ga bir giymatli o"tqazishi zarur va etarli.
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4-ta’rif. A chizigli operatorning yadrosi deb V fazoning Ax=0 tenglikni
bajaruvchi x elementlari to'plamiga aytiladi. A chizigli operatorning yadrosi
ker A orqali belgilanadi. Agar ker A=0 bo’lsa, u holda A operator V ni V ga bir
giymatli o tgazadi.
ker A=0 shart A operatorni teskari operatorga ega bo'lishini zaruriy va etarli
sharti bo"ladi.
5-ta’rif. A chizigli operatorning obrazi deb V fazoning
y = AX

ko rinishda ifodalanadigan elementlari to"plamiga aytiladi.
A chizigli operatorning obrazi imA orgali belgilanadi.

Agar kerA=0 bo'lsa, imA=V bo’ladi va aksincha. Shu sababli imA=V
shart ham A operatorni teskari operatorga ega bo’lishini zaruriy va etarli sharti
bo ladi.

Ravshanki, ker A va imA V fazoning chizigli fazo ostisi bo"ladi.
3-teorema. V fazoning dimV o’lchovi n gava A L(V,V) dagi chizigli operator

bo’lIsin, u holda dim(imA) + dim(ker A) =n bo'ladi.
4-teorema. V, va V, lar n o’lchovli V chizigli fazoning gism fazolari va

dimV, +dimV, =dimV bo’lsin, u holda L(V,V) da shunday chizigli A operator
topiladiki, V, =imA va V, =ker A boladi.
6-ta’rif. A chizigli operatorning rangi deb

RangA=dim(imA)

songa aytiladi.

Natija. L(V,V) dagi A chizigli operator A™ teskari operatorga ega bo’lishi
uchun

RangA=dimV =n
bolishi zarur va etarli.
6-teorema. A va B L(V,V) dagi chizigli operatorlar bo’lIsin, u holda

rangAB <rangA, rangAB <rangB.
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7-teorema. A va B L(V,V) dagi chizigli operatorlar va V n o'lchovli

chizigli fazo bo’lsin, u holda
rangAB > rangA+ rangB — n

Natija . Agar rangA=n ( n—V fazoning oIchovi), u holda

rangAB =rangBA=rangB
2.2. Chiziqli operatorlarni matritsali yozivi.

Chizigli V fazoda berilgan bazisdagi chizigli operatorlarni matritsalari.

V fazodagi e ,e,,....e, bazisni fiksirlaymiz, x V dagi ixtiyoriy element va

X = zn: xe, (1)
k=1

esa bu x elementni berilgan bazisdagi yoyilmasi hamda A esa L(V,V) dagi

chizigli operator bo’lIsin u holda (1) dan

AX = Zn: x“ Ae, (2)
k=1

Ae, = zn: ale, (3)
j=1

deb olsak, (2) ni quyidagicha yozamiz:
Ax=zn:xkznlakjej :Zn:(zn:aijj)ej
k=1 j=l j=1 k=1
Shunday gilib, y=Ax va y=(y',y?,...,y") elementning koordinatalari
bolsa u holda

y! :zn:aijj ,1=12,...,n 4)
k=1
Ushbu A=(a)) kvadrat matritsani garaylik, bu matritsa berilgan e,e,,... £,
bazisdagi 4 chzigli operatorning matritsasi deyiladi. Oldingi ko'rsatilgan usul
bilan birgalikda uni berilgan bazisdagi matritsaviy yozuvi ham ishlatiladi:

y = AX
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Agar x=(x",x*,...x") bo’lsa, u holda y=(y'y?..y") dagi V'
1=12,...,n (4) formula orgali A ning a’/ elementlari esa (3) formula orqali
hisoblanadi.

Agar A operator nol operator bo'lsa, u holda bu operatorning A
matritsasining barcha elementlari ixtiyoriy bazisda nollardan iborat, ya'ni A
matritsa nol matritsa bo"ladi.

Agar A operator birlik operator bo'lsa, ya'ni A=1 bo’'lsa, u holda bu
operatorning ixtiyoriy bazisdagi matritsasi birlik matritsadan iborat bo'ladi, ya ni
A=E.

1-teorema. V chizigli fazoda e,e,,...,e, bazis berilgan va A=a’ n- tartbli
kvadrat matritsa bo’lsin, u holda A shunday yagona chizigli operator mavjudki,

bu A matritsa berilgan bazisda ushbu operatorni matritsasi bo’ladi.
A va B matritsalar n—tartibli kvadrat matritsalar bo’lsin. A va BV

fazoda ularga mos {e } bazisdagi operatorlar boIsin, u holda teoremaga kora

A+ 1B matritsaga A+ AB operator mos keladi. Bunda A — biror son.

2-teorema. A chizigli operatorning rangA rangi matritsasi rangiga teng.

1-natija. A va B matritsalar ko’paytmasining rangi quyidagi munosabatlarni
bajaradi:

rangAB <rangA, rangAB <rangB,rangAB>rangA+ rangB—n.

2-natija. A operator uchunteskari A~ operator fagat va fagat A operator
matritsasining rangi n ga (n=dimV ) teng bo’lgandagina mavjud
bo’ladi. Bu holda A matritsaga teskari ~ A™ matritsa ham mavjud bo’ladi.

Endi yangi bazisga o’tganda chiziqli operator matritsasini almashtirishni garaylik.

V chizigli fazo, A esa L(V,V) dagi chiziqli operator e ,e,,...e, va €,¢,,..& V

dagi 2 ta bazis hamda
€ =iu;ei, k=12,..,n (5)

esa {e } bazisdan {e } bazisga o'tish formulasi bo"lsin
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U=(u.) deb olamiz, rangU=n ga teng. A=(a)) va A=(3)) matritsalar A
operatorni  {e,} va {g} bazislardagi matritsalari boIsin
Bu matritsalar orasidagi munosabatni topamiz.

3-teorema. A operatorni {e} va {g} Dbazislardagi A=(a/) va A=(3)

matritsalari orasida
A=U"AU (6)
munosabat mavjud.

A=U"AU formulani ikkala tomonini 0’ngdan U va chapdan U ga ko paytirib,
quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

A=UAU (7)

A va B n-— tartibli kvadrat matritsalar. A va B lar {e } bazisdagi ularni mos
operatorlari bo’lsin. U holda A+ 4B matritsaga A+ AB chizigli operator mos
keladi.

Yugoridagi teoremadan
det A=det A
kelib chigadi.
Shunday qilib, chizigli operatorning matritsasini determinanti bazisni tanlab
olishga bog'lig emas. Shu sababli A4 chizigli operatorning determinanti det A

tushunchasini kiritish mumkin,
det A=|A

A - A operatorning ixtiyoriy bazisdagi matritsasi.

2.3.Chizigli operatorning xarakteristik ko phadi.
L(V,V) dagi 4 —chizigli operator, | —esa aynan operator bo’lIsin.

1-ta'rif. A ga nisbatan ko phad bo’lgan
det(A—Al)

A operatorning xarakteristik ko phadi deyiladi.
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V fazoda {e,} bazis berilgan va A=(a’)— A operatorning bu bazisdagi

matritsasi bo’lsin. U holda A operatorning xarakteristik ko phadi quyidagi

ko rinishda boladi:

i,
N s B oS

det(A—Al)=| 2

a .. a -4

Xarakteristik ko'phadning A“ oldidagi koeffisientini d_ orgali belgilab uni

k

quyidagicha yozamiz:
det(A— A1) =Y d 1"
k=0

Shunday qilib, det(A—A4l) determinant giymati bazisni tanlab olishga bog liq
emas, u holda xarakteristik ko phadning d, koeffisientlari bazisni tanlab olishga
bog'liq emas, ular invariantlar bo'ladi, ya ni ular bazisni tanlab olishga boglig
bo Imagan migqtorlar.

Xususan, d_, =a; +a; +...+a’ invariant bo'ladi. Bu invariant A operatorning
izi deyiladi va trA orqali belgilanadi:

trA=a +a. +...+a’.
det(A— A1) =0 tenglama A operatorning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
Chizigli operatorlarning xos giymatlari va xos vektorlari.
V,—n o’lchovli V chizigli fazoning qism fazosi va A-L(V,V) dagi
chizigli operator bo'lsin.
2-ta’rif. V, A operatorning invariant gism fazosi deyiladi, agarda V, tegishli barcha
x elementlar uchun Axelement ham V, da yotsa.
A operatorning invariant gism fazolariga ker A va imA qism fazolar misol bo'la
oladi.
3-ta’rif. A son A operatorning xos giymati deyiladi, agarda shunday noldan fargli
AX = Ax 1)
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tenglikni ganoatlantiruvchi x element mavjud bo’lsa. Bu xelement A
operatorning xos vektori deyiladi.
1-teorema. A son A operatorning xos giymati bo’lishi uchun uning
det(A-A1)=0
xarakteristik tenglamasini ildizi bo’lishi zarur va etarli.
Isboti. 4 — A4 operatorning xos giymati va Xx— bu A songa mos (x = 0) xos vector
bo'lsin. (1) ni quyidagi ko rinishda yozamiz:
(A= A)x=0.

Shunday qilib, x—noldan fargli element va oxirgi tenglikdan ker(A—Al)#0
kelib chigadi, ya ni

dim(ker(A— Al)) >1. (2)
Ma’lumki,

dim(im(A—- Al)) + dim(ker(A— Al))=n,

bu tenglikdan va (2) tengsizlikdan

dim(im(A-Al))<n-1 (3)
kelib chigadi.
Ta'rifdan dim(im(A-A11))  A—Al operator rangiga teng. Shu sababli (3)

tengsizlikdan

rang(A—Al)<n 4)
kelib chigadi.
Shunday qilib, agar A —xos giymat bo'lsa, u holda A— Al operatorning A—Jl
matritsaning rangi n dan kichik, ya ni det(A— A1) =0 va demak, A —xarakteristik
tenglamani ildizi.
Endi A—(1) xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lsin. U holda (3) tengsizlik
o rinli va demak (2) tengsizlik o'rinli. Bundan esa A son uchun noldan fargli
shunday x element mavjudki,

(A= A)x=0.

Bu oxirgi tenglik (1) ga ekvivalent, shu sababli A4 —xos giymat.

Teorema ishotlandi.
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Natija. Har ganday chizigli operator xos giymatga ega.
Hagigatan ham, kompleks sonlar nazariyasining asosiy teoremasiga ko'ra
xarakteristik tenglama har doim ildizga ega.

2-teorema. Berilgan {e } bazisda A operatorning A matritsasi dioganal
ko'rinishda bo’lishi uchun, e, bazis vektorlari bu operatorning xos vektorlari

bo’lishi zarur va etarli.

Isboti. e, bazis vektorlar 4 operatorning xos vektorlari bo’lsin. U holda

Ae =Ae,, (1)
shu sababli A operatorning A matritsasi quyidagi ko rinishda bo’ladi:
A 0 .. 0
0 4 .. O
A= : (2)
0O 0 .. 4

ya ni diagonal ko rinishda boladi.
A matritsa 4 operatorning {e, } bazisdagi diagonal ko rinishda bo’lsin, ya'ni (2)
ko'rinishda bo’lsin. U holda (1) o’rinli, demake, bazis vektorlari bu operatorning
xo0s vektorlari.Teorema isbotlandi.

3-teorema. 4 operatorning A4,4,,.., A, lar xos giymatlari bo’lsin. U holda

ularga mos e,e,,...,e, xos vertorlari 0°zaro chizigli erkli bo"ladi.

Isboti. Induksiya usulidan foydalanamiz. p=1 da teorema o'rinli. Bu holda e,-

noldan fargli vector, chunki noldan fargli bitta vector chizigli erkli. Faraz qgilaylik,

teorema mta e,e,,...e  Vvektorlar uchun o'rinli bo'lsin. Bu vektorlarga e_,
vektorni qo shaylik, u holda
a6 =0 (3)
bo'lIsin.U holda operatorni chizigli ekanligidan quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
m+1

kzl:akAek =0. (4)

Shunday qilib, e, —xos vektorlar, u holda
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Aek = Z%ek
Shu sababli (4) quyidagicha yozish mumkin:

zak}“kek =0 (5)

k=1

(3) tenglikdan

m+1

D> Ana & =0.
k=1

(5) tenglikdan ushbu tenglikni ayirib, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

m+1

é (ﬂ“k - ﬂ“m+l)akek =0. (6)

Shartga ko'ra barcha A, har xil, ya'ni 4, —A_=0. Shu sababli (6) dan olishimizga
ko'ra e,e,,....e. vektorlar chizigli ekanligidan o, =, =...=«,, =0 kelib chigadi.
Bundan va (3) dan hamda e_, — xos vektor ekanligidan (e, #0) «,,, =0 kelib
chigadi. Shunday qilib, (3) tenglikdan biz o, =«, =...=¢,,, =0 tenglikni hosil
gilamiz. Buesa e ,e,,....e,, vektorlarni chizigli erkli ekanligini bildiradi.

Teorema isbotlandi.

Natija. Agar 4 operatorning xarakteristik ko phadi nta har xil ildizga ega bo'lsa,
u holda biror bazisda 4 operatorning matritsasi diagonal ko rinishga bo ladi.
Hagigatan ham, garalayotgan holda isbot gilingan 2-teoremaga ko ra barcha xos
vektorlari chizigli erkli va ularni bazis sifatida olish mumkin U holda 1- teoremaga

ko'ra A operatorning matritsasi bu bazisda diagonal ko rinishda bo"ladi.

2.4. Evklid fazoda chizigli va bir yarim chiziqli formalar.
V — evklid fazosi va C —kompleks tekislik (bir o’lchovli kompleks chizigli
fazo) bo’lsin. U holda ma'lumki, V ni C ga o tgazuvchi chizigli operator chizigli

forma deyiladi. Ushbu mavzuda L(V,C) dagi ixtiyoriy f chizigli forma uchun

maxsus ko rinish topamiz.

Lemma. f — L(V,C) dagi chizigli forma bolsin, u holda V da chunday yagona

h element mavjudki,
f(x)=(xh) (1)
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bo’ladi.
Isboti. h elementni mavjudligini isbotlash uchun V da e,e,,... e bazis tanlab
olamiz.

h* koordinatasi quyidagicha ifodalangan helementni qaraymiz:

h=T(e,). 2)

Shunday qilib, olishimizga ko'ra

X:Zn:xkek V dagi ixtiyoriy element bo'lsin. f formaning chizigli ekanligidan va
k=1
(2) tenglikdan foydalanib
f() =YX f(e,) =D xh* 3)
k=1 k=1
ni hosil gilamiz. Ma’lumki, ortonormallangan {e, } bazisda x = Zn:xkek va
k=1

h:zn:hkek vektorlarning (x,h) skalyar ko paytmasi ix"m ga teng. U holda
k=1 k=1

(3) dan f(x)=(x,h) tenglikni hosil gilamiz.
h vektorni mavjudligi isbotlandi.
Endi bu vektorning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qgilaylik, shunday ikkita

hva h, vektorlar mavjud bo’lsinki, ular yordamida f(x) chizigli forma (1)
ko rinishda ifodalansin. U holda ixtiyoriy x vektor uchun (x,h)=(x,h,), bundan
esa (x,h, —h,)=0 kelib chigadi. Bu tenglikda x=h, —h, deb olib, evklid fazosida
elementni normasi ta rifidan foydalanib

Ih, ~h,]=0
tenglikka kelamiz. Shunday qgilib, h, =h,. Lemma isbotlandi.
Ravshanki, lemma V — haqiqgiy evklid fazosi, f €L(V,R) bo’lgan holda ham
o rinli. Bu yerda R —hagiqiy to g ri chizig.

Evklid fazosida bir yarim chizigli formalar va ularni maxsus ifodalanishi.
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1-ta'rif. Argumentlari xva y L chizigli fazodagi barcha mumkin bo"lgan vektorlar
bo’lgan B(X,y)sonli funksiya bir yarim chizigli forma deyiladi, agar L dagi
ixtiyoriy X,y va z vektorlar va ixtiyoriy kompleks A son uchun

B(x+vy,z)=B(x,z) + B(y,2),
B(x,y+2)=B(x,y) + B(x,2),

B(Ax,y) = AB(x,y), (
B(x,y) = AB(x,y)

(1)

munosabatlar bajarilsa.

1-teorema. B(x,y) V evklid fazosidagi bir yarim chizigli forma bo'lsin. U holda

L(V,V) dashunday yagona A chizigli operator mavjudki,

B(x,y) =(x, Ay) (2)
boladi.
Isboti. y—V fazoning fiksirlangan elementi bo’lsin. U holda B(Xx,y) x

argumentning chizigli formasi bo'ladi. Shu sababli oldingi mavzudagi lemmaga
kora V fazodagi shunday bir giymatli aniglangan h elementni ko rsatish
mumkinki,

B(x,y)=(x,h) 3)
bo’ladi. Shunday qilib, V har bir yelementga (3) qoida bilan V dagi yagona
helement mos qo'yiladi. Demak, shunday A operator aniglanganki, h= Ay

bo'ladi. Bu operatorning chizigli ekanligi (1) xossa va skalyar ko paytma
xossalaridan kelib chigadi.

A operatorning yagona ekanligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, ikkita A va A, operatorlar mavjud bo'lsinki, bu operatorlar

yordamida B(x,y) forma (2) ko'rinishga kelsin. U holda ravshanki, ixtiyoriy
xvaylar uchun (x,Ay)=(x,Ay). Bundan esa (x,A,y—Ay)=0 kelib chigadi.
Agar bu tenglikka x= A,y — Ay deb olsak, u holda

|Ay-Ay|=0

32



kelib chigadi. Demak, V dagi ixtiyoriy yelement uchun Ay=Ay yani A =A.

Teorema ishotlandi.

Natija. B(x,y)—V evklid fazosidagi bir yarim chizigli forma bo'lsin. U holda
L(V,V) dashunday yagona A operator mavjudki,

B(x,y) =(Ax,y) (4)
boladi.

x va y elementlar V da yotsin va x=) x'e,, y=>y‘e — lar x va y
k=1

j=1
elementlarni {e } bazisdagi yoyilmasi bo'lsin. Bir yarim chizigli formaning

ta rifidan quyidagi munosabatni hosil gilamiz:

B(X,y) = B(ilxiej,gykek)=§§xfyk8(ej, ) (5)

b, =B(e, &), (6)
deb olsak, u holda (5) dan

B(X, y) = ijkxj yk

=)
tenglik kelib chigadi.
B =(b,)— B(x,y) biryarim chizigli formaning {e, } bazisdagi matritsasi deyiladi.
Tasdiq. B(x,y) bir yarim chizigli forma

B(x,y) =(Ax,y) (4)
ko'rinishda ifodalansa va 4 operatorning bu bazisdagi A matritsasi (a}) ga teng

bo’Isa, u holda bu bazisda

boladi.
2.5.Evklid fazosidagi 0'z-0"ziga qo shma chizigli operatorlar.
1-ta'rif. L(V,V) dagi A* operator A chiziqli operatorga qo shma deyiladi, agarda

V dagi ixtiyoriy x va y lar uchun
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(Ax,y) = (x, Ay) (1)
munosabat bajarilsa.
Ko'rish giyin emaski, A4 chizigli operatorga qo'shma operator dam chizigli
operator bo’ladi.
1- teorema. Har ganday A chizigli operator yagona qo shma operatorga ega.
Qo shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1. I*=1.
2. (A+B)*= A*+B*,
3.(AA)*= 1A%,
4, (A¥)*= A
5.(AB)*=B* A*,
2-tarif. L(V,V) dagi A chizigli operator 0'z- o0ziga goshma operator
deyiladi, agarda
A*= A
bo'lsa.
2-teorema. A—V evklid fazosidagi chizigli operator bo'lsin, u holda
A=A +iA
ifodalanish o'rinli, bunda A, va A —lar oz-o'ziga goshma bo’lgan
operatorlar, ular mos ravishda Aoperatorning haqigiy va mavhum gqismi
deyiladi.
A va B operatorlar kommutasiyalanadigan operatorlar deyiladi, agarda
AB = BA Dbo’lsa.
3-teorema. A va B 0'z-0'ziga goshma bo'lgan operatorlarning AB
ko paytmasi 0°z-0'ziga qo shma operator bolishi uchun A va B operatorlar
kommutasiyalanadigan bolishi zarur va etarli.
4- teorema. Agar 4 0 z-0 ziga o shma operator bo’lsa, u holda ixtiyoriy
x €V uchun (Ax,x) — skalyar ko paytma hagiqiy son bo’ladi.
5-teorema. O z-0"ziga go shma operatorning xos giymatlari hagiqiy sonlar
boladi.
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6-teorema. Agar A4 —operator 0°z-0 ziga go shma operator bo’lsa, u holda
har xil xos giymatlariga mos xos vektorlari 0" zari ortogonal bo’ladi.
Chizigli operatorning normasi.
A -V evklid fazosini 0 zini-oziga o tgazuvchi chizigli operator bo’lsin.
2-ta’rif. 4 chizigli operatorning |4| normasi deb, quyidagi tenglik bilan
aniglanadigan songa aytiladi:

4] =sup]|Ax] (1)

Ix=2
Chiziqgli operator ta'rifdan quyidagi tengsizlik kelib chigadi:
| A <[ Aflx] )
Tasdiq. Agar 4 -0 z-0ziga go shma bo’lgan operator bo'lsa, u holda A4

operatorning 4| normasi SUP(AX,X) ga teng:

IxI=t

SUP(AX 1) =

Ix|=2
7-teorema. A4 chizigli operator 0°z-0"ziga qo shma operator bolishi uchun

Im(Ax, x) =0 bo'lishi zarur va etarli.

Lemma. Evklid fazosidagi 0'z-0'ziga qo'shma A chizigli operatorning
ixtiyoriy A xos giymati (Ax,x) skalyar kopaytmaga teng , bu yerda x — |x| =1
shartni ganoatlantiruvchi biror vektor.

Natija. 4—-0"z-0"ziga qo shma operator va A —esa bu operatotning ixtiyoriy
X0S giymati.

m=inf (Ax X), M =Sup(Ax, x)

Ix|= |x|=L
bo’lIsin. u holda
m<A<M

7-teorema. A — 0 z-0 ziga o shma operator va ixtoyoriy x uchun (Ax,x)>0

bo’Isin. U holda | A| bu operatorning eng katta xos giymatiga teng.
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8-teorema. A4-02z-0ziga qgoshma operator , m va M -
|IX|=1to"plamdagi (Ax,x) ni aniq quyi va yuqori chegaralari bo'lsin. Bu sonlar
A operatorning eng kichik va eng katta xos giymatlari bo"ladi.

9-teorema. n-—o’lchovli V evklid fazosidagi har bir 4-o0'z-0ziga
go shma chizigli operator uchun nta chizigli erkli o"zaro ortogonal va birlik
x0s vektorlar mavjud boladi.

Teorema (Gamil'ton-Keli teoremasi). Agar 4-0z-0ziga Qo shma
operator va p(A) =det(A— Al) —bu operatorning xarakteristik ko phadi bo’lsa,
u holda

p(A)=0
boladi.

2.6. Kvadratik formani kvadratlar yig indisiga keltirish.
1-ta'rif. B(x,y) bir yarim chizigli forma ermit formasi deyiladi, agarda
ixtiyoriy x va y lar uchun
B(x,y) =B(y,X) (1)
bo'lsa.
Oldingi bir yarim chizigli formalarni maxsus ifodalanishi mavzudagi 1-
teoremaga ko ra ixtiyoriy B(x,y) bir yarim chizigli forma yagona
B(x,Y) = (AX,y) (2)
ko rinishda ifodalash mumkin, bu yerda 4 — chizigli operator.

1-teorema. B(x,y) bir yarim chizigli forma ermit formasi bolishi uchun bu

formani (2) ifodasidagi 4 operator 0°z-0"ziga go shma operator bo’lishi zarur
va etarli.

2-teorema. B(X,y) bir yarim chizigli forma ermit formasi bo’lishi uchun
B(x,x) funksiyani haqiqgiy bolishi zarur va etarli.
2-ta’rif. B(x,y) bir yarim chizigli forma ermit formasi bo’lsin, bu formaga

mos kvadratik forma deb B(x,x) funksiyaga aytiladi.
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3-teorema. B(x,y) n-— o'lchovli V evklid fazosidagi barcha mumkin
bo’lgan xva ylarda aniglangan ermit formasi bo'lsin. U holda bu fazoda
shunday ortonormallangan {e, } bazis mavjud va V da yotuvchi barcha x lar
uchun shunday haqgiqiy A, sonlarni topish mumkinki, B(x,x) kvadratik
formani x vektorning {e,} bazisdagi ¢ koordinatalarining kvadratlarini
yig indisi ko rinishida ifodalash mumkin:
‘2

B(x,X) =§m . 3)

Isboti. B(x,y) ermit formasi formasi bo'lsin. U holda oldingi mavzudagi 1-

teoremaga ko'ra B(x,y) forma yagona

B(x,y) =(Ax,y) (4)
ko rinishda ifodalash mumkin, bu yerda 4 — 0°z-0"ziga qo shma operator.
Oldingi mavzudagi 4-teoremaga kora A operator uchun shunday

ortonormallangan uning xos vektorlaridan tuzilgan {e } bazisni ko rsatish
mumkin. Agar A4, — A operatorning xos giymati £ esa xvektorning {e }

bazisdagi koordinatalari bo"lsa, ya ni
x=2.5e, ©)
bo'lsa, u holda
Ax = ggk Ae, va Ae =1.¢e
tengliklardan Ax uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:
szg.fkaek =§ﬂk§kek. (6)

Shunday qilib (5) va (6) dan hamda {e } bazisning ortonormallangan
ekanligidan (Ax, x) uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:
(Ax,X) =2 A4

Bu ifodadan va (4) dan (3) ni hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.
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Xulosa.

Ushbu bitiruv malakaviy ish referativ xarakterga ega bo'lib, chizigli fazo va
chizigli operatorlar nazariyasidagi asosiy tushunchalar va teoremalar; chiziqli fazo
ta'rifi, uning xossalari, o'lchovi, bazisi, chizigli fazoni gism fazolarga yoyilmasi;
evklid fazosi va uning asosiy xossalari va misollar; chizigli operatorlar ta'rifi va
ularning asosiy xosalari, ularning matritsali yozivi, chizigli operatorning
xarakteristik ko phadi, xos giymatlari va xos vektorlari; evklid fazosidagi chizigli
va bir yarim chizigli formalarni skalyar ko paytma orgali ifodalanishi; evklid
fazosida 0'z-o0'ziga qo'shma bo'lgan chizigli operatorlar xossalari, chizigli
operatorlar xossalaridan foydalanib kvadratik formani kvadratlar yig indisiga
keltirish kabi mavzular o"rganilgan.

Shunday qilib, ushbu bitiruv malakabiy ishni tayyorlash davomida quyidagi
muhim xulosalarga kelindi.
1.Chizigli operator chizigli algebra va funksiyonal analiz fanlarining muhim
bo limlaridan biri.

2. Agar chizigli fazoda skalyar ko paytma kiritish mumkin bo'lsa, u holda bu fazo
evklid fazosiga aylanadi.

3. Har bir chiziqgli operatorga biror matritsa mos keladi va aksincha har bir matritsa
uchun birorta chiziqli operator topish mumkin.,

4. Chizigli operatorning har xil xos giymatlariga mos xos vektorlari 0 zaro
ortogonal bo"ladi.

5. Evklid fazosidagi chizigli va bir yarim chizigli formalarini skalyar ko paytma
orgali ifodalash mumkin.

6.Chizigli operator xossalaridan foydalanib, kvadratik formani kvadratlar

yig indisiga keltirish mumkin.
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