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So’z boshi

Uslubiy go’llanma oliy matematika fanining «Kompleks sonlar ustida
amallar» bo’limini o’z ichiga olgan. Unda nazariy materiallar, namunaviy
masalalar yechimlari va mustaqil yechish uchun mashqglar keltirilgan.

Qo’llanma oliy ta’lim muassasalarining “Axbor tizimlari va
texnologiyalari” yo’nalishi bo’yicha bakalavriat bosqichi tatalabalari uchun

uslubiy qo’llanma sifatida tavsiya gilinadi.
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1§. Kompleks sonlar tushunchasi

Ma’lumki kvadrat tenglamalarni yechishda ba’zan diskriminant manfiy sondan
iborat bo’lib goladi: D =b? - 4ac < 0.

Bu holda berilgan kvadrat tenglama hagiqiy ildizga ega bo’lmaydi. Chunki, manfiy
hagiqiy sonlardan kvadrat ildiz chigarish ma’noga ega emas.

Diskriminanti manfiy sondan iborat bo’lgan kvadrat tenglamani yechish uchun
sonlar tushunchasini kengaytirish lozim bo’ladi. Bunday holda haqiqiy sonlar
to’plamiga kvadrati -1 ga teng bo’lgan yangi i sonini Kiritish magsadga muvoffiq
bo’ladi. Bu sonni mavhum birlik deb atash gabul gilingan. U holda quyidagi tenglik
o’rinli bo’ladi:

i2=-1
I soni bi ko’rinishdagi ko’paytma va a+ ib yig’indini kiritish imkoniyatini beradi.

Ta’rif: at+bi ko’rinishdagi ifodaga kompleks son deyiladi. Bunda a va b
Ixtiyoriy haqigiy sonlar, i- mavhum birlik.

a soni a+bi kompleks sonning haqigiy gismi, bi ko’paytma esa mavhum gismi
deb ataladi, b soni mavhum gismning koeffisiyenti deyiladi.

Masalan, 5+2i kompleks son uchun 5 soni haqgigiy gism, 2i esa mavhum gism
bo’ladi, uning koeffisiyenti 2 dan iborat; 0+7i sonning haqgigiy gismi 0, mavhum gismi
71, mavhum gismning koeffisiyenti 7 dan iborat; 6-0i sonning haqiqiy gismi 6, mavhum
gismi 0i, mavhum gismning koeffisiyenti 0 dan iboratdir.

Kompleks sonlar kiritilgach algebra, nazariy fizikaning gidrodinamika, elementar
zarralar nazariyasi va hokazolardagi fikrlar hamda tushunchalar soddalashdi.

Ta’rif: Ikkita kompleks sonning haqiqgiy gismlari teng va mavhum gismlarining
koeffisiyentlari ham teng bo’lsa, bu sonlar o’zaro teng deyiladi, ya’ni a=c va b=d
bo’lsa, quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

a+bi=c+di

Ikkita kompleks sonlar orasida tartib («katta» yoki «kichik») munosabatlarni
aniqlab bo’lmaydi.

Kompleks sonlar uchun quyidagi qoidalar o’rinli:
1. a+bi=c+di. (agar a=b, c=d bo’lsa).

2. (axbi)+(c+di)= (atc)+(b+d)l (kompleks sonlarni qo’shish va ayirish).
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3. (atbi) (c+di)= (ac-bd)+(ad+bc)i (kompleks sonlarni ko’paytirish).
4. (a+bi) (a-bi)= a2 +b? (0’zaro qo’shma kompleks sonlar ko paytmast).

5. a+0i=a (haqiqiy son bilan mavhum qism koeffisiyenti 0 bo’lgan kompleks
son).

6. 0+0i=0 (har ganday kompleks sonning 0 bilan ko’paytmasi).



2§. Komplek sonlarni qo’shish va ayirish
Ta’rif: a+bi va c+di ikkita kompleks sonlar yig’indisi deb (a+c)+(b+d)i songa
aytiladi, ya’ni:
(atbi)+ (ct+di)= (a+c)+ (b+d)i

Misollar.

1) (6+5i)+ (4+3i)= (6+4)+ (5+3)i=10+8i;

2) (9-11i)+ (4+3i)= (9+4)+ (-11+3)i =13-8i;

3) (0-6i)+ (8-5i)= (0+8)+ (-6-5)i=8-11i.

Ta’rif: zi=a+bi va zo=c+di kompleks sonlarning ayirmasi deb shunday zzs=x+yi
kompleks songa aytiladiki, bu sonning z; bilan yig’indisi z: dan iborat bo’ladi, ya’ni:

Z1- =73 dan 2>+ 3= 21
Yoki  (a+bi)-(c+di)=x+yi dan (c+di)+(x+yi)=(c+x)+(d+y)i
U holda, (c+x)+(d+y)i=a+bi bo’ladi. Bu hol faqatgina c+x=a va d+y=Db bo’lgandagina
o’rinli bo’ladi.
Misollar.
1) (2+31)-(1+2i)=(2-1)+(3-2)i=1+i.
2) (7+1)-(5+2i)=(7-5)+(1-2)i=2-i.
3) (3+4i)-(5+41)=(3-5)+(4-4)i=-2+0i.
4) (5+8i)-(5+3i)=(5-5)+(8-3)i=0+5i.
Mustagil yechish uchun mashglar
Nel. Agar atbi va c+di berilgan bo’lsa,
a) gaysi holda a+bi=c+di bo’ladi;
b) gaysi holda at+bi=c+di bo’ladi?
Ne2, Kompleks sonlarni qo’shing:
a) (7-61)+(7+61); b) (8-7i)+(7-61);
V) (0+2i)+(3+0i); g) (-3+4i)+(2+21);



Nes.

Ne7.

Ne9,

d) (1+0i)+(0-2i); ye) (2-3i)+(0+0i).

. (x-y)+(3x+y)i=3-3i tenglamadan x vay larni toping.

. Berilgan tenglamalardan x va y sonlarni toping:

a) (x-5y)+(2x-y)i=6+3i;
b) (X+2y)+(3x-2y)i=1+ 1.
Quyidagi tenglamalardan x va y hagigiy sonlarni toping:
a) (2x-13yi)+(2x-yxi)=3-i;
b) (5x+3yi)+(2y- xi)=12+4yi;
V) (Ox-2yi)+(6x+yi)=4+TyX.

. Kompleks sonlarni ayiring:

a) (3+4i)-(3-i); b (7-i)-(7-i);
V) (5+6i)-(3+7i);  g) (12-3i)-(6-9i).

Tenglamalarni yeching:
1 . : .
a)(—By +§x1j—(—8x+5y1) =-2+12i;

b) (0+3xi)—(10x+2yi) = -5y +3i;

3 . 1 . .
—X=2Vi || = 6xi |=0+ 21i.
V)(4 yj (3“ j ¥

. Tenglamalardan x vay haqigiy sonlarni toping:

a) (x+y)+(x-y)i=2+4i;

b) (x+y)+(x-y)i=4i;

V) (X+y)*+(X-y)i=2;

) (x+gyj+(2x+3y)i =13i.

Quyidagi tenglamalardan u va v sonlarni toping:

a) (u+4vi)+(4-v)=3+2i;



b) (2u—0vi)+(u—3i)=5i.

Nel0. Hisoblang:

2 [i(2-1)]; b [2i(3-4i)].



3§. Kompleks sonlarni ko’paytirish va bo’lish

Ikkita a+bi va c+di kompleks sonlarni ko’paytirish 1§ dagi 3-goida asosida
bajariladi, ya’ni birinchi va ikkinchi ko’paytuvchi kompleks sonlar hadma-had
ko’paytiriladi:

(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci+bdi* = ac+(ad +bc)i + bdi’.

Bundan i 2=-1 bo’lganligi sababli, bdi*=—bhd .
Demak, (a+bi)-(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i.
Ta’rif: a-+bi va ¢+ di kompleks sonlarning ko ’paytmasi deb
(ac—bd)+(ad +bc)i
kompleks songa aytiladi.

Har ganday a+bi ko’rinishdagi kompleks sonning nol 0+0i=0 songa ko’paytmasi
noldan iborat bo’ladi, ya’ni

(a+hi)(0+0i)=0+0i

Har ganday a+bikompleks sonning n=n+0i haqgiqiy songa ko’paytmasi
quyidagidan iborat:

(a+bi)(n+0i)=na+nbi.

Misollar.

a)(3+4i)(5+0i)=(3-5-4-0)+(4-5+3-0)i=(15-0)+(120+0)i =15+ 20i
b) (2+0i)(6-5i)=(2:6-0-5)+(2-(-5)+0-6)i=(12—0)+(~10+0)i =12-10i.

Ikkita zi=a+bi va zo=s+di kompleks sonlarni bo’lishda zz=x+yi kompleks son
hosil bo’ladi, ya'ni

Z : . a+ei
23:2—1 (yokl x+ylzs+;j. (1)
2

buni z, =z, -z, kabi yozish ham mumkin.
Ta’rif: z, kompleks sonning z, kompleks songa bo’linmasi deb, shunday z, ga

aytiladiki, bu sonni z, ga ko’paytirganda z, hosil bo’ladi.
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. . a-+
Kasrlarning xossasiga asosan "
C+di

o’rinli bo’ladi.
Agar c¢+di#0+0i bo’lsa
(x+yi)(c+di)=a+bi.

Kompleks sonlarni ko’paytirish qoidasiga asosan

(x+ yi)(c+di) =(xc—yd)+(xd+yc)i.

U holda, (2) ni quyidagicha yozish mumkin:
(Xc—yd)+(xd+yc)i=a+bi.

i Xc—yd=a
3) tenglik
(3) teng {xd+yc:b

bo’lgandagina o’rinli bo’ladi.
(4) dan x va y larni topamiz:

X_ac+bd y_bc—ad
c2+d?’ c2+d?’

a+bi _ac+bd bc—adi

U holda, = +
c+di c+d? A +d?

tenglik hosil bo’ladi.

1-misol. % nisbatni toping.

Yechilishi: % _x+yi deb belgilaymiz. U holda,

(x+yi)(3—-2i)=8-5i,
3x —2xi +3yi — 2yi* =8-5i,
(3x+2y)+(-2x+3y)i =8-5i,

3X+2y=8,

Bundan,
—2X+3y=-5

11

bi nisbat c¢+di =0 shart bajarilgan tagdirda

()

(3)

(4)

()

(6)



Sistemani yechib, x:3—4 va y:i ni topamiz.
13 13

U holda,

8-5 34 1.

- =+,
3-2i 13 13

2-misol. ? nisbatni toping.

Yechilishi: Kompleks sonlar nisbatini topish uchun kasrning surat va maxrajini
2-1 ning go’shmasi 2+i ga ko’paytiramiz:

1+i _(1+i)(2+i)_2+i+2i+i2_1+3i_1+3i_1+§i

2-i  (2-i)(2+i) 4-i? 4+1 5 5 5
: : i .. i —2-3i
3-misol. Kompleks sonlarning nisbatini toping: T
—2i

Yechilishi: Berilgan nisbatning surat va maxrajini 1+2i ga ko’paytiramiz:

—2-3i _(2-8i)(1+2i) —2-4i-3i-6i° _—2-7i+6_ 4-7i _4-7i_4

1-2i  (1-2i)(1+2i) 1-(2i  1-4° 1-4(-1) 5 5 5

i . a+e6 6—ai.
4-misol. Hisoblang:

6+ai a+ei
Yechilishi:

(a+6i)(6—ai)_(e—ai)(a—ei). ae—a’i+6%i—aei’ ae—e6%—a’i+asi’.

(6+ai)(6—ai) (a+6i)(a—6i) 62—(ai)2 aZ_(gi)z B
[Zae +(—a2 +62)i] —[—(az +62)i:|

(a6+ae)+(—a2 +62)i (ae—a6)+(—62 —az)i .

= — -l = ~i:
6° +a’ a’ +6* a’ +é°
2. 2. 2. 2. 2. 2

_2a6-a’i+e’i+a’i+ei  2a6+26°i  2as N 28 i
a’+é° a’+6>  a*+6* a’+é°

Mustagil yechish uchun mashglar
Nell. Kompleks sonlar ko’paytmasini toping:
a) (-1-2)(-2+2i); b) (2+3i1)(3+2i).

Nel2. Quyidagi kompleks sonlarni ko’paytiring:

12



Nel3.

Nel4.

Nels.

Nelé.

Nel7.

Nel8.

Nel9.

Ne20.

Ne21.

a) (3,5-1)(7-21); b) (5+1)(15-3i).
Kompleks sonlar ko’paytmasini toping:
a) (4-1)(3+2i); b) (-7+2i)(1-1).

Komplek sonlar ko’paytmasini toping:
a) (V3+i)(v3-i);  b) (1-+2i)(v2+3i);
V) (a-si)(a+si); @) (2a-i)(-a—si);
m(J§+mx3—J§y e)@—JﬁX2+J§)

Kompleks sonlar nisbatini toping:

241

0+4i 5+0i
—, Y
2—1

1+i T -4+3i

) b)

Kompleks sonlarni bo’ling:

4+61
1-i

10-i 1-2i —2-3i

by ——; : .
) 1+ V) 3+2i 9) 1+2i

a)

Kompleks sonlarni bo’ling:

2+1 6-Ii 13+4i 3+4i
—_—; b ;v —; -
3-i ) 3+4i ) 1+1 g) 7-2i

a)

Quyidagi nisbatlar tengligini isbot giling:

2+1 13+4i b) 6-1  13+41i
3—i 17-9i’

a) - = -,
3+41 -25+25i

Kvadrat tenglamalarni yeching:

a) X*-4x+5=0; b) x*-8x+7=0;

V) 3x* +10x+9=0; g) 4x* —14x+13=0.
Tenglamani yeching:

a) (i-z)(1-2i)+(1-zi)(3-4i)=1+7i.

] . . 2,+22,=1+Ii
Tenglamalar sistemasini yeching: _ :
3z, +1z,=2-3i

13



4§. Kompleks sonning trigonometrik shakli, moduli va argumenti

a+bi kompleks songa koordinatalari (a,b) bo’lgan OA vektor mos kelsin. OA
vektor uzunligini r, uning X o’qi bilan hosil giladigan burchagini ¢ bilan belgilaymiz. U
holda, chizmadan quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi:

g:COS(p, Ezsin(p (1)
r r
(1)dan,
a=r-Ccosp, b=r-sing. (2)
AY
AT
L\
-\
a 0 x

U holda, a+bi kompleks sonni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi:
a+bi=rcosp+irsing =r(cosp+ising) (3)
Chizmadan r’=a’+b? (4)
Shuning uchun ixtiyoriy a+bi kompleks sonni

a+bi=r(cosp+ising) (5)

ko’rinishda ifodalash mumkin. Bunda r=+a*+b’va ¢ burchak qo’yidagi shartlarda
topiladi:

. b
sing = ———,

Ve ©)
Cosgp =

Ja?+b?

(5) tenglamadan r soni a+bi kompleks sonning moduli, ¢ burchak esa kompleks
sonning argumenti deb ataladi.

14



Agar a+bi#0 bo’lsa, uning moduli musbat, a+5bi =0 bo’lsa, a=b=0 va r=0
bo’ladi.

Agar a+bi =0 bo’lsa, uning argumenti (6) formulalar yordamida 27 ga karrali
bo’lgan burchakgacha aniqlikda topiladi. a+5bi=0 bo’lgan holda a=6=0 va r=0
bo’ladi.

Har ganday kompleks sonning modulini |z|, argumentini esa argz kabi belgilash
ham mumkin.

1-misol. 1+i kompleks sonni trigonometrik shaklda ifodalang.

Yechilishi: Berilgan 1+i kompleks sonning r moduli va ¢ argumentini topamiz:

r=+a® +b2 =12 +1° =2

U holda sing = b _1. COSgo—L—i
’ Ja? +p2 2 Ja2+p? 2
, 7
Bo’lardan, (pzz+2n7z.

Demak, 1+i :ﬁ{cos(%+2n7zj+isin(%+2n7zﬂ yoki 1+i :\/E(cos%ﬂsin%}

2-misol. /3—-i kompleks sonning trigonometrik shaklini aniglang.

Yechilishi: Berilgan kompleks sonning moduli r ni topamiz:

r:\/(\/§)2+(_1)2 =3+1=2.

Endi kompleks sonning argumenti ¢ ni (6) formulalar yordamida topamiz:

1 1 J3

sinp=—=—-=, COSp=—.
T T TR

U holda, (p:%ﬂ bo’ladi.

Demak, berilgan kompleks sonning trigonometrik shakli quyidagidan iborat
bo’ladi:

N3-i = 2(cos%ﬂ+sinl—617zj.

15



Mustaqil yechish uchun mashqlar
Ne22. 1+0i kompleks sonni trigonometrik shaklda ifodalang.
Ne23. -1+0i kompleks sonni trigonometrik shaklda ifodalang.
Ne24. 0+i kompleks sonni trigonometrik ko’rinishda yozing.
Ne25. 1-i kompleks sonni trigonometrik ko’rinishda yozing.
Ne26. 3 kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing.
Ne27. -5 kompleks sonni trigonometrik ko’rinishda yozing.

Ne28. Quyidagi berilgan kompleks sonlarning modullari r va argumentlari ¢
larni toping hamda ularning trigonometrik shakllarini yozing:

a) 6-6i; d) -2i;

b) 12i-5; e) 3i-4;

V) 25; yo0) /3 +i;
9) 3i; j) 2+243i.

Ne29, 1+cosa+isina kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing.

Ne30. Quyidagi 2(005200—isin 200) kompleks sonning trigonometrik ko’ri-

nishini yozing.

Ne31. 3(—c0515°—isin15°) kompleks sonni trigonometrik ko’rinishda

ifodalang.

16



5§. Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlar ustida amallar.
Komplek sonlarni ko’paytirish va darajaga ko’tarish.
Muavr formulasi.
Ikkita trigonometrik shakldagi z: va z; kompleks sonlar, ya’ni
z, =1 (cosa, +ising, ) va z, =r,(cosa, +isine, )

berilgan bo’lsin, 1 va z2 kompleks sonlarning ko’paytmasini topamiz:

2,-7,=T,(Cos, +isine,)-1,(cosa, +isina, ) =
=1,-1,((cose, - cosa, —sina, -sina, ) +i(cose, sina, +sing, -cosa, ) ) =

=1,-1,(cos(a, +a, ) +isin(a, +a, ).

r(cosa, +ising,)-r,(cosa, +isina,) =1, -1,(cos(a, +a,) +isin(a, +a,)) (1)

Demak, ikkita trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni ko’paytirish
uchun ularning r; va r, modullari o’zaro ko’paytiriladi, ;va «, argumentlari esa

o’zaro qo’shiladi, ya’ni:
||z, =11, =|t)-|r,|, arg(z-2,)=a +a,. 2)

Agar n ta trigonometrik shakldagi kompleks sonlar berilgan bo’lsa, ularning
ko’paytmasi quyidagicha bo’ladi:

22,2, = 0.1, (COS(ay + aty + .t @ ) +isiN (o + @, + .+ ). (3)
1-misol.
7, =5(cos160° +isin160°), z,=2(cos45’ +isin45°), z, =4(cos100° +isin100°),
z, = 6(cos 55° +isin 550) berilgan. Ularning ko’paytmasini toping.

Yechilishi:  Berilgan kompleks sonlarni ko’paytirish uchun (3) formuladan
foydalanamiz:

2,2,2,2, =5-2-4-6(c0s(160° +45° +100° +55° ) + isin (160° + 45° +100° + 55’ ) =
= 240(c0s360° +isin360° ) = 240(1+i-0) = 240.

Agar n ta ko’paytuvchi kompleks sonlar o’zaro teng, ya’'ni

17



2,=2,=..=7,=r(cosa+isina) 4)
bo’lsa, (3) formula quyidagi ko’rinishga keladi:
2,-2,..2, =(r(cosg+isin (o))n =r"(cosng+isinng). (5)

Bu formulaga trigonometrik shakldagi kompleks sonni n -darajaga ko’tarish yoki
Muavr formulasi deyiladi.

3
2-misol. (4(003% +isin %D ni darajaga ko’taring va hisoblang.

Yechilishi: Berilgan trigonometrik shakldagi kompleks sonni darajaga ko’tarish
uchun (5) formula, ya’ni Muavr formulasidan foydalanmiz:

3
(4(cos%+isin%D = 43(cos%-3+ isin%ej = 64(0057z+ isinz)=64(-1+i-0)=-64.

18



6§. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni bo’lish
Ikkita z; va z, kompleks sonlar trigonometrik shaklda berilgan bo’lsin, ya’ni:
z, =r(cose, +ising,), z,=r,(cosa, +ising,). (6)
Ularning nisbati quyidagicha topiladi:

z,  r(cose +ising,) r(cose +ising,)(cosa, —isina,)

=
z, n,(cosa,+ising,) r,(cosa,+ising,)(cosa, —ising,)

rl(COS(al_0‘2)+Sin(al_a2)) i(COS(Ol - )+Sin(a -a
r2(0082a2+sin2a2) r, C L

N—

).
(7)

Demak, ikkita trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonning nisbatini
topishda ularning modullari bo’linadi, argumentlari esa 0’zaro ayriladi, ya’ni:

z
, arg {—1] =arcz, —arcz, = o, — a,. (8)
Z2

3-misol. z, =+/2(cos45’ +isin45°) va z, = 2(cos15° +isin15°)lar berilgan bo’Isin.

4 nisbatni toping.

ZZ

Yechilishi: (7) formuladan foydalanib, trigonometrik shakldagi kompleks sonlar
nisbatini topamiz:

z

7, N2(cos45’ +isinds’)
ZZ

= = ~——cos(45°-15° ) +isin45° —15°)) =
2(cos15° +isin15°) 2 ( ) )

:g(COSBOO —isin30°) = %(ﬁ“lj = %(\@+1)

2 2

4-misol. z, =cos70° +isin70° va z, = cos100° +isin100° kompleks sonlar nisbatini
toping.

Yechilishi: (7) formuladan foydalanamiz:
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0, ra: 0
L cos700+!s!n70 5 =c0s(70° ~100°) +isin(70° —100° ) =
z, €0s100" +isin100
V3 1.1

cos(—30°)+isin(—30°) = 0s30° —isin30° :7—? = E(\/§—i).
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7§. Trigonometrik shakldagi kompleks sondan ildiz chigarish
r(cosg+ising) kompleks sonning n-darajali ildizi quyidagicha bo’lsin:
p(cos@+isind) U holda, quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

n

r(cosp+ising)=(p(cosd+ising))
Muavr formulasiga asosan: r(cosg+ising) = p"(cosnd +isinnd). 9)

Agar ikkita kompleks son o’zaro teng bo’lsa, ularning modullari teng,
argumentlari esa bir-biridan 2 z ga karrali burchakka farq giladi. Shuning uchun p" =r

@+ 2k
n

hamda n@=¢+2kz yoki p=4r va 6= , kez, neN. (10)

o va @ larning topilgan giymatlarini (9) ga go’yamiz:

Q/r(cos<a+isingp):Qﬁ(cos¢+skﬂ+isin¢+r]2k”j. (11)

5-misol. 41 kompleks sondan ildiz chigaring.
Yechilishi: Berilgan ildiz ostidagi 1 sonini trigonometrik ko’rinishga keltiramiz:
1=cos0° +isin0°%).

Ildiz chigarish formulasi (11) dan foydalanamiz:

z, == %cos0° +isin0° = cos Zl:[ +isin 2':]7[

Bunda k=0,12,...,n—1 dan iborat.
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8§. Kompleks son uchun Eyler formulasi

Kompleks ko’rsatkichli e* funksiyani garaylik. Bunda z = x+iy, “e” esa

e= Iim(l+£} dan iborat.

el
U holda, €* ni quyidagicha yozish mumkin bo’ladi:
e’ =e*(cosy+isiny) yoki 1)
e*¥ =e*(cosy+isiny). 2)
Agar x=0 bo’lsa, (2) tenglik
e” =cosy+isiny (3)

ko’rinishga ega bo’ladi. (3) tenglikka Eyler formulasi deyiladi.

Kompleks ko’rsatkichli funksiyaning davri 2zi ga teng. Agar uning davri hisobga
olinsa, e’ ko’rsatkichli funksiyani

o2 7 (4)
ko’rinishda ifodalash mumkin. (4) da z=0 bo’lsa,

e =1 (5)
munosabat o’rinli bo’ladi.

z=r(cosp+ising)- trigonometrik ko’rinishdagi kompleks sonni ko’rsatkichli shaklda
quyidagicha ifodalash mumkin:

z=re” (6)
(6) ga kompleks sonning ko’rsatkichli ko’rinishi deyiladi.

Kompleks ko’rsatkichli funksiyalar uchun ko’paytirish, bo’lish, darajaga ko’tarish
va ildiz chigarish amallarini bajarish mumkin.

Faraz gilaylik, z =re" va z,=r," bo’lsin. U holda,

z,-7, =re% .re” =r .re'®") (7)
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Z — r].el(p1 — i.ei((/’l*(ﬂz) - (8)

1
i
22 r2€ 1”2

z =re" bo’lsin. U holda, z" ni qo’yidagi ko’rinishda ifodalash mumkin:

2" = (re“")n =r"e" (9)
: i(p+27k)
bundan, Yz=re* =¥r-e » ,(k=012,..n-1).

Agar (3) dagi y ni ¢ va-¢ lar bilan almashtirilsa, qo’yidagilar hosil bo’ladi:
e” =cosp+ising, e =cosp—ising. (10)

(10) dagi tengliklarni qushib, ayiramiz hamda cos¢g va sin¢g larni topamiz:

i —@i
cosp="° (11)
2
Pl e—fpi
sing = 5 (12)

(11) va (12) lar trigonometrik funksiyalarni ko’rsatkichli funksiyalar orqali
ifodalaydi, hamda ular ham Eyler formulalari deb nomlanadi.
1-misol. z=1+i bo’lsa, € sonni z darajaga ko’taring.

Yechilishi: e sonni z darajaga ko’tarish uchun z=x+iy va (2) formuladan
foydalanamiz. Berilganga ko’ra x=1, y=1. U holda,

e’ =e" =e" =¢(cosl+isinl).
2-misol. e sonni z = i% darajaga ko’taring.
Yechilishi: (1) yoki (2) formulalardan birini qo’llaymiz:

Va

el =" =g 2 =g (cos£+isin£) =1-(0+i-1)=i.
2 2
4-misol.  z=—+/3—i sonni ko’rsatkichli ko’rinishda ifodalang.
e iz : Lt
Yechilishi: r=|z|=2, argz = Uholda, z=—/3-i=2e° .

5-misol.  z=e"*"* sonni algebraik ko’rinishda ifodalang.

23



Yechilishi: z=e** =¢?.e" =e(cos4+isin4).
6-misol. z=(-1+i)’ kompleks sonni ko’rsatkichli ko’rinishda ifodalang.

Yechilishi: Berilgan kompleks sonni ko’rsatkichli ko’rinishga keltirish uchun

: n .
2" = (re'(p) = r"e" formuladan ifodalaymiz:

157 . Vd

137\ 37 57, _
(—1+i)4=£\/§e 4} —4J2.6 4 =424 =a2.e 4

_6i _ i . Z .
SO va z, =€ kompleks sonlar berilgan. Z;-Z, va = larni

7-misol. z,=e
ZZ

toping. Natijalarni trigonometrik shaklda ifodalang.

Yechilishi: (7) va (8) formulalarni gqo’llaymiz:

¥l =¢d (cos(—l) +isin (—1)) =e’(cosl—isinl).

Endi 2 nisbatni topamiz va natijani trigonometrik shaklda ifodalaymiz:
ZZ

5-6i

= % =e"™ =e’(cos(—11)+isin(-11)) =€’ (cos11-isin1l).
2

NlN
i\

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASHQLAR
Ne32. Kompleks sonni ko’rsatkichli ko’rinishda ifodalang:

7= \/§ —1.
Ne33. z=-1-4/3i kompleks sonni ko’rsatkichli shaklga keltiring.
Ne34. Quyidagi kompleks sonlarni ko’rsatkichli shaklda ifodalang:
a) z=-3, b)z=2i; Vv)z=-1-i; g) z=—/2+/6.
Ne35. Kompleks sonlarning ko’paytmasi va nisbatini toping. Natijani algebraik

ko’rinishda ifodalang:
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a) Zl——e va 222—810 ;
L g+2i
b) £, =€ Tova Z,=
T . T . — . .
Ne36. Z= —C037 +1SIn 7 kompleks soni ko’rsatkichli ko’rinishga keltiring.
Ne37. z=-+/12-2i kompleks sonni ko’rsatkichli shaklda ifodalang.

Ne38. Quyidagilarni ko’rsatkichli va algebraik shakllarda yozing:

-3
7 Zi 57 .. b« 1 5 . \°
a) 5e* -0,2e° (cosﬁ—lsmﬁ); b) [—elz j V) (\@_I) _

2
: i(p+27k)
Ne39. UYre” =Ur-e " dan foydalanib,
a) w=1 n=3; b) w=-1, n=4;

V) W=—4++/48i, n=3;
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g) w=-1-+/3i, n=4.

bo’lganda Yw ning barcha giymatlarini toping.



9§. Kompleks sonlarga oid nostandart masalalani yechish

1. Kompleks sonlarni darajaga oshiring.

) (1+i)° 2) (1-iW3) 3) (1+cos%+isin%)

r=v2+12 =42 Ny
r =
. . 1 T .. T
Yechish. 1) (1+i)° =>x=1, y=1 {cosp=—— => z=+/2(cosZ= +isinZ>)
(1) J2 o=2+27k 4 4
. 1 4
SINp =—4=
N7
2" =r"(cos(ng) +isin(ng)) Muavr formulasidan
70 =\/§m(coslo—”+ isinm—”j=32(c035—”+ isin5—”j =32i
4 4 2 2
r=y12+(—/3)* =2 ,
r =
6
2) (1—i\/§) :>x:1,y:—\/§ c05go=1 => 57 z=2(coss—”+isin5—”)
2 (p=?+27z'k 3 3
sinp=——
=
H 6 6 6577 - . 657[ . - - - -
Muavr formulasidan ~ z° =2 (cos +isin=— ]=64(005107r+|sm107z)=64 kelib chigadi.

6
3) (“COS%HS"{%D . Umumiy holni qaraymiz . Ya’ni (1+cosa +isine)" ni hisoblaymiz.
(1+c05a+isina)”:(20032g+2isingcosgj :2”cos”g(cosg+isingj :Z”COS”E(cosn—aHsinn—aj
2 2 2 2 2 2 2 2 2
/4 ,

a=7 ,n=4 bo’lganda

V.2 T ! T 47 A T ? 1 ?

(1+cos—+isin—j =24cos“—(cos—+isin—j=4i(l+cos—j =4il1+— | =
4 4 8 8 8 4

=4i(g+J§) =2i(3+24/2)
2. Tenglamalarni yeching.

) x*+8=02) x*+4=0
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Yechish. 1) X} +8=0 => x*=-8 => x=4%/-8
27k

2k . .
= Cos——+Isin——=a, k=01..n=1 =y, 2z ning n-ildizlaridan biri bo’lsin.

u =U,-a, s,k=01..n-1bo’ladi. Bu formuladan quyidagilarni olamiz:

J3

. 2r .. 2 1 .
a, =cos0+isin0=1 =cos?ﬁ+|sm?ﬁ:——+|—

2
a, :cos4—”+isin4—”:—l—i£
3 3 2 2

X,=—2 X =X-a $=012,% =(-2)1=-2 X% =(- 2){—%+|§J 1-i/3

X, =(— 2)[———|§] 1+i/3

2

r=y(-4)? +0? =4

X +4=0 =>x'=-4 =>x=4-4 z=-4 x=—4,y=0 cow:_TA':—l

. 0
Sinp=—=0
=2

r:4 - - - -
{ ook z=4(cosz+isinz) lldiz chigarish uchun ushbu Muavr formulasidan
p=rw+irm

=Q/E=VF(cos‘p+nZ” |s|n(p+nz”k) k=01..n-1 quyidagini olamiz.

=<‘/Z(cos”+2ﬂk+isin”+2”k) k=023

k=0 uo:#Z(cosLisinf):ﬁ.(izniz}m
1 .1 .
k=1 u—\/_(cos +|sm ) J2. \/5 \/EJ —1+i

S5z . .1 .
k=2 uzzﬁ(cosTHsm = \/_(—T— ﬁjz—l—l

k=3 u, _J_(cos +isin % ( )

3. 1) sinX+8in2x+sin3X+...+siNNX 2) coS X +C0s 2X+C0s3x +...+cosnx yig’indilarni

hisoblang.
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Yechish. sinx+sin2x+sin3x+...+sinnx=T , COS X+ COS 2X +C0S3X +...+cosnx =S bo’lsin.

.U holda
2(,,2n n(,n_n a"-2isin— sin—
) a (a” -1 ala —a
S+IT=a2+a4+a6+...+a2": (2 1)20{2' ( _1):0(' ~ — n_
@ - “(0‘_“ ) 2isin =~ sin =
sin nX sin nX cos—n+1x sin nx sin—n+1x
n n+l .. n+1 n T
=— N | cos—=x+isin X |=—1" 2 L j_n 2
. X 2 2 . X . X
Sin — sSin — sin =
2 2
. hX n+1
sin — - c0S —— X
Bundan cos x +cos 2X +c0S3X +...+cos X = —N - 2
sin =
.. hx . n+l
sin—-sin—=x
Sin X +5in 2X+8iN 3X +...+sin nx = —". 2 2__ kelib chigadi.
sin —
2

4. 1) cos5x ni cosx va sinx orqali ifodalang.

2) tg5x ni tgx orgali ifodalang.

P 5 -
Yechish. Muavr formulasidan (COSX+isinX)” =cos5x+isinSx ¢ . 40

Nyuton binomi formulasidan
(cosx+isin x)5 = cos® x +5c0s* x(isin x) +10cos® x-i% sin® x +

+10c0s® x-i®sin® x +5cos x-i*sin* x+i*sin® x =
= c0s° X +5i cos* xsin x —10cos® x-sin® x —10i cos® X -sin® X +5cos X -sin* x +isin® x

Bundan €0s5x = cos® x—10cos® x-sin” x +5cos X -sin* x ,
sin5x =5cos® xsinx—10cos” x-sin® x+sin® x ekani kelib chigadi.

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASHQLAR
Ne40. Quyidagi misollar Muavr formulasi bilan yechilsin.
1) (1-i)° 2 (2+i)° 3) [1+cosg+ism(gn

Ned41. Ushbu 1) /-1 va 2) 1 ildizlarning barcha giymatlari toping hamda ular
radius-vektorlar bilan tasvirlang.
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Ned2.  sin’x, sin*x, cos®x x ga Kkarrali burchakning trigonometrik funksiyalari orgali
ifodalang.

Ne43. 1 ning barcha n- ildizlarini tekislikdagi tasviri muntazam n burchakning
uchlari bo’lishini isbotlang.

Ned44. 1 ning barcha n- ildizlari geometrik progerssiya hosil gilishini isbotlang.
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Asosiy formulalar
1. Kompleks son va kompleks sonlar to’plami.
z=X+iy (x+yi),i’=-1, x=Rez , y=Imz
C={x+iy|x,yeR,i’=-1}

2. Kompleks sonning moduli.

|z|= \/(Re 2)> +(Imz2)* = \/xz +y?
3. Qo’shma kompleks son.

z=X-1ly

4. Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar.

21:X1+iY11 Z2:)(2"'i3/2

Rez, =R
1) Tenglik munosabati. z, =z, <:>{ Fa=Ren yoki {

Imz, =Imz,
2) Qo’shish va ayirish. z +7, = (x + X,) +i(y, £ Y,)
3) Ko’paytirish.

-2, = (% X% =Yy Yo) HI(X Y, + Y- %)

Y -3 i s - -4k sAk+l _ s s4k+2 +4k+3 ;
F=i,ir==1i"=—,i"=1=> i"=Li""=1,i""==-1,i"" =4

4) Bo’lish.
4 _
Z, XY, X'+ Y,

2

5. Kompleks sonlarning xossalari

1 z2,+2,=2,+2, 2,°2,=12,°% (kommutativlik)

2°(z,+2,)+2,=2,+(2,+2,) (2,-2,)-2,=2,-(z,-2;) (assotsativlik)

F(y+2,) 2,=22,+2,-1, (distributivlik)

4 (2)=z 50z, +7,=2,+1,

6°22,=21 =2 &z HzPzl=x 4y
ZZ ZZ

30

XX, + 1Y, +i- XY — XY, (22 = 0)

1)
()

(3)

(4)

()
(6)

(7)

(8)



9Q° Rez=% 10° Imz=2-%

21

6. Kompleks sonning trigonometrik shakli. A
|OM |=r = z|=/x* +y?> >0 Z kompleks sonning y
modulini .

@=<(MOX) burchak z kompleks sonning M
argumenti deyiladi.

Kompleks sonning algebraik  ko’rinishdan
trigonometrik ko’rinishiga o’tish.

COS(DZ? (9)
sing =%
z=r(cosg+ising) (10)

Kompleks sonning trigonometrik ko’rinishidan algebraik ko’rinishdan o’tish.

{X:”"’w (11)

y=rsing
7. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar.

Kompleks sonlar ustida qo’shish va ayirish vektorlarni qo’shish va ayirish kabi
hisoblanadi.(2-chizma)

it
L
o
, .
° 2- chizma X=
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2, =r(cosg, +ising,),z, =r,(cosg, +ising,)

2,2, =11, (COS(¢, + ,) +isin(g, +,)) (12)
2= (cos(p, ~ ) +isin(p, ~ ) (13)
2,2y 02, =1 Ty T (COS(@ + @, + .+ @)+ SIN(@, + @, ...+ @) (14)

8. Trigonometrik shakldagi kempleks sonni darajaga ko’tarish va ildiz chiqarish.
Muavr formulalari.

z=r(cosp+ising) 2" =r"(cos(ng) +isin(ny)) (15)
U, =Q/E:Q/F(cos¢+nz”k +isin ¢+nZ”k) k=01,..,n—1 (16)

9. Birning n-ildizi.
Q/i:cos%ﬂsin%:ak k=0,1..n-1 (17)

U, Z ning n- ildizlaridan biri bo’lsin.

u =u,-a, s,k=0,1..n-1 (18)
a=a, k=01..n-1 (19)
o, birning boshlang’ich ildizi.
Masalan: ¢, = cos 2% +isin 2%
n n
10. Eyler formulasi.
e =cosp+ising (20)
e” =-1 (21)
z=re" (22)
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