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KIRISH

Chegirmalar kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining eng muhim

tushunchalaridan bo’lib, juda keng amaliy tadbiqlarga ega.

Chegirmalar nazariyasining muhimligi shundaki, chegirmalar yordamida
“global” masala bo’lgan yopiq kontur bo’yicha integrallarni hisoblash masalasi
“lokal” masala bo’lgan differentsial miqdorni ya’ni chegirmani hisoblashga
keltiriladi.

Ma’'lumki, “global” miqdorni “lokal” miqdorlar yordamida o’rganish

analizning an"anaviy usullaridan hisoblanadi.

Ushbu bitiruv malakaviy ishi xosmas integrallarni hisoblashga chegirmalar
nazariyasining tadbigiga bag ishlangan. Bitiruv malakaviy ishi kirish, ikkita

bob, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yhatidan iborat.

Birinchi bobda kompleks o’zgaruvchili funksiyaning chegirmasi, uni

xossalari, chegirmalar hagidagi Koshi teoremasi va Jordan lemmasi keltirilgan.

Ikkinchi bob chegirmalar nazariyasining integrallarni hisoblashga
tadbiqglariga bag’ishlangan bo’lib, unda kasr-ratsional hamda trigonometrik
funksiyalarning ko’paytmasi bo’lgan funksiyalarni integrallarini hisoblash,
tarkibida ko’rsatkichli funksiya bo’lgan integrallarni hisoblash, tarkibida ko’p
qiymatli funksiyalar bo’lgan integrallarni hisoblash o’rganilgan va misollar bilan

to’liq yoritilgan.

Yugqorida o’rganilganlar bo’yicha chegirmalar nazariyasining integrallarni

hisoblashga tatbiglari bo’yicha xulosa qilingan.

Mavzuning dolzarbligi. Ma’lumki, kompleks analiz kursida golomorf
funksiyalar keng tadbiqlarga ega bo’lib, kompleks o’zgaruvchili funksiyani
golomorf bo’lmaydigan nuqtalarda o’rganish masalasi muhim ahamiyatga ega.

Bunday nuqtalar maxsus nugqtalar bo’lib, bu nuqtalarda funksiyalarning xossalari




ularning chegirmalari orqali xarakterlanadi. Aynigsa bu kompleks o’zgaruvchili
funksiyaning maxsus nuqgtalari integral hisoblanishi talab gilinayotgan sohada
bo’lganda shu integralni hisoblashni kompleks o’zgaruvchili funksiyaning
maxsus nuqtalaridagi chegirmalarini hisoblashga keltirish ancha qulaylik
tug’diradi. Bu bitiruv malakaviy ish hisoblash murakkab bo’lgan ana shunday
integrallarni  chegirmalar  orgali  hisoblashga keltirishni  o’rganishga

bag’ishlanganligi bilan ham nazariy, ham amaliy jihatdan dolzarb hisoblanadi.

Bitiruv malakaviy ishning magsadi. “Chegirmalar nazariyasining egri
chizigli integrallarni hisoblashga tadbiglari“ mavzusidagi ushbu bitiruv
malakaviy ishining magsadi kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida
muhim o’rin tutadigan kompleks o’zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqtalari
integral hisoblanishi talab qilinayotgan sohada bo’lganda shu integralni
hisoblashni  kompleks o’zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqgtalaridagi

chegirmalarini hisoblashga keltirish masalasini o’rganishdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning vazifalari. Ushbu bitiruv  ishini

bajarishda quyidagi vazifalarni amalga oshiriladi:

— Kompleks o’zgaruvchili funksiya;

— Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning golomorfligi;

— Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning maxsus nugtalari;
— kompleks o’zgaruvchili funksiyaning chegirmasi;

— Chegirmalar haqgidagi teoremalar va Jordan lemmasi

Bitiruv malakaviy ishning ilmiyligi va ahamiyati. Ushbu bitiruv
malakaviy  ish  “Chegirmalar nazariyasining egri chizigli integrallarni
hisoblashga tadbiqglari® mavzusini yoritishga  bag’ishlangan. Mavzuga oid
barcha adabiyotlardan foydalanib kompleks o’zgaruvchili funksiya,
kompleks o’zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchiligi, Koshi—Riman
shartlari va golomorf funksiyalar, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning

chegirmasi, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning chegirmasi hagidagi Koshi




teoremasi, Jordan lemmasi, kasr-ratsional hamda trigonometrik funksiyalar
ko’paytmasi bo’lgan funksiyalarning integrallarini, tarkibida ko’rsatkichli
funksiya bo’lgan integrallarni, tarkibida ko’p qiymatli funksiya bo’lgan
integrallarni chegirmalar  nazariyasini tadbiq qilish yordamida hisoblash
o’rganildi va shu o’rganishlar asosida bitiruv malakaviy ish yozildi. Shu

sababli ushbu mavzu amaliy ahamiyatga egadir .

Ushbu bitiruv malakaviy ishi talabalarda bilim olishga intilish hissining
shakllanishiga xizmat giladi hamda bu bitiruv malakaviy ishi talabalarga va
kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi  bo’yicha izlanuvchilarga
‘Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi’ fanining keltirilgan mavzulari

bo’yicha o’rganishga qulay bo’lib, ularga bilimlarini oshirishda yordam beradi.




| BOB
KOMPLEKS O°’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING CHEGIRMASI
VA UNING XOSSALARI
1.1. KOMPLEKS O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
CHEGIRMASI TUSHUNCHASI

Kompleks sonlar tekisligi J da biror E to’plam berilgan bo’Isin: E M1 .
Ta'rif-1.1.1. Agar E to’plamdagi har bir z kompleks songa biror f

qoidaga yoki qonunga ko’ra bitta w kompleks son mos qo’yilgan bo’lsa, E
to’plamda funksiya berilgan deb ataladi va u

f:z® w yoki w = f(z)
kabi belgilanadi. Bunda E funksiyaning aniqlanish to’plami, z-erkli o’zgaruvchi
yoki funksiya argumenti, w €sa z o’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.
Aytaylik, har bir
z=Xx+t1y OE
kompleks songa bitta
w=u+iv (uOR,vOR)
kompleks son mos qo’yilgan bo’lsin. Demak,
w=u+iv=f(x+1ly)
Keyingi tenglikdan
u=ulxy), Vv=vyYy)
bo’lishi kelib chigadi.
Demak, E to’plamda w = f(z)  funksiyaning berilishi shu
to’plamda x va Y haqiqiy o’zgaruvchilarning
u=ulxy), v=v(y)
funksiyalarining berilishidek ekan.
Odatda u = u(x,y) funksiya f(z) funksiyaning hagigiy gismi,

vV = v(X,y) esa f(z) ning mavhum gismi deyiladi:
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u(x,y) = Re f(z2),
v(x,y) = Im f(z2)
Erkli z o’zgaruvchi E  to’plamda o'zgarganda w = f(z2)
funksiyaning mos qiymatlaridan iborat to’plam
F=f(z)=u+iv:z=x+iy €E
bo’lsin. Odatda bu to’plam funksiya qiymatlari to’plami deyiladi.
Demak, E to’plamda Ecll w = f(z) funksiyaning berilish oxy -

kompleks tekislikdagi E to’plamni (to’plam nuqtalarini) ouv - kompleks
tekislikdagi F to’plamga (to’plam nugqtalariga) aks ettirishdan iborat, (1-
chizma).

Shu sababli w =f(z) funksiyani E to’plamning F to’plamga
akslantirish deb ham yuritiladi.

Faraz gilaylik, w = f(z) funksiya E to’plamda E [ berilgan

bo’lib, F = {f (z):z OE } bo’lsin. So’ng F to’plamda F cll 0’z navbatida
biror x = j (w) funksiya berilgan bo’lsin. Natijada, E to’plamdan olingan har
bir z ga F to’plamdan bitta w son f :Z ® w va F to’plamdan olingan

bunday w songa bitta ¢ son (p:w—>¢&) mos qo’yiladi:

f i
Z —>W —>X.

1-rasm




Demak, E to’plamdan olingan har bir z ga bitta £ son (&) mos
qo’yilib, z — x funksiya hosil bo’ladi. Bunday funksiya murakkab funksiya
deyiladi va

x=](f(2))
kabi yoziladi.

w = f(z) funksiya E to’plamda berilgan bo’lib, F esa shu funksiya
qiymatlaridan iborat to’plam bo’lsin:

F=1f@=u+iviz=x+iy €E .
F to’plamdan olingan har bir w songa E to’plamda bitta z son mos
qo yilishini ifodalovchi funksiya w = f(z) funksiyaga nisbatan teskari funksiya
deyiladi va
z = f Hw)

kabi belgilanadi.

Faraz gilaylik, w = f(z) funksiya E to’plamda F [l berilgan bo’Isin.

Ta'rif-1.1.2. Agar argument z ning E to’plamdan olingan turli

giymatlarida f(z) funksiyaning mos qiymatlari ham turlicha bo’lsa, boshqacha

aytganda f(z ) = f(z,) tenglikdan z, =z, tenglik (z € E) kelib chigsa,

P

f(z) funksiya E to’plamda bir yaprogli (yoki bir varaqli) funksiya deyiladi.
Masalan, ushbu

1

f(z) =——

(z) —

funksiyaE = z el : ‘Z‘ <1 to’plamda bir yaproqli funksiya.
Faraz qilaylik, w = f(z) funksiya E(E —[J) to’plamda berilgan bo’lib,

z, hugta E to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.




Ta'rif-1.1.3. Agar V& >0 son uchun shunday & = &(g) >0 son topilsaki,
argument z ning 0 < ‘Z - ZO‘ < d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Z € E
giymatlarida

\f(z) - A‘ <e
tengsizlik bajarilsa, 4 kompleks son f(Z) funksiyaning z — z , dagi limiti deb

ataladi va

lim f(z) = A

Z—)Z0

kabi belgilanadi.
Ta'rif-1.1.4. Agar VM >0 son uchun shunday &=6(g)>0 son

topilsaki, argument z ning 0 < ‘Z —ZO‘ < d tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha z € E giymatlarida

f(2)|>M
tengsizlik bajarilsa, z — z, dagi f(z) funksiyaning limiti oo deyiladi.

Aytaylik z = oo nugta E to’plamning limit nuqtasi bo’Isin.
Ta'rif-1.1.5. Agar V& >0 son uchun shunday p = p(g) >0 son topilsaki,

argument z ning ‘Z‘ >p tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Z OE
giymatlarida

f2)- Al<e

tengsizlik bajarilsa, 4 kompleks son f(z) funksiyaning Z — o dagi limiti
deyiladi va

fn 1@) = A
kabi belgilanadi.

Endi z,z, hamda A kompleks sonlarni

z:x+iy,20:x0+iyO,A:a+ib




deb, so’ng

w = (z) = u(x,y) + Iv(x,y)
ekanligini e'tiborga olib, z —z da f(z) funksiyaning A limitga ega bo’lishi
X—>X%X, Y=Y, da u=u(x,y) hamda v=v(x,y) funksiyalarning mos
ravishda ¢ va 3 limitlarga ega bo’lishiga ekvivalent ekanligini ifodalovchi
teoremani keltiramiz.

Teorema-1.1.1. w = f(z) funksiyaning z — z da A limitga,

lm 1(2) = A
ega bo’lish uchun
fimuey) =a, - limuGey) <b
Y —Y, Yy —=Yo
bo’lishi zarur va etarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik,
limf(z) =A

11,

bo’lsin. Limit ta’rifiga ko’ra V& >0 son olinganda ham shunday & =&(g) >0
son topiladiki, z argumentning 0 < ‘Z - ZO‘ < d tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha z € E giymatlarida

fz)- Al<e

tengsizlik bajariladi.
Ravshanki,

22, = (X —x)? + (¥ ~y,)?
f@)-A=[u(xy)-a |+i[v(xy)-b |
bo’lib,
‘z —zo‘ <d

bo’lishidan
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‘x —xo‘ < d, ‘y —yo‘ <d
bo’lishi kelib chigadi.
Ikkinchi tamondan quyidagi
ue.y)- a|= Re(fz)- A)J [f(z)- A|<e,
VOGY) - b|=Im(f@)- AT [f@)- Al<e
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Demak, V& >0 son olinganda ham shunday

5 =35(g) >0 son topiladiki |x—x,| <8, |y—Y,| < bo’lganda
‘u(x,y)- a‘< e, ‘v(x,y)- b‘< e

tengsizliklar bajariladi. Bu esa

limu(x,y) = a, limv(x,y) =b
X—)X0 X—)X0
y_)yo y_>y0

ekanligini bildiradi.
Yetarliligi. Aytaylik,

Ii®m u(x,y) = a, Ii®m vix,y)=Db
y®y, y® Y
bo’lsin.
Limit ta’rifiga ko’ra V& >0 son olinganda ham, % ga ko’ra shunday &,>0
2
son topiladiki

k-nl<d ey < d
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy X,yda

e e

u(cy)- a|< 5 V(y)- b|< 5

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib, topamiz:

t@)- Al= utxy)+ ivix,y)- (@ +ib)| = [u(xy) - @)+ i(vx,y)- b)|=

= \/(U(X,y)- a)’ + (v(x,y)- b)* < eE+ e? =e

11



Demak, Ii®m f(z) = A. Teorema isbhotlandi.

Yugorida keltirilgan teorema kompleks o’zgaruvchili funksiyaning limitini
o’rganishni haqiqiy o’zgaruvchili funksiyaning limitini o’rganishga keltirilishini
ifodalaydi. Ma'lumki, «Matematik analiz» kursida haqiqiy o’zgaruvchili
funksiya limiti batafsil o’rganilgan. Shuni e'tiborga olib, kompleks o’zgaruvchili
funksiyalar limiti haqidagi teoremalarning ayrimlari keltirish  bilan

kifoyalanamiz.

Aytaylik, f(z) hamda g(z) funksiyalar E to’plamda berilgan bo’lib, z
nuqta E to’plamning limit nuqtasi bo’lIsin.

Agar
lim f(z) = A, le_)nz1 g(z) =B

Z—)Z0

bo’lsa, u holda
lim(f(z) £ g(z)) = A £B,

lim(f(2) -g(2)) = A B, |im@:§ (B = 0)

77, g(z)
bo’ladi.

Faraz gilaylik, w = f(z) funksiya E to’plamda E ClJ berilgan bo’lib, z
nugta (z, € E) shu E to’plamning nuqtasi bo’lsin.

Ta'rif-1.1.6. Agar V& >0 son uchun shunday & = &(g) >0 son topilsaki,
argument z ning ‘z —zo‘ < 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha zZ € E
giymatlarida

\f(z) - f(zo)\ <é¢
tengsizlik bajarilsa, f (z) funksiya z, nuqtada uzluksiz deb ataladi.

(Ravshanki, bu holda
limf(z) = f(zO)

12



bo’ladi).
Odatda, z —z ayirma funksiya argumentining orttirmasi deyilib, uni Az
kabi belgilanadi:
Az =7 -2,
Ushbu
f(z) -1(z,)
ayirma esa, funksiya orttirmasi deyiladi. Uni Af kabi belgilanadi:
Af =1(z) - 1(z,)-
Shu tushunchalardan foydalanib, funksiyaning z ~nuqtada uzluksizligini

quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
Ta'rif-1.1.7. Agar Az — 0 da Af ham nolga intilsa,

lim Af =0

Az—0
f(z) funksiya z ; nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Ta'rif-1.1.8. Agar f(z) funksiya E to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz
bo’lsa, f(z) funksiya E to’plamda uzluksiz deb ataladi.

Masalan, ushbu

f(z):z1 (z % 0)

funksiya ixtiyoriy z, €[] \ O nuqtada uzluksiz bo’ladi.
Aytaylik, w= f(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz bo’lsin:
Z|I_)r£]0 f(z) = f(z,)
va
Z=X+iy, z,=X,+Iiy,

w = f(z) =u(x,y) +iv(x,y)
deylik.

13



Teorema 1.1.1. ga ko’ra

lim f(z) = f(z,)

munosabat
lim u(x,y) = u(x,Y,), lim v(x,y) =V(x,,Y,)
y Yo Y=Y,

munosabatlarga ekvivalent bo’ladi. Bundan esa quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema-1.1.2. w = f(z) funksiyaning z  nuqtada uzluksiz bo’lishi

uchun
Ref(z) = u(x,y), Im f(z) =v(x,y)
funksiyalarning (x,, y,) nuqtada uzluksiz bo’lishi zarur va yetarli.
Demak, kompleks o’zgaruvchili f (z) funksiyaning z, nugtada uzluksiz
bo’lishi, ikkita haqiqiy o’zgaruvchili
Ref(z) =u(x,y), Imf(z) =v(x,y)
funksiyalarning (x,,Y,) nuqtada uzluksiz bo’lishiga ekvivalent bo’lar ekan.
Bundan, haqiqiy o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar haqidagi tasdiqlar kompleks
o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarda ham o’rinli bo’lishi kelib chigadi.
Aytaylik w= f(z) funksiya E to’plamda E cCl] berilgan bo’lib,
Z, +Az € E bo’lsin. Natijada f (z) funksiya ham z, nugtada
Aw=Af (z,) = f(z, + Az) - T (z,)

orttirmaga ega bo’ladi.

Ta'rif-1.1.9. Agar Az — Oda i—w nisbatning limiti
z

f(z. +Az)-f(z
lim = lim = )~ 1) (1.1.1)
Az—0 AZ Az—0 AZ

14



mavjud va chekli bo’lsa, bu limit kompleks o’zgaruvchili f(z) funksiyaning z |

nuqtadagi hosilasi deb ataladi va f ( ,) kabi belgilanadi:

. f A7) —f
f(zo) = lim @+ AZ) ) .
7> 7

Ta'rif-1.1.10. Agar f(z) funksiya Z, € E nugtada f (z,) hosilaga ega
bo’lsa, funksiya z, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

Agar f (z) funksiya E to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo’lsa, funksiya E to’plamda differensiallanuvchi deyiladi.

Biz yuqorida kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosila hamda
differensiallanuvchi bo’lishi tushunchalarining kiritilishi haqiqiy o’zgaruvchili
funksiyaning hosila hamda differensiallanuvchi bo’lishi tushunchalarining
kiritilishi kabi ekanini ko’rdik.

Demak, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilalarini hisoblashda
haqiqiy o’zgaruvchili funksiyaning hosilalarini hisoblashdagi ma'lum qoida va
jadvallardan foydalanish mumkin.

Garchi kompleks hamda haqiqiy o’zgaruvchili funksiya hosilalari
tushunchalarining kiritilishi bir xil bo’lsa ham kompleks o’zgaruvchili
funksiyaning hosilasiga ega bo’lsin deyilishi (binobarin, differensiallanuvchi
bo’lsin deyilishi) talabi ancha og’ir talab hisoblanadi. Bitta sodda misol qaraylik.
Ushbu
f(z) =x
funksiyani qaraylik. Agar bu funksiya haqiqiy o’qda joylashgan E to’plamda
(E =) qaralsa, ravshanki, u hosilaga ega bo’lib, f (z) = 1 bo’ladi.
Endi f(z) = x funksiyani kompleks tekislik [ da garaylik. Ravshanki, bu

funksiya uchun

fz —f z X —X

15



bo’ladi. Bu nisbat z — z, da limitga ega emas, chunki, x =X,y # Yy, da nisbat
0 ga teng, X#X,,y=Y, da esa 1 ga teng. Demak, f(z)=x funksiya

differensiallanuvchi emas.

Faraz qilaylik,
w =1f(z) = u(x,y) +iv(x,y)
funksiya biror D sohada (D CD) berilgan bo’lib, z, =X +iy, € D bo’lsin.

Teorema-1.1.3. f(2) funksiyaning Z , nuqtada f‘(ZO) hosilaga ega bo’lishi

uchun U =U(X,y) va V=V(X,y) funksiyalaming (x,y,) nugtada
differensiallanuvchi bo’lishi va shu nugtada ushbu

u N W

x oy oy x

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

(1.1.2)

Teoremada keltirilgan (1.1.2) shartlar Koshi-Riman shartlari deyiladi.
Kompleks analizda hosilaga ega bo’lgan funksiyalar C- differensial-
lanuvchi funksiyalar deyiladi.
Qutb koordinatalar sistemasida (Z) =U +iv funksiya uchun Koshi-

Riman shartlari

ou_1ov >
op pogp’

v__1lou L)
op p Op

ko rinishida bo’ladi.
Faraz gilaylik, w = f(z) funksiya biror D sohada (D MJ) berilgan

bo’lsin.
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Ta'rif-1.1.11. Agar f(z) funksiya z, (Z,€E) nuqgtaning biror
U (z,, &) atrofida U(z,,g) = D [J -differensiallanuvchi bo’lsa, f(z)
funksiya z, nuqgtada golomorf (yoki analitik ) deb ataladi.

Ta'rif-1.1.12. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nugtasida golomorf
bo’lsa, funksiya D sohada golomorf deyiladi. Odatda D sohada golomorf

bo’lgan funksiyalar sinfi ¢ D kabi belgilanadi.

Ta'rif-1.1.13. Agar g x = f[zij funksiya z = 0 nugtada golomorf

bo’lsa, f(Z) funksiya «oo» nuqtada golomorf deyiladi.
Aytaylik, 0 ? fazodagi E sohada (E <[ 2) F = F(Xx,y) funksiya berilgan
bo’lib, u shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalar

O°F(x,y)  0°F(x,y)

, (1.1.3)
ox° oy°
ga ega bo’lsin.
Ta'rif-1.14. Agar E sohaning har bir nugtasida
2 2
Q§_+Q§ﬁ:o (1.1.4)
OX oy

tenglik bajarilsa, F(x,y) funksiya E sohada garmonik funksiya deyiladi.
Odatda, (1.1.4) Laplas tenglamasi deyiladi. Bu tenglama ushbu
o° 0°
= ? + ?
Laplas operatori yordamida quyidagicha yoziladi:

AF =0. (1.1.5)

A

Aytaylik, aell nuqgtada f(Z) funksiyaning golomorf bo’lishi sharti
bajarilmasa, u holda funksiya shu nugta atrofida o’rganiladi. Odatda bunday

nugtani f(z) funksiyaning maxsus nugtasi deb garaladi.
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Ta'rif-1.1.15. Agar f(z) funksiya ushbu
zell :0<|z-a|<r

sohada (a nugtaning o’yilgan atrofida) golomorf bo’lsa, u holda a nugta f(z)

funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

1
Z+ 1

f(z) =

funksiya uchun a=-i nuqta yakkalangan maxsus nuqtasi bo’ladi.

Ta'rif-1.1.16. Agar f(z) funksiya ushbu
zel :R<|z| <+

sohada golomorf bo’lsa, uholdaa = 1 nuqgta f(z) funksiyaning yakkalangan

maxsus nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu
f(z) = €
funksiyauchun a = 1 nuqta yakkalangan maxsus nuqtasi bo’ladi.

Aytaylik a nugta f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’lsin.

Unda f(z) funksiya
zel :0<|z—a|<r

sohada (a nugtaning o’yilgan atrofida ) golomorf f(z) funksiyaning z ® a

dagi limitining xarakteriga garab yakkalangan maxsus nuqtalar turlarga ajraladi.
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Ta'rif-1.1.17. Agar z ® a da f(Z) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,

limf(z)= A (A-chekli)

z®a

bo’lsa, u holda a nugta f(z) funksiyaning bartaraf gilinadigan (chetlatilishi

mumkin bo’lgan) maxsus nuqtasi deyiladi.
Ta'rif-1.1.18. Agar z ® a da f(z) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,

limf(z)=T1

z®a

bo’lsa, u holda a nuqta f(2) funksiyaning qutb maxsus nuqtasi deyiladi.

Ta'rif-1.1.19. Agar z ® a da f(Z) funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa,

u holda a nugta f(z2) funksiyaning o’ta (muhim) maxsus nuqtasi deyiladi.

Faraz gilaylik, f(z) funksiya
K= zel:0<|z-a<R (1.1.6)
sohada golomorf bo’lib, a nuqta bu funksiya yakkalanuvchi maxsus nugtasi

bo’lsin. U holda f(z) funksiya K da ushbu Loran gatoriga yoyiladi.

T g
fz)= e c(z-a)=¢ c(z-a)+c  (z-a)'+
n=- T n=0 (1.1.7)

+c (z- ay’+..+c (z-a)y"+..

Maxsus nuqtalar bilan Loran qatorlari orasidagi bog’lanishlar mavjud.

Ular quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi.

Teorema-1.1.4. f(2) funksiyaning yakkalangan maxsus a <[] nuqtasi

uning bartaraf etiladigan maxsus nuqta bo’lishi uchun funksiyaning Loran
gatoriga yoyilmasi (1.1.7) da z-a ayirmasi manfiy darajali hadlari gatnashmasligi

zarur va etarli.
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Teorema-1.1.5. f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus a <] nuqtasi

uning qutb nugqtasi bo’lishi uchun funksiyaning Loran qatoriga yoyilmasi (1.1.7)
da z-a ayirmaning manfiy darajali hadlaridan chekli sondagisining bo’lishi zarur

va yetarli.

Teorema-1.1.6. T(z) funksiyaning yakkalangan maxsus a <l nuqtasi

uning o’ta (muxim) maxsus nuqtasi bo’lishi uchun funksiyaning Loran qatoriga
yoyilmasi (1.1.7) da z-a ayirmaning manfiy darajali hadlaridan cheksiz ko’p

sondagisining bo’lishi zarur va Yyetarli.

Faraz gilaylik, f(z) funksiya
K= zell:0<|z-a<R (1.1.8)
sohada golomorf bo’lib, a nuqta bu funksiya yakkalanuvchi maxsus nugtasi

bo’Isin. U holda f(z) funksiya K da ushbu Loran gatori

I T
fz)= e c(z-a)=¢e c(z-a)+c (z-a)'+
n=-T n=0

+c (z- ay’+..+c (z-a)"+..
ni y,={zell|z-al=p;0<p<R}

aylana bo’yicha hadlab integrallash mumkin:

T n
Tf@@dz=¢ c (@z-a)dz+c p(z- a)'dz+

n=0

9, 9, 9r

+c 7 (z- ay’dz+c 1 (z- a)"dz+ ..
g, g

Bu yerda g, da musbat yo’nalish olgan.

Ma'lumki,
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agarm Ne- 1bo'lsa,
agar m Nelbo'lsa

m _12170,
T(2-a)dz= §2pi,

9,
bo’ladi. Shuni e'tiborga olib
T f(2)dz =C_, Rpi

9

ya'ni
1
—pf(z)dz =c
2pi T 1) -1
bo’lishini topamiz.
Ta'rif-1.1.20. Ushbu
1
— f(2)dz
2pi T ()

g,
miqdor, ya'ni f(z)funksiyaning Loran qatoriga yoyilmasidagi C , koeffitsenti

f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus a nuqtasidagi chegirmasi deyiladi va

res f(z) kabi belgilanadi:

1
res f(z) = Z_piT f(z)dz, (1.1.9)

9,
(res—frantsuzcha Residn so’zining gisgacha yozilishi bo’lib, u “chegirma” degan
ma'noni anglatadi).
Misol-1.1.1 Ushbu

f(X) _ SInz
YA

funksiyani qaraylik. Bu funksiya z = 0 nugtaning o’yilgan atrofi
zell :0<|z|<R da golomorf va uning uchun z = 0 nugta yakkalangan

maxsus nuqta bo’ladi. Bu funksiyaning

zell :0<|z|<R
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dagi Loran qatori

sin z 722 7t
o=+

4 31 5!

bo’ladi.  Ravshanki, bu holda C_, = 0 bo’ladi. Demak, f(x)= 2%
Z

funksiyaning z = 0 nugtadagi chegirmasi
res f(z) = res 2% = g
z=0 z=0 7
bo’ladi.

Endi funksiyaning 1  dagi chegirmasi tushunchasini keltiramiz.
Aytaylik, f(z) funksiya {ZOC :0< ‘z‘< R} sohada golomorf va

a = 1 nugtauning uchun yakkalangan maxsus nugta bo’lsin.
Ta'rif-1.1.21. Ushbu

1
— f(z)d
2piT (2)az

Ir
miqdor, yani f(z) funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasi (1.1.7) dagi C_|
koeffitsientni ~ manfiy ishora bilan olingan qiymati f(Z) funksiyaning
yakkalangan maxsus a = 1 nuqtadagi chegirmasi deyiladi va res f(z) kabi

belgilanadi:

1
res f(z) = — ~ f(z)dz
res @)= 551 1)

Yuqoridagidek, f(z) funksiyaning zel :R;<|z| <o dagi Loran

gatorini

1 2

+cz2°+..+c 72"+ ..
-2 -n

f(z) = C,*tC 2
1 2 n
LtCZ HCZT+ Lt C Tt
n

7r = zel:|z]=R,R; <R
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aylana bo’yicha hadlab integrallab

1 f@)dz = —( c.)

R

ya'ni

1
fzdz—-C
2p|T (z)

bo’lishini topamiz.
a) Faraz qgilaylik a nugta f(z) funksiyaning oddiy (bir karrali) qutb

nugtasi bo’lsin. Ma'lumki,bu holda f(z) funksiyaning a nugta atrofidagi

Loran gatori ushbu
) r n
fz)=C_,(z- a) " e C,(z- a)
n=0
ko’rinishga ega bo’ladi.Keyingi munosabatdan
r n
C,=(-2a)f@- (z- a)e C,(z- a)
n=0
bo’lishi kelib chikadi. Bu tenglikda z ® a da limitga o’tib
C ,= I|m gz - a)f(z)U
bo’lishini topamiz.
Demak, f(z) funksiyaning a nugtadagi chegirmasi
T _ T
resf@) = lim - a)f@);
bo’ladi.

Xususan, f(z) = % bo’lib, T(z) va Yy(z) funksiyalar a nugtada

golomorf, f (@) NeO, y(@) = 0, y (@) NeO bo’lsa, a nugta f(Z) funksiyaning

oddiy qutb nugtasi bo’lganda
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res f(z) = Iimwz lim— @ _ @
e y(@) way(2)- y@) y@)
z- a

bo’ladi. Demak,

s (@) _ 1@
=ay(2) vy ()

b)Faraz gilaylik, a nugta f(z) funksiyaning m karrali qutb nuqtasi bo’Isin.
Bu holda f(z) funksiyaning « nugta atrofidagi Loran gatori ushbu

— C- C-m+l C-l
f(z) = m S +c,+c (z- a)+

(z-a)m+(z-a)m'l z-a

+c, (z - a)2 +otc (z- a)n + ...

ko’rinishga ega bo’ladi.

m
yugoridagi tenglikning har ikki tomonini (z - a) ga ko’paytirib quyidagi
m m-1
fz)z-a =c_+c_,7-a +..+c , z2-a +

m m+1 m+2 m+n

¢ Z—-a T Z—-a tC, Z—-a to.tC Z-—-a +..

tenglikka kelamiz.

M - 1 marta differentsiallash natijasida

dm-l ) m
dzm'lgz_ a) f(z)gf—' (m - 1)!C_1+

! m + 1)!
+ %Co(z- a)+ %Cl(z- a) + ..

bo’ladi.
Keyingi tenglikda z ® ada limitga o’tib topamiz:
dm-l o m 101
. z-a) f(2)e= (m- 1)IC
!|®n;dzm-1 ) ()H ( ) -1
Bundan esa
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m-1

1 y
L 1)!'2'®szm'lgz_

C a)"f(2)}

bo’lishi kelib chigadi.

Demak, bu holda f(z) funksiyaningz = a nugtadagi chegirmasi

1 d™ ! g m L
res f(z) = gz -a) f(z
2=a @) (m- 1)!dzm'1 ) ()%
bo’ladi.
(2 _ :
Xususan, f(z) = ——— bo’lib, f(z) funksiya a nuqgtada golomorf va

e 2)

f (@) NeO bo’lsa, unda yugoridagi munosabatdan

res f(z) = res () ! £ (9

7=a Za(Z-a) (m-l)!
bo’lishi kelib chigadi.
Misol-1.1.2. Ushbu

f(z) =

7+ 2

funksiyani garaylik. Ravshanki, z=-2 nugta bu funksiyaning oddiy qutb nuqgtasi

bo’ladi. Berilgan funksiyaningZ = - 2 qutb nuqtasidagi chegirmasini topamiz.
, .
res = lim z + 2) b= |im z% =
=-27 4+ 2 1®-2 z+2 1®- 2

K

1.2. KOMPLEKS O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING CHEGIRMASI
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HAQIDAGI KOSHI TEOREMASI

Aytaylik f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada berilgan bo’lsin.

Teorema 1.2.1. (Koshi) Faraz gilaylik f(z) funksiya bir bog’lamli D

sohada berilgan bo’lib, shu sohaga tegishli chekli sondagi maxsus z,,2,,...,Z_

nuqtalardan boshga barcha nuqtalarda golomorf bo’lsin. Bu yakkalangan
maxsus z,,z,,...,Z, nuqtalar D sohada yotuvchi silliq yopiq § chizig ichida
joylashsin. U holda
n
T f(z)dz = 2pig resf(z)
=7

- =%k
g k=1

bo’ladi. Bunda § yopiq chiziq musbat yo’nalishda olingan.

Isbot. Markazlari z, (k= LZ,...,n) nugtalarda, yetarlicha kichik

radiusli shunday z, (k = 1,2,...,n) aylanalami olamizki, bu aylanalar g yopig
chiziqg ichida yotsin va
9,39 = gk Nei,k,i=12...,n)
bo’lsin.
U holda Koshining ko’p bog’lamli sohalar haqidagi teoremasiga ko’ra
n
T f(z)dz = ¢ T f(2)dz
g k=1 g
bo’ladi, bunda g, aylanalarda soat strelkasi yo’nalishiga qarshi yo’nalish
olingan.
Agar

T f(z)dz = 2pi res f(z)

Cy

ekanligini e'tiborga olsak, unda
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T f(z)dz = 2p|e resf(z)
g k= 1 %
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa teoremani isbotlaydi.

Bu teoremadan funksiyalarning integrallarini hisoblashda foydalaniladi.

Teorema 1.2.2. Faraz qilaylik, f(z) funksiya kengaytirilgan kompleks

tekislikning chekli sondagi maxsus z,,z,,...,z  nugtalaridan boshga barcha

nuqtalarda golomorf bo’Isin. U holda bu funksiyaning z .,Z, nuqtalardagi

2o
hamda z = 1 nuqtadagi chegirmalari yig’indisi nolga teng bo’ladi:

G sf(z) + resf(z)— 0

k=_

Isbot. Tekislikda R radiusli shunday
ye = zel |z =

aylanani olamizki, z ., Z, yakkalangan maxsus nuqtalar shu aylana ichida

1’ 2’ .
joylashsin. Bu aylanada yo’nalishni musbat qilib olamiz.
Yugorida isbot etilgan 1.2.1-teoremaga ko’ra

T f(z)dz = 2p|e resf(z)

Zx
gR k=17

bo’ladi.
Ikkinchi tomondan
T f(z)}z = - 2pi res f(z)
O

bo’ladi. Yugoridagi tengliklarnini hadlab ayirib quyidagini topamiz.

0= 2p|e resf(z)+ 2pi res f(z)

k=17 "%
Demak, e resf(z) + res f(z)=0
k= 1Z Zk

Teorema ishot bo’ldi.
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1.3. JORDAN LEMMASI
Haqiqiyo’zgaruvchili f (X) funksiyadan OX o’qining biror chekli yoki

cheksiz (a,b) oralig’ bo’yicha integralni hisoblash talab qilingan bo’lsin. Bu
integralni hisoblash uchun (a,b) oraligni u bilan birga D sohani chegarasi

bo’lgan biror C egri chiziq bilan to’ldirib f (x ) funksiyani D sohaga davom

ettiramiz.

Hosil bo’lgan f (x) funksiyaga esa D sohada chegirmalar hagidagi Koshi
teoremasini qo’llaymiz va
b n
Tf(x)dx + 7 f(z)dz = e rest()
a c n=1- 7"
ni hosil gilamiz.

b
Agar C bo’yicha integralni hisoblashga erishilsa yoki uni Tf (X)dX

a

b
orqali ifodalash mumkin bo’lsa, u holda ~f (x)dx integralni hisoblash
T

a

masalasi yechiladi.

Ayrim hollarda yordamchi f (z) funksiya (a,b) oraligda shunday
tanlanadiki, (a,b) da berilgan f (x) funksiya uning hagigiy yoki mavhum

qismi bo’ladi. Unda qidirilayotgan integralni haqiqiy va mavhum qismlari

ajratilib hisoblanadi.

Cheksiz f (X) oraliglar bo’yicha integrallarni hisoblash talab etilganda,

ko’pincha cheksiz kengayuvchi C_ konturlar bo’yicha integrallar garaladi. Bu
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konturlar shunday quriladiki, R ® I da limitga o’tish natijasida (a,b)

bo’yicha integral hisoblanadi.

Hisoblash talab etiladigan ko’p misollarda C_ kontur bo’yicha integralni

hisoblamasdan, fagat uning limitini hisoblash yetarli. Ko’p hollarda bu limit

nolga teng.

Ko’pgina misollarda esa C_ kontur bo’yicha integralni quyidagi lemma

yordamida baholash mumkin.
Bizga f(z) funksiya yuqori yarim tekislik {Imz i 0} da berilgan bo’lib,
unda chekli sondagi maxsus nuqgtalar: a ;n = 1,2,j ,n gaegabo’lsin.

Lemma-1. Farazqgilaylik f(z) funksiya
{Imz i O}, U(an)
n=1

da golomorf bo’lsin, M (R): max‘f (z)( yugori yarim aylana
g, = {[z‘= R,Im i O} da R ® T nolga intilsin. U holda ixtiyoriy | > 0

uchun

lim  f (z)e"*dz = 0
9r

bo’ladi.

Isbot: Yugori yarim aylana g, ning o’ng qismini Dey orgali belgilaymiz:

D .=

RY

o mlanmicg

z ORe 107 j J B§
2]
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Sinusning j O

N |

oale s W wn!

da qavarigligidan sinj i EJ ga ega bo’lamiz.
P

=R & ¢

Demak, g da

‘e“z = g 'Reini g e_ZF:Rdj =M (R)%(l- e"R)

Bu bahodan kelib chigadiki, R ® T da g, bo’yicha integral nolga intiladi.
Qolgan yarim aylana O = Oz > gy uchun ham baho xuddi shunday olinadi.
Jordan lemmasining ma’nosi quyidagidan iborat. M (R) migdor R ® T da

har qancha sekin nolga yaqinlashishi mumkin, shunga ko’ra f (Z) dan g,

bo’yicha olingan integralni nolga intilishi shart emas. Bu yerda integralni nolga

intilishini ko paytirilgan eksponenta ", | > 0 tezlashtiradi.
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11 BOB

CHEGIRMALAR NAZARIYASINING EGRI CHIZIQLI
INTEGLLARNI HISOBLASHGA TADBIQLARI

2.1. KASR-RATSIONAL HAMDA TRIGONOMETRIK
FUNKSIYALARNING KO’PAYTMASIDAN IBORAT BO’LGAN
FUNKSIYALARNING INTEGRALINI HISOBLASH.

Integrallar nazariyasida xosmas integrallar, ularning yaginlashishi va ularni
hisoblash masalasi muhimdir. Ana shunday integrallardan biri kasr-ratsional
hamda trigonometrik funksiyalarning ko’paytmasidan iborat bo’lgan
funksiyalarning integralini hisoblash talab qgilingan bo’lsin. Bunday integralni

hisoblash usulini aniq misolda ko’raylik.

Aytaylik, Laplas integrali

I
= cos xdx
1; x* + a’

ni hisoblash talab qgilingan bo’lsin. Bu integralni hisoblash uchun yordamchi

eiz
f (Z) = — > funksiyani va C, yarim aylanani olamiz. (2-rasm)
X" +a
Cr
ai
>
-R _qi R
2-rasm
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Ma'lumki g(z)= — funksiya C_. da ‘g(z)‘<

x% + a’ R%- a?

tengsizlikni - ganoatlantiradi, bundan g(z) ning R ® I da nolga tekis

yaginlashishi kelib chigadi. U holda Jordan lemmasigako’ra R ® T da

T f (z)llz =T g(z)s‘zdz ® 0

c C

2 n

Har ganday R > O uchun chegirmalar hagidagi teoremaga asosan

e™dx s edx 2loie'a
_l;x2+a2 ;rx2+a2 2ai
R

ga ega bo’lamiz, chunki integrallash chizig’i ichida yotuvchi yagona maxsus

nugta Z = al qaralayotgan f(z) funksiya uchun 1-tartibli qutb nugta

bo’lganligi sababli 1-tartibli qutb nugtadagi chegirmani hisoblash formulasi

resf(z)= lim ()z-a—lm j(z) _j(a)
ros 1 (z) g@ay(z)( ) !®ay(z) J)(a) v @)

ga asosan yugoridagi natijaga kelamiz.

Endi R ® T da limitga o’tsak

edx _ p
T =
L x2+at aet

ni hosil gilamiz. Hagigiy va mavhum gismlarini ajratib gidirilayotgan integralni

I
: cosxdx _ p
topamiz. T

o, X>+a®  2aet
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2.2. TARKIBIDA KO’RSATKICHLI FUNKSIYA BO’LGAN
INTEGRALLARNI HISOBLASH.

Misol-2.2.1. S. Puasson integrali
T

J = Te
0

- ax

2
cosbxdx

buyerdaa,b OR.

z

Yordamchi funksiya f(z) = ¢ ° i garaymiz. Bu yordamchi funksional

haqiqiy o’q bo’yicha olingan integral analiz kursida Puasson integrali deyiladi

2+r
vau erfl =—Te‘xdx=1

P

Ekanligiga asosan hisoblanadi. Yordamchi funksiyamiz y = h to’g’ri chizigda

g GO _ gan? - o (cosZahx - isin 2ahx)

ko’rinishga ega bo’lib, uning haqiqiy qismi h = b(2+ a)bo’lganda biz

hisoblamoqchi  bo’layotgan integral ostidagi funksiyadan o’zgarmas
ko’paytuvchiga farq qiladi. Shunga asosan integrallash konturini quyidagicha

olamiz (3-rasm).

NI
hi
_ N
2a
AV 1
\ N
- R I R
3-rasm
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Koshi integraliga ko’ra

Te-XZdX +Te' deX +Te-X2dX +Te'X2dx =0 *)
I 1 1 1\
Bu yerda
R i 5 2\ i
T=T e ¥dx = — T e "dt (2.2.1)
I -R ‘\/; 0
L
T =€ e e ™dx (2.2.2)

1 -R

bo’lib, X = £ R bo’lgan I va II kesmalarda

}e- az’®

bo’ladi. Shuning uchun agar @ > Obo’lsa R ® I da(2.2.1) va (2.2.2)
integrallar nolga intiladi. Yugqoridagi (*) integralda R ® I da limitga o’tib,

=e*(R?- y?)J eie'aRz

hamda erfT = 1 ekanidan foydalanib

b

- 2
- e e e dx = 0
a T

ekanini topamiz.
Bu tenglikdan haqgiqiy gismlarini tenglab natijani hosil gilamiz:

I - b2

Te'aXZCOSbXdX = % Beﬁ,a >0

0 a

Misol-2.2.2. A. Eyler integrallarini garaylik:

I T
— 2 — - 2
J1 = T COSX dx vaJ2 = T sinx dx
0 0
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Bu integrallarni hisoblashda yordamchi funksiyani f(z): " ko’rinishda

tanlaymiz. Integrallash konturini esa quyidagicha olamiz. (4-rasm).

4-rasm

C, konturda z* = h almashtirishdan keyin

ih
T fz)z = %T e"dh
Cq C. \/H

ga ega bo’lamiz, bu yerdaCRZ bilan R radiusli aylananing to’rtdan bir qismini
belgiladik. Jordan lemmasiga ko’ra bu integral R ® I da nolga intiladi. Agar

OA ga z=x OB ga x-= Z\ﬁ desak, Koshi teoremasiga ko’ra

R 0
Teixde + T eizde + \/irTe_tzdt =0
0 C R

R

Bu yerda R® I limitga o’tib va erfI = 1 ekanidan foydalanib,
r .
Telx dx =
0

-
i

ni topamiz.
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Bu tenglikda haqgigiy va mavhum gismlarini ajratib:

I I 2 .. 2 I I

2 cosx? - isinx o :
e’ dx = 7 dx = 7 cos X 2dx + i sin X2dx = \ﬂ%
0 0 0 0

ni hosil gilamiz.

Ma’lumki,
T I
T cosx?dx va T Sin X %dx
0 0

bu integrallar quyidagiga teng:

r r
T Cosxdx =  sinx“dx = % % (%)
0 0

Bu integrallar quyidagi maxsus funksiyalarni aniglaydi:

()= 1 ac ()= 1 Lo

" ot N

Hagigatan ham, t = t ? almashtirish qilsak, natijada

S(x) T5|nt2dt C (x) IOTcostZdt
0

larni hosil gilamiz. Endi (**) tenglamalarni

s(r )=c(r )=

ko’rinishida ifodalash mumkin.

N| -

Bu integrallar birinchi bo’lib 1781-yilda Eyler tomonidan hisoblangan.
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2.3. TARKIBIDA KO’P QIYMATLI FUNKSIYALAR BO’LGAN
INTEGRALLARNI HISOBLASH

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasida golomorf funksiyaga teskari
bo’lgan funksiyani o’rganish masalasi ham muhim o’rin tutadi. Aksariyat
hollarda bunday funksiyalar bir qiymatli bo’lmaydi. Argumentning bitta
qiymatiga bir nechta (ba’zi hollarda cheksiz ko’p) kompleks son mos qo’yiladi.
Bunday funksiyalarni qat’iy matematik asosda berish uchun kompleks analizda
Riman sirtlari Kiritiladi. Ana shunday funksiyalardan biri W= Inz

funksiyasidir.

Integral ostidagi funksiya tarkibida ko’p qiymatli funksiyalar qatnashgan

integrallarni hisoblashda ham chegirmalar nazariyasidan foydalanish ancha

qulaydir.
_ Inxdx _ _ _ o
Misol-2.3. T > integralni qaraylik. Bu integralni hisoblash uchun
(4
: . Inz L :
yordamchi funksiyani f(z) = W ko’rinishida olamiz. Integrallash
77+

konturini esa f(z) funksiyaning maxsus nugtasi Z = 0 nugtani kichik C. yarim

aylana bilan aylanib o’tamiz.

Cr

1N
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Bu konturning ichida logarifmik funksiyadan bir giymatli yaprog ajratish
mumkin: Inz orgali 0< argz < ptengsizlik bilan aniglanadigan yaprogni
belgilaymiz. Yordamchi f(z) funksiya Z = | nugtada ikkinchi tartibli qutbga
ega bo’lib, f(z) funksiyaning bu nuqtadagi chegirmasi

B i“ N2OL i Inz p+2i
m @) 1)%%ﬁjlz (z+|) 5

ga teng. Chegirmalar hagidagi teoremaga asosan:

r R
pi _p
TYT T T= 5
-R C, r Cq
Bu tenglikdagi - integral uchun z = Re”, 0<j < p bo’lganda yetarlicha

Cr

katta R larda ‘In z‘= JIN?R +j 271 2InR bo’ladi, bundan

Inz dzl 1 2InR oR

c@er) | R
In

ekanligi kelib chigadi, hamda R ® 0 da T—dz® 0. Xuddi
o+ 1)

shuningdek, z = re", 0<j < pbo’lganda, yetarlicha kichik rlar uchun

Inz|s 21n 1 bo’ladi, bundan
r

Inz 2In1
T ——dz|J —rpr

c, (27 + 1)2 (- r2)2
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bo’lib, bu integral ham I' ® 0 da nolga intiladi:

Inz
T —Zdz ® 0.

s

r

Birinchi 1 integralda z = - x almashtirishdan keyin quyidagicha ega
-R
bo’lamiz:
" Inz " Inx + pi
LNz g Inxrpig

Ve Ty

Hosil bo’lgan bu tenglikda I ® 0 daR ® I da limitga o’tsak

: I p
(o) o)

ni hosil gilamiz. Bu tenglikning hagiqiy gismlarini tenglashtirib, gidirilayotgan

integralning giymatini hosil gilamiz:
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Xulosa
Bitiruv malakaviy ishini yozish jarayonida quyidagi xulosalar olindi:

1. Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning chegirmasi o’rganildi.

2. Kompleks o’zgaruvchili funksiya chegirmasi haqidagi Koshi teoremasi va
Jordan lemmasi o’rganildi.

3. Koshi teoremasi va Jordan lemmasidan foydalanib chegirmalar

nazariyasining egri chizigli integrallarni hisoblashga tatbiglari o’rganildi.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqtalari integral
hisoblanishi talab qilinayotgan sohada bo’lganda shu integralni hisoblashni
kompleks o’zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqtalaridagi chegirmalarini

hisoblashga keltirish o’rganildi.

4. Kasr-ratsional hamda trigonometrik funksiyalarning ko’paytmasidan iborat
bo’lgan integrallarni, tarkibida ko’rsatkichli funksiya bo’lgan integrallarni,
tarkibida ko’p qiymatli funksiyalar bo’lgan integrallarni hisoblash o’rganildi va
misollar bilan to’liq yoritildi. Xususan, Laplas, Puasson, Eyler integrallari

o’rganildi.

O’rganilganlarga doir misollar keltirildi. Shularga asosan aytish mumkinki
yuqgorida keltirilgan integrallarni hisoblashda chegirmalar nazariyasini tatbiq

etish bunday integrallarni hisoblashni osonlashtiradi.
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