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KIRISH

Yurtimizning ta’lim tizimidagi keng ko‘lamli islohatlar zamonaviy,
jahon talablariga javob beradigan yuqgori malakali, ragobatbardosh kadrlar
tayyorlash muammolari bilan uzviy bog‘langanligi barchamizga ma’lum.
Bu islohatlar oz navbatida oliy maktab professor-o‘gituvchilari oldiga
ta’lim maqgsadi va mazmunini jahon andozalariga moslashtirishdek
ma’suliyatli vazifalarni yuklaydi. Bu vazifalar orasida bo‘lajak
mutaxassislarning fundamental fanlarni chuqur egallashiga doir qat’iy
talablarini gondira oladigan yangi o‘quv adabiyotlarini yaratish dolzarb
masalasi yotadi.

Ana shu dolzarb masalani hal etishda oz bo‘lsada o‘z hissasini
go‘shish maqgsadida muallif tomonidan |.A.Karimov nomidagi Toshkent
Davlat texnika universiteti, Alfraganus universiteti talabalariga bir gancha
yillar davomida o‘qigan ma’ruzalari va olib borgan amaliy mashg‘ulotlari
asosida to‘plangan tajribalarga tayangan holda differensial va integral hisob
kursidan darslik yozishga jazm etdi.

Kitobxon e’tiboriga havola etilayotgan mazkur ‘“Differensial va
integral hisob” darsligi oliy o‘quv yurtlarining texnika yo‘nalishlari
talabalari uchun mo‘ljallangan. Unda keltirilgan mavzular oliy o‘quv
yurtlarining barcha texnika yo‘nalishlari uchun tasdiglangan namunaviy fan
dasturiga to‘liq mos keladi.

Darslikdagi ayrim teoremalar isbotsiz keltirilgan. Teoremalarning ana
shu isbotlari bilan giziquvchi kitobxon ularni adabiyotlar ro‘yxatidagi
asosiy adabiyotlardan topishi mumkin.

Kitobda mavzular, ta’riflar, teoremalar, misollar va rasmlarning tartib
ragamlari har bir bob uchun alohida qo‘yilgan. Teorema isbotining, hamda
misol va masala yechimining boshiga P>, oxiriga esa < belgi qo‘yilgan.

Muallif mazkur darslikni yozishni fizika-matematika fanlari nomzodi,
dotsent marhum |G*.Shodmonov| tavsiya qilganini va qo‘l yozma yozilish
jarayonida u o‘zining qimmatbaho maslahatlarini ayamaganligini chuqur
hurmat bilan e’tirof etadi.

Muallif kitob hagida bildirilgan har ganday fikr-mulohazalarni
kitobning sifatini yaxshilash uchun ko‘rsatilgan yordam sifatida
minnatdorchilik bilan gabul giladi (shamsievrahim@rambler.ru).

Muallif.
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| BOB. SONLI TO‘PLAMLAR. SONLI KETMA-KETLIKLAR
1.1. To*plamlar nazariyasi elementlari

To‘plam tushunchasi. Matematik to‘plam tushunchasi majmua,
yigindi, birlashma, birikmalar kabi tushunchalardan sekin-asta shakllanib
kelgan. G.Kantor to‘plamni “bizning ongimizda yoki intuitsiyalarimizda
farqlanadigan ob’ektlarning bir butun bo‘lib yig‘ilgan yig‘indisi” deb ta’rif
beradi.

N.Burbaki taxallusi bilan ijod qilishgan bir guruh fransuz
matematiklari tomonidan yo‘zilgan “To‘plamlar nazariyasi” (1939)
kitobining birinchi nashrida “To‘plam ayrim xossalarga ega va o‘zaro yoki
boshga to‘plamlar elementlari bilan ba’zi munosabatlarda bo‘ladigan
elementlardan tashkil topadi” deb to‘plamga tushuncha berilgan. To‘plam
tushunchasini aniglashda ganday giyinchiliklar tug‘ilishidan qat’iy nazar,
bu tushunchaning o‘zi garalayotgan ob’cktlarni o‘rganishda kuchli qurol
hisoblanishini ta’kidlab o‘tish kerak.

Shunday qilib, to‘plam tushunchasi boshlang‘ich tushuncha bo‘lib:
unga qat’ty ta’rif berilmaydi, ammo u misollarda izohlanishi mumkin.
Masalan, guruhdagi talabalar to‘plami, kutubxonani tashkil giluvchi
kitoblar to‘plami, to‘g‘ri chizigning barcha nuqgtalari to‘plami, berilgan
tenglamaning yechimlari to‘plami, barcha juft sonlar to‘plami hagida
gapirish mumkin.

To‘plamlarni katta 4, B, ..., X, Y, Z harflar bilan belgilaymiz, ularning
elementlarini esa kichik a,b,...,x,y,z harflar bilan belgilaymiz. Bu
qoidaga har doim ham rioya qgilib bo‘lmaydi, chunki ba’zan to‘plamning
o‘zlari ham boshga bir to‘plamning elementi bo‘lib kelishi mumkin. x
element E to‘plamning elementi ekanligi x € E ko‘rinishda belgilanadi va
x element E to ‘plamga tegishli deb aytiladi. x € E yozuv “x element E
to‘plamga tegishli emas” degan ma’noni anglatadi. Agar E to‘plamga x, y, z
elementlar tegishli bo‘lsa, x € E,y € E,z € E deb yozish o‘rniga x,y, z €
E ko‘rinishda yoziladi.

Ikkita A va B to‘plamlar bir xil elementlardan tashkil topishgan
bo‘lsa, ular teng (A = B) deb ataladi. Agar biz to‘plamning elementlarini
bilsak yoki topa olsak. Bu to‘plam berilgan deb hisoblanadi. To‘plamni
uning elementlarini ro‘yxat gilib ko‘rsatib ham aniglash mumkin. To‘plam
elementlarining ro‘yxati figurali gavs ichiga yoziladi. Masalan, elementlari
fagat 1, 2, 3,4 sonlar bo‘lgan to‘plam A = {1, 2, 3, 4} ko‘rinishda yoziladi.
Bitta a elementdan iborat to‘plam {a} ko‘rinishda belgilanadi.



To‘plamni uning ixtiyoriy elementini tavsiflovchi xossani ko‘rsatish
yordamida berish keng go‘llaniladi. g(x) xossaga ega elementlar to‘plami
{x: q(2)} ko‘rinishda belgilanadi. Masalan, A —O°‘zbekistonning shaharlari
to‘plami bo‘lsa, ya’ni

A = {x:x — O'zbekistondagi shahar},
ixtiyoriy x elementning tavsiflovchi g(x) xossasi, x ning O°zbekistonning
shahri ekanligini anglatadi.

Ko‘rsatilgan tavsiflovchi g(x) xossaga hech bir element ega
bo‘Imasligi ham mumkin. Bunday holda bu xossa bo ‘sh to ‘plamni aniglaydi
va bu to‘plam @ ko‘rinishda belgilanadi. Agar to‘plam chekli sondagi
elementlardan iborat bo‘lsa, u chekli to plam, aks holda cheksiz to ‘plam
deyiladi.

Qism to‘plam. Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga ham
tegishli bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamning qgism to ‘plami deb ataladi va bu
munosabat A ¢ B ko‘rinishda yoziladi. B to‘plamning o‘zi va @ bosh
to‘plam B to‘plamning gism to‘plami bo‘ladi. B to‘plamning barcha gism
to‘plamalari to‘plami boshga bir yangi to‘plam bo‘ladi va u P(B) orgali
belgilanadi.

1.1-Misol. Agar E = {a, b, c} bo‘lsa, P(E) to‘plamni tuzing.

»P(E) ={0,{a}, {b},{c},{a b} {a,c},{b,c}{a b, c}} <«

Umuman olganda, agar E to‘plam n ta elementdan iborat bo‘lsa, u
holda P(E) to‘plam 2™ ta elementdan iborat bo‘ladi.

To*plamlarning tengligini gism to‘plam tushunchasi bilan ham berish
mumkin. Agar A c B va B c A, ya’ni A to‘plamning har bir elementi B
to‘plamning ham va aksincha bo‘lsa, A va B to‘plamlar teng deyiladi va
A = B ko‘rinishda yoziladi.

Agar A c B, ammo A # B bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamning to ‘g ri
gismi (B to‘plamning chin gism to ‘plami) deb ataladi.

To‘plamlar ustida amallar. A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamlarning yig ‘indisi yoki birlashmasi deb, A va B to‘plamlarning hech
bo‘lmaganda biriga tegishli bo‘lgan elementlardangina tashkil topgan C =
A U B to‘plamga aytiladi (1.1-rasm).

A va B to‘plamlarning kesishmasi deb, A to‘plamga ham, B
to‘plamga ham tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan C = AN B
to‘plamgsa aytiladi (1.2-rasm).

A va B to‘plamlarning ayirmasi deb, A to‘plamning B to‘plamga
kirmagan elementlaridan tashkil topgan C = A \ B to‘plamga aytiladi (1.3-
rasm).



1.1-rasm 1.2-rasm 1.3-rasm

Masalan, agar A = {1,2,3,4,5} va B = {4,5,6,7,8} bo‘lsa, u holda
AUB=1{1,2,3,4,56,7,8}, AnB ={4,5}, A\B={1,2,3}, B\A=
{6,7,8} bo‘ladi.

Ixtiyoriy sondagi to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi xuddi shu
singari anialanadi.

Agar An B = @ bo‘lsa, A va B to‘plamlar kesishmaydi deb aytiladi.

A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar A to‘plamning har bir
elementiga B to‘plamning yagona elementi mos goyilgan bo‘lib, bunda: 1)
A to‘plamning har xil elementlariga B to‘plamning har xil elementlari mos
go‘yilgan va 2) B to‘plamning har bir elementi A to‘plamning gandaydir
elementi mos go‘yilgan bo‘lsa, A va B to‘plamlar o‘rtasida o zaro bir
giymatli moslik o‘rnatilgan deb aytiladi. Agar chekli A va B to‘plamlar
o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, ulardagi elementlar
soni teng. Agar A va B to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ular ekvivalanet to‘plamlar deb ataladi va A~B
ko‘rinishda belgilanadi.

Agar cheksiz A to‘plam bilan N natural sonlar to‘plami o‘rtasida
o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ya’ni A~N bo‘lsa, A
to‘plam sanoqli to‘plam deb ataladi. Har ganday cheksiz to‘plam tarkibida
sanoqli gism to‘plam mavjud.

1.2. Sonli to‘plamlar
Haqgiqiy sonlar.
1.1-Ta’rif. Koordinatalar boshi deb ataluvchi O nuqgta, masshtab va
yo‘nalish aniglangan [ to‘g‘ri chizig son o‘qi deb ataladi.

Har bir r songa son o‘qining fagat bitta nuqtasi mos keladi va
aksincha, ya’ni son o‘qining har bir nugtasiga fagat bitta haqiqiqy son mos
keladi. Boshgacha qilib aytganda haqigiqy sonlar bilan son o‘gining
nuqtalari o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatilgan.

Haqiqiy soanlar tartiblanganlik xususiyatiga ega: agar a va b haqigiy
sonlar bo‘lsa, u holda yoki a = b, yoki a < b, yoki a > b. Haqiqiy sonlar
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son o‘qgida o‘sish tartibida tasvirlanadi. Hagiqgiy sonlar to‘plami R orqali
belgilanadi.

Agar R haqgiqiy sonlar to‘plamini ikkita +oo va —oco elementlar bilan
to‘ldirilsa, u holda kengaytirilgan son o‘qi va kengaytirilgan R hagiqgiy
sonlar to‘plamiga ega bo‘lamiz. Bunda ta’rifga ko‘ra quyidagi munosabatlar
o‘rinli bo‘ladi:

1. Vx € Ruchun —oo < x < 400, x + 00 = 400, x — 00 = —00;

Vx > 0 uchun x - (+o) = 400, x * (—0) = —0;
Vx < 0 uchun x - (+0) = —0, x - (—0) = +o0;
(+0) + (+00) = F00;

(=) + (—00) = —o0;

(+00) - (+00) = +oo;

(+00) - (—00) = —00, (=) * (+00) = —00;

© NOUA®WN

+00 :
(+0) + (—0) va o amallar aniglanmagan.

Haqiqgiy sonning moduli.
1.2-Ta’rif. x hagigiy sonning moduli deb
_(x, agar x =0
x| = { —x, agar x <0
shart bilan aniglanuvchi manfiy bo‘lmagan |x| songa aytiladi.
Agar € > 0 ixtiyoriy son bo‘lsa, u holda |x| < € tengsizlikdan —e <
x < e yoki x € [—¢; €] ekanligi kelib chigadi.
Hagiqgiy son modulining xossalari.
a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsin.U holda:

1. [ab| = |al|b|;
2. 4 =1« 0,
'b_M& );

3. |la + b| < |a| + |b| (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi);
4. la—b| = |a| —|bl;
Chegaralangan to‘plamlar. D < R sonli to‘plam berilgan bo‘lsin.
1.3-Ta’rif. Shunday b haqiqgiy son topilib, ixtiyoriy x € D element
uchun x < b tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to‘plam yugoridan chegaralangan
deyiladi.
1.4-Ta’rif. Shunday a haqiqiy son topilib, ixtiyoriy x € D element
uchun x = a tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to‘plam quyidan chegaralangan
deyiladi.



1.5-Ta’rif. Agar D to‘plam yuqgoridan va quyidan chegaralangan
bo‘lsa, D to‘plam chegaralangan to‘plam deyiladi. Boshgacha qilib
aytganda, agar D to‘plam chekli [a; b] kesmada joylashgan bo‘lsa, u
chegaralangan deyiladi.
g B b

1.4-rasm

Chekli sondagi nuqgtalardan iborat to‘plam chekli deyiladi.

1.2-Misollar.

1. Natural sonlar to‘plami a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy a
son bilan quyidan chegaralangan.

2. Manfiy sonlar to‘plami ixtiyoriy b =0 son bilan yuqgoridan
chegaralangan.

1.6-Ta’rif. Yugoridan yoki quyidan chegaralangan to‘plam,
chegaralangan to‘plam deb ataladi.

1.1-Teorema. Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday x € D
element topilib, ular uchun |x| > M tengsizlik o°rinli bo‘lsa, D to‘plam
chegaralanmagan bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilamiz, ya’ni D to‘plam chegaralangan bo‘lsin,
ya’'ni D to‘plam quyidan a son bilan yuqoridan b son bilan chegaralangan
bo‘lsin. U holda D to‘plamning ixtiyoriy x elementi uchun a < x < b,
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni D to‘plamning barcha elementlari [a; b]
kesmada yotadi. Ammo teorema shartiga ko‘ra M = max{|al,|b|} son
uchun shunday x € D element topilib, ular uchun |x| > M tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi, ya’ni D to‘plamning [a; b] kesmaga tushmaydigan x elementi
mavjud ekan. Qarama-garshilikka duch keldik. Ana shu garama-qgarshilik
gilingan farazning noto‘g‘riligini anglatadi. <

1.3-Misol.

1. Z butun sonlar to‘plami chegaralanmagan.

2. (—o0; +00),(—00; b), (a; +0) intervallar chegaralanmagan.

To‘plamning quyi va yuqori chegaralari. Agar D to‘plam
yugoridan b son bilan chegaralangan bo‘lsa, b soni D to‘plamning yugori
chegarasi deyiladi. b sondan katta har ganday son ham D to‘plamning
yuqori chegarasi deyiladi.

1.7-Ta’rif. Agar

1) ixtiyoriy x € D son uchun x < M,

2) ixtiyority € > 0 son uchun shunday x* € D topilib, ular uchun
M —e < x* <M tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, M soni D to‘plamning
aniq yugori chegarasi deyiladi.

8



Boshgacha qilib aytganda D to‘plam yuqori chegaralarining eng kichigi
uning aniq yuqori chegarasi deyiladi.
D to‘plamning aniqg yugori chegarasi
M = sup D yoki M = sup{x}

X€D
ko‘rinishda belgilanadi (lotincha supremum —eng katta ma’noni anglatadi).

Yuqoridan chegaralanmagan D to‘plam uchun uning aniqg yugori
chegarasini (+0) deb gabul gilamiz va
supD = +oo
ko‘rinishda yozamiz.
Agar D to‘plam quyidan a soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu a sonini
D to‘plamning quyi chegarasi deb ataymiz. a sondan kichik har ganday son
ham D to‘plamning quyi chegarasi bo‘lishi ravshan.
1.8-Ta’rif. Agar
1)ixtiyoriy x € D son uchun x > m;
2)ixtiyorty € > 0 son uchun shunday x* € D topilib, ular uchun
m < x* <m+ e tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, m soni D to‘plamning aniq
quyi chegarasi deyiladi.
Shunday qilib, D to‘plam quyi chegaralarining eng kattasi bu
to‘plamning aniq quyi chegarasi bular ekan.
D to‘plamning anig quyi chegarasi
m = infD yoki m= ;Ielg{x}

ko‘rinishda belgilanadi (lotincha infinum-eng kichik ma’noni anglatadi).
Quyidan chegaralanmagan D to‘plam uchun
infD = —o0
deb hisoblaymiz.
Masalan. sup [a; b] = b, inf[a, b] = a, sup [a; +0) = +oo,

inf (—oo; b] = —o00, sup Z = +oo, inf Z = —oo0,

Nugtaning atrofi. x; va x, orasidagi masofa deb p(xq,x,) = |x; —
X, | songa aytiladi.

1.9-Ta’rif. a € R nugtaning ¢ atrofi deb

Us(a)={x:a—e<x<a+ &}

to‘plamga aytiladi (1.5-rasm).

U
4. , V@ L,
L L 4 *—

1.5-rasm




1.10-Ta’rif. a nugtaning U.(a) atrofidan a nugtani olib tashlanishidan
hosil bo‘lgan U.(a) = U.(a)\{a} to‘plamga a nugtaning o‘zi kirmagan
atrofi deb ataladi (1.6-rasm).

Ue(a)

a—¢ + &

¢ Q

1.6-rasm

Agar a nugtaning atrofini olishda &€ > o giymatini ko‘rsatish shart
bo‘lmasa biz umumiylashtirib a nugtaning biror atrofi deb aytamiz va uni
U(a) (nugtaning ozi kirmagan atrofini esa U(a)) orgali belgilaymiz.

1.3. Sonli ketma-ketlik va uning limiti
1.11-Ta’rif. Agar har bir n natural son uchun biror x, son mos
go‘yilgan bo‘lsa, u holda
X1, X2 , X3y cen) Xy oo
ketma-ketlik berilgan deyiladi, u {x,} orgali belgilanadi. x, -ketma-
ketlikning umumiy hadi deb ataladi.
Ketma-ketliklarga misollar.

{1}_11 1 1
n - ,2,3’---’n,...-

(2"} =248, ....,2", ...

{sinn} =sin1,sin2,sin3,.....,sinn, .....

Ketma-ketlikning limiti. {x,,} ketma-ketlik va a soni berilgan bo‘lsin.
1.12-Ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha Kkichik € > 0 son uchun
shunday musbat butun N = N(¢g) son topilib, n > N tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda |x, —a| < & tengsizlik
bajarilsa, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
a= lim x,

n—0o

ko‘rinishda belgilanadi.

1.4-misol. {x,} = {Z;g} ketma-ketlik a =% limitga ega ekanligini
isbotlang.
> | I_2n—5 1_‘ —12 ‘_ 3 <
WM g2 2 T 2an+ )l T 2nr1 o F
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Ixtiyoriy € > 0 son uchun |x, — a| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan N

: . : 3 .
musbat butun sonni topamiz. Buning uchun 2n+1<€ tengsizlikni

. 3—e 3 1 i 3 .
yechamiz. n > > =277 N sifatida N = [E] deb olamiz, bu yerda

[c] orgali ¢ sonining butun gismi belgilangan. Agar € = 0,01 bo‘lsa N =
3

[m] = 150.n > 150 uchun

= > < > < > = 1 = 0,01

~2n+1 "2-150+1 300 100

ya’nia = %soni berilgan ketma-ketlikning limiti bo‘lar ekan. <«

1.13-Ta’rif. Ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib,
barcha n > N uchun |x,| > M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik
cheksiz katta deb ataladi va u lim x,, = o ko‘rinishda yoziladi.

n—oo

Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib, barcha
n > N uchun x,, > M (mos ravishda x,, < —M) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bu
holda ham ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi va u lim x,, = 40 (mos

n—->0oo

|xn - Cll

ravishda lim x,, = —oo) ko‘rinishda yoziladi.

n—>0o

Agar ketma-ketlik (chekli) limitga ega bo‘lsa, uni biz yaginlashuvchi,
limitga ega bo‘Imasa, uzoglashuvchi ketma-ketlik deb ataymiz.
Quyida muhim ahamiyatga ega bo‘lgan tasdigni isbotsiz keltiramiz.
1.1-Lemma. (Kantor) o,, = [a,; b, | n=1,2,3,.. kesmalar
to‘plami bir-birining ichiga joylasgtirilgan, ya’ni o,,,c o,(n = 1,2,3 ....)
va lim (b,, — a,) = 0 bo‘lsin. U holda barcha o, kesmalarga tegishli

n—oo
bo‘lgan yagona nuqta mavjud.
Bu lemma hagiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik xossasini yoki son
o‘gining to‘lalik xossasini ifodalaydi.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
1.2-Teorema (ketma-ketlik limitining yagonaligi). Yaginlashuvchi
ketma-ketlik yagona limitga ega. L,
> (x,} ketma-ketlik a limitga ega ¢ 3 T
bo‘lsin. Har ganday b #a son {x,} 1.7-rasm
ketma-ketlikning limiti bo‘la olmasligini isbotlaymiz. Buning uchun ¢ > 0
sonni a va b nugtalarning U.(a), U.(b) atroflari kesishmaydigan qilib
tanlaymiz, masalan € = |b — a|/3 deb olamiz (1.7-rasm).
Shartga ko‘ra limx, =a u holda (a—¢a+¢€) intervaldan

n—>0o

tashgarida, xususan (b — €; b + ¢€) intervalda {x,,} ketma-ketlikning chekli
11




sondagi hadlari yotishi mumkin. Shuning uchun b soni {x,} ketma-
ketlikning limiti bo‘la olmaydi. <

1.14-Ta’rif. Agar ketma-ketlik qiymatlari to‘plami yugoridan
(quyidan) chegaralangan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik yugoridan
(quyidan) chegaralangan deyiladi.

1.15-Ta’rif. Agar ketma-ketlik yugoridan ham, quyidan ham
chegaralangan bo‘lsa, u chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.

1.3-Teorema. (Yaginlashvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi)
Har ganday yaginlashuvchi ketma — ketlik chegaralangan, ya’ni ketma —
ketlikning hamma hadlari uchun m < x,, < M tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan
m va M sonlari mavjud.

» {x,} ketma - ketlik a limitga ega bo‘lsin. Ixtiyoriy e > 0 sonni
olamiz. U holda shunday N natural son topiladiki, n > N bo‘ladigab
barcha n larda {x,,} ketma — ketlikning hadlari U.(a) = (a — €;a + €)
intervalga tushadi. Bu intervaldan tashqarida esa fagat a;; a,; .....; ay
hadlar yotadi (1.8-rasm). Ularning soni chekli.

a—E& a—+ e
*—eo { » . . 1 o
a; ay Ay+1  a  Ayy1 - Az

1.8-rasm

Shuning uchun ularning eng chapdagisi a_ va eng o‘ngdagisi a*
mavjud. a_ va a — ¢ sonlarning eng kichigini m orqali belgilaymiz.

m=min(a_;a — )

M orqgaliesa a, va a+ & sonlarning kattasini belgilaymiz.

M = max(a;;a + &)

U holda [m;M] kesmada a;; a,; .....; a, nugtalar hamda n >
N + 1 tartiq ragamli {a,,}  nugtalar yotuvchi (a — &;a + &) interval
yotadi. Shuning uchun [m ; M] kesmada {x,,} ketma — ketlikning barcha
hadlari yotadi. Bu esa uning chegaralanganligini anglatadi. <

1.4-Teorema. Agar lim x,, = a # 0 bo‘lsa, biror N tartib ragamidan

n—-0o

boshlab ketma — ketlik hadlari ishorasi a limit ishorasi bilan bir xil bo*ladi.
» Umumiylikni buzmasdan a > 0 deb faraz gilamiz. € > 0 sonni
¢ < a bo‘ladigan qilib tanlaymiz. lim x,, = a # 0 bo‘lganligi uchun biror

n—->0o

N tartib ragamidan boshlab {x,,} ketma— ketlikning golgan barcha hadlari
(a — &;a + ¢) intervalga tushadi, yani 0<a—e<x,<a+¢ Bu
tengsizliklar esa {x,,} ketma — ketlikning N dan keyingi hadalari musbat,
ya’ni a Imitning ishorasi bilan bir xil ekanligini anglatadi. <

v
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Natija. Agar limx,, = a, limy, =bva a <b bo‘lsa, uholda
n—o>00 n—>0o

biror N tartib ragamidan boshlab x, <y, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
1.5-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma - ketliklar yaginlashuvchi
va limx, =a,limy, =b bo‘lsa, {x,+y,} ketma — ketlik ham

n—oo n—oo

yaginlashuvchi bo‘ladi va
lim (x, +y,) = limx, + limy, =a+b (1.1)
n—oo n—oo n—oo

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
» limx, = a, limy, = b bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 son
n—>00

n—->00

uchun shunday N, tartib ragam tanlanadiki, bunda n > N; bo‘lganda
lx, —al <e/2 (1.2)
bo‘ladi. Xuddi shu singari shunday N, tartib ragam tanlanadiki bunda
n > N, bo‘lganda
lyn — bl < &/2 (1.3)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. N = max{ N;; N,} deb olamiz. U holdan > N
bo‘lganida (1.2), (1.3) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun n > N
bo‘lganida
|(xn +yn) —(a+Db)| = |(xn —a)+ (yn —b)| <
& &
< |x, —al+ |y, — b| <§+E=£
bundan esa limitning ta’rifiga ko‘ra (1.1) tenglikning o‘rinli ekanligini
anglatadi. <
Xuddi shu singari mulohaza yuritib quyidagi tasdiglarni isbotlash
mumkin.
1.6-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma — ketliklar yaginlashuvchi
bo‘lsa, {x,, — v, } ketma — ketlik ham yaginlashuvchi va lim (x,, — y,,) =

n—oo
lim x,, —lim 1y, tenglik o‘rinli bo‘ladi.
n—oo n—oo

1.7-Teorema. Agar {x,}  ketma — ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa,
{c-x,}  ketma — ketlik ham yaginlashuvchi hamda limc-x, =c-

n—-o0o

lim x,, tenglik orinli bo‘ladi.

n—->oo

1.8-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma — ketliklar yaginlashuvchi
bo‘lsa, (x, - v,) ketma — ketlik ham yaginlashuvchiva lim(x,, - y,) =

n—>00
limx, - limy, tenglik o‘rinli bo‘ladi.
n—>00

n—->oo
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1.9-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma — ketliklar yaginlashuvchi,
hamda ixtiyoriy n uchuny, # 0 va limy, # 0 bo‘lsa, u holda {x—"}

n—-oo yn

i i i _ Xn li_,r{}oxn : -
ketma — ketlik ham yaginlashuvchi va lim (—) = L tenglik o‘rinli
n=0 \n 7}1_{13037”
bo‘ladi.

» {y,} ketma — Kketliklar yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun u
chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun shunday N, tartib ragami mavjudki,
n > N, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda ketma-
ketlikning hadlari uchun m < |y, | < M tengsizlikni ganoatlantiruvchi
m, M sonlar mavjud bo‘ladi. limx, = a, Agﬁloy" =b,b # 0 bo‘lsin. U

n—>00

holda ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N; tartib ragam tanlanadiki,
bunda n > N; bo‘lganda
|x, —al <me/2 (1.4)

bo‘ladi. Xuddi shu singari shunday N, tartib ragam tanlanadiki bunda
n > N, bo‘lganda

lyn = bl < &/2:(lal/|b|m) (1.5)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. N = max{N,; N;; N,} deb olamiz. U holdan >
N bo‘lganida (1.4), (1.5) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun n >

N bo‘lganida

X, a _‘bxn—ayn _‘bxn—ab+ab—ayn
Yn b byn byn
_ [ty
byn B
X —al lal | —al  lal

lyn — bl < lyn — bl <
Yal  Tbyl [bfm ™

me 1 la] ¢ |a £ €

<——+ = =
2 m |bm2 |bjm 2 2

C . S - _ Xn li_f)roloxn
Limitning ta’rifiga ko‘ra bu hosil gilingan tengsizlik lim (—) = 4=
n—oo \Y, limy,

n—oo
tenglining o‘rinli ekanligini anglatadi. <

Qismiy ketma-ketliklar. Agar {x,} ketma-ketlik berilgan va uning
ayrim x,, hadlaridan tartib ragamlari o‘sib borish tartibida (k > k'
ekanligidan n; > n,s kelib chigadi va aksincha) tuzilgan yangi {xnk}

ketma-ketlik {x,} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deb ataladi.

14



{2, } dismiy ketma-ketlikda k bu ketma-ketlik hadining tartib ragami

bo‘ladi, n;, esa uning dastlabki ketma-ketlikdagi tartib ragami bo‘ladi.
Barcha k = 1,2, ... natural sonlarda n, > k ekanligi ravshan, shuning
uchun lli_r)r(}onk = +o0 bo‘ladi.

Yuqorida agar ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u yaginlashuvchi
ekanligini ko‘rsatgan edik. Aksincha albatta o‘rinli emas. Masalan, x,, =
(D™, n = 1,2, ..., ketma-ketlik chegaralangan, ammo u limitga ega emas.
Shuning bilan birga chegaralangan ketma-ketliklarning shunday muhim bir
xossasi borki, u quyidagi teoremada keltirilgan.

1.10-Teorema (Bolsano-Veyyershtrass). Har ganaday
chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik tuzish
mumKkin.

» {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin, ya’'nim < x,, < M,n =
1,2, ..., tengsizlikni ganoatlantiradigan m, M sonlar topiladi.

[m, M] kesmani (m + M) /2 nuqta yordamida ikkita har xil kesmaga
ajratamiz. U holda bu kesmalardan kamida bittasida {x,,} ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p hadlari yotadi va biz uni [m,, M;] orqgali belgilaymiz. Ketma-
ketlikning [m,, M; ] kesmada yotgan ixtiyoriy bitta hadini tanlaymiz. Uning
tartib ragami n, bo‘lIsin:

Xn, € [my, M1], My —my =M —m)/2 (1.6)
Yugoridagi singari [m,, M, ] kesmani ham ikkita har xil kesmaga ajratamiz,
ulardan kamida bittasida ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotadi va
biz uni [m,, M,] orgali belgilaymiz. [m,, M,]| kesmada ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p hadlari yotganligi uchun, ular orasida tartb ragami n, natural
sondan katta bo‘lganlari ham bor. Ulardan birini tanlaymiz. Agar uning
tartib ragami n, bo‘lsa, u holda
Xn, € [My, My]c[my, Mq], ny > 1y (1.7)

M, —my = (My —my)/2 = (M —m)/2? (1.8)

Bu jarayonni davom ettirib, {x,} ketma-ketlikning shunday {x,, } gismiy
ketma-ketligini hosil gilamizki, uning uchun

my < Xk < Mk (19)
[my, My Ic[my—1, My—4] (1.10)
M, —my=M-m)/2%, k=1,2,.. (1.11)

M—-m
2k

sy (e =) = i
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shartlar o‘rinli bo‘ladi. Biz uzunliklari nolga intiluvchi biri-birining ichiga
joylashgan [my, M, ],k = 1,2, ..., kesmalar ketma-ketligini hosil qildik.
Kantor lemmasiga ko‘ra bu kesmalar ketma-ketligining barchasiga tegishli
bo‘lgan yagona & nugta mavjud bo‘ladi va Ili—>llt;lomk = ;li_{?oM" =&

munosabat o‘rinli bo‘ladi. (1.9) tengsizlikga ko‘ra
lim x,, =&.

k—o00

Bu esa {xnk} gismiy ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligidan dalolat
beradi. <
1.16-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N tartib ragami topilib,
n > N,m > N tengsizliklarni qganoatlantiruvchi barcha n,m tartib
ragamlari uchun
|, — x| < € (1.12)
tengsizlik o‘runli bo‘lsa, {x,,} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik deb
ataladi.
Bu shart Koshi sharti deb ataladi.
1.2-Lemma. Agar fundamental ketma-ketlikning biror gismiy ketma-
ketligi yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning limiti asosiy ketma-ketlikning
ham limiti bo‘ladi.
» {x,} ketma-ketlik fundamental, {x,, } esa uning gismiy ketma-
ketligi va
limx, =a (1.13)

k—o00

bo‘lsin. Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. Koshi shartiga ko‘ra shunday bir N
tartib ragami topiladdiki, n,m > N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
n, m natural sonlarda

|y, — x| < &/2 (1.14)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. k tartib ragamini barcha k > k, uchun

Ny >N
bo‘ladigan qilib tanalymiz (lli_r)gonk = 400 bo‘lganligi uchun bunday k,
tartib ragamini tanlash mumkin). U holda barcha n > N va k > k, uchun
|xn — xnk| <¢g/2

tengsizlik orinli bo‘ladi. Bu yerda k — co deb limitga o‘tamiz, (1.13)

tenglikni inobatga olsak, barcha n > N uchun

£
X, —a|l < =<¢
X, —al <3

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa Ilim X, = a degan ma’noni anglatadi. <
—00
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Quyidagi teorema ketma-ketlik limitining mavjudligi uchun zaririy va
yetarli shartni beradi.

1.11-Teorema (Koshi kriteriyasi). {x,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo‘lishligi uchun u Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. {x, } ketma-ketlik chekli a limitga ega bo‘lsin. U holda
limitning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N tartib ragami
topiladiki, n > N,m > N tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha n,m
tartib ragamlari uchun

£ £
|xn_a|<51 |xm_a|<z
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda
|xn_xm| = |(xn_a)+(a_xm)| < |xn_a| + |xm_a| <
€ &
< E + E = E.

Bu esa shartning zarurligini ko‘rsaradi.

Yetarliligi. Dastlab agar ketma-ketlik Koshi shartini ganoatlantirsa,
ya’ni u fundamental bo‘lsa, uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.
Koshi shartiga ko‘ra shunday N tartib ragami topiladiki, barchan,m > N
uchun

|, — x| <1 (1.15)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (¢ = 1 deb olindi). Bu yerda m = N + 1 deb
olsak, (1.15) tengsizlik |x,, — xy+1| < 1 ko‘rinishni oladi. Bundan esa

Xye1— 1 <x,<xyyq+1,n=N+1,N+2, .,
ya’ni {x,,} ketma-ketlikning dastlabki N hadini tashlab yuborishdan hosil
bo‘lgan ketma-ketlik chegaralangan ekan. Shuning uchun {x,} ketma-
ketlikning o‘zi ham chegaralangan.

Shunday qilib {x,,} chegaralangan ketma-ketlik ekan. Shuning uchun
Bolsano-Veyyershtras teoremasiga ko‘ra {x,,} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin. U holda 1.2-
Lemmaga ko‘ra ajratib olingan gismiy ketma-ketlikning limitiga berilgan
{x,} ketma-ketlik ham yaginlashadi. <

Monoton ketma — ketliklar. {x,,} ketma — ketlik berilgan bo‘lsin.

1.17-Ta’if. Agar x; < x5 < X3 ....< X, < X417 < -+ o‘rinli bo‘lsa.
{x,} kamaymaydian ketma-ketlik deb ataladi. Agar x; < x, < X3 ....<
Xp < Xpe1 < -+ ofrinli bo‘lsa, {x,} qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik deb
ataladi.
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1.18-Ta’if. Agar x; = x5 = X3 ....= X5, = X471 = -+ o‘rinli bo‘lsa.
{x,} o‘smaydigan ketma-ketlik deb ataladi. Agar x; > x, > x5 ....>
Xy > Xpeq > oo+ o°rinlibo‘lsa, {x,} qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deb
ataladi.

O‘smaydigan va kamaymaydigan ketma — ketliklar monoton ketma
ketliklar deb ataladi.

Monoton o‘suvchi ketma- ketliklar o‘zining birinchi hadi bilan
quyidan chegaralangan, monoton kamayuvchi ketma ketliklar esa o‘zining
birinchi hadi bilan yugoridan chegaralangan bo‘ladi.

Agar kamayadigan ketma —ketlik yuqgordan chegaralangan bo‘lsa,
ya’'ni shunday M soni topilib, bunda ixtiyoriy n sonda x, < M bo‘lsa, u
holda {x,,} chegaralangan bo‘ladi.

Hagigatan ham bu holda ketma-ketlik hadlari [x,, M| kesmada yotadi.
Agar o‘smaydigan ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo‘lsa, ya’ni
shunday m soni topilib ketma-ketlikning barcha hadlari uchun x,, > m
bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

1.12-Teorema (Veyyershtrass alomati). Har ganday monoton
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

» {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun uning hadlari
to‘plami aniq quyi va aniq yugori chegaraga ega bo‘ladi. M soni {x,}
ketma-ketlik hadlari to‘plamining aniq yuqori chegarasi bo‘lsin. Agar {x,}
kamaymaydigan  ketma-ketlik bo‘lsa, u holda limx, = M ekanligini

n—-0o

ko‘rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifidan, ixtiyoriy & > 0 son uchun shunday
x,, element topilib, bu elementuchun x,, > M — ¢ va a, < M tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Bu ikki tengsizlikdan 0 < M — X,, < € quyi twngsizlik
hosil bo‘ladi. {x,,} kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lgani uchun ixtiyoriy
n=>Nuchun 0<M—-X, <M-—1X, o‘rinlibo‘ladi. Bundanesa 0 <
M — X, < & yoki ixtiyorty n > N uchun |M — X,,| < & tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi. Bu esa M soni {x,} ketma-ketlik limiti ekanligidan dalolat
beradi.

Agar {x,} o‘smaydigan chegaralangan ketma-ketlik va m ketma-
ketlik elementlari to‘plamining aniq quyi chegarasi bo‘lsa, u holda
lim x,, = m ekanligi xuddi shu singari isbotlanadi. <

n—->oo

Mulohaza. Monotonlik ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lishligi uchun
zaruriy shart emas. Masalan, monoton bo‘lmagan {(—1)"/n} ketma-ketlik
yaqginlashuvchi: lim x,, = 0

n—->oo
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e soni. Dastlab matematik induksiya metodiga asoslanib ixtiyoriy n €
N va n > —1 uchun Bernulli nomi bilan ataluvchi quyidagi tengsizlikni
isbotlaymiz:
1+M*">14+n-h. (1.15)
Bu tengsizlik n = 1 uchun o‘rinli. Faraz qgilaylik, tengsizlik biror
n = m > 1 uchun isbotlangan ya’ni (1+h)™ >1+m-h tengsizlik
o‘rinli bo‘lsin vau n =m+ 1 uchun ham o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
So‘nggi tengsizlikning ikkala tomonini 1 4+ h > 0 songa ko‘paytiramiz.
1+h)™>A+mh)(1+h)=1+4 (m+ 1)h+ mh?
O‘ng tomondagi ifodada manfiy bo‘Imagan mh? hadni tashlab yuborsak,
(1+h)™1 >1+ (m+ 1)h tengsizlikka ega bo‘lamiz, ya'ni tengsizlik
n = m + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Shunning uchun matematik induksiya

prinsipiga asosan (1.15) tengsizlik ixtiyoriy natural n soni uchun o‘rinli.

n
Endi {x,} = {(1 +%) } ketma — ketlikni garaymiz. Bernulli

n
tengsizligiga asosan x,, = (1 + %) >1+n- % = 2. Berilgan {x,}

ketma-ketlikdan boshga y,, = x, (1 + %) > 2 ketma— ketlikni tuzamiz. U

holda y, ketma - ketlik uchun y, = (1 + 1/n)™*! va bundan
Yn (n + 1)”+1 _ (n + 2>"+2 (n + 1)2n+3

Vn+1 n n+1 Tt (n + 2)n+2 -
_n m+1)?2 1" _n [1 N 1 n+2
T n+1ln+12-1 T n+1 m+1)2-1
O‘ng tomondan ikkinchi ko‘paytuvchiga Bernulli tengsizligini qo‘llaymiz
l1+ 1 ]"+2>1+ nt2 ., n+2z _ 1
(n+1)2-1 - m+1)2-1 (n)2 +2n n

U holda

)

Vn n 1 n n+1
> (14o) = s
Vn+1 nN+1 n n+l n
ya’ni ¥n 2 Yni1-
Shunday qilib y,, o‘smaydigan ketma-ketlik va u quyidan 2 bilan

chegaralandan shuning uchun u limitga ega. U holda {x,} ketma-ketlik
ham Imitga ega va

limx, = lim T = lim y,,.
n
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Bu limitni biz e orgli belgilaymiz va uning giymati

n

1
e = lim (1 + —) = 2,7182818459 ....

n—oo n
ko‘rinishida bo‘ladi.
1.4. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

Kompleks son tushunchasi. Kompleks sonning algebraik shakli.

1.19-Ta’rif. Kompleks son deb,

z=x+1Iiy (1.16)
ko‘rinishdagi ifodaga aytamiz, bu yerda x va y haqiqiy sonlar bo‘lib, ular z
kompleks sonning mos ravishda hagigiy va mavhum gismi deb ataladi va
ular

x = Rex, y=Imz

ko‘rinishda belgilanadi, i esa i? = —1 xossaga ega bo‘lgan mavhum bir deb
ataladi. z = x + i0 ko‘rinishdagi kompleks sonni x haqgiqiy son bilan bir
deb hisoblanadi.

Kompleks sonning algebraik, trigopnomentrik va ko‘rsatkichli shakllari
mavjud. (1.16) tenglik bilan ifodalangan shakl, kompleks sonning algebraik
shakli deb yuritiladi.

Dekart koordinatalar sistemasida z =

x + iy kompleks sonni geometrik jihatdan
M(x,y) nugta sifatida, yoki 0(0,0)
koordinatalar boshini M(x,y) nugta bilan (¢ Ly
tutashtiruvchi  vektor  sifatida,  yoki

proyeksiyalari (x,y) bo‘lgan 7 radius vektor ? %
sifatida talgin gilish mumkin (1.9-rasm). > ':

Kompleks son tasvirlanadigan tekislik M

(Z) kompleks tekislik deb ataladi. 1.9-rasm

Agar kompleks son z = x + i0 ko‘rinishda, ya’ni u haqiqiy sondan
iborat bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi nugta Ox o‘qda yotadi, shuning
uchun abssissalar o‘qi hagigiy o‘q deb ataladi.

Sof mavhum z = iy kompleks son Oy o‘qda tasvirlanadi, shuning
uchun ham ordinatalar o‘qi mavhum o‘q deb ataladi.

Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar. Agar ikkita
Zy = X1 +iy1,2, = x5, + iy, kompleks sonlar uchun x; =y, x, =y,
tengliklar o°rinli bo‘lsa, ular teng kompleks sonlar deb ataladi: z; = z,.

Ikkita z; = x; + iy,, 2z, = x, + iy, kompleks sonlarning yig‘indisi,
ayirmasi, ko‘paytmasdi va nisbati quyidagicha aniqlanadi:

Lz & 25 = (% +iy) £ (xp + iy2) = (01 £ x2) + i(y1 T y2)
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2.21 2y = (x1 + iy1) (X + iy2) = (X1X3 — y1¥2) + i(x1Y2 + x2¥4)
Z1 X1+iYq _ (X1+iY)(X2=1Y5) _
Zy Xo+i Yy (X2+iYo)(Xp—1Y5)

(920 + 1Y) iy — X1Y2) | X1Xp + V1Yo 4 L X2Y1 — X1)2
B X2% + y5° x4 y,? l X2 +y,2

Kompleks sonlarni qo‘shish va kopaytirish amallari quyidagi xossalarga
ega:

1. Kommutativlik

Z1t* 2, =2+ z1, Zy "Zp =2y 74
2. Assotsiativlik
(z1+ 22) + 23 =21+ (22 + 23); (21" 23) " 23 = 21 - (23 " 23);
3. Distributivlik

zy (2, +23) =21 2, + 21 - 23
i mavhum birni darajaga ko‘targanda quyidagi giymatlarni go‘yish
kerak: i? = —1; i3 = —i; i*=1; i°> =i; i® = —1; i’ = —i va hokazo.
zZ = x — iy kompleks son z = x + iy kompleks songa go ‘shma deb ataladi.
Qo‘shma kompleks sonlar uchun ayrim xossalarini ko‘rsatib o‘taylik:
z+zZ=(x+iy)+ (x —iy) = 2x;

z-Z=(x+iy) (x—iy) =x?+ y?

- _ (7
Z1 Vv 2y =21+ Zy; Z1Zy) =21 Zy; |—|=—

Zy Z

1.5- Misol. Ko‘rsatilgan amallarni bajaring:

_ N V3—i V3i
1.(2 +4))(4 — 0); 2o 3 (2 - \/_L)(\/_+l)+3\/_+l
1 (2+40)(4—1i)=8—2i+16i —4i® = 12 + 14i,(i? = -1).
, 3= _ (V3-9)(3-i3) _ 3y3-6i+i*V3 _2/3-6i _+3 i
'3+iﬁ_(3+iﬁ)(3—iﬁ)_ 9+3 12 6 2
3.(2 \/—1) =33 — gﬁ\/_i_g\/—_l-l_
(2 3i)(3\/_—') 6v3 — 2i —9i +3i?

T E ) (3VE - )=3“§“'+ 27+ 1
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Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakli. z
kompleks songa mos keluvchi 7 radius-vektor uzunligi kompleks sonning
moduli deb ataladi va

|W| =r = |z| = /x? + y? (1.17)

formula bilan hisoblanadi. OM vektor va Ox o‘gning musbat yo‘nalishi
orasidagi ¢ burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi va Arg z
ko‘rinishda belgilanadi, ya’ni ¢ = Argz. Bunda ¢ burchak soat strelkasi
harakatiga garama-garshi yo‘nalishda hisoblansa musbat deb olinadi, aks
holda, ya’ni soat strelkasi yo‘nalishida hisoblansa manfiy deb olinadi.
Argyment bir giymatli aniglanmaydi, 27t ga karrali bo‘lgan go‘shiluvchi
aniqligida aniqlanadi:

=3V3—i+

Argz = argz + 2km,
bu yerda k = +1,+2, ... va argz bosh giymat bo‘lib, u quyidagi shartlarda
aniglanadi:
—n <argz <m yoki 0 <argz < 2m

( arctg(y/x), x>0,
m + arctg(y/x), x<0,y=>0,
argz =< —m +arctg(y/x), x<0,y <0, (1.18)
/2, x=0,y>0,
\ —1/2, x=0y<0.

1.9-rasmdan ko‘rinib turibdiki
X =T1Ccos@;y =7sing.
Shuning uchun z = x + iy kompleks sonning trigonometrik shakli
Zz=rcos@ +irsing yoki z =r(cos¢@ + ising) (1.19)
ko‘rinishni oladi, bu yerda r kompleks sonning moduli, ¢ esa
argumentning bosh giymati bo‘lib, u tg ¢ = y/x tenglikni ganoatlantiradi.
Algebraik shakldan trigonometrik shaklga o‘tish

r=|z| =+x?+y? va cosp =x/r,sinp = y/r (1.20)
formulalar orqgali amalga oshiriladi.

1.6-Misol. Ushbu kompleks sonning moduli va argumentini toping
- 7T " 7T
z=—sing—icosg.
» Hagigiy va mavhum gismi uchun
[ [
= —sin=< 0, = —cos— < 0.
X sing y cos ¢
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(1.18) formulaga ko‘ra argumentning bosh giymati
argz = —m + arctg (Ctg E) = —1 + arctg [tg (E — E)] =
8

2 8
3 3 51
= —m + arctg (tg §> = —T[+§= —?

bo‘lganligi uchun

5
Argz=—§+2kn, k=0+1++2,..;

— lein2 T 2T _
|z| —\/sm g+ cos 8—1. <
Yuqorida keltirilgan kompleks sonlar va vektorlar orasidagi moslik
kompleks sonlarni go‘shish va ayirish amallarini geometrik talgin qgilish
imkonini beradi (1.10-rasmda z; va z, kompleks sonlarning yig‘indisi va
ayirmasi tasvirlangan).

‘\Zl +Z2
N

v X

=
1.10-rasm S

Kompleks sonlar ustida go‘shish va ayirish amallari uchun quyidagi
tengsizliklar bajarilishini osongina ko‘rsatish mumkin:

|21 + 25| < |z1| + |25]

1.21
171 = 221 = |71] = |2,] (121

Kompleks sonlar uchun muhim formulani keltiramiz:
cos@ + ising = e'? (1.22)

(1.22) formula Eyler formulasi deb yuritiladi. Bu formulaning ma’nosini va
isbotini keyinrog beramiz. U holda (1.19) formulaga (1.22) formulani
go‘llasak

z=re (1.23)
kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini hosil gildik.
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Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakllari kompleks
sonlar ustida ko‘paytirish va bo‘lish amallarini bajarishga juda qulay. Agar
z; = re'®1 va z, = r,e'?2 bo‘lsa, u holda

Tlei<p1 . Tzei(pz = rlrzei(q)Z'Hoz). (124)
(1.24) tenglikni osongina isbotlash mumekin:
Z1Z, = 111 - 1,e'?2 = 1, (cos ¢, + isin ¢;)r,(cos @, + isinp,) =

= 1r;1»[(cos ¢ cos @, + sin ¢4 sin @,) +
+i (sin ¢4 cos ¢, + sin @, cos @;)] =
= i1y (cos(@y + @2) + isin(@y + ¢3)) = e’ @2+es,

Shunday qilib kompleks sonlar ko‘paytirilganda ularning modullari ham
ko‘paytiriladi, argumentlari esa go‘shilar ekan:
1z12;| = |21] - |z,|, arg(z12;) = argz; + argz,. (1.25)
Agar r, # 0 bo‘lsa xuddi shu singar kompleks sonlarning nisbati uchun
2L _Ne i) (1.26)
Z1 1e¥z
tenglikni hosil gilish mumkin. (1.26) tenglikdan ko‘rinib turibdiki

A |24 | A
—| =—, arg— = argz, — arg z, (1.27)
Z2 |z, | Z2
z kompleks sonni n natural darajaga ko‘tarish amalini Kiritamiz:
zZ"=z-."2.
N e
n marta

(1.24) formulaga ko‘ra z = r(cos ¢ + i sin ¢) kompleks sonni n darajaga
ko‘tarish

2" = (r ei‘p)n = r"e™ = r"(cosne + isinng) (1.28)
goidaga ko‘ra amalga oshiriladi. So‘ngi tenglikda r = 1 bo‘lsa
(cos@ + isinp)™ = cosng + isinng (1.29)

Muavr formulasini hosil gilamiz.

Kompleks sondan ildiz chigarish amali quyidagicha amalga oshiriladi.
Agar
wht =z (1.30)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, w kompleks soni z kompleks sonnning n darajali
ildizi deb ataladi va u w = ¥z ko‘rinishda belgilanadi.

Ixtiyoriy z = 0 uchun Wz ildiz n turli giymat qgabul gilishini
ko‘rsatamiz. (1.30) formulaga z =r e, w = p e'® ifodalarni qoyib
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phen? = r el (1.31)
tenglikka ega bo‘lamiz. lkkita kompleks sonning tengligidan, ular
modullarining tengligi, rgumentlari esa teng bo‘lishi yoki bir biridan 2 ga
karrali bo‘lgan go‘shiluvchi bilan farq qilishi kelib chigadi. Shuning uchun
(1.31) munosbatdan

n

pt=r, nd = ¢ + 2kn
yoki
+ 2km
p="r, 6="— (1.32)

formulani hosil gildik. (1.32) formuladagi birinchi tenglikdan z kompleks
sonnning n darajali ildizlarining barchasi bir xil modulga ega ekanligini,
ikkinchi tenglikdan qo‘shiluvchi bilan farg qilishini ko‘rish mumkin.
Bundan esa z # 0 kompleks sonning n darajali ildizlarining turli

giymatlariga mos keluvchi nugtalar markazi w = 0 nugtada va radiusi ’i/m
bo‘lgan aylanaga ichki chizilgan n burchak uchlarida yotishi kelib chigadi

(1.11-rasm). s
Ay y

RV

w;
1.11-rasm 1.12-rasm

(1.32) formulada k soniga 0,1, ..., n — 1 giymatlarni berib

Vz = Vr(cos(¢ + 2km) /n + isin(e + 2km) /n), (1.33)
yoki
. Q+2km
Vz="re' " n (1.34)
n turli kompleks sonlarni hosil gilamiz.
1.7-Misol. /i ildizning barcha giymatlarini toping (1.12-rasm).
» z = i kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozamiz

.TT

z=1i=e'2,
(1.34) formulaga asosan
25



Wy = (5" 23Lk> k=012

Bu yerdan
i T[+__7T \/3+_1 V3 +1i
= 6 = — _— = —_ =
Wy =¢€ cos6 151n6 > 12 >
2T 57T_|_. . 5T \/3+,1 —V3+i
= 6 = e _——— —_ =
wy=e cos6 Lsm6 > tis >
31 3 3
W3=eLT=cos—+isin7=—i. <

Kompleks sonlar ketma-ketligining limiti. {z,,} kompleks sonlar
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

1.20-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N = N(¢) tartib
ragami topilib, n = N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural
sonlarda

|z, —z| < &
tengsizlik o°rinli bo‘lsa, z kompleks soni {z,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va u
z = limz, yoki 2z, —> oo (1.35)
n—oo n—oo
ko‘rinishda yoziladi. z limitga ega bo‘lgan {z,} ketma-ketlik z soniga
intiladi deb aytiladi.

{z,,} ketma-ketlikning har bir z,, = x,, + i y,, hadi bir juft x,, va y,
hagiqy sonlar bilan aniglanadi. Shuning uchun {z,,} kompleks sonlar ketma-
ketligiga bu ketma-ketlik z,, hadlarining haqiqgiy va mavhum gismlaridan
tuzilgan ikkita {x,,}, {v,} haqiqiy sonlar ketma-ketligi mos keladi.

1.13-Teorema. {z,} kompleks sonlar ketma-ketligi yaginlashuvchi
bo‘lishligi uchun, {x,}, {y,,} haqigiy sonlar ketma-ketligining ikkalasi ham
bir vaqgtda yaginlashuvchi bo‘lishligi zarur va yetarli.

» Zarurligi. {z,,} ketma-ketlik z soniga intilsin. U holda ta’rifga
ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N tartib ragami topiladiki, n > N
shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda |z,, — z| < € tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki

1zZn =zl = [ +iy) —ix+ i = =)+ T O =Y =

2 |xn _xll
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1zp —z| = [ +iy) —ix+ i) = —x)+i (O —y) 2
= |y, — yl.

Shuning uchun n > N shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda
|Xn—X| =< |Zn_Z| <é&va |Yn_37| = |Zn_Z| <é&
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, bundan esa
limx, =x, limy, =y (1.36)

n—>00 n—>00
ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Agar (1.36) o‘rinli bo‘lsa, u holda hagigiy sonlar ketma-
ketligi limitining ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N;
tartib ragami topiladiki, n > N; shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural
sonlarda

1) &
%n xI<\/§, [Vn yl<\/7

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun

12y — 2] = |(en + iyn) —i(x +iy)| =3/ (0 — %)%+ (1 — ¥)2 < &.
Bu esa

lim z, = 7lim (Xn + V) =x+ 10y

n—oo

ekanligidan dalolat beradi. <

Isbotlangan tasdiq haqiqiy sonlar ketma-ketligi uchun olingan barcha
natijalarni kompleks sonlar ketma-ketligiga ham o‘tkazish imkonini beradi.

Ko‘phadning kompleks ildizlari. aq, a4 ,..., a, koffisiyentlari
haqigiy sonlardan iborat

P,(x) =agx™+a;x" 1+ +a,

ifodaga n —darajali haqiqiy koeffisiyentli ko‘phad deyiladi, bunda a, #+ 0.

Agar P,(c) = 0 bo‘lsa, x = ¢ soni B,(x) ko‘phadning noli yoki ildizi
deb ataladi.

1.14-Teorema. Agar z, = a + fi kompleks son PB,(x) haqigiy
koeffisiyentli ko‘phadning ildizi bo‘lsa, uning qo‘shmasi z, = a — Bi
kompleks son ham B, (x) ko‘phadning ildizi bo*ladi.

» z, kompleks son P,(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsin, ya’ni

aog(zo)" +a;(zg)" 1+ +a, =0. (1.37)

U holda bu tenglik chap tomonidagi ifodaning go‘shmasi ham nolga teng
bo‘ladi:

ag(zg)® + a;(zg)" 1+ -+ a, =0. (1.38)
Ixtiyoriy z, va z, kompleks sonlar uchun
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71t 2, =21+ 2, VA Z125 = Z12,
ekanligini inobatga olsak, (1.38) tenglikdan
ag(Zg)"+a,(Z)" 1+ +a,=0 (1.39)
yoki P, (z,) = 0 tenglikga ega bo‘lamiz. «
Xususiy holda, diskriminanti manfiy, ya’ni p? —4q < 0 bo‘lgan
kvadrat x2 + px + g = 0 tenglamaning ildizlari o‘zaro go‘shma

P p* _ P p* .
ZO——E— C[—Zl, ZO__§+ q—Il

kompleks sonlar bo‘ladi.
1.8-Misol. x? — 4x + 13 = 0 tenglamani yeching.
» Tenglamaning diskriminantini topamiz:
D=(—4)>—-4-1-13 =16 —52 = —36.
U holda tenglamaning ildizlari

436 4-6i ,

X1 = = =2 — 3i,
21 2

_4+%86_4+&_2+3,

MTTo T T !

o‘zaro gdo‘shma kompleks sonlardan iborat. <«

Endi matematika fanining eng katta yutuglaridan biri bo‘lgan,
algebraning asosiy teoremasini keltiramiz. Bu teorema ilm-fanning juda
ko‘p sohalarida tadbiq gilinadi.

1.15-Teorema. Darajasi birdan kichik bo‘lmagan ixtiyoriy sonli
koeffisiyentli har ganday tenglama kamida bitta ildizga ega va umumiy
holda bu ildiz kompleks son bo‘ladi.

Nazorat savollari

1. Qanday to‘plamlar chegaralangan to‘plam deyiladi?

2. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegarasiga ta’rif bering?

1. Nugtaning atrofi deb ganday to‘plamga aytiladi?

4. Sonli ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

5. Qanday ketma-ketliklar yaginlashuvchi deyiladi?

6. Qanday ketma-ketliklar cheksiz kichik va cheksiz katta bo‘ladi?

7. Chegaralangan ketma-ketlik har doim ham yaqginlashuvchi bo‘ladimi?
8. Kompleks sonning ganday ko‘rinishlari mavjud?

9. Qnaday kompleks son sof mavhum deb ataladi?

10. Kompleks sonning moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?
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Mashqlar.

1
1. {nz} ketma-ketlikning limiti nol ekanligini isbotlang. Agar: a) ixtiyoriy
e>0;b)e=0,1; v) e=001 bo‘lsa, n tartib ragamimning ganday

qumatlarldaﬁ < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

2. {#} ketma-Kketlikning limiti bir ekanligini isbotlang.
Limitlarni toping:

11 (n — 3)? 41 n*+3n3-5n+7
a0 nz ' nl—r>{>10n3+7n2 8n—11
n*—6n+8 In3—6n+ 8

5 1 ) 0. :
now 512 — 8 o n—1
¥nZ=6n+2-2n
7. lim
n>o3n3 —3n2 +8n+1— Vn3 +5n—4
Vnt—6n+1+3¥2n—-1
8. lim

ot —Tn+1—3ant—6

(Ko‘rsatma. n o‘zgaruvchi ko‘phadlari nisbatining limitini hisoblashda
surat va maxrajni dastlab n? ifodaga bo‘lib olgan magsadga muvofiq
bo‘ladi, bu yerda p maxrajdagi ko‘phadning eng katta darajasi. Bu usul
irratsional ifodani saqlagan kasrlarning limitini topishda ham go‘llaniladi.)
Limitlarni toping:

9. i s 10, Tim (242 .
" nbom+ Dl —nl ' nli?o(3+9+ +3n)
1 nsin 5n
11. lim =1+ 2+ +n). 12, lim —
n—oo N2 n-o N< + 2
11. }llm (V2n+3—+2n+1). 14. lim (\/nz +3n—1- n)
- n—oo
15 1'(1+1++ ! ) 16. lim =
ne\1-2 ' 2-3 n—1)-n) w2t 4 1
17. Kompleks sonning moduli va argumentning bosh giymatini toping:
] . T T

5’ 7 7’
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T T .
d) sin—+icos§; € 1-+3i

18. Kompleks sonni trigonometrik va ko‘rsatkichli shaklda yozing:

1 V3. 1=t & .

19. Quyidagi tenglamalarning haqiqiy yechimlarini toping:
a)(1+i)x+ (—2+5)y=—-4+17i;
b) 2-3i)x+ B+ 2))y=4—-19i

20. Hisoblang:
1—i\° i5+2)\°
_ . N2, .
a) (1-20)2+ 103 b) (1+i> ; C) (i19+1> :
21. lldizlarning barcha giymatlarini toping:
a) Vi; b) YV=1;v) ¥=9;9) V1 +iV3
22. Limitni hisoblang.
1 5n in?
a lim(Z—i+—1+i>; b) 1 - :
) n—oo n( ) ) 111—1303n+2 n?+n—4i

iTl
c) lim (1 + —).
n—>00 n
23. Tenglamalarni yeching:
a)x>+6x+25=0;b)x?—8x+41=0;c)x?—6x+13=0.
Javoblar.
l.a)1/J/Je<n.b)3<n.v)10<n. 1.1. 4. 0. 5.1/5. 6.1/9. 7.—2. 8.

—4.9.0.10.1/2.11.1/2.12.0.11.0.14. 3/2.15.1.16. 1. 17. a) |z| = 5,
argz = arctg% + +2km. D) |z| = 4,argz = 2?” + 2km.

C)lz| =1,argz = 67n+ 2km.d) |z| = 1,argz = %+ 2km.

2n
e'3.

e)lz| =2, argz= —%+ 2km. 18. a) cosz?n+ +isin2?n
30



i

NS

1T
b) cos (—E) + isin (—E) = e7'2.¢) cos= + isins = e

2 2 2 2
3m ., . 3m i3
d)2(cosT+lsmT)=Ze 4, 19.ax=2,y=3;b)x=5y=-2
20. a) 11—-2i; b)i; c¢) (1+3i)/2. 21. a) wy, =7(1+l),W1 =
20, b) wo= R+ 0w =R (14 Dwy = E (1)
2 . 6 . 6 .
W3=\/T_(1—l).C)WO=g(1+l),wl=g(—1+l),
V6 V6

W2=7(—1—i),W3=7(1—i). d)wy =vV3+i,w; =—V3—i 22.
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11 BOB. BIR O‘ZGARUVCHIILI FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI

2.1. Funksiya tushunchasi. Funksiyalarning berilish usullari

Funksiya tushunchasi. Birorta X,Y haqigiy sonlar to‘plamlari
berilgan bo‘lsin.

2.1-Ta’rif. Agar har bir x € X son uchun birorta qonun-goida
asosida aniqg bir y € Y soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya
aniglangan deyiladi va

y=f(x) yoki y=vy(x), x€Xyoku f: X ->Y
ko‘rinishida yoziladi. Bunday funksiyalarni sonli funksiyalar deb ataymiz.
X to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, x erkli o‘zgaruvchi yoki
argument deb ataladi. y = f(x) funksiyaning aniglanish sohasi D(y) yoki
D(f) orqgali belgilanadi. Y to‘plam esa funksiyaning giymatlar sohasi deb
ataladi va u E (y) yoki E(f) orgali belgilanadi.
Ba’zi funksiyalarni ko‘rsatishda f(x) o‘rniga f belgi ham ishlatiladi.
Shunday qilib, agar:

1. X aniglanish sohasi;

2. Har bir x € X songa funksiyaning y = f(x) qiymatini mos

go‘yuvchi f moslik berilgan bo‘lsa, funksiya aniglangan bo‘ladi.
Agar f va g funksiyaning anglanish sohasi ustma — ust tushsa va
aniglanish sohasidan olingan har bir x uchun f(x) = g(x) o‘rinli bo‘lsa,
ular teng funksiyalar deb ataladi. Ushbu y = x2, —co<x <o va y=
x?, 0<x<1 funksiyalar teng emas; ular fagat [0;1] kesmadagina
teng.

Funksiyaga misollar.

1. {x,} ketma-ketlik natural sonlar to‘plamida aniglangan butun
argumentli funksiya bo‘ladi va f(n) =x,, (n =123 ....)

1, agar x > 0
2.y =signx =4 0, agar x =0
—1, agarx <0
sign belgisi lotincha signum - ishora so‘zidan olingan. Bu funksiya
—o0 < x < oo sono‘gining hamma joyida aniglangan; giymatlar to“plami
esa uchta {—1,0, 1} sonlardan iborat (2.1-rasm).

3.y =[x] buyerda [x] sifatida x sonning butun gismi olingan,
ya’ni [x] giymat x dan katta bo‘Imagan eng katta butun songa teng. n <
x <x+1 uchun [x] =n, n=0,+1,+2,+3,.. bu funksiya son o‘gining
hamma joyida aniglangan, giymatlari to‘plami esa butun sonlardan iborat
(2.2-rasm).
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Endi funksiyalar uchun muhim bo‘lgan ayrim tushunchalarni

Kiritamiz.
A

RIA AR

R —_—

0 217 _
X 21 [ 1234
—i-1 X
—»T—l — 1.2
2.1-rasm 2.2-rasm

2.2-Ta’rif. Agar har bir x € D(f) nugta uchun bitta f(x) € E(f)
nugta mos go‘yilgan bo‘lsa, y = f(x) bir giymatli funksiya, aks holda ko‘p
giymatli deyiladi.

E(f) to‘plamda birorta y =y, nuqgtani olamiz; u holda D(f)
to‘plamda kamida bitta shunday x, nuqgta topiladiki, uning uchun y, =
f(xo) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunday nuqgtalar bir nechta, hattoki cheksiz
ko‘p ham bo‘lishi mumkin. Shunday qilib, E (f) to‘plamdan olingan har bir
y nugta uchun D(f) to‘plamdan bitta yoki bir nechta x nugta mos go‘yildi.
Natijada bir yoki ko‘p giymatli x = g(y) funksiyani hosil qildik. Bu
funksiya y = f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi va u x = f~1(y)
orgali belgilanadi. Agar £~ funksiya ham bir giymatli bo‘lsa, u holda y =
f (x) funksiya o°zaro bir giymatli deb ataladi.

Funksiayaning berilish usullari. Funksiya uch xil: analitik, grafik va
jadval usul bilan beriladi.

Analitik usul.  Agar y = f(x) funksiya x o‘zagruvchining
giymati ustida gandaydir amallar bajarilishini ko‘rsatib turuvchi formula
bilan aniglansa, bu funksiyani biz analitik usul bilan berilgan deb ataymiz.
Masalan ,

y=x3+1,—0<x <
funksiya analitik usul bilan berilgan.

Bu holda funksiyaning aniglanish sohasi deganda (agar u alohida
ko‘rsatilmagan bo‘lsa) x argumentning funksiyani aniglovchi analitik
ifoda haqiqiy va chekli giymatni gabul gildiradigan barcha haqiqiy sonlar
to‘plami tushuniladi. Bunday ma’noda funksiyaning aniqlanish sohasini
yana mavjudlik sohasi deb ham yuritiladi.

y = V4 — x? funksiya aniglanish sohasi —2 < x < 2 kesmadan
iborat.
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y = x? + 5x + 7 funksiyaning aniglanish sohasi —oo < x < oo son
o‘gining barcha joyidan iborat.

Har ganday formula har doim ham funksiyani aniglayvermaydi.
Masalan, y = V1 —x2+Vx2—4 formula hech ganday funksiyani
aniglamaydi, chunki yuqgoridagi ikkala ildiz ham bir vaqgtda hagigiy sonni
aniglaydigan x argumentning haqiqiy giymati mavjud emas.

Funksiyaning analitik berilishi murakkab ko‘rinishda ham bo‘lishi
mumkin. Xususiy holda, funksiya ozining aniglanish sohasining turli
gismlarida turli formulalar bilan aniglanishi mumkin. Masalan funksiya
quyidagi ko‘rinishda berilgan bo‘lishi mumkin (2.3-rasm)

0, x <0;
x, 0<x<1;
FO)=9,_% 1<x<2
0, x> 2.
by g "M (xo, f (%))
1o
f(x) <
. s | X
@) 1 2 X 5 N >
2.3-rasm 2.4-rasm

Grafik usul. Agar y = f(x) funksiya grafigi berilgan bo‘lsa, u
grafik usul bilan berilgan deyiladi. Bunda grafik (x, f(x)) nugtalar
to‘plami ko‘rinishida berilgan bo‘lib,  uning absissasi funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli, ordinatasi esa funksiyaning mos giymatiga
teng bo‘ladi (2.4-rasm).

Har ganday funksiyaning grafigini ham chizmada tasvirlab bo‘Imaydi.
Masalan , Dirixle funksiyasini

1, agar x — ratsional
D(x) = {O, agar x — irratsional
chizmada tasvirlanmaydi. D(x) funksiya son o‘qining hamma joyida
aniglangan, giymatlari esa ikkita 0 va 1 sondan iborat.

Jadval usul: Argumentning bir nechta giymatiga mos keluvchi
funksiyaning qgiymatlari biror jadvalda keltirilgan bo‘lsa, funksiya jadval
usulda berilgan deyiladi. Funksiya jadval usulda berilganida uning
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aniglanish sohasi jadvalda keltirilgan x;, x5, x5 ...x,,  giymatlaran iborat
bo‘ladi.

Murakkab funksiyalar. Ba’zan y = f(u) funksiyaning u
argumenti erkin o‘zgaruvchi bo‘lamsdan, u ham o‘z navbatida boshga bir
o‘zgaruvchiga, masalan x o‘zgaruvchiga u = g(x) ko‘rinishda bog‘liq
bo‘lgan holga duch kelamiz. Bunday holda y o‘zgaruvchining x
o‘zgaruvchiga bog‘ligligini ifodalash uchun u oraliq o‘zgaruvchi o‘rniga
g(x) ifoda go‘yiladi: y = f(g(x)) . Bu qoida bo‘uyicha ifodalangan
funksiyani murakkab funksiya yoki f va g funksiyalarning superpozitsiyasi
deb ataladi. Ba’zan bu yozuv o‘rniga y = fog(x) ifoda yoziladi va u f va
g funksiyalarning kompozitsiyasi deb ataladi.

Murakkab  funksiyaning qiymatini  hisoblashda dastlab x
o‘zgaruvchining giymati bo‘yicha oraliq u o‘zgaruvchining giymati
hisoblanadi. So‘ngra esa hisoblangan u giymat bo‘yicha y = f(u) giymat
hisoblanadi. y=f(u) va wu=g(x) funksiyalar y = f(gx))
superpozitsiya tashkil gilishlari uchun birinchisining aniglanish sohasi bilan
ikkinchisining qiymatlari sohasi bo‘sh bo‘lmahgan kesishmaga ega
bo‘lishlari lozim, ya’ni D(f) n E(g) # @. Bunda murakkab funksiyaning
D(f~g) aniglanish sohasi g(x) funksiya aniglanish sohasining u = g(x)
giymatlar f(u) funksiya aniglanish sohasida chigib ketmaydigan gismidan
iborat bo‘ladi.

Ushbu misolni garaymiz: f(u) = vu, u = g(x) = x — 1 bo‘lsin. U
holda D(f) =[0,+), D(g) = R bo‘ladi. Demak D(feg) = [1, +0).
Murakkab funksiyaning o‘zi esa y = f(g(x)) =vx—1 ko‘rinishda
bo‘ladi.

Funksiyalarning ayrim xossalari.

Davriy funksiyalar.

2.3-Ta’rif. X € R to‘plamda aniglangan f (x) funksiyaning davri
deb, shunday T > 0 songa aytiladiki, bunda ixtiyoriy x € X nugta uchun
(x —T,x +T) € X munosabat va

fx+T)=flx—T) = f(x) (2.1)
tenglik oriinli bo‘ladi.

nT,n € N son ham funksiyaning davri bo‘ladi. Masalan, T berilgan
f (x) funksiyaning davri bo‘lsa 2T ham uning davri bo‘ishini ko‘rsatamiz.
Haqgigatdan ham, ixtiyoriy x € X nuqgta uchun, birinchidan x + 2T =
((x £ T) £ T) € X vaikkinchidan (2.1) tenglikka ko‘ra

fxx2T)=f(x+xT+T)=f(x£T)=f(x).
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Bundan keyin funksiyaning davri deganda uning davrlarining eng
kichigi tushuniladi.

Agar f(x) funksiyaning davri T bo‘lsa, g(x) = f(ax + b)
funksiyaning davri T/a bo‘ladi, bu yerda a > 0,b o‘zgarmas sonlar.
Hagigatdan ham, (2.1) tenglikka ko‘ra

g(x+§) =f(a<x+§)+b) =f(lax+b+T)=f(ax +b) = g(x).

Davrga ega bo‘lgan funksiyani davriy funksiya deb ataymiz.

Davri T bo‘lgan X € R to‘plamda aniglangan f(x) funksiyaning
grafigini yasash uchun, uning grafigini ixtiyoriy [a, a + T] kesmada yasash
yetarli, bu yerda a € X —birorta son. So‘ngra Ox koordinata o‘qgi bo‘ylab
+T, +2T, ..., davrga suriladi.

2.5-rasmda davri T = 2 bo‘lgan y = 2vsin x funksiyaning grafigi
keltirilgan.

2.5-rasm

Monoton funksiayalar. f(x) funksiya X Cc R to‘plamda
aniglangan va x4, x, bu to‘plamning ixtiyoriy nuqtalari bo‘lib, ular uchun
X1, < x, tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.

1) Agar f(xq) < f(xy) bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda
o ‘suvchi;

2) agar f(x1) < f(xy) bo‘lsa, kamaymaydigan;

3) agar f(xq) > f(x,) bo‘lsa, kamayuvchi;

4) agar f(x;) = f(x,) bo‘lsa o ‘smaydigan funksiya deb ataladi.

Barcha to‘rt holda funksiyani X to‘plamda monoton deb ataladi, 1) va
3) hollarda gat’ty monoton deb ataladi. Qat’iy monoton funksiyaning
teskarisi mavjudligi va teskari funksiya ham gat’iy monotn bo‘lishi ravshan.

2.1-Misol. » y =x,y = x3 funksiyalar R son o‘gida o‘suvchi
bo‘ladi, y = x? funksiya esa (—,0) intervalda kamayuvchi va (0, +)
intervalda o‘suvchi bo‘ladi, ammo x = 0 nugtani o‘zida saglovchi har
ganday intervalda monoton bo‘lmaydi. y = ¢ = const, funksiyani bir
vagtning o‘zida ham kamaymaydigan, ham o‘smaydigan funksiya deb
hisoblash mumkin. <
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Juft va toq funksiyalar. f(x) funksiyaning D(f) =X € R
aniqglanish sohasi O koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘lsin (2.6-
rasm), ya’'ni agar x € X bo‘lsa, —x € X bo‘ladi.

2.4-Ta’rif. Agar ixtiyoriy x € X nugta uchun f(—x) = f(x) tenglik
o‘rinli  bo‘lsa, X € R to‘plamda aniglangan f (x) funksiyani juft, agar
f(—x) = —f(x) bo‘lsa tog funksiya deb ataymiz.

2.6-rasm 2.7-rasm

Juft funksiyaning grafigi Oy o°‘qqga nisbatan simmetrik (2.6-rasm), toq
funksiyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik (2.7-
rasm) bo‘ladi. f(x) funksiyaning juft yoki togligini aniglash uchun f(—x)
funksiyani tahlil gilish kerak. Har doim ham bir garashdan funksiyaning juft
yoki togligini aniglab bo‘Imaydi. Bunday hollarda ayniy almashtirishlarni
bajarish kerak.

2.2-Misol. Ushbu

f(x) =loga(x+ x? +1),x€ R

funksiya toqg ekanligini ko‘rsatamiz.
» Hagigatdan ham

f(=x) =log, (—x ++/x% + 1) =
o (—x + \/xz—-l-l)(x + \/xz—-l—l) _
ke x+ Va2 1 B

=—loga(x+ x2+1)=—f(x). <

1
= lo
S VI T 1

2.1-Teorema. [- a, a] kesmada aniglangan har ganday funksiyani juft
va toq funksiyaning yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin va bu tasvir
yagona bo‘ladi.

» f(x) = @)+ yY(x) vyigindini yozamiz, bu yerda ¢(x)- juft
funksiya, ¥(x) esa tog. U holda f(—x) = @(—x) + Y(—x) = p(x) —
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Y(x) tenglik hosil bo‘ladi. f(x) va f(—x) uchun tuzilgan tengliklarni
hadma-had go‘shib
xX) + —X X)— —X
SAC) 2f< )y =@ 2f( )
izlanayotgan funksiyalarni topdik. Bu esa f(x) funksiyani yagona usul
bilan juft va toq funksiyalarning yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkinligini
ko‘rsatadi. <

Funksiya oldidagi ishoraning o‘zgarishi funksiyaning juft yoki
toqgligiga ta’sir qilmaydi. Faqat juft yoki fagat toq funksiyalarni qo‘shganda
ularning yig‘indisi yana juft yoki toq bolib golaveradi. Ixtiyoriy sondagi
juft funksiyalarning ko‘paytmasi yana juft bo‘ladi, toq funksiyalarning
ko‘paytmasi esa ko‘paytuvchilar soniga bog‘lig: ko‘paytuvchilar soni juft
bo‘lsa ko‘paytma juft, ko‘paytuvchilar soni toq bo‘lsa ko‘paytma toq
bo‘ladi.

Juft ham tog ham bo‘lmagan funksiyalarni umumiy ko‘rinishdagi
funksiyalar deb ataymiz.

Chegaralangan funksiyalar. D < R to‘plamada aniglangan f(x)
funksiya berilgan bo‘lsin.

2.5-Ta’rif. Agar shunday M (mos ravishda m) o‘zgarmas son topilib,
barcha x € D nugtalar uchun f(x) <M (mos ravishda f(x) =>m)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya D to‘plamda yugoridan (mos
ravishda quyidan) chegaralangan deyiladi.

2.6-Ta’rif. Agar shunday C > 0 o‘zgarmas son topilib, barcha x € D
nugtalar uchun |[f(x)| < C tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya D
to‘plamda chegaralangan deyiladi.

Funksiya D to‘plamda chegaralangan bo‘lishligi uchun u quyidan
ham, yuqoridan ham chegaralangan bo‘lishi kerakligi ravshan. Agar D
to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi bilan ustma-ust tushsa va funksiya
bu to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, uni biz chegaralangan funksiya deb
ataymiz. Aks holda funksiyani bu to‘plamda chegaralanmagan deb ataymiz.
Bu esa, ixtiyoriy € >0 son uchun |[f(a)]>C tengsizlikni
ganoatlantiruvchi a € D nuqta topiladi degan ma’noni anglatadi.

2.3-Misol. R son ogida aniglangan

1
f(x)=1+x2

funksiya D = R to‘plamda chegaralangan, chunki ixtiyoriy x € R uchun
0 < f(x) < 1 tengsizlik o‘rinli.
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2.4-Misol. g(x) =1/x funksiya [1,400) yarim intervalda
chegaralangan, chunki ixtiyoriy x € [1,4o) uchun 0<g(x)<1
tenngsizlik  o‘rinli.  Xuddi shu  funksiya (0,4+c0) intervalda
chegaralanmagan.

Elementar funksiyalar. Quyidagi funksiyalarni asosiy elementar
funksiyalar deb ataymiz:

1. y=x% darajali funksiya, bunda a € R. Umumiy holda uning
aniglanish sohasi (0 ; +0) son o‘gining yarmidan iborat. Agar a =n €
N bo‘lsa, x* funksiya (—oo; 400) son o‘gining hamma joyida aniglangan.

2.y =a* ko‘rsatgichli funksiya, bundaa >0, a# 1. U son
o‘gining hamma joyida aniglangan.

3. y =log, x logarifmik funksiya, bunda bunda a >0, a # 1
Uning aniglanish sohasi (0 ; 4+0) intervaldan iborat.

4, y=sinx , y=cosx , y=tgx , y=ctgx trigonometrik
funksiyalar. y = sinx, y = cos x funksiyalar son o‘qining hamma joyida
aniglangan. y = tg x funksiya x # g+ kr bo‘lganda aniglangan. y =
ctg x funksiya esa x #+ kr bo‘lganda aniglangan, bu yerda k ixtiyoriy
butun son.

5. y =arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x teskari
trigonometrik funksiyalar. y = arcsinx , y = arccosx funksiyalarning
aniglanish sohasi [—1; 1] kesmadan iborat. y = arctgx , y = arcctg x
funksiyalar esa son o‘qining hamma joyida aniglangan.

Bu elementar funksiyalarning grafigini chizish o‘quvchiga mustaqil
bajarishga goldirildi.

2.2. Funksiyaning limiti

Funksiyaning nuqtadagi limiti. Funksiyaning limiti matematik
tahlildagi markaziy tushuncha hisoblanadi.

f (x) funksiya a nuqgtaning biror U(a) atrofida aniglangan bo‘lsin (a
nugtaning o‘zida aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin).

2.7-Ta’rif (Koshi). Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son

topilib,

lx —al <6 (2.2)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € U(a) uchun

If(x) — Al <e (2.3)

tensizlik  o‘rinli bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning a nugtadagi limiti
deyiladi va u lim f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.
xX—a
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2.5-Misol.  f(x) =c=const funksiya wuchun limf(x)=c
xX—-a

ekanligini ko‘rsatamiz.
» Ixtiyoriy € >0 son va x uchun f(x) —c=c—c=0<e¢,
Shuning uchun § sifatida ixtiyoriy musbat sonni olish mumkin. <

2.6-Misol. lirr(l)x = 0 ekanligini isbotlang.
X—>

» Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz va [x — 0] = |x| < € bo‘sin. § = ¢
deb olsak ta’rifning shartlari bajariladi. <
2.7-Misol. lirr%x2 = 4 ekanligini isbotlang.
x—

» Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz va |x? — 4| < & bo‘sin.
X2 —4]|=|(x=2)(x+2)|=|x=2] " |(x —2) + 4| <
<|x—2|(lx — 2| +4)

ekanligini inobatga olsak |x — 2|? + 4|x — 2| < ¢ tengsizlikni garash
yetarli. Bu tengsizlik esa

x—2|<-2++V4+¢

tengsizlikka teng kuchli. Shuning sababli |x? — 4| < & tengsizlikning

bajarilishi uchun (2.2) munosabatda § = —2 + V4 + ¢ deb olish yetarli. <«
2.8-Misol. Tenglikni isbotlang: }CiI)?llxl = |al.

» Ixtiyoriy haqigiy a, b sonlar uchun o‘rinli bo‘lgan ||a| — |b|| <
|a — b| tengsizlikdan foydalanamiz. U holda ||x| — |a|| < |x —alva(2.2)
munosabatda § = € deb olish kifoya. Hagigatan ham |x —a| < § = ¢
bo‘lsa,

llx| = lal| < lx—al <8 =¢
bo‘ladi. <«

Topshiriq. Quyidagi limitlarni tengsizliklar yordamida (e — 4 tilida)
ifodalang
1) limf(x)=3; 2) lim f(x) =4; 3)limf(x) =-7; 4) lim f(x) =

8x—>2 x—--—1 x—4 xX—>—6

y = f(x) funksiyaning a nuqgtadagi Y1
limitining geometrik talgini 2.8-rasmda
tasvirlangan. Tasvirga ko‘ra a nugtaning § 4+¢

: : A
atrofidan olingan barcha x nuqtalarga mos

keluvchi f(x) qiymatlar A nuqgtaning €
atrofiga tushadi. O

A-¢

2.8-rasm
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y = f(x) funksiya a nuqgtaning biror U(a) atrofida aniglangan bo‘lsin
(a nugtaning o‘zida aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin).

2.8-Ta’rif (Geyne). Agar x argument giymatlarining a nuqgtaga
intiluvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketligiga mos keluvchi {f(x,)} ketma-
ketlik A soniga intilsa, bu A soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti
deyilaadi.

Keltirilgan ta’rifdan f(x) funksiyaning a nuqgtada limiti yo‘gligini
ko‘rsatishda foydalanish qulay. Buning uchun limiti mavjud bo‘lmagan
birorta {f(x,)} ketma-ketlikni topish yetarli, yoki turli limitlarga ega
bo‘lgan ikkita {f (x,,)} va {f (x,,} ketma-ketliklarni ko‘rsatish kerak.

Misol sifatida x = 0 nugtada boshga hamma joyda aniglangan f(x) =

sin% funksiyaning x = 0 nuqtada limiti mavjud emasligini isbotlaymiz
(2.9-rasm).

» x = 0 nugtaga intiluvchi ikkita {n—ln} va {n 1 } ketma-

>+Nm
2
ketliklarni garaymiz. Funksiya giymatlarining mos ketma-ketliklari turli

limitlarga intiladi: {sinnm} ketma-ketlik nolga, {Sin (g+nn)} ketma-

ketlik esa birga intiladi. Bu esa f(x) = sin% funksiyaning x = 0 nugtada
limiti mavjud emasligini anglatadi. <
11y

y =sin_
2 1
Tz = b X,
| i/&

-1
2.9-rasm
Mulohaza. Funksiyaning nuqtadagi limitining ikkala ta’rifi (Koshi
ta’rifi, Geyne ta’rifi) teng kuchli.
Funksiyaning cheksizlikdagi limiti.
2.9-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M > 0 son topilib,
barcha x > M uchun |f(x) — A| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni f(x)
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funksiyaning x argumenti +oco ga intilgandagi limiti deyiladi va u
lim f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.

X—400

Cheksizlikdagi limitning geometrik talgini 2.10-rasmda keltirilgan.
Rasmda € —ning Dberilgan giymatiga ko‘ra M nugqtani ta’rifning sharti
bajariladigan qilib ganday tanlash kerakligi ko‘rsatilgan. x - 4+ da
funksiyaning grafigi y = bgorizontal to‘g‘ri chiziqga cheksiz yaginlashib
boradi.

x — —oo dagi limit ham xuddi shu singari Kiritiladi. x — oo dagi
limitning ta’rifini beramiz: Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M > 0 son
topilib, barcha |x| > M uchun |f(x) — A| < & tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A
soni f(x) funksiyaning x argumenti coga intilgandagi limiti deyiladi va u
;i_p;lof(x) = A Kko‘rinishda yoziladi. Bu holda funksiya grafigi ikki

tomonlama y = b gorizontal asimptotaga ega bo‘ladi (2.11-rasm).
71 y = f(x) y = F(x)

2.10-rasm 2.11-rasm

2.9-Misol. 0 < a < 1 uchun lim a* = 0 ekanligini ko‘rsatamiz.

X—4+ 00

» Ixtiyoriy € > 0 uchun a* < ¢ bajariladi deb faraz gilamiz. 0 < a <
1 bo‘lganda log, x funksiyaning xossalaridan foydalanib a* < ¢
tengsizlik o‘rniga x > log, € tengsizlikni olamiz. M = log, € deb olsak
ta’riftning sharti bajariladi. <

2.10-Misol. lim 12 = 0 ekanligini isbotlaymiz.

xX—00 X

. 1 .
» Dastlab ixtiyoriy € musbat son uchun ) < & bo‘lsin. U holda
x2 > 1/e,yoki |x| > 1/+/e. Agar ta’rifdagi M sifatida M = 1/+/e sonni
olsak |x| > M uchun | — 0| < & orinli bo*ladi. <

Funksiyaning cheksizlikka intilishi.
2.10-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan qgat’iy nazar shunday § >
0 son topilib, a nugtaning o‘zi kirmagan Ug(a) atrofidagi barcha x
nugtalar uchun f(x) > E tengsizlik bajarilsa, +oc berilgan  f(x)
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funksiyaning x = a nuqgtadagi limiti deyiladi va u limf(x) = 400
xX—a

ko‘rinishda yoziladi.

2.12-rasmda E ning qiymati bo‘yicha
d = min{a — x;,x, — a} giymatini
ta’rifning sharti bajariladigan qilib ganday
tanlash ko‘rsatilgan. x argument a nugtaga
intilganda funksiyaning grafigi vertikal Ef-——— F1)
asimptota deb ataluvchi x =a to‘gri ]
chizigga cheksiz yaginlashadi.

—oo funksiyaning biror nugtadagi limiti "
bo‘lish ta’rifi ham xuddi shu singari [/ X1 X
kiritiladi. Buni  o‘quvchiga mustaqil 2.12-rasm
bajarishiga goldiramiz.

2.11-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan gat’iy nazar shunday § >
0 son topilib, a nugtaning o‘zi kirmagan Ug(a) atrofidagi barcha x
nugtalar uchun |f(x)| > E tengsizlik bajarilsa, oo berilgan  f(x)

funksiyaning x = a nugtadagi limiti deyiladi va u Jl}_r)rglf(x):oo

Ay

xRy

ko‘rinishda yoziladi.

2.13-rasm 2.14-rasm

2.13-rasmda E ning gqiymati bo‘yicha & = min{a — x;,x, — a}
giymatini ta’rifning sharti bajariladigan gilib ganday tanlash ko‘rsatilgan. x
argument a nugtaga intilganda funksiyaning grafigi vertikal asimptota deb
ataluvchi x = a to‘g‘ri chiziqga cheksiz yaginlashadi.

Endi x argument cheksizlikka intilganda f(x) funksiya giymati ham
cheksizlikka intilish ta’rifini beramiz.

2.12-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan qat’iy nazar shunday M >
0 son topilib, barcha |x| > M nugtalar uchun |f(x)| > E tengsizlik

43



bajarilsa, oo berilgan f(x) funksiyaning x argumenti cheksizlikka
intilgandagi limiti deyiladi va u lim f(x) = oo ko‘rinishda yoziladi.
X—00

2.14-rasmda Eqiymat bo‘yicha ta’rifdagi shartni qanoatlantiruvhci M
sonini topish usuli ko‘rsatilgan.

2.11-Misol. lim = = +oo ekanligini isbotlaymiz.
x-0X

L 1 . .
» Dastlab ixtiyoriy E musbat son uchun 2 > E o‘rinli bo‘lsin. U

holda x? < %yoki x| < iE Agar ta’rifdagi 6 sifatida § = 1 sonni olsak

JE JE

1 1 - . .
|x| < & uchun |x_2| =2 > E orinli bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘rax — 0 da

1
— — +© degan ma’noni anglatadi. <
X

2.12-Misol. lim x3 = oo ekanligini tekshiramiz.

X—00

» Ixtiyoriy E > 0 soni uchun |x3| > E bo‘lsin. Bundan esa |x| >
VE tengsizlikni hosil qilamiz. Ta’rifdagi M sifatida M = YE sonni olsak
ta’rif sharti bajariladi. <

Bir tomonlama limitlar. Yuqorida f(x) funksiyaning a nuqtadagi
limitiga ta’rif berishda x argument a nuqtaga uning o‘zi kirmagan biror
U(a) atrofi doirasida ganday ko‘rinishda intilishiga hech ganday
chegaralash go‘yilmagan edi. Biroq a nugta funksiyaning D (f) aniglanish
sohasida o°zi kirmagan atrofga ega bo‘lmasligi ham mumkin (masalan,
f(x) =+/x funksiya uchun D(f) ={x € Rix >0} sohada x =0
nugtaning o°zi kirmagan atrofi mavjud emas). Bunday holda x
argumentning a nugtaga intilishi a nuqgtaning bir tomonlama bo‘lgan o‘zi
kirmagan yarim atrofi doirasida ma’noga ega bo‘ladi. Ammo funksiya a
nugtaning o‘zi kirmagan atrofida aniglangan taqdirda ham x argument a
nuqgtaga intilganda funksiyaning o‘zgarish xususiyatini o‘zi kirmagan yarim
atrof doirasida amalga oshirilish magsadga muvofig bo‘ladi. Bunday
chegaralash bir tomonlama limit tushunchasini kiritishga olib keladi.

a nugtaning chap yarim § atrofi deb

Us(a) ={x:x<a,a—x<6}
to‘plamga, o‘zi kirmagan chap yarim § atrof deb
Us (@) = Us (@)\{a}

to‘plamga aytiladi.
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2.13-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son topilib, a
nugtaning o‘zi kirmagan chap yarim Uj (a) atrofidan olingan barcha x €
Uy (a) nugtalarda

If(x) — Al <e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa A soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap limiti
deb ataladi vau lim 0f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.

x—-a—
a nugtaning o‘ng yarim atrofi Uz (a) = {x:x = a,x — a < §} vao‘zi
kirmagan o‘ng yarim atrofi esa Ujz(a) = Ui (a)\{a} ko‘rinishda
aniqlanadi. Funksiyaning a nugtadagi o‘ng limiti ham xuddi chap limit
singari aniglanadi.
Funksiyaning a nugtadagi chap va o‘ng limitlarining giymatlari uchun

Jim fG) =f@a=0),  lim f(x) = f(a+0)

belgilashlar ishlatiladi.

Funksiyaning nugtadagi limitini bir tomonlama limitlardan farglash
uchun uni biz ikki tomonlama limit deb ataymiz. Funksiyaning nungtadagi
ikki tomonlama va bir tomonlama limitlarining mavjudligi orasidagi
bog‘liglik ushbu teoremada keltiriladi.

2.2-Teorema. A soni f(x) funksiyaning a nugtadagi ikki tomonlama
limiti bo‘lishligi uchun A soni bir vaqtning o‘zida ham chap, ham o‘ng limit
bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. limf(x) = A bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy € > 0

xX—a
son uchun shunday 6 > 0 son topiladiki, |x — a| < § tengsizlikni, shu

jumladan x < a,a—x < ¢§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalat uchun |[f(x) — A| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa bir
tomonlama limitning ta’rifiga ko‘ra f(a — 0) chap limitning mavjudligini
va uning A soniga tengligini anglatadi. Xuddi shu singari f(a + 0) o‘ng
limitning mavjudligi va u A soniga tengligi ko‘rsatiladi.

Yetarliligi. f(a —0) va f(a + 0) limitlar mavjud va ular A soniga
teng bo‘lsin. Bir tomonlama limitlarning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son
uchun shunday 6;,8, > 0 sonlar topiladiki, x < a,a —x < §; va x >
a,x —a < 6, tengsiliklarni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun
|f(x) — A| < & tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. § = min{d,, §,} deb olsak |a —
x| < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi x nugtalar yoki a — x < &; yoki x —
a < &, tengsizlikni ganoatlantiradi va ular uchun |f(x) — A| < € o‘rinli.
Bu esa ikki tomonlama limitning ta’rifiga ko‘ra chl_I)TCll f(x) = A ekanligini

anglatadi. <
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2.3. Limitlar hagida teoremalar
2.3-Teorema (limitning yagonaligi). Agar f(x) funksiya a nugtada
limitga ega bo‘lsa, bu limit yagonadir.
> }Ci_)rgf(x) = A bo‘lsin. Har ganday B # A soni f(x) funksiyaning

a nugtadagi limiti bo‘lmasligini isbotlaymiz. |f (x) — B| ayirma modulini
baholash uchun ||a| — |b|| < |a — b| tengsizlikdan foyfalanamiz:

FG) = Bl = |(F(x) —4) — (B — A)| = |If(x) — 4] — |B — Al| =
=|IB — Al = |f(x) — Al|. (2.4)
B—A4|

£=——>0 deb olamiz. limf (x) = A bo‘lganligi uchun, olingan € > 0
xX—a

soni uchun shunday 6 > 0 son topiladiki, |x —a| < §, x # a tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x nuqgtalar uchun |f(x) — Al < ¢ tengsizlik

bajariladi. U holda (2.4) munosabatdan |f(x) —B| > @
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib shunday ¢ > 0 son topildiki, § >
0 son ganday bo‘lishidan qat’iy nazar shunday x # a nuqtalar topiladiki,
0 < |x — a| < & tengsizlik bilan bir gatorda | f (x) — B| = ¢ tengsizlik ham

bajariladi. Bu esa B # lim f (x) ekanligini anglatadi. <
xX—a

2.14-Ta’rif. Agar shunday M >0 va & >0 sonlar topilib, a
nuqtaning Us(x,) atrofidan olingan barcha x nugtalar uchun |f(x)| < M
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtaning atrofida chegaralangan
deyiladi.

2.4-Teorema (limitga ega funksiyaning chegaralanganligi). Agar
f(x) funksiya a nugtaning atrofida aniqlangan va a nuqtada limitga ega
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya bu nugtaning biror atrofida chegaralangan
bo‘ladi.

> }Cif)?lf(x) = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0, xususan, € =1

=&

uchun shunday & >0 son topiladiki, [x—a]<d tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqgtalar uchun

lf(x) —A] <1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Har doim

IfCI = 1Al < [f(x) — Al

ekanligidan

If )l <Al +1
tengsizlikka ega bo‘lamiz. M = max {|A| + 1, |f(a)|} deb olamiz. U holda

a nugtaning Us(x,) atrofidan olingan har ganday x nuqgtada
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f)l <M
tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra f(x) funksiyaning a nugta
atrofida chegaralanganligini anglatadi. <
Aksincha, f(x) funksiyaning a nugta atrofida chegaralanganligidan
f (x) funksiyaning a nuqtada limiti mavjudligi kelib chigmaydi. Masalan,

f(x) = sin% funksiya x = 0 nugtaning atrofida chegaralangan: barcha x #

0 nuqtalarda

sinl‘ <1,

X

ammo uning bu nuqtada limiti mavjud emasligini §2.2 da ko‘rgan edik.

2.5-Teorema. f(x) funksiya a nuqtada A limitga ega bo‘lsin. Agar a
nugtaning biror Ugss(a) atrofidagi barcha x nugtalar uchun f(x) =0
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa ( a nugtaning o‘zida esa o‘rinli bo‘lmasligi
mumkin), A = 0 bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni A < 0 bo‘lsin. U holda a
nugtaning yuqorida aytib o‘tilgan Ug/(a) atrofida f(x) — A >0 o‘rinli
bo‘ladi. f(x) funksyaning a nuqgtadagi limiti A soniga teng bo‘lganligi
uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6" > 0 son topiladiki |x —al| <
6" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nuqgtalarda |f(x) — A| =
f(x) — A < & tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar e = —A deb olsak oxirgi
tengsizlik f(x) —A < —A ko‘rinishni oladi. Bundan esa f(x) <0
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar § = min{é’,5"'} deb olsak barcha x €
Us(a) nuqgtalarda f(x) < 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa teoremadagi
f(x) =0 shartga zid. Ana shu zidlikdan teoremaning isboti kelib
chigadi. «

2.6-Teorema. f(x) funksiya a nuqtada A > 0 (A < 0) limitga ega
bo‘lsin. U holda a nugtaning shunday Ug/(a) atrofi topilib, bu atrofdan
olingan barcha x nuqgtalar uchun f(x) > 0 (f(x) < 0) tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi (a nugtaning o‘zida esa o‘rinli bo‘Imasligi mumkin).

> chi_r)rcllf(x) = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0, xususan, 0 < € <

A uchun shunday & >0 son topiladiki, |[x —a] <’ tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqgtalar uchun
If(x) —Al <e
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikni
A—e<f(x)<A+¢
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ko‘rinishda yozishimiz mumkin. A — & > 0 ekanligini inobatga olsak,
so‘ngi tengsizlikdan Ugs(a) atrofdan olingan barcha x nugtalar uchun
f(x) > 0 tengsizlik bajarilishi kelib chigadi.
A < 0 bo‘lgan hol ham xuddi shu singari isbotlanadi. <
2.7-Teorema(tengsizlikda limitga o‘tish). Agar a nugtaning biror
atrofidagi barcha x nuqtalarda f(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli (a nugtaning
o‘zida esa o‘rinli bo‘lmasligi mumkin) va bu f(x), g(x) funksiyalar a
nuqtada limitga ega bo‘lsa,
limf(x) < limg(x)
xX—a xX—a
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (2.15-rasm). V4
» Teskarisidan faraz qilamiz, ya’ni
limf(x) =4, chi_r>rcll<p(x) =B va A>B

xX—a

bo‘lsin. Teorema shartiga ko‘ra a nugtaning

biror Ug/ (a) atrofidagi barcha x nuqtalarda y = f(x)
o(x)— f(x)=0. Bundan tashqari /\0\
limf(x) = A va limg(x) = B bo‘lganligi O ’
xX—a xX—a

tufayli ixtiyoriy € > 0 sonuchunshunday  2.15-rasm . *
8" > 0 son topilib, barcha x € Ugrr(a) nugtalar uchun |f(x) — A| < £/2,
lo(x) — B| < ¢/2 tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. § = min{é’, §"'} deb olsak,
barcha x € Us(a) nugtalarda

gx)—f(x)+A—B =0
hamda

gx) = f)+A-B=|glx)-B+A~-f(x)| <
&

2~ ¢

<19() — Bl +1f () -4l <5+

o‘rinli bo‘ladi. ¢ = A — B deb olsak
p(x)—f(x) +A—B<A—-B yokip(x)—f(x) <0
tengsizlik barcha Us(a) nuqgtalarda o‘rinli bo‘ladi. Bu esa teoremadagi
shartga ziddir. Bu zidlikdan teoremaning isboti kelib chigadi. <
f(x) < g(x) qat’iy tengsizlikdan ularning limitlari uchun ham qat’iy
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chigmasligini aytib o‘tish kerak. Bu limitlar
mavjud bo‘lsa, u holda ular uchun

limf(x) < limg(x)
xX—a xX—a
bo‘lishinigina tasdiglay olishimiz mumkin. Masalan,
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_ 2 _(2x?%, x # 0,
fe) =xtvagln = {3 20
funksiyalar uchun f(x) < g(x) tengsilik o‘rinli, ammo ularning limitlari
teng:
lirr(1)f(x) < lir%g(x) = 0.
X X—
2.8-Teorema (oraliq funksiyaning limiti). Agar a nugtaning biror
atrofidagi barcha x nuqgtalarda g(x) < f(x) < @(x) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa (a nugtaning o‘zida esa o‘rinli bo‘lmasligi mumkin) va g(x), ¢ (x)
funksiyalar a nugtada bitta A limitga ega bo‘lishsa, u holda f(x) funksiya
ham a nugtada A soniga teng bo‘lgan limitga ega bo‘ladi (2.16-rasm).

» a nuqtaning Ug (a) atrofidagi
barcha x nugtalarda g(x) < f(x) < p(x) 74
tengsizlik  o‘rinli  bo‘lsin. limg(x) =

xX—a
limp(x) = A ekanligidan ixtiyoriy € > 0

xX—a

son uchun shunday 6" > 0 son topilib

|lx — a| < §"'tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢
barcha x nuqtalarda |@(x) —A| <¢&/3, a
|W(x) — B| < €/3 tengsizliklarning o‘rinli 2.16-rasm
bo‘lishi kelib chigadi. § = min{é’,8"'} deb olsak, barcha x € Us(a)
nugtalar uchun

IfCx) —Al = [f(x) —g(x) + gx) — Al <
<|f)—g@l+1gkx) — Al =
=fl)—gx) +19g(x) — Al < p(x) — g(x) + [g(x) — Al =
px) —A+A—-gx)+|gkx)—A|l <

e & €
<lpkx)—Al+]|gx) — Al + |g(x) — A <§+§+§=€-

Bu esa limitning ta’rifiga ko‘ra ii_r)rglf(x) = A ekanligini bildiradi. <
2.9-Teorema (Koshi kriteriyasi). f(x) funksiya a nugtada limitga
ega bo‘lishligi uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday é > 0 son topilib,
a nugtaning Us(a) atrofidan olingan barcha x,, x, € Us(a) nugtalar uchun
If(x) = flx2)l <e (2.5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
» Zarurligi. f(x) funksiyaning a nugtada A soniga teng limiti
mavjud bo‘lsin. U holda limitning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun
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shunday & > 0 son topilib, a nugtaning Us(a) atrofidan olingan barcha
X1,X5 € Ug(a) nugtalar uchun

& &
f ) — Al <5, 1f (x) — Al < 5
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda

1f(x) = fO)=1f(x1) —A+A—f(x)| <
<|fCx) —Al+|A—-fx)] =

£ €
= |f(x1) — Al + |f (x2) — Al <§+§

Yetarliligi. Bu yerda biz funksiya limitining Geyne ta’rifidan
foydalanamiz. a nugtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni
olamiz: lim x, = a. U holda shunday N tartib ragami topildiki, (N + 1)-

n—+oo

hadidan boshlab barcha hadlar a nugtaning Us(a) o‘yiq atrofiga tushadi va
ular uchun (2.5) shart bajariladi. Bu esa ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
N tartib ragami topildiki, barcha m,n > N uchun |f(x;,) — f(x;,)| < €
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi degan ma’noni anglatadi. Boshgacha qilib
aytganda {f (x,,)} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Ketma-
ketliklar uchun Koshi kriteiyasiga ko‘ra bu ketma-ketlik biror A soniga
intiladi va ana shu A soni f(x) funksiyaning ham a nuqgtadagi limiti
bo‘ladi. «

Monoton funksiyalar uchun ham chegaralangan monoton ketma-
ketliklar yaginlashuvchiligining Veyyershtrass alomati singari alomatni
keltirish mumkin. Agar shunday (a — h; a) (yoki (a; a + h)) oraliq topilib,
bu oraliqda funksiya kamaymasa (o‘smasa), biz uni x - a — 0 (yoki x —
a + 0)da kamaymaydigan (o‘smaydigan) funksiya deb ataymiz. Bunday
funksiyalar x - a—0 (yoki x - a+ 0 )da monoton funksiyalar deb
atalafi. Agar shunday (a — h;a) (yoki (a;a+ h)) oraliq topilib, bu
oraligda funksiya yuqgoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa, biz uni x —
a — 0 (yoki x = a + 0)da yugoridan (quyidan) chegaralangan funksiya deb
ataymiz.

2.1-Tasdiq. x - a — 0 (yoki x —» a + 0)da monoton va yuqoridan
(quyidan) chegaralangan funksiya, x = a — 0 (yoki x — a + 0)da chekli
limitga ega bo‘ladi.

2.4. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksyalar

Cheksiz kichik funksyalar tushunchasi. a(x) funksya a nugtaning
biror atrofida aniglangan bo‘lsin, a nugtaning o‘zida esa aniglanmagan ham
bo‘lishi mumkin.

= E&.
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2.15-Ta’rif. Agar lima(x) = 0 bo‘lsa, a(x) funksya x o‘zgaruvchi
xX—a

a nugtaga intilganda cheksiz kichik funksya yoki x = a nuqtada cheksiz
kichik funksiya deb ataladi.
Masalan, a(x) = x — 1 funksya x = 1 nugtadada cheksiz kichik

funksiya bo‘ladi, chunki lin%(x —1)=0. y
X— A
Bu y =x —1 funksyaning grafigi 2.17- /
rasmda tasvirlangan. 0 X
Umuman olganda, a(x) = x —a funksya y=x-1
x = a nuqtada eng oddiy cheksiz kichik bo‘ladi. -1

Endi limitning ta’rifidan foydalanib, cheksiz
kichik funksyaga ta’rif beramiz.
2.16-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 son
topilib, 0 < |x — a| < § shartni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda
la(x)| < ¢
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, a(x) funksya x = a nuqtada cheksiz kichik
funksiya deb ataladi.
x — a da cheksiz kichik funksiya tushunchasi bilan bir gatorda x —
o, x > +oova x — —oo da ham cheksiz kichik funksiya tushunchasini
Kiritish mumkin.
2.17-Ta’rif. Agar ,li_r)?o“(x) = 0 bo‘lsa, a(x) funksya x — oo da

2.17-rasm

cheksiz kichik funksiya deb ataladi.
Agar lim a(x) =0 yoki lim a(x) =0 bo‘lsa, a(x) funksya
X——00

X—+00

mos rafishda x — oo, x — 400 yoki x — —oo da cheksiz kichik funksiya
deb ataladi.

Masalan, a(x)=x—12,x¢0 funksya x — oo da cheksiz Kkichik
bo‘ladi, chunki

x—)OO_X

Ushbu a(x) = e* funksya esa x - —oo da cheksiz kichik bo‘ladi, chunki
lim e* =0.

X—>—00

Bundan keyin funksyaning limiti bilan bog‘liq barcha tushuncha va
teoremalarni funksyaning fagat nuqgtadagi limiti bo‘lgan hol uchun
keltiramiz. x — oo, x = 400 yoki x = —oo hollar uchun mos tushuncha va
teoremalarni ifodalash va isbot gilishni kitobxonning o°ziga havola gilamiz.
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Cheksiz kichik funksyalarning xossalari.
2.10-Teorema. Agar a(x) va f(x) funksyalar x = a nuqtada cheksiz
kichik bo‘lsa, u holda ularning a(x) + f(x) yig‘indisi ham bu nugtada
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

» Ixtiyoriy &> 0 sonni olamiz. a(x) cheksiz kichik funksiya
bo‘lganligi uchun shunday &, > 0 topiladiki 0 < |[x — a| < §; shartni
ganoatlantiruvchi barcha x nuqgtalarda

la(x)| < e/2 (2.6)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shunday g (x) cheksiz kichik funksiya
bo‘lganligi uchun, shunday 6, >0 son topiladiki 0 < |[x —al < 4§,
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

1B < e/2 (2.7)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 6 = min{d,,6,} deb olamiz. U holda 0 <
|x — a| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda (2.6), (2.7)
tengsizliklar bir vagtda o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun

& &
a0 +BCI < la@] + B <5 +5 =¢
tengsizlik 0 < |x —al <& tengsizlik ganoatlantiruvchi barcha x
nuqgtalarda o‘rinli bo‘ladi. Bu esa a(x) + B(x) yig‘indi x = a nugtada
cheksiz kichik funksiya ekanligidan dalolat beradi. <

Mulohaza. Teorema x = a nuqtada ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz
kichik funksyalar uchun ham o‘rinli.

2.11-Teorema. Agar a(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik,
f(x) esa bu nugtaning atrofida chegaralangan bo‘lsa, u holda a(x) - f(x)
ham x = a nugtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

» Teorema shartiga ko‘ra f(x) funksya a nugtaning atrofida
chegaralangan, ya’ni shunday §; > 0, M > 0 sonlar topiladiki, |[x — a| <
&, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda |f(x)| < M o‘rinli
bo‘ladi. Ixtiyoriy € > 0 soni olamiz. a(x) cheksiz kichik funksiya
bo‘lganligi uchun, shunday 6, > 0 son topiladiki |x — a| < §, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nugtalarda

2@l <+

o‘rinli. bo‘ladi. § = min{d,,6,} deb olsak, u holda 0 < |x —a| <é
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

lf )| <M vala(x)| <e/M
tengsizliklar o‘rinli. Shuning uchun yugorida aytib o‘tilgan x nuqgtalarda
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€GO - f()] = la@IIf ()] <7 M =&

o‘rinli bo‘ladi, ya’ni a(x) - f(x) ko‘paytma x = a nuqtada cheksiz Kkichik
funksiya bo‘ladi. «

y=-Xx
2.18-rasm

2.13-Misol. y = xsin% (2.18-rasm) funksyani a(x) = x va f(x) =
sin% funksyalarning ko‘paytmasi sifatida garash mumkin. x = 0 nuqtada

a(x) cheksiz kichik funksiya, f(x) = sin% funksya esa x = 0 nugtadan

boshga barcha nugtalarda aniglangan va bu nugtaning ixtiyoriy atrofida
(x = 0 nugtaning o‘zi kirmaydi) chegaralangan. Shuning uchun 2.10-

teoremaga ko‘ray = x sin% funksya x = 0 nuqgtada cheksiz kichik bo‘ladi,

ya’ni chi_r>r(1) b sin% = 0. «

Natija. Agar a(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik, f(x)
funksya esa bu nugtada chekli limitga ega bo‘lsa, u holda a(x) - f(x)
ko‘paytma ham x = a nugtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

» a nuqgtada limitga ega bo‘lgan funksya a nuqtadan boshga barcha
nuqgtalarda chegaralangan ekanligidan 2.10-teoremani qo‘llab a(x) - f(x)
ko‘paytmaning cheksiz kichik funksiya bo‘lishiga erishamiz. <

2.1-Lemma. Agar f(x) funksya a nuqgtada noldan fargli limitga ega
1
bo‘lsa, u holda % funksiya a nuqtaning o‘yiq atrofida chegaralangan
bo‘ladi.
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» lim f(x) = A # 0 bo‘lsin. U holda ixtiyori € > 0 son uchun,

X—a

xususan € = |A|/2 uchun, shunday § > 0 son topiladiki, 0 < |[x —a| < 6§
shartni ganoatlantiruvchi barcha x nuqgtalarda

A= f(ol <|Al/2
o‘rinli bo‘ladi. |[A — f(x)| > |A| — |f(x)| tengsizlikka ko‘ra

1Al = If ()l < |Al/2
bundan esa 0 < |x — a| < é shartni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalar
uchun
FGOl > |Al/2
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib yugorida ko‘rsatilgan x nugtalarda

1/f (x) aniglangan va uning uchun
2

el =7
fel Ifeol Al
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni 1/f (x) funksya a nugtaning o‘zi kirmagan
atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2.12-Teorema. Agar a(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik,
f(x) funksya esa a nuqtada noldan fargli limitga ega bo‘lsa, u holda
a(x)/f (x) nisbat ham x = a nugtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

» a(x)/f(x) nisbatni a(x) - % ko‘paytma shaklida yozamiz.

1
Yuqorida Kkeltirilgan lemmaga ko‘ra Tx) funksya a nugtaning o‘zi

kirmagan atrofida chegaralangan. Shuning uchun a(x)-% funksya

cheksiz kichik funksiya bilan chegaralangan funksyaning ko‘paytmasi
sifatida x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. <«

2.13-Teorema. f(x) funksya a nugtaning biror atrofida aniglangan
bo‘lsin (a nugtaning o°zida esa aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin). f(x)
funksya a nugtada A limitga ega bo‘lishi uchun f(x) funksyani

flx) =A+a(x)

yig‘indi ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda
a(x) funksya x = a nuqgtada cheksiz kichik.

» Zarurligi. f(x) funksya a nugtada A soniga teng limitga ega
bo‘lsin:

lim f(x) = A.

xX—a

a(x) = f(x)—A (2.8)
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deb belgilash kiritamiz va a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. Limitning ta’rifiga ko‘ra
tanlangan € son uchun shunday § > 0 son topiladiki |x — a| < § shartni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqgtalar uchun |f(x) — A| < € tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. (2.8) tenglikga ko‘ra so‘ngi tengsizlikni |[a(x)| < e
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa a(x) funksyaning cheksiz kichik
funksya ekanligidan dalolat beradi.
Yetarliligi. f(x) funksya

f(x) =A+a(x) (2.9)
ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lib, bunda A-o‘zgarmas son, a(x) esa x = a
nuqgtada cheksiz kichik funksya bo‘lsin. f(x) funksya a nugtada A soniga
teng limitga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. Shartga
ko‘ra a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik, u holda shunday 6 > 0
son topiladiki |x —al < & shartni ganoatlantiruvchi barcha x # a
nuqgtalarda |a(x)| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda (2.9) tenglikka
ko‘ra a(x) = f(x) — A. Shuning uchun yuqorida aytilgan x nugtalarda
|f(x) — A| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Limitning ta’rifiga ko‘ra bu
A = lim f(x) ekanligini bildiradi. <

xX—a

Cheksiz katta funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalar tushunchasi

bilan bir gatorda cheksiz katta funksiya tushunchasi ham kiritiladi.
f(x) funksya a nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin, a

nugtaning o‘zida esa aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin.

2.18-Ta’rif. Har ganday katta M > 0 soni uchun shunday 6 > 0 son
topilib, |x — a| < § tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqtalar
uchun |f(x)| > M tengsizligi bajarilsa, f(x) funksiya x = a nugtaga
cheksiz katta funksiya deb ataladi va }Ci_r)rcllf(x) = oo ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rifdagi |f(x)| > M tengsizlikni f(x) > M yoki f(x) <-—-M
tengsizliklar bilan almashtirib, mos ravishda musbat cheksiz katta f(x)
funksiyani: limf(x) = +oco yoki manfiy cheksiz katta f(x) funksiyani:

xX—a
lim f (x) = —oo hosil gilamiz.

xX—a

2.14-Misol. Barcha x # 0 nugtalarda aniglangan f(x) = % funksiya
x argument nolga intilganda cheksiz katta funksiya bo‘ladi (2.19-rasm).

» Yetarlicha katta M > 0 sonini olamiz. |f(x)| = |%| = |71I > M

tengsizlik |x| = |x — 0| < % tengsizlikka teng kuchli. Shuning uchun, agar
1

§=-- deb olinsa u holda |x—0|=l|x|<7 tengsizlikni
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ganoatlantiruvchi  barcha x # 0 nugtalar uchun |f(x)| = |%| > M
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra x argument nolga intilganda

flx) = % cheksiz katta funksiya degan ma’noni anglatadi. <
YVa

2.19-rasm 2.20-rasm

Barcha x # 0 nugtalarda aniglangan f(x) = xiZ funksiyax = 0

nuqtada cheksiz katta funksiya bo‘ladi (2.20-rasm).

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar o‘rtasidagi bog‘liglik
quyidagi teoremada ifodalangan.

2.14-Teorema. Agar f(x) funksiya x = a nugtada cheksiz katta
bo‘lsa, u holda 1/f(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi. Agar a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik va a nugtaning
biror atrofida noldan fargli bo‘lsa, u holda 1/a(x) funksiya x = a nuqtada
cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

» f(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz katta funksiya bo‘lsin. Har
ganday katta M > 0 soni uchun shunday § > 0 son topilib, |x —a| <
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a nugtalar uchun |f(x)| > M

1 1

tengsizligi bajariladi. Xuddi shunday x nuqgtalar uchun <=
gsiZlig J y g RO
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda ixtiyoriy € = % uchun yugorida aytilgan
x nugtalarda |f(1x)| = |f(1x)| < %tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun

1
cheksiz kichik funksiyaning ta’rifiga ko‘ra % funksiya x = a nuqtada
cheksiz kichik bo‘ladi.
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a nugtaning biror atrofida noldan fargli a(x) funksiya x = a nuqtada

cheksiz kichik bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € = %>0 soni uchun shunday 6§ >

0 son topiladiki, |x — a| < § tengsizlini ganoatlantiruvchi barcha x # a
nuqgtalarda |a(x)| < € = 1/M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda ana shu x
nuqgtalar uchun |1/a(x)| > M o‘rinli bo‘ladi, ya’ni 1/a(x) funksiya x = a
nuqtada cheksiz katta bo‘ladi. <
2.5. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari

Limitlar ustida arifmetik amallar. f(x) va g(x) funksyalar a
nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin, a nugtaning o°zida esa
aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin.

2.15-Teorema. Agar f(x) va g(x) funksyalar a nugtada limitag ega
bo‘lishsa, u holda ularning f(x) + g(x) yig‘indisi ham, f(x) — g(x)
ayirmasi ham, f(x)-g(x) ko‘paytmasi ham, limg(x) #+ 0 go‘shimcha

shartda gi ; nisbat ham bu nuqgtada limitga ega bo‘ladi va
lim[f(x) £ g(x)] = limf (x) £ limg(x); (2.10)
x—a x—a xX—a
lim[f(x) - g(x)] = limf (x) - lim g (x); (2.11)
x—=a xX—a xX—a

fo _ i@
plcl—r>rc11g(x) llr%g(x)’ glcl_rgg(x) #0 (2.12)

tengliklar o°rinli bo‘ladi.
» limf(x) = A, limg(x) = B bo‘lsin. 2.13-teoremaga ko‘ra
xX—a xX—a

f(x) =A+ alx), g(x) =B+ B(x),
bu yerda x — a da a(x) va B(x) funksyalar cheksiz kichik funksyalardir.
Bundan esa

D) +g) =[A+al)] £ [B+LH)] =
= [Ax B] + [a(x) £ B(x)]

x — a da a(x), B(x) funksyalar cheksiz kichik bo‘lgani uchun, ularning
yigindisi ham ayirmasi ham cheksiz kichik bo‘ladi.

Shunday qilib f(x) + g(x) funksya A + B o‘zgarmas son bilan x —
X, da cheksiz kichik bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shaklida tasvirlandi.
Shuning uchun 2.13-teoremaga ko‘ra f(x) + g(x) funksya a nuqtada A +
B songa teng bo‘lgan limitga ega bo‘ladi:

xlir)rcl [f(x) £ gx)]=A+B = hm f(x) + lim g(x).
—Xo

X=X
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2)f(x)-glx)=[A+a()] [B+pX)] =
= AB + AB(x) + Ba(x) + a(x)B(x)

Bu yerdagi AB(x), Ba(x), a(x)B(x) funksyalar x — a da cheksiz kichik
funksyalar bo‘lganligi uchun cheksiz kichik funksya bilan chegaralangan
funksyaning ko‘paytmasi sifatida ularning yig‘indisi ham x — a da cheksiz
kichik bo‘ladi.
Shunday gilib f(x) - g(x) ko‘paytma funksya AB o‘zgarmas son bilan
x - a da cheksiz kichik bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shaklida
tasvirlanadi. Shuning uchun 2.13-teoremaga asosan f(x) - g(x) funksya a
nugtada AB songa teng bo‘lgan limitga ega bo‘ladi:
lim [f(x)-g(x)]=A-B = lim f(x)- lim g(x).
X=X X=X X=X
3) Qo‘shimcha B # 0 shartni inobatga olsak
flx) A+ alx)
g(x) B+ BKx)

_3[B+BIA+a@] -0 — 2 p@al)
B+ B(x)
= LA+ (0] ~ o B — O
B B[B + B(x)] BB+ B()]
A 1 A a(x)
=57 “(x)E‘ﬁ(")B[B 5] POBB T T
x > ada a(x) B g BW oy B )B[B“Jf[),)( oy hadlar cheksiz kichik

funksyalar bo‘lganligi uchun (cheksiz kichik funksya bilan chegaralangan
funksyaning ko‘paytmasi sifatida) ularning yig‘indisi ham cheksiz kichik
bo‘ladi.

Shunday qilib fE ; nlsbat— o‘zgarmas bilan x — a da cheksiz kichik

bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shakllda tasvirlanadi. Shuning uchun 2.13-

A
teoremaga asosan —— funksya a nuqtadaE nisbatga teng bo‘lgan limitga

g(x)
ega bo‘ladi:
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vag(x) B limg(x)

Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashgariga
chigarish mumekin.

2.1-Masala. f(x) funksiya a nuqgtada limitga ega, g(x) funksiya esa
limitga ega bo‘lmasa, f(x) + g(x) funksiya bu nugtada limitga ega
bo‘Imasligini ko‘rsating.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni chl_r}Cll [f(x) + g(x)] limit mavjud

bo‘lsin. f(x) + g(x) va f (x) funksiyalar a nugtada limitga ega bo‘lganligi
uchun 2.15-teoremaga ko‘ra ularning ayirmasi ham a nuqtada limitga ega
va

lim[(£() +g(®) = f(0)] = lIm[f () + g(x) = F@)] = limg (x)
ya'ni g(x) funksiyaham a nuqtada limitga ega ekan. Bu esa masala shartiga

zid. Ana shu zidlik gilgan farazimizning noto‘riligini ko‘rsatadi. <
2.2-Masala. Agar limf(x) # 0 va limg(x) limit mavjud bo‘lmasa
xX—a XxX—a

lim[f(x) - g(x)] limit mavjud bo‘Imasligini ko‘rsating.
x—a
» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni lim[f(x) - g(x)] limit mavjud
x—a

1
bo‘lsin. limf(x) # 0 bo‘lganligi uchun % funksiya a nugtada limitga

xX—a

1
ega. f(x)-g(x) va ﬁ funksiyalar a nugtada limitga ega bo‘lganligi

uchun 2.15-teoremaga ko* ra ularning ko* paytamasmlng ham limiti mavjud:

11m (f(x) gx))- f() —llm lf(X) g(x) - f()

ya'ni g(x) funksiya a nugtada limitga ega ekan. Bu esa masala shartiga
ziddir. Ana shu zidlik gilgan farazimizning noto‘g‘ri ekanligini anglatadi. <
Murakkab funksiyaning limiti.
2.16-Teorema. Agar y = f(x) funksiya a nugtada A chekli limitga
ega bo‘lsa va A giymatni a nugtaning biror o‘yiq U(a) atrofida gabul
gilmasa, g(y) funksiya esa A nuqtada B limitga ega bo‘lsa, u holda
g(f (x)) murakkab funksiya a nuqtada limitga ega va u B soniga teng.
» Geyne ta’rifiga ko‘ra }lci_r)lglf(x) = A ekanligidan
limx, =a (2.13)

n—-00o

munosbatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik

= limg(x),
xX—a
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lim f(x,) =A (2.14)

n—>0o

tenglikni ganoatlantiradi. Aksincha ham o‘rinli, ya’ni (2.14) tenlikni
ganoatlatiruvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik (2.13) tenglikni ham
ganoatlantiradi.

Xuddi shu singari ;ilgg(y) = B ekanligidan

limy, =A (2.15)
n—>0oo

munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlik
lim g(y,) = B (2.16)
n—->oco

tenglikni ganoatlantiradi va aksincha, (2.16) tenglikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy {y,, } ketma-ketlik (2.15) tenglikni ham ganoatlantiradi.

{x,,} berilgan a nugtaga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik va barcha
n € N uchun x,, # a bo‘lsin. U holda lim f(x,) = A,ammo barchan € N

n—->00

uchun f(x,) # 0. Bu yerda y,, = f(x,,) deb olamiz. lim y,, = A va barcha

n—>0o

n € N sonlarda y, # A bo‘lganligi uchun lim g(y,,) = B tenglik o‘rinli
n—oo

bo‘ladi. Shunday qilib, (2.14) munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x,,}
ketma-ketlik lim g(f (x,)) = B tenglikni ham ganoatlantirar ekan, bu esa
n—oo

Geyne ta’rifiga ko‘ra teoremani isbotlaydi. <
Bu teorema murakkab funksiyaning limitini  hisoblashda
o‘zgaruvchilarni almashtirishni

limg (f(x)) = ;igrg,g(y) (2.17)

formula bo‘yicha amalga oshirish imkonini beradi.

Ikkita ajoyib limit. a nuqgtada limitga ega bo‘lgan funksiyaning
yuqorida garalgan xossalari funksiyaning bu nuqta atrofida o‘zgarishini
tahlil gilish imkonini beradi. Ammo ayrim hollarda bu xossalar va limitni
hisoblash qoidalari yetarli bo‘lmay goladi. Bunga (sin x)/x funksiyaning
a = 0 nuqgta atrofida o‘zgarishini misol sifatida keltirish mumkin.

x — radiusi 1 bo‘lgan aylananing 'C
markaziy burchagi yoki yoyi uzunligi va B
0 <x <m/2bo‘lsin (2.21-rasm). OAB
uchburchakning S;  yuzini, AOB

0 A
sektorning S, yuzini va OAC
uchburchakning S5 yuzini tagqoslash
natijasi  §; < S, <83  tengsizlikni 2 21-rasm

beradi. |0A| = 1bo‘lganda
S; =(sinx)/2,8, =x/2,85; = (tg x)/2
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ekanligidan ixtiyoriy x € (0, m/2) nuqgtalarda
sin x < X < tg x
2 2 2

tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
Dastlab ixtiyoriy x € R nugtalar uchun
|sin x| < |x]| (2.18)
tengsizlikning o‘rinli ekanligini isbotalymiz.

Hagigatdan ham x € (0, w/2) bo‘lsa (2.18) tengsizlik yuqoridai
go‘sh tengsizlikdan kelib chigadi. x > 7/2 > 1 bo‘lsa (2.18) tengsizlik
|sin x| < 1 tengsizlik tufayli o‘rinli bo‘ladi. (2.18) tengsizlikda fagat  juft
funksiyalar gatnashgan, shuning uchun u x < 0 uchun ham o‘rinli. Nihoyat
x = 0 bo‘lsa (2.18) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Tengsizlikda limitga o‘tish hagidagi teoremani (2.18) tengsizlikka

go‘llab lir% sinx = 0 limitni topamiz. Xuddi shu teoramani |cosx — 1| =
X—

2 sin?(x/2) < x?/2 tengsizlikka qo‘llab lim cos x = 1 limitni topamiz.
Endi yugoridagi qo‘sh tengsizlikka gaytaylik. Uning chap gismidan
x € (0, m/2) nugtalar uchun (sinx)/x <1 ekanligi kelib chigadi.
(sinx)/x juft funksiya bo‘lganligi uchun bu tengsizlik x € (—m/2,0)
nugtalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Qo‘sh tengsizlikning ong gismidanx €
(0, m/2) nugtalar uchun cosx < (sinx)/x ekanligi kelib chigadi.
Tengsizlikdagi funksiyalar juft bo‘lganligi uchun u x € (—m/2,0) nuqtalar
uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib x = 0 nugtanig U /,(0) o‘yiq
atrofidan olingan barcha x nugtalar uchun
Sin x

<1

cosx <

X
tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan, ya’ni (sinx)/x funksiya x = 0 nuqgtada
limitlari 1 bo‘lgan ikkita funksiyaning orasida yotar ekan. Oraliq
funksiyaning limiti haqgidagi teoremani go‘llab, birinchi ajoyib limit deb
ataluvchi

sin x
lim =1 (2.19)
x-0 X

tenglikka ega bo‘lamiz.

(2.19) tenglikni geometrik jihatdan quyidagicha talgin gilish mumkin,
x markaziy burchakning (2.21-rasmga qgarang) kamayishi bilan yoy
uzunligi uni tortib turuvchi vatar uzunligiga yaginlashib boradi. (2.19)
yordamida 0/0 ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish mumkin.

Endi ikkinchi ajoyib limit deb ataluvchi
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X

lim (1 + %) =e (2.20)

X—00
tenglikni isbotlaymiz.
» x > 1bo‘lsin. U holda

1<[x]<x<|[x]+1, (2.21)
bu yerda [x] orgali x sonning butun gismi belgilangan. Bu tengsizlikdan
1 1 1

[X]+1<;SES1

tengsizlikni hosil gilamiz. Tengsizlikning har bir gismiga birni goshib uni

1 1
<1l1+-<1+—
[x]+ 1 X [x]

ko‘rinishda yozamiz. So‘ngi tengsizlikning barcha qismi birdan katta.
Shuning uchun ularni (2.21) tengsizlikning mos gismlariga teng musbat
darajalarga ko‘tarsak

1+

(1 + ) < (1 + —) < (1 + —) (2.22)
[x]+1 X [x]
i 1\ . i
1.3. bo‘limda lim (1 +;) = e tenglikni isbotlagan edik. U holda
n—->00
bu tenglikni hamda yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalarini go‘llab
n+1 n
1 1
lim (1 +—> = lim (1 +—) (1+—)=
n—>0o n n—>0o n n
1\" 1
=lim(1+—) -lim(1+—>=e-1=e,
n—oo n n—oo n
+1 n+1
n (1+ L)n lim (1+—)
lim (1 + — 1) = lim TL+11 — now n - _
n—oo n—oo _— . -
1+ n+1 Al_{go (1 T n+1)

tengliklarni yozamiz. Bu tengliklarni ketma-ketlikning limiti ta’rifi bo‘yicha
yozsak, ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N € N topilib, barchan > N

uchun
1Tl+1 1 n
(1+—) —e|l <e¢g, (1+ ) —e
n n+1

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda (2.22) tengsizlikni inobatga olsak x >
N + 1, [x] =n > N uchun

<E&
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1\ 1\* 1
e—€<(1+[x]+1) <(1+;) <(1+—> <e+z¢
o‘rinli bo‘ladi yoki

X

R

Bu esa argument +oo ga intilgandagi limit ta’rifiga ko‘ra
X

lim (1 + %) = ¢ (2.23)

xX—+ 00

< E.

ekanligini anglatadi.
Endi x - —oo bo‘lsin. x = —u deb olamiz, u holda x - —oo,u -
+00. Ayniy almashtirishlardan so‘ng

(H%)x:(1_%)_u=(ui1)u=(1+ui1>u_1(1+ui1)

tenglikni  hosil qgilamiz. (2.17) formulaga ko‘ra o°zgaruvchilarni
almashtiramiz va ko‘paytmaning limiti hagidagi teoremani va (2.23)
tenglikni go‘llab

1 X 1 u—1 1

lim (1+—) = lim (1+ ) -+ lim (1+ )=e

xX——00 X u—+0o u—1 u—+00 u—1

limitni topdik. Xulosa qgilsak, x cheksizlikka har ganday intilganda ham
(2.20) o‘rinli.

(2.20) tenglikda (2.17) formulaga ko‘ra y = 1/x deb o‘zgaruvchini
almashtiramiz va x — oo da y # 0 degan shartni go‘yamiz, u holda

leig(l)u +yY)Y =e (2.24)

natijani hosil gilamiz.
Birinchi garashda (2.24) natija hagigatga ziddek tuyuladi, chunki y —
0 bo‘lsa, 1+ y — 1 bo‘ladi va birning har ganday darajasi bir bo‘ladi!
Ammo bu tenglikni boshgacha izohlash mumkin. y - 0 da daraja
ko‘rsatkichi 1/y cheksiz katta funksiya, asos esa bir emas, balki y — 0 da
birdan cheksiz kichik miqdorga farq qiladi. Ushbu jadvalda g(y) =
(1 + y)*/¥ funksiyaning y kamayib borishdagi giymatlari keltirilgan:
y |1 |1/2 1/3 1/4 0,1 0,01 0,001 |0,0001
g(y)|2 12,250 (2,370 | 2,441 2,594 |2,7047|2,7169 |2,7181
(2.20) va (2.24) formulalar 1 ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
imkonini beradi.
Funksiyaning limitini hisoblashga bir necha misol keltiramiz.
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3
2.15-Misol. Limitni hisoblang: lim ~—1>.
x->22x — 5
» Limit ostidagi funksiyani ikkita f(x) = x>+ 3vag(x) =2x —5
funksiyalarning nisbati sifatida garaymiz. Bu funksiyalarning har biri x = 2
nugtada limitga ega:
}Ci_r)r%f(x) = }Ci_rg(x?’ +3)=23+3=11

limg(x) =lim(2x —5) = —1
xX—2 xX—2

Maxrajdagi g(x) funksiyaning limiti noldan fargli, shuning uchun bu yerda
nisbatning limiti hagidagi teoremani go‘llashimiz mumkin:
x3+3 lim(x3 + 3) 11

R

li = = = —11.
¥52 2% — 5 lim2x —5) -1
X—
: . x*>—-9
2.16-Misol. Limitni hisoblang: |im ,
x->-3 x4+ 3
» f(x)=x>—9 va g(x) =x+ 3 deb olamiz. Bu funksiyalar
limgf(x) =0, limsg(x) = 0 limitlarga ega. Shuning uchun %
xX—>— xX—>—

ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz. Limit ostidagi funksiya x = —3

nugtada aniglanmagan va bu nuqgtaning o‘zida funksiyani garamasdan, fagat

limiti garaladi. Suratdagi f(x) funksiyani ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
x2-9 (x—3)(x+3)

x+3 x+3
O‘ng tomondagi kasrni x + 3 # 0 ifodaga bo‘lamiz:
x2-9
=x—3,  x#*-3
: x+3
Shuning uchun
I x?—9 ' \ )
= — — -
xl’rzl3 x+3 xirzlg (x ) .
\ 2 _
2.17-Misol. Limitni hisoblang: i 2 "'xz 2
x—0 X

» Surat va maxrajdagi funksiyalarning x = 0 nuqtadagi limitlari
nolga teng, shuning uchun yana 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslikka ega
bo‘lamiz. Bu anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va maxrajini

V4 + x2 + 2 ifodaga ko‘paytiramiz. x # 0 holda
Va+x2-2 (Va+x2-2)(Va+x2+2)

x? (YAt +2)

64



 4+x?-4 1
2(V&+x2+2) Va+xZ+2

Hosil gilingan funksiyaga nisbatning limiti hagidagi teoremani go‘llash

mumkin:
Lo VAExP -2 1 1
20 X2 x0yhtxZ+z &
2.18-Misol. Limitni hisoblang: lim 322X
x—0 Sin7x
» Limit ostidagi funksiyaning ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
sin5x sindx x  5sindx 7x
sin7x  x sin7x 7 5x sin7x

lirr(1)5x =0, lir§7x = 0 bo‘lganligi uchun murakkab funksiyaning limiti
X— X—
hagidagi teoremani qo‘llab
sin 5x sin 7x
lim =1, lim =1
x-0 5x x-0 7x

tengliklarga ega bo‘lamiz. U holda ko‘paytmaning limiti hagidagi teoremani
qo‘llab

sin5x 5 sin 5x sin7x 5 5
lim — = —lim lim ==-1-1==,
x-0sin7x 7x-0 5x x-0 7x 27 7

2 X
2.19-Misol. Limitni hisoblang: lim (x +1) :

x—00 \x2—2
» Ayniy almashtirishlardan so‘ng

xz 1 xZ 1 xZ
<x2+1> _ 1+F (1+—2)
x2 -2

ifodani hosil gilamiz. Bu yerda 1/x% =y va —2/x? = z deb olsak

2 x?
(iz t ;) =1+ y)l/y(l 4+ Z)l/z[(1 4 Z)l/z]z

ko‘rinishni oladi. Agar x — oo, u holday — 0 va z — 0, o‘zgaruvchilarni
almashtirgandan so‘ng ko‘paytmaning limiti hagidagi teoremani va (2.17),
(2.24) formulalarni qo‘llaymiz:
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li x%+1 x* — 1/y li 1/z li 1/z 2 4
fm (57) = Im@ 4+t m@ 4+ 2! i+ D = e
Eksponenta, natural logarifm va giperbolik funksiyalar.
Matematik tahlilda va amaliy
masalalarda e soni muhim o‘rin g-x
tutadi. Xususan eksponensial (yoki
gisga qilib  eksponenta) deb
ataluvchi e* (ba’zan expx
ko‘rinishda ham yoziladi)
ko‘rsatkichli  funksiyaning asosi ,
bo‘lib xizmat giladi. Bu funksiyaga /
teskari  bo‘lgan  Inx =log, x
logarifmik funksiyning ham asosi
bo‘ladi. Ularning grafiklari 2.22-
rasmda tasvirlangan. Bu yerda e™
funksiyaning ham grafigi

keltirilgan.
e asosli logarifmlar natural logarifmlar deb ataldi. Ular uchun asosiy
logarifmik ayniyat

-

-

I
= |-

2.22-rasm

el"* = exp(Inx) = x (2.25)

bo‘ladi. In x funksiya asosi birdan katta bo‘lgan logarifmik funksiyalarning
barcha xossa-lariga ega.
Bir asosdan ikkinchi asosga o‘tadigan ma’lum formulalar ham o‘rinli,
Xususan
Inx =1gx/lge =In10-1gx = 2,3026 - 1g x,
lgx =Inx/In10 =l1lge-Inx = 0,4343 - Inx.
Shunday qilib, e* va In x funksiyalar asosiy elementar a* va log, x
funksiyalarning a = e bo‘lgandagi xususiy hollari ekan.

Eksponensial funksiya orgali giperbolik sinus, kosinus, tangens va
kotangens funksiyalar quyidagi formulalar bilan aniglanadi:
h _ef—e™ h et te™ h _shx h _chx
SHX = 2 X = 2 X = e T she
Ulardan ch x - juft, golganlari shx, thx, cthx - tog ekanligini
ta’kidlab o‘tamiz. Ularning grafiklari 2.23, 2.24-rasmlarda berilgan.
Trigonometrik ~ funksiyalardagi ma’lum  cos?x +sin?x =1
formulaga oxshash giperbolik funksiyalarda ham
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ch?x —sh?x =1 (2.26)
formula ixtiyoriy x € R nugtalar uchun o‘rinli. Bundan tashqari
sh(x +y)=shx-chy+shy-chx
ch(x+y)=chx-chytshy-shx
formulalar ham o‘rinli.

(2.27)

A
y A
ch x y \
cth x
Z - 1 -------------
1 sh x th x
0 X —/0 X
___________ _1
2.23-rasm 2.24-rasm

2.6. Funksiyaning uzluksizligi
Uzluksizlikning ta’rifi. f(x) funksiya a nuqtaning biror U(a)
atrofida aniglangan va bu nuqtada aniq bir f(a) giymatni gabul gilsin.
2.19-Ta’rif. Agar x = a nuqgtada f (x) funksiyaning limiti mavjud va
u f(a) giymatga teng bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
Shunday qilib
limf(x) = f(a) (2.28)
tenglik orinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb atalar ekan.
Funksiyaning uzluksizligi € — § tilida quyidagicha ta’riflanadi.
2.20-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son
topilib, |x — a| < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda
If(0) = fla)l <e (2.29)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning limitiga x # a degan shartni go‘ygan edik. Bu yerda esa
bu shart bajarilishini talab gilmaymiz.

Funksiya uzluksizligi tushunchasini ifodalashning yana bir ko‘rinishini
keltiramiz. y = f(x) funksiya a nugtaning biror U(a) atrofida aniglangan
bo‘lsin. Qaralayotgan a nuqgtani asosiy nuqta deb hisoblab, argumentning a
nugtadan Ax migdorga (manfiymi yoki musbatmi fargi yo‘q) farq qiluvchi
boshga x = a + Ax € U(a) giymatini olamiz. Ax migdorni argumentning
orttirmasi deb ataymiz. Funksiya ozgarishining
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Ay = f(a + Ax) — f(a) (2.30)
giymatini f funksiyaning a nuqtadagi x argumentning Ax orttirmasiga
mos keluvchi orttirmasi deyiladi.

f (x) funksiyaning a nuqtadagi
limf(x) = f(a)
uzluksizlik shartini

Jim £+ Ax) = f(a)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa

Jim [f G+ 8x) = f(@)] = 0 (2:31)
tenglikka teng kuchli. f(x + Ax) — f(a) = Ay ekanligini e’tiborga olsak,
(2.31) tenglikni

AlimOAy =0
X—
ko‘rinishda yozish mumekin.

2.21-Ta’rif. Ax argument orttirmasi nolga intilganda f(x)
funksiyaning a nuqtadagi bu orttirmaga mos keluvchi Ay orttirmasi ham
nolga intilsa, y = f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

2.20-Misol. y = x3 funksiya son o‘gining ixtyoriy a nugtasida
uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

» a nugtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun

Ay = (a + Ax)3 — a3 = 3a? - Ax + 3a - (Ax)? + (Ax)3 =
= (3a? + 3alAx + (Ax)?)Ax
tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikda Ax — 0 da Ay — 0 bo‘lishi ko‘rinib
turibdi. <

2.21-Misol. y = sinx funksiya son o‘gining ixtyoriy a nuqtasida

uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz,

» a nugtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun
Ax

Ax
25in7- COS (a +7)‘ < |Ax|
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda |[cos(a + Ax/2)| < 1 va |sin(Ax/2)| < |Ax|/2
((2.18) formulaga garang) tengsizliklardan foydalanildi. Shuning uchun
lim Ay = 0. <

Ax—0

Ba’zan funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining quyidagi ta’rifidan
foydalanish qulay.

2.22-Ta’rif (Geyne). f(x) funksiya a nugtani o‘zida saqlovchi U
to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar a nuqgtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,},
x, € U ketma-ketlikka mos keluvchi {f (x,)} ketma-ketlik funksiyaning

f(a) giymatiga intilsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
68
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Bu ta’rifdan funksiyaning nuqtada uzilishga ega bo‘lishini isbotlashda
foydalanish  qulayrog. Buning  uchun lim x,, =a tenglikni

n—+oo

ganoatlantiruvchi biror {x,,} ketma-ketlik tuzib, unga mos keluvchi {f (x,)}
ketma-ketlik uchun lirP f(xy,) # f(a) munosabatning o‘rinli bo‘lishini
n—>—+0o

ko‘rsatish yetarli.
Geyne ta’rifidan foydalanib

_(1,agar x —ratsional,
D(x) = {o,agar x —irratsional

Dirixle funksiyasining ixtiyorty a € R nuqgtada uzluksiz emasligini
ko‘rsatamiz.

» a ratsional son bolsin, u holda D(a) = 1 bo‘ladi. a nuqgtaga
yaginlashuvchi irratsional sonlardan tuzilgan {x,} ketma-ketlikni olamiz
(bunday ketma-ketlikni har doim tuzish mumkin). Dirixle funksiyasining
berilishiga ko‘ra bu nugtalarda D(x,,) = 0 bo‘ladi. U holda lim D(x,) =

n—+4oo

0 #1=D(a), ya'ni {x,} ketma-ketlikka mos keluvchi {D(x,)} ketma-
ketlik D(a) giymatga intilmas ekan.
a nugta irratsional son bo‘lganda xuddi shu singari a nugtaga intiluvchi
ratsional sonlardan tuzilgan {y,,} ketma-ketlikka mos keluvchi {D(y,)}
ketma-ketlikning limiti 1 bo‘ladi, funksiyaning bu nuqtadagi giymati esa
D(a) = 0 bo‘ldi.

Ikkala holda ham Geyne ta’rifiga ko‘ra funksiya a nuqtada uzilishga
ega bo‘ladi. «

Funksiya uzluksizligining to‘rtala ta’rifi ham teng kuchli. Har bir holda
qulay bo‘lgan ta’rifdan foydalaniladi.

Endi nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalarini o‘rganamiz.

2.17-Teorema. Agar f(x) funksiya a nugtada uzluksiz va f(a) > A
(mos ravishda f(a) < A) bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki,
(a — 6,a + 6) intervaldan olingan barcha x nugtalar uchun f(x) > A (mos
ravishda f(x) < A) tengsizlik o°rinli bo‘ladi.

» Aniglik uchun f(a) > A va h= f(a) —A > 0 bo‘lsin, u holda
f(a) = A+ hbo‘laddi. € = h/2 deb olsak, f(x) funksiyaning a nugtada
uzluksizligiga ko‘ra shunday § > 0 son topiladiki, |x — a| < 6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun |f (x) — f(a)| < h/2 yoki

h h
—7 <fl)—fla) <7
tengsizlik o°rinli bo‘ladi. Bundan esa barcha x € (a — §,a + §) uchun
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h h h
f(x)>f(a)—§=A+h—§=A+§>A. <

2.18-Teorema (uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi).
Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz va f(a) # 0 bo‘lsa, u holda a
nugtaning shunday (a — 6, a + &) atrofi topiladiki, bu intervalda funksiya
nolga aylanmaydi va ishorasini o‘zgartirmaydi (f (a) sonining ishorasi bilan
bir xil bo‘ladi).

» 2.17-Teoremada A =0 deb olinsa teoremaning isboti kelib
chigadi. «

Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.

2.19-Teorema. fx) va g(x) funksiyalar a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar fx) va g(x) funksiyalar a nugtada uzluksiz
bo‘lsa, u holda ularning f(x) + g(x) yig‘indisi, f(x) — g(x) ayirmasi,
f(x)-g(x) ko‘paytmasi va g(a) # 0 qo‘shimcha shartda f(x)/g(x)
nisbati ham a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

» Nisbatning uzluksizligini ko‘rsatamiz.

fx) va g(x) funksiyalar a nugtada uzluksiz va g(a) # 0 bo‘lsin. U
holda uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi hagidagi teoremaga
ko‘ra a nugtaning g(x) # 0 bo‘ladigan atrofi mavjud bo‘ladi. Shuning
uchun a nugtaning ana shu atrofida F(x) = f(x)/g(x) nisbat funsiya
aniglangan. Teorema shartiga ko‘ra chi_r>rc11f(x) = f(a), )lci_rgg(x) =g(a) +

0, nisbatning limiti hagidagi teoremani qo‘llab

foo ImfQ)  f@)

X—a

limF = li = = =
xll;rcll (x) xl—r>rcll g (x) limg (x) g (a)
x—a

tenglikni hosil gildik. Shunday qilib limF(x) = F(a), ya’ni F(x) =
xX—a

F(a)

f(x)/g(x) funksiya a nuqtada uzluksiz ekan.
Teoremaning qolgan tasdiglari ham shu kabi isbotlanadi. <

Murakkab funksiyaning uzluksizligi.
2.20-Teorema. Agar y = f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz, g(y)
funksiya esa mos A = f(a) nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda g(f(x))
murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
» Teoremaning shartiga ko‘ra chi_r)rcllf(x) =f(a) =4, 311i—r>r114'g(y) =

g(A) = B. Murakkab funksiyaning limiti hagidagi teoremani go‘llab
limg(f (x)) = ;ig/llg(y) =g(4) = g(f(a)) (2.32)
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tenglikni hosil qildik, ya’ni g(f (x)) murakkab funksiya a nugtada uzluksiz
ekan. <«

Agar (2.32) tenglikning o‘ng tomonidagi g(y) funksiyaning f(a)
argument giymatini f(x) funksiyaning limiti orgali ifodalasak

limg(£(x)) = g (limf () (2:39)
tenglikni yozish mumekin.
2.22-Misol. Limitni hisoblang:
lim (1 + tg x)3ct8~x,
X—TT
» Limit ostidagi funksiyani
(1+tgx)3®* = ((1+1tg x)l/tgx)3
ko‘rinishda yozib olamiz va y = f(x) = (1 +tgx)/®* | g(y) = y3
funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida garaymiz. Agar u = tgx deb

o‘zgaruvchilarni almashtirsak, lim f(x) limitni hisoblash giyin bo‘lmaydi.
X—TT

Hagigatdan ham ikkinchi ajoyib limitni ((2.24) formulaga garang) inobatga
olsak

tgx =u
lim(1+tgx)/® = u->0 |=lim(1+uw)*=e
X—T u—0

X

limitni topamiz. U holda g(y) = y3 funksiyaning uzluksizligidan (2.20-
Misol) (2.33) formulaga ko‘ra

3
lim (1 + tg x)3c8* = (lim(l + tg x)l/tgx) = e3. <
X—TT X—T

Bir tomonlama uzluksizlik. Uzilish nuqtalari. f(x) funksiya a
nugtaning o‘ng (chap) yarim atrofida aniglangan bo‘Isin.
2.23-Ta’rif. Agar f(x) funksiyaning a nugtada o‘ng limiti mavjud va
bu limit f(a) qiymatga teng, ya’ni
lim f(x)=f(a+0)=f(a) (2.34)

x—-a+0
tenglik orinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi.

a nugtada chapdan uzluksizlik xuddi shu singari
Aim f(x) =f(a—0)=f(a) (2.35)
tenglik bilan aniglanadi.

Agar funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘lsa, uning chegaraviy a
va b nuqgtalarga nisbatan a nuqgtada o‘ng uzluksizlik, b nuqgtada chap
uzluksizlik hagida gapirish mumkin. Oraligning ixtiyoriy ichki nuqgtasidagi
uzluksizlik bu nugtadagi o°‘ng va chap uzluksizlikka teng kuchli, chunki
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nugtadagi limitning mavjudligi o°ng va chap limitlarning mavjudligiga teng
kuchli (2.2-Teorema).

Funksiya uzluksiz bo‘ladigan nugtani bu funksiyaning uzluksizlik
nuqtasi deb ataymiz. f(x) funksiyaning a uzluksizlik nuqtasida quyidagi
shartlar bajarilgan bo‘ladi:

1) Funksiya a nuqgtada va uning biror atrofida aniglangan;

2) a nugtada ikkala bir tomonlama limitlar mavjud va ular chekli;

3) a nuqtadagi ikkala bir tomonlama limitlar ustma-ust tushadi,
ya'ni f(a+0) = f(a — 0);

4) a nugtada ustma-ust tushadigan bir tomonlama limitlar
funksiyaning bu nuqtadagi qiymatiga teng, ya’ni

fla+0)=f(a—0)=f(a) (2.36)

2.24-Ta’rif. a nuqtada uzluksiz bo‘Imagan funksiyani bu nugtada
uzilishli funksiya, a nugtani esa bu funksiyaning uzilish nuqtasi deb ataladi.

a nugta hagida uzilish nuqgtasi sifatida gapirilganda, a nugtaning
ixtiyoriy kichik atrofida f(x) funksiya aniglanish sohasining a nugtadan
fargli boshga nugtalari ham mavjud deb faraz gilinadi.

(2.36) uzluksizlik shartining ganday buzilganligiga garab uzilish
nuqtalari turlarga bo‘linadi.

2.25-Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada chekli chap va o‘ng
limitlarga ega va ular o‘zaro teng, ammo funksiyaning a nuqtadagi
giymatiga teng bo‘lishmasa
fla+0)=f(a—-0)=#f(a)
u holda a nugta f (x) funksiyaning uzilishi bartaraf gilinadigan nuqtasi deb
ataladi.

Uzilishi bartaraf gilinadigan nuqta degan iboraning ma’nosi shundan
iboratki, yangi uzluksiz funksiya hosil gilish uchun funksiyaning fagat bitta
a nugtadagi qiymatini o‘zgartirish yetarli. f(x) funksiya yordamida
tuziladigan

f(x), x#a;
F(x)z{}lci_r}}lf(x), x=a

funksiya a nugtada uzluksiz bo‘ladi. Shunday qilib funksiyaning a
nuqtadagi giymatini o‘zgartirib uzilishni “bartaraf” qildik.
T (x| x=+0;
2.23-Misol. f(x) = { L x=0
» Funksiyaning x =0 nuqtadagi chap va ong limitlarini
hisoblaymiz:

funksiyani garaymiz.
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lim fG) = lim f(x)=0%1=f(0)

x—0—

ya’'ni x = 0 nugta uzilishi bartaraf gilinadigan nuqta ekan (2.25-rasm). Agar
f(x) funksiyaning x = 0 nuqgtadagi giymatini F(0) = 0 deb ozgartirsak,
bu nuqgtada uzluksiz bo‘lgan F(x) = |x| funksiyani hosil gilamiz. <

ty NN IOF
Ly =f()
® 1 !
x;
ol g 0
2.25-rasm 2.26-rasm

Umuman olganda (a — 6;,a) U (a,a + 6,) to‘plamda uzluksiz va a
nuqgtada bartaraf gilinadigan uzilishga ega funksiyaning grafigi sifatida
absissasi a bo‘lgan nugtasi o‘yib olib tashlangan uzluksiz egri chizig xizmat
giladi (2.26-rasm).

Uzilishi  bartaraf gilinadigan a nuqgtada lim £ (x) limit mavjud
xX—a

bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.
Agar limf(x) limit mavjud bo‘lmasa a nuqgta bartaraf qilib
xX—a
bo‘lmaydigan uzilish nuqtasi deb ataladi.
2.26-Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada chap va o‘ng limitlarga
ega bo‘lib, ammo ular har xil bo‘lsa

lim f(x)# lim f(x),

X—a—

u holda a nugta f(x) funksiyaning chekli sakrashli uzilish nuqtasi deb
ataladi.

Uzilsh nuqtasini bunday nomlashning ma’nosi shundan iboratki, x
o‘zgaruvchi a nugta orqgali o°tishda f (x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng va
chap limitlarining ayirmasi bilan o‘lchanadigan sakrash yuz beradi.

2.24-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz (2.27-rasm):

2
fo) ={1rear **0
1, x = 0.
» Berilgan funksiya x = 0 nugtada 2 ga teng bo‘lgan chekli
sakrashga ega bo‘ladi: xg(r)rlof(x) =2, xE(r)r}rOf(x) =0. <
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Funksiyaning bartaraf gilinadigan va chekli sakrashli uzilish nugtalari
birinchi tur uzilish nuqtalari deb ataladi. f(x) funksiyaning barcha 1-tur
uzilish nuqtalari chap va o‘ng limitlarning mavjudligi bilan tavsiflanadi.

ral

ol "
2.27-rasm
2.27-Ta’rif. f(x) funksiyaning a nuqgtadagi chap yoki o‘ng
limitlaridan kamida bittasi cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, bu nugta
funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi deb ataladi.

2.25-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz:
1

foo) = {;' *#0
0, x = 0.
» x = 0 nugtada bir tomonli limitlarni topamiz:

lim — =40, Ilim —= —oo,
x—->0+0 X x->0-0X

Bir tomonli limitlarning ikkalasi ham chekli emas, ya’ni ta’rifga ko‘ra
x = 0 nugta ikkinchi tur uzilish nugtasi bo‘ladi. <

2.26-Misol. y = a®/* funksiyani 0 < a < 1 bo‘lganda garaymiz.

» x = 0 nuqtada bir tomonli limitlarni topamiz:

lim a/* =0, lim a'/* = +oo.
x—0+0 x—0-0

x = 0 nuqgtadagi o‘ng limit cheksiz, ya’ni ta’rifga ko‘ra x = 0 nuqgta
ikkinchi tur uzilish nugtasi bo‘ladi. <
Geometrik talgini ravshan bo‘lgan ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.21-Teorema. X oraligda monoton bo‘lgan f(x) funksiya bu
oraligda uzilishlarga ega bo‘lsa, u holda bu uzilish nuqtalari albatta birinchi
tur bo‘ladi.

Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Nugtaning
kichik atrofida funksiyaning o‘zgarishi bilan bog‘lig bo‘ladigan xossalar bu
funksiyaning lokal xossalari deb ataladi (masalan, nuqtada limitga ega
funksiyaning xossalari yoki berilgan nugtada uzluksiz funksiyaning
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xossalari). Funksiyaning aniglanish sohasi yoki bu sohaning biror oralig‘i
bilan bog‘liq xossalar global xossalar deb ataladi.

2.28-Ta’rif. Agar (a, b) intervalning barcha nugtalarida y = f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lsa, bu funksiya (a, b) intervalda uzluksiz deyiladi.
Agar funksiya (a, b) intervalda uzluksiz, a nuqtada chapdan, b nuqgtada esa
o‘ngdan uzluksiz bo‘lsa bu funksiya [a, b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x) = 1/x funksiya (0,1) intervalda uzluksiz va [0,1]
kesmada uzluksiz emas, chunki x = 0 nugtada funksiya o‘ngdan uzluksiz
emas. sin x funksiya ixtiyoriy [a, b]= R kesmada uzluksiz. Agar funksiya
barcha x € R nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, u (—oo, +0) intervalda yoki R
son o‘qida uzluksiz deyiladi.

2.22-Teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x)
funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va kesmaning chetki nuqtalarida turli
ishorali qiymatlarni gabul qilsin. U holda (a,b) intervalda f(c) =0
tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugta topiladi.

Teorema oddiy geometrik ma’noga ega:
agar funksiya grafigining uzluksiz chizig‘i
Ox o‘qdan pastda ham, yugorida ham yotsa,
u holda egri chiziqg Ox oqgni albatta kesib

o‘tadi (2.28-rasm). aT/C ; b= >

» Aniglik uchun f(a) <0 va f(b) > |
0 deb olamiz. [a, b] kesmani d = (a + b)/2 f(@)|
nuqgta yordamida teng ikkiga bo‘lamiz. Agar 2.28-rasm
funksiya bu nuqgtada nolga aylansa teorema
isbotlangan bo‘ladi.

f(d) # 0 bo‘lsin. U holda [a, d], [d, b] kesmalardan birining chetki
nugtalarida funksiya turli ishoralarni gabul giladi, buning ustiga chap chetda
manfiy va o‘ng chetda musbat ishorali giymat bo‘ladi. Bu kesmani [a, b, ]
orgali belgilaymiz, u holda f(a;) < 0 va f(b;) > 0 bo‘ladi.

[a,, b;] kesmani dy = (a; + b1)/2 nugta yordamida teng ikkiga
bo‘lsamiz, bu yerda ham f(d;) = 0 holni garamaymiz, chunki bu holda
teorema isbotlangan bo‘ladi. Hosil bo‘lgan ikki intervallardan gaysi birining
chetlarida funksiya turli ishorali giymatlarni gabul qgilsa, uni biz [a,, b,]
orgali belgilaymiz, u holda f(a,) < 0 va f(b,) > 0 bo‘ladi. Kesmalarni
hosil gilish jarayonini davom ettiramiz. Bunda yoki chekli gadamdan keyin
kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nugtada funksiya nolga aylanadi va
teoremani isboti tugaydi, yoki bir-birining ichiga joylashgan cheksiz

[a1,b1] 2 [az, ba] 2 -+ 2 [an, by] 2 -
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kesmalar ketma-ketligini hosil gilamiz. U holda n tartib ragamli [a,, b, ]
kesmaning uzunligi b, —a, = (b—a)/2™ va f(a,) <0, f(b,) >0
bo‘ladi. 1.1-Lemmaga (Kantor) ko‘ra barcha kesmalarga tegishli bo‘lgan c
nugta mavjud bo‘ladi. Ana shu nuqgta teorema shartlarini ganoatlantirishini
va gidirilayotgan c € (a, b) nuqgta ekanligini ko‘rsatamiz. Funksiyaning
(a, b) intervalda uzluksizligi tufayli }}_‘Ef(x) = f(c) bo‘ladi. Agar f(c)

musbat bo‘lganda edi, uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi
hagidagi teoremaga ko‘ra c¢ nuqgtaning shunday (c —é&,c+ §) atrofi
topiladiki, bu intervaldan olingan barcha x nugtalar uchun f(x) >0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. n tartib ragamini kerakli qilib (b —a)/2" <
d shartdan) tanlansa, [a,,b,] kesma ana shu intervalga butunligicha
tushadi va f(a,) > 0.

Bu esa [a,, b,] kesmaning xossasiga Ay
ziddir. Xuddi shu singari f(c¢) manfiy f(b)
ishorali bo‘la olmasligini ko‘rsatish mumkin.

Demak, f(c) = 0 ekan. <
2.22-Teoremada f(x) funksiyaning f(a+0)
kesmada uzluksizligi ~ muhim  shart — '
ekanligini  aytib o‘tish kerak. Uni (a,b)  f(a)---+ b
intervalda uzluksizligi bilan almashtirish
mumkin emas:
2.29-rasmda (a,b) intervalda uzluksiz, ammo a nuqgtada o°‘ngdan
uzluksizlik buzilganligi tufayli [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmagan
funksiyaning grafigi keltirilgan. Bu funksiya kesmaning chetki nugtalarida
turli ishorali giymatlarni gabul giladi, ammo kesmaning birorta nuqtasida
ham nolga aylanmaydi. (a,b) intervalning hech bo‘lmaganda bitta
nuqgtasida uzilishga ega funksiya manfiy giymatdan musbat giymatga nolga
aylanmasdan o‘tishi mumkinligi ravshan.

2.23-Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)
funksiya biror X oraligda (yopiq yoki ochig, chekli yoki cheksiz)
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar bu oraligning ikkita a va b (a < b)
nuqgtalarida teng bo‘lmagan f(a) = A va f(b) = B giymatlarni gabul gilsa,
u holda (4, B) intervaldan olingan har ganday C nugta uchun shunday c €
(a, b) nugta topiladiki, bu nugtada f (c) = C tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» A < B deb hisoblaymiz, shuning uchun A< C < B. [a,b]
kesmada g(x) = f(x) — C yordamchi funksiyani garaymiz. Bu funksiya
[a, b] kesmada uzluksiz va kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali
giymatlarni gabul qiladi: g(a) =f(a)—C=A—-C<0 va g(b) =
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f(b) —C =B —C > 0. U holda Bolsano-Koshining birinchi teoremasiga
ko‘ra shunday c € (a, b) nugta topiladiki, uning uchun g(c) = 0 tenglik,
ya'ni f(c) — C = 0 yoki f(c) = C o‘rinli bo‘ladi. <

Shunday qilib oraligda uzluksiz funksiya bir giymatdan ikkinchi
giymatga o‘tib oraligdagi har bir giymatni kamida bir marta gabul giladi.
Boshgacha gilib aytganda x argument biror X oraliqda o‘zgarganda f(x)
funksiya gabul giladigan giymatlari ham biror Y oraligni to‘ldiradi. Shuning
uchun 2.23-teorama ba’zan uzluksiz funksiyaning oraligdagi giymatlari
hagidagi teorema ham deb yuritiladi.

2.24-Teorema (Veyyershtrassning birinchi teoremasi). Kesmada
uzluksiz funksiya bu kesmada chegaralangan ham bo‘ladi, ya’ni shunday m
va M sonlar topilib, barcha x € [a,b] nugtalar uchun m < f(x) <M
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilamiz, ya’ni f(x) funksiya [a, b] kesmada
chegaralanmagan bo‘lsin. U holda har bir n natural son uchun [a,b]
kesmada shundau x = x,, nugta topiladiki, bu nugtada

IfCx)l=n (2.37)

tengsizlik o°rinli bo‘ladi.
Bolsano-Veyyershtrass teoremasiga ko‘ra {x,,} ketma-ketlikdan chekli
& nuqgtaga yaginlashuvchi {xnk} gismiy ketma-ketlik tuzish mumkin:

limx, = ¢&. Albatta a < £ < b ekanligi ravshan. f(x) funksiyaning &

fk—o00

nugtada uzluksizligi tufayli ,limf(xnk) = (&) orinli bo‘lishi kerak.
Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki (2.37) tengsizliklarga ko‘ra
Ilim |f(xnk)| = 4o00. Ana shu garama-qarshilik teoremani isbotlaydi. <«

Teoremada funksiyaning aynan kesmada uzluksizligi muhim shart
hisoblanadi. Intervalda yoki yarim intervalda uzluksizlik funksiyaning bu
oraliqda chegaralangan bo‘lishini ta’minlay olmaydi. Masalan, f(x) = 1/x
funksiya (0, 1] yarim intervalda uzluksiz, ammo unda chegaralanmagan.

f (x) funksiya biror E to‘plamda aniglangan va chegaralangan bo‘Isin.
f(x) funksiya qiymatlari to‘plamining M aniq yuqori chegarasi f(x)
funksiyaning E to‘plamdagi aniq yuqgori chegarasi deb ataladi:

M = sup f(x).

X€EE
f(x) funksiyaning E to‘plamdagi m aniq quyi chegarasi ham xuddi shu

singari aniglanadi:
m = inf f(x).

XEE
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2.25-Teorema (Veyyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda f (x) funksiya bu kesmada
o‘zining aniq quyi va aniq yuqori chegarasiga erishadi, ya’ni [a, b] kesmada

f@=m=inff(), f()=M=supf()

XEE
tengliklarni ganoatlantiruvchi & va » nugtalar topiladi (2.30-rasm).

» M =supf(x) bo‘lsin. Veyyershtrassning birinchi teoremasiga
X€EE

ko‘ra bu chekli son. Faraz qilaylik f(x) funksiyaning giymati E
to‘plamning hech bir nuqgtasida M giymatga teng bo‘lmasin, ya’ni barcha

x € E nugtalarda f(x) < M bo‘lsin. Bu holda

1

g(x) = M——f(x) Mt

yordamchi  funksiyani  garaymiz.
Farazimizga ko‘ra kasrning maxraji
nolga aylanmaydi, shuning uchun u
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va
demak chegaralangan, ya’ni M
barcha x € [a, b] nuqtalarda g(x) <pu, ,HT 3
(u>0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Shuning uchun

v

S ¢
Wy O --
Se

2.30-rasm

1

M — f(x)
tengsizlikdan osongina

f(x) SM—l
U

tengsilikka erishamiz, ya’ni M sonidan kichik bo‘lgan M — 1/u soni f(x)
funksiya giymatlar to‘plamining yuqori chegarasi bo‘lar ekan. Bunday
bo‘lishi mumkin emas, chunki M soni bu funksiya giymatlar to‘plamining
aniq yuqori chegarasi. Yuzaga kelgan qarama-garshilik  teoremani
isbotlaydi: [a, b] kesmada shunday & nugta topiladiki, bunda (&) = M
tenglik o‘rinli bo‘lib, bu giymat barcha f(x) giymatlarning orasida eng
kattasi bo‘ladi.
Teoremaning quyi chegarasiga nisbatan gismi ham xuddi shu singari
isbotlanadi. <
Mulohaza. f(x) funksiya uzluksizligi [a,b] kesmada bo‘lishligi
muhim shart: f(x) =x funksiya (—1,1) intervalda uzluksiz va
chegaralangan, ammo anig yuqgori sup x = 1 chegaraga erishmaydi,
x€(—1,1)
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ya'ni (—1,1) intervalda f(a) =1 tenglikni Ay
ganoatlantiradigan a nugta yo‘q. Boshga misol: 1 ¢-----—-—---
f(x) = x — [x] funksiyani [0, 1] kesmada garaymiz

(2.31-rasm). Bu vyerda sup f(x)=1, ammo
x€[0,1]

funksiya 1 giymatga [0, 1] kesmada erishmaydi.
Bu esa f(x) funksiya [0,1] kesmada uzilishga 0 2 31-rasm
egaligi tufayli yuz beradi.

Funksuya qiymatlari to‘plamining anigq yuqori chegarasini f(x)
funksiyaning [a, b] kesmadagi eng katta giymati, aniq quyi chegarasini esa
eng kichik giymati deb ataymiz. U holda Veyyershtrassning ikkinchi
teoremasini quyidagicha ifodalash mumkin.

2.26-Teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
bu kesmada o°zining eng Kkatta va eng kichik giymatiga erishadi.

2.27-Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda monoton o‘suvchi
(kamayuvchi) va uzluksiz bo‘lsin. U holda (a, b) intervalga mos keluvchi
funksiya giymatlarining (f(a + 0), f(b — 0)) (yoki (f(b -0, f(a + 0))
intervalida o*suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz x = f~1(y) teskari funksiya
mavjud.

» f(x) funksiya (a, b) intervalda monoton o‘suvchi bo‘Isin. U holda
Bolsano-Veyyershtassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra x ozgaruvchi (a, b)
intervalda o‘zgarganda f (x) funksiyaning giymatlari (f(a + 0), f(b — 0))
intervalni to‘ldiradi. U holda har bir y, € (f(a + 0), f(b —0)) nugta
uchun (a, b) intervaldan f(x,) = y, tenglikni ganoatlantiruvchi kamida
bitta x, nuqgta topiladi. f(x) funksiyaning qat’iy monotonligi tufayli
bunday x, nugta yagona bo‘ladi, chunki x; > x, bo‘lsa f(x;) > y, bo‘ladi
va x; < xo bo‘lsa f(x;) < y, bo‘ladi. Shunday qilib ixtiyoriy y, € (f(a +
0), f(b — 0)) nugtaga (a, b) intervaldan yagona x, nugtani mos go‘yuvchi
bir giymatli x = f~1(y) teskari funksiyani hosil gildik. f~1(y) funksiya
f (x) funksiya singari o‘suvchi bo‘ladi.

Hagigatdan ham, y; <y, va x; = f1(y,), x, = f1(y,) bo‘lsin.
Agar f~1(y;) = f"1(y,)  bo‘lganda edi, bu tengsizlik x; > x,
tengsizlikni anglatar edi va f(x) funksiyaning o‘suvchiligi tufayli f(x;) =
f (x,) tengsizlikni yoki y; = y, tengsizlikni hosil gilgan bo‘lar edik, bu esa
dastlabki gilgan farazimizga ziddir, ana shu zidlik x = f~1(y) teskari
funksiyaning o‘suvchi ekanligini isbotlaydi.

Endi x = f"1(y) funksiyaning (f(a+0),f(b—0)) intervalda
uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik funksiya biror y, €
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(f(a+0),f(b—0)) nugtada uzluksiz bo‘lmasin, u holda f~1(y)
funksiya monoton bo‘lganligi uchun 2.21- teoremaga ko‘ra y, nugta albatta
birinchi tur uzilish nugtasi bo‘ladi va bu nugtada f~1(y,—0) <
F () < fY(yo +0) ofrinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarning hech
bo‘lmaganda bittasi qat’iy tengsizlik bo‘ladi, aks holda f~1(y) funksiya y,
nuqtada uzluksiz bo‘lar edi. Masalan, f~1(y, —0) < f~1(y,) bo‘lsin.
f~1(y) funksiya o‘suvchi bo‘lganligi uchun y < y, nuqgtalarda f~1(y) <
f1(yo—0) bo‘ladi, y =1y, nugtalarda esa f~1(y) = f~1(y,—0)
bo‘ladi. Shuning uchun (f~1(y, —0),f 1(y,)) intervalda f~1(y)
funksiyaning giymatlari mavjud emas, bunday bo‘lishi mumkin emas.
Chunki  (f " 1(yo —0),f1(39)) S (a,b) va f(x) funksiyaning
aniglanishiga  ko‘ra  bu intervalning ixtiyoriy x € (f 1(y, —
0), f~1(y0)) nugtasiga y = f(x) nuqta mos kelishi kerak, ya’ni f~1(y)
funksiyaning giymatlari (f (v, — 0), f~1(y,)) intervalda mavjud. Bu
garama-qarshilik gilgan farazimiz noto‘g‘ri ekanligini anglatadi, ya’ni
f~1(y) funksiya y, nugtada uzluksiz. <
Asosiy elementar funksiyalarning uzluksizligi.

1. f(x) = C — const. Funksiya orttirmasi barcha nuqtalarda nolga

teng: Ay = f(x + Ax) — f(x) = C — C = 0. Shuning uchun Alyicr—l;loAy =0,

ya’ni bu funksiya son o‘qining barcha nugtalarida uzluksiz.
2. f(x) = x . Funksiya orttirmasini topamiz: Ay = f(x + Ax) —
f(x) =x+ Ax —x = Ax. U holda lim Ay = Alim Ax = 0, ya’ni funksiya

o ] Ax—0 \x—0
son o‘gining barcha nuqgtalarida uzluksiz bo‘ladi.

3. f(x) =x",neN . Bu funksiyani chekli sondagi g(x) =x
funksiyani o‘zini o‘ziga n marta ko‘paytirish natijasi deb garasak 2.19-
Teoremaga ko‘ra f(x) funksiya son o‘gining barcha nuqtalarida uzluksiz
bo‘ladi.

4. f(x) =sinx funksiyaning son o‘gining barcha nuqtalarida
uzluksizligi 2.21-Misolda ko‘rsatilgan.

5. f(x) =cosx funksiyani cosx = sin(x + m/2) tenglik orqali
ifodalaymiz. sin x funksiyaning uzluksizligi tufayli sin(x + m/2) funksiya
murakkab funksiya sifatida 2.20-Teoremaga ko‘ra son o‘gining barcha
nuqgtalarida uzluksiz bo‘ladi.

6. Xuddi shu singari 2.19-Teoremaga ko‘ra sinx va cosx
funksiyalarning nisbati sifatida f(x) = tgx funksiya {x € R:x # km +
/2, k € 7} to‘plamda, f(x) = ctgx funksiya esa {x € R:x # km, k €
Z} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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7. f(x) =a*,a>0,a#1 funksiyaning barcha x € R nugtalarda
uzluksiz ekanligini isbotlaymiz. x nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,,} ketma-
ketlikni garaymiz va {a*»} ketma-ketlik a* soniga intilishini ko‘rsatamiz.
1.12-Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N € N soni topilib,
barchan > N uchun |[a** — a*| < & tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatish
kerak. Shunday qilib {x,} ketma-ketlikning x,, hadlari uchun biror tartib
ragamidan boshlab a*|a*» ™ — 1| <& yokil—¢/a* <a*™* <1+¢/
a* tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. a # 1 bo‘lganda logarifmik
funksiyaning xossasini inobatga olsak

( £ |a—1|>
—& =log, |1 —— <

a* a—1
g |la—1]|
< x, —x <log, 1+F prnl ko (2.38)

{x,,} ketma-ketlikning x nugtaga yaginlashuvchi bo‘lganligi tufayli biror
N + 1 tartib ragamidan boshlab (2.38) qo‘sh tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Hagigatdan ham, ketma-ketlik limitining 1.12-Ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy
musabat son, xususan €, = min{&;, &, } uchun shunday N € N tartib ragami
topiladiki, barcha n > N wuchun |x,, —x| <& tengsizlik bajariladi.
Yugoridagilarga teskari tartibda mulohaza qilib, n > N uchun |a*r —
a*| < e tengsizlik bajariladi. Bu esa 1.12-ta’rifga ko‘ra {a*n} ketma-ketlik
a* soniga intilishini va f(x) = a* funksiyaning barcha x € R nuqgtalarda
uzluksiz ekanligini anglatadi. Xususiy holda a = e bo‘lsa, R son o‘gida
uzluksiz e* funksiyaga ega bo‘lamiz.

8. f(x) =log, x funksiya giymatlar sohasi (0,+) bo‘lgan R son
o‘qida qat’iy monoton va uzluksiz a* funksiyaning teskarisi sifatida 2.27-
teoremaga asosan (0, +o) intervalda uzluksiz bo‘ladi. Bu yerdaham a = e
xususiy holda (0, +o0) intervalda uzluksiz bo‘lgan natural logarifm In x
funksiya hosil bo‘ladi.

9. f(x) =x*,u€eR umumiy darajali funksiyani (2.25) asosiy
logarifmik ayniyatga ko‘ra x#* = exp(uIn x) ko‘rinishda yozib olamiz. U
holda bu funksiya (0,+o0) intervalda uzluksiz y =g(x) =ulnx va R
son o‘qida uzluksiz f(y) = exp(y) funksiyalardan tuzilgan f(g(x))
murakkab funksiya sifatida 2.20-Teoremaga ko‘ra (0,4o0) intervalda
uzluksiz bo‘ladi.

10.  f(x) = arcsinx va g(x) = arccosx funksiyalar qiymatlari
[—1,1] kesmani to‘ldiruvchi mos ravishda [—m/2,m/2] va [0, m]
kesmalarda gat’iy monoton va uzluksiz sin x va cos x funksiyalarga teskari

funksiya sifatida 2.27-Teoremaga ko‘ra [—1, 1] kesmada uzluksiz bo‘ladi.
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Xuddi shu singari tg x va ctg x funksiyalar mos ravishda (—m/2,7/2) va
(0, ) intervallarda gat’iy monoton va uzluksiz, giymatlari esa R son ogini
to‘ldirganligi uchun ularga teskari arctg x va arcctg x funksiyalar ham
2.27-Teoremaga ko‘ra R son o‘gida uzluksiz bo‘ladi.

Shunday qilib barcha asosiy elementar funksiyalar o‘zlarining
aniglanish sohalarida uzluksiz ekan. Elementar funksiyalar sinfidan olingan
har ganday funksiyani asosiy elementar funksiyalar ustida chekli sondagi
algebraik amallarni bajarish va ularning superpozitsiyalari orqali hosil gilish
mumkin. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish to‘g‘risidagi
2.19-Teoremaga va murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi 2.20-
Teoremaga ko‘ra bunday elementar funksiyalar o‘zlarining aniglanish
sohasida uzluksiz bo‘ladi.

2.7. Cheksiz kichik funksyalarni tagqgoslash
Cheksiz  kichik funksyalarni taqqoslash. Cheksiz  kichik
funksiyalarni tagqoslashdan asosiy magsad x — a da ularning nolga intilish
tezligini giyoslashdan iborat. x = a nuqtada cheksiz kichik a(X) va B(X)
funksiyalar a nugtaning biror U(a) o‘yiq atrofida noldan fargli va a
nugtaning o‘zida esa nol yoki aniglanmagan bo‘lishsin.

2.30-Ta’rif. Agar noldan fargli chekli

)lcl_r)rcll% =m+* 0 (2.39)

limit mavjud bo‘lsa, a(x) va B(x) funksiyalar x = a nuqtada bir xil tartibli
cheksiz kichik deb ataladi va a(x) = 0(B(x)) ko‘rinishda yoziladi (0
xX—a

simvoli “0 katta” deb o‘qgiladi).

2.16-Teoremaga ko‘ra lim 4= al) _
x—aB(x) ~

B(x) = O(a(x)) deb yozish mumkin. O simvoli tranzitivlik xossasiga
xX—a
ega, ya'ni agar B(x) = 0(a(x)) va B(x) = O(y(x)) bo‘lsa, u holda
X—a X—a
a(x) = O(y(x)) bo‘ladi. Hagigigattan ham 2.30-Ta’rifga va
ko‘paytmaning limiti hagidagi 2.16-Teoremaga ko‘ra

@ aCB e B
— ) 2.40
) I T Amem) Mmy —c* 0 @40

2.31-Ta’rif. Agar a(x)/ B(xX) nisbatning limiti nol, ya’ni
lim S _ g, 2.41
ey 240

— bo‘ladi va shuning uchun
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bo‘lsa, a(x) funksiya x = a nuqtada B(x) funksiyaga nisbatan yuqoriroq
tartibli cheksiz kichik deb ataladi va u a(x) = o(B(x)) korinishda
X

-

yoziladi (o simvoli “o kichik deb o‘giladi”).
Bu holda B(x) funksiya x = a nugtada o (x) funksiyaga nisbhatan
pastroq tartibli cheksiz kichik deb aytiladi. (2.41) o‘rinli bo‘lsa, albatta

lim —= = o (2.42)

bo‘lishi ravshan.

(2.41) tenglikdan a(x)/B(x) = y(x) funksiyaning x = a nugtada
cheksiz kichik ekanligi kelib chigadi. Bundan esa a(x) = y(x)B(x), ya’ni
x o‘zgaruvchi a nugtaga yaqin bo‘lganda |a(x)| giymat |B(x)]| qiymatga
nisbatan ko‘p kichik bo‘ladi. Boshgacha gilib aytganda a(x) funksiya B(x)
funksiyaga nisbatan tezroqg nolga intiladi.

2.28-Teorema. a nuqtaning biror U(a) o‘yiq atrofida noldan farqli,
x =a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan ixtiyoriy o(x) va B(x)
funksiyalarning a(x) - B(x) ko‘paytmasi ko‘paytuvchilarning har biridan
yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo‘ladi.

» Hagigatdan ham, 2.31-Ta’rifga ko‘ra
_a(x)px) _a(x)Bx) .
R T N B T N
tengliklar teoremadagi tasdigning to‘griligidan dalolat beradi. <

2.32-Ta’rif. Agar x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan a(x) va
B(x) funksiyalar nisbatining chekli ham cheksiz ham limiti mavjud
bo‘lmasa, ular tagqoslanmaydigan cheksiz kichiklar deb ataladi.

2.29-Misol. a(x) = x va B(x) = sin2x funksiyalar 2.30-Ta’rifga
ko‘ra x = 0 nuqtada bir xil tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki
funksiyalar nisbatining limiti hagidagi 2.19, murakkab funksiyaning limiti
hagidagi 2.20-Teoremalarga va (2.19) birinchi ajoyib limit formulasiga
ko‘ra
2x =t
x—0
t—-0

2.30-Misol. a(x) =1 — cosx funksiya 2.30-Ta’rifga ko‘ra x =0
nuqtada B(x) = x funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik
bo‘ladi, chunki 2.19, 2.20-Teoremalarga va (2.19) formulaga ko‘ra

sint

X sin 2x
m@=' =21imT=2¢0.

li lim
x—0 o((x) x-0 X

t-0

Ca() . 1—cosx _ sin?(x/2) [*/2=t
llrr(l)—zhrr(l)—zhr%—zz x = 0 —
~0B(x) x X % x/ .
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. sint
= lim——-limsint=1-0=0.
t-0 ¢t t—0

2.31-Misol. a(x) =+/x funksiya x =0 nuqgtada B(x)=x
funksiyaga nisbatan pastroq tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki

I ot(x)_l. \/5_1. 1
XD B(x) | X0 x| xsonx
2.32-Misol. a(x) = xsin(1/x) va B(x) =x funksiyalar 2.32-
Ta’rifga ko‘ra x = 0 nugtada tagqoslanmaydigan cheksiz kichiklar bo‘ladi,
chunki

_a(x) oxsin(l/x)
}CILI(I) B }Cl_r% . = lim S,lcr_l)gl/x)

limit mavjud emas (2.2 da garalgan).

2.33-Misol. Darajasi n € N,n > 1 bo‘lgan x™ darajali funksiya x =
0 nugtada x™! funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik, ya’ ni
x™ = o(x™ 1), chunki lim(x"/x™ 1) = limx = 0.

x—0 x—0 x—0

x — a da cheksiz kichikning o‘zgarishini aniqroq taggoslash uchun
ulardan birini o‘ziga xos etalon sifatida tanlanadi va u asosiy cheksiz kichik
deb nomlanadi. Albatta, asosiy cheksiz kichikni tanlash ixtiyoriy, ammo
ulardan oddiyrog‘i tanlanadi. Masalan, x - 0 da x tanlanadi; x —» 1 da
x —1; x > oo daesa 1/x va hokazo. Murakkabirog a(x) cheksiz kichikni
baholash uchun asosiy B(x) cheksiz kichikning turli xil k > 0 darajali
B%(x) funksiyalaridan taggoslash shkalasi tuziladi.

2.33-Ta’rif. Agar a(x) va B*(x) bir xil tartibli cheksiz kichik, ya’ni

. a(x) 5 43
ETe (249
bo‘lsa, a(x) cheksiz kichikni 5% (x) cheksiz kichikka nisbatan k tartibli
kichik, k sonini esa kichiklik tartibi deb ataladi.
Odatda “k tartibli kichik” o‘rniga oddiy qilib “k tartib” iborasi
ishlatiladi.
Bu yerda quyidagilarni ta’kidlab o‘tish joiz:
1. Bir cheksiz kichikning ikkinchisiga nisbatan k tartibi ixtiyoriy
musbat son bo‘lishi mumkin;
2. Agar a(x) funksiyaning 8(x) funksiyaga nisbatan tartibi k bo‘lsa,
u holda B(x) funksiyaning a(x) funksiyaga nisbatan tartibi 1/k bo‘ladi;
3. a(x) cheksiz kichik funksiyani hatto barcha 5% (x) darajalar bilan
taggoslash mumkin bo‘lganda ham, k tartibni har doim ham aniglab
bo‘lmaydi.
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2.44-Misol. 2.33-Ta’rifga ko‘ra a(x) =1 — cosx funksiya x = 0
nugtada F(x) = x funksiyaga nisbatan k = 2 tartibli cheksiz kichik
bo‘ladi, chunki funksiyalar nisbatining limiti hagidagi hagidagi 2.19,
murakkab funksiyaning limiti hagidagi 2.20-Teoremalarga va (2.19)
birinchi ajoyib limit formulasiga ko‘ra

_a() . 1-cosx  2sin?(x/2) [¥/2=¢
lim k()=}g§})—2=}c13(1) - =l x>0 |=
P g * t—>0
_1, sinzt_ll_ sint | sint 11
=z lim—s—=clim——-lim——=- =5 #0.

2.45-Misol. a(x) = a'/*,a € (0,1) va B(x) = x funksiyalar x —
0 + 0 da cheksiz kichik bo‘ladi. Ixtiyoriy k > 0 uchun

l' al/x
L e 0 (2.44)
ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatdan ham, 1/a > 1 bo‘lganligi uchun
all* 1/x=t ¢k
ngr-}-O Xk |*7 0+0]= tl—ifrnooatﬂC - tl—i>£noo (1/a)t =0
t - 400

Shunday qilib x —» +0 da cheksiz kichik a/* funksiyani ixtiyoriy
k > 0 uchun x* bilan tagqoslab bo‘ladi, ammo x cheksiz kichikka nisbatan
Kichiklik tartibini aniglab bo‘Imaydi.

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Bir xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalarning tadbiqida ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar muhim
o‘rin tutadi.

2.34-Ta’rif. Agar x = a nuqtada cheksiz kichik a(x) va B(x)
funksiyalar uchun

lim 59 _ 4 245
xl—r>rcll B(X) B ( . )

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular ekvivalent cheksiz kichiklar deb ataladi va u
a(x) ~ B(x) ko‘rinishda yoziladi.
x—a

Cheksiz kichiklarning ekvivalentlik xossasi cheksiz kichiklarga
nisbatan simmetrik, chunki (2.45) tenglikdan lim (x)/a(x) = 1, ya’ni
B(x) ~ a(x) kelib chigadi. Ekvivalentlik, t?gr?zitivlik X0ssasiga ega,
ya’niica_l)gar a(x) ~ f(x)vapf(x) ~ y(x)bolsaa(x) ~ y(x) bo‘ladi. Bu
xossa (2.45) va (xZ_.)ZO) tengliklardzfrr Iielib chigadi. T

ala(x)] cheksiz kichik a(x) cheksiz kichikka nisbatan yuqoriroq
tartibli cheksiz kichik degan ma’noni anglatadi.
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Limitlarni hisoblash jarayonida cheksiz kichiklarni tagqoslashga to‘g‘ri
keladi. Bunday holda “ 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslik™ deb aytiladi. Bunday
turdagi anigmaslikdan fargli yana oo/o0,00 — 00,09 1% Ko‘rinishdagi
anigmasliklar ham uchrab turadi. Limitlarni bunday hollarda hisoblash
anigmaslikni ochish deb nomlanadi. Anigmasliklarni ochishda ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalar hagidai teoremalardan foydalaniladi.

2.29-Teorema. Agar cheksiz kichik funksiyalarni ularning
ekvivalentlari bilan almashtirilsa, u holda cheksiz kichiklar nisbatining
limiti o‘zgarmaydi.

» a(x),f(x),y(x),t(x) funksiyalar x - a da cheksiz kichik
funksiyalar, hamda a(x)x:aﬁ(x), v (x) e 7(x) bo‘lsin. U holda

_o(x) B(x)
lim va lim
x—ay(x) x-aT(X)
limitlarni tagoslaymiz.
1) Nisbatning limiti chekli
a(x)
lim =A< o
x-ay(x)
U holda:
- 22p(x) o
a(x) _ . Bw . B® . BM)
lim ——— = lim clim—— =
x—a y(x) x-a Y(x) T(X) x—-a & x-a ‘[(x)
T(x) T(x)

1 Bx) — lim B(x)
1 x—>ar(x) ~ xsat(x)’

2) Nisbatning limiti cheksiz

a0
eay(x)
U holda:
oY)
e
ekanligidan foydalanamiz:
Y (%) y()
D €3 T L N S O N
0 = lim (%) hmw— hma(x) - li B(x)_
x-a x—a XX) x—=a X\ X)) x-a
Bo) P BG)
B S RN ¢S IR S I
1 RSaBl)  amapl) ™M EBo)

Bundan esa:
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) _ o yoki lim o) = lim )

lim

x~aB(x) x-ay(x)  x-afB(x)
3) Nisbatning limiti mavjud emas.
. a(x)
ey (@)
limitning mavjud emasligidan
T
v B()

limitning mavjud bo‘Imasligi kelib chiqishi tabiiy. <
2.30-Teorema. Ikkita cheksiz kichik funksiyalar ekvivalent bo‘lishligi
uchun ularning ayirmasi bu cheksiz kichiklarning har biriga nisbatan
yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo‘lishligi zarur va yetarli.
» Zarurligi. a(x), (x) funksiyalar x = a nuqtada cheksiz kichik
funksiyalar, hamda a(x)x~ B (x) bo‘lsin. U holda
TGO GO

PaBer) aha(n)

bo‘ladi. Shuning uchun

L a@ - ‘a(x)_ﬁ(x)l e 1]
x~a  B(x) x>a[B(x) Bx)| x-a[B(x)
im |25 g
x~a [B(x) '
L a@ =B et ]
o alx)  xeafa() a(x)]
. B (x) B(x)
B chl—r>rclz [1 B o(x) =1- 91c—>a o((x)] 0.
Bu tengliklar afa(x) —f(x) ] va Bla(x) — B(x)] degan ma’nolarni

anglatadi.
Yetarliligi. a(x),f(x) funksiyalar x = a nugtada cheksiz kichik
funksiyalar, hamda afa(x) — B(x)] va Bla(x) — B(x)] bo‘lsin. So‘ngi

ikki munosabat
a(x) — B(x) a(x) — B(x)

My e
ma'noni anglatadi. U holda:
Ozhma(x)—ﬁ(x) 1 — 1im £
xoa  a(x) xaa(x) |

bundan esa,
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L BG)
m

va a(x)

=1,

ya'ni a(x) ~ B(x) <
xX—a
2.31-Teorema. x = a nugtada cheksiz kichik bo‘lgan a(x) va B(x)
funksiyalar ekvivalent bo‘lishsin: a(x) ~ B(x), x(t) funksiya esa t
xX—a

nugtaning biror U(7) oyiq atrofida a sonidan fargli va t — t da a soniga
intilsin. U holda t = 7 da a(x(t)) va B(x(t)) murakkab funksiyalart — t
da ekvivalent bo‘lishadi: a(x(t)) ~ L(x(t)).

xX—a

» F(t) = a(x(t))/B(x(t)) murakkab funksiya uchun (2.17)
formulani va teoremaning a(x) ~ ,B’(x) shartini qo‘llasak,

limF(t) = lim (x(t)) = lim a(x) =1

e 7 BE(0) | *2a B(x)
limitni topamiz, ya’'ni (2.28) formulaga ko‘ra a(x) ~ f(x). <

XxX—a
Endi ba’zi elememtar funksiyalarning ekvivalentlik munosabatini

o‘rnatamiz.
1. (2.19) birinchi ajoyib limitga ko‘ra
sinx ~ x. (2.46)

x—0

2. lim 2% = jj 1smx_l s1nth 1 =1-1=1

x-0 X x—>0XCOSX x—>0 X x-0COSX
limitdan

tgx ~ x. (2.47)

x—0

3. x(t) = arcsin t funksiya t = 0 nugtada uzluksiz (2.6.ga garang) va
shuning uchun limarcsint = arcsin0 = 0. U holda 2.32-Teoremaga va

t—0

(2.46) formuladan t = sin(arcsint) ol arcsint yoki dastlabki x

o‘zgaruvchiga gaytsak

arcsinx ~ x. (2.48)
x—0

4. x(t) = arctgt funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksizligi tufayli

}:m(} arctgt = arctg0 = 0. 2.32-Teoremaga va (2.48) formulaga t =

tg(arctgt) o arctgt yoki dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytsak
tg x =X (2.49)
X—

5. Ikkinchi ajoyib limitdagi (2.24) formula lirr(1)(1+x)1/x=e
x—

tenglikni aniglagan edi. Iny funksiyaning y = e nuqtada uzluksizligini
inobatga olsak (2.33) formulaga ko‘ra
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In(1 + x)

lim——= = limIn(1 + x)** = Inlim(1 + x)1/* = lne =1
x—0 X x—0 x—0
tenglikka ega bo‘lamiz. 2.34-Ta’rifga ko‘ra esa
In(1 + x) ~ X (2.50)
X—

Ma’lumki, log,(1+x) = (In(1+ x))/Ina . Bu tenglikni (2.50)
formulaga go‘llab

X
log,(1+ x) Colna (2.51)

6. x(t) = at — 1 funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksizligi tufayli
}:irré(at —1)=0. (251) formulaga ko‘ra log,(1+ a® —1) e (a* —
1)/Ina yoki tt~0 (a® — 1)/1In a. Dastlabki x o‘garuvchiga qaytsak

(a*—1)/Ina =X (2.52)
X—

Xususiy holda, a = e bo‘lsa,

e* —1 =X (2.53)
X—
7. Hosil gilingan (2.53) formulani inobatga olsak
C(A+x)-1 | x=e -1 C(Atet-1)p-1
lim =|t=In(1+x) |=lim - =
x—0 X t—0 et — 1
x—>0dat—-0
est —1
= slim lim =s-1-1=s.

t—-0 St t—0 et —
Demak, (1 4+ x)°* —1 ~5x yoki ixtiyoriy s # 0 uchun
X—

(1+x)° -1 - (2.54)

S x—0
ekvivalentlik munosabati o‘rinli bo‘ladi. Xususiy holda s = 1/2 bo‘lsa,

Vi+x-—1 ~0x/2 bo‘ladi.
X—
Hosil qgilingan (2.46)-(2.54) munosabatlardan ekvivalentlikning
tranzitivlik xossasiga ko‘ra,
X ~ sinx ~ tgx ~ arcsinx ~ arctgx ~ In(1+x) ~

x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
~ Ina-log,(1+x) ~(@*—1)-lna ~e*—-1 ~
x—0 x—0 S 1 x—0 x—0
1 —
L d+x) (2.55)
x—0 S

munosabatlar zanjirini hosil gilamiz.
2.32-Teorema. a(x)vaaﬁ(x) va f(x) funksiya a nuqtaning biror

o‘yiq atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar x = a nuqgtada a(x)f(x)
kopaytmaning (yoki f(x)/a(x) nisbatning) limiti mavjud bo‘lsa, u holda
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a(x) cheksiz kichikni B(x) bilan almashtirilganda limitning giymati
o‘zgarmaydi.
> lim a(x)f(x) = 4 va lim 22 [®) — B poclsin. U holda (2.45) va

a a(x)
2.19- Teoremaga ko‘ra,
. Bl f()a(x) B(x)
lim £(x)f (x) = lim ) }HM(X) lim f(x)a(x) =1-4
= A,
fx) a)fCx) = alx) = f(x)

Sy Ten Rl Toneron Sl L prTee b g o el R

Bu teoremaga ko‘ra (2.55) munosabatlar zanjiridan foydalanish qulay.
Bunda limitda gatnashgan cheksiz kichik unga ekvivalent bo‘lgan cheksiz
kichik bilan almashtiriladi.

2.46-Misol. (2.55) munosabatlar zanjiriga ko‘ra hisoblaymiz:

~Incosx _ cosx—1 —2sin?(x/2)
lim —; = lim ——— = lim =
x-0eX” — 1 x—0 x?2 x—0 x?2
x/2)? 1
= —ZIim( /2) =—- <
x->0 X 2

2.8. Tekis uzluksizlik
Funksiya kesmada uzluksiz degani, kesmaning ixtiyoriy x nugtasi va
ixtiyoriy € > 0 son uchun, shunday § > 0 son topib (x nuqgtaga va € songa
bog‘lig), kesmaning

Ix' —x| <6 (2.56)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x" nugtalarida
fxD) - f)l<e (2.57)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi degan ma’noni anglatadi.

Agar § sonni x nuqtaga bog‘lig bo‘Ilmaydiga gilib tanlab, (2.56) shart
bajarilganda (2.57) shart bajarilsa, f (x) funksiya tekis uzluksiz deyiladi. Bu
muhim tushunchaning ta’rifini kengroq yoritib beramiz.

2.35-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son
topilib, |x" — x| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday ikkita x €
[a; b], x" € [a; b] nugtalar uchun |f(x") — f(x)| < & tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, [a; b] kesmada aniglangan f(x) funksiya bu kesmada tekis uzluksiz
deb ataladi.

Kesmada tekis uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiya bu kesamada
uzluksiz ham bo‘lishi ravshan: agar tekis uzluksizlikning ta’rifida x nugtani
o‘zgarmas qilib oladigan bo‘lsak, funksiyaning bu nugtadagi uzluksizligi
ta’rifi kelib chiqadi.
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2.46-Misol. f(x) = x funksiya butun son o‘gida tekis uzluksizdir,
chunki agar € > 0 berilgan bo‘lsa, § = ¢ deb olish yetarli. U holda agar
|x" — x| <6 bolsa, f(x) =x, f(x") =x" bo‘lganligi uchun |f(x") —
f(x)| < e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. <

2.47-Misol.  f(x) =sinl/x,x # 0 unksiya x =0 nuqgta olib
tashlangan  son o‘gida uzluksiz, ammo unda tekis uzluksiz emas.
Haqgigatdan ham, agar € =1 deb olinsa, § > 0 son ganday kichik
bo‘lishidan qat’iy nazar shunday x va x' nuqtalar topiladiki, masalan,
x=1/(r/2 + 2nn) va x' = 1/(n/3 + 2nn), bu yerda n — yetarlicha
katta natural son) ko‘rinishdagi nugtalar uchun |x" — x| < & tengsizlik
bajarilishiga garamay |f (x") — f(x)| = (2 — vV3)/2 bo‘ladi. «

2.33-Teorema (Kantor). Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya, unda
tekis uzluksiz ham bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilib isbotlaymiz, ya’ni biror [a; b] kesmada
uzluksiz f(x) funksiya unda tekis uzluksiz bo‘lmasin. Bu esa, shunday
gy > 0 son topilib, ixtiyoriy § > 0 son uchun |x" — x| < & tengsizlikni
ganoatlantiruvchi shunday x € [a; b], x’ € [a; b] nuqgtalar topiladiki, bu
nugtalarda |f(x") — f(x)| = &, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi degan ma’noni
anglatadi. Xususan, § = 1/n uchun shunday x,, va x,, nuqtalar topiladiki,
bu nugtalar

|y, — x| < 1/n (2.58)
tengsizlikni ganoatlantirishiga garamay
|f (xn) = fF(xn)| = & (2.59)

bo‘ladi. 3.10-Teoremaga ko‘ra chegaralangan {x,} ketma-ketlikdan biror
X, nuqgtaga yaginlashuvchi {xnk} gismy ketma-ketlik tuzish mumkin:

Ill_)rg) Xn,, = Xo- (2.60)
a<xp <bk=12.., bo‘lganligi uchun a < x, < b bo‘lishi ravshan.
f (x) funksiya x, nugtada uzlukisiz, shuning uchun

lim £ (xn,)) = f (o). (2.61)
{xn} ketma-ketlikning {x;, } qismiy ketma-ketligi ham k cheksiz ortganda

X nhugtaga intiladi, chunki k — oo bo‘lsa

1
|x,’lk —x0| < |x,’1k —xnk| + |xnk —x0| <—+ |xnk —x0| -0
ng

bo‘ladi. Shuning uchun
Jim f () = f(x0). (2.62)
(2.61) va (2.62) tengliklardan
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,llf)go[f(x;lk) - f(xnk)] =f(xo) — f(x) =0

hosil bo‘ladi, bu esa barcha k = 1,2, ... larda

£ () = FCn)| = 9> 0
tengsizlik bajariladi degan shartga ziddir. Yuzaga kelgan zidlik teoremani
isbotlaydi. <

Nazorat savollari

1. Sonli funksiya deb nimaga aytiladi?
2. Funksiya ganday usullar bilan beriladi?
3. Qanday funksiyalarga davriy funksiya deyiladi?
2. Qanaday funksiyalar monoton deyiladi?
5. Funksiyaning limiti deb nimaga aytiladi?
6. Funksiyaning nugtadagi chap va o‘ng limiti nima?
7. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar o‘rtasida ganday bog‘liglik
mavjud?
8. Limitga ega bo‘lgan funksiyalar ganday xossalarga ega?
9. Qachon funksiya nugtada uzluksiz deyiladi?
10. Cheksiz kichik funksiyalar gachon bir xil tartibli deyiladi?
11. Qanday funksiyalar tekis uzluksiz deyiladi?
12. Tekis uzluksiz funksiyalar hagidagi Kantor teoremasini bayon giling.

Mashqlar.
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:
1. y=x3+5x2—-x+0. 2. y=1/2—5x—3x2

3. y=\/6x2+7x—5. 2. ¥ =logs(6sinx — 3).
Limitlarni hisoblang:
5. 1 x*+1 6. 1 x*+x2—-3x+7
a2 2 " xbw3xt f a3 +8x2 —5x+ 1

. x3+45x%2-7x+6 o ox?+x—12
7. lim . 8. lim _

x-0  x2+7x+8 x-3x2—5x+6

. 6x?—x—15 VX =2 —x
9. lim—— c 10. lim :

x_,§3x —8x + x—>1 x —1

. 2—Vx—3 C Vi4+x%2 -1
11. lim > : 12. Yim :

x—=7 c X E 49 x—0 3 X

sin 2x arcsin x

13. lim 12. lim :

x>0 Tx x—0 7x
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X

2
x2+1\" . X
15. lim< > _ 16. lIm (1+x) .

X—00 2X2+1
1 .
17. lim xx. 18. xl—lgrl}z(n_Zx)COsx.
19 xllm ( X — T ) 20 llm (th x — T )
" xom/2\ctgx 2cosx/ * xom/2 g osx)
Javoblar.

1. (—o0; 40). 2. [-2;1/3]. 3. (—=o0; —5/3] U [1/2; +0). 2. (1/6 +
2mn; 51/6 + 2mn). 5. 2/3. 6. 1/3. 7. 0. 8. 7. 9. 19/2. 10. 1. 11. -1/56. 12. 0.
13.10/7. 12. 3/7. 15. 0. 16. 1/e. 17. 1. 18. 1. 19.-1. 20. -2.
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11 BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILASI VA
DIFFERENSIALI
3.1. Hosila

Harakatlanayotgan nuqtaning tezligi hagidagi masala. To‘gri
chizigli harakatlanayotgan moddiy nugtaning v tezligini toppish masalasini
garaymiz. Nugtaning holatini uning biror boshlang‘ich O nugtadan
hisoblanadigan masofa aniqlaydi; ana shu masofa bosib o‘tilgan yo‘l deb
ataladi. Bosib o‘tilgan s yo°l t vaqtga bog‘liq, ya’ni s yo‘l t vagtning

funksiyasi bo‘ladi:

s = f(®) (3.1)
Nugta vaqtning t momentida M holatda s As
bo‘lib, boshlang‘ich O nugtadan s masofada _ —"~———"—
bo‘lsin. to‘zgaruvchiga At orttirma beramiz 0 M M,
va vagtning t 4+ At momentini garaymiz, v

bunda nugta M; holatda va boshlang‘ich 3.1-rasm

holatdan s + As masofada bo‘ladi (3.1- rasm). Shunday qilib At vaqt
oralig‘éida s masofa At miqgdorga ozgaradi: s + As = f(t + At). Bunday
holda At vaqt mobaynida s miqdor As orttirma oldi deyiladi. Bu orttirma
aniqglanishiga ko‘ra,

As = f(t + At) — f(t) (3.2)
tenglikni ganoatlantiradi. Endi As/At nisbatni garaymiz. Bu nisbat At vaqt
mobaynidagi o‘rtacha tezlikni beradi:

Vorre = AS/AL (3.3)
Har doim ham o‘rtacha tezlik nuqtaning t momentdagi tezligini
beravermaydi. Masalan, At oraligning boshida nuqta juda tez harakatlansa,
oxirida esa juda sekin harakat gilsa, u holda vaqtning t momenridagi
haqiqiy tezlikdan o‘rtacha tezlik ancha farq qilishi ravshan. Ana shu hagiqiy
tezlikni o‘rtacha tezlik orqali ifodalash uchun At vaqt oraligini imkon
darajasida kichik olish kerak.
Nugtaning t momentdagi v tezligi deb, At vaqt oralig‘idagi v,/
o ‘rtacha tezlikning At vaqt oralig ‘i 0 ga intilgandagi limitiga aytiladi:

V= AlimOAs/At (3.4)
(3.4) tenglikni (3.2) tenglikdan foydalanib yozamiz:
t+At) — f(t
= lim f( )—f(©) (3.5)
At—0 At

Hosil gilingan formula notekis harakat tezligi formulasi bo‘ladi. (3.5)
formuladan ko‘rinib turibdiki, v tezlik vaqtning At orttirmasiga bog‘lig
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bo‘lmasdan, balki t o‘zgaruvchining giymatiga va f(t) funksiyaning
ko‘rinishiga bog‘liq bo‘lar ekan.

Egri chizigga urinma o‘tkazish masalasi. Tekislikda (L) egri chiziq
va uning ixtiyoriy M nuqgtasi berilgan bo‘lsin (3.2-rasm). Ana shu M
nugtada urinma o‘tkazish masalasini, to‘g‘rirog‘l ana shu urinmaning
burchak koeffisiyentini topish masalasini garaymiz. Dastlab urinmaning
umumiy ta’rfini keltiramiz. (L) egri chizigda M nugtadan fargli yana M,
nuqgtani olamiz va M M; kesuvchini o‘tkazamiz.

> x x+: Ax J=C
3.2-rasm 3.3-rasm

(L) egri chizigga M nuqgtada o ‘tkazilgan urinma deb, M; nuqta (L)
egri chizig bo ‘ylab M nugtaga intilganda MM, kesuvchining MT limitik
holatiga aytiladi.

Endi f(x) funksiya va Dekart koordinatalar sistemasida unga mos
y = f(x) egri chizigni garaymiz (3.3-rasm). Argumentning biror x
giymatida funksiya y = f(x) qiymatni qabul qiladi. Ana shu x,y
giymatlarga egri chizigning M (x, y) nugtasi mos keladi. x argumentga Ax
orttirma beramiz va argumentning yangi x + Ax giymatiga funksiyaning
y + Ay = f(x + Ax) giymati mos keladi. Natijada egri chizigda M; (x +
Ax,y + Ay) nugta hosil bo‘ladi. MM, kesuvchini o‘tkazamiz va kesuvchi
bilan Ox o‘gning musbat yo‘nalishi orasidagi burchakni «a orqali
belgilaymiz. 3.3-rasmdagi M; MN uchburchakda |M;N| = Ay, |MN| = Ax
tomonlar uchun

Ay/Ax =tga (3.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni M; M kesuvchining burchak koeffisiyenti k; =
Ay /Ax tenglik bilan aniglanadi.

Agar Ax orttirma nolga intilsa, u holda M; nuqgta egri chiziq bo‘ylab
M nugtaga intiladi. Urinmaning ta’rifiga ko‘ra M; M kesuvchining limitik
holati gidiralyotgan urinma to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. Bu harakat jarayonida «
burchak ham o‘zgaradi va u biror ¢ burchakka intilsa, bu burchak
urinmaning Ox o‘gning musbat yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagi
bo‘ladi. Shuning uchun urinmaning burchak koeffisiyenti
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Ay
k=tgp = Jimtga= lim 7 &0

tenglik bilan aniglanadi.

Hosilaning ta’rifi. Agar yugorida garalgan masalalarni tahlil
giladigan bo‘lsak, o‘zgaruvchilarni talgin qilishni e’tiborga olinmasa, ularda
muhim umumiylik mavjud. U ham bo‘lsa funksiya orttirmasining argument
orttirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolga intilgandagi limitidan
iborat. Shunday qilib biz differensial hisobning asosiy tushunchasi-hosila
tushunchasiga keldik.

Biror (a, b) oraligda aniglangan

y = f(x) (3.8)
funksiya berilgan bo‘lsin. Bunda x argumentning bu oraligdan olingan har
bir giymatiga y = f(x) funksiyaning aniq bir giymati mos keladi.

x argument biror Ax orttirma olsin. Bu orttirma musbatmi yoki
manfiymi fargi yo‘q, muhimi x + Ax giymat garalayotgan (a, b) oraligda
golishi kerak. U holda y funksiya biror Ay orttirma oladi. Shunday qilib
argumentning yangi x + Ax giymatiga funksiyaning yangi y 4+ Ay =
f(x + Ax) qiymati mos keladi. Shu sababli funksiya orttirmasi uchun

Ay = f(x + Ax) — f(x) (3.9)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Funksiya Ay orttiramasining mos Ax # 0 orttirmaga
nisbatini tuzamiz:

Ay  f(x+Ax) - f(x)
i o (Ax # 0).

Qo‘zg‘almas x giymatda bu nisbat Ax orttirmaning funksiyasidan iborat
bo‘ladi:

Ay/Ax = @(Ax).
3.1-Ta’rif. Agar Ax orttirma nolga intilganda Ay/Ax nisbatning limitti
mavjud bo‘lsa, bu limit y = f(x) funksiyaning x nuqgtadagi hosilasi deb
ataladi va u f'(x) yoki y'(x) yoki y, yoki dy/dx orgali belgilanadi.

Hosilaning anig bir a nugtadagi giymatini f'(a), y'(a), Yy|x=a %
xX=a
ifodalardan biri orgali belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,
Ay f(x+ Ax) — f(x)
"(x) = lim —= = i 3.10
fix) Alplcglo Ax Alplcglo Ax (3.10)

(3.10) limit chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin. Shu sababli chekli yoki
cheksiz hosila hagida gapirish mumkin. Hozircha limit chekli bo‘lgan holni
garaymiz.

96



Hosilani hisoblashga misollar.
3.1-Misol. y = ¢ (c = const.) o‘zgarmas funksiyaning hosilasini
topamiz. Ixtiyoriy x nugtada va ixtiyoriy Ax orttirmada f(x) =c, f(x +
Ax) = c bo‘lganligi uchun Ay = 0 bo‘ladi va hosilaning ta’rifiga ko‘ra,
0

fotim DY —0
= M0~ aoay ~

3.2-Misol. y = x? funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x
nugtada va ixtiyoriy Ax orttirmada
Ay = (x + Ax)? — x? = 2x - Ax + (Ax)?.
Shuning uchun:

2
v o Ay 2x - Ax + (Ax)* B
(x%)" = Al;lcr—r>lo Ax Alalcr—r}o Ax B Alalcglo(zx +4x) = 2x.

3.3-Misol. y = e* funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x
nugtada va ixtiyoriy Ax orttirmada
Ay = eXtAX _ ox — ex(eAx _ 1)_
Bundan esa (2.53) formulaga ko‘ra

oAy e e o e
BXS0Ax | AX50 Ax — a0 Ax ¢ -
Shunday qilib,
(e®) =e* (3.11)
tenglik ixtiyoriy x uchun orinli.
3.4-Misol. Hosilaning ta’rifidan foydalanib
1
2 i
flx) =X sin_, x # 0,
0, x=0
funksiyaning x = 0 nuqtadagi f'(0) hosilasini topamiz:
2 .1
oy fO+A)—f)  (AX)Tsinge 1
f1(0) = Alylcr—r}o Ax B }cl—rfcl) Ax B }cl—r%Ax Smﬂ =0.

Bu yerda 2.13-Misoldan foydalanildi.

Endi yuqorida garalgan harakatlanayotgan moddiy nugtaning tezligi
hagidagi masalaga qaytamiz.

(3.5) formulaga ko‘ra s = f(t) qonuniyat bilan harakatlanayotgan
moddiy nugtaning vaqgtning t momentidagi v tezligi
- f+At) - f(t)

v=1li
At—0 At

tenglik bilan aniglanar edi. O‘ng tomondagi limit f(t) funksiyaning t
nugtadagi hosilasini beradi. Shuning uchun vagtning ¢ momentigacha bosib
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o‘tilgan yo‘ldan olingan hosila vaqgtning t momentidagi tezlikka teng
bo‘ladi:

v = f'(t). (3.12)

Egri chizigga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasi. Egri
chizig y = f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Egri chiziqda M (a, f (a))
nugta olamiz va f'(a) hosila mavjud deb faraz qilib, bu nuqgtada egri
chiziqga o‘tkazilgan urinma tenglamasini keltirib chigaramiz. Egri chiziqga
M(x,f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinmaning k burchak koeffisiyenti (3.7)
formulaga ko‘ra,
o [+ A) - ()
k = lim
Ax—0 Ax

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda, o‘ng tomiondagi limit f'(x) hosilani
beradi. Shuning uchun egri chizigga M(x,f(x)) nugtada o‘tkazilgan
urinmaning burchak koeffisiyenti uchun

k=f'(x) (3.13)

teng‘lik o‘rinli bo‘ladi.

Berilgan nugtadan o‘tuvchi va berilgan burchak koffisiyentli to‘g‘ri
chizig tenglamasining formulasiga ko‘ra M (a, f (a)) nugtadan o‘tuvchi va
k burchak koeffisientli to‘g‘ri chiziq tenglamasi

y—f(a) =k(x—a)
ko‘rinishda bo‘ladi. Urinma chizig uchun k = f'(a) bo‘ladi. Shuning
uchun y = f(x) funksiya grafigiga M (a, f (a)) nugtada o‘tkazilgan urinma
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

y—f(a)=f'(a)(x—a) (3.14)
bo‘ladi. M nugtadan o‘tuvchi egri chiziq oty
urinmasiga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq y = y=x
f(x) funksiya grafigining M nuqtadagi
normali deb ataladi. To‘g‘ri chiziglarning
perpendikulyarlik shartiga ko‘ra normalning 14
burchak koeffisienti k,, = —1/k,, tenglikni R
ganoatlantiradi, bu yerda k, - urinmaning ol 71 X
burchak koeffisiyenti. Agar f'(a) # 0 bo‘lsa, 3.4-rasm
y = f(x) funksiya grafigining M nuqtadagi normali tenglamasi

y—fl@=-(x-a)/f'(a) (3.15)

bo‘ladi. f'(a) = 0 holda normal vertikal bo‘ladi (urinmaning o‘zi Ox
o‘qqa parallel bo‘ladi), shuning uchun uning tenglamasi x = a bo‘ladi.

3.5-Misol. f(x) = x? funksiya garfigiga (1,1) nugtada o‘tkazilgan
urinma va normal tenglamasini tuzing (3.4-rasm).
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» Funksiya va uning hosilasining x = 1 nuqgtadagi giymatini
hisoblaymiz: (1) =1, f'(x) = 2x, f'(1) = 2. U holda (3.14) tenglamaga
ko‘ra urinma

y—1=2(x—-1)yokiy =2x—-1
tenglamaga ega bo‘ladi. Normal tenglamasini (3.15) formulaga ko‘ra

tuzamiz:

T Lt SIS S
yol=-—— Y y=—oxdty.

3.2-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya va uning hosilasi (a, b) oraligda
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya (a, b) oraliqda sillig deyiladi, y =
f (x) tenglama bilan beriladigan egri chiziq esa (a, b) oraligda silliq chiziq
deyiladi.
O‘ng va chap hosilalar. f(x) funksiyaning x nugtadagi o‘ng va chap
hosilalari tushunchasini kiritamiz.
3.3-Ta’rif. Agar ushbu
Ay . Ay
f'x+0)=lim —= lim —

Ax—>0Ax  Ax—0+0Ax
Ax>0

limit mavjud bo‘lsa, bu limit y = f(x) funksiyanig x nugtadagi o‘ng
hosilasi deb ataladi, agar
, 0) = i Ay I Ay
fa=0) = 0 e = s o
Ax<0
limit mavjud bo‘lsa, biz uni x nuqtadagi chap hosila deb ataymiz.

Chap yoki o‘ng hosilalar mavjud bo‘lgan nugtalarda funksiya grafigi
bir tomonlama urinmalarga ega bo‘ladi (3.5 va 3.6-rasmlar).

Ay Y ry

f(x) f(x)
f(@f- [10)) TSN , f(@)pe ¥m 1)

. P X ! X
ol a X 0 a O a g
3.5-rasm 3.6-rasm 3.7-rasm

Bir tomonlama limit  tushunchasidan  foydalanib  hosila
mavjudlighining zarur va yetarli shartini keltiramiz: x nuqgtada f'(x)
hosilaning mavjud bo‘lishligi uchun, x nugtada y = f(x) funksiyaning
o‘ng va chap hosilalari mavjud va ular teng bo‘lishligi zarur va yetarli:

ffe+0)+f'(x—0) = f'(x).
Shunday funksiyalar ham borki, ular biror oraligda uzluksiz, ammo unung

biror ichki x = a nuqtasida Ay/Ax orttirmalar nisbatining bir tomonlama
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limitlari teng bo‘lmaydi. Ana shu teng bo‘lmagan bir tomonlama limitlar bir
tomonlama hosilalar ekanligi ravshan. Funksiya grafigining mos nuqtasida
bir tomonlama urinmalari mavjud bo‘ladi va umuman olganda ular o‘zaro
burchak tashkil giladi (3.7-rasm). Bu holda M (a, f(a)) nugta funksiya
grafigining sinish nugtasi deb ataladi.

3.6-Misol. f(x) = |x| funksiyani garaymiz. x = 0 nuqgtada funksiya
orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:

f(0+Ax) — f(0) [Ax] _{ 1, agarAx >0,

Ax ~ Ax -1, agarAx <O.
Shuning uchun f(x) = |x| funksiya x = 0 nuqtada
, _ |Ax]
f/(0+0) = lim —-==1
. Ax>0
o‘ng hosilaga va
"0-0) =l |Ax|_ 1
frO=0)= lim =~
Ax<0

chap hosilaga ega bo‘ladi, ammo ular teng emas va demak f(x) = |x|
funksiya x = 0 nugtada hosilaga ega emas. Geometrik jihatdan bu y = |x|
funksiyaning grafigi 0(0,0) nuqgtada sinishini anglatadi (3.8-rasm).

y A y
f(a)
0 X 0 a X 0 a z
3.8-rasm 3.9-rasm 3.10-rasm

Ay/Ax ayirmalar nisbatining bittasi yoki ikkalasi ham a nugtada
cheksiz bo‘lishi mumkin. Bu holda y = f(x) funksiyaning bir tomonlama
chap yoki o‘ng (yoki chap ham o‘ng ham) cheksiz hosilasi hagida gapirish
mumkin. Uzluksiz funksiyaning bir tomonlama cheksiz hosilalasi aniq bir
ishorali (yoki 4+oo yoki —oo) bo‘ladi. Agar biror a nugtada chap va o‘ng bir
tomonlama hosilalarning ishoralari bir xil bo‘lsa, u holda berilgan funksiya
ana shu nugtada aniq bir ishorali cheksiz hosilaga ega bo‘ladi (musbat 3.9-
rasm, manfiy 3.10-rasm). Bu holda funksiya garfigiga mos nugtada
o‘tkazilgan urinma vertikal bo‘ladi. Agar bir tomonlama cheksiz
hosilalarning ishoralari turlicha bo‘lsa, funksiya grafigining mos nuqtasi
o‘tkirlashgan nugta (qaytish nugtasu) bo‘ladi (3.11, 3.12-rasmlar)
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3.7-Misol. f(x) = V/x funksiyani garaymiz. x = 0 nugtada funksiya
orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini hisoblaymiz:

Ay fO+Ax)—f(0) VAx 1

Ax Ax Ax  3[(Ax)?

4 4 Ty
f(@) \% Fl) = Vx
f (@) : /0 e
0 a X 0 a X
3.11-rasm 3.12-rasm 3.13-rasm

Shuning uchun

040 = lim Y = 10— 0) = lim 2 =
f'O+0) = lim ~—=f'(0-0) = lim = = +oo,
Ax>0 Ax<O0

ya’ni funksiya x = 0 nuqtada bir xil ishorali bir tomonlama cheksiz
hosilalarga ega ekan va shuning uchun f’(0) = +oo bo‘ladi. f(x) = Vx
funksiyaning grafigi 0(0,0) nugtada x = 0 vertikal urinmaga ega bo‘ladi
(3.13-rasm). «

3.8-Misol. f(x) = v/x funksiya x > 0 nugtalarda aniglangan (3.14-
rasm). x = 0 nuqtadagi orttirmalar nisbati Ay/Ax = (Ax)~/? bo‘ladi va
Ax > 0 bo‘lgandagina garash mumkinligidan, fagat f'(0 + 0) = +o o‘ng
cheksiz hosila mavjud bo‘ladi. <

A A

y y

Fo) =z \ Foo = V2
X 0

[
»

X

3.14-rasm 3.15-rasm

3.9-Misol. f(x) = x?/3 funksiyaning x = 0 nuqtadagi orttirmalar
nisbati
Ay fO+Ax)-f(0) (A3 1

Ax Ax Ax Y Ax
tenglik bilan aniglanadi. Bundan esa,
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'0+40) = lim 2 = 1 1 _
fr0+0)= AalcrlloA_x = Avo (Ax)1/3
Ax>0 Ax>0

+00,

) . Ay
fr0-0)= Alalcgqo Ax Alalcglo (Ax)1/3
Ax<O0 Ax<O0

Shunday qilib, bu funksiya x = 0 nuqtada turli ishorali bir tomonlama
cheksiz hosilalarga ega va 0(0,0) nugta esa funksiya grafigining
o‘tkirlashgan nugtasi bo‘ladi (3.15-rasm). <

Funksiyaning differensiallanuvchanligi.

3.4-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya biror a nuqtada

by _ . fla+ax) - f(a)

f'(a) = lim —=1li
Ax—0Ax  Ax—0 Ax
hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiya bu nuqgtada differensiallanuvchi
deyiladi.

Shuning uchun funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash deb
ham yuritiladi.
3.5-Ta’rif. Agar (a,b) oraligning yoki [a,b] kesmaning barcha
nugtalarida f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya
(a,b) oraligda yoki mos ravishda [a,b] kesmada differensiallanuvchi
deyiladi.
3.1-Teorema. Agar y = f(x) funksiya biror a nugtada
differensiallanuvhci bo‘lsa, u holda u bu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
» y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvhci, ya’ni
Ay
gy = /(@)
hosila mavjud bo‘Isin. U holda 2.13-Teoremaga ko‘ra
A
o = f'(@ +a(bw),
bu yerda lAim . a(Ax) = 0. Bundan esa
X—
Ay = f'(a) - Ax + a(Ax) - Ax
tenglikni yozish mumkin. Hosil gilingan tenglikning ikkala tomonida
limitga o‘tamiz:
lim Ay = Alimo[f’(a) -Ax + a(Ax) - Ax] =0,
X—

Ax—0
ya’ni
’ Aim Ay = lim [f(a + Ax) — f(a)] = 0,
yoki

Jim fa+82) = £(@),
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Bu munosabat f(x) funksiyaning a nuqtada uzluksiz ekanligidan dalolat
beradi. <

Endi differensiallanuvchi funksiyalarning muhim bir xossasini
keltiramiz.

3.2-Teorema. y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishligi uchun, argumentning Ax orttirmasiga mos funksiyaning Ay =
f(a + Ax) — f(a) orttirmasini

Ay = A-Ax + a(Ax) - Ax (3.16)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda A biror
o‘zgarmas son bo‘lib Ax orttirmaga bog‘lig emas va lAiJIcIlo a(Ax) = 0.

» Zarurligi. y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Bu nugtada Ay orttirmani (3.16) ko‘rinishda ifodalash
mumkinligini isbotlaymiz. Shartga ko‘ra,

Ay
Adim == = f"(xo)
hosila mavjud. U holda 4.12-Teoremaga ko‘ra,
A
o= f1@ + (),
bu yerda lAim0 a(Ax) = 0. Bundan esa,
X—
Ay = f'(a) - Ax + a(Ax) - Ax
A
tenglikni  hosil qgilamiz. Ay orttirmani (3.16) ko‘rinishda ifodalash
mumkinligi isbotlandi, hamda A = f'(a) ekanligini anigladik.

Yetarliligi. Ay orttirma (3.16) ko‘rinishda ifodalangan bo‘lsin. U

holda (3.16) tenglikdan
Ay

EZA‘FCZ(AX)

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda tenglikning ikkala tomonida limitga
o‘tamiz. O‘ng tomonda lAimOa(Ax) = (0 ekanligini va A o‘zgarmas
X—

sonligini inobatga olsak chap tomonning ham limiti mavjudligi kelib
chigadi. Chap tomonning limiti esa hosilani beradi, ya’ni f(x) funksiya a
nugtada differensiallanuvchi ekan. <
3.10-Misol. y = x3 funksiyani garaymiz.
» Ixtiyoriy x va ixtiyoriy Ax orttirmada
Ay = (x + Ax)3 — x3 = %Ax+(3x-Ax+Ax2)-Ax
A a
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun ta’rifga ko‘ra y = x> funksiya
Ixtiyoriy x nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi. <
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3.2-Teoremaga ko‘ra funksiyaning nugtada differensiallanuvchi
bo‘lishi bilan uni bu nugtada (3.16) ko‘rinishda tasvirlash teng kuchli ekan.
Shuning uchun bu formulani ta’rif sifatida ham gabul qilish mumkin.

3.6-Ta’rif. y = f(x) funksiyaning a nuqtadagi Ay orttirmasini
(3.16) ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa, bu funksiya a nuqgtada
differensiallanuvchi deyiladi.

3.2. Ba’zi bir elementar funksiyalarning hosilasi

1. y = x® (a-ixtiyoriy haqiqgiy son) darajali funksiya. Bu funksiya

barcha x > 0 uchun aniglangan. Shuning uchun

Ay = (x + Ax)? — x% = x° [(1 +A_x>“ — 1].

X
U holda
Ax\ ¢
ﬂ _ a (1 + 7) -1
Ax Ax '
(2.55) munosabatlar zanjiridan
Ax\“ . Ax
(1 + 7) —1 Ax—>0a7
ekvivalentlik munosbatini hosil gilamiz. U holda 2.32-Teoremaga ko‘ra
Ax\¢ Ax
lim A_y= x% lim (1 +7) ! = x% lim a—;= ax% 1
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax '
Shunday qilib,
(x*) = ax%1, (3.17)

2.y =a* (a>0,— < x < +0) ko ‘rsatkichli funksiya. Orttirmalar
nisbati
Ay ax+Ax —aX an -1
= = a*
Ax Ax Ax
Ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda ham (2.55) munosabatlar zanjiridan

foydalanib

at* —1 Ax -lna

: Y x 1 X _x.
Alalcr—{loﬂ -4 Alalcr—r>lo Ax ¢ Alylcr—r>lo Ax a’-Ina
hosilani topamiz, ya’ni
(@*) =a*-Ina. (3.18)
Xususiy holda, agar y = e* bo‘lsa, u holda
(e*) =e*. (3.19)

3. y=log,x,(0<a=#10<x < +00) logarifmik funksiya. Bu
holda
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Ay log,(x + Ax) —log,x 1 logq (1 + Ax_x)
Ax Ax T x Ax
Bu yerda ham (2.55) munosabatlar zanjiridan foydalangmiz:
lim Ay =1 - log,(1+ Ax/x) _ 1 - Ax/x _ 1
Ax—>0 Ax X Ax—0 Ax/x xInaax—oAx/x xInd
(log,x)' =1/(xIna) (3.20)

logarifmik funksiyaning hosilasini topdik. Xususiy holda, agar y = Inx
bo‘lsay’ = - bo*ladi.

4. Trigonometrik funksiyalar. Dastlab y = sinx funksiyaning
hosilasini topamiz. Orttirmalar nisbatini olamiz:

) ) . Ax
Ay sin(x + Ax) —sinx  SIn—- ( Ax)
= * COS :

Ax Ax : Ty
2
cos x funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalanib,

hosil gilingan tenglikda limitga o‘tib
(sinx)’ = cosx (3.21)
hosilani topdik.
y = cos x funksiyaning hosilasini topamiz. Orttirmalar nisbati uchun

_l__
T

. A
Ay cos (x + Ax) —cosx Slnyx _ Ax
Ax Ax - xS ( )

2
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ham sin x funksiyaning uzluksizligidan va
birinchi ajoyib limitdan foydalanib, hosil gilingan tenglikda limitga o‘tib
(cosx)' = —sinx (3.22)
hosilani topdik.
y = tg x funksiya uchun
sin(x+Ax) sinx
Ay _1g (x +Ax) —tgx _ cos(x+Ax) " cosx

Ax Ax Ax
_sin(x + Ax) - cosx — cos(x + Ax) -sinx

Ax - cosx - cos(x + Ax)
sin Ax

Ax  cosx-cos(x + Ax)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ham yuqoridagi singari limitga o‘tib

1
(tgx)' = —— = sec’x (3.23)
cos? x

hosilani topamiz.
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Xuddi shu singari, agar y = ctg x bo‘lsa, uning hosilasi
(ctgx) = —— 12 = —csc?x (3.24)
Sin “ x
ko‘rinishda bo‘ladi.
3.3. Hosila hisoblash qoidalari
O‘zgarmas songa ko‘paytirilgan funksiyaning hosilasi.
3.3-Teorema. Differensiallanuvchi funksiya bilan o‘zgarmas sonning
ko‘paytirishdan iborat funksiya ham differensiallanuvchi bo‘ladi va uning
hosilasi bu funksiya hosilasi bilan ana shu o‘zgarmas son ko‘payutmasiga
teng:

(C-u(x)) =C-u'(x). (3.25)
» x argumentga noldan fargli Ax orttirma beramiz. U holda
funksiyaning mos orttirmasi
Ay =C-u(x+Ax) —C-u(x) =C-[ulx + Ax) — u(x)]
ko‘rinishda bo‘ladi. Shuning uchun orttirmalar nisbati
Ay c u(x + Ax) — u(x)
o o Ax B _ Ax
tenglik bilan topiladi. U holda hosila uchun
e tim Y o u(x + Ax) — u(x)
Y T mS0Ax " axso Ax
tenglikka ega bo‘lamiz. <
3.11-Misol. y = —3% funksiyaning hosilasini toping.

» (3.17) formulaga ko‘ra,

y' = (_3%) = 3(x73) = -3(—5)x " =

_2 1
= 3 =
X WY <
Yig‘indining hosilasi.
3.4-Teoprema. lkikita differensiallanuvchi funksiyalarning algebraik
yig‘indisi ham differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi bu funksiyalar
hosilalarining algebraik yig‘indisiga teng:
(ulx) tv(x)) =u'(x) £ v'(x) (3.26)
» v = u(x) + v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + Ax) £ v(x + Ax)] — [u(x) £ v(x)] =
= [u(x + Ax) —u(x)] + [v(x + Ax) — v(x)] = Au + Av
U holda

=C-u'(x)

Ay Au  Av

= +
Ax Ax — Ax
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va bu yerda limitga o‘tsak
) Ay - Au - Av
Al Yri LYy LY
yoki
y' ' =u'(x) +v'(x).

3.12-Misol. y = x> + 4 sin x funksiyaning hosilasini topamiz.

» (3.21) va (3.26) formulalarga ko‘ra
y' = (x5 +4sinx) = (x°) + (4sinx)’ = 5x* + 4 cosx. «

3.3 va 3.4-Teoremalarning tasdiglaridan chekli m sondai
differensiallanuvchi  f,(x),k =1,..,m,  funksiyalarning ¢, € R
o‘zgarmaslar bilan chizigli kombinatsiyasini differensiallash qoidasini
keltirib chigarish mumkin:

(3 ah®) = 3 afi
k k=1

=1
Ko‘paytmaning hosilasi.
3.5-Teorema. lkikita differensiallanuvchi funksiya ko‘paytmasi ham
differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi quyidagi tenglik bilan
topiladi:
(w)v(x)) = u'()v(x) + uG)v'(x) (3.27)
» v = u(x)v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + Ax)v(x + Ax)] — [u(x)v(x)] =
= [u(x + Ax)v(x + Ax) —u(x)v(x + Ax)] +
+Hu(x)v(x + Ax) —ulx)v(x)] =
=[u(x + Ax) — u(x)]v(x + Ax) + [v(x + Ax) — v(x)]u(x).
U holda
Ay Au

_ o+ Ax) + 2
Ax_Axvx x Ax -

Bundan limitga o‘tamiz. v(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lganligi

uchun 3.1-Teoremaga ko‘ra u uzluksiz hamdir, shuning uchun Alimov(x +
X—

Ax) = v(x) bo‘ladi. Buni quyidagi limitda qo‘llasak
Ay _ Au Av
y' = lim — = lim (—-v(x+Ax)+E-u> =

Ax—0 Ax Ax—0 \Ax
lim 22 lim v0c + Ax) +u - lim
T AvS0Ax axmol A T e Ax

yoki
y' =u'(x)v(x) + u(x)v'(x). <«
3.13-Misol. y = x? In x funksiyaning hosilasini topamiz.
» (3.17) va (3.20) formulalarni inobatga olib (3.27) formulaga ko‘ra
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y' =((x?Inx) = (x?)' Inx + x*(Inx)’ = 2xInx +x2; =

=2xInx +x. <
Agar u, v va w funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda
(uvw)’' = (uv)'w + (uv)w' =
= wWv+uv)w +uvw’ =u'vw + uv'w + uvw’.
Bu qoida ixtiyoriy chekli sondagi differensiallanuvchi ko‘paytuvchilar
uchun ham o‘rinli
(uvw ...s) =u'vw ..s+uv'w..s+ - +uvw..s’.
Bo‘linmaning hosilasi.
3.5-Teorema. Ikikita differensiallanuvchi funksiyaning bo‘linmasi
ham bo‘luvchi nolga aylanmaydigan nugtalarda differensiallanuvchi bo‘ladi
va uning hosilasi bu nuqgtalarda quyidagi tenglik bilan topiladi:

<u(x)>' U (v(x) —ul)v'(x)

@ = T ) v(x) # 0. (3.28)

» v = u(x)/v(x) nisbatning orttirmasini tuzamiz:
Cu(x+Ax)  u(x)  ulx+Ax)v(x) —v(x + Ax)u(x)
y = v(x + Ax)  v(x) v(x + Ax)v(x)
Tenglikning ikkala tomonini Ax orttirmaga bo‘lib, orttirmalar nisbatini
hosil gilamiz:

Au Av
Ay _ (E'U_E'u)
Ax  v(x+ Ax)v(x)’
U holda Alimov(x + Ax) = v(x) ekanligini inobatga olgan holda bu yerda
X

limitga o‘tamiz:
Au Av . Au Av
v = lim =Y — lim vy =A1’16r30(_ i) _
Ax—>0Ax  Ax—0 v(x + Ax)v(x) A1im0v(x + Ax)v(x)
X—
_ W (vx) —ul)v'(x)
- v?(x) '
3.14-Misol. y = tg x funksiyadan sinx va cosx funksiyalarning
nisbati sifatida hosila olamiz.

, , sinx\  (sinx)’ cosx — sinx (cos x)’
-y = = () = : _
COS X cos? x

cosx - cosx — sinx - (—sinx)

<

cos? x
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cos? x + sin? x 1

<

cos? x ~ cos?x’

3.15-Misol. y = x3 + 3x2 + 11 egri chizigning shunday nugtalarini
topingki, bu nugtalarda egri chiziqga o‘tkazilgan urinmalar y = 24x — 1
to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lsin.

» (3.13) formulaga ko‘ra y = f(x) funksiya grafigiga M(a, f(a))
nugtada o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning k burchak koeffisienti k =
f'(a) tenglikni ganoatlantiradi. Bizning holda f'(a) = 3a® + 6a. U holda
to‘g‘ri chiziglarning paralellik shartiga ko‘ra f'(a) = 24 yoki 3a? + 6a =
24 bundan esa a? + 2a — 8 = 0 kvadrat tenglamani hosil gilamiz va uni
yechib a; = —4, a, = 2 izlanayotgan nuqgtalarning abssissasini hosil
gilamiz. Ularning ordinatalari esa f(a;) = —5 va f(a,) = 31 bo‘ladi.
Demak izlanayotgan nugtalar M; (—4, —5) va M,(2,31) bo‘lar ekan. «

Murakkab funksiyaning hosilasi.

3.6-Teorema (murakkab funksiyani differensiallash). Agar

u = f(x) funksiya a nugtada differensiallanuvchi, y = g(u)
funksiya esa mos A = f(a) nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
g(f (x)) murakkab funksiya ham a nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va

[9(f CD)]xlx=a = 9" (4) - f'(@) (3.29)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» x = a giymatga Ax orttirma beramiz. U holda u = f(x) funksiya
Au orttirma va agar Au # 0 bo‘lsa, y = g(u) funksiya o‘z navbatida Ay
orttirma oladi. Teorema shartiga ko‘ra y = g(u) funksiya A nuqtada
differensiallanuvchi, shuning uchun 3.2-Teoremaga ko‘ra Ay orttirmani

Ay =g'(A) - Au+ a(Au) - Au (3.30)
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a(Au) funksiya Au = 0 nuqgtada
cheksiz kichik. Umuman olganda a(Au) funksiya Au = 0 nugtada
aniglanmagan va biz a(0) = 0 deb olib, uni bu nugtada ham aniglaymiz. U
holda a(Au) funksiya Au = 0 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

(3.30) tenglikning ikkala tomonini Ax orttirmaga bo‘lamiz:
Ay Au Au
—Z = g (A)—= — 3.31
Ax g'(4) Ax +a(dw) Ax ( )
Teorema shartiga ko‘ra u = f(x) funksiya a nugtada
differensiallanuvchi va demak bu nugtada uzluksiz hamdir. Shuning uchun

lim Au = 0 va bu o‘z navbatida lim a(Au) = 0 tenglikka olib keladi.
Ax—0 Ax—0

Bundan tashgari teorema shartidan Alimoﬁ—z = f'(a) tenglik ham kelib
X—
chigadi. Demak (3.31) tenglikning o‘ng tomoni Ax = 0 nuqtada g'(A) -
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f'(a) gqiymatga teng limitga ega ekan. Shuning uchun (3.31) tenglikning
chap tomoni ham Ax = 0 nugtada limitga ega bo‘ladi, ya’ni lim 2 [imit

Ax—0 Ax

mavjud va u g(f(x)) murakkab funksiyaning a nugtadagi hosilasi bo‘ladi.
(3.31) tenglikda limitga o°tib
[9(f D ]ilx=a = 9'(4) - ' (@) (3.32)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda g'(A) belgilash g(u) funksiyadan u
bo‘yicha olingan hosilaning A = f(a) nuqtadagi giymatini anglatadi. <
(3.32) tenglikni
dy dy du
dx du dx
ko‘rinishda yozish mumekin.
3.16-Misol. y = e'* funksiyaning hosilasini toping.
» Bu yerda y erkin x argumentning murakkab funksiyasi: y = e" va
u = tg x. Shuning uchun

yoKi  yy =y - uy (3.33)

Ve = (1) " uy = e*- . = et8¥ . - <
x v cos? x cos? x’
Agar murakkab funksiya bir nechta superpozitsiyadan hosil gilingan
bo‘lsa, uning hosilasi murakkab funksiyani differensiallash qoidasini
ketma-ket qo‘llab topiladi. Bu qoida odatda oraliq argumentlarni oshkora
ko‘rinishda kiritilmasdan go‘llaniladi.
3.17-Misol. y = sin3(x? + x) funksiyaning hosilasini toping.
» y' = 3(sin?(x? + x))(sin(x? + x))’ =
= 3sin?(x? + x) cos(x? + x) (x*> + x)' =
= 3sin?(x? + x)cos(x> +x) 2x +1). <
Logarifmlab differensiallash. y = u”, (u > 0) ko‘rsatkichli-darajali
funksiyani garaymiz, bu yerda u va v lar erkin x argumentning
differensiallanuvchi funksiyalari. Funksiyani logarifmlaymiz:

Iny=vilnu (3.34)
(2.25) asosiy logarifmik ayniyatdan berilgan funksiyani
y = evlnu (3.35)

ko‘rinishda yozib olamiz. u va v funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lganligi sababli (3.35) murakkab funksiya bir vaqtning o‘zidau > 0 va
v funksiya aniglanadigan x nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘ladi. (3.34)

tenglikning ikkala tomonini x bo‘yicha differensiallaymiz:
1
v =" —u'.
yy v inu+ vu u
Bundan esay’ = y(u'v/u + v’ Inu), yoki y o‘rniga ko‘rsatkichli-darajali
ifodani go‘yib, 1.Bernulli tomonidan isbotlangan
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v
y' = y(au’ + v’lnu)
formulani hosil gilamiz. Hosilani topishning bunday usuli logarifmlab
differensiallash deb ataladi.
3.18-Misol. y = x“°3* funksiyani differensiallang.
» Funksiyani logarifmlaymiz: Iny = cosx -lnx va tenglikning

ikkala tomonini differensiallaymiz y'/y = —sinx - Inx + (cosx)/x va
natijada
cosx _
y' = }’( v sin x - lnx) = x°8*1cosx — x°S*sinx-lnx. <

Teskari funksiyaning hosilasi.

3.7-Teorema. y = f(x) funksiya x = a nugtada noldan fargli chekli
f'(a) hosilaga ega va bundan tashgari mos y = b = f(a) nugtada uzluksiz
bo‘lgan uning bir giymatli teskari x = g(y) funksiyasi mavjud bo‘lsin. U
holda g’ (b) hosila ham mavjud va u

g'(b) =1/f"(a) (3.36)
tenglikni ganoatlantiradi.

» y = b giymatga Ay orttirma beramiz. U holda x = g(y) funksiya
ham Ax orttirma oladi. y = f(x) funksiyaning bir giymatliligi tufayli Ay +#
0 bo‘lganda Ax ham noldan fargli bo‘ladi. Shuning uchun

Ax 1

Ay  Ay/Ax (3:37)
nisbat ma’noga ega. (3.37) tenglik o‘ng tomonidagi kasrning maxraji
f'(a) # 0 limitga intiladi, ya’ni (3.37) tenglikning o‘ng tomoni chekli
1/f"(a) limitga ega.

Demak bu tenglikning chap tomoni ham chekli limitga ega bo‘ladi,
3.1-Ta’rifga ko‘ra bu limit g’ (b) hosilaga teng bo‘ladi. Shunday qilib, x =
g(y) teskari funksiya b nuqtada differensiallanuvchi va uning hosilasi
(3.36) tenglik bilan topiladi. <«

Endi (3.36) tenglikning

geometrik talginini ko‘raylik.
x0y koordinatalar tekisligida
qaralgan y = f(x) vax = g(y)
funksiyalarning grafikalari
ustma-ust tushadi (3.16-rasm).

Shuning uchun grafikning

M(a,b) nugtasida o‘tkazilgan

3.16-rasm

111



urinmaning koordinata o‘glari bilan tashkil gilgan a va £ burchaklari uchun
a + f = m/2 tenglik o°rinli va hosilaning geometrik ma’nosi bo‘yicha ham
o‘rinli:

1 1
g ) =tgp=tg (g—a) =ctga = s =f’(a)'

3.19-Misol. (3.36) formulani teskari trigonometrik funksiyalarning
hosilasini topishga qo‘llaymiz.

» 1.y =arcsinx,(x € [-1,1],y € [-m/2,m/2]) funksiya barcha
y € (—mt/2,m/2) uchun x" = cosy > 0 hosilaga ega bo‘lgan x =siny
funksiyaning teskari funksiyasi. U holda 3.7-Teoremaga ko‘ra barcha x €

(—1,1) uchun y’ hosila mavjud va

_ 1 1 1 1
y' = (arcsinx)' = — =

x' cosy [1—sin2y V1—=x2
y funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x = +1 nuqtalar kiritilmagan,
chunki ularga mos y = +m/2 nuqgtalarda x’ = cosy = 0.

2.y =arctgx, (x E R,y € (—m/2,m/2)) funksiya barcha y € (—m/
2,m/2) uchun x'=1/cos?y >0 hosilaga ega bo‘lgan x=tgy
funksiyaga teskari funksiya. Demak, 3.7-Teoremaga ko‘ra barcha x € R
nuqgtalarda y’ hosila mavjud va

1 1
1+tg2y 14 x2
Xuddi shu singari ixtiyoriy x € (=1, 1) uchun

y' = (arctgx)’ = = cos?y =

1
(arccosx)’ = — :
V1 — x?
va barcha x € R uchun
1
tgx) = —
(arcctg x) 1T %2

formulalarni hosil gilish mumkin. <
3.20-Misol. y = arcsin(2x/(1 + x2)) funksiyaning hosilasini
toping.

, 1 2(1 + x?) — 4x? 2(1 —x2)
- :J wr (+aD)2 [1—x2(T+x2)
(1+x2)2
2
1T %2 agar |x| < 1,
2

1T %2 agar |x| > 1.
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|x] = 1 bo‘lganda hosila mavjud emas. <
Giperbolik funksiyalarning hosilalari.
Aniglanilishiga ko‘ra giperbolik sinus shx = (e* —e™™)/2 |,
giperboli kosinus esa ch x = (e* + e™*)/2 ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda
hosila olish goidalarini qo‘llab,

(sh 2 = (“”x _Ze_x)) = 2@ — (€)= 5" + o) = chx
(chx)' = <(ex —I—Ze‘x)> = %((ex)’ +(e7™)) = E(ex —e*)=shx

hosilalarni topamiz.

Aniglanilishiga ko‘ra giperbolik tangens thx = (shx)/chx va
giperbolik kotangens cth x = (ch x)/sh x ko‘rinishda bo‘ladi. Bo‘linmani
differensiallash goidasidan va ch? x — sh? x = 1 aynyatdan foydalanib,

shx\' (shx) -chx—(chx) -shx
th ’:( ): =
(th x) ch x ch? x
_chzx—shzx_ 1
B ch? x "~ ch2x
(cth ),_(chx)'_(chx)’-shx—(shx)’-chx
Xy = shx/ sh? x B
_shzx—chzx_ 1
B sh? x ~ sh?x

giperbolik tangens va kotangens funksiyalarining hosilalarini topdik.
Parametrik shaklda berilgan funksiyaning hosilasi. Tekislikda
x0y to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini kiritamiz. x(t) va y(t)
funksiyalar a« < t < 8 kesmada uzluksiz bo‘lsin. Agar t parametrni vaqt
sifatida garasak, u holda ko‘rsatilgan funksiyalar koordinatalari xOy
tekislikda
x = x(t),
{yzﬂﬂ’agtsﬁ, (3.38)
bo‘lgan P nugtaning harakat qonunini aniglaydi.
3.7-Ta’rif. (x,y) koordinatalari (3.38) tenglamalar bilan
aniglanadigan tekislikning barcha {P} nuqtalari to‘plami yassi egri chiziq
deb ataladi. Bu holda egri chiziq parametrik shaklda berilgan deyiladi.
3.21-Misol. Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R radiusli
aylanani (3.17-rasm)

<t<2m (3.39)

x = Rcost,
y =Rsint,
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parametrik tenglama bilan berish mumkin, bu yerda t parametr Ox o°q
bilan P(x,y) nugta orgali o‘tkazilgan OP radius vektor orasidagi
burchakning radian o‘Ichovi. <

\ Agar (3.38) sistemada t parametr yo‘qotilsa x va y

4 P(x,y) Catnashgan bitta tenglama qoladi va natijada
/ berilgan egri chizig F(x,y) = 0 tenglama bilan
t \R_  aniglanadi. Masalan, (3.38) tenglamalarning o‘ng
0 X va chap tomonlarini kvadratga ko‘tarib, so‘ngra
hadma - had qo‘shsak t parametr yo‘qoladi va
natijada aylananing bizga ma’lum x? + y? = R?
3.17-rasm  tenglamasiga ega bo‘lamiz. Ammo ¢ parametrni har
doim ham yo‘qotib bo‘lavermaydi. Egri chiziq parametrik shaklda berilgan
holda ham egri chizigga o‘tkazilgan urinmani topish uchun y
o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchi bo‘yicha hosila olish kerak bo‘ladi.
x va y o‘zgaruvchilar t parametrning
x=x(),y=y),te(ap)
funksiyalari sifatida berilgan bo‘lsa, y ozgaruvchining x o‘zgaruvchiga
funksional bog‘ligligi parametrik shaklda berilgan deyiladi.
Funksiya parametrik shaklda berilganda y funksiyadan x bo‘yicha
hosilani hisoblash masalasini garaymiz.
x = x(t), y = y(t) funksiyalar biror (a, ) oraligda aniglangan va

uzluksiz bo‘lsin. x = x(t) funksiyaning t = g(x) teskari funksiyasi
mavjud bo‘lsin. U holda

y =y[g(x)] (3.40)
murakkab funksiyani hosil gilamiz. Faraz gilaylik, x(t) va y(t) funksiyalar
t € (a, B) nugtada differensiallanuvchi va x'(t) # 0, t = g(x) funksiya
esa mos x nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda murakkab
funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra, y = y[g(x)] murakkab
funksiya ham x nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi va

Yr = Vi ty (3.41)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teskari funksiyani differensiallash qoidasiga binoan
t, = 1/x; bo‘ladi va uni (3.41) tenglikka go‘ysak

g LY
Shunday qilib, parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi yana
0°‘z navbatida
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y'(t)

TV a<t<B (3.42)
x = x(t),
parametrik shaklda berilgan funksiya bo‘lar ekan.
) x = Rcost, , .
3.22-Missol. {y — Rsint, 0 <t < 2m aylana uchun y, hosilani
toping.

» x/, y; hoslalarni topamiz: x; = (Rcost)’ = —Rsint , y; =
(Rsint)’ = Rcost . Ularni yugoridagi parametrik shaklda berilgan
funksiyani differensiallash formulasiga go‘ysak

. Y¢ Rcost
Yx =75

= = —ctgt
x{ —Rsint 5

hosilani topamiz. <
. x=t>+t—5,
3.23-Missol. {y —ot2 _ 49
chiziqga P(—3,3) nuqgtada o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
gilgan burchagini toping.
» Dastlab t parametrning urinish nuqgtasiga mos keluvchi ¢,
giymatini topamiz. Bu giymat
{tz +t—5=-3,
2t —t+2=3
tenglamalarning har birini ganoatlantirishi lozim. Birinchi tenglamaning
ildizlari t; = 1,t, = —2 ikkinchisiniki esa t; = 1,t, = —1/2. Demak,
egri chizigning berilgan P nugtasiga t, = 1 giymat mos kelar ekan. Endi
egri chizig P nuqgtasida o‘tkazilgan urinmaning y, hosilaning x = —3
nuqtadagi qiymatiga teng bo‘lgan burchak koffisiyentini topamiz:

o _y| _2+1 3
T xy, 4t—1

parametrik shaklda berilgan egri

T3
(3.7) formulaga ko‘ratg @ = 1 yoki a = 45°. <

Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. x va y
o‘zgaruvchilarning giymatlari o‘zaro

F(x,y) =0 (3.43)

tenglama bilan bog‘langan bo‘lsin. Agar biror (a, b) oraligda aniglangan
y = f(x) funksiyani (3.43) tenglamaga qoyilganda uni x o‘zgaruvchiga
nisbatan ayniyatga aylantirsa, (3.43) tenglama y = f(x) funksiyani
oshkormas analitik usulda aniglaydi deb gapiriladi. Bunday funksiyaning
o‘zini esa oshkormas funksiya deb yuritiladi. Oshkormas ko‘rinishda
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berilgan differensiallanuvchi funksiyaning hosilasini hisoblash uchun (3.43)
tenglikning ikkala tomonini ham murakkab funksiyani differensiallash
(3.29) goidasiga ko‘ra x bo‘yicha differensiallab, so‘ngra hosil bo‘lgan
F{(x, f(x)) = 0 tenglamani y' = f’(x) hosilaga nisbatan yechish kerak.

3.24-Misol. y* + xy — x? = 0 tenglama bilan berilgan y = f(x)
oshkormas funksiyaning y’ hosilasini toping.

» y o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchining funksiyasi deb hisoblab
tenglamaning ikkala tomonini murakkab funksiyani differensiallash
goidasiga ko‘ra differensiallaymiz:

4y3y. +y +xy, —2x =0,
bu yerdan
. 2x —y
Yo = 4y3 + x°

3.25-Misol. x?+3xy —y?+2x—3y+1=0 ikkinchi tartibli
chizigning M(1,2) nuqgtasida o°tkazilgan urinmaning burchak
koeffisiyentini toping.

» Tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz: 2x + 3y + 3xy, —
2yyy +2 — 3y, = 0. Bu yerda x = 1 va y = 2 deb hisoblab, hosilaning
berilgan nugtadagi giymatini topamiz yy |12y = 2. U holda (3.7) formulaga
ko‘rak = 2. <

Funksiyani differensiallashning asosiy formula va qoidalari.
Elementar funksiyalarning hosilalri (murakkab funksiya holida).

1.(C) =0, (C= const). 7. (tgw)’ = 12 U
2 (ua)l — aua 1 u 8 ( t ), _COS ul ,
a——bolsa (\/_) s U) = sinzluu'
/ 9. (arcsinu)’ = “u'.
a = —1 bo‘lsa, (l) = —iz u'. Vi-u®
, w u 10. (arccosu)’ = — u',
3.(a¥)' =a%*Ina-u',(a>0,a # 1), 1-u?
(e¥) =e%*-u'. 11. (arctgu)’ = — '
! ’ 1 ’
4.(loggu)" = . 12. (arcctgu)’ = — —
(Inu)’ = %-u’. 13. (shu) =chu-u'.
5. (sinu)’ = cosu - u'. 14. (chu)’ = s};u U
6. (cosu) = —sinu-u'. 13. (thu)" = ——-u’.
16. (cthu)' = — L

shZzy

116



Differensiallashning asosiy qoidalari.
u(x) va v(x) funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi, f(u) funksiya
esa u nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.

y = Cu, (C = const) y'=Cu'.

y=uztv y ' =u +v'.

y =uv y' =u'v+uv'
_u . u'v—uv

y—v,(viO) y' = —~

y = fw),u=u(x) Yu = itu

y=f@), x=f") xy =—,(yx # 0)

X
x = @(t), , Vo,
{y:lp(t) yx_x_é!xt:'to

3.4. Differensial
Differensialning ta’rifi. y = f(x) funksiya x nuqgtaning biror
atrofida aniglangan va bu nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda
argumentning Ax orttirmasiga mos keluvchi funksiyaning Ay orttirmasini
Ay = A-Ax + a(Ax) - Ax (3.44)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda a(Ax) funksiya Ax = 0 nuqtada
cheksiz kichik.
3.8-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, funksiya orttirmasining A - Ax gismi A # 0 bo‘lganda, y = f(x)
funksiyaning differensiali deb ataladi va u dy yoki df orgali belgilanadi:
dy = A - Ax. (3.45)
A # 0 bo‘lganda funksiya differensialini funksiya Ay orttirmasining
bosh chiziqli gismi deb ataladi, chunki (3.44) tenglikda a(Ax) - Ax funksiya
Ax = 0 nuqtada A - Ax ko‘paytmaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik.
A =0 bo‘lsa, dy differensial nolga teng deb hisoblanadi. 3.2-
Teoremaga ko‘ra A = f'(x) bo‘ladi, shu sababli (3.45) formula
dy = f'(x)Ax (3.46)
ko‘rinishni oladi. Funksiya differensiali tushunchasi bilan bir gatorda erkin
x o‘zgaruvchining dx differensiali tushunchasini

dx = Ax (3.47)
tenglik bilan kiritamiz. U holda y = f(x) funksiya differensialini
dy = f'(x)dx (3.48)

shaklda yozish mumkin. Bu yozuvdan o‘z navbatida f'(x) = dy/dx
tenglikni hosil gilamiz. Hosilaning bunday belgilanishini 3.1.da kiritgan
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edik, uni dy funksiya differensialining dx argument differensialiga nisbati
sifatida garash mumkin,

Differensialning geometrik ma’nosi. y = f(x) tenglama bilan egri
chizig berilgan bo‘lsin, bu yerda f(x) funksiya x € (a,b) nugtada
differensiallanuvchi funksiya (3.18-rasm). M(x,y) nugtada bu egri
chiziqga urinma o‘tkazamiz. Egri chizigda abssissasi x + dx bo‘lgan M,
nuqgtani belgilaymiz. Ma’lumki, f'(x) urinmaning burchak koeffisiyenti,
ya'ni f'(x) = tg ¢.

MPQ uchburchakni garaymiz. Rasmdan ko‘rinib turibdiki

PQ = MP-tgp = f'(x)dx = dy.
Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning dy = f'(x)dx differensiali y =
f(x) egri chizigga abssissasi x bo‘lgan nugtaga o‘tkazilgan urinmaning
urinish nugtasidan x + dx nugtaga o‘tganda olgan orttirmasiga teng ekan.
3.18-rasm va (3.44)-(3.46) tengliklardan M;Q = Ay —dy = a(Ax) - Ax.

Vi

T | T
* . X Ax
0 x x+dXx x
3.18-rasm 3.19-rasm

Ay va dy orasidagi fargni tomoni x bo‘lgan ABCD kvadrat yuzini
aniglaydigan y = x?2 funksiya misolida ko‘ramiz (3.19-rasm). x giymatga
Ax orttirma berib tomoni x + Ax bo‘lgan AEFG kvadratni hosil gilamiz va
uning yuzi (x + Ax)? giymatga teng. U holda funksiyaning Ay = (x +
Ax)? — x? = 2xAx + (Ax)? orttirmasini geometrik talgin gilinsa, 3.19-
rasmga ko‘ra BEFN va DCNG to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisiga
teng. y = x? funksiyaning x gtadagi dy = 2xAx differensiali BCKE va
DCNG to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzxlari yigindisiga teng, Ay — dy = (Ax)?
ayirma esa CKFN kvadrat yuziga mos keladi.

3.18 va 3.19-rasmlardan ko‘rinib turibdiki, Ax orttirma ganchalik
kichik bo‘lsa, Ay va dy orasidagi farg shunchalik kichik bo‘ladi.

Differensialni hisoblash qoidalari. y = f(x) funksiyaning dy
differensiali y’ hosiladan fagat dx ko‘paytuvchi bilangina farg gilganligi
sababli, differensialni hisoblash uchun differensiallash qoidalaridan va

elementar funksiyalar hosilalaring formulalaridan foydalanish mumkin.,
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1. y=_~Cu, (C = const) dy = Cdu
2. y=utv dy = du+ dv
3. y=uv dy = udv + vdu
u vdu — udv
= —, *+ 0 =
4. y=—, (v#0) dy —

» Hagigatdan ham, masalan differensiallanuvchi u(x) va v(x)
funksiyalarning  ko‘paytmasi  uchun: d(uv) = (uv)'dx = (u'v +
uv')dx = vu'dx + uv'dx = udv + vdu. 4

Murakkab funksiyaning differensiali. Murakkab funksiyani
differensiallash goidasi differensialning muhim bir xossasini olish imkonini
beradi. y = y(x) erkin x o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi
bo‘lsin. U holda (3.48) formulaga ko‘ra x nugtada dy = y'(x)dx.

Endi y = f(u) o‘zining u argumenti bo‘yicha differensiallanuvchi, u
argument esa o‘z navbatida x argumentning differensiallanuvchi
funksiyasi, ya’ni u = u(x) bo‘lsin. U holda y(x) = f(u(x)) murakkab
funksiya x argument bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘ladi. x erkin
argumentning funksiyalari sifatida differensiallanuvchi y(x) va u(x)
funksiyalar uchun

dy = y'(x)dx vadu = u'(x)dx (3.49)
tengliklarni  yozish  mumkin. Ammo  murakkab  funksiyani
differensiallashning (3.29) qoidasiga ko‘ra y'(x) = f'(uw)u’(x). Bu ifodani
(3.49) formulalarning birinchisiga qo‘yib, hamda ikkinchisini inobatga
olsak y(x) = f(u(x)) bo‘lganda

dy = f'(wu'(x)dx = f'(u)du (3.50)
tenglikni hosil gilamiz, ya’ni natijada differensial yozuvining dastlabki
(3.46) shakliga keldik, ammo bu yerda u erkin o‘zgaruvchi emas.
Boshgacha qilib aytganda, differensialni yozish shakli funksiya argument
erkinmi yoki boshga argumentning differensiallanuvchi funksiyasimi bunga
bog‘liq emas ekan. Differensial yozuvi shaklining invariantlik
(o‘zgarmaslik) xossasi xuddi ana shundan iborat.

Bu xossadan kelib chigadiki, x argument erkinmi yoki boshga
argumentning funksiaysimi, qat’iy nazar har doim y, hosilani dy va dx
differensiallarning nisbati sifatida ifodalash mumkin. Muhimi ikkala
differensial ham erkin deb gabul gilingan o°zgaruvchi bo‘yicha hisoblanishi
kerak.

Differensialning tagribiy hisoblashlarga tadbigi. y = f(x)
funksiya a nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin, u holda argumentning Ax
orttirmasiga mos keluvchi funksiyaning Ay orttirmasini
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Ay = f'(a)Ax + a(Ax)Ax

ko‘rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda f'(a)Ax = dy(a) va a(Ax)
dunksiya Ax = 0 nuqtada cheksiz kichik.
Agar dy(a) # 0 vademak f'(a) # 0 bo‘lsa, u holda

Ay a(Ax)

—=1+——=

dy f'(a)
O‘ng tomondagi ikkinchi go‘shiluvchi Ax = 0 nugtada cheksiz kichik, shu

sababli lAimOAy/dy =1, ya’ni Ay va dy cheksiz kichiklar ekvivalent:
X—

Ay rx—0dy , ularning Ay — dy ayirmasi esa o‘zlariga nisbatan yuqoririoq
tartibli cheksiz kichik. Shuning uchun Ay orttirmaning taqribiy giymati
sifatida dy miqdorni olishimiz mumkin: Ay = dy.
Shunday qilib, agar dy(a) # 0 bo‘lsa, u holda funksiyaning a + Ax
nugtadagi gqiymatini hisoblash uchun
fla+ Ax) = f(a) + f'(a)Ax (3.51)
formuladan foydalanish mumkin. Bunda |Ax| etarlicha kichik bo‘lsa
absolyut va nisbiy xatolik ham xoxlagancha kichik bo‘ladi.
Masalan, y = x°,s € R bo‘lsin. U holda
Ay = (a + Ax)S — a®, dy(a) = sa® 1Ax.
|Ax| kichik giymatlarni gqabul gilganda
(a+ Ax)° = a® + dy(a)

yoki
(a + Ax)S = a® + sa’ 1Ax
deb olamiz. Xususiy holda, s = 1/2 bo‘lsa

1
Va + Ax = VJa+—=Ax,a > 0. (3.52)
2\a

3.26-Misol. Tagribiy hisoblang +/3,996.
» a =4,Ax = —0,004 deb olsak, (3.52) formulaga ko‘ra

1
V3,996 = /4 + (—0,004) ~ V4 + w7 (—0,004) = 1,999

2V4
qiymatni hosil gilamiz. «

Funksiyaning Ay orttirmasini uning dy differensiali bilan
almashtirishning qulaylik tomoni shundan iboratki, dy differensial Ax
orttirmaga chizigli bog‘ligq, Ay esa murakkabiroq bog*liglikdan iborat. Agar
x = a+ Ax va Ax = x — a deb olsak, (3.51) formula

fx) = fa) + fl(a)(x — a) (3.53)
ko‘rinishni oladi. Shunday qilib, x argumentning giymati a giymatga yagin
bo‘lganda (3.53) tenglikka ko‘ra f(x) funksiya chizigli funksiya bilan
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almashtirilar ekan. Geometrik jihatdan buni y = f(x) egri chiziq (a, f (a))
nugta atrofida egri chizigga o‘tkazilgan urinmaning kesmasi bilan
almashtiriladi deb talgin gilish mumkin.

Xususiy holda, a = 0 bo‘lsa, (3.53) formulani

fx) = f(0) + f(0)x

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda f(x) o‘rniga turli elementar
funksiyalarni qo‘yib, x o‘zgaruvchining nolga yaqin giymatlari uchun bir
gator taqribiy formulalarni olish mumkin:

sinx = x,tgx=x,e* =1+ x,In(1+x) = x,

(1+x)5 = 1+ sx (xususiy holda, V1 +x = 1 4+ x/2) (3.54)
Bu tagribiy tengliklar x =0 nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan
funksiyalarning ekvivalentlik munosabatlariga mos keladi.
3.27-Misol. Ushbu €%, In 1,25 giymatlarni tagribiy hisoblaymiz.
» (3.54) formulaga ko‘ra x = 0,1 giymatda e* funksiya uchun e®! ~ 1,1
va x =0,25 qiymatda In(1+ x) funksiya uchun 1In1,25 = 0,25
giymatlarni olamiz. «
3.5. Yugori tartibli hosila va differensiallar

Yugori tartibli hosilalar. Agar f(x) funksiya (a,b) oraligning
barcha nuqtalarida f’'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda f'(x) ham x
o‘zgaruvchining (a, b) oraligda aniglangan funksiyasi bo‘ladi. Bunday
aniglangan f'(x) funksiya ham x € (a, b) nugtada hosilaga ega bo‘lishi
mumkin. Bu hosilani biz f(x) funksiyadan olingan ikkinchi tartibli haosila
deb ataymiz va uni f"'(x) yoki £ (x) orqgali belgilaymiz. Shunday qilib

) = (f'()

Yugoriroq tartibli hosilalar xuddi shu singari aniglanadi, chunonchi,
f (x) funksiyaning n — tartibli hosilasi uning (n — 1) —tartibli hosilasidan
hosila olib aniglanadi:

f®@ = ("), (3.55)

Hosilaning tartibini daraja bilan farglash uchun u gavsga olingan.

£ (x) hosilani topish uchun dastlab f'(x) hosila olinadi, so‘ngra
f'(x) hosiladan yana hosila olinib "' (x) topiladi, va hokazo kerakli tartibli
hosilani olmaguncha davom ettiriladi. Shunday qilib, yuqori tartibli
hosilalar differensiallashning ma’lum formula va qoidalari asosida
hisoblanar ekan.

3.28-Misol. y = e**, ( k = const) funksiyaning n —tartibli hosilasini
topamiz.
» Ketma-ket differensiallab
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yr — kekx’y// — kzekx’
Matemati induksiya metodiga ko‘ra, ixtiyoriy n € N uchun
(k)W) = gnekx n =12, ... 4
3.29-Misol. y =sinx va y = cosx funksiyalarning n — tartibli
hosilasini topamiz.
» Ketma-ket differensiallab

y' =cosx = sin(x+g), y" = —sinx
= sin(x + m) = sin (x+ 2 %),

hosilalarni topamiz. Matematik induksiya metodi bilan ixtiyoriy n € N
uchun
T
. (n) — i -
(sin x) sin (x +n 2)
tenglikka ega bo‘lamiz.

Xuddi shu singari ixtiyoriy n € N uchun
(cos x)™ = cos (x +n E)
2

tenglikni hosil gilish mumkin. <«

(a, b) oraligda aniglangan va oraligning barcha x € (a, b) nugtalarida
n —tartibli hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar to‘plamini C"(a, b) orqgali
belgilanadi. Barcha x € (a, b) nuqtalarda ixtiyoriy tartibli hosilaga ega
bo‘lgan funksiyani cheksiz marta differensiallanuvchi funksiya deb ataymiz
va f(x) € C®(a,b) ko‘rinishda yozamiz. e*,sinx,cosx funksiyalar
(—o0, +0) oraligda cheksiz marta differensiallanuvchi.

To‘rtinchi va undan yuqori tartibli hosilalarni ba’zan qavslarsiz rim
raqamlarida belgilanadi, ya’ni y'V,y", y"!, ... ko‘rinishda yoziladi.
Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi. Moddiy nuqgta s = S(t)

gonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakatlansin. U holda ma’lumki, vaqtning
t momentidagi oniy tezligi v(t) = S’(t) tenglikni ganoatlantiradi.

Vagtning t momentida material nuqtaning tezligi v bo‘lsin. Agar
nugta tekis harakatlanmayotgan bo‘lsa, u holda ¢t momentdan keyin
o‘tadigan At vagt mobaynida tezlik o‘zgaradi va Av orttirma oladi.

At vagt mobaynidagi o ‘rtacha tezlanish deb Av tezlik orttirmasining
At vaqt orttirmasiga nisbatiga aytiladi:

Av
Ao'rt = At

At orttirma ganchalik kichik bo‘lsa, o‘rtacha tezlanish shunchalik vaqtning
t momentidai tezlanishiga yaqin bo‘ladi.
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t momentdagi tezlanish deb vaqt orttirmasi nolga intilganda tezlik
orttirmasining vaqt orttirmasiga nisbatining limitiga aytiladi:
Av

a=1lim —,
Ax—0 At

boshgacha qgilib aytganda vaqtning t momentidagi tezlanishi v tezlikdan t
vagt bo‘yicha olingan hosilaga teng ekan:

a=v'(t),
ammo biz yuqorida v = S'(t) ekanligini ta’kidlab o‘tgan edik, demak u
holda

a=(S'(t) =S"(),
ya'ni to‘g‘ri chizigli harakatning tezlanishi bosib o‘tilgan yo‘ldan vaqt
bo‘yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga teng ekan.
3.30-Misol. Erkin tushayotgan jismning bosib o‘tgan yo‘li vaqtga
s(t) =gt?/2 + vyt + s, (3.56)
gonuniyat bilan bog‘langan, bu yerda g= 9,8 —_ — erkin tushish tezlanishi,

sek?
so bosib o‘tilayotgan s yolning t = 0 vaqtdagi giymati s, = s|:=¢:.
» (3.56) tenglikni differensiallab
v ==s'(t) =gt + v, (3.57)
tezlikni topamiz. Bu tenglikdan v, = v|;—, kelib chigadi. Yana bir marta
differensiallab

a=v'(t) =s"(t) =g
tezlanishni topdik. Aksincha ham o‘rinli ekanligini, ya’ni pastga qarab
tushayotgan harakat tezlanishi o‘zgarmas g bo‘lsa, u holda sy = s|;=¢, Vg =
v|=o Shartda uning tezligi (3.56), bosib o‘tilgan yo‘l esa (3.56) tenglik
orqali ifodalanilishini ta’kidlab o‘tamiz. <
Yig‘indi va ko‘paytmaning yugori tartibli hosilalari.
3.8-Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x nugtada n — tartibli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda u(x) + v(x) va u(x) - v(x) funksiyalar ham
bu nugtada n —tartibli hosilaga ega va
(u(x) £ v())™ = ul(x) + v (x) (3.58)

(u(x) - v(x))(n) =u™ .y + Clu™ V. + 2Dy 4t
LMy L) gy ) = 3 oy (=B L, (0 (3 59)

i=1
tengliklar o‘rinli bo‘ladi, bu yerda C¥ =n!/(k!(n—k)!) orgali n
elementni k tadan qgilib guruhlashlar soni belgilangan.
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» Ikkala formula ham matematik induksiya metodi bo‘yicha
isbotlanadi. (3.58) formulaning isbotini o‘quvchiga havola gilamiz. Agar
y = u(x) - v(x) bo‘lsa, u holda

y =u v+u-v
y'"=u"-v+2u v +u-v"
ya'ni (3.59) formula n =1 va n = 2 uchun o‘rinli ekan, (3.59) formula
ixtiyoriy n uchun o‘rinli deb faraz qilib, uning n+ 1 uchun o‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz. u™*Y va v™*D hesilalar mavjud deb (3.59)
tenglikni differensiallaymiz:

(u(x) - v(x))(nﬂ) = ((uv)(”)), =u™ v+ (€2 + CHu™ -v' +
+(CE + CHUM™ D -y e (CFT + CYU v ™ +

+u -y, (3.60)
k < n uchun
n! nl
Ck—l Ck — —
no e S T Tkt D) K (n =k
_nlk+n—-k+1)  (n+1)! ,

kk(n—k+1!  kl(n+1-k)! = Cnra:
U holda (3.60) tenglik
(u(x) - v(x))(nH) =u™D .y 4+ Clu®™ v+ CZu Yy
+Cu v 4 p (D)

ko‘rinishni oladi, bu esa (3.59) tenglik n + 1 uchun ham o‘rinli ekanligini
anglatadi. Shunday qilib Leybnis formulasi deb ataluvchi (3.59) formulani
isbotladik. <«

3.31-Misol. Leybnis formulasidan foydalanib y = x2e* funksiyaning
y(1001) hosilasini toping.

(1001)
> y(1001) — <ex ] xz) — (ex)(1001) C x2 +

e
u v

+C11001(ex)(1000) - (x%)' + +C11001(3x)(999) -(x®)"+0=
= e*x% 4+ 2002e*x + 1001 - 103e*. «
Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning
yuqori tartibli hosilalari.
y = f(x) funksiya
x = x(t),
{y=y(t), a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin va x(t), y(t) funksiyalar
barcha t € (a, ) nuqgtalarda yetarli tartibda differensiallanuvchi va
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x'(t) # 0 bolsin. U holda (3.42) formulaga ko‘ra, ixtiyoriy t € (a, )
nuqgtada y, hosila
{ygé =y'(t)/x'(0),
x = x(t),
tenglik bilan topiladi. Bu yangi parametrik shaklda berilgan funksiyani
oldingi goidani go‘llab yana x bo‘yicha differensiallash mumkin:

a<t<pf

. __ (y.’)é);: Irr _ (yjé.{x ;:
Yo T g << T Tl ta<te<B.
x = x(t), x = x(0)

Xususiy holda, ikkinchi tartibli hosilani keltirib chigaramiz:
bo‘linmaning, teskari funksiyaning hosilalari formulalarini go‘llab

144 _ 4 4 — yt’: ’ — yt’: ’ 1 — yt’: ’ 1 —
Yxx = (yx)x =\ =\ by = N
Xt/ X/, X/, Xt

_ YuXe—YeXe 1 YuXe — YiXu

aD?  x (x))?
Shunday qilib parametrik shaklda berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi

mn_..! r..r

no YeteXe T YieXee
Yoe TN a<t<p (3.61)
x = x(t),
ko‘rinishda bo‘lar ekan.
3.32-Misol. y = f(x) funksiya
x(t) = etcost, T
{y(t) =etsint, [__ _]

4’4
munosabatlar bilan parametrik shaklda berilgan bo‘lsa, uning ikkinchi
tartibli hosilasini toping.

» x(t) va y(t) funksiyalarning t parametr bo‘yicha birinchi va
ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz: x; = e'cost —elsint , y/ =
elsint +etcost , x{=e'cost—elsint—elsint—elcost=
—2etsint , y/i =etsint+efcost+efcost—etsint =2etcost bu
topilgan hosilalarni (3.60) formulaga qo‘yib, y,, ikkinchi tartibli hosilani
topamiz.

., 2etcost(etcost —etsint) — (efsint + e cost)(—2et sint)
Yex = (et cost — et sint)3
2e2t(cos?t — costsint + sin® t + costsint) 2et
B e3t(cost — sint)3 ~ (cost —sint)?
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natijada

. 2e7t
Vax = : 3 _E E
(cost —sint)® L€ )
x = et cost,

izlanayotgan hosilani topdik. <
3.33-Misol. x3siny —y =0 tenglama bilan berilgan y = f(x)
oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.
» Tenglamaning ikkala tomonini differensiallaymiz:
3x%siny + x3cosy- -y’ =0
bu yerdan
3x%siny 3tgy

YT T s cosy  x
Birinchi tartibli hosila uchun ifodani inobatga olgan holda, songgi tenglikni
differensiallaymiz:

1 /
y,, _ B(th),x_ (x)’tgy _ 3coszy.y gy _

x2 x2
1 3tgy siny
cos?y «x —8y 3cos3y_tgy
X X
. 3 _ 2
_ 3 siny(3 — cos y). <
x?cos3y

Yugqori tartibli differensiallar. Yugori tartibli differensiallarni ham
hosilalar singari quyi tartiblardan yuqori tartiblarni aniglaymiz. y = f(x)
funksiyaning x nuqtadagi dy birinchi tartibli differensialini oddiyroq gilib
berilgan nugtadagi birinchi differensial deb ataymiz. Shunday gilib birinchi
differensial

dy = f'(x)dx
mavjud bo‘lsin. O‘ng tomondagi fagat birinchi ko‘paytuvchigina x
o‘zgaruvchiga bog‘lig, ikkinchi ko‘paytuvchi dx erkin x o‘zgaruvchining
orttirmasi va u o‘zgaruvchiga bogliqg emas. Demak dy birinchi differensial
x o‘zgaruvchining funksiyasidan iborat ekan, shuning uchun bu
funksiyaning differensiali to‘g‘risida gapirish mumkin.

Agar y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi dy differensialining
differensiali mavjud bo‘lsa biz uni ikkinchi differensial (ikkinchi tartibli
differensial) deb ataymiz va uni d?y orqali belgilaymiz:

d(dy) = d?y.
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Ikkinchi  differensial uchun ifoda topamiz. Differensialning
aniqglanishiga ko‘ra
d?y = [f'(x)dx] dx.
Qavs ichidagi dx ko‘paytuvchi x o‘zgaruvchiga bog‘lig emas, shuning
uchun uni hosila belgisidan tashgariga chigarish mumkin va natijada
d’y = f"(x)(dx)?
tenglikka ega bo‘lamiz. Differensialning darajasini yozishda gavslarni
yozmaslik gabul gilingan, masalan, (dx)? o‘rniga dx? deb yozish gabul
gilingan; xuddi shu singari (dx)3 o‘rniga dx3 yoziladi va hokazo.
Ikkinchi differensialdan olingan differensial uchinchi differensial deb
ataladi:
d3y = d(d?y) = [f"(x)dx?]'dx = f"" (x)dx3.
Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy n — tartibli differensialni
aniglaymiz:
d'y = d(d"1y) = [f®D(x)dx"1] dx = £ (x)dx™.
Differensialning har xil tartiblaridan foydalanib ixtiyoriy tartibli
hosilani differensiallar nisbati shaklida yozish mumkin:
Feo=2 =22 rme =2
dx’ Codx?’T dx
Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning x nuqtada n — tartibli
differensialning mavjud uchun, u bu nugtada n marta differensiallanuvchi
bo‘lishligi zarur ekan.
Agar u(x) va v(x) funksiyalarning x nuqtada n — tartibli
differensiallari mavjud va C = const bo‘lsa,
d*(Cu) = Cd™uvad™(u+v) =d™u+d"v (3.62)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Ko‘paytmaning n —tartibli hosilasi uchun hosil
gilingan Leybnis formulasi n —tartibli differensial uchun
d*(wv) = d™u-v+ Cld" u-dv + C2d" ?u-d?*v+ -+
+Cr Y du-d" v+ u-d™v (3.63)
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda C* —orgali n elementdan k tadan qilib
guruhlashlar soni belgilangan.
3.34-Misol. y =+/x + 2 funksiyaning x nuqtadagi d?y ikkinchi
tartibli differensialini toping.
» Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:
1 1

!/ 144

T A N e

U holda
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1
d?y = y"dx?* = — dx?.
y=7 4./(x + 2)3
3.6. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Hosilaning nollari hagida teoremalar.

3.10-Teorema (Ferma). y = f(x) funksiya biror E oraligda
aniglangan va bu oraligning ichki ¢ nugtasida eng katta yoki eng kichik
giymatini gabul gilsin. Agar bu nugtada chekli f’(c) hosila mavjud bo‘lsa,
u holda f'(c) = 0 bo‘ladi.

» Aniqglik uchun f(x) funksiya c nugtada eng katta giymatni gabul
giladi deb faraz gilamiz. U holda barcha x € E nugtalar uchun f(x) < f(c)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. x = c+ Ax deb olsak, f(c+ Ax) < f(c).
Hosilaning ta’rifiga va teorema shartiga ko‘ra

fetM)-fl©
Al)lcr_r)l() Ax =/
chekli limit mavjud. Agar Ax > 0 bo‘lsa, u holda (f(c + Ax) — f(c))/
Ax < 0 vatengsizlikda limitga o‘tish hagidagi 2.6-Teoremaga ko‘ra
fle+A) —f(©)

Ax—0+0 Ax =fe+0) =<0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar Ax < 0 bo‘lsa, u holda (f(c + Ax) —
f(c))/Ax = 0 va bu yerda ham 2.6-Teoremaga ko‘ra

fle+Mx)—=f(c)

Jim v =f'(c—0)<0.

Nugtadagi bir tomonlama va ikki tomonlama limitlar haqgidagi 2.2-
Teoremaga ko‘ra so‘ngi uchta munosabatdan

I fle+dx)—f() . fle+dx)—f(c)
1m = lim =

Ax—0 Ax Ax—0+0 Ax
. flc+Ax) —f(c)
= lim =0
Ax—0—0 Ax

yoki f'(c) = 0 tenglikka ega bo‘lamiz. Funksiyaning eng kichik giymati
bo‘lgan hol ham xuddi shu singari isbotlanadi. <«

yﬂ M yﬂ
T
Ve v = fG)
a 0 c L x O

3.20-rasm
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f'(c) hosilaning nolga aylanishi f(x) funksiya grafigiga M(c, f (c))
nugtada o‘tkazilgan urinma Ox o‘qga parallel bo‘lishini anglatadi (3.20-
rasm). Teoremaning shartida ¢ nugtaning ichki nuqgta ekanligi muhim
shart. Teorema isbotida bu shartga ko‘ra ¢ nugtadan ham chapdagi, ham
o‘ngdagi x nugtalarni garash imkonini berdi. Bu shartsiz teorema noto‘g‘ri
ham bo‘lishi mumkin. Hagigatdan ham, agar funksiya eng katta qiymatga
oraligning chetki nugtalaridan birida erishsa, hosila (agar u mavjud bo‘lsa)
nolga aylanmasligi ham mumkin (3.21-rasm).

Endi fransuz matematigi M.Roll nomi bilan ataladigan sodda ammo
muhim teoremani keltiramiz.

3.11-Teorema (Roll). Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada
uzluksiz, (a,b) oraliqda differensiallanuvchi va kesmaning chetki
nuqgtalarida teng f(a) = f(b) giymatlarni gabul gilsa, u holda (a,b)
oraligda kamida bitta shunday ¢ nuqgta topilib, bu nugta uchun f’(c¢) =0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» y = f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun
Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra u o‘zining eng katta M va
eng kichik m giymatlariga erishadi.

Ikki holni graymiz.

1. M =m, ya’ni f(x) funksiya (a, b) oraliqda o‘zgarmas giymatni
gabul giladi, shuning uchun barcha x € (a,b) nuqgtalarda f'(x) =0
bo‘ladi. Bu holda c sifatida (a, b) oraligning ixtiyoriy nugtasini olish
mumkin.

2. M > m. Teorema shartiga ko‘ra f(a) = f(b), shuning uchun
funksiya M va m giymatlardan birini (a, b) oraligning ichki ¢ nuqgtasida
gabul giladi. U holda Ferma teoremasiga ko‘ra bu nugtada f'(c) =0
tenglik o‘rinli bo‘ladi. <«

Xususiy holda f(a) = f(b) = 0 bo‘lganda quyidagi natija o‘rinli.

Natija. Differensiallanuvchi funksiyaning ikkita noli oralig‘ida uning
hosilasining noli yotadi.

Roll teoremasi quyidagi geometrik talginga ega: agar uzluksiz egri
chiziq [a,b] kesmaning chetlarida o‘zaro teng ordinatalrga ega va
kesmaning barcha ichki nuqtalarida novertikal urinmaga ega bo‘lsa, u holda
egri chizigda urinmasi Ox o‘qga parallel bo‘lgan kamida bitta nugta
mavjud (3.22-rasmda (a, b) oraligning c; va c, nuqgtalariga mos keluvchi
M; va M, nuqgtalar).

3.11-Teoremaning barcha shartlari muhim. Masalan, y = |x| funksiya
[—1, 1] kesmada uzluksiz, kesmaning chetlarida teng y(—=1) = y(1) =1

129



giymatlarni gabul qiladi, ammo kesmaning ichki x = 0 nugtasida
differensiallanuvchi emas (3.6-Misol). Teoremaning ikkinchi sharti
bajarilmayapti, shu sababli (—1, 1) oraligda y' hosila nolga aylanadigan
nuqgta yo‘q.

yA
yA
= X—|X
Lr=x- [x]
3.22-rasm 3.23-rasm

3.35-Misol. f(x) = x — [x] funksiya (3.23-rasm) [0,1] kesmada
teoremaning uzluksizlik shartidan boshga barcha shartlarini ganoatlantiradi:
x = 1 nugtada funksiya uzilishga ega, (0, 1) oraligning barcha nuqgtalarida
hosila f'(x) = 1.«

3.36-Misol. f(x) =1 — Vx2 funksiya [—1,1] kesmada uzluksiz,
kesmaning chetki nugtalarida f(—1) = f(1) = 0 teng giymatlarni gabul
giladi, f'(x) = —2/3/x hosila esa (—1,1) oraligning x = 0 nugtasidan
boshqga barcha nugtalarda chekli giymatni gabul giladi. Shunday qilib, Roll
teoremasining bitta sharti bajarilmayapti, shu sababli teoremani mazkur
funksiyaga go‘llab bo‘Imaydi (3.24-rasm). <

y A
1
y=f(x)
a=-1 0 b X
3.24-rasm 3.25-rasm

Roll teoremasi yetarlilik xususiyatiga ega, ya’ni barcha shartlar
bajarilgandagina teoremaning tasdig‘i o‘rinli, ammo hatto bitta sharti
bajarilmay golsa ham garalayotgan funksiya hosilasining nollari mavjudligi
hagida aniq bir tasdigni aytish mumkin bo‘Imay goladi. 3.25-rasmda f (x)
funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, kesmaning chetlarida teng giymatlarga
erishadi, ammo ichki x, nuqgtada differensiallanuvchi emas.
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Shunga garamasdan (a,b) oraligda f'(c) = 0 bo‘ladigan x =c¢
nugta mavjud (mos nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma Ox o‘qga
parallel).

Agar s = f(t) funksiya to‘g‘ri chizigli uzluksiz harakatda s nuqta
koordinatasining t vaqgtga bog‘ligligini aniglasa, u holda f(a) = f(b)
tenglik nugta harakatni vagtning a momentida boshlagandan keyin b — a
vaqt oralig‘idan so‘ng boshlang‘ich holatiga gaytishi kerakligini anglatadi.
Ammo buning uchun vaqtning hech bo‘lmaganda bitta t, € (a, b) oraliq
momentida nugtaning f'(t,) tezligi nolga aylanishi kerak. Roll
teoremasining mexanik interpretatsiyasi ana shundan iborat.

Chekli ayirmalar formulasi

3.12-Teorema (Lagranj). Agar y = f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz, (a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a, b) oraligda
kamida bitta shunday c¢ nugta topiladiki, bu nugta uchun

f(b;:{l(a) = f'(c), a<c<b
formula o‘rinli bo‘ladi.
> RGO = 00— fl) =L (b; :Z @ 0 (3.64)

tenglik bilan [a,b] kesmada aniglangan F(x) yordamchi funksiyani
kiritamiz. Bu funksiya [a, b] kesmada Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Hagigatdan ham, u [a, b] kesmada uzluksiz, chunki (3.64)
tenglikning o‘ng tomonidagi har bir qo‘shiluvchi uzluksiz. F(x) funksiyani
aniglagan har bir qo‘shiluvchi (a,b) oraliqda differensiallanuvchi
bo‘lganligi tufayli F(x) funksiyaning o‘zi ham bu oraliqda
differensiallanuvchi. Nihoyat [a, b] kesmaning chetki nuqtalarida F(a) =
F(b) = 0 teng giymatlarni gabul giladi.

Roll teoremasiga ko‘ra, (a,b) oraligda F’(x) hosila nolga
aylanadigan kamida bitta ¢ € (a,b) nugta mavjud: F'(c) =0. Bu
tenglikni (3.64) orgali ifodalaymiz

b) — f(a
P =1 -T2

Bundan esa
b) —
f(z_ﬁ(a)=f’(c), a<c<b <
Roll teoremasi Lagranj teoremasining f(a) = f(b) bo‘lgandagi
xususiy holi bo‘ladi.
Endi Lagranj teoremasining geometrik talginini ko‘raylik.
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3.26-rasmda

f(b) ~ f(@) _BC

b—a  AC

nisbat AB vatarning burchak koeffisiyenti, f'(c) hosila esa y = f(x) egri
chiziqga abssissasi x = ¢ bo‘lgan nugtada o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffisiyenti. Shunday qilib, ixtiyoriy nugtasida urinma o‘tkazish mumkin
bo‘lgan egri chizigning AB yoyida kamida bitta shunday C(c, f(c)) nugta
topiladiki, bu nuqtada egri chizigga o‘tkazilgan urinma AB vatarga parallel
bo‘ladi.

()

Ry

Isbotlangan (f (b) — f(a))/(b — a) = f'(c) formula, yoki
f) = fla)=f'(c)b—-a) a<c<b, (3.65)
Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar formulasi deb yuritiladi.
¢ sonini (umuman olganda, a va b sonlar oralig‘ida yotgan noma’lum
son)
c=a+6-(b—a)
ko‘rinishda ifodalash ba’zan qulay bo‘ladi, bu yerda 6 ushbu 0 < 6 <1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi gandaydir son. U holda (3.65) Lagranj
formulasi
f)—f@=f(a+0-b-a)b—a), 0<6<1 (3.66)
shaklIni oladi. a va b o‘rniga mos ravishda x va x + Ax olib, Lagranj
formulasini
Af(x)=fx+Ax)—f(x)=f"(x+60-Ax)Ax, 0 <0 <1 (3.67)
ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglik argumentning ixtiyoriy Ax orttirmasida
funksiyaning orttirmasi uchun Af(x) = f'(x)Ax tagribiy tenglik o‘rniga
aniq ifodani beradi. (3.67) formuladagi & umuman olganda noma’lum son.
3.37-Misol. Lagranj teoremasidan foydalanib, ixtiyoriy x; va x,
uchun
|arctg x, — arctg x| < |x, — x4
tengsizlikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
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» f(x) = arctg x funksiyani garaymiz. Bu funksiya ixtiyoriy [a, b]
kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning
sababli ixtiyoriy x; va x, uchun

flx) = f(x) = ()2 — x1)
yoki

arctg X, — arctg x; = —— (X3 — x1),

bu yerda ¢ nugta x; va x, nuqgtalar oralig‘ida yotadi. Bu tenglikdan

larctg x, — arctg x4 | = Xy — Xq|

1+ c? |
tenglikni yozamiz, ixtiyoriy ¢ uchun 1+1C2 < 1 tengsizlik o‘rinli bo‘lishini
inobatga  olsak, so‘ngi tenglik |arctg x, —arctg x| < |x, — x|
tengsizlikka aylanadi. <

3.13-Teorema (Koshi). Agar f(x) va g(x) funksiyalar

1) [a, b] kesmada uzluksiz;
2) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi;
3) (a, b) oraligda hosila g'(x) # 0 bo°‘lsa,
u holda (a, b) oraligda kamida bitta shunday c nugta topiladiki, bu nuqta

uchun

f)—f(a) f'(c)

g —g@ g@ << (569
tenglik o‘rinli bo‘ladi va u Koshi formulasi deb ataladi.

» Teorema shartidan g(b) — g(a) #+ 0 bo‘ladi, aks holda g(a) va
g(b) teng bo‘lar edi va Roll teoremasiga ko‘ra g'(x) hosila (a,b)
oraligning kamida bitta nuqtasida nolga aylanadi, bu esa Koshi
teoremasining 3) shartiga ziddir. Shunday qilib (3.68) tenglik ma’noga ega.
Endi uning (a, b) oraligdan olingan birorta ¢ uchun o‘rinli ekanligini

ko‘rsatamiz.
fb) - f@)

F) =)~ f@ ==y (90 —9@) - (369)
yordamchi funksiyani tuzamiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi. Hagigatdan ham:

1) F(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, chunki f(x) va g(x)
funksiyalar bu kesmada uzluksiz;

2) F(x) funksiya (a, b) oraligda differensiallanuvchi, chunki (3.68)
tenglikning o‘ng tomonidagi har bir qo‘shiluvchi bu oraligda
differensiallanuvchi;
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3) bevosita o‘rniga qo‘yib F(a) = f(b) = 0 ekanligiga amin
bo‘lamiz.

Bu funksiyaga Roll teoremasini go‘llab, a va b nuqtalar oralig‘ida
F'(c) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugta mavjud deb xulosa
chigaramiz. (3.69) tenglikka ko‘ra

f) —f(a)

F'e) =10 = 2y g 9 @
shuning uchun
oy B —f@
f'(c) 70 —g@? (c) =0.

So‘ngi tenglikning ikkala tomonini g’(c) noldan fargli hosilaga bo‘lib
f'e) f)—f(a)
9'(c) gb)—g(a)

talab gilingan tenglikni hosil gildik. <

Lagranj teoremasi Koshi teoremasining xususiy holi, chunki Koshi
teoremasida g(x) = x deb olinsa Lagranj teoremasi hosil bo‘ladi.

Mulohaza. Roll, Lagranj va Koshi teoremalarida u yoki bu tenglik
o‘rinli bo‘ladigan gandaydir ¢ € (a, b) “o‘rta nuqta” xususida so‘z boradi.
Shuning uchun bu teoremalar guruhini differensial hisobning o‘rta
giymatlar hagidai teoremalari deb nomlash mumkin.

Anigmasliklarni ochish (Lopitall qoidasi). f(x) va g(x)
funksiyalar x = a nugtaning biror atrofida aniglanganva f(a) = g(a) = 0
bo‘lsin. U holda f(x)/g(x) nisbat x = a nuqtada ma’noga ega bo‘lamydi.
Birog bu nisbatning x = a nuqgtada limiti mavjud bo‘lishi mumkin.
Jlci_r}’cll[f(x)/g(x)] limitni topish bu holda 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslikni

ochish deb ataladi.
limf(x) = o va limg(x) = o bo‘lganda lim[f(x)/g(x)] limitni
xX—a xX—a

xX—a
topish oo /oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish degani.
oo — oo Ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish deganda lim f(x) = oo va
xX—a

limg(x) = oo shartlarni ganoatlantiruvchi funksiyalar uchun lim[f(x) —
xX—a

x—a
g(x)] ko‘rinishdagi limitni topish tushuniladi.
x — oo holda bu tushunchalar xuddi shu singari izohlanadi.
3.14-Teorema (Lopitall qoidasi). f(x) va g(x) funksiyalar x = a
nugtaning o°zi kirmagan biror Ug(a) atrofida f'(x) va g'(x) hosilalrga ega
va bu atrofda g(x) va g'(x) funksiyalar nolga aylanmasin. Agar
limf(x) = 0valimg(x) =0
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va hosilalarning f'(x)/g’(x) nisbati x = a nuqgtada chekli yoki cheksiz
limitga ega bo‘lsa, u holda bu funksiaylarning nisbati ham bu nugtada

limitga ega va
fl) . f'(x)

lim lim
xmag(x)  xmag (x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» Teoremada f(x) va g(x) funksiyalarning x = a nuqtadagi
giymatlari hagida so‘z yuritilmagan. Biz f(a) = g(a) = 0 deb olamiz.
Endi 9lci_r)1611f(x)=f(a) va chi_r)rcllg(x) =g(a) , u holda f(x) va g(x)

funksiyalar a nugtada uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun f(x) va g(x)
funksiyalar [a,x] kesmada (yoki [x,a] kesmada) Koshi teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi, bu yerda x nuqta (a —6,a+ 6)
oraligning ixtiyoriy nuqgtasi. Demak, bu teoremaga ko‘ra a va x oralig‘ida
kamida bitta ¢ = c(x) nuqta topiladiki, uning uchun
f&x) fx)—=fla) f'(c)
gx) g)—gla) g'()
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar birorta x giymatda bunday c¢ nuqtalar bittadan
ko‘p bo‘lsa, ulardan birini tayinlab olamiz.
¢ nugta x nugtaga bog‘lig va x nuqta a nuqtaga intilganda: x — a,
tayin ¢ nugta ham a nuqgtaga intiladi: ¢ - a. Teorema shartiga ko‘ra
f'(x)/g'(x) nisbat x = a nugtada chekli yoki cheksiz limitga ega. Shuning
uchun f'(¢)/g'(c) nisbat ¢ = a nugtada f'(x)/g’(x) nishatning limitiga

(3.70)

teng bo‘ladi:
o f'(c) — lim f'(x) (3.71)
oy 9'(c)  xmag'(x) |
(3.70) va (3.71) munosabatlardan
- f) o f(x)
Lo Aag(o) 872
kelib chigadi. «

(3.72) tenglik Lopitall goidasini ifodalaydi. Bu qoidaga ko‘ra
funksiyalar nisbatning limitini (ma’lum shartlar o‘rinli bo‘lganda) bu
funksiyalar hosilalari nisbatining limiti bilan almashtirish mumkin.

3.38-Misol. Limitni hisoblang:

1—cosx . (1—cosx)  sinx

1
M T Gy TN 7z
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1-Mulohaza. Agar teoremaning sharti fagat (a — &, a) yoki (a,a +
&) oraligda o‘rinli bo‘lsa, (3.72) formulani limo[f(x)/g(x)] yoKi
X—a—

“Hio[f(x)/g(x)] limitni hisoblashga qo‘llash mumkin.
xX—a

2-Mulohaza. Hosilalar nisbatining limiti mavjud bo‘lmasdan, balki
funksiyalar nisbatining limiti mavjud bo‘lishi ham mumkin.
3.39-Misol. f(x) = x? Sin% va g(x) = x funksiyalrni garaymiz.
Ularning nisbati x = 0 nuqgtada limitga ega:
£(x) x2 sin= 1
lim——= = lim X = limx sin— = 0.
x-0g(x) x-0 Xx x—0 X
Ular hosilalarining nisbati

f'(x) 1 1
= 2x sin— — cos—

9'(x) x x
x = 0 nugtada limitga ega emas. <

Shunday qilib lim[f (x)/g(x)] limitning mavjudligidan lim[f'(x)/

g’ (2)] limitning mavjudligi kelib chigmaydi.

3-Mulohaza. Agar Lopital teoremasining shartini f(x) va g(x)
funksiyalargina emas, balki ularning f'(x) va g’'(x) hosilalari ham
ganoatlantirsa, u holda }Ci_r)rcll[f(x)/g(x)] limitni hisoblash uchun Lopital

goidasini ketma-ket ikki marta qo‘llash mumkin. Agar keyingi tartibli
hosilalar ham teorema shartini ganoatlantirsa ularga ham Lopital goidasini
go‘llash mumkin.

3.40-Misol. Limitni hisoblang:

~ x—sinx  (x—sinx)’ _ 1-—cosx
lim——— = lim = lim——— =
x—0 X x—0 (x3) x—0 3x
. (1 —cosx)’ . sinx 1
= lim = lim = -
x>0  (3x2)’ x>0 6x 6

3.15-Teorema (Lopitalning ikkinchi goidasi). f(x) va g(x)
funksiyalar x = a nugtaning o‘zi kirmagan biror Ug(a) atrofida f'(x) va
g'(x) hosilalrga ega va bu atrofda g(x) va g'(x) funksiyalar nolga
aylanmasin. Agar

limf(x) = ocovalimg(x) = o
xX—a xX—a

va hosilalarning f'(x)/g’(x) nisbati x = a nuqgtada chekli yoki cheksiz
limitga ega bo‘lsa, u holda bu funksiaylarning nisbati ham bu nugtada
limitga ega va
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lim f&) . ()
im = lim

xsag(x)  x-ag(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. <«
Bu yerda ham x - a— 0 yoki x - a+ 0 bo‘lgandagi limitlarni
garash mumkin.
3.41-Misol. Limitni hisoblang:

acosax

Insinax ~ (Insinax)’ i ax
lim lim . = lim S oshr —
x->0+0InSin bx _ x-0+0 (Insin bx)’  x—0+0 2COSbx
_ sin bx
a cosax sinbx
= — lim - — =1,(a>0,b>0).
b x—0+0 \cos bx sinax

Lopital goidasini:
1. limf(x) = 0va llmg(x) = oo bo‘lganda hm [f(x) g ()] limitni

xX—a

hisoblashga qo‘llash mumkln

»Bu holda f(x) - g(x) ko‘paytmani f(x) - g(x) = f(x)[1/g ()]
yoki f(x) - g(x) = g(x)[1/f(x)] ko‘rinishda yozib o‘ng tomoniga Lopital
goidasini go‘llash mumkin. <

3.42-Misol. 0 - oo ko‘rinishdagi anigmaslikni oching

1
In x _ < - —x?
lim (xInx) = lim —— = lim — = lim —=0.
x—0+0 x—-0+0 _— x—-0+0 _ — x—-0+0 X
X x2
2. limf(x) = va llmg(x) = oo bo‘lganda hm[f(x) —g(x)]

xX—a
limitni hisoblashga go‘llash mumkln

» Bu holda f(x) — g(x) ayirmani yana
1 1

1 1 a(x)  f(x)
f)—g) = 4—-—4 =22 L%

fx) gx)  fx) gx)
nisbat shaklida ifodalab va so‘ngra Lopital qoidasini go‘llash kerak. <
3.43-Misol. oo — oo ko‘rinishdagi anigmaslikni oching

_ X 1 xlnx—x+1 (xlnx—x+1)'
llm( — )—hm = lim
oi\x—1 Inx) 21 (x—Dlnx a1 ((x—l)lnx)
1
In x In x)’ - 1
= lim - = lim (Inx) 1,—11m1x1=§.
x_)llnx‘l'l_; x_)l(lnx_l_l_;) x_)lx‘l';

3. chirré[f(x)]g(x),f(x) > 0 limitni hisoblashda, quyidagi uchta
hollardan biri bo‘lganda Lopital qoidasini go‘llash mumkin:
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) limf(x) =0, limg(x) =0 (0°);

xX—a xX—a
i) limf(x) =1, limg(x) = o (1%);

xX—a xX—a
iii) limf(x) = +o0, limg(x) = 0 (9).

xX—a xX—a

» v = [f(x)]9® deb olamiz, uni logarifmlab
Iny = g(x)In f(x)

tenglikka ega bo‘lamiz. Tenglikning ikkala tomonida limitga o‘tib

hisoblaymiz:
limlny = lim[g(x) In f (x)].
xX—a xX—a

Bu limitni hisoblashda i), ii), iii) uchta holning har birida 1. holda
garalganlarning mosi tanlanadi.
Faraz gilaylik, biz lim Iny = A limitni topdik. U holda limy = e4,

xX—a xX—a

ya’'ni im[f(x)]9®) = e4. <«
xX—a
3.44-Misol. Limitni toping lim x*.

x—04+0
» y = x* deb olamiz; u holda In y = xIn x. Bu yerdan
1
_ _ In x ~ (Inx)’ _ "
lim Iny = lim — = lim — = lim — =0,
x—0+0 x-0+0 = x—0+0 (1) x—>0+0 _ —

- 2
x x x

bundanesa lim y=e%=1. <«
x—0+0

3.16-Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar
1) x o‘zgaruvchining mutlaq giymati bo‘yicha yetarlicha katta giymatlarida
aniglangan;
2) lim f(x) = lim g(x) = 0 yoki lim f (x)) = e va lim (x) = oo;
3) x o‘zgaruvchining mutlag giymati bo‘yicha yetarlicha katta giymatlarida
f'(x)va g'(x) # 0 hosilalar mavjud;
4) funksiyalar hosilalarining (chekli yoki cheksiz)
lim f(x)
x>0 g'(X)
limiti mavjud. U holda funksiyalar nisbatining ham limiti mavjud bo‘ladi va

lim _f(x) = lim f &
x>0 g(x)  x-eg'(x)

» Teoremaning to‘g‘riligiga ishonch hosil gilish uchun x =1/t
tenglik orqali yangi o‘zgartuvchi kiritib, 3.14 va 3.15-Teoremalarning
natijalaridan foydalanish kerak. <

3.45-Misol. oo /oo ko‘rinishdagi anigmaslikni oching
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oxr ) 2 (2x) 2
lim — = lim = lim — = lim =
x—tweX  xoto (eX)  xotweX x>+ (eX) xotoo eX
3.7. Teylor formulasi
Bu formula matematik tahlilning asosiy formulalaridan biri
hisoblanadi va u ko‘p tadbiglarga ega. U murakkab analitik ifoda bilan
berilgan funksiyani tahlil gilishga oson bo‘lgan ko‘phad bilan almashtirish
imkonini beradi.
Ko‘phad uchun Teylor formulasi. n — darajali ko‘phad uchun
Teylor formulasini keltirib chigaramiz. n —darajali
P(x) = by + byx + byx? + -+ + b,x™, b, = const # 0 (3.73)
ko‘phadni garaymiz. a soni ganday bo‘lishidan qat’iy nazar (3.73)
ko‘phadni x — a ayirmaning darajalari ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Hagigatdan ham,

x=a+t
deb olamiz. U holda
P(x) =P(a+t)=by+b(a+t)+by(a+t)>+-+b,(a+t)"
O°‘ng tomondagi gavslarni ochib va o‘xshash hadlarni guruhlab
Pla+t) =Ap+ At + Ayt? + -+ Apt"
ko‘phadni hosil gilamiz. Bu yerda yana t o‘zgaruvchini x orgali ifodalab
P(x)=Ag+ A (x—a)+A,(x—a)’+ -+ A4,(x—a)* (3.74)
izlanayotga ko‘phadga ega bo‘lamiz, bu yerda Ay, A4, ..., A, —hozircha
noma’lum bo‘lgan gandaydir o‘zgarmas sonlar.
(3.74) ko‘phadni x o‘zgaruvchi bo‘yicha n marta differensiallaymiz:
P'(x) =A; +24,(x —a) + 343(x —a)? + -+ nA,,(x —a)* 1
P'"(x) =2-14,+3-245(x —a) + -+ n(n— DA, (x —a)"?

PM(x)=n(n-1)..2-14, (3.75)
(3.74) va (3.75) tengliklarda x = a deb olib
P'(a) P'"(a) PM(a)
AO - P(a),A1 - 1| y Ay = 2' gy Ay = n|

(3.74) tenglikdagi nomalum Ay, A4, A,, ..., A, Koffisiynetlarni topdik.
Demak (3.74) tenglikni

P(x) = P(a) + Pll('a) (x—a)+ PHZ('a) (x — a)z + ..
n) '
+F n'(a) (x — )" (3.76)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu tenglik n — darajali P(x)
ko‘phadning x — a ayirmaning darajalari boyicha Teylor formulasi deb
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ataladi (B.Teylor (1685-1731)-ingliz matematigi). Bu yerda a = 0 xususiy
holda

p'(0)  P"(0) , P ©) »

P(x) = P(0) + —=x +——x? 4+ (3.77)

Makloren formulasini hosil gilamiz (K. Makloren (1698-1746)-
shotland matematigi).

3.46-Misol. P(x) = 2x3 + 5x% + 4x — 5 ko‘phadni
1) x o‘zgaruvchining darajalari bo‘yicha;
2) x — 1 ayirmaning darajalari bo‘yicha yoying.

» Ko‘phad va uning hosilalarining giymatlarini x =0 va x =1
nuqtalarda hisoblaymiz:

P(x) =2x3+4+5x*+4x—-5 P(0)=-5 P(1)=6

P'(x) = 6x*+ 10x + 4 P'(0)=4  P'(1)=20
P"(x) =12x + 10 P"(0) =10 P"(1) =22
P""(x) =12 P"(0)=12 P"(1) =12
(3.77) formulaga ko‘ra
4 10 12
P(x) = =5 +Fx+?x +§x = —5 4 4x + 5x% + 2x3

Makloren yoyilmasini va (3.76) formulaga ko‘ra
20 22 12
P(x) = 6+F(x— 1) +?(x— 1)? +§(x— 1)3 =

=6+20(x—1)+11(x —1)? +2(x — 1)3
Teylor yoyilmasini hosil gildik. <
Differensiallanuvchi funksiya uchun Teylor formulasi.

f(x) funksiya a nugtada n marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu,
funksiya a nuqgtaning biror atrofida aniglangan va bu atrofda (n — 1) —
tartibli va ungacha bo‘lgan barcha tartibli hosilalarga ega va bundan tashqari
bu nugtaning o‘zida n — tartibli £ (a) hosila mavjud degan ma’noni
anglatadi.

n —tartibli

_ , f"(a) ,
() =fla)+f@x-a)+——Gx-a)+
(n) '

Wi ()(x_ o7 (3.78)
ko‘phadni tuzamiz. Ko* r|n|b turlbdlkl bu ko‘phad, uning n —tartibli va
ungacha bo‘lgan barcha tartibli hosilalari a nugtada f (x) funksiya bilan bir
xil giymat qgabul giladi. Hagigatdan ham,

F.(a) = f(a),
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(n)
Py(a) = <f’(a) +f”(a)(x —a)+ -+ f (a) (x — a)n—l)

(n—1)! red
= f'(a), .
Py (a) = <f”(a) +f"(@)(x—a)+ -+ (]; _(;))! (x — a)"_2> _ =
= f"(a)
va umuman k = 0,n uchun
(n)
Pn(k)(a) — (f(k)(a) 4ot (]; _(]f))! (x — a)n—k> — f(k)(a)

x=a
tengliklar o‘rinli. Bu yerda va keyin mulohazalarda k = 0 bo‘lganda
F©@(x) = f(x) va 0! = 1 deb gabul gilingan.

(3.78) ko‘phad Teylor ko ‘phadi, uning koeffisiyentlari esa Teylor
koeffisiyentlari deb ataladi.

Teylor ko‘phadi x = a nugtaning atrofida f(x) funksiyaga tagribiy
yaqinlashishni beradi, ya’ni

f(x) = Py(x) =

— f@ + f @G- a) + 2 a4t (x— )"

Bu taqribiy yaqinlashishdagi Xatohknl ya'ni f(x) — B (x) ayirmani R,, (x)
orgali belgilaymiz. U holda bu tenglik va belgilashlardan

FOO) = F@ + @G- a) + 12 e ) 4ot

(n) n (k)
f ( )(x—a)”+R (x )—k 1f k'( )(x—a)k+Rn(x) (3.79)
Teylor formulasml hosil gilamiz. Bunda Teylor formulasining goldiq hadi
deb ataluvchi R, (x) qoldig x = a nugtada (x —a)™ cheksiz kichikka
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik. Buni quyidagi teorema tasdiglaydi.
3.17-Teorema. Agar f(x) funksiya a nuqtada n marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
Rp(x)x5q0((x —a)™). (3.80)
» Teoremani ishbotlash uchun

Ra() _ . f) =R _

fo (a)

xoa(x —a)®  x-a (x—a)?
ekanligini ko‘rsatish yetarli. Limit ostidagi nisbat [0/0] ko‘rinishdagi

aniqmaslikni ifodalaydi. Teoremaning sharti va P (a) = F® (a), (k =
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0,n — 1) tengliklar bu anigmaslikni ochish uchun Lopital goidasini (n —
1) marta qo‘llash imkonini beradi:

Rn() _ . [ -k _ (F) - B®) _

A x—a)® x-a (x—a)®  x-a ((x —an)
, , ., ™ (a) n—
— limf (x) — (f @+ f"(@)(x —a) + - +L o ¥~ 1) —
x—a Tl(X _ a)n—l
Y@ - @ - fP @ - a)
= .- = lim B
xoa n!(x —a)
Nl OB Ml ORIGIC)

= — lim B '

n! x-a X—a n!
Teoremaning shartiga ko‘ra a nugtada f ™ (a) hosila mavjud va hosilaning
3.10-Ta’rifiga ko‘ra,
(Tl—l) X) — (Tl—l) a
fim L ) —f" () _ £ (@)

x—a X —a
limit mavjud. Shuning uchun oldingi tenglikning o‘ng tomoni nolga teng,

bundan esa (3.80) kelib chiqdi. <

a nugtada n marta differensiallanuvchi f(x) funksiyani bu nuqgta
atrofida tasvirlovchi Teylor ko‘phadi xatoligi o((x — a)™) ko‘rinishda
bo‘lgan yagona ko‘phad ekanligini ko‘rsatamiz.

3.18-Teorema. a nuqtada n marta differensiallanuvchi f(x) funksiya
xatoligi x = a nugtada o((x — a)™) ko‘rinishda bo‘lgan x — a ayirmaning
n — darajali ko‘phadi shaklida tasvirlansa, u holda bu ko‘phadning
koeffisiyentlari Teylor koeffisiyentlari bo‘ladi, ko‘phadning o°zi esa Teylor
ko‘phadi bo‘ladi.

» f(x) funksiya x — a ayirmaning darajalari bo‘yicha

n

fG) = 3 el —a)* + o((x —a)")

ko‘phad bilan tasvirlangan bo‘lsin. o((x — a)™), S.u(x)(x —a)™
munosabatni ganoatlantiruvchi x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan u(x)
funksiya mavjudligini eslatib o‘tamiz. f(x) funksiyaning ko‘rsatilgan
tasvirini uning (3.79) tasviriga (3.80) tenglikni inobatga olgan holda
tenglashtiramiz:

fx) = Z cr(x — ) + fOO(x — )" =

)
Zf ()

(x - +y()(x —a)"
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bu yerda B(x) va y(x) funksiyalar x = a nuqtada cheksiz kichik. Bu
tenglikda x = a nugtada limitga o‘tsak, chap va o°‘ng tomonlarning birinchi
hadlaridan boshga hamma hadlari nolga aylanadi. Bundan ¢, = f(a).
O‘zaro teng go‘shiluvchilarni tashlab yuborib va ikkala tomonni x — a
ayirmaga gisqartirib

S cux— F 1 + B (x — @)1 =
k=1
1@

(x — @)t +y()(x —a)"?

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda ham x = a nuqtada limitga o‘tsak ¢; =
f'(a) bo‘ladi. Koeffisiyentlarni topishning tasvirlangan jarayonini ketma-
ket davom ettirib, barcha k = 0, n uchun har safar ¢, = £ (a) /k! ifodani
olamiz, ya’ni qgilingan farzlarda Ck Teylor koffisiyentalri,
Z cr(x — a)*
ko‘phad esa f(x) funk5|yan|ng Teylor ko‘phadi bo‘lar ekan. <«
Shunday qilib, x = a nugtaning atrofida f(x) funk5|yaga Ck

koeffisiyentlari £ %) (a)/k! ifodadan farq giladigan har ganday Z Cr(x —

a)kko‘phad bilan taqribiy yaginlashishning xatoligi Teylor ko phadl bilan
yaqinlashishdagi xatolikdan x = a nuqtada past tartibli cheksiz kichik
bo‘lar ekan. Shuning uchun Teylor ko‘phadini bir xil darajali ko‘phadlar
orasida eng yaxshi taqribiy yaqginlashuvchi ko‘phad deb ataladi.

3.47-Misol. f(x) = 1/(1 — x) funksiyani maxraji x va birinchi hadi
1 bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisi sifatida
qarash mumkin, ya’ni

1
f(X) =m= 1+X+X2+"'+Xn+Rn(X), (381)

bunda qgoldig had R, (x) = x™*1 + x™*2 + ... = x™"*1 /(1 — x) ko‘rinishda
bo‘ladi va uning uchun x™*1/(1 — x) ,5,0(x™) munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Endi f(x) funksiyaning Teylor koeffisiyentlarini hisoblaymiz:
() = g [0 = s [P =

f(x _(1—x)2'f X _(1—x)3""'f X e
va demak, barcha k = 0,n uchun £%(0)/k! = 1 bo‘ladi. Shunday qilib
(3.81) formula f (x) funksiyaning Teylor yoyilmasi ekan, <«

x—a+Ax va f(x)—f(a)=f(a+Ax)—f(a) =Af(a) deb
belgilash kiritib, (3.79) formulani ba’zan
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" (n)
Af(a) = f'(a)Ax +f z(a) (Ax)* + ""|‘f ( )(A ™+
k)
+o((Ax)™) = 2 /! ( )(Ax)k + o((Ax)™) (3.82)

ko‘rinishda yozish qulay. (3.82) formulada % (a)(Ax)¥ ko‘paytma f(x)
funksiyaning a nuqgtadagi d*f(a) differensialidan iborat. Shuning uchun
(3.82) formulani

2 ar
AF (@) = df (@) + f() f()

+ ot + +o((Ax)™) =

d )
- § T 4@ | sy (3.83)
ko‘rinishda yozish mumkln Bunday ko‘rinishdagi tenglikni n — tartibli
differensiallardagi Teylor formulasi deb ataladi.

Teylor formulasidagi qoldig handing turli ko‘rinishlari.

(3.79) n —tartibli Teylor formulasining (3.80) ko‘rinishdagi goldiq
hadini Peano shaklidagi qoldig had deb ataladi (D.Peano (1858-1932)-
italyan matematigi). n —tartibli Teylor formulasini Peano shaklidagi goldiq
had bilan birlashtirib

n f (")( )
fG =% (x — @)* + o((A)™) (3.84)

Peano shaklidagi qoldlq hadll n—tartlbll Teylor formulasi deb ataladi.
Birog, qoldiq handing bunday ko‘rinishi muhim kamchiliklarga ega:

1) f(x) funksiyani a nugtaning atrofi B, (x) Teylor ko‘phadi orqali
tasvirlanganda yuzaga kelgan xatolikni hisoblashga imkon bermaydi;

2) ko‘phad funksiyaning berilgan aniglikda o‘rnini bosa oladigan a
nuqgta atrofning o‘lchamlarini aniglashga imkon bermaydi;

3) ko‘phadning n darajasini oshirish hisobiga xatolikka ganday ta’sir
o‘tkazish hagida gapirib bo‘lmaydi.

Agar 3.17-Teorema shartiga go‘shimcha qilib a nugtada yana f(x)
funksiyaning f™*Y(a) hosialsining ham mavjudligi talab gilinsa, bu
teoremaga asosan

(n+1)
Rn(x) = f(x) = Po(x) = f(nTl()“,) (x = @)™+ o((ax)™)

tenglikni yozish mumkin. Bundan esa, Peano shaklidagi goldiq had uchun

@ ba)
Ra() = — gy G (3.85)

kabi boshqga ifodani hosil gilamiz, bu yerda
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o((x —a)*)
(x — a)n+1
funksiya x = a nugtada cheksiz kichik. Qoldig handing bunday ko‘rinishi
ba’zi hollarda f(x) funksiyaning a nugta atrofida o‘zgarishini tahlil
gilishga qulay. Qulaylik shundan iboratki, chekli f™+%(a) # 0 giymatda
x = a nuqtada qoldig hadning x — a ayirmaga nisbatan kichiklik tartibi
aniq gqiymatga ega, (3.80) shaklda esa uning kichiklik tartibining (x — a)™
ifodaga nisbatan yuqorirogligini aytish mumkin xolos.
Quyidagi ko‘rinishdagi goldig hadni

_f("+1)(a+9(x—a)) -
R,(x) = D) (x—a)™0<06<1 (3.87)

Lagranj ko ‘rinishidagi qoldiq had deb ataymiz. Lagranj goldig hadining
Peano goldiq hadidan fargi shundan iboratki, £+ (x) hosila a nugtada
emas balki a va x oralig‘idagi ¢ = a + 8(x — a) nuqtada hisoblanadi.
(3.79) va (3.87) formulalarni birlashtirib (0 < 68 < 1 bo‘lganda)

n (k) (n+1) +0 _
e e L

k=0

a(x) =+ 1)!

Lagranj shaklidagi qoldiq hadli n —tartibli Teylor formulasini hosil gildik.
Makloren formulasi. a = 0 xususiy holda (3.79) Teylor formulasi

f@x) = f(0) + f'(0)x +f”2(,) x% + - +f7;() x™ + Ry (x) =
n £0O
:kgof k!(o)xk+Rn(x) (3.89)

Makloren formulasini hosil giladi. (3.89) tenglikda qoldig had Peano

shaklida
: fOD(0) + B (x)
— n —
R,(x) = o(x™) yoki R,(x)= mE D) X
ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda f(x) funksiya x = 0 nuqtada cheksiz
Kichik.
Lagranj shaklidagi goldiq had esa

fODO0)
R,(x) = CESEG 1 0<6<1 (3.91)

shaklda bo‘ladi. Shunday qilib (3.89) Makloren formulasi f(x) funksiyani
x = 0 nugta atrofida tasvirlar ekan.

(3.90)
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Ba’zi elementar funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yoyish.
Elementar funksiyalarni Lagranj qoldig hadli

f(x) = f(O) +f’(0)x +f”2(!0) X2 4 .. _|_f7;(!0) X"+
fOr00) L,
CES R (3.92)
Makloren formulasi bo‘yicha yoyamiz.

1. f(x) =e*

» k =0,n uchun f®(x) =e* va shuning uchun fF®(0) =1,
F+D(Ox) = e%*. U holda Lagranj shaklidagi qoldig hadli (3.89)
Makloren formulasi eksponensial funksiya uchun

x2 X n xk Ox
X =1 —+4+--+—+R =y — n+l  (3.93
e T X ot — o Ry (%) Zutar” (3.93)
ko‘rinishda bo‘ladi.
2. f(x) = sinx

Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqtadagi giymatlarini
hisoblaymiz:
f(x) =sinx = f(0) =0, f'(x) =cosx= f'(0) =1,
f'"(x) = =sinx=f"(0)=0 f""(x) =—cosx=f""(0) =—-1
va umuman

f®)(x) = sin (x + k %)

bundan esa,
T[) _ { 0, k=2p

(0 = sin (k 2) T U=1)°, k=2p+1

goldiqg hag esa,
£+ (x) = sin (Hx +(n+1) %)

Demak, sin x funksiyaning Teylor ko‘phadida x o‘zgaruvchining juft
darajalari oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan. Shuning uchun (3.92)
formulada n = 2k — 1 deb olsak

X X3 XS x7 2k—1
i = — _ cee -1 k—1_"
sinx =g -ty Tt VT gyt
x2k+1 T
+m$ln[93€+(2k+1)i], 0<<o<l1 (394)
3. f(x) =cosx

Funksiya va uning hosilalarining x = 0 nuqgtadagi qiymatlarini

hisoblaymiz:
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f(x) =cosx= f(0) =1, f'(x) = —sinx = f'(0) =0,
f'"(x) =—cosx=f"(0)=—-1 f""(x) =sinx= f""(0) =-1
vVa umuman

f®(x) = cos (x +k g)

bundan esa
T 0, k=2p+1
(k) — ) = ’
f£Y9(0) = cos (k 2) {(_1)29, k=2

goldiq hag esa
F™+D(9x) = cos (Qx +(n+1) g)

Demak cos x funksiyaning Teylor ko‘phadida x o‘zgaruvchining toq
darajalari oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan. Shuning uchun (3.92)
formulada n = 2k deb olsak

x2 x4 6 2k
=1——+———+-+(-1)F +
oS 217 41 6l (2k)!
X2k+2 T
+—(2k+2)!sm[9x+(2k+2)5], 0<o<1 (3.95)
a . ] y 4 b1 x2+x4
=x _ x° X y=1 TR
y y=x-T 4+ L 21" 4l

:ﬂ/IZI T 37‘[:/2 s O 1 W :x>
A A y = cosx
3.27-rasm 3.28-rasm

(3.94) va (3.95) formulalardan sin x va cos x funksiyalarning giymatlarini
ixtiyoriy aniglikda hisoblash uchun foydalanish mumkin. 3.27 va 3.28 —
rasmlarda x = 0 nuqgtaning atrofida sinx,cosx funksiyalarning Teylor
ko‘phadlari bilan taqribiy yaqinlashishlari ko‘rsatilgan.

4. f(x) =In(1+x)
Bu funksiya x > —1 uchun aniglangan va ixtiyoriy tartibli hosilasi mavjud.
U holda ularning giymatlarini hisoblaymiz:

£(x) = In(1 +x) = £(0) =0, F1(x) = % S0y = 1

HOEE

(1 + x)z :>f”(0) = _11
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r _ 1 2 nr 0 2|
1) =y =0 =
.............................. _1'
fP@ = (-1 ((f " )) = f™(0) = (=)™ (n~ 1)
! |
f(n+1)(x) = (_1)n+2 (1 + x)n+1 f(n+1)(9x) = ( 1)n+2 (1 + 7;_lx)n+1
(3.92) Makloren formulasiga ko‘ra
2 3 n
In(1 + x) =§—x7+?— et (—1)"+1%+
HED™ gl)nﬂx"ﬂ,o <6<1 (3.96)

3. f(x) =1+ x)* (a« —haqigiy son, x > —1)
Funksiya va uning hosilalarining x = 0 nugtadagi qiymatlarini
hisoblaymiz:
fO)=1+x% =f(0)=1 f'()=al+x)*" =f"(0)=aq,
f'e) =al@—1(A+x)? =f'(0) = ala—1),
X)) =ala—1)..(a —n+ 1)1+ x)*™"
= f™W0)=ala—1)..(a —n+1),
fOVE) =al@—1) .. (@ —n)(1 +x)*"7,
= fOD@x) ==a(a —1) ..(a —n)(1 + 6x)* "1,
Shuning uchun

a ala—1)
(1+X)a_1+1— +TX2+“'+
N ala—1)..(a—n+1) X+ Ry s () (3.97)

n!

bu yerda
Ry =ala—1)..(a —n)(1 +0x)* " 1x1 0 <9 < 1.
Agar a« =m — natural son bo‘lsa  (3.92) formulaning (m +
1) —hadidan boshlab barcha hadlari nolga aylanadi va Makloren formulasi
Nyuton binom formulasiga aylanadi

1t0r=14 g mm-b

2 4 ... n
T + o0 X+ -+ x".
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Elementar funksiyalarni asimptotik baholashda va limitlarni
hisoblashda Makloren formulasidan foydalanish.

(2.55) formulada elementar funksiyalar uchun asimptotik
ekvivalentlik munosabatlarini o‘rnatgan edik:

sinx = x + o(x)

e*=1+4+x+o(x)

In(1+x)=x+o(x)

(1+x)*+14ax+ o(x)
(3.98) formulalar kichik [x| giymatlarda elementar funksiyalarni
tasvirlaydi. Biz ulardan oddiy limitlarni hisoblashda foydalandik. x
o‘zgaruvchining yugoriroq darajalari asosiy o‘rin tutadigan mukammalroq
limitlarni hisoblashda (3.98) formulalar yetarli bo‘lmaydi. Shu sababli
elementar funksiyalar uchun yanayam aniqgroq asimptotik baholashlar olish
zaruriyati paydo bo‘ladi. Bunday baholashlarni Peano shaklidagi goldiq
hadli Makloren formulasi yordamida olish mumkin. Bunday baholashlar

x — 0 da quyidagicha bo‘ladi:

x — 0. (3.98)

x? x™ \
ex — 1+x+—+“-+—+o(x”)
2! n!
x  x3 5 2n—-1
i =  — 4 — — ... —1)k—1_ 2n)
sinx = — o7+ + (—1) an D) + o(x2M)
=1 —-——4+——— 4 ... —1)k 2n+1
COS X TR +(-1) )] + o(x2+1) e
x x? x3 o
In(14+x)==——4+—— -+ (=D)"" 14 o(x™
1 2 3 n
a ala—-1) ,
(1+X)a= 1+?X+Tx + - 4+
ala—1)...(a—n+1
+ ( ) n(' )x"+0(x") )
3.47-Misol. Limitni téping
X —sinx
lim ————
At—0 x3

» (3.98) formulalar bilan bu limitni topib bo‘lmaydi. Maxrajning
ko‘rinishiga garab o‘zgaruvchining uchinchi darasi asosiy o‘rin tutadi deb
xulosaga kelish mumkin. Shuning uchun (3.99) formulalardan n = 3 holda
foydalanamiz:
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X
x —sinx x—(;——+0(x4))

I i " +0&ﬂ 1
x=0 X3 a0 %3 “xo\310 3 )6

Nazorat savollari

. Hosila deb nimaga aytiladi?
. Egri chiziqga o‘tkazilgan urinma bilan hosila o‘zaro ganday bog‘langan?
. Funksiya gachon differensiallanuvchi deyiladi?
. Differensiallanuvchi funksiyalar yig‘indisining hosilasi nimaga teng?
. Qanday funksiyalarga logarifmlab differensiallash usuli go‘llaniladi?
. Teskari funksiyaning hosilasi ganday topiladi?
. Qachon funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan deyiladi?
. Funksiyaning differensialai nima?
. Differensialning geometrik ma’nosi nimadan iborat?
10. Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi nimadan iborat?
11. Anigmaslikni ochish deganda nimani tushunasiz?
12. Teylor va Makloren formulalarining fargi nimada?

O 0N WhkWNPE

Mashqlar.
Bevosita hosilaning ta’rifidan foydalanib funksiyaning hosilasini toping:
1.y = x3. 2.y =1/x. 3.y =x. 4,y = 2x?% — x.

y = f(x) egri chizigga x = a nugtada o‘tkazilgan urinma va normal
tenglamasini tuzing:
5.y=x3,a=1.6.y=1/x,a=1.7.y=+x,a=4.8.y=1/J/x,a =
9.
Funksiyalarning hosilalarini toping:
9.y =x>+4x*—2x3—1.10. y = sin2x - e*. 11. y = V5x — 4.
12.y = (x* + 3x —4)/(x* + 1). 13. y = arcsin 5x. 14. y = 273%,
y'(x) hosilani toping:

3 1 sin x

16. =sinx —cosx. 17. =
1+ x2 Y Y71 + cosx

18. y = %tg3 x. 19.y =sin5x.20.y = 2sin(—x). 21. y = sin? x.
22.y =sh3x. 23.y =+vchx. 24.y =th(Inx). 23.y = (sinx)°s*,
26.y = xSn¥, 27.y = xM* 28,y = (x +2)3/?x - 1.
Funksiyaning differensialini toping.

29.y = 1/(4x*). 30.y=tg?x. 31.y=5lnsinx
32. arctg 1,02 giymatini tagribiy hisoblang.
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Qayta differensiallashni bajaring:

33.y =4x3—5x2+6x—4; y' =? 34.y=arctgx, y"'(1) =?

33.y =a%, y" =2 36.y = x>Inx, y'" =?

Yugqori tartibli differensialni toping:

37.y =e /2 2y =7 38, y =x™, d3y =?

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning y, hosilasini toping:
x=2t—1, x =acos’t, x=e’t,

39 {y = t3. 40. {y = bsin3 t. 4L {y = e?t,

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning y,, hosilasini toping:

4 {x =Int, 13 {x =elcost,

y = t3. "y =e'sint.
Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlarni toping.
3x2 +4x —7 X COSX — Sin x tox —sinx
44, Jim 22X 43. lim 46. lim >
x>12x%2+3x—5 x—0 x3 x-0 X —Ssinx
In(1+x)—x sinx _ _x 1
a7 limm DT e T gy iy D
x—0 tg<x x-0 sinx — x x—0+0 In sin x
; 1 1 : Inx 1 S x
50. l1m( _ ——) 51. lim (1+x) 52.  1im (_)
x-0\sinx x x—0+0 x—0+0 \ X

53. x3 + 3x%2 — 2x + 4 ko‘phadni x + 1 ikkihadning darajalari boyicha
yoying.

54, x3 — 2x% + 3x + 5 ko‘phadni x — 2 ikkihadning darajalari boyicha
yoying.

53. f(x) =1/x funksiyani a = —1 nuqta atrofida Teylor formulasi
boyicha yoying.

56. f(x) = xe* funksiyani a = 0 nugta atrofida Makloren formulasi
boyicha yoying.

Makloren formulasidan foydalanib limitlarni toping:

cosx —1—x?%/2 (V1 +x+V1T+x—-2V1—x
58. lim

57. lim <

x—=0 x4 x—=0 X

Javoblar.
1. y' =3x2.2.y' =-1/x%.3.y =1/(2Vx). 4.y = 4x —1.3.3x —
y—2=0,x—-3y+4=0.6. -x—y+2=0,x—y=0.7.x—4y +
4=0,—4x—y+18 = 0.8.3x + 4y — 35 + 0, 24x — 3y — 215 = 0.
9. y" =5x*+ 16x3 — 6x2.10. y' = (2cos2x + sin2x)e*. 11. y' =5/
(2V5x—4) . 12. y' =(-3x*+10x+3)/(x*+1)> . 13. y' =5/

V1—25x2.14.y' = —3-273%.1n2 . 13.y' = —2x/ (33 1+ x2)4).
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16. y' = cosx +sinx. 17.y' = 1/(1 + cosx). 18. y' = sin? x / cos* x.
19. y' =5cos5x . 20. y' = —-2cos(—x) . 21. y' =sin2x 22. y' =
3 sh?x-chx.23.y" =shx/(2Vchx).24.y' = 1/(x ch?(Inx)).

23.  y' = (sinx)®5*(cos?x/sinx —sinx -Ilnsinx) . 26. y' =
xS%(coslnx + sinx /x). 27. y' = 2x"*~1 . 1nx. 28. y' = Vx + 2(4x —

1)/(63/(x — 1)2). 29. dy = —dx/x°. 30. dy = (2tg x/ cos? x)dx.

31. dy = 5!"S$i"*ctg x - In5dx. 32. arctgl,02 = 0,793. 33. y"' = 24x —

10. 34. y""(1) = —-1/2. 33. y'"" = 27a%**In3a. 36. y'"" = x*(60Inx +
2

47) . 37. d*y= e_x?(x2 —1dx? . 38. d®y=m(m—-1)(m—
2)x™m3dx3. 39.y, = 3t?/2.40.y, = —(b/a)tgt. 41. y, = =2 - e3¢,
42. v, = 9t3. 43. y,). = 2e~t/(cost — sint)3. 44. 10/7. 43. -1/3. 46. 3.
47.21/2.48.1.49.1.50.0.51.1.52. 1.53. (x + 1)3 = 5(x + 1) + 8.
54, (x—2)>4+4(x—2)*+7(x—2)+11.53. f(x) =—-1—(x+1) —
(x+1D2 = —(x+D"— (D" (x+ D™"/[-1+ 0 (x + 1)]"?,
0<0<1.56 f(x) =x+x2/11+ +x3/2! + - + x™ 1 /nl + x"F2e0%/
(n+ 1)!.57. 1/24. 58. 4/3.
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IV BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANI TEKSHIRISH
4.1. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari

2.1. bo‘limda monoton funksiyalarga ta’rif bergan edik. Bu yerda ham
bu ta’riflarni kengroq ko‘rinishda takrorlaymiz. [a, b] kesmada aniglangan
f (x) funksiya berilgan bo‘lIsin.

4.1-Ta’rif. x; < x, shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,,x, € [a, b]
uchun f(x;) < f(x,) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b]
kesmada kamaymaydigan funksiya deb ataladi. Agar x; < x, shartdan
doimo f(x;) < f(x,) kelib chigsa, f(x) funksiya [a, b] kesmada o‘suvchi
deyiladi.

4.2-Ta’rif. Agar [a,b] kesmadagi x; < x, shartdan f(x;) = f(x;)
tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya [a, b] kesmada o‘smaydigan, x; <
x, shartdan f(x;) > f(x,) tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya [a, b]
kesmada kamayuvchi deyiladi.

4.3-Ta’rif. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada fagat kamaymaydigan
(xususiy holda o‘suvchi) yoki fagat o‘smaydigan (xususiy holda
kamayuvchi) bo‘lsa, uni biz [a, b] kesmada monoton funksiya deb ataymiz.
O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarni gat’iy monoton funksiyalar deb
ataymiz.

4.1-Teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va hech
bo‘lmaganda (a, b) oraligda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya
[a, b] kesmada kamaymaydigan bo‘lishi uchun (a, b) intervalning barcha x
nuqtalarida f'(x) = 0 tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. f'(x) funksiya
[a,b] kesmada kamaymaydigan Y/
bo‘lsin (4.1-rasm). (a,b) oraligda
hosila f'(x)=0 bo“lishini
ko‘rsatamiz. (a, b) oraliqda x va x + !
Ax nugtalarni olamiz. Shartga ko‘ra f(x_Ax) If(x)
f(x) funksiya kamaymaydi, u holda H ! R
ixtiyoriy Ax orttirmada (mushat yoki Ol a x—Ax xx+Axp x
manfiy) Ax va f(x+ Ax) — f(x) 4.1-rasm
ayirmaning ishorasi bir xil va shuning uchun

flet a0 - fC)

Ax
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. (a, b) mtervalnlng barcha x nuqgtasida f'(x)

hosila mavjudligini inobatga olsak va limitning ishorasi hagidagi 2.5-
Teoremaga ko‘ra

A

y=f@)/!

§>f:(x + Ax)
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f'(x) = lim [+ b0 = J () > 0.
x-a Ax
Shunday qilib ixtiyoriy x € (a, b) nugtada f'(x) = 0.

Yetarliligi. (a,b) nugtada f'(x) =0 bo‘lsin. f(x) funksiyaning
[a,b] kesmada kamaymasligini ko‘rsatamiz. [a, b] kesmaning ixtiyoriy
x; < x, nugtalarini olamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra,

fx2) = f(x1) = f1()(xz — xq),
bu yerda x; < ¢ < x,. Shartga ko‘ra (a, b) intervalning har bir nugtasida
f'(x) = 0,uholda f'(c) = 0. Bundan tashgari x, > x;. Shuning uchun
f(xz) = f(xq).
Shunday qilib x; < x, tengsizlikdan f(x;) < f(x,) tengsizlik kelib
chigar ekan, bu esa f(x) funksiyaning [a, b] kesmada kamaymasligini
anglatadi. «

Keyingi teorema ham xuddi shu singari isbotlanadi.

4.2-Teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va hech
bo‘lmaganda (a, b) oraligda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya
[a, b] kesmada o‘smaydigan bo‘lishi uchun (a, b) intervalning barcha x
nugtalarida f'(x) < 0 tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Qaralgan teoremalar kesmada uzluksiz va intervalning chekli sondagi
nuqgtalarida hosilaga ega bo‘lmagan funksiyalar uchun ham o‘rinli. Bu
bevosita isbotning borishidan kelib chigadi. Buning uchun interval hosila
mavjud bo‘lmagan nugtalar yordamida uzluksiz hosilali kichik intervallarga
ajratiladi.

Shunday qilib, f’(x) hosilaning oraligda ishorasini o‘zgartmasligi
(intervalning chekli sondagi nugtalaridagina nolga aylanadi degan shartda)
f (x) funksiyaning mazkur oraliqda gat’iy monoton bo‘lishligi uchun yetarli
shart bo‘ladi.

4.3-Teorema. Agar [a,b] kesmada uzluksiz va (a,b) oraligda
differensiallanuvchi  f(x) funksiyaning hosilasi ixtiyoriy x € (a,b)
nugtada f'(x) = 0 (f'(x) < 0) vahech ganday E < (a, b) oraliqda f'(x)
hosila aynan nol bo‘lmasa, f(x) funksiya (a,b) oraligda o‘sadi
(kamayadi).

» (a,b) intervalning ixtiyoriy x; < x, nugtalarini olamiz. Lagranj
teoremasiga ko‘ra

fleg) = flx) = f(0)(x — xq)
bu yerda x; < ¢ < x,. Shartga ko‘ra (a, b) intervalning har bir nugtasida
f'(x) =0, u holda f'(c) = 0. Bundan tashgari x, > x;. Shuning uchun
f(xy) = f(x;). Demak f(x) funksiya [a, b] kesmada kamaymas ekan.
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Bundan tashgari ixtiyoriy x € (x4, x5) uchun f(x;) < f(x) < f(x,). Bu
go‘sh tengsizliklardan hech bo‘lmaganda bittasi gat’iy tengsizlik ekanligini
ko‘rsatamiz. Haqgigattan ham, agar f(x;) = f(x,) deb faraz qilsak,
Ixtiyoriy x € (x4, x,) uchun
flx1) < f(x) < fxz) = f(x0),

ya’ni funksiya (x;, x,) oraligda o‘zgarmas funksiya bo‘ladi, u holda barcha
x € (x1,x,) uchun f’(x) = 0. Teoremaning shartiga ko‘ra bunday bo‘lishi
mumkin emas.

Shuning uchun x; < x, bo‘lganda y4
f(x1) < f(xy) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya y
(a, b) oraligda o‘suvchi.

Shunday qilib funksiya o‘sishi uchun
yetarli ~ shartni  isbotladik.  Funksiya
kamayishi uchun yetarli shart ham xuddi shu 0
singari isbotlanadi. <

Birog f(x) funksiyaning [a, b]
kesmada o°suvchiligidan (a,b) oraligda
f'(x) > 0 tengsizlikning o‘rinli  bolishi
kelib chigmaydi.

4.1-Misol. f(x) = x3 funksiya [—1, 1] kesmada o‘sadi, ammo uning
f'(x) = 3x? hosilasi x = 0 nuqtada nolga aylanadi (4.2-rasm). <

Yt o y=x3-6x2+9x—-1 V1

Il
=

RV

4.2-rasm

A

y=f(x)

(f©

X
0 c=38 ¢ c+9 X
4.3-rasm 4.4-rasm

4.2-Misol. y = x3 — 6x% + 9x — 1 funksiyaning o‘sish va kamayish
oraliglarini toping.

» Bu funksiya barcha x € R nugtalarda aniglangan. Uning y' =
3x2 —12x +9=3(x—1)(x —3) hosilasi (—o,1) va 3,+x)
intervallarda musbat va (1, 3) oraligda manfiy. U holda 4.3-Teoremaga
ko‘ra funksiya (—oo,1) va 3, +o0) intervallarda o‘sadi va (1, 3) oraliqda
kamayadi (4.3-rasm).
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4.4-Ta’rif. Agar c nugtaning shunday (c — &, ¢ + &) atrofi topilib, bu
oraligdan olingan barcha x < ¢ uchun f(x) < f(c) va barcha x > ¢ uchun
f(x) > f(c) tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, f (x) funksiya ¢ nugtada o‘suvchi
deyiladi (4.4-rasm).

Agar ¢ nugtaning biror atrofidan olingan barcha x < c uchun f(x) >
f(c) vabarchax > cuchun f(x) < f(c) tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, f(x)
funksiya ¢ nugtada kamayuvchi deyiladi

Keyingi teoprema funksiya nuqgtada o‘sishining va kamayishning
yetarli shartini ifodalaydi.

4.3-Teorema. f(x) funksiya x = ¢ nugtada f’(c) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar f'(c) > 0 bo‘lsa, u holda funksiya x = ¢ nugtada o‘sadi; agar
f'(c) < 0bo‘lsa, f(x) funksiya ¢ nugtada kamayadi.

» f'(c) > 0bo‘lsin. Bu esa

lim f(c+Ax) —f(c) >0

Ax—0 Ax
degan ma’noni anglatadi. U holda shunday & > 0 son topiladiki, 0 <
|Ax| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ax orttirmalar uchun

f(c +A§))C f(c) >0

tengsizli o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa Ax va f(c + Ax) — f(c) orttirmalar
bir xil ishorali ekanligi kelib chigadi: agar Ax < 0 bo‘lsa, f(c + Ax) —
f(c) <0, yani f(c+Ax) < f(c); Ax > 0 bo‘lsa, f(c+ Ax)—f(c) >
0, ya’ni f(c + Ax) > f(c). Bu esa ta’rifga ko‘ra f (x) funksiya c nugtada
o‘suvchi ekanligini anglatadi.

Xuddi su singari mulohaza yuritib, agar f'(c) < 0 bo‘lsa, f(x)
funksiya c nugtada kamayuvchi ekanligini isbotlash mumkin. <

4.2. Funksiyaning ekstremumi

f (x) fiunksiya (a, b) oraligda aniglangan bo‘lsin.

4.5-Ta’rif. Agar ¢ € (a, b) nugtaning shunday (c — §,c + ) atrofi
topilib, bu atrofdan olingan barcha x nugtalarda

f(x) = f(c) (4.1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ¢ nugta f (x) funksiyaning lokal maksimum nuqtasi
deb ataladi (4.5-rasm). Agar d € (a, b) nugtaning shunday (d — §,d + )
atrofi topilib, bu atrofdan olingan barcha x nuqtalarda

f(x) = f(d) (4.2)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, d nugta f (x) funksiyaning lokal minimum nuqgtasi
deb ataladi (4.6-rasm). Agar (4.1) va (4.2) tensizliklar qat’iy tengsizliklar
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bo‘lsa qat’iy lokal maksimum va gat’iy lokal minimum haqida gapirish
mumkin bo‘ladi.

vt , y=f@x 7

1916
— R i J >
0'c—-6 C c+6 x 0 d—-8§d d+56 X
4.5-rasm 4.6-rasm

Lokal maksimum nugtadagi f(c) qiymatni f(x) funksiysiyaning
lokal maksimumi va lokal minimum nuqgtadagi f(d) qiymatni lokal
minimumi deb ataladi. Lokal maksimum va lokal minimum tushunchalar
birlashtirilib lokal ekstremumlar deb ataladi. Keyingi satrlarda lokal va
qat’iy so‘zlarini ishlatmasdan fagat maksimum, minimum va ekstremum
so‘zlarini ishlatamiz, hamda gat’iy maksimum va gat’iy minimum hollarni
garaymiz. Agar funksiya c va d nugtalarda mos ravishda maksimum va
minimum giymatlarga erishsa biz ularni f(c) = fnae Va f(d) = fin
orgali yozamiz.

Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti.
4.4-Teorema. Agar f(x) funksiya c nuqtada differensiallanuvchi va
bu nuqtada ekstremumga erishsa, u holda f'(c) = 0 bo‘ladi.

» Aniglik uchun ¢ maksimum nugqtasi bo‘lsin. 4.5-Ta’rifga ko‘ra c
nugtaning shunday (c —46,c+ 6) atrofi topiladiki, f(x) funksiya c
nugtada bu atrofning eng katta giymatini gabul giladi. U holda ¢ nugtada
Ferma teoremasining shartlari bajariladi, shuning uchun bu nugtada f'(c) =
0 bo‘ladi. ¢ minimum nugta bo‘lgan holda ham shu singari isbotlanadi. <

4.4-Teorema oddiy geometrik talginga ega: differensiallanuvchi f(x)
funksiyaning ¢ ekstremum nuqtasiga mos keluvchi (c, f(c)) nugtada y =
f (x) egri chizigda o‘tkazilgan urinma Ox o‘qqga parallel bo‘ladi.

4.6-Ta’rif. f (x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladigan nuqgtalar
bu funksiyaning statsionar nugtalari deb ataladi.

4.4-Teoremaga ko‘ra differensiallanuvchi funksiya ekstremumga
o‘zining statsionar nugtalaridagina erishishi mumkin ekan. Birog hamma
statsionar nugtalarda ham funksiya ekstremumga erishavermaydi. Buni
f(x) = x3 funksiyaning misolida ko‘rish mumkin (4.2-rasm). Uning
f'(x) = 3x? hosilasi x = 0 nuqtada nolga aylanadi, ya’ni bu nuqta uning
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statsionar nuqgtasi bo‘ladi, ammo funksiya x = 0 nuqgtada ekstremumga
erishmaydi.

Endi ayrim nuqgtalarda hosilasi cheksiz yoki mavjud bo‘lmagan
funksiyalarni garaymiz. Masalan f(x) = Vx2 funksiya x = 0 nugtada
minimumga erishadi, uning hosilasi esa bu nugtada cheksiz (3.15-rasm).
y = |x—2| funksiya x =2 nuqtada hosilaga ega emas, shunga
garamasdan funksiya bu nugtada minimumga erishadi (4.7-rasm). Demak
funksiyaning hosilasi cheksiz yoki mavjud bo‘lmagan nuqgtalarda ham
funksiya ekstremumga erishishi mumkin ekan. Ammo bu yerda ham
hosilaning mavjud emasligi yoki cheksizga aylanishi ekstremum
mavjudligiga kafolat bermaydi. Bunga g(x) = /x, x € R funksiyani
misol qilib ko‘rsatish mumkin. U x = 0 nuqgtada cheksiz hosilaga ega,
ammo funksiya mazkur nugtada ekstremumga erishmaydi, chunki bu
nugtaning ixtiyoriy atrofida ham manfiy ham musbat giymatlarni gabul
giladi (4.8-rasm).

A

yA
} 9(x) =x
4.7-rasm 4.8-rasm

Shunday qilib, ekstremum mavjudligining zaruriy shartini
quyidagicha ifodalash mumkin: agar f(x) funksiya x = c nuqtada
ekstremumga erishsa, u holda yoki funksiya bu nugtada differensiallanuvchi
va uning  hosilasi  f'(c) =0 yoki x=c¢ nugtada funksiya
differensiallanuvchi emas.

4.7-Ta’rif. f(x) funksiyaning o‘zi uzluksiz, uning hosilasi esa nol,
cheksiz yoki umuman mavjud bo‘lmagan nuqgtalarni, funksiyaning kritik
nugtalari deb ataladi.

4.5-Teorema. f(x) funksiya ekstremumga o‘zining fagat Kritik
nugtalarida erishishi mumkin.

» f(x) funksiya c nugtada f'(c) # 0 hosilaga ega bo‘lsin. Aniglik
uchun f'(c) > 0 deb faraz gilamiz. U holda f(x) funksiya ¢ nugtada
o‘suvchi bo‘ladi. Shuning uchun shunday & > 0 son topiladiki, (c — §, ¢)
oraligdan olingan barcha x uchun f(x) < f(c) tengsizlik, (c,c + 9)
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oraligdan olingan barcha x uchun esa f(c) < f(x) tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi (4.4-rasm). Bundan f(x) funksiyaning f(c) qiymati eng katta yoki
eng kichik bo‘ladigan ¢ nugtaning atrofi mavjud emas degan xulosaga
kelish mumkin va shuning uchun ¢ nugta f(x) funksiyaning maksimum
nugtasi ham, minimum nugtasi ham bo‘lmaydi.

Xuddi shu singari mulohazalar bilan f'(c) < 0 holda ham ana
shunday xulosaga kelish mumkin.

Shunday qilib, agar ¢ nugtada hosila f'(c) # 0 bo‘lsa, ¢ nugta f (x)
funksiyaning maksimum nugtasi ham, minimum nuqtasi ham bo‘laolmas
ekan. Demak, f(x) funksiyaning ekstremumi f'(x) hosila yoki nol
bo‘ladigan yoki mavjud bo‘Imaydigan nugtalardagina bo‘lishi mumkin
ekan. <

Teoremaning geometrik talgini 4.9-rasmda Kkeltirilgan. Grafigi bu
rasmda tasvirlangan y = f(x) funksiya x; , x, , x3, x, nuqgtalarda
ekstremumga erishadi; bunda x; va x, nugtalarda f'(x) hosila mavjud
emas, x, va x3 nugtalarda uning giymati nolga teng.

A

yl

ol X1 X, x3 X4 x Olc=s ¢ c+o6 =
4.9-rasm 4.10-rasm
Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti.

4.6-Teorema. x = ¢ nugta f(x) funksiyaning kritik nugtasi bo‘lsin,
ya’ni funksiyaning bu nuqtadagi hosilasi yoki f'(c) = 0 yoki mavjud emas,
funksiyaning o‘zi esa ¢ nuqtada uzluksiz. Shunday § > 0 son topilib, (¢ —
&, ¢) oraligdan olingan barcha x uchun f'(x) > 0 va (c,c + 6) oraliqdan
olingan barcha x uchun esa f'(x) < 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsin, ya’ni x
o‘zgaruvchi ¢ nugta orgali o‘tganda f’'(x) hosila o‘zining ishorasini
plyusdan minusga o‘zgartirsin. U holda f(x) funksiya ¢ nuqgtada
maksimumga erishadi, ya’ni f(¢) = fiax-

» Teorema shartiga ko‘ra (¢ — &, c) oraligda f'(x) > 0, shuning
uchun f(x) funksiya [c — &,c] kesmada o‘sadi; (c,c + &) oraligda esa
f'(x) <0, shu sababli f(x) funksiya [c,c + ] kesmada kamayadi.
Demak f(x) funksiyaning f(c) giymati ¢ nugtaning (c —6,c+6)
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oraligdagi uning eng katta giymati bo‘lar ekan (4.10-rasm), bu esa f(x)
funksiya ¢ nugtada maksimumga erishishini anglatadi. <

Xuddi shu singari quyidagi teoremani isbotlash mumkin,

4.7-Teorema. x = ¢ nugta f(x) funksiyaning kritik nuqtasi bo‘lsin,
ya’ni funksiyaning bu nuqtadagi hosilasi yoki f'(c) = 0 yoki mavjud emas,
funksiyaning o‘zi esa ¢ nuqtada uzluksiz. Shunday § > 0 son topilib, (¢ —
d,¢) oraligdan olingan barcha x uchun f'(x) < 0 va (c,c + 6) oraligdan
olingan barcha x uchun esa f'(x) > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsin, ya’ni x
o‘zgaruvchi ¢ nugta orgali o‘tganda f'(x) hosila o°zining ishorasini
minusdan plyusga o‘zgartirsin. U holda f(x) funksiya ¢ nuqgtada
minimumga erishadi, ya’ni f(¢) = fuyin-

4.3-Misol.  f(x) = (x +2)*(x — 1) funksiyaning monotonlik
intervallarini va ekstremumlarini toping.

» Funksiya R son o‘gida aniglangan. Uning hosilasi f'(x) =
2(x+2)(x — 1) + (x + 2)? = 3x(x + 2), ya’'ni ikkita x; = —2 va x, =
0 statsionar nuqtaga ega. Ular son o‘qini uchta oraligga ajratadi: (—oo, —2),
(—=2,0), (0,4+0) va ualrning har birida hosila o°zining ishorasini saqlaydi,
ya’ni 4.3- Teoremaga ko‘ra funksiya bu oraliglarda monoton. Bu
monotonliklar quyidagilardan iborat:

(—o0,—2) oraligda f'(x) > 0 = funksiya bu oraliqda o‘sadi;

(—2,0) oraligda f'(x) < 0 = funksiya bu oraligda kamayadi;

(0, +0) oraliqda f'(x) > 0 = funksiya bu oraligda o‘sadi.

4.6 va 4.7-Teoremalarga ko‘ra f(x) funksiya x; = —2 nuqtada
maksimumga, x, = 0 nuqtada esa minimumga erishadi: fi,.x = f(—2) =
0 va frin = f(0) = —4. Funksiyaning grafigi 4.11-rasmda tasvirlangan.

= (x + 2)? (x— 1)
7 T
/ / f(x)

4.11-rasm 4. 12 -rasm

4.4-Misol. f(x) = {336 +1, ’;i 0
tahlil giling. '

>

xRy

’ tarkibli funksiyani ekstremumga
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» Funksiyaning f'(x) hosilasi x = 0 nugtadan boshga hamma
nugtalarda mavjud va x = 0 nugtadan o‘tishda hosila minusdan plyusga
o‘tadi. Shunga garamasdan funksiya x = 0 nugtadan maksimumga ham
minimumga ham erishmaydi. Buni bevosita 4.12-rasmda ham Kko‘rish
mumkin. 4.7-Teoremani bu funksiyaga gqo‘llab bo‘Imaydi, chunki funksiya
x = 0 nugtada uzilishga ega. <«

Shunday qilib, ekstremum mavjudligining yetarli sharti berilgan 4.6
va 4.7-Teoremalarni kritik nuqtada uzilishga ega bo‘lgan funksiyaga qo‘llab
bo‘Imas ekan.

Funksiya ekstremumini topishning 1-qoidasi. f(x) funksiyaning
maksimum minimum nugtalarini topish uchun:

1) funksiyaning f'(x) hosilasini topib, uni nolga tenglashtirib, hosil
bo‘lgan f'(x) = 0 tenglamani yechish kerak;

2) f'(x) hosila mavjud bo‘lmaydigan nuqgtalarni topish kerak. Bu
nugtalar va f'(x) = 0 tenglamaning ildizlari f(x) funksiyaning kritik
nugtalari bo‘ladi;

3) har bir kritik nugtaning chap va o‘ng tomonlarida f’(x) hosilaning
ishoralarini tekshirish kerak. Agar x o‘zgaruvchi x = ¢ kritik nugtadan
o‘tishda f'(x) hosila o‘zining ishoralarini plyusdan minusga o‘zgartirsa,
f(x) funksiya ¢ nugtada maksimumga erishadi; agar f’'(x) hosilaning
ishorasi minusdan plyusa o‘zgarsa, f(x) funksiya ¢ nugtada minimumga
erishadi. Agar x o‘zgaruvchi x = ¢ kritik nugtadan o‘tishda f'(x) hosila
o‘zining ishorasini o‘zgartirmasa, f(x) funksiya ¢ nugtada maksimumga
ham minimumga ham erishmaydi. <«

4.5-Misol. y = x2e~* funksiyani ekstremumga tekshiring.

» 1) Hosilani topamiz: y' = 2xe™ — x%e™ = e™*(2 — x)x.

2) y' hosilani nolga tenglashtirib funksiyaning kritik nugtalarini
topamiz: x = 0, x = 2.

3) Har bir kritik nugtadan chapda va o‘ngda hosilaning ishoralarini
tekshiramiz:

(_Oor 0) (01 2) (2' +Oo)
y' <0 y' >0 y' <0
—_ + —_

Shunday qilib x = 0 minimum nuqgta, x = 2 esa maksimum nuqta
bo‘lar ekan (4.13-rasm). <«

4.6-Misol. y = x?/3 funksiyani ekstremumga tekshiring.

» 1) Hosilani topamiz:
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, 21
2) Hosila hech gayerda nolga aylanmaydi, ammo x = 0 nugtada

mavjud emas:

o 1
}Cl_r)rcl)y (x) = g)lcl_r)l(l)% = oo,

3) x = 0 nugtadan chapda va o‘ngda y’ hosilaning ishoralarini
tekshiramiz:

(=, 0) (0, +o0)
y' <0 y' >0
— +

Shunday qilib x = 0 nugta funksiyaning minimum nuqtasi ekan (4.14-
rasm).

yﬂ
A
y
y=x’e”* fx) = x2/3
i\> >
0 2 X 0 X
4.13-rasm 4.14-rasm

Funksiyani ekstremumga yudqori tartibli hosilalar yordamida
tekshirish

Keyingi teorema ham ekstremumning yetarlilik shartini ifodalaydi.

4.8-Teorema. x = ¢ nugtada f(x) funksiya birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarga ega va bunda f'(c) = 0 va f"(c) # 0 bo‘lsin. Agar
f'"(c) <0 bo‘lsa, f(x) funksiya ¢ nugtada maksimumga, f"'(c) >0
bo‘lsa, minimumga erishadi.

» f'(c) = 0 bo‘lganligi uchun c nuqgta berilgan funksiyaning kritik
nuqtasi bo‘ladi. f"'(c) < 0 bo‘lsin. Bundan f'(x) funksiya ¢ nugtada
kamayishi ekanligi kelib chigadi, ya’ni ¢ nugtaning shunday (¢ — §, ¢ + §)
atrofi topiladiki, (¢ — §,¢) oraligdan olingan barcha x uchun f'(x) >
f'(c) =0 va (c,c+6) oraligdan olingan barcha x uchun f'(x) <
f'(c) = 0 tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shunday qgilib x o‘zgaruvchi ¢ nugta
orgali o‘tganda f'(x) hosila o‘z ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirar
ekan. Demak, f(x) funksiya ¢ nugtada maksimumga erishadi.
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Shunga o‘xshash mulohazalar bilan, agar c¢ kritik nugtada ikkinchi
tartibli hosila f''(c) > 0 bo‘lsa, f(x) funksiya ¢ nugtada minimumga
erishishini isbotlash mumkin. <«

Bu yerdan funksiyaning ekstremumini topishning ikkinchi goidasini
hosil gilamiz.

Funksiya ekstremumini topishning 2-qoidasi. f(x) funksiyaning
maksimum va minimum nugtalarini topish uchun, dastlab uning kritik
nuqgtalari topiladi. Bu 1-qoidadagi singari bajariladi. So‘ngra f"(x)
iIkkinchi tartibli hosila topiladi. Agar ikkinchi tartibli hosila ¢ kritik nugtada
f"(c) < 0bo‘lsa, f(x) funksiya bu nugtada maksimumga, agar f''(c) > 0
bo‘lsa, funksiya bu nugtada minimumga erishadi.

Agar ¢ kritik nugtada ikkinchi taribli hosila ham nolga aylansa,
funksiyani ekstremumga tekshirishga yuqori tartibli hosilalarni jalb qilish
mumKin:

4.9-Teorema. f(x) funksiya x=c¢ nuqtada n marta
differensiallanuvchi va bunda (n — 1) -tartibgacha barcha hosilalar bu
nugtada nolga aylansin: f'(c)=f"(c)=--=f®D()=0 va
F™(c) # 0 bo‘sin. U holda, agar n juft bo‘lsa funksiya ¢ nugtada
ekstremumga erishadi va f™(c) < 0 bo‘lsa f(¢) = fiax; f™(c) <0
bo‘lsa f(c) = fin bo‘ladi.

» f(x) funksiyani ¢ nugtaning U, (c) atrofida (3.84) Peano qoldiq
hadli (n — 1)-tartibli Teylor formulasi orqgali tasvirlaymiz:

FGO = F© + PG - )+ D ) 4ot
(n—-1) (n)
AR PR L ORI PR

(n—1)! n!
bu yerda a(x) funksiya c nugtada cheksiz kichik. Teoremaning shartiga
ko‘ra f'(c) = f"(c) = --- = f™V(c) = 0, Teylor formulasini

(n)
Fo - flo) = LOEED (g (43

nl
ko‘rinishda yozish mumkin. n juft bo‘lsa ixtiyoriy x € U,(c),x # c¢ uchun

(x —c)™ > 0 bo‘ladi. a(x) funksiya c nugtada cheksiz kichik bo‘lganligi
uchun

W +alx)  fM(c)
lim =
xX—C n! n!
¢ nuqgtada noldan fargli limitga ega bo‘lgan funksiyaning ishorasi c
nugtaning kichik atrofida o‘zgarmas bo‘lganligi uchun ¢ nugtaning shunday

+0
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U, (c) atrofi mavjudki, bu atrofda f™(c) + a(x) funksiyaning ishorasi
£ (c) giymatning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. U holda (4.3) tenglikka
ko‘ra U(c) = U;(c) nU,(c) atrofda f(x)— f(c) ayirmaning ishorasi
£ (c) giymatning ishorasi bilan bir xil bo*ladi. Boshgacha gilib aytganda,
agar f™(c) < 0 bo‘lsa ixtiyoriy x € U(c) uchun f(x) < f(c) bo‘ladi va
4.5-Ta’rifga ko‘ra f(c) = fnax; agar f™(c) > 0 bo‘lsa ixtiyoriy x €
U(c) uchun f(x) > f(c) bo‘ladi va 4.5-Ta’rifga ko‘ra f(¢) = fmin- 4

4.9-Teorema isbotining borishidan ko‘rish mumkinki, n toq bo‘lganda
(4.3) tenglikdagi (x —c)™ ko‘paytuvchi x o‘zgaruvchi ¢ nuqta orgali
o‘tganda ishorasini o‘zgartiradi va shuning uchun c¢ nugta f(x)
funksiyaning ekstremum nuqgtasi bo‘lmaydi. Shunday qilib, noldan fargli
bo‘ladigan hosila n tartibining juftligi f(x) funksiyaning c nuqtqda
ekstremumi mavjudligi uchun nafaqat yetarli shart, balki zaruriy shart ham
ekan.

4.7-Misol. y = x™,m € N funksiyaning m — 1 tartibgacha bo‘lgan
barcha hosilalar x = 0 nugtada nolga teng va £ ™ (0) = m! > 0. Bunda m
juft bo‘lsa, x = 0 bu funksiyaning minimum nugqtasi va m toq bo‘lsa, y =
x™ funksiya x = 0 nuqtada ekstremumga ega emas. <«

Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymati.

Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa,
Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiya bu kesmada
o°zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi.

Agar f(x) funksiya o‘zining eng katta M giymatini [a, b] kesmaning
ichki ¢ nugtasida gabul gilsa, M = f(c) giymat f(x) funksiyaning lokal
maksimumi bo‘ladi.

Birog f(x) funksiya o‘zining eng katta M giymatiga [a, b] kesmaning

chetki nugtalarida ham erishishi mumkin.
Shuning uchun [a, b] kesmada uzluksiz f(x) funksiyaning eng katta M
giymatini topish uchun f(x) funksiyaning (a,b) oraligdagi barcha
maksimumlarini topish kerak, [a, b] kesmaning chetk i nuqgtalaridagi f(a)
va f(b) giymatlarini hisoblab va ular orasidan eng kattasini tanlash kerak.
f (x) funksiyaning [a, b] kesmadagi m eng kichik giymati bu funksiyaning
(a, b) oraligdagi barcha minimumlari va f(a) va f(b) giymatlar orasidagi
eng kichigi bo‘ladi.

Grafigi 4.15-rasmda tasvirlangan f (x) funksiya uchun M = f(b) va
m = f(c) bo‘ladi.

4.8-Misol. Tomoni a giymatga teng bo‘lgan kavadrat shaklidagi temir
tunukaning burchaklaridan teng kvadratlar kesib olinib va chetlari qayrilib
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to‘g‘ri burchakli ochiq quti yasaladi. Eng katta hajmli qutini ganday hosil
gilish mumkin?

yA : f N\

____________

____________

Qe-----
é—————c
]
~
a
~
N

4.15-rasm 4.16-rasm

» x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida qutining v hajmi
v(x) = x(a — 2x)?, 0<x<a/2
formula bilan hisoblanadi (4.16-rasm). Ana shu v(x) funksiyaning eng
katta giymatini topishimiz kerak. Birinchi tartibli hosilasini topamiz:;
v'(x) = (a — 2x)? — 4x(a — 2x) = (a — 2x)(a — 6x).

Bu yerda v(x) funksiyaning kritik nugtalarini topamiz: x;, = a/6 va x, =
a/2. (a,a/2) oraligda x; = a/6 kritik nuqgta yotadi.

v(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz

v'(x) = -2(a—6x) —6(a—2x) =24x — 8a.

va uning x; = a/6 nuqgtadagi gqiymatini hisoblaymiz:

v" (g) = —4a < 0.
Demak v(x) funksiya x = a/6 nuqtada maksimumga erishadi:

2 2 \* 2d°
Q=5 =560 -5

[0, a/2] kesmaning chetki nugtalarida v(0) = v (%) = 0 bo‘ladi.
Shunday qilib, agar x = a/6 deb olsak quti eng katta hajmli bo‘lar
3
ekan va uning hajmi 2217 bo‘ladi. <«

4.3. Funksiya grafigining gavariqligi va botiqligi
Egri chizigning qavarigligi va botigligi. y = f(x) funksiya (a, b)
oraligda berilgan va a < x; < x, < b bo‘lsin. f(x) funksiya garfigida
yotgan A(xq, f(x1)) va B(xy, f(xp)) nuqtalar orgali to‘g‘ri chiziq
o‘tkazamiz.
Bu to‘g‘ri chizigning A va B nugtalar orasidagi kesmasini AB vatar deb
ataymiz.
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4.8-Ta’rif. Ixtiyoriy x; va x,,a < x; < x, < b nuqgtalar uchun
A(xq, f(x1)) va B(x,, f(x,)) nugtalarni tutashtiruvchi AB vatar y = f(x)
egri chiziqdan pastda yotsa, bu egri chiziq (a, b) oraligda gavariq deyiladi
(4.17-rasm). Agar AB vatar y = f(x) egri chiziqdan yugorida yotsa, bu
egri chizigni biz (a, b) oraliqda botiqg deb ataymiz (4.18-rasm). Shu bilan
bir gatorda f(x) funksiyaning o‘zini ham (a, b) oraligda gavariq (botiq)
deb ataymiz.
vy =f(x)8

AI [
Yy =1()
— e o o » . ;:. ll >
0 axq X, p x O a x; X, b x
4.17-rasm 4.18-rasm

Endi yugorida aytilgan A va B nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzamiz.
Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasi sifatida
y—fx) x—x
fO)—f(x1) x2—x

) (x = x1) + f(xg)(x2 — %)
y= Xy — X1
ko‘rinishda yozish mumkin. (4.5) tenglamaning o‘ng tomonini [(x) orqgali
belgilab, uni y = [(x) Kko‘rinishda yozamiz. U holda 4.8-Ta’rifga ko‘ra
gavariq egri chiziq uchun

(4.4)
yoki
(4.5)

[(x) < f(x) (4.6)

[(x) > f(x) (4.7)

tengsizlikni yozish mumkin.

Shunday qilib, 4.8-Ta’rifni (4.6) va (4.7) tengsizliklar orqali
ifodalaymiz.

4.9-Ta’rif. Ixtiyoriy x; va x,,a < x; < x, < b nugtalar uchun (4.6)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, y = f(x) egri chiziq (a, b) oraliqda qavariq, (4.7)
tengsizlik bajarilsa, bu egri chizigni (a, b) oraligda botiq deb ataymiz.

Funksiya grafigi qavariq (botig) bo‘ladigan har ganday interval
funksiyaning gavariqglik (botiglik) intervali deb ataladi.

va botiq egri chizig uchun
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4.10-Teorema (qgavariqlik va botiglikning yetarli sharti). Agar
f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi ixtiyoriy x € (a,b) uchun
f"(x) <0 (f"(x) <0) bo‘lsa, funksiya bu oraligda gavariq (botiq)
bo‘ladi.
» Agara < x; < x, < b bo‘lsa, u holda (4.5) tenglikka ko‘ra
) —xq) + f(x) (2 — %)

() = F(x) = ra—— ~ £ =
_f(xz)(x—xl) + f (1) (x3 —x) (x—x) + (g —x)
= - f@) =
— X4 Xy — X1
[f(x2) f(x)](x x1) — [f(x) — f(xl)]( — X)
X2 —Xq

Kvadrat gavslar ichidagi ayirmalar uchun 3.12-Lagranj teoremasini go‘llab
1(x) = f(x) = fr@d)(x; —x)(x —x1) = f(e)(x —x1)(x2 — %) _
X2 — X1
@) = 1)) = x1) (2 — x)
- X2 — X1 ’
tenglikni yozish mumkin, bu yerda x; < ¢ < x < d < x,. Bu yerda ham
f'(c) — f'(d) ayirmaga 3.12-Lagranj teoremasini go‘llaymiz. U holda

1(x) — F(x) =f”(S)(d—C)(x—x1)(x2—x)l c<s<d

Xy — Xq

Bu yerda tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaning ishorasi f (s) ikkinchi
tartibli hosila giymatining ishorasi bilan bir xil (golgan ko‘paytuvchilar
musbat ishorali). Shuning uchun (a, b) oraligdaagar "' < 0 bo‘lsa, I(x) <
f(x), ya’ni f(x) funksiya gavarig; agar f' > 0 bo‘lsa, I(x) > f(x), ya’ni
f (x) funksiya botig bo‘ladi. <«

Ikkinchi tartibli hosilaning o‘zgarmas ishoralilik sharti gavariqlik va
botiglik uchun fagat yetarli shart, ammo zaruriy shart emas: gavariglik va
botiglik intervallarida ikkinchi tartibli hosila nolga ham aylanishi mumkin.
Masalan, y = x* funksiya R son o‘gida botig, biroq uning y" = 12x2
ikkinchi tartibli hosilasi x = 0 nuqtada nolga aylanadi (4.19-rasm).

4.9-Misol. f(x) = arctg x funksiyaning gavariglik va botiglik
intervallarini toping.

» Bu funksiya R son o‘gida aniglangan va cheksiz marta
differensiallanuvchi. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblaymiz:

tgx)' = :
(arctg x) T 22
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(arct )”_( 1 )'_ 2x
e ) (1 + x2)?%

Ko‘rinib turibdiki x < 0 bo‘lsa (arctgx)” >0, ya’ni funksiya
(—,0) oraligda botig, x > 0 bo‘lsa (arctgx)” < 0, ya’ni funksiya
(0, +0) oraligda gavariq (4.20-rasm). <

A yﬂ
' T2y = arctgx e
y g D
C
0 x
— A B
y=x y
SRR L L LR —1/2
0 X /
4.19-rasm 4.20-rasm

4.10-Teoremaning noldan fargli limitga ega funksiyaning ishora
o‘zgarmaslik xossasining natijasi quyidagi tasdiq bo‘ladi.

4.1-Tasdig. Agar f(x) funksiyaning f''(x) ikkinchi tartibli hosilasi
¢ nugtada uzluksiz va manfiy (musbat) ishorali bo‘lsa, u holda ¢ nugtaning
shunday (c — 6, c + §) atrofi topiladiki, bu atrofda funksiya gavariq (botiq)
bo‘ladi.

Egri chizigning buralish nuqgtasi.

4.10-Ta’rif. f(x) funksiya c nugtaning biror atrofida aniglangan va
uzluksiz bo‘lsin. Agar x o‘zgaruvchi ¢ nugtadan o°tishda f(x)
funksiyaning qavarigligi botiglikka yoki botigligi gavariglikka o‘tsa, ¢
nugta funksiyaning buralish nuqgtasi, (c, f(c)) nugta esa f(x) funksiya
grafigining buralish nuqtasi deb ataladi.

4.10-Misol. 4.2-rasmda f(x) = x3 funksiyaning grafigi va 4.8-
rasmda esa unga teskari g(x) = Y/x funksiyaning grafigi keltirilgan. g(x)
funksiyaning hosilasi x = 0 nuqgtada cheksiz. x = 0 nugta ikkala funksiya
uchun ham buralish nugtasi bo‘ladi. Hagigattan ham, x < 0 bo‘lsa
f'"(x) =6x<0va x>0 bo‘lsa f"(x)>0. Xuddi shunday, x <0
bo‘lsa g"”"(x) = —2x"3/3/9 <0 va x>0 bo‘lsa g”(x)>0. 4.10-
Teoremani inobatga olsak x o‘zgaruvchi x = 0 nugtadan o‘tishda ikkala
funksiyada ham qavariglik bilan botiglik o‘rinlarini almashishadi: f(x)
funksiyada qavariglik botiglikka, g(x) funksiyada esa botiglik gavariglikka
o‘tadi. «
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4.11-Misol. f(x) = {10/’“' . ”
hosilaga ega bo‘ladi (4.21-rasm) va x o‘zgaruvchi bu nuqtadan o‘tganda
qavariglik botiglikka o‘tadi, chunki agar x < 0 bo‘lsa f"'(x) =2/x3 <0
vax > 0Dbo‘lsa f"(x) > 0 bo‘ladi.

Biroq x = 0 nugtada funksiya uzilishga ega va shuning uchun x = 0
nuqgta bu funksiya uchun buralish nuqgtasi bo‘Imaydi. «

8’ funksiya x # 0 nuqtada cheksiz

yﬂ
sh x
In(1 —x D
P ( )
A
B ¢
B 0 X
4.21-rasm 4.22-rasm

4.12-Misol. f(x) = x?/3 funksiya (4.14-rasm) uchun x = 0 buralish
nugtasi bo‘lmaydi, chunki x o‘zgaruvchi bu nugta orgali o‘tganda
funksiyaning qgavarigligi botiglikka o‘tmasdan, gavarigligicha qoladi.

Hagigattan ham, x <0 bo‘lganda ham, x > 0 bo‘lganda ham
f"(x) = —2x"*3/9 <0 bo‘ladi. Funksiya grafigi (0,0) nugtada
“bukilmasdan” balki urinma orqgali “orqaga gaytadi”. Bu holda uni
funksiyaning gaytish nuqtasi (ba’zan o‘tkirlanish nuqtasi) deb ataladi.

. _(In(1—x), x<0,

4.13-Misol. f(x) = {sh X, >0
nugtadan o‘tishda gavariglikdan botiglikka o‘tadi (4.22-rasm), chunki x <
0 bo‘lganda f"(x) = —-1/(1—x)> <0 va x >0 bo‘lganda f"(x) =
shx >0 . Berilgan funksiyaning x =0 nuqgtada hosilasi mavjud
bo‘lmasligiga garamasdan, x = 0 nugta funksiyaning buralish nugtasi
bo‘ladi. Bu yerda chap va o‘ng hosilalar teng emas: f'(x —0) = —1 #
f'x+0)=1. «

4.11-Teorema (buralish nuqgtasining zaruriy sharti). Funksiyaning
buralish nugtasida ikkinchi tartibli hosila mavjud va uzluksiz bo‘lsa, u nolga
teng.

» Teskarisidan farz qilaylik, ya’ni f(x) funksiyaning c buralish
nuqtasidagi ikkinchi tartibli hosilasi noldan fargli bo‘lsin, ya’ni masalan

funksiya x argument x = 0
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f""(c) <0 (f"(c) > 0) bo‘lsin. U holda 4.2-tasdigga ko‘ra c nugtaning
shunday (c — 6, ¢ + §) atrofi topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya gavariq
(botiq) bo‘ladi. Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki ¢ nugta bir vaqgtning
o‘zida ham qavariglik (botiglik), ham buralish nuqgtasi bo‘Imaydi. Ana shu
zidlik teoremani isbotlaydi. <«

4.12-Teorema (buralish nugtasining birinchi yetarli sharti). Agar
¢ nugtada uzluksiz f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f''(c) = 0
yoki f""(c) mavjud bo‘lmasa va x o‘zgaruvchi c nugtadan o‘tishda f"'(x)
hosila oz ishorasini o‘zgartirsa, ¢ nugta f (x) funksiyaning buralish nuqgtasi
bo‘ladi.

» 1) x < c bo‘lganda f""(x) <0 va x > ¢ bo‘lganda f""(x) >0
bo‘lsin. 4.10-Teoremaga ko‘ra x < ¢ bo‘lganda f(x) gavarig va x > ¢
bo‘lganda esa botig bo‘ladi. Demak 4.10-Ta’rifga ko‘ra x = ¢ nugta f(x)
funksiyaning buralish nuqgtasi bo‘ladi.

2) x <c bo‘lganda f""(x) >0 va x >c bo‘lganda f"(x) <0
bo‘lsin. 4.10-Teoremaga ko‘ra x < c bo‘lganda f(x) botiq va x > ¢
bo‘lganda esa gavariq bo‘ladi. Demak 4.10-Ta’rifga ko‘ra x = ¢ nugta
f (x) funksiyaning buralish nugtasi bo‘ladi. <

4.13-Teorema (buralish nuqtasining ikkinchi yetarli sharti). Agar
biror ¢ nugtada f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng:
f""(c) = 0 va uchinchi tartibli hosilasi noldan fargli: f"'(c) # 0 bo‘lsa, ¢
nuqgta f (x) funksiyaning buralish nuqtasi bo‘ladi.

» Teoremaning shartidan f(x) funksiya c¢ nuqtaning biror U;(c)
atrofida kamida ikki marta differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
f""(x) funksiyani (3.84) Piano goldiq hadli birinchi tartibli Teylor formulasi

bilan tasvirlaymiz:
f""(c) + alx)

') =f"(c) + T (x—c) = (f"(c) + ax))(x = o),
bu yerda a(x) funksiya x = c nuqtada cheksiz kichik.
lima(x) = 0, }Ci_r)rg(f”’(c) +a(x))=f""(c)#0

X—C
bo‘lganligi uchun noldan fargli limitga ega funksiyaning o‘zgarmas

ishoralilik xossasiga ko‘ra ¢ nugtaning shunday U, (c) atrofi topiladiki, bu
atrofda f"'(c) + a(x) yig‘indining ishorasi f"'(c) qo‘shiluvchisining
ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. U holda ¢ nuqtaning U(c) = U;(c) n U,(c)
atrofida x o‘zgaruvchi ¢ nugta orgali o‘tganda f''(x) funksiya (x — c)
ko‘paytuvchi bilan oz ishorasini o‘zgartiradi. Demak 4.12-Teoremaga
ko‘ra c nuqgta f(x) funksiyaning buralish nugtasi bo‘ladi. <«
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4.4. Funksiya grafigining asimptotalari

Agar y = f(x) tenglama bilan berilgan egri chizigning biror bo‘lagi
cheksizlikka intilsa, bu egri chizigni cheksiz bo‘lakli egri chiziqg deb
ataymiz.

4.11-Ta’rif. Cheksiz bo‘lakli y = f(x) egri chizigning asimptotasi
deb shunday I(x) to‘g‘ri chiziqga aytamizki, bunda I(x) to‘g‘ri chizigdan
egri chizigning M nuqtasigacha bo‘lgan § (M) masofa M nuqta egri chiziq
bo‘ylab cheksiz uzoglashganda nolga intiladi (4.23-rasm).

Asimptotalar uch ko‘rinishda: vertikal, og‘ma va gorizontal
asimptotalar bo‘ladi.

Vertikal asimptotalar. Agar limof (x) va xl_'}?IOf (x) Dbir

xX—-c+
tomonlama limitlarning kamida bittasi cheksiz bo‘sa x = ¢ to‘g‘ri chizigni

y = f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb ataymiz.

y = f(x) egri chizigning asimptotalarini topish uchun:

1) f (x) funksiyaning Ox o‘qdagi uzilish nuqgtalarini topamiz;

2) ular orasidan f(x) funksiyaning kamida bitta limiti (chap yoki
0‘ng) +oo yoki —oo bo‘ladiganlarini tanlaymiz. Bular x4, x5, ..., x,,, bo‘lsin.
U holda x = x;, x = x5, ..., x = x,,, to°g’ri chiziglar y = f(x) funksiya
grafigining vertikal asimptotalari bo‘ladi.

y4 y4 i y = ex_iz
y=fx) |
SRS | G S e
0 x 0 2 X

4.23-rasm . 4.24-rasm

4.14-Misol. y = ex=2 funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini
topamiz. Bu funksiya R son o‘qining x = 2 nuqtadan boshga hamma
nuqtalarida aniglangan. x = 2 nuqtadagi chap va o°‘ng limitlarni

hisoblaymiz:
1 1

lim ex-2=0va lim ex—2 = 400,
x—2-0 x—24+0

Demak, x =2 to‘g‘ri chizig qaralayotgan funksiyaning x
o‘zgaruvchi x = 2 nuqgtaga o°‘ngdan intilganda asimptotasi bo‘lar ekan
(4.24-rasm). <

4.15-Misol. y = 1/(1 — x?) funksiyaning vertikal asimptotalarini
toping.
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» Funksiya ifodasidagi kasr maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
1 1
R R 1-x)(1+x)
Ko‘rinib turibdiki x = —1 va x =1 to‘g‘ri chiziglar ikki tomonlama
vertikal asimptotalar bo‘ladi (4.25-rasm), chunki

1
1. = OO, 1 = —OO,
x—>1—ql—0 1— x2 T x—>l—r{l+0 1 — x?
. 1 .
lim = —00, lim = 400, <

x—1-01 — x?2 x—1+01 — x2

Og‘ma asimptotalar. y = f(x) funksiya barcha x = a (yoki x < a)
nugtalarda aniglangan bo‘lsin. y = kx + b to‘g‘ri chizig y = f(x)
funksiya grafigining asimptotasi bo‘lsin. Bunday asimptotani og ‘ma
asimptota deb ataymiz.

Aniglik uchun x argumentning musbat ishorali katta giymatlarini
garaymiz. y = kx + b to‘g‘ri chiziqg y = f(x) egri chizigning asimptotasi
degani ta’rifga ko‘ra egri chizigning M(x, f(x)) nuqgtasidan bu to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan 6 masofa x o°‘zgaruvchi musbat cheksizlikka
intilganda: x — 4oo, nolga intiladi.

i 1
i \ y“
Ail ‘\\
T »
! X

4;25-rasm' 4.26-rasm

a (a # m/2) orqali asimptotaning Ox o‘q bilan tashkil gilgan
burchagini belgilaymiz. 4.26-rasmda 6 = [MN| cosa ekanligi ko‘rinib
turibdiki. cos @ = const # 0 bo‘lganligi uchun x — +oo da 6 miqdorning
nolga intilishi |[MN| migdorning ham nolga intilishini ta’minlaydi va
aksincha. |MN| = |f(x) — kx — b| ekanligini inobatga olsak, y = kx + b
to‘g‘ri chizig y = f(x) egri chizigning x — +oo da asimptotasi bo‘lishligi
uchun
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lirp (fx)—kx—b)=0
X—1 00
bo‘lishi zarur va yetarli degan xulosaga kelamiz. So‘ngi tenglikni cheksiz
kichik migdorlar orgali ifodalasak
f(x) =kx+ b+ a(x) (4.8)
bu yerda lir}rq a(x) = 0.
X—>1T00

y = f(x) egri chizigning x - 4+oo da y = kx + b to‘g‘ri chiziq
asimptotasi bo‘ladi degan tasdiqning ma’nosi shundan iboratki, x — 4o da
y = f(x) funksiya o‘zini “qaryib chiziqli funksiya singari” tutadi, ya’ni
y = kx + b funksiyadan x — +oo da cheksiz kichik migdorga farq giladi.

4.14-Teorema. y = f(x) funksiyaning grafigi x - +ocoday = kx +
b og‘ma asimptotaga ega bo‘lishligi uchun

lim f(x)/x =kva xl_i)rfloo[f(x) —kx]=»b (4.9)

X—400

ikkala limitning ham mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zaruzligi. y = f(x) funksiyaning grafigix - +coday =kx + b
og‘ma asimptotaga ega bo‘lsin, f(x) funksiya uchun (4.8) tasvir o‘rinli
bo‘lsin: f(x) = kx + b + a(x) buyerda a(x) — 0.

X—4 00
U holda
b
MH£Q2=IM1F+—+EQ4=k,
X—+ 00 X X—+00 X X
lim [f(x) —kx] = lim [b+ a(x)] = b,
X—+00 X—+00

ya’ni (4.9) ikkala limit ham mavjud.

Yetarliligi. (4.9) tengliklardagi ikkala limit ham mavjud bo‘lsin.
Ulardan ikkinchisining mavjudligi f(x) — kx — b ayirmani x — 4+ da
cheksiz kichik migdor deb mulohaza yuritishga imkon beradi, Bu ayirmani
a(x) orqali belgilasak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz

f(x) =kx+ b+ a(x) buyerda a(x) — 0.

X—+o00

Bu esa y = f(x) funksiya grafiga y = kx + b og‘ma asimptotaga ega
degan ma’noni anglatadi. <«

x — —oo hol ham xuddi shunday tadqiq gilinadi.

4.16-Misol. y = x2/(x — 1) funksiyaning asimptotalarini toping.

» Funksiyaning ifodasidan uning grafigi x = 1 (4.27-rasm) vertikal
asimptotaga ega degan xulosaga kelamiz. Funksiyaning Ko‘rinishini
o‘zgartiramiz:

fG) =~

x*  x*-1+1_ s 1
1 x-1 7 x—1
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So‘ngi 1/(x — 1) go‘shiluvchi x — oo
da nolga intiladi. Shunday qilib, y4
f(x) = x%/(x — 1) funksiyani

f(x) =x+1+ a(x),
ko‘rinishda yozish mumkin ekan, bu
yerda a(x) =1/(x — 1) - 0. 4.14-

Teoremaga ko‘ra berilgan funksiya y=x+1
y=x+1 og‘ma asimptotaga ega 1
degan xulosaga kelamiz. < _1/ 0
A= f(x) —kx — b ayirmaning 1 x
ishorasini tekshirish orgali muhim
xulosalar chigarish mumkin. Agar A>
0 bo‘lsa, egri chiziq asimptotadan
yugorida; A< 0 bo‘lsa, asimptotadan 4.27-rasm
pastda joylashgan bo‘ladi.
Gorizontal asimptotalar (k = 0 bo‘lgan xususiy hol)
Agar f(x) funksiya uchun

v

yA

lim f(x) = b z
xX—+00 2
(yoki lim f(x) = b)
chekli limit mavjud bo‘lsa, y = y = arctg x
b to‘g‘ri chizig y = f(x) 5 >
funksiya grafigi mos ravishda
o‘ng yoki chap bo‘lagining
gorizontal asimptotasi bo‘ladi. T
4.17-Misol. y = arctgx )
funksiyaning gorizontal 4.28-rasm

asimptotalarini topamiz.

» Funksiyaning cheksizliklardagi limitlarini hisoblaymiz:
- _r - __r
xl_l)rllooarctg X = > xl_l)@ooarctgx =5

Shunday qilib, y = arctg x funksiyaning o‘ng bo‘lagi y = mn/2, chap
bo‘lagi esa y = —m/2 gorizontal asimptotalarga ega bo‘lar ekan (4.28-

rasm). 4
sinx

4.18-Misol. y==" y(0) =1 funksiyaning gorizontal

asimptotasini topamiz.
» Funksiyaning cheksizlikdagi limiti nolga teng:
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sin x

lim
X — 00 x
sin x

Shuning uchun y =0 to‘g‘ri chiziq y ==, y(0) =1 funksiyaning
gorizontal asimptotasi bo‘ladi (4.29-rasm). <

yu _ sin x
N ) /’y\_)f ) .
—3r -2 —T 0 A 2T 3T X
4.29-rasm

4.18-Misoldan ko‘rinib turibdiki y = f(x) egri chizig o°zining
asimptotasini cheksiz ko‘p marta ham kesib o‘tishi mumkin ekan.

4.5. Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi va funksiya grafigini
yasash

Funksiyaning holati hagida eng yaxshi ko‘rsatmali tasavvurni uning
grafigi beradi. Funksiyaning grafigini yasashdan oldin uni limitlar
nazariyasining va differensial hisobning metodlari bilan quyidagi
bosgichlarda tekshiriladi:

1) funksiyaning aniglanish sohasi topiladi, uning juftlik yoki toglik
xossasi va davriyligi aniglanadi;

2) funksiyzning uzilish nugtalari topiladi va ularning turlari
aniglanadi, funksiya grafigining vertikal asimptotalari va uzluksizlik
oraliglari aniglanadi;

3) funksiya grafigining koordinata o‘glarini kesib o‘tish nuqtalari
topiladi, ya’ni f(0) giymat va f(x) = 0 tenglamaning ildizlari topiladi;

4) funksiyaning kritik nuqtalari topiladi va ular orasidan ekstremum
nugtalar aniglanadi, ekstremum nuqtalarda funksiyaning qiymatlari
hisoblanadi, funksiyaning monotonlik intervallari aniglanadi;

5) funksiyaning buralish nuqgtalari topiladi va bu nuqgtalarda
funksiyaning giymatlari hisoblanadi, qavariglik va botiglik intervallari
aniglanadi;

6) x = too da funksiyaning o‘zgarishi tekshiriladi, ya’ni funksiya
grafigining og‘ma va gorizontal asimptotalari topiladi.

Funksiyani tekshirishning sanab o‘tilgan bosgichlarining natijalari
funksiya grafigining xomaki chizmasini yasash inkonini beradii. Grafikning
xomaki chizmasini yasashni osonlashtirish uchun bu natijalardan jadval
tuzish magsadga muvofiq bo‘ladi.

4.19-Misol. y = 1/(1 + x?2) funksiya grafigini yasang.

175



» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) =
(—o0, +0); funksiya juft: f(—x) = f(x), shu sababli uning grafigi Oy
o‘gga nisbatan simmetrik; davriy emas; funksiyaning juftligidan, uning
grafigini x > 0 yarim o‘qda yasash yetarli, so‘ngra Oy o‘qga nisbatan
simmetrik tasvirlanadi;

2) funksiyaning uzilish nugtalari va vertikal asimptotalari yo‘q; R son
o‘gida uzluksiz;

3) x = 0 bo‘lganda y = 1; ixtiyoriy x € Ruchuny # 0,y > 0, ya’ni
funksiya grafigi y > 0 yuqori yarim tekislikda yotadi;

4) y' = —2x/(1+ x?). Hosilani nolga tenglashtirib x = 0 kritik
nugtani topamiz. x < 0 bo‘lganda funksiya o‘sadi va x > 0 bo‘lganda
funksiya kamaydi; x o‘zgaruvchi x = 0 nugtadan o‘tganda y’(x) hosilao‘z
ishorasini minusdan plyusga o‘zgartiradi. Demak x = 0 maksimum nuqta
ekan: fi,ax = f(0) = 1.

4.30-rasm
—2(1-3x%)/(1 +x?)?vaux =+1/V/3
nugtalarda nolga aylanadi. Simmetriyani inobatga olib x = 1/4/3 nugtada
tekshiramiz. x < 1/+/3 bo‘lsa y"" < 0 shu sababli funksiya grafigi qavariq;
x > 1/v/3 bo‘lsa y” > 0 shu sababli funksiya grafigi botig. Demak x =
1/+/3 nugta funksiyagrafigining buralish nuqtasi bo‘lar ekan.

5) Ikkinchi tartibli hosila y"’

5 =

6) lim f(x) = lim

x—+oo x—+oo 1+x
grafigining gorizontal asimptotasi bo‘ladi. Uning og‘ma asimptotasi yo‘q.
Olingan natijalardan quyidagi jadvalni tuzamiz:

0. Demak y = 0 to‘g‘ri chiziq funksiya

(=5 5 5% 05 5 (G
X —00, —— - T = - T = )y — — —, T
V3/| 43 V3 V3 V3 V3
ool + + + 0] - = =
£ (x) + 0 — -2 - 0 +
buralish buralish
fx) 4 nuqtasi d max N nuqtasi N
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Jadvalda “7” strelka funksiyaning o°‘sishishini, “\” strelka esa
funksiyaning kamayishini anglatadi. Funksiyaning grafigi 4.30-rasmda
tasvirlangan. <«

4.20-Misol. y = i/x(x — 1)2 funksiya grafigini yasang.

» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) =
(—o0, +00); funksiya juft ham emas, tog ham emas va davriy ham emas;

2) funksiyaning uzilish nugtalari yo‘q (demak vertikal asimptotalari
yo‘q) va R son o‘qida uzluksiz;

3) funksiya grafigi koordinatalar boshidan o‘tadi, bundan tashqari,
f(@) =0.

4) f (x) funksiyaning hosilasi

3x —1

! x —
a2 33/x2(x — 1)
R son o‘gining barcha nuqgtalarida mavjud, x = 1/3 nuqtada nol (f(x)
funksiyaning statsionar nugtasi), x = 0 va x = 1 nugtalarda esa cheksiz.
f (x) funksiyaning bu kritik nugtalari atrofida £’ (x) hosilaning o°zgarishini
tekshiramiz.

x o‘zgaruvchi x = 0 nugtadan o‘tganda hosila o‘z ishorasini
o‘zgartirmaydi, ya’ni bu nuqtada ekstremumning yetarli shart bajarilmaydi.
x = 0 nuqgta ekstremum nugta bo‘Imaydi.

x = 1 Kritik nugtaga o‘tamiz.

3x —1
llm f (x) = lim = —o0,
x-1-033/x2(x — 1)
3x —1
lim f'(x) = lim = 400

x—1+0 x—>1+0 3 / Z(x — 1

bo‘lganligi uchun x = 1 nugtaning atrofida x < 1 bo‘lganda f'(x) < 0 va
x > 1 bo‘lganda f'(x) > 0 bo‘ladi, ya’ni x o‘zgaruvchi x = 1 nuqgtadan
o‘tganda f'(x) hosila o‘z ishorasini minusdan plyusga o‘zgartirar ekan.
Shuning uchun 4.7-Teoremaga ko‘ra bu nugta f (x) funksiyaning minimum
nuqtasi bo‘ladi va uning minimal giymati f.,i, = f(1) = 0. °

x = 1/3 nugtada f'(x) hosila nolga aylanadi. x o‘zgaruvchi x = 1/3
nugtadan o°‘tganda f'(x) hosila o‘z  ishorasini plyusdan minusga
o‘zgartiradi. Shuning uchun 4.6-Teoremaga ko‘ra bu nugta f(x)
funksiyaning maksimum nugqtasi bo‘ladi va uning maksimal gqiymati f,,.x =
f(1/3) = /4/3 = 0,53.

Shunday qilib, x € (—,1/3) bo‘lganda f'(x) >0 va 4.3-
Teoremaga ko‘ra bu oraligda o°sadi, x € (1/3,0) bo‘lganda f'(x) < 0 va
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bu oraligda kamayadi, (1, +) oraligda esa yana f'(x) > 0 va funksiya bu
yerda o‘sadi.
5) f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

2
frix) = 93/x5(x — 1)*

hech bir nugtada nolga aylanmaydi, x = 0 va x = 1 nuqgtalarda mavjud
emas. x o‘zgaruvchi x = 0 nuqtadan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila oz
ishorasini plyusdan minusga o‘zgartiradi, ya’ni 4.12-Teoremaga ko‘ra x =
0 nugta f(x) funksiyaning buralish nuqgtasi bo‘ladi. x o‘zgaruvchi x =1
nugtadan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila o‘z ishorasini ozgartirmaydi va bu
nuqgta f (x) funksiyaning buralish nugtasi bo‘Imaydi.

Shunday qilib, (=, 0) oraligda f"”(x) > 0 va f(x) funksiya bu
yerda botig; x € (0,1) va x € (1,+) bo‘lganda f""(x) <0 va bu
intervallarda f (x) funksiya gavarig.

6) 4.14-Teoremadagi

3 2/3
X Vx(x —1)2 1
k=limm=lim ( ) =lim<1——) =1
x—0 X X—00 X X—00 X

va

b= i) k) =ty (e = D7 ) -
2/3 2/3 _
(1)) 222

—lim ——
y—0 y 3
limitlar mavjud ekan, shuning uchun f(x) funksiya grafigiy = x — 2/3
tenglamali ikki tomonlama asimptotaga ega bo‘ladi.
Topilgan natijalardan quyidagi jadvalni tuzamiz:

x |(=0,0)| 0 (o, %) % G 1) 1 | (1,+0)
Fleol + v |+ 0| - TR
poy v - o] o e
f(x) 7 ?]Lljj?tl ;? 7 max \ min 7

Jadval asosida funksiyaning grafigini chizamiz (4.31-rasm). <

4.21-Misol. Quyidagi funksiyaning grafigini yasang

1

y=X+F.
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y= YxG= 1

y=Xx—- § / i/'f X
4.31-rasm 4.32-rasm

» 1) R son son o‘gining x = 0 nugtasidan boshga barcha nuqgtalarda
aniglangan: D(y) = (—,0) U (0, +);

2) x = 0 nugta 2-tur uzilish nugtasi, shuning uchun x = 0 to‘g‘ri
chiziiq vertikal asimptota bo‘ladi; funksiya juft ham emas, tog ham emas va
davriy ham emas;

3) y=0 desak x3+ 1 =0 tenglamaga ega bo‘lamiz va uning
yechimi x = —1 bo‘ladi, shuning uchun funksiyz grafigi Ox o‘qni (—1, 0)
nuqtada kesib o‘tadi;

4) funksiyaning hosilasini olib, nolga tenglashtiramiz:

, 2 x3-2 5
y = T 3T T 53 =0, x> —2=0,

ya'ni x = Y2 kritik nugtabo‘ladi. x = 0 nugtada hosila cheksiz, demak
funksiyaning ikkita x = 0 va x = 3/2 kritik nuiqtalari bor ekan. Bu nugtalar
atrofida hosilaning ishoralarini tekshiramiz:

x < 0 bo‘lsa f'(x) > 0 bo‘ladi, shuning uchun funksiya grafigi (—oo, 0)
oraligda o‘sadi; 0 < x < ¥/2 bo‘lsa f'(x) < 0, shuning uchun funksiya
grafigi (0,V2) oraligda kamayadi, x > 32 bo‘lsa, yana f'(x) >0
bo‘ladi, shuning uchun (¥/2,4) oraligda funksiya grafigi o‘sadi.
Funksiya x = 3/2 nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun 4.7-Teoremaga ko‘ra
x = /2 funksiyaning minimum nugtasi bo‘ladi va f,;, = f(3¥2) ~ 1,89;

5) Ikkinchi tartibli hosila barcha x + 0 nugtalarda

~0,53 ¢

S
=
Ry

v

6
y” = F >0
bo‘lganligi uchun, funksiya o‘zining aniglanish sohasida botig.
6) 4.14-Teoremadagi
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X+

X 1
k= tim 2 = tim x2=lim<1+—3)=1,
xX—oo X X—00 X X—00 X
1 1
b = lim[f(x) — kx] = lim lx+—2—xl = lim — =0
X—00 X—00 X X—>0 X

limitlar ~ mavjud ekan, shuning uchun f(x) funksiya grafigi y = x
tenglamali ikki tomonlama asimptotaga ega bo‘ladi.
Topilgan natijalardan quyidagi jadvalni tuzamiz:

x | (=o,=1) -1 | (=1,0) 0 (0,¥2) V2 | (V2,+)

, mavjud _
f'(x) + + + eImas 0 +

" mavjud B B
(%) + + + eMmas +

x=20
f(x) 7 0 7 vertikal \ min 7
asimptota

Jadval asosida funksiya grafigini 4.32-rasmda tasfirlaymiz. <

4.6. Tenglamaning hagiqiy ildizlarini taqribiy hisoblash

Masalaning qgo‘yilishi. Bir o‘zgaruvchili chizigli bo‘Imagan
fx)=0 (4.10)
tenglamani yechish zarurati ilmiy tadgigot va texnik tadbiglarda yuzaga
keladi. Xususan g(x) funksiyaning statsionar nuqtglarini topish g'(x) =
f(x) = 0 tenglamani yechishga olib keladi. Umumiy holda masala (4.10)
tenglamani f(x*) = 0 ayniyatga aylantiradigan x* qiymatni topishdan
iborat. Bunday gqiymatlar (4.10) tenglamaning ildizlari (yoki yechimlari)

deb ataladi.

Ma’lumki, f(x) funksiya biror oraligda gat’iy monoton bo‘lsa, u
teskari funksiyaga ega. Bu holda teskari funksiya y = 0 nuqgtada aniglangan
va analitik berilgan bo‘lishi mumkin. Bu holda aniq analitik yechim topiladi.
Birog umumiy holda analitik yechishining imkoni yo*q. Shu sababli (4.10)
tenglamani tagribiy yechish muhim ahamiyat kasb etadi.

Masalaga go‘yiladigan umumiy shartlar. (4.10) tenglamani yechish
uchun, biz dastlab tenglamaning ¢ ildizi yakkalangan deb faraz gilamiz,
ya’ni undan boshqga ildiz yotmaydigan [a, b] kesma mavjud: a < & < b.

Agar buning ustiga f(x) funksiya kesmaning chetki nuqtalarida turli
ishorali f(a) va f(b) giymatlarni gabul gilsa, ildizni o‘zida saglovchi
kesmalarni ketma-ket teng ikkiga bo‘lib va bo‘linish nugtalarida f(x)
funksiya giymatining ishorasini aniglab, kesmalarni toraytirish hisobiga
ildizni tagribiy hisoblash mumkin. Birog bu usul oddiyligiga garamasdan,
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amaliyotda ba’zan foydasiz yoki juda ham ko‘p hisoblashlarni talab gilishi
mumkin. Kitobxon mazkur paragrafda (4.10) tenglamani tagribiy
yechishning oddiy va magsadga tez yetaklovchi ikkita usuli bilan tanishadi.
Bu yerda biz yana differensial hisobning tushunchalari va metodlaridan
foydalanamiz.

Ikkala usulda ham quyidagi umumiy shartlar bajariladi deb faraz
gilamiz:

1) f(x) funksiya va uning f'(x), f"(x) hosilalari [a,b] kesmada
uzluksiz;

2) funksiyaning kesma chetki nuqtalaridagi f(a) va f(b) giymatlari
turli ishorali: f(a) - f(b) < 0;

3) ikkala f'(x) va f'(x) hosilalarning har biri [a,b] kesmada
ishorasini o‘zgartirmaydi.

1) va 2) shartlar (4.10) tenglamaning [a,b] kesmada ildizi
mavjudligini ta’minlaydi (4.22-Teorema). 3) shartga ko‘ra f'(x) hosila
kesmada ishorasini o‘zgartirmaydi, shuning uchun u bu kesmada yoki o‘sadi
yoki kamayadi, bu esa ildizning yagonaligini ta’minlaydi. f" (x) hosila
ishorasini o‘zgartirmasligi funksiya grafigining kesmada qavariq yoki
botigligini ta’minlaydi. 4.33-rasmda f'(x) va f"(x) hosilalarning turli
ishoralari kombinatsiyalariga mos keluvchi to‘rtta hol tasvirlangan.

yA yA yA yﬂ

y=f() %

4 =10

Q|

@4 —_—————
=

@)

4.33-rasm

Bu hollarning har biriga birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarning
quyidagi kombinatsiyasi mos keladi; ixtiyoriy x € [a, b] uchun
Df'x)>0, f"(x)>0; 2)f'(x)>0, f"(x)<0;

3) f'(x) <0, f"(x)>0;4)f(x)<0, f"(x)<0.

Vatarlar usuli. Aniglik uchun [a, b] kesma nugtalari uchun f'(x) >
0, f"(x) <0 orinli bo‘lsin. A(a, f(a)) va B(b, f(b)) nugtalarni AB
vatar bilan tutashtiramiz (4.34-rasm). Bu vatar A va B nuqtalardan o‘tuvchi,
tenglamasi

y—fla) _x-a
f)—f(a) b-a
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bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kesmasi bo‘ladi. AB vatar Ox o‘gni kesib
o‘tadigan a, nuqgta a va & nuqgtalar oralig‘ida yotadi va ¢ ildizga a nugtaga
nisbatan yaqinroq bo‘ladi, demak uni & ildizning a giymatga nisbatan
aniqroq tagribiy giymati deb garash mumkin. (4.11) tenglikda x o‘rniga a,
giymatni goyib

f(a)(b —a)

Y —

RN TORIC)
tenglikka ega bo‘lamiz. Agar ¢
ildizning taqribiy giymati sifatida
a, giymatni oladigan bo‘lsak, AB
yoy o‘rniga AB vatarni olgan
bo‘lamiz. Vatarlar usulining asl
ma’nosi ham shundan iborat. Endi

4.34-rasm AB yoyda abssisasi a; bo‘lgan 4,
nugtani olamiz va A, va B
nuqtalardan A; B vatar o‘tkazamiz. Bu vatar Ox o‘q bilan ma’nosi ham
shundan iborat. Endi AB yoyda abssisasi a; bo‘lgan 4; nugtani olamiz va
A; va B nugtalardan A; B vatar o‘tkazamiz. Bu vatar Ox o‘q bilan
. _b-a)f(@)
LN ) = flan)
nugtada kesishadi. a, nugta a; nugta bilan ¢ ildiz oralig‘ida yotadi.
Shuning uchun a, giymat ¢ ildizning a, taqribiy giymatga nisbatan anigroq
tagribiy giymati bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirib, o‘sib boruvchi taqribiy
giymatlar ketma-ketligini hosil gilamiz:
A< <t < <a,<apy <<€
Bunda ikkita ketma-ket qiymat (4.12) tenglikga o‘xshagan
a —q — (b - an)f(an)
T f(b) ~ f(an)
formula bilan bog‘langan.

Endi n o°sishi bilan a,, = & ekanligini isbotalymiz. Hagiqgattan ham,
3.12-Teoremaga ko‘ra monoton o‘suvchi va yugoridan chegaralangan
(masalan, ¢ ildiz bilan) a,, ketma-ketlik chekli a < & limitga intiladi. (4.13)
tenglikda limitga o‘tsak va bunda f (x) funksiyaning uzluksizligini inobatga
olsak

(4.12)

S|

(4.13)

(b-f@ _
@) = f(@)
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bundan esa f(a) = 0. (4.10) tenglamaning [a,b] kesmada ¢ ildizdan
boshqga ildizlari yo“qgligi tufayli « = ¢ bo‘ladi.

4.34-rasmda Ox o‘qdagi a4, a,, ... nugtalar ketma-ketligi ¢ ildizga
asta-sekin yaginlashib borishi tasvirlangan.

Shunday qilib, yugoridagi goidani yetarli sonda takrorlab ¢ ildizning
tagribiy giymatini ixtiyoriy aniglikda hisoblash mumkin. Olingan tagribiy
giymat uchun xatolikni baholaymiz. Buning uchun f(a,,) — f () ayirmaga
(5.64) chekli ayirmalar formulasini qo‘llaymiz:

flan) = f(ay) = () = (an —Ef ' (0), (an <c<$)
Bu yerdan
_f(an)

MG
agar m orqali |f'(x)| ifodaning [a, b] kesmadagi eng Kichik giymatini
belgilasak

£ (@)l @10

a, —¢| <
an — &l <=

baholashni hosil gilamiz.

4.34-rasmda barcha vatarlarning bir uchi B(b,f(b)) nugtada
joylashgan va (4.13) formulada ham har bir tagribiy yaginlashish f(x)
funksiyaning f(b) qiymati orgali hisoblangan. Shuning uchun biz
B(b, f(b)) nugtani go‘zg‘almas nugta deb ataymiz. Qo‘zg‘almas nuqgta
sifatida A(a, f (a)) nugtani ham olish mumkin.

Agar [a, b] kesmada f'(x) va "' (x) hosilalarni ishorasi bir xil bo‘lsa
(4.33-rasmda 1) va 4) hollar) go‘zg‘almas nuqta sifatida B(b, f (b)) nuqgta
olinadi va tagribiy yaginlashishlar (4.13) formula bilan hisoblanadi.
Qaralayotgan kesmada f'(x) va f'"'(x) hosilalarni ishorasi har xil bo‘lsa
(4.33-rasmda 2) va 3) hollar) go‘zg‘almas nugta sifatida A(a, f (a)) nugtani
olish kerak va tagribiy yaqginlashishlar

. _a—a)fa)
T (@ - flan)
formula bilan hisoblanadi.

4.22-Misol. x3 + 5x% —2x — 5 = 0 birorta taqribiy ildizini 0,01
aniqlikda toping.

» f(1) = —1 va f(2) = 19 ekanligidan tenlamaning kamida bitta
ildizi [1, 2] kesmada yotadi degan xulosaga kelamiz. Hosilalarini topamiz:

f'(x) =3x%+10x — 2, f"(x) = 6x + 10.

(4.15)
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Ularning ikkalasi ham [1, 2] kesmada musbat ishorali gimat gabul giladi.
f'(x) hosilaning bu kesmadagi eng kichik giymati m = f'(1) = 11
bo‘ladi.

Endi yaginlashish ketma-ketligini tuzamiz:
f()(2-1) —2 2
=l Ty - Tzt T O
Funksiyaning bu nuqtadagi giymatini hisoblaymiz:

f(1,05) = 1,05+ 5-1,052—2-1,05—-5 = —0,42987

Xatolikni (4.14) boyicha tekshiramiz:

a 0,42987
la; — &| < @)l _ — 0,03908
m 11

Demak hali talab qilingan aniglik yo‘q va shuning uchun keying
yaginlashishni tuzamiz:

1 gs [0L05)2 = 105)
G2 = M T T ) — £(1,05)
f(a,) =f(1,071) = —-0,178,

a 0,178
la, — &| < lf(mZN = ~——=0,01619

Hali ham talab gilingan aniqlikka erishilgani yo‘g. Shuning uchun keying
yaginlashishni tuzamiz:

= 1,071,

1071 f(1,071)(2 - 1,071) 1079
=t F@ - faorny 00
f(a3) = f(1,0796) = —0,0727,
las — &| < lf(;l:)l = 0’017127 = 0,0066 < 0,01
Talab gilingan aniglikka erishdik. Shuning uchun tenglamaning 0,01

aniglikdagi tagribiy ildizi sifatida & = 1,0796 giymatni olish mumkin. <«

Nyuton goidasi (Urinmalar usuli). f(x) funksiyaga nisbatan shartlar
o‘rinli va (4.10) tenglamaning ildizi [a, b] kesmada yakkalangan bo‘lsin.

Funksiyz grafigiga B(b, f(b)) nugtada urinma o‘tkazamiz (4.35-
rasm). Bu urinma tenglamasi (3.14) formulaga ko‘ra

y—f)=f'(b)(x—D) (4.16)

ko‘rinishda bo‘ladi. Urinmaning Ox o‘q bilan kesishish nugtasini b, orqgali
belgilaymiz. Bu b; nugta Ox o‘qda ¢ va b nugtalar oralig‘ida yotadi, ya’ni
u € aniq ildizga yaqginrog. Shuning uchun b, giymatni (4.10) tenglamaning
tagribiy yechimi deb olish mumkin. x = b; bo‘lganda y = 0 bo‘ladi.
Shuning uchun (4.16) tenglikda x o‘rniga b; giymatini qo‘yamiz:
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4.35-rasm

—f(b) = f'(b)(by — D).

Bu yerda b, giymatni topamiz:
R ()
_ f'(®)
Endi AB yoyda abssisasi b; bo‘lgan B; nugtani olamiz va bu nuqtada
urinma o‘tkazamiz. Bu urinmaning Ox o°‘q bilan kesishish nugtasini b,
orgali belgilaymiz. b, nuqgta ¢ aniq ildiz va b; nugta oralig‘ida yotadi:
¢ < b, < b;. Bu jarayonni davom ettirib. Kamayib boruvchi
b>by>by,>>by,>by 1> >¢
tagribiy qiymatlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bunda keyingi giymat
oldingisi orgali

(4.17)

_ fby)

f'(bn)
formula bilan topiladi. Quyidan ¢ aniq ildiz bilan chegaralangan monoton
kamayuvchi b4, b, ... ketma-ketlik 3.12-Teoremaga ko‘ra biror § nuqtaga
intiladi. Bu g berilgan (4.10) tenglamaning ildizi bo‘ladi. Hagigattan ham,
(4.18) tenglikda limitga o‘tsak va f'(x) funksiyaning uzluksizligini inobatga

olsak
f(B)
f'(B)
4.35-rasmda b4, b,, ... tagribiy giymatlar ketma-ketligi & tagribiy yechimga
yaqinlashib borishi rasvirlangan.

M orqali f'"'(x) ikkinchi tartibli hosilaning [a, b] kesmadagi eng katta
giymatini, m orqgali esa f'(x) birinchi tartibli hosilaning [a, b] kesmadagi
eng kichik giymatini belgilaymiz. Tagribiy yaginlashishdagi xatolik (4.14)
tengsizlik bilan baholanadi va bundan tashqari bu xatolik

M
bras = &1 < 5~ b = 12 (4.19)

(4.18)

bp+1 = Dy

=0, bundanesa f(f) =0vap =¢.
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tengsizlikni ham ganoatlantiradi.O‘ng tomonda ikkinchi daraja turibdi, ana
shu daraja b,, taqribiy yechimlarning ¢ aniq yechimga tezroq intilishini
ta’minlaydi. Shuning uchun urinmalar usuli tenglamaning ildizini topishda
eng samarali usullardan biri hisoblanadi.

Bu yerda ham birinchi urinmani gaysi nugtadan o‘tkazish muhim o‘rin
tutadi va agar nuqgta noto‘g‘ri tanlansa anig yechimga yaginlashmasligi
muhim.

Agar [a, b] kesmada f'(x) va "' (x) hosilalarni ishorasi bir xil bo‘lsa
(4.33-rasmda 1) va 4) hollar) birinchi urinma B(b, f(b)) nugtada
o‘kaziladi. Qaralayotgan kesmada f'(x) va f''(x) hosilalarni ishorasi har
xil bo‘lsa (4.33-rasmda 2) va 3) hollar) birinchi urinma A(a, f (a)) nugtada
o‘kaziladi va ikkala holda ham tagribiy yaqginlashishlar (4.18) formula bilan
hisoblanadi.

4.23-Misol. x3 + 5x% — 2x — 5 = 0 tenglamaning birorta hagiqgiy
ildizini 0,0001 aniqlikda toping.

» Ko‘phadning x =-1 va x =0 nuqtalardagi giymatlarini
hisoblaymiz:

f(-1) =1vaf(0) = -5
demak tenglamaning ildizi [—1,0] oraligda mavjud ekan. Hosilalarini
topamiz:
fl(x) =3x2+10x—2, f"(x) =6x + 10.

Birinchi tartibli hosila [—1, 0] kesmada manfiy ishorali giymat, ikkinchi
taribli hosila esa musbat ishorali qiymat gabul qiladi (ya’ni 4.33-rasmda 3)
hol). |f'(x)| ifodaning bu kesmadagi eng kichik giymati m = |f'(0)| = 2
va |f"'(x)| ifodaning [—1, 0] kesmadagi eng katta gqiymati M = |f"'(0)| =
10 bo‘ladi.

Demak b, sifatida kesmaning chak chegarasini olamiz (birinchi va
iIkkinchi tartibli hosilalarning ishoralari har xil).

., fby) o f(=1)
b, = by 0 1 e 0,88889
F(by) = 0,026063, f'(b,) = —8,51852
£ (b))l 0,026063

|b; — &| < - > = 0,013032
f(boy) £(—0,88889)
b, = by — = —0,88889 — — 0,88583
277 fr(by) ’ f'(—0,88889)

f(b,) =0,000022,f'(b;) = —8,50421
|f(by,)| 0,000022
b, —&| < —
by = ¢ < — >
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Talab qilingan aniqglikka erishildi. Shuning uchun b, == —0,88889
giymatni berilgan tenglamaning 0,0001 aniglikdagi taqribiy yechimi deb
gabul gilish mumkin. <
Nazorat savollari
1. Qanday shart bajarilganda funksiya oraliqda o‘suvchi bo‘ladi?
2. Qanday shart bajarilganda funksiya oraligda kamayuvchi bo‘ladi?
3. Lokal maksimum va lokal minimum nugtalar deb ganday nugtalarga
aytiladi?
4. Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti nimadan iborat?
5. Qanday nugtalar funksiyaning krtik nugtalari deb ataladi?
4. Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti nimadan iborat?
7. Qachon funksiya oraligda gavariq deyiladi?
8. Qachon funksiya oraligda botiq deyiladi?
9. Qavariglik va botiglikning yetarli sharti nimadan iborat?
10. Qanday nugtalarga buralish nuqgtasi deyiladi?
11. Egri chizigning asimptotasi nima?
12. Asimptotaning ganday turlari mavjud?
13. Tenglamani tagribiy yechish deganda nimani tushunasiz?
14. Tenglamani tagribiy yechishning ganday usullarini bilasiz?
Mashqlar.

Funksiyaning grafigini yasang:
l.y=x3-3x—-9x+1. 2.y=xe* 3.y=x3+6x?—15x+1.
4.y =x3—-9x2+15x—3.5.y=x—x3.6. y =x3 +3x%2 —9x — 2.

x?—1 x?+1 x3 —4

7.y=x, 8.y=x, 9.y=x2

Funksiyaning berilgan E kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatini toping:
10.y=4—x—4/x* E=[1,4].11.y =x*—2x*+5,E = [-2,2].
12.y = x + 2v/x,E = [0.4]. 13. y = V100 — x2,E = [-6,8].

Tenglamaning birorta ildizini vatarlar va urinmalar usuli bilan 0,01
aniqlikda toping:
14. x3 —6x2 +11x —2=10. 15.3x3 + 4x2 + 7x — 6 = 0.

Javoblar.

10 M=1m=-1.11. M=13,m=4. 12 M=8.m=0. 13. M =
10,m = 4.
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V BOB. ANIQMAS INTEGRAL
5.1. Boshlang‘ch funksiya tushunchasi

Agar moddiy nuqgta to‘g‘ri chizigli harakatining v = v(t) tezligi
ma’lum bo‘lsa, uning harakati gonunini topish masalasi, moddiy nugta
to‘g‘ri chizigli harakatining ma’lum s = s(t) gonunidan uning tezligini
topish masalasiga teskari masala bo‘ladi. Moddiy nugtaning v = v(t)
tezligi uning harakat qonunidan hosila olib topilishi tufayli, tezlik ma’lum
bo‘lganda material nugtaning harakat qonuni s'(t) = v tenglikni
ganoatlantirishi tabiiy.

5.1-Ta’rif. Agar chekli yoki cheksiz (a;b) oraligning barcha
nuqgtalarida F (x) funksiya differensiallanuvchi va uning hosilasi uchun bu
nugtalarda F'(x) = f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, F(x) funksiya (a;b)
oraligqda f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deb ataladi.

5.1-Misol.  F(x) =x3 funksiya f(x)=3x? funksiyaning
boshlang‘ichi bo‘ladi, chunki ixtiyoriy x nugtada (x3)" = 3x? tenglik
o‘rinli. «

5.2-Misol. Ixtiyoriy x € [—1;1] nugtalarda (arcsinx)’ =ﬁ
—X

tenglik o‘rinli  bo‘lganligi uchun, F(x) = arcsinx funksiya [—1;1]

kesmada f(x) = \/%
—X

5.1-Teorema. Agar biror (a; b) oraligda F; (x) va F,(x) funksiyalar
f(x) funksiyaning boshlang‘ichlari bo‘lsa, ularning ayirmasi birorta
o‘zgarmas songa teng bo‘ladi:

Fi(x) — F,(x) =C, C = const,x € (a;b).

» Ixtiyoriy x € (a;b) uchun F{(x) = f(x) va F,(x) = f(x)
bollsin. U holda  (F{(x) —F(x)) =f(x)—f(x)=0=C"
bo‘lganligidan ixtiyoriy x € (a; b) uchun F; (x) — F,(x) = C bo‘ladi. «

Mulohaza. Boshlang‘icni topish amali bir giymatli emas va biror
o‘zgarmas qo‘shiluvchi anigligida bajariladi.

5.1-Natija. F(x) funksiya (a; b) oraligda f(x) funksiyaning birorta
boshlang‘ichi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning (a;b) intervaldagi
ixtiyoriy ®(x) boshlang‘ichi ®(x) = F(x) + C tenglik bilan aniglanadi,
bu yerda C —birorta o‘garmas son.

5.2. Anigmas integral va uning xossalari

5.2-Ta’rif. Agar F(x)— funksiya f(x) funksiyaning birorta

boshlang‘ichi bo‘lsa, F(x) + C ifoda f(x) funksiyaning anigmas integrali

funksiyaning boshlang‘ici bo‘ladi.
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deyiladi va u [ f(x)dx orgali belgilanadi: [ f(x)dx = F(x) + C, bu yerda
C ixtiyoriy o‘garmas son.

[ f(x)dx belgilanishda [ — anigmas integral  belgisi,
f(x)dx — integral osti ifoda, f(x)— integral osti funksiya, x esa
integrallash o‘zgaruvchisi deb ataladi.

Funksiyaning anigmas integralini topish amali bu funksiyani
integrallash deb ataladi.

Har ganday funksiyaning ham boshlang‘ichi mavjudmi degan tabiiy
savol tugiladi. Bu savolga ushbu isbotsiz keltiriladigan teorema javob
beradi.

5.2-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu
kesmada f (x) funksiyaning boshlang‘ichi mavjud.

Bu teoremaning isbotini keyingi bobda keltiramiz.

Anigmas integralning xossalari. Anigmas integralning ta’rifidan
kelib chigadigan bir gator xossalarni keltiramiz.

1. Anigmas integralning differensiali integral osti ifodaga, hosilsai esa
integral osti funksiyaga teng:

d(f f(0)dx) = f(x)dx, ([ f)dx)' = f(x).
» Hagigatdan ham
d([ f(x)dx) = d(F(x) + C) = dF(x) + d(C) = F'(x)dx,
(J f(x)dx) = (F(x) +C)' =F'(x) + (€)' = f(x). <

Bu xossa tufayli integrallashning to‘g‘riligi differensiallash bilan

tekshiriladi. Masalan,

[(Bx* +4x +5)dx =x3+2x>+5x+ C
tenglik to‘g‘ri, chunki (x3+ 2x%2+5x+C)' =3x%+4x+5 tenglik
o‘rinli.

2. Biror funksiya differensialining anigmas integrali, shu funksiya
bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yig‘indisiga teng:

[dF(x) =F(x) +C.

» Hagigatdan ham,

[dF(x) = [F'(x)dx = [ f(x)dx = F(x) + C. <

3. O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqariga chigarish
mumeKin:

[Af(x)dx = A- [ f(x)dx, A# 0—o‘zgarmas.

» Hagigatdan ham,

(fAf(0)dx)" = Af (x) = A(f f(x)dx)"
Demak, [Af(x)dx =A- [ f(x)dx. <
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4. Chekli sondagi uzluksiz funksiyalar algebraik yig‘indisining
anigmas integrali, shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik
yig‘indisiga teng:

JF () £ g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

» Hagigatdan ham, 2-xossadan foydalanib

JFE) £g())dx) = fx) £ g(x) = (J f)dx)' £
([ g(x)dx)’
tenglikni  hosil gilamiz. Demak, [(f(x) £+ g(x))dx = [ f(x)dx +
[g(x)dx. <«

5. Agar [f(x)dx=Fx)+C va u=¢@(x)— uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, [ f(uw)du = F(u) + C bo‘ladi.

» x —erkin o‘zgaruvchi, f(x) —uzluksiz funksiya va F(x) —uning
boshlang‘ichi bo‘lsin. U holda [ f(x)dx = F(x) + C bo‘ladi. u = ¢(x)
deb olamiz, bu yerda ¢(x) — uzluksiz differensiallanuvchi funksiya.
F(u) = F(p(x)) murakkab funksiyani qaraymiz. Funksiya birinchi
differensial formasining (3.50) invariantlik xossasiga ko‘ra dF(u) =
F'(u)du = f(u)du va bu tenglikni 1-xossani inobatga olib integrallasak
[fwdu= [d(Fu) =F(u)+C.<

Shunday qilib, anigmas integralning formulasi integrallash
o‘zgaruvchisi erkinmi  yoki uning uzluksiz differensiallanuvchi
funksiyasimi, bunga fargsiz ravishda o‘rinli bo‘lar ekan.

Masalan, [3x%dx = x>+ C formuladan, x o‘zgaruvchini u (u =
@(x)) o‘zgaruvchiga almashtirib [ 3u?du = u3 + C tenglikni haosil
gilamiz. Xususiy holda

[3sin?xd(sinx) =sin*x + C, [3tg®xd(tgx) = tg>x + C,

[3In?xd(nx) =In*x+C
tengliklarni hosil gilamiz.

5.3-Misol. [(6x? + 4x — 7)dx integralni toping.

» [(6x? +4x—7)dx—6fx2dx+4fxdx—7fdx—

—6?+C1 47+Cz—7x+C3—2x +2x%2 —7x + C,

buyerdaC =C; + C, + C5. 4

Asosiy integrallar jadvali. Integrallash amali differensiallash
amaliga teskari amal bo‘lganligi uchun, asosiy elementar funksiyalarning
hosilalari jadvalidan kelib chiggan holda asosiy integrallar jadvalini tuzish
mumkin. Ularning to‘g‘riligini differensiallash bilan oson tekshirish
mumkin.
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1. fx“dx=&+1+C(a¢—1) (Jdx = x + C);
a+1 ’
2. —=ln|x|+C'
3. fa""‘dx—l LM+C
ix Ina
4, feaxdx=a' e + C;
5. fsinaxdx=—%-cosax+€;
6. fcosaxdx=%-sinax+€;
5. ftgaxdx=—%-ln|cosax|+€;
8. fctgaxdx=%-ln|sinax|+€;
1 1 )
9. fcoszlaxdx—a-;cgax+6,
10. > dx=——-ctgax+C;
Slrl ax
1
11. fsmaxdx alln|tg
7-[ .
12. fcosaxdx a lnlt ( +Z)|1+ ¢
13. fm x=arcsma+C;m
14 dx =In|x + Vx2 + a| + C;
x2+4a
1 1 x
15. fa,2—+x2d = —arctg> + C;
1 a+x .
16. fmdx—z—lnax +C,
2
15. [Va? — x? dx=5\/a —x2+a7arcsin§+ C:
18. [Vx? +adx =5VxZ +a+35n|x +Vx? +a| + C;
19. fshaxdx=%-chax+C;
20. fchaxdx=%-shax+C'
21. [ hz dx—— thax + C;
C ax
22. | 21 dx=—1-cthax+C.
a

Natijada quyidagi jadvalni hosil gilamiz:

sh” ax
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Yuqorida keltirilgan formulalarning hagqoniyligini differensiallab
tekshirib ko‘rish mumkinligini yana bir marotaba ta’kidlaymiz. Bu
tengliklar o‘ng tomonining hosilasi integral osti funksiyaga teng bo‘ladi.

Elementar funksiyalarni differensiallash har doim elementar
funksiyalarga olib kelishini ko‘rgan edik. Ammo bu xususiyat integrallash
amalida mavjud emas, ya’ni shunday elementar funksiyalar mavjudki,
ularning anigmas integrallarini elemetar funksiyalarning chekli sondagi
arifmetik amallari va superpozitsiyalari orqgali ifodalab bo‘lmaydi. Masalan,
quyidagi integrallarni elementar funksiyalar orgali ifodalab bo‘Imasligi
isbotlangan:

[ e *dx; (Puasson integrali),
[ sinx?dx, [ cosx?dx; (Frenel integrali),
fﬁdx; (integral logarifm), 0 < x # 1,
fs"i%dx; (integral sinus), x # 0,
fcojxdx. (integral kosinus), x # 0.

5.3. Integrallashning asosiy usullari
Asosiy  formulalardan  foydalanib  integrallsh  (jadvalli
integrallash). Eng oddiy holda berilgan integral yugorida keltirilgan
formulalarning xususiy holi sifatida tasvirlangan bo‘ladi va integralni topish
mos formulani go‘llashga keltiriladi.

5.4-Misol. [ ¥x2dx integralni toping.

2
» /x2 = x3 bo‘lganligi uchun integrallar jadvalining 1-formulasini
a = 2/3 hol uchun go‘llaymiz:
2

x§+1

%+1

5.5-Misol. [ 3*dx integralni toping.

» Integrallar jadvalining 3-formulasini a = 3,a =1 hol uchun
X

: iz [ 3%y = S_
go‘llaymiz: [ 3 dx =15+C. <
X

. d
5.6-Misol. [ Toia?
» Integrallar jadvalining 15-formulasini a = 4 hol uchun go‘llaymiz:

dx 1 X
f16+x2 = zarctg7 + C. <

] dx . ) )
5.7-Misol. | =—— integralni toping.
/ 3= integ ping

2
[VxZdx = [ x3dx = +C=%x

integralni toping.
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Zx _ Lo L_ 1 x_é tenglikni va integrallar
x5 x5

jadvalining  1-formulasini a =-1/3 hol uchun va o‘zgarmas
ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqariga chigarish mumkinligi

hagidagi xossani qo‘llaymiz:

1 2 _1 1 x3 3 3
f% f3_\/§x sdx = Sfx3dx—\/_2+C—2%/§\/ﬁ+C.<
Integral osti funksiyani aynan almashtlrlb integrallash. Bu usul
guyidagidan iborat: integral osti funksiyaning aynan almashtirishlaridan va
integralning xossalaridan foydalanib, dastlabki integral jadval integraliga
(yoki jadval integrallarning chizigli kombinatsiyasiga) keltiriladi.
5.8-misol. [(10x* — 12x3 + 3x? — 4x + 5)dx integralni toping.
» [(10x* — 12x3 + 3x% — 4x + 5)dx = [ 10x*dx — [ 12x3dx +
+ [ 3x2%dx — [ 4xdx + [ 5dx = 10 [ x*dx — 12 [ x3dx +

5 x° x* x3
+3 [x%dx —4 [xdx+5[dx =10 T —12- -+3-

» Bu yerda

2

3

2
—4 - x—+5x+C=2x5—3x4+x3—2x2+5x+C.4

2
5.9-Misol. [ —dx integralni toping.
JE _xx2+1dx=f(x —x3 4+ x7%)dx = [x*dx — [ x3dx +
5 4
+ [x7%dx = %—%—%+C. <

5.10-Misol. [(vx — i/?)zdx integralni toping.

> [(Vx — ?{/g)zdx=f(x—2\/§i/§+ Vx2)dx =

=f(x—2x§+x§)dx=fxdx—2fx§dx+fx§dx=
1, 12 X 32

==:x"— —-x6 + —x3+C<
2 11
5.11-Misol. f dx integralni toping.
X246 g o xPHA2 2 B
>/ x2+4 B f Zia YT f(1+ x2+4)dx_
X
=[dx+2 | x2+4—x+arctg§+C.<
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O¢zgaruvchilarni almashtirib integrallash (yoki o‘rniga go‘yish

usuli).

5.3-Teorema. x = ¢@(t) funksiya biror (a; ) oraligda aniglangan va
differensiallanuvchi va (a; b) uning giymatlar sohasi bo‘lib, f(x) funksiya
bu oraliqda aniglangan bo‘Isin. U holda, agar f (x) funksiya (a; b) oraligda
boshlang‘ichga ega bo‘lsa,

Jf)Ax|x=p(y = [ flo®)]p’ (®)dt (5.1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» F(x) funksiya f(x) funksiyaning (a; b) oraligdagi boshlang‘ichi
bo‘lsin. (a; B) oraligda F[¢(t)] murakkab funksiyani garaymiz. F'(x) =
f(x) ekanligini inobatga olsak, murakkab funksiyani differensiallash
qoidasiga ko‘ra

(Flo®D" = Ele®]e'(t) = flo®]e'(¢),
ya'ni fle(t)]e’(t) funksiya (a; B) oraligda F[¢(t)] boshlang‘ichga ega

bo‘ladi va demak
| flo®]e' ®)dt = Flp®)] + C

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda Flo(t)] + C = (F(x) + O)|x=¢) =
[ f(x)dx| x=¢(r) €kanligini e’tiborga olsak (5.1) formulani hosil gilamiz. <

[ f(x)dx integralni topish uchun (5.1) tenglikning o‘ng tomonidagi
integral topilgandan so‘ng, integrallashning yangi t o‘zgruvchisidan
dastlabki x o‘zgauvchiga gaytish kerak.

Ba’zan yangi integrallsh o‘zgaruvchisini t = ¢(x) Kko‘rinishda
kiritgan magsadga muvofiq bo‘ladi, u holda [ f(@(x))e’'(x)dx =
[ f(t)dt, buyerda t = @(x) deb garash kerak.

X
5.12-Misol. [ e5dx integralni toping.
» x = 4t deb olamiz, u holda dx = 4dt bo‘ladi. Demak,

X X
[e5dx =5 [etdt =5et + C =5e5 + C. <
5.13-Misol. [ x(x + 2)*°%dx integralni toping.
» x =t — 2 deb olamiz, u holda dx = dt. Bularni berilgan integralga
go‘yamiz:
[x(x+2)1%%gx = [(t —2)t1%%Jt = [ ¢t1%0dt — 2 [ ¢190d¢t =
+102 +101 x4+2)102 20342101

=Tz 2701t C= ~102 " 101 TC <

: evx . L
5.14-Misol. fﬁ dx integralni toping.

» x = t2 deb yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. U holda vx = t,dx =
2tdt bo‘ladi. Ularni berilgan integralga qo‘yamiz:
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VE t
f%dxzf%zmtzzfetdt=2et+6=2eﬁ+c. <
3

5.15-Misol. flnTxdx integralni toping.

» t =Inx deb yangi o‘zgaruvchi kiritamiz, u holda dt =%dx
bo‘ladi. Berilgan integralda dastlab aynan alamshtirish bajaramiz va so‘ngra
yangi o‘zgaruvchi Kiritamiz:

3
In" x
1=

dx = [In3x - %dx=ft3dt= %t4+C= %ln4x+C. <
Bo‘laklab integrallsh.

5.4-Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar biror (a; b) oraligda

uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, ixtiyoriy x € (a; b) nuqgta uchun
[u(x)dv(x) = u(x)v(x) — [ v(x)du(x) (5.2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» Teorema shartiga ko‘ra integral osti funksiyalar uzluksiz, shuning
uchun 5.2-Teoremaga ko‘ra ular boshlang‘ichga ega va (5.2) tenglikga
Kirgan anigmas integrallar mavjud. x argumentning belgilanishini
yozmasdan, ko‘paytmani differensiallash qoidasiga ko‘ra

d(uv) = udv + vdu
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini integrallaymiz.
Bunda anigmas integralning 4-xossasidan foydalanamiz:
[d(uv) = [udv + [ vdu.
Bu yerda anigmas integralning 2-xossasidan foydalanib:
wv = [udv + [ vdu

tenglikga ega bo‘lamiz va bu yerdan (5.2) bolaklab integrallash
formulasini hosil gilamiz. Bu formulada differensial bir funksiyadan boshga
funksiyaga o‘tkaziladi. Bunday o‘tkazish ko‘pincha boshlang‘ichni topishni
ancha yengillashtiradi. <

1. Agar integral osti funksiya darajasi m = 0 bo‘lgan B,,(x) ko‘phad
bilan sin ax, cos ax, e** funksiyalardan birining ko‘paytmasidan iborat
bo‘lsa, u(x) = B,,(x) deb olish kerak.

5.16-Misol. [ x e*dx integralni toping.

» Bu yerda u = x va dv = e*dx deb olamiz. U holda du = dx va
v = e”* bo‘ladi. Ularni (5.2) formulaga qo‘yib integrallashni bajaramiz:

[xe*dx = xe* — [ e*dx.
O‘ng tomonda jadval integralni hosil gildik. Uni jadvaldan topib
[xe*dx = xe* —e* +C

yoki
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[xeXdx=e*(x—1)+C
javobni hosil gilamiz. Masalani yechishni boshgacha
[xe*dx = [xd(e¥) = xe* — [e¥dx =xeX* —e*+(C =e*(x— 1)+
C
ko‘rinishda ham yozish mumkin. Yozishning bunday usulini quyidagi
misolda ham go‘llaymiz:

2. Agar integral osti funksiya teskari trigonometrik funksiyalar (arcsin x,
arccosx , arctgx , arcctgx ) yoki Inx logarifmik funksiya bilan
B, (x),m = 0 ko‘phad ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa dv(x) = B, (x)dx
deb olish kerak.

5.16-Misol. [ x% In x dx integralni toping.

2 _ WO _
> [x*Inxdx = [Inxd| T )=Inx-Z - [Zd(nx) =

x3 x3dx _ x3 1. 5 x3 x
=T Ix-[F==F Inx—3[x?dx =% Inx -5 +C. <

Ayrim integrallarni topishda bo‘laklab integrallashni bir necha marta
go‘llash qulay bo‘ladi.

5.17-Misol. [ x?% cos x dx integralni toping.

» [ x%?cosxdx = [ x?d(sinx) = x?sinx — [ 2xsinx dx =
= x%sinx + [ 2xd(cosx) = x?sinx + 2x cosx — [ cosx 2dx =
= x?sinx + 2xcosx — 2sinx + C = (x?> — 2)sinx + 2x cosx + C. <

Keyingi misolda bo‘laklab integrallashni qo‘llasning yana bir usulini
keltiramiz.

5.18-Misol. [ Vx2 + adx integralni toping.

» [Vx2 +adx =Vx2+ax— [xd(Vx2 + a) = xVx2 + a —

2 24 g
—fx\/%=xVx2+ — [ XAX _ xT _fx+a Ldx =
e Jx2+a x2+a
=xVx?+a— [Vx?+adx+ [ adx

,/x2+0(.
Shunday qilib,

[Vx?2 +adx =xVx?+a— [Vx?+adx + | adx

‘/x2+0c

Bundan esa
2[Vx?+adx=xVx?+a+ [ adx

,/x2+a
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[Vx? + adx =%(x\/x2 +a+ | adx ).
Jx2+a
Tenglikning o‘ng tomonidagi integral jadval integrali. Uni bu tenglikga
go‘yib
[Vx? + adx =%(x\/x2 +a+aln|x+Vx2+al)+C
qidirilgan integralni topdik. <
5.4. Ratsional kasrlarni integrallash

Ratsional funksiya tushunchasi. n — darajali Q, (x) = agx™ +
ax" 1 +--+a,_ ;x+a, ko‘phadni sodda ratsional funksiya deb
ataymiz. Agar bu yerda a, = 1 bo‘lsa, Q,(x) keltirilgan ko ‘phad deb
ataladi.

Agar Q,,(b) = 0 tenglik o°rinli bo‘lsa, b soni Q, (x) ko ‘phadning
ildizi deb ataladi.

Ikkita ko‘phadning nisbatini kasriy- ratsional funksiya (yoki ratsional
kasr) deb ataymiz. Agar ratsional kasr suratidagi ko‘phad darajasi
maxrajdagi ko‘phad darajasidan kichik bo‘lsa, u to ‘g ri ratsional kasr, aks
holda, ya’ni suratdagi ko‘phad darajasi maxrajdagi ko‘phad darajasidan
kichik bo‘lmasa, u noto ‘g ri ratsional kasr deb ataladi.
4x-1 5 x*—4x3+3x-9

5.19-Misol. = T T3 2 -to“g‘ri ratsional kasrlar;
x“+3 x x°-7x*+6x—-1
x3-5x2+6x+4 x%-7x-8 . _
) -noto“gri ratsional kasrlar.
5x—1 x+1

Sodda ratsional va kasriy- ratsional funksiyalar birgalikda ratsional
funksiyalarni  tashkil qiladi. Boshgacha qilib aytganda qiymati
hisoblanayotganda erkin o‘zgaruvchi x ustida fagat arifmetik amallar
(go°shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajariladigan funksiyalarga
ratsional funksiya (yoki ifoda) deb ataymiz. x o‘zgaruvchining ratsional
ifodasini R(x) orgali belgilaymiz.

B, (uq,uy, ..., uy)
Qn(ul;uz; ;uk)
ko‘rinishdagi funksiyalarga uy,u,,...,u; o‘zgaruvchilarning ratsional
funksiyasi deb ataymiz, bu yerda B, va Q, erkin ug,u,,..,u
o‘zgaruvchilarning darajalari mos ravishda m va n bo‘lgan ko‘phadlari.
Masalan, x va y o‘zgaruvchilarning ikkinchi darajali ko‘phadi

P,(x,y) = Ago + Arox + Ag1y + Azex? + Ay xy + Agpy?
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda Ay, A10, 401, A20, A11, Aoz —haqgiqiy sonlar
bo‘lib, bunda A3, + A%, + A%, # 0.

R(uq, uy, ..., uy) =
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: _ x3—x%y+y?
5.20-Misol. flx,y) = B
o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki u uchinchi darajali
P;(x,y) = x> — x*y + y? ko‘phad bilan to‘rtinchi darajali Q,(x,y) =
x? — xy3 +y — 1 ko‘phadning nisbatidan iborat. <

Uy, Uy, ..., U, o°zgaruvchilar o‘z navbatida x o‘zgaruvchining
funksiyalari bo‘lsa:

Uy = f1(x), uz = f2(x), ..., U = fir(x),

u holda R[fi(x), f2(x),.., fir(x)] funksiya f;(x), fo(x), ..., fie (x)
funksiyalarning ratsional funksiyasi deb ataladi.

5.1-Tasdiq. Har ganday noto‘g‘ri ratsional kasrni (suratni maxrajga
bevosita bo‘lish orgali) uning butun gismi bilan to‘g‘ri ratsional kasrning
yig‘indisi ko‘rinishda ifodalash mumkin.

x°—6x*+3x3+4x%+2x-1

5.21-Misol. P txtg kasrni garaymiz.

» x°—6x*+3x3+4x2+2x—1 ko‘phadni x3—6x+8
ko‘phadga bo‘lamiz:

funksiya x va vy

X —m:+&x+4x+2x—1‘x—6x+8
x5 — 6x3 + 8x? x2—6x+9
—6x* +9x3 —4x?+2x—1
- —6x* + 36x2 — 48x
Shunday qilib, x> — 8x*+48x? +3w>—+H2x — 1 ko‘phadni x3 — 6x + 8

ko phadga bo‘lish natijasida  — 54x + 72
x> —6x* + 3x + 4x? + 200221+ 104y - 73 —40x% +104x — 73
=x“—6x+9+
—6x+ 8 x3 —6x+8

tenglikka ega bo‘lamiz.
Sodda ratsional kasrlarni integrallash.
5.3-Ta’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi ratsional kasrlar

1 i 2) B 3) Mx+N 2) Mx+N

) x—a' (x—a)¥’ x2+px+q’ (x2+px+q)k
sodda ratsional kasrlar deb ataladi, bu yerda A, B, M, N, p,q — hagiqiy
sonlar, k > 1 —butun son va p? —4q < 0, ya’ni uchinchi va to‘rtinchi
turdagi kasrlar maxrajlaridagi kvadrat uchadning ildizlari qo‘shma
kompleks (mos ravishda oddiy va k karrali) va shuning uchun uchhad hech
bir x € R nuqgtada nolga aylanmaydi.
Dastlabki ikkita sodda ratsional kasrlarni integrallash hech ganday
giyinchilik tug‘dirmaydi:

198



Adx

H—Alnlx—al +C (5.3)
] dek=Bf(x—a) Kd(x —a) =
(x—a)
=B k¥ 1 T ¢= (k—1D)(x—a)k—1 +C. (54)
Bu vyerda integral jadvalning mos ravishda 2 va 1 formulalaridan
foydalanildi.

Uchinchi turdagi kasrning maxrajidagi kvadrat uchhad shaklini
o‘zgartiramiz:
Mx+N Mx+N
2 = 2 2 /4" (5-5)
x“+px+q (x+p/2)“+q—p</4
Shartga ko‘ra maxrajning nollari go‘shma kompleks sonlar, u holda
q — p?/4 > 0 va shuning uchun g — p?/4 = a? deb belgilash kiririshimiz
mumkin, hamda x+p/2=t (x=t—p/2,dx=dt) deb yangi
o‘zgaruvchi kiritamiz. U holda (5.5) tenglikning maxrajini x? + px + q =
t2 + a® ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi va uchinchi turdagi kasrning
integralini
f Mx+N d f Mx+N

dx =

x2+px+q (x+g)2+q—p2/4
M(t—5)+N Mt+N—pM/2
= dt = dt.
N _ =/ t*+a? _ f t*+a?
So‘ngi integralga anigmas integralning chiziglilik xossasini go‘llab,
uni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishda ifodalaymiz:
Mt+N—pM/2 tdt pMY . dt (t +a2)
=M N —
f N tM+a f ( )ft2+a 2 f t*+a?
pf arctga +C.

NMp
M 2 4 g2
+ t+2 l|t |+ —

Bu yerda integrallar Jadvallnlng 2 va 15-formulalaridan foydalandik.
Dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytib, uchinchi tur kasr uchun

Mx+N M g)z _p? ‘
f—x2+px+qu— > In (x+2 +q- 7|+
+ 2N—_Mp rctg x+p/2 +C =

2«/61—292/4a Ja—p?/4

M 2N—M 2
=7ln|x2 +px +q| + P arctg XtP

4q—p* J4q—p?
To‘rtinchi tur kasrning anigmas integralini xuddi shi singari
almashtiramiz:

+C. (5.6)
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T dr= ) oy (N-B) S 5

(x2+px+q) (t2+a2) 2 (t2+a2)
O‘ng tomondai birinchi integralni differensial ostiga t? + a? ifodani kiritib,
integrallar jadvalining 1-formulasidan foydalanib topamiz:

tdt t?+a? 1 _
[ s s e e -
t“+a t +a
1
_ 2 2\—k+1 _
= s e+ C = —+C.

2(k—1)(t*+a?)
Dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytib

tdt 1

(t2+a2)k 2(k—1)(x2+px+q)
tenglikni hosil gilamiz.
(5.7) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralni [, orqali
belgilaymiz va uni quyidagicha almashtiramiz:

B a1 a2dt 1 (tP+a?)-t*
Ik_fz k™ a2) 5 kT a2 Nk
(t +a2) (t +a2) (t +a2)
24t
= f - [ (5.9)
~ a2 G +a2) az (t2+a2)"

(5.9) tenglikning o°ng tomonidagi birinchi integral I, _, integralni beradi,
ikkinchisini esa bo‘laklab integrallaymiz:

u=tdu=dt

t2dt
fz—zkz Jy — tdt B -1 —
(t%+a?) v= (t2+a2)k'v " 2D e
t
= — — f =
2(k—1)(t2+a2)k T 2("" b (t°+a 2) -

t 1

2(k—1)(t%2+a?)k-1 * 2(k-1) i1
Bu ifodani (5.9) tenglikga go‘yib,

t 1
— I,
2a2(k — 1)(t2 + a2)k~1  2a2(k—1) **
tenglikga ega bo‘lamiz. Natijada I, anigmas integralni topish uchun

rekurrent munosabatga kelamiz:

I, = t SR N (5.10)

k— 2(]—
2a%(k—1)(t*+a?) 2a%(k=1)
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Dastlab integrallar jadvalining 15-formulasidan
L= tZitaz = %arctg §+ C
integral topiladi, so‘ngra (5.10) formuladan I, topiladi va uni yana (5.10)
tenglikga go‘yib I topiladi va hokazo qgidirilayotgan I, integral topilgunga
gadar davom ettiriladi.
(5.10) munosabatda x o‘zgaruvchiga va dastlabki parametrlarga
gaytib,

Iy

2x +p 22k — 3)

= + I _

(4 —p)(k — D2 +px + Q1 " (4g —p2)(k—1) “7*
munosabatni yozamiz. Bu so‘ngi munosabatni va (5.8) tenglikni (5.7)
tenglikga qo‘yib, to‘rtinchi tur kasrning integrali uchun

Mx+N M
dx = — +
f (x2+px+q)k 2(k—1)(x2+px+q)k_1
( ’ ) (4q-p2)(k=1)(x2+pr+q)
_ pM 2(2k—-3) dx
+ (N 2 ) (4q_p2)(k_1) f (x2+px+q)k_1 (511)

tenglikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, N —pN/2 + 0 shart bajarilganda to‘rtinchi tur
ratsional kasrning anigmas integrali elementar funksiyalar orgali, aniqrog‘i
to‘g‘ri ratsional kasrlar va arktangens orqgali ifodalanar ekan.

5.22-Misol. [ —2+1
(x2—4x+5)
» Integral ostidagi kasr suratining darajasi maxrajning darajasidan
kichik, shuning uchun bu kasr to‘g‘ri kasr, maxrajdagi kvadrat uchhad
hagigiy ildizlarga ega emas. Bu uchhadni to‘la kvadratga ajratamiz: x? —
4x+5=(x—2)2 +1vax—2=t¢t (u holda x =t + 2,dx = dt) deb
yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. Shunday qilib tengliklarning quyidagi ketma-
ketligini hosil gilamiz:

5 dx integralni toping.

x+1 t+3 t dt
dx = | dt = | dt +3 [ =
(x2—4x+5)2 (1:2+1)2 (t2+1)2 (t2+1)2
1 [t
2(t2+1) (t2+1)2

. : > integralni quyidagicha topamiz:
(t°+1)

J
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[ dt t2+1—t2d . dt t2dt ttdt

= t = — = arctgt — :

(t2+1)2 (t2+1)2 t*+1 (t2+1)2 e f(t2+1)2

So‘ngi integralni bo‘laklab integrallaymiz:
u=-t, du = dt
t-tdt — | gy = tdt =1. 1 | _ t _1fi=

(t2+1)2 (t2+1)2' 2 241 2(t*+1) 27 tR+41
.t 1
=@ Earctgt + C,
u holda

dt (ot 1 _3 ot
f(t2+1)2—arctgt (2(t2+1) 2arctgt) Sarctgt 2(1/L2_|_1)+C

Shunday qilib,

x+1 _ 1 3 __t )\
(x2—4x+5)2 dx = 2(t2+1) + 3 <2 arctgt 2(t2+1)>
9 T 143t 9 oy 3x=5
= Sarctgt 2(t2+1) +C =5 arctg(x — 2) 2(2—4x45) +C. <

To‘g‘ri ratsional kasrni sodda kasrlarga ajratish. B, (x)/
Q,,(x) —to‘g‘ri ratsional kasr, ya’ni B,(x) va Q,(x) darajalari mos
ravishda m va n, hamda m < n bo‘lgan haqigiy koeffisiyentli ko‘phadlar
bo‘lsin. Bu ko‘phadlar umumiy no‘llarga ega emas (boshgacha qilib
aytganda, qaralayotgan to‘g‘ri ratsional kasr qisgarmaydi) deb faraz
gilamiz.

5.5-Teorema. Agar a € R soni Q,(x) ko‘phadningk e N (1 <k <
n) karrali ildizi, ya’ni

Qn(x) — (X - a)an—k(x)r Qn—k(a) *0
bo‘lsa, P, (x)/Q,(x) gisqarmaydigan to‘g‘ri ratsional kasrni

Pn®) _ A P

Qn(x) (X - a)k (X _ a)k_lQn—k(x)
ko‘rinishda rasvirlash mumkin, bu yerda A # 0 va P;(x) —darajasi [l < n —
1 bo‘lgan ko‘phad, ya’ni

(5.12)

Pi(x)

(x — @)1 Qn—i (%)
ratsional kasr to‘g‘ri kasrdan iborat.
» Teoremaning shartiga ko‘ra

Pa(x) Py
00 (X — AFQn ()
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Bu tenglikning o‘ng tomoniga turli ishorali A/(x —a)* (4 € R)
ifodalarni go‘shamiz va shaklini almashtiramiz:

Pm(x) . Pm(x) + A _ A _
Qn(x)  (x—a)*Qui(x) (x—a)* (x—-a)k
_ 4 N P (x) — AQp 1 (x) (5.13)

(x—a)  (x—a)Qni(x)
(5.13) tenglik 0‘ng tomonidagi ikkinchi go*shiluvchining maxrajida darajasi
n bo‘lgan ko‘phad turibdi, suratdagi ko‘phadning darajasi esa n dan kichik,
chunki m <n van—k <n. Demak, bu go‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional
kasrdan iborat ekan.

Teorema shartiga ko‘ra P,,(a) # 0 va Q,,_,(a) # 0, u holda A # 0
haqgiqiy sonni B,(a) — AQ,_x(a) = 0,ya’ni A = BP,(a)/Q,,_x(a) tenglik
o‘rinli bo‘ladigan qilib tanlasak B, (x) — AQ,_x(x) ko‘phad (x —a)
ifodaga bo‘linadi. A haqiqiy son bunday tanlansa, (5.13) tenglikning o‘ng
tomonidagi ikkinchi go‘shiluvchini (x — a) ifodaga gisqgartirib

Pn(x) — AQu_r(x) . Py(x)

(x — a)*Qpn_i(x) (x — @) 1Qp_r (%)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda P;(x) = (B, (x) — AQn_(x))/(x —
a). Bu (5.14) tenglikning o‘ng tomonidagi ratsional kasr haqiqiy
koeffitsiyentli ratsional kasrni (x —a) ifodaga qisqgartirishdan hosil
gilingan, bu yerda a —hagigiy son va shuning uchun u haqiqiy koeffisiyentli
to‘g‘ri kasrdan iborat bo‘ladi. (5.14) tenglikning o‘ng tomonini (5.13)
tenglikga qo‘yib (5.12) tenglikni hosil gilamiz. <

5.1-Mulohaza. (5.14) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘g‘ri ratsional
kasrga k > 1 bo‘lganda 5.5-Teoremani yana gqo‘llab (5.12) tenglik o‘rniga

Pn(x) A A Ays P ()
RORCE TR i v e B )

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda P, (x)/Q,,_x (x) —gisgarmaydigan kasr,
chunki aks holda (5.15) tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga
keltirilgandan so‘ng qgisqaradigan kasrga aylanib qoladi, bu esa teorema
shartiga ziddir. Agar Q,,_; (x) ko‘phad yana boshga haqiqiy nolllarga ega
bo‘lsa, unga yana 5.5-Teoremani go‘llash mumkin. <

5.2-Mulohaza. Agar Q,(x) ko‘phadning a noli kompleks son
bo‘lganda ham (5.12) tenglik o‘rinli bo‘ladi, ammo A soni va P;(x)
ko‘phadning koeffisiyentlari umuman olganda kompleks sonlar bo‘ladi. «

Haqiqiy koeffisiyentli Q,,(x) ko‘phad k karrali z=a + bi (a,b €
R, b # 0) kompleks ildizga ega bo‘lsin. U holda unga gqo‘shma bo‘lgan z =

(5.14)
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a — bi kompleks son ham Q,,(x) ko‘phadning k karrali ildizi bo‘ladi (1.14-
Teorema), ya’ni Q,,(x) ko‘phad
((x = 2)(x — 2))¥ = (x® + px + )"

ko‘phadga bo‘linadi, bu yerda p = —2a va g = a? + b? —hagiqiy sonlar.

5.6-Teorema. Agar z=a+ bi (b +# 0) kompleks son hagiqiy
koeffisiyentli Q,,(x) ko‘phadning k € N (2 < 2k < n) karrali ildizi, ya’'ni

Qn(x) = (x* + px + ) Qi (), x> +px+q=x—-2)(x~—2)

bo‘lib, bunda Q,_,,(z) #0 va Q,_,x(2) #0 bo‘lsa, u holda
gisgarmaydigan to‘g‘ri P, (x)/Q,(x) (Pn(2) # 0, B,(2) # 0) kasrni

B, (x) _ Mx + N N P, (x)_ (5.16)

Qn(x) (X% +px+q@)F (x%+px + @) 1Qn_2x(x)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda M, N € R va ular bir vaqtda nolga
aylanmaydi, P;(x) esa darajasi [ < n — 1 bo‘lgan ko‘phad, ya’ni

Py (x)
(x% + px + @) 1 Qn-2x (%)

nisbat to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat.

» Teorema shartiga ko‘ra

P (%) _ Py (%)

Qn(x)  (x* +px + q)*Qn_zr(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Uning o‘ng tomoniga (Mx + N)/(x? + px + q)*
(M, N € R) ifodani go‘shib, ayiramiz va shakl almashtiramiz:

P (x) P (x) Mx + N Mx + N
Qn(x) ~ (2 + px + Q*Qn_z () ' 2 +px+ @k (X2 +px+q)F
Mx + N Prn(x) — (Mx + N)Qp—25 (x)

G prtF | (AP ) Q) | D
(5.17) tenglik 0‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchining maxrajida darajasi
n bo‘lgan ko‘phad turibdi, suratdagi ko‘phadning darajasi esa n dan kichik,
chunkim <nvan — 2k + 1 < n. Demak, bu go‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional
kasrdan iborat ekan.

M va N hagiqiy sonlarni P,,(x) — (Mx + N)Q,,_, (x) ko‘phad x? +
px + g kvadrat uchhadga bo‘linadigan qilib tanlaymiz. Buning uchun z =
a + bi (b + 0) kompleks son

Pn(x) — (Mx + N)Qp—3(x) = 0
tenglamanining ildizi bo‘lishi yetarli, ya’'ni
P,(a+bi)—(M(a+bi)+ N)Q,_,x(a+bi)=0. (5.18)
U holda z = a + bi kompleks songa go‘shma z = a — bi kompleks son
ham bu tenglamaning ildizi bo‘ladi. Shuning uchun B, (x) — (Mx +
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N)Qp_2,(x) ko‘phad x% + px +q = (x —z)(x — z) kvadrat uchhadga
bo‘linadi. (5.18) tenglikdan
P, (a+ bi)

, (5.19)
Qn—2k(a + bi )
tenglikni hosil gilamiz. (5.19) tenglikning o‘ng tomonida ikkita kompleks
sonning nisbati turibdi va uni biz K + Li kompleks songa teng deb
olishimiz mumkin, bu yerda K va L — birorta haqiqiy sonlar. Demak
M(a+ bi)+ N = K + Li va bu tenglikda hagigiy va mavhum gismlarni
tenglashtirsak, noma’lum M va N koeffisiyentlarga nisbatan Ma + N = K
va Mb = L tenglamalar hosil bo‘ladi. Ularni yechibo M = L/bvaN = K —
aL/b qiymatlarga ega bo‘lamiz. Bunda M va N bir vagtda nolga
aylanmaydi, chunki aks holda B, (a + bi ) = 0 bo‘ladi, bu esa teorema
shartiga ziddir. M va N koeffisiyentlar bunday tanlanganda (5.17)
tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi go‘shiluvchini x? + px + g kvadrat
uchhadga gisqartirib, uni
Prn(x) = (Mx + N)Qp_zr(x) Py (x)

(x% +px + OF Qo (x)  (x2+px + QF1Qn_z (%)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda P,(x) = (Pp(x) — (Mx +
N)Qp_2x(%))/(x* + px + q). Bu (5.20) tenglikning o‘ng tomonidagi kasr
hagigiy koeffisiyentli to‘g‘ri ratsional kasrni x2 + px +q kvadrat
uchhadga qisqartirishdan hosil gilingan va shuning uchun u haqiqiy
koeffisiyentli to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi. (5.20) tenglikni (5.17) tenglikga
go‘yib talab gilingan (5.16) tenglikni hosil gilamiz. <

5.3-Mulohaza. k > 1 bo‘lganda (5.20) tenglikning o‘ng tomoniga
5.6-Teoremani yana qo‘llab, (5.16) tenglik o‘rniga
B, (x) Mx + N M;x + N;
0 G2 ApxtF | G pxt
My 1% + Ny—4 4 Ps(x)
x*+px+q  Qua(x)
tenglikni yozish mumkin, bu yerda P,(x)/Q,—»(x) — qgisqarmaydigan
to‘g‘ri ratsioanal kasr. Agar Q,,_,,(x) ko‘phad yana boshga kompleks
ildizlarga ega bo‘lsa, unga nisbatan 5.6-Teoremani yana qo‘llash mumkin.
5.7-Teorema. Maxraji Q,(x) =
(x —a)) . (x — @) r(x* + prx + q)" . (X + px + q)s (5.22)

M(a+bi)+ N =

(5.20)

+ -+

(5.21)
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P (%)
Qn(x)
usul bilan quyidagi sodda kasrlarning yig‘ndisi ko‘rinishida tasvirlash
mumkin:
Pm(x) _ Al AZ Ak
On(x) x—a; (x—ay)? (x —ap)k
L S
x—a; (x—ay)? (x — az)kr
Cix+ D Cox +D C,x+D
...+21 L 22 2 et 211 lll
x?+pix+q (X% +pix+qp) 1(\/;C +II?\}X+CI1)1
X+
2M1X+N1 + M2x+N2 . n Im Im l (523)
AP (x24p,,x+q,,) (24P x+a,y,)
buyerda A, A, ..., B1, By, ... M, M,, ..., Ny, N,, ... haqiqiy sonlar.

» P,(x)/Q,(x) kasr ratsional funksiya maxrajining (5.22)
yoyilmasidagi  (x —ay)* ...(x — a,)* ko‘paytmaga nisbatan 5.5-
Teoremani va 5.1-Mulohazani qo‘llasak
P (x) . Aq A Ay

ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajraladigan har ganday kasrni yagona

= .|_..._|_—1_|_..._|_
Qn(x) x—ay (x_a1)ZB (x;al)kl 5 pe
X
LB 2y krk_l_*()
x—a; (x—ayz) (x —az)*  Q*(x)

tenglikga ega bo‘lamiz, bu yerda P*(x)/Q*(x) —yana to‘g‘ri ratsional kasr
va P*(x) va Q*"(x) — haqgigiy koeffisiyentli ko‘phadlar bo‘lib, Q*(x)
ko‘phad hagigiy ildizlarga ega emas va u Q*(x) = (x? + pyx +
q)" ... (x? + px + q)'s Ko‘rinishga ega.

P*(x)/Q*(x) to‘g‘ri ratsional kasrga nisbatan 5.6-Teoremani va 5.3-
Mulohazani ketma-ket qo‘llab (5.23) formulaga ega bo‘lamiz. <

Shunday qilib, isbot gilingan teoremaga ko‘ra, har ganday noldan
fargli to‘g‘ri ratsional kasrni sodda ratsional kasrlarning yig ‘indisi
Ko ‘rinishda tasvirlash mumkin.

(5.23) tenglikdagi noma’lum A4, A4,, ..., B1,B5, ... M1, M5, ..., Ny, N>,
... koeffisiyentlar noma’lum koffisiyentlar usuli bilan topiladi. Bu usul
quyidagidan iborat:

1. (5.23) tenglikning o‘ng tomoni umumiy maxrajga Kkeltiriladi,
Pp(x)  S(x)
Qn(x) Qn(x)
koffisiyentlari noma’lum bo‘lgan ko‘phad.

natijada ayniyat hosil bo‘ladi, bu yerda S(x)
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2. Hosil gilingan ayniyatda maxrajlar teng, shuning uchun suratlar ham
aynan teng bo‘ladi, ya’ni

B,(x) =5(x) (5.24)

3. (5.24) ayniyatning ikkala tomonidagi x o‘zgaruvchining bir xil

darajalari oldidagi koffisiyentlarni tenglashtirib, noma’lum A4, A4,,

..,B1,By, ... M{,M,, ...,N;,N,,... koffisiyentlarga nisbatan chizigli

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.va uni yechib noma’lum
koffisiyentlarni topamiz.

5x2—6x+1

5.23-Misol. -2 txt1) kasrni sodda kasrlar yig‘indisi

ko‘rinishida tasvirlang.
»5.7-Teoremaga ko‘ra:
7x*> —6x +5 A N B N Cx +D

(x—2)2(x2+x+1) x—-2 (x—2)2 x2+4+x+1

O‘ng tomonni umumiy maxrajga keltiramiz:

7x%> —6x + 5 B

(x—2)2(x2+x+1)
A =2)(x* +x+ 1)+ B(x* +x + 1) + (Cx + D) (x — 2)?
B (x—2)2(x%?+x+1) '

Bundan
7x> —6x+5=A(x3 + x> +x—2x*>—-2x—-2) +
+B(x2+x+ 1)+ C(x3 —4x% + 4x) + D(x? — 4x + 4),
ya’ni,
7x> —6x+5=UA+C)x3+(—A+B—4C + D)x?* +
+(—A+B+4C—-4D)x + (—2A+ B + 4D).
x3,x2%,x, x° oldidagi koffisiyentlarni tenglashtirib,
0=A+C,
7=—A+B—-4C+ D,
—6=—-A+B+4C —4D,
5=-2A+B+4D
sistemani hosil gilamiz va uni yechib, A=1,B=3,C=-1,D=1
koeffisiyentlarni olamiz. Demak
7x%—6x+5 1 3 —x+1
(x=2)2(x24+x+1) x-2 + (x—2)2 * x2+x+1
Noma’lum koffisiyentlarni topish uchun ba’zan argumentning alohida
giymatlar usuli ham go‘llaniladi. Bunda (5.24) ayniyat hosil gilingandan
so‘ng, koeffisiyentlar soni nechta bo‘lsa, x argumentga shuncha giymat
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berilib, noma’lum koeffisiyentlarga nisbatan sistema hosil qilinadi
(ko‘pincha x argumentga Q,,(x) ko‘phad ildizlarining giymati qo‘yiladi).

Kasriy — ratsional funksiyani integrallash. 5.1-Tasdigga ko‘ra
darajalari mos ravishda m >0 va n >0 bo‘lgan B,(x) va Q,(x)
ko‘phadlarning nisbati shaklida aniglangan har ganday f(x) = B,(x)/
Q,,(x) ratsional kasr funksiyani (agar m = n bo‘lsa) darajasi m —n
bo‘lgan P,,_,, (x) ko‘phad bilan to‘g‘ri ratsional kasrning yig‘indisi shaklida
tasvirlash mumkin. O‘z navbatida bu kasrni sodda ratsional kasrlarga yoyish
mumkin. P,,_,, (x) ko‘phad butun son o‘gida aniglangan va u hech ganday
giyinchiliksiz integrallanadi. Sodda ratsional kasrlarning anigmas
integrallari yugorida alohida bo‘limda garaldi va ular sodda kasriy- ratsional
funksiyalar, logarifmik va arktangens funksiyalar orqali ifodalanadi, ya’ni
Ixtiyoriy ratsional kasrning anigmas integrali elementar funksiyalar orqgali
tasvirlanadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional kasrni integrallash quyidagi
bosgichlardan iborat ekan:

1) ratsional funksiya ko‘phad bilan to‘g‘ri kasriy- ratsional funksiya
yig‘indisi shaklida tasvirlab olinadi;

2) to‘g‘ri ratsional kasr sodda ratsional kasrlarga yoyiladi;

3) ko‘phadning va hosil gilingan sodda ratsional kasrlarning anigmas
integrallari topiladi.

Bu bosgichlarni bir necha misollarda garab chigamiz,

5.24-Misol. [ 6x3—25x2+87x—54

(x—2)°(x2—2x+17)
» Integral osti funksiya to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat va uni sodda
ratsional kasrlarga yoyamiz. (5.23) formulaga ko‘ra
6x3 — 25x% + 87x — 54 A B Cx+D

= + +
(x—2)>(x?=2x+17) x—-2 (x—2)> x?-2x+17

dx integralni toping.

bu yerda A,B,C,D hozircha noma’lum koeffisiyentlar. Dastlab o‘ng
tomonni umumiy maxrajga keltiramiz:
A B Cx+D

+ + =

x—2 (x—2)% x%?2-2x+17
_A(x = 2)(x* = 2x +17) + B(x* — 2x + 17) + (Cx + D) (x — 2)?
B (x —2)2(x2 — 2x + 17) '

O‘ng tomondagi kasr suratidan (5.24) tenglikning S(x) ko‘phadini tuzamiz:
S(x) = Ax3 — 4Ax? + 21Ax — 34A + Bx? — 2Bx + 17B + Cx3 —
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—4Cx?> +4Cx + Dx?> —4Dx +4D = (A+ C)x3 + (—4A+ B —
—4C + D)x* + (214 — 2B + 4C — 4D)x + (—34A + 17B + 4D).

Bu ko‘phadni P;(x) = 6x3 — 25x2 + 87x — 54 ko‘phadga aynan
tenglshtirib (x o‘zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarni
tenglashtirib),

A+C =6,
—4A+ B —4C + D = -25,
21A — 2B +4C — 4D = 87,
—34A+ 17B + 4D = =54
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemani yechib A =3,B =4,C = 3,D = =5
giymatlarni topamiz, shuning uchun integral osti funksiya
6x3 — 25x2% + 87x — 54 3 4 3x — 5

= + +
(x—2)?(x?2—-2x+17) x—-2 (x—2)> x?-2x+17

ko‘rinishda sodda ratsional kasrlarga yoyiladi. Shunday qilib,

6x3—25x2+87x—54 3dx 4dx 3x—5
(x—2)"(x2—-2x+17) X (x—2) x“—2x+17
Birinchi va ikkinchi integrallar osongina integrallanadi:
3dx 3f—_31n|x—2|+c
[ —4f dx ;=4(-5)+C=—5+C
(x—2)° x—2)° X X
Uchinchi mtegralda aynan almashtirishlarni bajarib, so‘gnra integrallaymiz:
[ 3x—5 _ 2(2x 2)— 2 f (2x—2)dx
x2—2x+17 x2—2x+17 2x+17 2 x22x417
dx d(x?— 2x+17) dx
2] Zar T Zf X 2x+17 -2 2442
(x—1D4+4

=—ln|x —2x+17| -2 - arctg—1+C—

1 -1
= zlnlx —2x + 17| —E-arctg T+ C.

Topilgan birinchi, ikkinchi va uchinchi integrallarni yuqoridagi

berilgan integralga go‘yib:
[ 6x3—25x2+87x—54

(x—2)°(x2—2x+17)
_ T Y S WY 2 _1. x1
—-3-l-n|x 2| x_2+21n|x 2x + 17| 5 " arctg=— + C
gidirilayotagan integralni hosil gilamiz. <
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4 3 2_
5.25-Misol. f3x +lox7+29x 319§+3 dx integralni toping.

(x—1)(x2+6x+13)
» Integral osti funksiya to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat va uni sodda
ratsional kasrlarga yoyamiz. (5.23) formulaga ko‘ra
3x* +16x° +29x* —31x +3 _
(x — 1D(x2+6x+13)2
I N Bx +C N Dx + E
T x—1 x24+6x+13 (x2+6x+13)%
bu yerda A,B,C,D, E hozircha noma’lum koeffisiyentlar. Dastlab o‘ng

tomonni umumiy maxrajga keltiramiz:
A Bx+C Dx + E _

x—1+x2+6x+13+(x2+6x+13)2 a
A(x? +6x+13)2+ (Bx+CO)(x — 1D(x?>+ 6x +13) + (Dx + E)(x — 1)
B (x — 1)(x2 + 6x + 13)?2 '
O‘ng tomondagi kasr suratidan (5.24) tenglikning S(x) ko‘phadini tuzamiz:
S(x)=Bx*+ (5B+C)x*+ (A+7B+5C+D)x? +
+(6A—-13B+7C—D+ E)x+ (13A—13C —E)
Bu ko‘phadni P,(x) = 3x* + 16x3 + 29x? — 31x + 3 ko‘phadga aynan
tenglshtirib (x o‘zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarni
tenglashtirib),

(B =3,
5B + C =16,
A+ 7B+ 5C+ D =29,
6A—13B+7C—-D + E = —-31,
\134—-13C—-E =3
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemani yechib A=1,B=3,C =1,D =
2, E = —3 giymatlarni topamiz, shuning uchun integral osti funksiya

3x* 4+ 16x3 + 29x%2 — 31x + 3

(x —1)(x% + 6x +13)2

1 3x +1 2x — 3
_x—1+x2+6x+13+(x2+6x+13)2’
ko‘rinishda sodda ratsional kasrlarga yoyiladi. Shunday qilib,

3x*+16x3+29x%2—31x+3 dx =

(x—l)(x2+6x+13)2
2x—3

dx 3x+1
_ +1 2
Iim+) aream et (+6x+13) dx (5:25)

A
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Birinchi integral osongina topiladi:
[ dx =In|x — 1| + C.

x—1
Ikkinchi integralda aynan almashtirishlarni bajarib, so‘gnra integrallaymiz:
[ 22x+6)=8 | 32046
xZ+6x+13 " x2+6x+13 ~ 29 x246x+13
g _dx f d(x2+6x+13) | _dx+3)
2+6x+13 ~ 2 x2+6x+13 x+3)242%

=%ln|x + 6x + 13| — 4 arctg T+ C.

Uchinchi integralda ham xuddi shunday almashtirishlarni bajarib
integrallaymiz:

_ _ d(x2+6x+13
208 e[ A6 (x*+6x Z?dx—
(x2+6x+13) (x2+6x+13) (x2+6x+13)
dx 1 dx
-9 e ——— . (5.26)
f (x2+6x+13)2 x2+6x+13 f ((X+3)2+4)2

So‘ngi integralda o‘zgaruvchilarni alamshtiramiz va aynan almashtirishlarni
bajaramiZ'

t=x+3| _ dt 1 t2+4—t2d B
2 dt=dx | 7 2, 3% 7/ 2.2 4T
((x+3) +4) (t +4) (t*+4)
1 t 1 t?
= —f f = —arctg=— - [ ——dt (5.27)
* t2+ 4 G +4) 8 2 4 (¢ +4)2
So‘ngi integralni bo‘laklab integrallaymiz:
. . u=-t, du = dt
t 1, t2tdt
I 2 70t =3 2 2 |V thtz'vz_ 21 -
(t +4) (t +4) (t2+4) t"+4
__ _ t 1
= Z(t +4) Zf Ty + arctg2 + C.

Topilgan integrallarni (5.27) tenglikga qo‘yamiz:

dx 1 t 1 t 1 t
| Grmeae — 8483~ z<— 2(Pra)  ATEZT C) =
1 . t N t N
= —arc ———
167 82 T8tz + 4)
Bu yerda dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytamiz:
dx 1 x+3 x+3

= arctg +
(e +3)2+4)° 2 8(x?+6x+13)

16 + C
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va bu integralni (5.26) tenglikga go‘yib uni ixchamlasak (5.25) tenglikdagi
uchinchi integralni topgan bo‘lamiz:

2x—3 1
zdx = — 2~
(¥2+6x+13) (x2+6x+13)
9(1 tx+3+ x+3 >+C—
160 %72 T8(x%+6x+13) -
_ 9x + 35 9 . x+3 o
T B2+ 6x+13) 16087 '

Shunday qilib gidirilayotgan integral
3x*+16x3+29x2—31x+3

(x—l)(x2+6x+13)2

dx = In|x — 1] +%ln|x2 + 6x + 13| —

x+3 9x+35 9 x+3
_4 — _— _— =
arctg — 3 (x2+ oxtl 3) parctg——+ C
_ 3 2 73 x+3 9x+35
= In|x 1|+21n|x + 6x + 13| Tgarctg— 8(x2+6x+13)+C

logarifmik, arctangens va ratsional kasr funksiyaning algebraik
yig‘indisidan iborat bo‘lar ekan. <

5.5. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
Sinus va kosinuslarning ke‘paytmasini integrallash. m va n butun
nomanfiy bo‘lganda
[ sin™ x cos™ x dx
ko‘rinishdagi integeralni garaymiz.
Dastlab darajalardan birortasi tog son deb faraz gilamiz. Masalan, n =
2k + 1, ya’ni integral
[ sin™ x cos?k*1 x dx
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu holda t = sinx deb olib, bundan cos?x =1 —
sinfx =1—t? va dt = cosxdx tengliklarni hosil gilamiz. Shuning
uchun garalayotgan integral
[ sin™ x cos?**1 x dx = [ sin™ x cos?
= [t™(1 — t?)*dt
ko‘phadning integraliga aylandi va uning elementar funksiyalar orgali
ifodalanilishi ravshan. Demak dastlabki integral ham elementar
boshlang‘ichga ega bo‘ladi.
Agar ikkala daraja ham juft, masalan, m = 2k va n = 2l bo‘lsa,
integral ostidagi ifodaning darajasini ikki baravarga pasaytirish mumkin.
Hagigatdan ham,

Kxcosxdx =
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. 1—cos?2 1 2
sin? x = %, cos? x = w (5.28)

tengliklardan, berilgan integralni

1—cos 2x\* / 1+cos 2x\*
f( 2 ) ( 2 )dx

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Endi qavslarni ochib, kosinus
darajalarining integrallarini hosil gilamiz. Darajalari togq bo‘lgan hadlar
yuqorida keltirilgan usul bilan integrallanadi. Juft darajali hadlarda
darajalarni yana ikki marta pasaytirish mumkin va hokazo. Bu jarayonni
davom ettirib, oxirida integral elementar funksiyalar orgali ifodalanadi.
Shunday qilib, sinus va kosinus ko‘paytmalarining integrali elementar
funksiyalar orqali ifodalanar ekan.
5.26-Misol. [ sin3 x cos* x dx integralni topamiz.
»t = cosx vadt = —sinx dx deb yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz.
U holda
[ sin® x cos* x dx = [ sin? x cos* x sinx dx =
= [(1 — cos?x) cos* xsinxdx = — [(1 — t?)t*dt = — [ t*dt +
+ [todt == — %tS + %t7 +C=— %c055x+%cos7x+C. <
5.27-Misol. [ sin® x cos* x dx integralni topamiz.

» (5.28) tengliklardan bu integralni

. 1—cos2x\> (1+cos2x)? 1
fsm6xcos4xdx=f( Cgs x) ( C(Z)S x) dx = 25 [(1 -

—3cos 2x + 3 cos? 2x + cos3 2x)(1 + 2 cos 2x + cos? 2x)dx =
=%f(l—cost—2c0522x+4cos32x+ 5cos* 2x +

+ cos® 2x)dx (5.29)
ko‘rinishda yozib olamiz. Har bir hadning integralini alohida topamiz:

f(l—cost)dx=x—%sin2x+C;
2 [cos?2xdx=2 |

1+cos4x
. 2
: t = sin2x
4 { cos® 2x dx = 2 [ (1 — sin? 2x)2 cos 2x dx = =
[cos®2xdx=2[( 2sm x)2 cos 2x dx dt = 2 eos 2 d

=Zf(l—tz)dt=2t—§t3+C=251n2x—§sin32x+C;

dx=x+%sin4x+C;

2
5 [ cos*2x dx = Sf(w) dx =%f(1+2cos4x+cosz4x)dx =
=%f(1+2cos4x+@)dx =%f(3+4cos4x+cos8x)dx =

5 . 1 . ]
—§(3x+sm4x+§sm8x)+C,
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t =sin2x |_

dt2=2cc152xdx -
243 —4+5 —
~t +5t)+c_

[ cos®2x dx = %f(l — sin? 2x)?2 cos 2x dx =
1 1 1
=§f(1—t2)2dt=§f(1—2t2+t4)dt=§(t

= %(sin 2x — %sin3 2x + %sin5 Zx) +C.
Topilgan integrallarni (5.29) tenglikga go‘yib, ixchamlab berilgan
integralni

. 1 (15 . 1 5 .
fsm6xcos4xdx=3—2(?x+251n2x+551n4x+asm8x—

sin® 2x + 1—10 sin® Zx) + C topamiz. <

Turli argumentli sinus va kosinuslar ko‘paytmasini integrallash.
Bunday funksiyalarni integrallashda

sin ax cos fx = %(sin(a + B)x + sin(a — B)x);
sin ax sin fx = %(cos(a — B)x —cos(a + [)x);

cos ax cos Bx = %(cos( a+ B)x + cos(a — f)x)
formulalardan foydalanish magsadga muvofig bo‘ladi.
5.28-Misol. [ sinx sin%sin%dx integralni toping.
» Integrallashdan oldin integral ostidagi funksiyani

i Cox .o ox 1 X 3x\ . X
Slnxsm—sm—=§ COS——COS— Sin= =

1 ’ } 5x ’ 7 11 3
X X
N —Z(—sm6+sm?+sm?—5m7)
ko‘rinishga keltiramiz. O‘ng tomonni integrallab,
fsinxsinfsinfdx—icos——i 052 — 3 cos X+ S cos X 4 ¢
2 3 2 6 10 6 14 6 22 6

natijani hosil qilamiz. <

Universal trigonometrik alamshtirish. O‘zgaruvchilari sinx va
cos x bo‘lgan ratsional funksiyani R(sin x, cos x) orgali belgilaymiz.
[ R(sinx,cosx)dx ko‘rinishdagi integralni ~ topish  universal
trigonometrik almashtirish deb ataluvchi t = tg(x/2) almashtirish
yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
2tg, 2t 1-tg®5  1—¢2

= ,COSX = = ,
1+tg%s 14t 1+tg%s 1+t

Hagigatdan ham, sinx =

x = 2arctgt,dx = ﬁdt. Shuning uchun

2t 1—t2>
, >dt = [ R*(t)dt,
1+t2" 14t% ) 1+t2 JR(®)
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bu yerda R*(t) —funksiya t o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi.
5.29-misol. [ S?ﬁ integralni toping.

>t = tg% universal trigonometrik almashtirishdan foydalanamiz:
2

fdx_flgfd ——l|t|+C 1n|tg2|+C<

sinx

1+t2
Universal trigonometrik almashtirish ko‘p hisob-kitobni bajarishni

talab etadi, shuning uchun [ R(sinx,cosx)dx integral soddaroq
almashtirish bilan topiladigan bir nechta xususiy hollarni garaymiz.

R(sin x, cos x) funksiyada sin x va cos x argumentlar juft darajalarda
bo‘lsa, tg x = t almashtirish olish qulayrog. U holda x = arctgt va
dt . tg? x t? 11

dx = ,sin? x = = ,CcoSs?x = =
t 1+tg?x  1+t2 1+tg?x  1+t2
va demak
2
t 1 dt
R(sinx,cosx)dx = R( , ) = | R*(t)dt
JR( ) I 14t2" 14t2) 1+ JR®

bu yerda R*(t) —funksiya t argumentning ratsional funksiyasi.

5.30-Misol. [ — dx integralni toping.
. sin“ x+2 sin x cos x—cos? x
2 integral osti funksiya sinx va cosx

§in2 x+2 sinx cos x—cos? x _ N _
funksiyalarga nisbatan juft va shuning uchun tg x = t alamshtirish olamiz.

U holda sinx = ,COSX = .
1+t2 1+t2
Natijada gidirilayotgan integralni
dt
dx 1+t

B jot L 1 B

J1+e2 (1442 1Ht

=7 2 =J 2 =
+2t—1 (t+1)2—(\/§)
1 t+1—/2 1 tgx+1—/2
= In +C = n

22 t+1+2 22 tgx+1+\/§

ko‘rinishda topamiz. <
[ R(sinx) cosxdx ko rinishdagi integrallar. Bu ko‘rinishdagi

integralda sinx = ¢, dt = cos x dx almashtirish olinsa, integral [ R(t)dt
ko‘rinishga keladi.

— :
sin“ x+2 sin x cos x—cos? x
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5.31-Misol. [ 2 dx integralni toping.

4+4sin” x
COS X

» | ———dx =
I A+sin? x dt = cos x dx
sinx

1
=§arctg( > )+C <
[ R(cosx)sinxdx ko rinishdagi integrallar. Bu ko‘rinishdagi

t =sinx dt 1
|=f yrrie —arctg2+C—

integralda cos x = t, dt = — sin x dx almashtirish olinsa, integral [ R(t)dt
ko‘rinishga keladi.
5.32-Misol. f2+ dx integralni toping.
sinx t =cosx
>f 2+cosxdx dt——smxdx| f 2+t =—In|2+t[ +

+C =—In|2+ cosx| + C.«
[ R(tgx)dx ko rinishdagi integrallar. Bu ko‘rinishdagi integralda

tgx =t,x = arctgt,dx = 112 almashtirish olinsa, integral fR(t)—t

ratsional funksiyaning integrali ko‘rinishini oladi.

5.33-Misol. [ — 85 dx integralni toping.

tg x+2tgx+10
» Integral ostidagi kasrda fagat tgx gatnashayapti, shuning uchun
tgx =t deb yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. U holda x = arctgt va dx =
dt/(1 + t?) bo‘ladi. Bularni berilgan integralga go‘yamiz:

85 B 85 dt 85dt
ft 2 dx = [ —= [ 2.1\
g“x+2tgx+10 t“+2t+10 1+t (t*+2t+10)(t"+1)
So‘ngi integraldagi kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
85 At+B Ct+D

(t2+2t+10)(t2+1)_t2+2t+10+ t24+1
_(At+B)(t*+ 1)+ (Ct +D)(t* + 2t +10)
B (t2+2t+10)(t2 + 1) B
At3 + At + Bt? + B + Ct3 + 2Ct? + 10Ct + Dt* + 2Dt + 10D
(t2+2t+10)(t2+ 1)
O‘ng tomondagi kasrning suratini 85 ga tenglashtirib, A,B,C va D
koeffisiyentlarga nisbatan

A+C =0,
B+2C+D =0,
A+10C + 2D =0,
B + 10D = 85
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sistemani hosil gilamiz va uni yechib: A=2,B=-5C=-2,D=9
giymatlarni hosil gilamiz. Shuning uchun

85dt 2t—5 2t+9
dt 5.30
f(t2+2t+10)(t2+1) ft +2t+10 |2 (5:30)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. O‘ng tomondai har bir integralnl alohida topamiz:
[ 2t—5 _ 2 2t+2—7 t—fd(t2+2t+10)—
t2+2dt+1(1) t2+2t+10 t2 +2t+1{)
L = In|t? + 2t + 10| ——arctgi+ C,
(t+1)2+3
2
_ t“+1
[ P e W) ( ) zd—t=—ln|t2+1|+9arctgt+C.
t°+1 t“+1

Topilgan mtegrallarnl (5 30) tenglikga go‘yamiz:

85dt 7 t+1

= In|t? + 2t + 10| — sarctg—— — In|t? + 1| +
f(t2+2t+10)(t2+1) | | —zarctg— | |
+9arctgt + C.

Dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytib, berilgan integralni topamiz:

= 85 dx = In|tg? x + 2tgx + 10| —Zarctgtgx+1—
tg” x+2tgx+10 3 3
—lnltg x+ 1| +9arctg(tgx) + C =
— In tg x+2tgx+10 Zarctgtgx+1+9x+C. <
tg? x+1 3 3

5.6. Irratsional ifodalarni integrallash

Tarkibidagi erkin o‘zgaruvchi x yoki darajasi n € N bo‘lgan B,(x)
ko‘phad radikal (lotincha radix—ildiz so‘zidan olingan) belgisi ostida, ya’ni
kasr darajaga ko‘tarilgan ifodalarga irratsional ifoda deb ataladi. Shunday
gilib, irratsional ifodalarning qiymatini hisoblashda R(x) ratsional
ifodalardan fargli ravishda, arifmetik amallardan boshga yana ildiz
chigarish amali ham bajarilar ekan.

Biz 5.4 da ratsional funksiyalarni integrallash qoidalarini qarab
chigdik. x o‘zgaruvchiga nisbatran irratsional bo‘lgan ayrim ifodalarni
o‘zgaruvchilarni almashtirish hisobiga yangi o°zgaruvchining ratsional
ifodasiga keltirish mumkin bo‘ladi va ularga integrallashning ma’lum
goidalarini go‘llaniladi. Biz quyida bunday alamshtirishlarni garab
chigamiz.

Radikallarning ratsional funksiyalari. Agar R[f;(x), fo(x), ...
., fr(x)] funksiyada f;(x), f2(x), ..., fx(x) funksiyalardan  hech
bo‘lmaganda birortasi irratsional funksiya, ya’ni o‘zgaruvchi radikal belgisi
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ostida bo‘lsa, berilgan funksiya ana shu radikalning ratsional funksiyasi
bo‘ladi.

_ x3—‘/x2+2x+5
5.34-Misol. f(x) =
x2+1+,/x2+2x+5

radikalning ratsional funksiyasi bo‘ladi: f(x) = R(x,Vx2 + 2x + 5). <
Tarkibida kasriy-chizigli funksiyaning radikallari mavjud
funksiyalarni integrallash. Ma’lumki, agar A= ae — bc # 0 bo‘lsa (ax +
b)/(cx + e) nisbat x o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi. Biz ana shu shart
bajarilgan (ax + b)/(cx + e) nisbatning butun darajalari radikallar ostida

bo‘lgan
ri
P <x, (ax + b) . (ax + b) . (ax + b) ) (5.31)
cx +e cx +e cx +e
funksiyani integrallash masalasini garaymiz, bu yerda r; = k;/m;, k; €
Z,m; €N, ya’ni r; (i = 1,1) ratsional son. m € N ana shu r; ratsional
sonlarning umumiy maxraji, ya’ni r; = p;/m, p; € Z, m € N bo‘lIsin,
ax + b

funksiya x va Vx2 +2x +5

1 ri

= tm
cx +e
tenglik bilan yangi t o‘zgaruvchi kiritamiz. U holda
) = et™ — b @) = mt™ 1A (ax + b)ri _mr—pi o € 7
=0 —eem” C(a—ct™?2’'\ex+e) B

t o‘zgaruvchining ratsional funksiyalari bo‘ladi va natijada

(e () () (22
m—1A

m_
=[R (Zt—ct’g’tpl' .., tPL ...,tpl)(mtT)zdt = [R*(t) dt (5.32)
a—c

bu yerda
R = R (etm —b R tpl) mt™ 1A
B a—ctm’ T TV (a — ct™)?
integral osti funksiya t o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi. Shunday qilib,
(5.31) funksiyani integrallash ratsional kasrlarni integrallashga keltirilar

ekan, so‘ngra
. mlax + b
B cx t+e

tenglik orgali dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytiladi.
(5.32) tenglikda c = 0 vae = 1 (a # 0) bo‘lganda hosil bo‘ladigan
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[ R(x,(ax + b)", ..., (ax + b)"i, ..., (ax + b)")dx (5.33)
integral ham va (5.33) integralda a=1 va b =0 Dbo‘lganda hosil
bo‘ladigan

[RCe,x™, ..., x™, ..., x")dx (5.34)
integral ham xuddi shu yo‘l bilan topiladi.
5.35-Misol. [ (xdT)\/_ integralni toping.

» 2 va 3 sonlarning eng kichik umumiy karralisi 6 bo‘lganligi uchun
x =t%debo zgaruvchini alamshtiramiz U holda dx = 6t°>dt va

f(%f;)w_f(fig)t _6ft a _6ft 7o =
= 6fdt—54fm= 6t — 18arctg§+C = 63/x — 18arctg?+
C. <

5.36-Misol. [ x7 dx integralni toping.

3\/x—7+5/(x—7)6

» 2 va 5 sonlarning eng kichik umumiy Kkarralisi 10 bo‘lganligi
uchun x —7 = t1° deb o‘zgaruvchini alamshtiramiz. U holda dx =
10t%dt va

[ =7 _ ft 10t9dt f10t6dt _ Qfd(t7+3) _
3m+5/(x_7)6 3¢°+¢12 t’+3 7 743
10 10
= 71n|t7 +3|+¢C= 71n|(x — 7)1 43| + . «
5.37-Misol. [ dx integralni toping.

2\/x+5+4/(x+5)3

» 2 va 4 sonlarning eng kichik umumiy karralisi 4 bo‘lganligi uchun
x + 5 = t* deb o‘zgaruvchini alamshtiramiz. U holda dx = 4t3dt va

dx 4t°dt
fszJw_ [ores= 4 [dt=4f(1- t_l_—z)dt
=4t —8In|t+2|+C =4Vx+5-8In|Vx + 5+ 2|+ C. <
Vvax? + bx + ¢ ifodaning ratsional funksiyasini trigonometrik
almashtirishlar yordamida integrallash. Ushbu
J R(x,vVax? + bx + c)dx,a,b,c € R,a # 0,b? # 4ac,
integralni garaymiz, bu yerda integral osti funksiya o‘z argumentlarining

ratsional funksiyasidan iborat. Bunday integrallarni elementar funksiyalar
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orgali ifodalash mumkinligini ko‘rsatish uchun dastlab ildiz ostidagi ifodani
to‘la kvadratga ajratamiz:

, , b C b\? 4ac — b2
ax +bx+c=a(x +—x+—)=a <x+—> + —
a a 2a 4q?

va a = b/2a, B?=|(4ac — b?)/4a?| deb belgilashlar kiritib, ildizdan
|a| absolyut giymatni chigarsak, ildiz quyidagi to‘rtta

o+ a)? + B2, \/(x +a)? — B2, /B2 — (x + a)?, /=B2 — (x + a)?
ko‘rinishdan birini oladi. Oxirgi holda ildiz, shu bilan birga integral ham
mavjud emas.

Agar ildiz \/ (x + &) + B2 ko‘rinishda bo‘lsa,

p
= = 5.35
x+a=ptgt, dx cosztdt (5.35)
deb yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz, u holda bu ildiz
p
2 2 — 2 to2 2 —
Vi+a)?+p7 = p2tg?t+ f2 = —

ko‘rinishga keladi, berilgan integral esa
lal
JR(x,Vax? + bx +c)dx = [R (,Btgt — a,‘é;f) Csztalt
trigonometrik ifodalar ratsional funksiyasining integraliga aylanadi.

Agar ildiz \/(x + a)? — B2 ko‘rinishda bo‘lsa,

t
Xx+a= _i, dx = —'B_COZS dt (5.36)
sint Ssin< t
deb yangi t o‘zgaruvchini kiritish, uni

sin? t

2
V(x + a)? — B2 =\/ d — p* = Bctgt
shkalga, berilgan integralni esa

J R(x,Vax? + bx + c)dx = —fR(i—a,\/m,B ctgt)ﬁCOStdt

sint sint
trigonometrik ifodalar ratsional funksiyasining integraliga keltiradi.
Agar idiz \/$2 — (x + a)? ko‘rinishda bo‘lsa,
X+ a=fsint, dx = [costdt (5.37)
deb yangi t o‘zgaruvchini Kiritib, uni
JB? — (x + @) = /B2 — B2sin2t = Bcost
ko‘rinishda yozamiz, mos integralni esa
J R(x,Vax? + bx + c)dx = [R(Bsint — a, B cost)B cos t dt
sinus va kosinuslar ratsional funksiyasining integrali shakliga keltiramiz.
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Shunday qilib, uchala holda ham sinus va kosinuslarga ratsional
bog‘liq funksiyalarning integralini hosil qildik. Demak, bu integrallar

elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.

5.38-Misol. [ dx integralni toping.

(x2+2x+3),/x2+2x+5

» Kvadrat uchhadlarni to‘la kavadratlarga ajratamiz:
dx dx

f(x2+2x+3)‘/x2+2x+5 J ((x+1)2+2) /(x+1)2+4l

Buyerda x + 1 = 2tgt deb yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz. U holda dx =
2dt

cos2t

bo‘ladi va shuning uchun so‘ngi integral
2dt 1 cos tdt _ 1, costdt _

f cos? t(4 tg2 t+2)\/4tg2 t+4 - Ef 2sin? t+cos?t Ef sin?t+1

d(sm t)
= —arct sint) + C
2 f si n t+1 g( )

ko‘rinishni oladi. Endi sin t ifodani x o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz:
tgt x+1 . x+1

11+tg? ¢ 2J1+(x+1)2/4 x2+2x+5
Shunday qilib
x+1
arctg + C. <4
x2+2x+3 / 2+2x+5 Jx2+2x+5

5.39-Misol. [ Ji)dx integralni toping.
—6x— x

» Kvadrat uchhadni to° Ia kvadratga ajratamiz:

2
[=2—L_ (x— 1) dx = [ (x=1) dx.
V7—6x—x? J16-x+3)?

Bu yerda x4+ 3 =4sint deb o‘zgaruvchilarni almashtirsak, dx =
4 cos t dt bo‘ladi va so‘ngi integral

f(431nt 4)24 cos tdt _ 16f(sin2 t—2sint + 1)dt =

sint =

\/16 16sin”t

=16 [ (22— 2sint +1)dt = 16 (3¢ — 2sin2¢ + 2 cost) + C.

ko‘rinishni oladi. sint = (x + 3)/4 bo‘lganligi uchun, t = arcsin(x +
3)/4 va
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\/ x+3\2 V7—6x—x?
cost = 1—( >= )

4 4
_ _ (x +3)V7 — 6x — x2
sin2t = 2sintcost = 3
bo‘ladi. Demak,
2
(x—1) a3 x+3 3T —bx—x% | VT—6x—x?
fmdx = 16| s arcsin= 3 + 5 +
C
va uni ixchamlasak, nihoyat
—1)2 W T — 6 xr— 2
f—(x D) dx = 24arcsinx+3 +(13 V7 —bx—x + C.
V7 —6x—x2 4 2

tenglikni hosil qilamiz. <

Vax? + bx +c¢ ifodaning ratsional funksiyasini Eyler
almashtirishlari yordamida integrallash.

[ R(x,vax2 + bx + c)dx,a,b,c € R,a # 0,b? # 4ac (5.38)
anigmas  integralni  Eyler  almashtirishlari  deb  nomlanuvchi
o‘zgaruvchilarni almashtirish yordamida t o‘zgaruvchining ratsional
funksiyasidan olinadigan integralga keltirish mumkin,

Eylerning birinchi almashtirishi. Agar (5.38) integralda a > 0 bo°‘lsa,

Vax2 +bx+c=4xVa+t (5.39)
deb olamiz. Aniglik uchun +/a oldida plyus ishorasini olamiz va (5.39) ning
ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak,

ax? + bx + ¢ = ax? + 2xtVa + t?
tenglikga ega bo‘lamiz. Bu tenglkdan x va dx differensialni t o‘zgaruvchi

2_ _42 _
orgali x = bt 5 ¢ va dx=2tatH g\/a dt formulalar bilan
—2tva (b—2tVa)
ifodalaymiz. Bundan tashqari
t? —c
ax?+bx+c=xVa+t=—=+a+t.
v b —2t\a

Shunday qilib, (5.38) dagi integral osti funksiya (5.39) almashtirishdan
so‘ng t o‘zgaruvchining R*(t) ratsional funksiyasiga aylanar ekan:

J R(x,Vax? + bx + c)dx =

2 2 2
_ t°—c t°—c —t“Ja+bt—cva ,, .
=2[R (b—zwa'b—zwa\/a + t) 2 b—2t0a) dt = [ R*(t)dt.

Eylerning ikkinchi almashtirishi. Agar (5.35) integralda ¢ > 0 bo‘lsa,
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vax? + bx +c = xt ++/c (5.40)
deb olamiz. Aniglik uchun +/c oldida plyus ishorasini olamiz va (5.40) ning
ikkala tomonini kvadratga ko‘tarsak,

ax?® + bx + ¢ = x?t?> + 2xt\Vc + ¢
tenglik hosil bo‘ladi va undan x va dx differensialni t o‘zgaruvchi orgali

_ 2
ifodalaymiz: x = 222 ya gy = 2 EEZBIHAVE 4y
a—t (a—tz)
Bundan tashqari
2t\c — b
\/ax2+bx+c=xt+\/E=Wt+\/E.

Bu ifodalarni (5.35) ga qo‘yib,
J R(x,Vax? + bx + c)dx =
— — 2 5
_ ZIR(Zt\/EZb’Zt\/Eth +\/E)t N bt+2a\/Edt _ fR*(t)dt
a—t a—t (a—tz)
ratsional funksiyaning integralini hosil gildik.
Eylerning uchinchi almashtirishi. Agar ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad
a, € Rildizlarga ega bo‘lsa,

Vax?+ bx +c=(x —a)t (5.41)

deb olamiz.
ax?+bx+c=a(x —a)(x — p)
Ekanligini inobatga olgan holda, (5.41) tenglikning ikkala tomonini
kvadratga ko‘taramiz:
alx —a)(x — B) = (x — a)?t
Bu tenglikning ikkala tomonini x — « ifodaga qisqartirib, so‘ngra x va dx
differensialni yangi t o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz:

_af — at? f—«a

X > dx = 2at——dt,
a—t t

hamda,

—a
\/ax2+bx+c=a'8 2

Bu ifodalarni (5.38) ga qo‘yish integral osti funksiyani yana t
o‘zgaruvchining ratsional funksiyasiga olib keladi:

JR(x,Vax? + bx + c)dx =
2
=2a[R (aﬁ_azt i t) B~ 4t = [R* (D).

a—t a—t> (a—t?)
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dx

x,/x2+2x—9

»a =1 > 0 bo‘lganligi uchun Eylerning birinchi almashtirishidan

foydalanamiz: vx2 + 2x — 9 = x + t. Bu tenglikning ikkala tomonini
kvadratga ko‘tarsak, x% + 2x — 9 = x2 + 2xt + t? tenglik hosil bo‘ladi.
O‘xshash hadlarni gisqartirib, tenglikni 2x(1 —t) = t? + 9 ko‘rinishda
yozamiz va bundan

5.40-Misol. [ integralni toping.

B t2+9 y _—t2+2t+9dt
*Taa-o YT T2a-0?

tengliklarga ega bo‘lamiz.

t?+9 +t_—t2+2t+9
20—t) 21—t
ekanligini inobatga olgan holda, x va dx differensialni dastlabki integralga
go‘yamiz va natijada

dx 4(—t*+2t+9)(1—t)?
f = f 2 2 dt
X /x2+2x_9 2(1—1:)2(—1: +2t+9)(t +9)
,/x2+2x—9—x
+C

3

VX2 +2x—9=x+t=

dt 2 t 2
=2 75" zarctgz + C = sarctg
qidirilgan integralni topamiz. <

5.41-Misol. [ ——

x1/ 4+4x—x2

»c =4 > 0 bo‘lganligi uchun Eylerning ikkinchi almashtirishidan

foydalanamiz: V4 + 4x — x2 = xt — 2. Bu tenglikning ikkala tomonini
kvadratga ko‘tarsak 4 + 4x — x? = x?t? — 4xt + 4 yoki undan x2(t* +

1) = 4x(1 + ¢t) tenglik hosil bo‘ladi. O‘z navbatida so‘ngi tenglikdan x ni

yangi t o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz: x = 41:(21_:_11:). U holda dx =

integralni toping.

—4(t2 —
A +2t2 D 4t. Bundan tashqari V4 + 4x —x2 = xt — 2 = t4(21+t) -
(t2+1) t"+1
2(t*+2t—1) o
2 = v ekanligini inobatga olgan holda x va dx uchun
tengliklarni dastlabki integralga goyamiz:
—a(242e—1\(£2+1)°
dx (t*+2t—1)(t*+1) dt

1
x| 4+4x—x° 8(t+1)(t2+2t—1)(t2+1)2 27 1+t
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2
Ja+4x—x2+2
—%ln|t+1|+C=—%ln );x +1|l+c¢C

va natijada qidirilgan integralni topdik. € X
5.42-Misol. fzd—
xXVx4—x—6
» lldiz ostidagi kvadrat uchhadning ildizlari x; = -2 va x, = 3,
ya'ni x2 —x —6 = (x + 2)(x — 3) bo‘lganligi uchun Eylerning uchinchi
almashtirishidan foydalanamiz. Vx2 —x — 6 = t(x + 2) tenglik orgali
yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz. Tenglikning ikkala tomonini kvadratga
ko‘taramiz: (x + 2)(x — 3) = t?(x + 2)? va bu yerda dastlab tenglikni
x + 2 ifodaga gisqartirib, so‘ngra x ni t o‘zgaruvchi orgali ifodalaymiz:

integralni toping.

_3+2t7
XTI :
U holda dx = 10 dtva\/xz—x—6—t(x+2)——tz.
(1 t) 1-t

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yib, yangi t o‘zgaruvchi
bo‘yicha integrallaymiz:
10¢(1—t%)(1-t%) ~

2 dt
—_— = =| ——dt=| ——— =
fx\/xz—x—6 (3+2t2)(1—t2)25t f 3+2¢2 f t2+<ﬁ>2

Jx2—
I arctg I t+C = I arctg \/§ xx _l_;
—\ﬁ tg 233 4 ¢
- zwcg3@+a

va qidirilgan integralni topamiz. <«

Binom differensialining integrali. Anigmas integralning 1-xossasiga
ko‘ra integral osti ifoda integral osti funksiya boshlangichining
differensialidan iborat. Agar integral osti funksiya ratsional bo‘lsa, integral
osti ifoda ba’zan ratsional differensial, agar irratsional funksiya bo‘lsa,
irratsional differensial deb ataladi.

x1(a+ bx")Pdx (a # 0,b # 0) ifodani binom differensiali deb
ataymiz. Bu yerda biz g, r va p —ratsional, a va b —hagiqiy sonlar bo‘lgan
hollarni garaymiz. g, va p darajalarga nisbatan uchta holda [ x%(a +
bx")Pdx integral elementar funksiyalar orgali ifodalanadi:
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1) Agar p —butun son bo‘lsa, x = t* deb almashtirish natijasida
binom differensialining integrali ratsional kasrning integraliga aylanadi, bu
yerda s —butun son g, r kasrlar maxrajlarining eng kichik umumiy karralisi;

+1
2) Agar qT nisbat butun son bo‘lsa, a + bx™ = t® deb almashtirish

olinsa, berilgan integral ratsional kasrning integraliga aylanadi, bu yerda
s —butun son p kasrning maxraji;
+1 a . :
3) Agaqu + p butun son bo‘lsa, e + b = t° almashtirish olinsa,
bu holda ham berilgan integral ratsional kasrning integraliga aylanadi, bu
yerda s —butun son p kasrning maxraji;

5.43-Misol. [ —&

x4‘/1+x2

» Integralning shaklini almashtiramiz;
[ _dx [x™*(1 + x?)"1/24x.

354,/1+x2

Bu yerda g = —4
q+1 b= —4+1
r p= 2

1
xir + b = t’° yoki ) + 1 = t* deb almashtirish olamiz. Shuning uchun

[ dx xlz+1=t2, t =vV1+x?/x,
x4‘/1+x2

x= (=12 dx = —(t?> — 1)73/tdt

inegralni toping.

r=2,p=-1/2,a=1,b = 1.

= —2 — butun son bo‘lganligi uchun (3-hol)

~-

N

~ —(tz—l)_g/ztdt - (tz—l)ztdt
= —_ — § =
(t2-1) J1+(t2—1)_1 (t2-1)? 1+i
2_1)td
I G L e dt =t -1t +C =
2 \2__t
(£°-1) o

3

i 1f e +C=(2x2_1)m+04

X 3 X 3x3

5.44-Misol. [ dx 75 inegralni toping.
Vx(Vx+1)
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» Integralning shaklini almashtiramiz:
dx ==/ x"2(1+ x1/4)10dx.
VE(Vx+1)

Bu yerda q =-1/2, r=1/4, p=-10 (butun son), a=1,b=1
bo‘lganligi uchun x = t5 ko‘rinishdagi almastirishni, ya’ni x = t* deb

olamiz. U holda
dx _ ‘x =tht=x
10 —
E(dE+1)  ldx=4de

t+1-1 dt
4f(t+1)10 dt = 4f(t+1)9 4fm -

1 1 4 1
=4- (_ 8(t+1)8) —4 (_ 9(t+1)9) t0= o+19 2+ T ¢=

-t 1 i <
4 4
I(Vx+1) 2(Vx+1)
3[4
: Vx+1 N
5.45-Misol. [ j; dx inegralni toping.
» Integralning shaklini almashtiramiz;
3[4
Vx+1
~ dx = [x7Y2(1+ x1/4)1/3dx

I~%
Shunday qilib, g = —1 T = %,p = %%1 = 2. Shuning uchun

Vx+1=t3x=(3-1%*dx =4(t3 - 1)33t%dt, t = 3/‘{/}+ 1

deb almashtirish olamiz. U holda

34
Vx+1 t
J dx = [
v (£-1)

1/4

4t3dt t
|= St as

A gLt _gr=
t2t+1)10 (t+1)10

512t (t3 — 1)3dt = 12 [(t® — t3)dt =

7 4
=12-5-12. 54 0 =2 (Vr+1)" - 3(¥x + 1) + .«
Mazkur bobning oxirida muhim bir mulohazani ta’kidlab o‘tish kerak:
anigmas integral aslini olganda yordamchi qurol bo‘lib, u ilm-fanning ko‘p
jabhalarida tadbigga ega bo‘lgan aniq integralni hisoblash uchungina kerak
bo‘ladi. Aniq integral bilan keyingi bobda tanishamiz.
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Nazorat savollari
1. Boshlang*‘ich funksiya tushunchasi.
2. Anigmas integral tushunchasi.
3. Anigmas integralning xossalari.
4. Anigmas inregralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
5. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash.
6. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash gaysi formulaga asoslanadi?
5. Qanday funksiyalar ratsional funksiya deb ataladi?
8. Sodda ratsional kasrlarning turlarini sanab bering.
9. Qanday kasrlar to‘g‘ri ratsional kasr deyiladi?
10. Tog‘ri ratsional kasrlarni sodda ratsional kasrlarga yoyish hagidagi
teorema.
11. Qanday almashtirishga universal trigonometrik almashtirish deyiladi?
12. Eyler almashtirishlari deb ganday almashtirishlarga aytiladi?
Mashqlar.
Asosiy integrallar jadvalidan foydalanib quyidagi integrallarni toping:

2
1. [Vaxdx. 2. fﬂ fmdx. 4.f(2x + 3 cosx)dx. 5. [ 2*e*dx.

vax
2 smx dx
6. [ tg? x dx. 5. dx. 8. .
Itg | oy sin’ x f\/x2—7

Quyidagi integrallarni o‘zgaruvchilarni almashtirish usuli bilan
toping:

4 3
0. [ 20X 10.f OB gy 13, D gy qp [ XE g3 p XOX

2" 2 4
3+5x 1+9x 2452 5+4x
x3dx dx dx
14.J 1+4x8" 15 fx2+10 +34° J 9+5x%° S
Quyidagi integrallarni bo‘laklab integrallash usuli bilan integrallang:

Inx

15. [arccosxdx . 18. [xcosxdx . 19. [xInxdx . 20. f3—d

21.[ e*sinx dx. 22. [ arctgx dx. 23. [ Inx dx. 24. [ 3* cos 5x dx
Quyidagi integrallarni toping:

5x+3 2x2—9x-3 x+11
25. fmdx . 26. fx3—2x2—3x dx . 25. fmdx
28 | (x2+3x+3)dx [ dx 20 (5x2—12)dx
. (X+1)3(X+2) X(X2+2) . . (x2—6x+13)2
sin® 3x dx

33.

——dx . .
2+cos? 3x sin® 5x

31. [cos®7xsin®7xdx . 32. [
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2+cosx dx dx
34. f2—cosxdx - 3 2sin x+3cos2x 36. f3—sinx+2cosx'
5
dx x—7 Vx—3—2
35. [ z=——=— . 38 dx . 39. [——dx
(VE+9)vx 3Vx=7+ ) (x=7)° Vx=3+1
_ 2
40 [ - g4 [— K . 42.["—3’”; 2
x,/4+x2 (1+x) 1+x—x° XV 3x—x
03[ — > a9
\/x_(1+ ﬁ) ’xg /2_|_3\/E
Javoblar.
L 2xvax+C.2. ZoxOm 4 03 oVax + 20+ £ B4 Coax? +
X, X
3sinx + C. 5. n2+1 +C. 6. —x+tgx+C.5. 2ctgx—1n|tg2|+C
tge 3
8. Infx+VaZ—7|+C. 9. zoIn|3+5x%+C . 10. %+c.

1
11. %(2+1nx)5+(]. 12. V2+x2+C . 13. 1—61n|5+4x4|+C.

14. Larctg(2x®) + C. 15. = arctg 2 + €. 16. —= t(@)+C
.8arcg(x) . 15. Zarctg— : .Sﬁarcg 3 :
2 X2

X
15.x arccosx — V1 —x2 4+ C. 18.xsinx + cosx + C. 19.7lnx—:+

3 9
c. 20. EVS lenx—z\/3 x>+ C. 21 %ex(sinx—cosx)+C.

22. xarctgx—lln|1+x2|+C. 23. x(lnx — 1) + C.
24. 314 3¥(3cos5x + 5sin5x) +C.  25. Elnlx2 — 6x + 18| +
x—3 x(x+1) x=3)" 3) x+1|
6arctg™=>+ €. 26.In [ | 4 ¢ 25.1n 2 4c 8
L ¢ 29 mE 4 ¢ 30, 3x7159 +5—3 tx—3+c
2(x+1)2 C Y 2 T Y g(e2—ex413) TS '
sin” 7x  sin® 7x 1 sin x 1,
31. 29 e3 +C. 32 —Ta ctg——— 7 +3sin 3x + C.
3 5
2ctg” 5x  ctg® Sx 8 X\
33. 1T T + C. 34. ﬁarctg(\/gtgz) 2x + C.
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35. \/garctg<\/;tgx>+C. 36. arctg—="—5"—— +C. 37. 6Vx

0 10 7/10
18 arctg—+ c. 38. 7ln|3 + =7 +c 39 (\/x -3 -
1 t 2
3)%6In|vx =3 + 1| + C. 40. ~In |tg ks gz(x/ )‘ +C

2
J1+x—x?+x+1 /
41. —2arctg I C 42, —Inx =2 arctg 2= = Z+C.

X
3

12 3 3
43.6arctgli/§—1+\\//__+C 44. 3 % +s /2;;;+c.
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VI BOB. ANIQ INTEGRAL
6.1. Aniq integral tushunchasiga keltiriladigan masalalar

Bosib o‘tilgan yo‘l hagidagi masala. Agar moddiy nugtaning v =
v(t) oniy tezligi ma’lum bo‘lsa, uning [t,; T] vaqt mobaynida bosib o‘tgan
S yo‘lini topish masalasini garaymiz.

Qo‘yilgan masalani yechish uchun, [t,; T] vaqt oralig‘ini t, < t; <
t, <. <t,=T vagqt momentlari (nugtalar) bilan n ta [t;_;;t;],i =
1,2, ...,n gismiy vaqt oraliglariga bo‘lamiz va [t;_4;t;] kesmaning
uzunligini  At; = t; — t;_; orgali, bu uzunliklarning eng kattasini esa
d = max At; orqali belgilaymiz. Agar [t;_;t;] kesma yetarlicha Kichik

1<i<n

bo‘lsa, bu vaqt oralig‘idagi harakatni tekis harakat deb hisoblab, undagi
bosib o‘tilgan s; yo‘lni s; = v(t;)At; tagribiy tenglik bilan hisoblash
mumkin, bu yerda t; € [t;_4; t;]. Shuning uchun [t,; T] vaqt oralig‘ida
bosib o‘tilgan yo‘l

n
S = v(ty)At; + v(1y)At, + -+ v(t,)AL, = Y v(t;)At;
i=1

tenglik bilan aniglanadi.

Vaqgt oraliglari ganchalik darajada kichik bo‘lsa, bu vyig‘indi
shunchalik darajada aniq bo‘ladi, vaqt oraliglarini kichiraytirishga bo‘linish
nugqtalari sonini oshirish hisobiga erishish mumkin, ya’ni n — oo bo‘lganda
d = 0 bo‘ladi. Shunday qilib, v = v(t) tezlik bilan harakatlanayotgan
moddiy nuqtaning [t,; T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘li sifatida

n

S = !ll_r)r(l)iglv(ri)Ati

migdorni olish mumkin.

Egri chizigli trapetsiyaning yuzi hagida masala. Yuqoridan
uzluksiz va nomanfiy y = f(x) funksiyaning grafigi bilan yon tomonlardan
esa x =a va x = b to‘g‘ri chiziglar bilan, quyidan esa Ox o‘q bilan
chegaralangan yassi figurani egri chizigli trapetsiya deb ataymiz.

6.1-rasmda tasvirlangan egri chizigli trapetsiyaning S,4pp, Yuzini
topish masalasini garaymiz.

Qo‘yilgan masalani yechish uchun, [a; b] kesmani a = xy < x; <
-+ < x, = b nuqgtalar bilan n ta [x;_1; x;] qismiy kesmalarga ajratamiz va

ularning  uzunliklarini  Ax; = x; —x;_4, i = 1,2,...,n orqali, bu
uzunliklarning eng kattasini esa d = max Ax;j, orgali belgilaymiz. Har bir
SK=n

[x;_1; x;] gqismiy kesmada ¢; nugta nugta tanlaymiz. U holda f(§;) - Ax;
ko‘paytma tomonlari f(&;) va Ax; bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzini
beradi: s; = f(&;) - Ax;. Ularning
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n n

_2151' = _Zlf(fi) - Ax;

i= i=
yig‘indisi esa zinasimon shakldagi figuraning yuzini beradi. Ana shu
zinasimon fifuraning yuzi garalayotgan egri chizigli trapetsiyaning yuziga
tagriban teng bo‘ladi. Qismiy kesmalar uzunliklari ganchalik kichik bo‘lsa,

bu tagribiy tenglik shunchalik aniq bo‘ladi. Shunday qilib egri chizigli
trapetsiyaning yuzi sifatida

n
SaABb = (liin}) » f(§) - Ax;
- - - - - ﬁ l=1
limitni olish mumkin.

I R

i ifo 251 if'z i ";7:”‘ i X

a=Xxyg X1 Xy 0 Xn-1 Xn, = b
6.1-rasm

6.2. Aniq integral

Integral yig‘indi va uning limiti. f(x) funksiya [a; b] kesmada
aniglangan bo‘lsin.

6.1-Ta’rif. Nuqgtalarning chekli sondagi

Aa=xg <X < < X1 <X < <x,=b
to‘plamiga [a; b] kesmaning bo‘linishi deb ataladi va u
T = {X0, X1, eeer Xj—1) Xjy eeny X }

ko‘rinishda belgilanadi.

T bo‘linishdagi qismiy kesma deb ataluvchi [x;_1;x;] € [a; b]
kesmaning uzunligini Ax; = x; — x;_1,i = 1,2, ...,n orqali belgilaymiz.

d = maxAx; (6.1)

1<isn
tenglik bilan aniglanuvchi songa, T bo‘linishning diametri deb ataymiz.

Agar [a; b] kesma T bo‘linishining ixtiyoriy nuqgtasi T’ bo‘linishning
ham nugqtasi bo‘lsa, T’ bo‘linish T bo‘linishdan keyin keladigan (yoki T
bo‘linishning davomi) deb ataladi. Demak T’ bo‘linish T bo‘linishga yangi
bo‘linish nugtalarini go‘shishdan hosil gilinar ekan, shuning uchun T c T’
belgilanish ma’noga ega.
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[a; b] kesmaning T bo‘linishi berilgan bo‘lsin. Har bir qgismiy
kesmada ixtiyoriy ravishda &; € [x;_q; x;] nugta tanlaymiz.

6.2-Ta’rif. f (x) funksiyaning &;nuqtalardagi f(&;) giymatlari bilan
gismiy kesmalar Ax; uzunliklarining ko‘paytmalari yig‘indisidan tuzilgan

S(T) = Zf(sﬁ) Ax; (6.2)

ifodaga f(x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha berilgan T bo‘linishdagi
va &; nugtalarning tanlanishidagi integral yig ‘indisi deb ataymiz.

Biz yuqorida [a; b] kesmada nomanfiy bo‘lgan f(x) funksiyaning
integral yig“indisi zinasimon shakldagi figuraning yuzini berisdhini ko‘rgan
edik.

6.3-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son topilib,
bo‘linishning diametri d < § bo‘ladigan har ganday T bo‘linishda va ¢&;
nugtalarning har ganday tanlanishida

S F(€) A — 1| <
i=1

n
tengsizlik bajarilsa, I soni Y. f(&;) - Ax; integral yig ‘indining limiti deb
i=1

ataladi.

Integral yig‘indilarning limiti uchun

n
I'= }ligrg)l_;lf (Si) - Ax; (6.3)

belgilashdan foydalanamiz.

6.1-Mulohaza. Bo‘linishlar diametri d nolga intilganda, gismiy
kesmalar soni n cheksiz ortadi, ya’ni d — 0 bo‘lganda n — oo bo‘ladi.

6.1-Misol. Ixtiyoriy x € [a; b] uchun f(x) = A = const funksiya
integral yig‘indilari limitini toping.

» Bu funksiyaning integral yigindisi [a; b] kesmaning bo‘linishiga
ham, [x;_1;x;] € [a; b] gismiy kesmalarda &; nuqtalarning tanlanishiga
ham bOg‘qu emas:

Z f(&) - Ax; = Z Alx; —xi-1) = A Z (X — Xj-1) = A(b — a).

Shunlng uchun mazkur funksiyaning mtegral yigcindilari limiti (6.3)
tenglikga ko‘ra

I = hm Zf(fl) Ax; = A(b — a)

—0j=1
giymatga teng bo‘lad1.<
6.2-Misol. Quyidagi tenglik bilan aniglanuvchi
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1, agar x — ratsional;
D(x) = {0, agar x — irratsional
Dirixle funksiyasi uchun [a; b] kesma bo‘yich integral yigindilarining limiti
mavjud yoki mavjud emasligini aniglang.
»Agar [a;b] kesmaning ixtiyorty T bo‘linishlarida gismiy
kesmalarda fagat ratsional & € Q,i = 1,2,...,n nugtalarni tanlasak,
Ixtiyoriy integral yig‘indi

S(T) = ZD(&) Ax; = 21 Ax;=b—a

ko‘rinishda bo‘ladi. U holda bunday ylglndllarnmg d — 0 dagilimitib —a
bo‘ladi. Ixtiyoriy T bo‘linishning gismiy kesmalarida &; € R\Q irratsional
giymatlar tanlansa, integral yig‘indi nolga teng bo‘ladi:

S(T) = ZD(&) Ax; = ZO Ax; = 0.

Natijada ularning I|m|tlar| ham nolga teng bo ladi. Bu esa 6.3-Ta’rifga
ziddir, limit gismiy kesmalarda ¢&; nugtalarning tanlanishiga bog‘liqg
bo‘Imasligi kerak. Shuning uchun Dirixle funksiyasi uchun tuzilgan integral
yig‘indilarning limiti mavjud emas. <

Aniq integral.

6.4-Ta’rif. Agar f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi integral
yigcindilari chekli I € R limitga ega bo‘lsa, f(x) funksiya bu kesmada
integrallanuvchi deyiladi.

Bu yerda f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi har bir integral
yig‘indisi bu kesmaning birorta T bo‘linishiga va [x;_q; x;],i = 1,2,.
gismiy kesmalarda tanlangan &; nugtalar to‘plamiga mos kelishini eslatlb
o‘tish lozim. Integral yig‘indilarning I limiti bo‘linishlarning d diametri
nolga intilishi bo‘yicha olinadi va bu limit 6.3-Ta’rifga ko‘ra gismiy
kesmalarda &; nugtalarning tanlanishiga bog‘lig emas. Bu limit

b

I=]f(x)dx (6.4)

a
orgali belgilanadi va u f(x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha olingan
aniq integrali deb ataladi.
Shunday qilib, (6. 3) va (6.4) tengllklarga ko‘ra

ff(x)dx = lim Z f ) - Ax; (6.5)

tenglikni aniq integralnlng ta’rifi 51fat1da ohsh mumkin.

6.3-Misol. [ dx integralni hisoblang.
a
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» Integral osti funksiya f(x) = 1 bo‘lganligi uchun, ixtiyoriy & €
[a b] nuqtada f(&) =1 bo‘ladi. Shunlng uchun

fdx = gm Zf(fl) Ax; = lim z 1-Ax; = lim ZAxl = hm(b —a) =

b —a. 4

f (x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha aniq integrali sondan iborat
bo‘lib, u integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga bog‘liq emas. Aniq
integralning giymatini f(x) integral osti funksiya va integrallash oralig‘i
aniglaydi. Integrallash oralig‘ining chetlarini integrallash chegaralari (chap
chetni integrallashning quyi chegarasi, o‘ng chetni esa integrallashning
yugori chegarasi) deb ataymiz.

f(x) funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti quyidagi
teoremada keltirilgan.

6.1-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, u bu kesmada chegaralangan bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz gilamiz, ya’ni [a; b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lgan f(x) funksiya bu kesmada chegaralanmagan bo‘lsin. Funksiyaning
integrallanuvchanligi ta’rifiga ko‘ra, bu funksiyaning mazkur kesmadagi
integral yig‘indilari chekli limitga ega bo‘ladi. Ixtiyoriy & > 0 sonni
tanlaymiz. U holda integral yig‘indilar limitining 6.3-Ta’rifiga ko‘ra
shunday & > 0 son topilib, bo‘linishning diametri d < § bo‘ladigan har
ganday T bo‘linishda va &; nuqgtalarning har ganday tanlanishida

S F(€) A — 1| <
i=1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan, bo‘linish diamatri d < § bo‘lgan
integral yig‘indilar to‘plami chegaralanagan ekanligi kelib chigadi. Bu
integral yig‘indilardan birini tanlaymiz. Qilgan farazimizga ko‘ra, f(x)
funksiya [a;b] kesmada chegaralanmagan, u holda f(x) funksiya
chegaralanmagan [x;_q;x;] gismiy kesma topiladi. &; € [x;_1;x;] mos
nugtani tanlash hisobiga integral yig‘indidagi f(¢;) - Ax; hadni absoluyt
giymati bo‘yicha ixtiyoriy katta gilish mumkin va shuning bilan birga bu
hadning hisobiga integral yig‘indi ham absoluyt giymati bo‘yicha ixtiyoriy
katta bo‘ladi. Bu esa mumkin emas, chunki integral yig‘indini integral
yig‘indilarning chegaralangan to‘plamidan tanlagan edik. Yuzaga kelgan
garama-qarshilik gilingan farazning noto‘g‘ri ekanligidan dalolat beradi va
teoremaning tasdig‘ini isbotlaydi. <

Funksiyaning kesmada chegaralanganligi uning bu kesmada
integrallanuvchi bo‘lishi uchun fagat zaruriy shart, ammo yetarli shart
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emasligini ta’kidlab o‘tamiz. Masalan, Dirixle funksiyasi (6.2-Misol)
ixtiyoriy [a; b] € R kesmada chegaralangan, ammo integrallanuvchi emas,
chunki mos integral yig‘indilarning limiti mavjud emas.
6.3. Quyi va yugori Darbu yig¢indilari va integrallari

Quyi va yuqori Darbu yig‘indilari. f(x) funksiya [a; b] kesmada
aniglangan va T = {xy, x4, ..., X;_1, X, ..., X} bu kesmaning birorta
bo‘linishi, hamda Ax; =x;—x;_1,i=12,..,n bo‘lsin. f(x)
funksiyaning [x;_q; x;] gismiy kesmadagi anig yugori va anig quyi
chegaralarini mos ravishda

M;= sup f(x)vam;= _inf f(x),i=12..,n
X€E[xi—1;%i] €lXi—1;Xi
orgali belgilaymiz va ulardan
S(T) = Zml Ax;, S(T) = ZM Ax; (6.6)

yigcindilarni tuzamiz. S(T) < S(T) ekanligi ravshan S(T) yigiindi f(x)
funksiyaning T bo‘linishga mos keluvchi quyi, S(T) esa yuqori Darbu
yig ‘indisi deb ataladi (J.G.Darbu (1842-1917)-fransuz matematigi).

Bu yig‘indilarning giymati f(x) funksiyaning mazkur bo‘linishga
mos keluvchi S(T) integral yig‘indiga ham yoki boshga bo‘linishlarga mos
keluvchi integral yig‘indilarga teng bo‘Imasligi mumkin, chunki funksiya
[x;_1; x;] qismiy kesmada M; yoki m; giymatlarni gabul gilmasligi ham
mumkin,

Darbu yig‘indilarining xossalari. Bu xossalar quyidagilardan iborat:

1. Agar f(x) funksiya chegaralangan bo‘lsa, ixtiyoriy T bo‘linishda
S(T) va S(T) aniglangan.

» Funksiya chegaralangan bo‘lganligi uchun M; vam;,i = 1,2,...,n
chekli, shuning uchun (6.6) yig‘indilar ma’noga cga. «

2. Agar T c T' va bunda T’ bo‘linish T bo‘linishga m ta nugtani
go‘shishdan hosil bo‘lsa, S(T") < S(T) va S(T) < S(T") bo‘ladi.

» Faraz gilaylik T; bo‘linish T bo‘linishga yangi bitta x” € [x;_4; x;]
bo‘linish nuqtasini qo‘shishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin. U holda S(T)
yigiindidagi  M;(x; —x;_;) had yangi S(T;) vyigindida ikkita
go‘shiluvchining

Mj(x' = x;-1) + M}’ (x5 — x')
yig‘indisi bilan almashtiriladi, bu yerda M; va M;" mos ravishda f (x)
funksiyaning [x;_q; x"] va [x'; x;] kesmalardagi aniq yuqori chegaralari. Bu
kesmalar [x;_;;x;] kesmaning gismlari hisoblanadi va shuning uchun
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funksiyaning ulardagi giymatlarining aniq yugori chegarasi M; dan katta
bo‘lmaydi, ya’ni M; < M; va M;" < M;. U holda
Mj(x' = xj-1) + Mj"(x; = x') < M;(x" = xj_1) + M(3; — x') =
_ = M](Xl - x])

Bundan esa S(T;) < S(T) tengsizlik hosil bo‘ladi. Agar T; bo‘linishga
yana bitta nugta goshib T, bo‘linishni hosil gilinsa va uning uchun T c
T, c T, o‘rinli bo‘ladi. Bu bo‘linishlar ketma ketligi uchun hozirgina
S(T,) < S(Ty) < S(T) ekanligini ko‘rsatdik. Bu jarayonni davom ettirib,
go‘shilgan nugtalar sonini m taga yetkaziladi va natijada S(T") < S(T)
tengsizlikga kelamiz. S(T) < S(T') tengsizlik ham xuddi shu singari
isbotlanadi. <

3. [a; b] kesmaning ixtiyoriy ikkita T; va T, bo‘linishlari uchun

S(Ty) = S(T) (6.7)

tengsizlik o°rinli bo‘ladi.

»T,cT,UT,vaT, c T; UT, bo‘lganligi uchun 2-xossaga ko‘ra

S(Ty) <S(TyUT,) <S(TLUT,) < S(T,). 4
4. [a; b] kesmaning ixtiyoriy T bo‘linishi uchun
S(T) < S(T) < S(T)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» [a; b] kesmaning T bo‘linishi aniglagan barcha [x;_;; x;] qismiy
kesmalardan olingan olingan ixtiyoriy &; € [x;_1; x;] nugtasi uchun m; <
f(&) < M; tengS|zI|k o‘rinli bo ladi. U holda

S(T) = Zml Ax; = Zf(fl) Ax; = ZM Ax; = S(T),

ya'ni S(T) < S(T) < S(7). 4
5. [a; b] kesmaning ixtiyorty T bo‘linishi va ixtiyoriy € > 0 son
uchun shunday ¢; € [x;_1;x;],i = 1,2, ...,n nuqgtalar to‘plami topildiki,
ular uchun
0<S(T)—-S(T) <& 0<S(T)—S(T) < ¢
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
» [a; b] kesmada birorta T = {xg, Xy, ..., Xj_1, X, ..., X, } Do‘linishni
olamiz va
n
S(T)= ¥ M;-Ax;, M; = sup f(x)
1=1 X€[xj—1;x{]
yig‘indini garaymiz. Aniq yugori chegaraning 3.7-Ta’rifiga ko‘ra shunday
gﬁ [x;—1;x;] nugtani topish  mumkinki, bunda 0 < M; — f(§) <
bT [ =1,2,..,ntengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
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So‘ngi tengsizlikni Ax; giymatga ko‘paytirib, i = 1,2, ...,n bo‘yicha
yig* indi tuzamiz va natijada
0= $ M8 = §FE) Mxi <z B bxi = - (=) = ¢
ai=1 -
yoki O <S(T) S(T) < ¢ tengsizlikga ega bo‘lamiz. Ikkinchi 0 <
S(T) — S(T) < e tengsizlik ham xuddi shu singari isbotlanadi.

Quyi va yuqgori Darbu integrallari. 3-xossaga ko‘ra, f(x)
funksiyaning [a; b] kesmani ixtiyoriy bo‘linishlar bo‘yicha quyi Darbu
yigindilari to‘plami yuqoridan ixtiyoriy yuqgori Darbu yig‘indisi bilan
chegaralangan, yugori Darbu yig‘indilari to‘plami esa quyidan ixtiyoriy
quyi Darbu vyigindisi bilan chegaralangan. Shuning uchun barcha T
bo‘linishlar T to‘plamining chekli aniq quyi va aniq yuqori chegaralari
mavjud:

I, = supS(T) va I* = infS(T) (6.8)
TET_ TeT
hamda bunda
S(M <L, <I"<S5(T) (6.9)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. I, va I sonlar mos ravishda f (x) funksiyaning
quyi va yugori Darbu integrallari deb ataladi.

Darbuning asosiy lemmasi. [a;b] kesmaning T’ bo‘linishi T
bo‘linishga [ ta nugtani go‘shishdan hosil gilingan bo‘lsin. U holda 0 <
SM)Y-STHY<SM—-—m)ld, 0<S(T)—S(TY<M—-m)ld va I*=

(lilrr(l)S (T), I, = th S(T).

6.4. Funk5|ya integrallanuvchi bo‘lishligining shartlari
6.2-Teorema (Darbu). [a; b] kesmada chegaralangan f (x) funksiya

bu kesmada integrallanuvchi bo‘lishligi uchun, I* = I,, ya’ni (liirr(lJ (S_(T) —

§(T)) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

» Isbotlash paytida quyidagilarni inobatga olamiz:

1) }iiir(l) (S_(T) — §(T)) = 0 shart, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
& > 0 son topilib, bo‘linishning diametri d < § bo‘ladigan har ganday T
bo‘linishlarda |S_' (T)-S (T)l < ¢ tengsizlik bajariladi degan ma’noni
anglatadi;

2) S(T) < S(T) bo‘lganligi uchun |S(T) — S(T)| < & tengsizlik
S(T) — S(T) < ¢ tengsizlikga teng kuchli.
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Zarurligi. f(x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi, ya’ni [ =
b

[ f(x)dx integral mavjud bo‘lsin. Bu esa, ixtiyoriy € > 0 son uchun

a
shunday & > 0 son topilib, bo‘linishning diametri d < § bo‘ladigan har
ganday T bo‘linishda va &; nuqgtalarning har ganday tanlanishida

&
T)—-1|<-
IS —11 < -

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Oz navbatida bunday bo‘linishlarning T birortasi uchun 5-xossaga
ko‘ra shunday ¢&; € [x;_1;x;],&" € [xi—1;x;),i = 1,2,...,n  nuqtalar
to‘plamlari topildiki, ulardan tuzilgan

§'(T) = Zf(fl) Ax;, $"(T) = Zf(f{') Ax;

integral  yig |nd|Iar S(T) S'M<e/4 , S'(T)-S(T)<e/4
tengsizliklarni ganoatlantiradi. Demak,
S(T) = S(T) = (S(T) = S'(M) + (S'(T) =) +
" " _ € i —
+(1=5"(m) + (5" (M) §(T))<4+4+4+4 g,
ya'ni lim (§(T) - §(T)) = 0. Zarurligi isbotlandi.

Yetarliligi. S(T) — S(T) < € bo‘lsin. U holda (6.9), ya’ni S(T) <
I, <I* < S(T) o‘rinli bo‘ladi, bundan esa 0 <I*—1, <S(T)—S(T)
tengsizlikni yoki ixtiyoriy € > 0 uchun 0 < I* — I, < ¢ tengsizlikni yozish
mumkin. Bu esa I, = I'* ekanligidan dalolat beradi.
Endi I, = I" = I deb hisoblasak, ixtiyoriy bo‘linish uchun S(T) <
I < S(T) tengsizlik bajariladi. 4-xossaga ko‘ra S(T) < S(T) < S(T).
Shunday qilib hosil gilingan tengsizliklardan
IS(T) — 1] < §(T) = S(T) (6.10)
tengsizlik kelib chigadi. Shartga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
6 >0 son topilib, d<§é tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
bo‘linishlarda S(T) — S(T) < « tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda (6.10)
tengsizlikga ko‘ra d < é shartni ganoatalantiruvchi bo‘linishlarda |S(T) —
I| < ebo‘ladi. Buesal = }ii_r)r(l)S (T) ekanligidan dalolat beradi, ya’ni f(x)

funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi. <
6.3-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
bu kesmada integrallanuvchi ham bo‘ladi.
» Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz, u holda 4.33-
Kantor teoremasiga ko‘ra funksiya bu kesmada tekis uzluksiz hamdir.
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Bu esa ixtiyoriy ﬁ > (0 son uchun shunday & > 0 son topiladiki,

&, — &, < & tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  barcha &;,&, € [a; b]
nugtalarda |[f (&) — f(&,)] < € tengsizlik bajariladi degan ma’noni
anglatadi.

d < § shart bajariladigan T bo‘linishni olamiz. U holda M; — m; <
e/(b—a), bu yerda odatdagidek M;= sup f(x) va m;=

x€[xi—1;%]
inf f(x) i =1,2,...,n. Shuning uchun,
x€[xi-1;%i]
€ 3
S(T) —S(T) = Z (M; — m;)Ax; <— ZAxl —m(b —a) =g,
i=1 -

ya’ni S(T) — S(T) < . Yuqorida |sbotlangan 6.2-Teoremaga ko‘ra f(x)
funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi. <

6.4-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan va
monoton bo‘lsa, u bu kesmada integrallanuvchi ham bo‘ladi.

» f(x) funksiya [a; b] kesmada monoton, aniglik uchun ixtiyoriy
X1 < X5, X1,X, € [a; b] nugtalarda f(x;) < f(x,) va M;,m; yuqorida
aniglangan giymatlar bo‘lsin. f(x) funksiyaning [x;_q; x;] kesmalarda
monotonligi  tufayli M; = m,, M, =ms, ..., ...,M,_; = m, bo‘ladi.
Shuning uchun

S (M —m) = (My — my) + (My — mp) + -+ (My — mp_y) =

- = My —m, = f(b) - F(@).
Bo‘linishning diametrid < § = f(b) f( )bo‘lsin u holda
S(T) —S(T) = Z (M; — m;)Ax; < Z (M; —m;)d <
i=1 i=1
&g
< (f(b) _f(a)) f(b) — f(a) = &

Bu yerda ham 6.2-Teoremaga ko‘ra f(x) funksiya [a;b] kesmada
integrallanuvchi. <

6.5-Teorema. [a; b] kesmada chegaralangan va bu kesmaning chekli
sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo‘lgan f(x) funksiya bu kesmada
integrallanuvchi hamdir,

» a va b nuqgtalar oralig‘ida fagat bitta x" uzilish nugtasi bo‘lgan
holni garash yetarli. m va M sonlar mos ravishda f (x) funksiyaning [a; b]
kesmadagi anig quyi va aniq yuqori chegaralari bo‘lsin. Yetarlicha kichik
ixtiyoriy € >0 sonni olamiz va [a;x' —¢/(B(M —m)] va [x' —¢/
(8(M — m)); b] kesmalarni qraymiz (6.2-rasm). Bu kesmalarning har

240



birida f(x) funksiya uzluksiz va demak shunday 6" > 0 son topiladiki,
diametrlari d < &' shartni ganoatlantiruvchi har ganday T bo‘linishlarda
M; —m; <e/(2(b—a)),i=1,2,..,ntengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Xof X1 X2 Xn-1yXp / €

A\ ) ¢ b € T o —
a x''—¢' x’-\l- ' b 8(M —m)

6.2-rasm

5 = min{é’,e/(8(M —m))} bo‘lsin. Diametrlari d < § shartni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy T bo‘linishlarni garaymiz. Bu bo‘linishlar uchun

n
Z (Ml — ml-)Axi ylg‘lndlnl ikkita Z(Ml — ml)Axl, + Z(Ml — ml’)Ax;’
i=1
yig‘indi ko‘rinishida yozamiz. Birinchi yig‘indiga x’ nugtaning €/(8(M —
m)) atrofi tashqgarisiga to‘laligicha tushgan gismiy kesmalar tushadi,
ikkinchi yig‘indiga esa x’ nuqgtaning €/(8(M — m)) atrofiga to‘laligicha
yoki u bilan umumiy nuqgtalarga ega bo‘lgan gismiy kesmalar tushadi.

Birinchi yig‘indi uchun 6.3-Teoremaning isbotidagi singari

Y(M; —my)Ax; < g/2
bo‘ladi, ikkinchi vyigindiga x’' nuqtaning ¢/(8(M —m)) atrofiga
to‘laligicha tushgan gismiy kesmalar uzunliklarining yig‘indisi £ /(4(M —
m)) dan oshmaydi. Bu kesmaga gisman tushgan gismiy kesmalar esa kopi
bilan ikkita, shuning uchun ular uzunliklarining yig‘indisi 26 < ¢/(4(M —
m)) dan oshmaydi. Demak,
YM; —m)Ax; < (M —m) Y Ax; < (M —m)e/(2(M —m)) = ¢/2.

Shunday qilib, d <& shartni ganoatlantiruvchi barcha T

bo‘inishlarda
n

S(T) — E(T) = 'Zl(Mi — mi)Axl- < Z(Ml — mi)Ax{ + Z(Ml — ml-)Axi” <

i
& &

<z-+z=c¢
2 2
bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiyaning [a;b] kesmada integrallanuvchi

ekanligini anglatadi. «
Natija. Kesmada bo‘lakli uzluksiz bo‘lgan funksiya bu kesmada
integrallanuvchi ham bo‘ladi.

6.5. Aniq integralning asosiy xossalari
f(x) va g(x) funksiyalar [a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. U
holda
1) f(x) + g(x) funksiya ham [a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi

va
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b b b
£(f(x) + g(x))dx = gf(x)dx + {g(x)dx;
2) C - f(x) funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi va
b b

JC-fl)dx=C- [ f(x)dx
a a
bu yerda C —o‘zgarmas son.
3) f(x) - g(x) funksiya ham [a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi;
4) f(x) funksiya ixtiyoriy [c;d] c [a; b] kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi;
5) Agar c € [a; b] bo‘lsa
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx

va agar f(x) funk3|ya [a; c] va [c b] kesmalarda integrallanuvchi bo‘lsa, u
[a; b] kesmada ham integrallanuvchi bo‘ladi va
b

c b
{ fO)dx + { f)dx = [ f(x)dx;

a
6) Agar integrallash chegaralari ustma-ust tushsa, ya’ni a = b bo°‘lsa,
a

J f(x)dx = 0;

7) Integrallash chegaralarining o‘rni almashtirilsa, integral o°‘z
ishorasini ozgartiradi:

f f(x)dx = —f f(x)dx;
8) Agar ixtiyoriy x € [a b] nuqtada f(x) > 0 bo‘lsa,

ff(x)dx >0
bo‘ladi va agar ixtiyoriy x e [a; b] nuqtada f(x) < g(x)bolsa,
ff(x)dx < fg(x)dx
9) |f(x)| funksiya [a; b] (a < b) kesmada integrallanuvchi bo‘ladi
va ) )
{f(x)dx S£|f(x)|dx.

10) Agar m va M sonlar mos ravishda f(x) funksiyaning [a; b]
kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari bo‘lsa,
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b
m(b—a) < [ f(x)dx < M(b — a)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
» f(x) va g(x) funksiyalar [a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘Isin. U
n n

holda }ling) Y f(&) - Ax; va }lin}) Y. g(&;) - Ax; limitlar mavjud bo‘ladi.
—0i=1 —0j=1
1) Ketma-ketlikning limiti xossalariga ko ra

llme(fl) Axl+llm29(51) Ax; =

~0i=1
= tim (£ £ 02+ £ 90 Axi) = lim % (£ + 960) -,
Demak f (x) + g(x) funk5|ya [a; b] kesmada mtegrallanuvchl

Shunday qilib, f (f(x) + g(x))dx = lim Z (fGED +9(&)) - Ax; =

= lim Z f() - Ax; + lim Z g(&i) - Ax; = ff(x)dx + fg(x)dx-

d—-0;=1
1-xossa isbotlandi.
2)  2-xo0ssa ham xuddi shu singari isbotlanadi.
3) Funksiyalarning ko‘paytmasini

1
fG) g =7 ((F(x) + g))? = (f(x) — g(x))?)?
ko‘rinishda yozib olamiz.

1-xossaning isbotidagi singari limitlarning xossalaridan va 1-xossaning
o‘zidan foydalanib H(x) = (f(x) + g(x))? va E(x) = (f(x) — g(x))?
funksiyalarning [a; b] kesmada integrallanuvchi ekanligiga ishonch hosil
gilamiz.

1 va 2-xossalarga ko‘ra (H(x) — E(x))/4 funksiya [a; b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, f(x) - g(x) funksiya ham bu kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. 3-xossa isbotlandi.

4) [a;b] kesmaning bo‘linishlari [c;d] kesmaning ham
bo‘linishlarini o‘zida saqglaydi, shu saababli [a; b] kesma uchun tuzilgan
integral yigindilar limitining mavjudligidan, [c; d] kesma uchun tuzilgan
integral yig“indilar limitining mavjudligi kelib chigadi. Shunday qilib, f(x)
funksiya [c; d] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. 4-xossa isbotlandi.

5)  Xossaning birinchi gismini osongina isbotlash mumkin:

b n
J f)dx =lim ¥, (&) - Ax; = lim §: f(&) - Ax; +
a d-0j=1 d-0j=1
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c b
+lim Z fG) - Ax; = | f)dx + [ f(x)dx,

Oj=k+1
bu yerda bo‘linishlar quyldaglcha olingan:

Aa=%x) <X << xXp=C<Xpyp1 < <xy,=>.
Xossaning ikkinchi gismini isbotlaymiz.
[a;c] U [c;b] =[a;b] bo‘ladigan [a;c] va [c;b] kesmalarni
qaraymiz, ya’nia < ¢ < b.
T' = {x{,x1, ..., xn} bo‘linish [a;c] kesmaning bo‘linishi, T" =
{xg,x1,...,xn} esa [c;b] kesmaning bo‘linishi bo‘lsin. Funksiya bu

n
kesmalarda integrallanuvchi bo‘lganligi uchun l;m _Zf(fi’)-Ax{ va

lim Zf(f ") - Ax;" limitlar mavjud, bu yerda d' = maxAx;, d" =

d'"-0;=1 1<i<n

max Ax;’.
1<isn

Shuning bilan birga T" U T" = T bo‘linish [a; b] kesmaning bo‘linishi
bo‘ladi.
d = min(d’,d"") bo° Ism u holda
im % £ Axi+ Jim % £ b
24
yig‘indi mavjud va

lim % £(£) - Ax{ + lim Zf(fl’) Ax)' =

d’ Ol 1

= tim (£ F@Dax + ¥ f(f{’)Ax”) -
lim 3 (/(£9) - & + £(5)0%") = lim % £(£0) - x,

—0j=1

c
Demak, f(x)funksiya [a; b]kesmada integrallanuvchi ekan va [ f(x)dx +
a

b b
[ f(x)dx = [ f(x)dx. 5-xossa isbotlandi.
C a
a

6) [a;a] kesmaning bo‘linishlari 0 ga teng va demak [ f(x)dx =
a

0 bo‘ladi. 6-x0ssa isbotlandi.

7 AgarT ={xg, X1, ..., X} a=2x9 <x; <-<x, = b nugtalar
[a; b] kesmaning bo‘linishi bo‘lsa, [b; a] kesmaning bo‘linishi b = x, >
Xy >+ >x, =a nuqtalar bo‘ladi. U holda [a;b] kesma qismiy
kesmalarining uzunliklari uchun Ax; = x; — x;_4 tenglik o‘rinli bo‘lsa,
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[b; a] kesmaning gismiy kesmalarining uzunliklari Ax; = —(x; — x;_1) =
Ax; tenglik bilan topiladi.

Demak Z f(&) Ax; = — % f (&) - Ax{, bundan esa
i=1 i=1

b a
[ fF(x)dx = —[ f(x)dx tenglikni hosil gilamiz. 7-xossa isbotlandi.
a b

n n
8 a<b bollsin. U holda Y f(&)Ax; < Y g(&)Ax; . Bu
i=1 i=1

tengsizlikda limitga o‘tsak,

b
ff(x)dx = lim Z f)Ax; < lim Z g(€)Ax; = £Q(X)dx

qldlrllgan ten3|zI|kn| hosn gilamiz. 8- xossa |sbotland|

9) Birinchidan, f funksiyaning chegaralanganligidan |f]
funksiyaning ham chegaralanganligi kelib chigadi, ikkinchidan ixtiyoriy
¢ € [a; b] van € [a; b] nugtalar uchun ||f ()] = IFI| < I£ () — fF)I
tengsizli o‘rinli bo‘ladi, bundan esa [a; b] kesmaning har ganday T =
{x0, %1, ..., xn } Do‘linishi uchun
IM;| = Imgl = sup  |IFEN=IfOI < sup )~ fFE)I

&€ €lxi—1;%] §,8"€lxi—1;%i]
< Mi —m;

n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa, agar liin%.z (M; — m;)Ax; =0

n
bo‘lsa, u holda (liirr(l) > (|M;| — |m;|)Ax; = 0 bo‘lishi kelib chigadi. Shuning
—0j=1

uchun 6.2-Darbu teoremasiga ko‘ra  f(x) funksiyaning

integrallanuvchanligidan |f(x)| funksiyaning ham integrallanuvchanligi
kelib chigadi.
Ixtiyoriy x E [a; b] uchun —|f(x)| < f(x) < |f(x)]| ekanligidan, 8-

Xossaga ko‘ra — f |f(x)|dx < f f(x)dx < f |f (x)|dx, ya’ni, (modulning

xossasiga ko‘ra)

£f(x)dx

10) Shartga ko‘ra ixtiyoriy x € [a; b] nugtalardam < f(x) < M, u
holda 8-xo0ssaga ko‘ra

< f |f (x)|dx. 9-xo0ssa isbotlandi.
a

b b b
[mdx < [ f(x)dx < [ Mdx,
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chap va o‘ng tomondagi integrallarga 2-xossani qo‘llab, 6.3-Misoldan
foydalansak

fmdx—mfdx—m(b—a) fde—Mfdx—M(b—a)

U holda m(b — a) < f f(x)dx < M(b — a). 10-xossa isbotlandi. <«

a
O‘rta giymat hagida teorema.
6.6-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu
kesmada

b
gf(x)dx =f()(b—-a) (6.11)

tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ € [a; b] nugta mavjud.
» f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun 2.25-
Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra
min f(x) =m < f(x) <M = max f(x)

x€[a;b] x€[a;b]
munosabatlarni ganoatlantiruvchi m va M sonlar mavjud vo‘ladi. U holda

aniq integralning 10-xossasiga ko‘ra
b
mb—a) < [ f(x)dx <M(b —a)
a

va bu yerdan

b
J f(x)dx
m<4f———<M.
) b—a
Agar [ f(x)dx/(b —a) = udebolsak m < u < M bo‘ladi, u holda 2.23-
a
Teoremaga ko‘ra, [a; b] kesmada f(c) = u tenglikni ganoatlantiruvchi ¢
b

nugta mavjud bo‘ladi. Shuning uchun [ f(x)dx/(b —a) = f(c) yoki

b
[ F)dx = f(c)(b — a) bo‘ladi. <

6.6. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integrallar
f (x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. U holda bu
funksiya ixtiyoriy [a; x] kesmada ham integrallanuvchi bo‘ladi, bu yerda
X

a <x <b, yani ixtiyoriy x € [a; b] uchun | f(t)dt integral ma’noga
a
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ega. Biz bu yerda qulaylik uchun integrallash o‘zgaruvchisini t orqali
belgiladik, chunki integrallashning yuqori chegarasi x deb olingan.
X

F(x) = [ f(t)dt (6.12)

a
funksiyani garaymiz. Bu funksiya [a; b] kesmada aniglangan va uni yuqori
chegarasi o ‘zgaruvchi bo ‘Igan integral deb ataymiz.
Agar ixtiyoriy x € [a; b] nugtada f(x) > 0 bo‘lsa, F(x) funksiyani
geometrik jihatdan 6.3-rasmda tasvirlangan egri chizigli trapetsiya
bo‘yalgan gismining yuzi sifatida tavsiflash mumkin.

V4 | y“

0l a X b t O
6.3-rasm 6.4-rasm

6.7-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, (6.12) tenglik bilan aniglanuvchi F(x) bu kesmada uzluksiz bo‘ladi.
»x € [a;b],x + Ax € [a; b] bo‘lsin U holda (6.12) tenglikdan

x+Ax x+Ax
F(x + Ax) = f f(Hdt = ff(t)dt+ f f(t)dt =
x+Ax

=F(x)+ [ f(dt,

shuning uchun (6.4-rasm)
x+Ax

AF =F(x+Ax)—F(x)= [ f(t)dt (6.13)

X
f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun u bu kesmada
chegaralangan hamdir, ya’ni ixtiyoriy x € [a; b] nuqtalarda |f(x)| < M
tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan M > 0 son mavjuddir. Bu tengsizlikdan |AF |

ifodani baholash uchun foydalanamiz:
x+Ax x+Ax

{Cf(t)dt <| [ If®)|dt]| <

X

Bu tengsizlikdan ixtiyoriy x € [a; b] nugtalarda AlimOAF = 0 ekanligi
X—>

x+Ax

|AF| = [ Madt
X

< M|Ax|.

kelib chigadi, bu esa F(x) funksiyaning barcha € [a;b] nugtalarda
uzluksizligini bildiradi. <
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6.8-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi va
Xo € [a; b] nugtada uzluksiz bo‘lsa, (6.12) tenglik bilan aniglanuvchi F (x)
funksiya x, nugtada differensiallanuvchi va

F'(x0) = f(x0) (6.14)
bo‘ladi.

» x, nugta f(x) funksiyaning uzluksizlik nuqtasi va ¢ ixtiyoriy
musbat son bo‘Isin. U holda funksiyaning nuqtadagi uzluksizlik ta’rifidan,
shunday & =6(e) >0 son topiladiki, |x — x| < 6(e) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x € [a; b] nuqgtalarda |[f(x) — f(xo)| < &/2
tengsizlik bajariladi.

){f(xo)dt = f(xo)(x — xo)
bo‘lganligi uchun :

F(x) — F(xo) — f(xg) =

X — Xp

(f f®dt - f ft)dt — ff(xo)dt) =

1

Bu yerda aniq mtegralnlng 9 xossasml mobatga olsak |x — xo] < 6(€)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € [a; b] nugtalarda

F(x)—F 1 X

‘ 0~ 70) _ ) =_—‘f (F(©) = fxo))| <
X xO | | X0

<=l flf(t) Feol| S =g gl =l = 6

tengsizlik o‘rinli bo° I| bo‘ladi. Demak funksiyaning nuqtadagi hosilasi
ta’rifiga ko‘ra qidirilgan
F —F
Fr) = lim S0 gy

X=X X — xO

tenglikni hosil gilamiz. <
6.1-Natija. [a; b] kesmada uzluksiz f(x) funksiyaning ixtiyoriy
boshlang‘ichi

X
Jf@®dt+Ca<x<b
ko‘rinishda bo‘ladi,
X
»6.8-Teoremaga ko‘ra F(x) = [ f(t)dt funksiya f(x)

a
funksiyaning boshlang‘ichi bo‘ladi, 5.1-Teoremaga ko‘ra uning har ganday
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boshlang‘ichi F(x) funksiyadan o‘zgarmasga farq giladi. Shunday qilib,
anigmas integrallar va aniq integrallar o‘zaro
X

Jf)dx = [ f®)dt +C

tenglik bilan bog‘lanar ekan. <«

Biz uchinchi bobda ixtiyoriy uzluksiz funksiyaning boshlang‘ichi
mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltirgan edik. Endi ana shu
teoremaning isbotini keltiramiz.

6.9-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu
kesmada f (x) funksiyaning boshlang‘ichi mavjud.

» Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, 6.3-
Teoremaga ko‘ra u bu kesmada integrallanuvchi hamdir. Shuning uchun
gilingan farazlarda ixtiyoriy x, € [a; b] nugtalarda o‘rinli bo‘lgan (6.14)
tenglikga ko‘ra

F(x) = [ f(t)dt

a
funksiya f (x) funksiyaning boshlang‘ichi bo‘ladi. <
6.7. Aniq integralni hisoblash
Nyuton-Leybnis formulasi. Aniq integralni integral yig‘indilarning
limiti sifatida hisoblash mumkin. Ammo bu usul katta hajmdagi hisoblash
ishlarini olib borishni talab giladi. Agar uzluksiz integral osti funksiyaning
boshlang‘ichi ma’lum bo‘lsa, aniq integralni ana shu boshlang‘ich
yordamida hisoblash mumkinligi quyidagi teorema tasdig‘ida keltirilgan.
6.10-Teorema (integral hisobning asosiy teoremasi). f (x) funksiya
[a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Agar F(x) funksiya uning bu kesmadagi
ixtiyoriy boshlang‘ichi bo‘lsa, u holda

b
[ f(x)dx = F(b) — F(a) (6.15)
a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu formula Nyuton-Leybnis formulasi deb ataladi.
» 6.1-Natijaga ko‘ra f(x) funksiyaning [a; b] kesmadagi ixtiyoriy
boshlang‘ichini
X
F(x) =C+ [ f(t)dt

a
ko‘rinishda tasvirlash mumkin. Bu yerda x o‘rniga a giymatni go‘yib,
F(a) = C tenglikga ega bo‘lamiz va bundan esa

F(x) = F(a) + fxf(t)dt
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tenglik hosil bo‘ladi. Keyingi gadamda x o‘rniga b giymatni qo‘yib (6.15)
tenglikni hosil qilamiz. «

(6.15) tenglikning o‘ng tomonidagi ayirma simvolik ravishda F(x)|2
ko‘rinishda yoziladi va natijada Nyuton-Leybnis formulasi

b
{ f(x)dx = F(x)|5 = F(b) — F(a)

ko‘rinishni oladi.

Aniq integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish. (6.15) Nyuton-
Leybnis formulasi aniq integral belgisi ostida o‘zgaruvchilarni almashtirish
imkonini beradi.

6.11-Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz, ¢(t)
funksiya esa [«; B] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi, bunda ¢ (a) =
a,(f) =bvat € [a; f] bo‘lganda ¢(t) € [a; b] bo‘lsa,

b B
{ f(x)dx = £ flo®)e'(t)dt (6.16)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu formula aniqg integralda o zgaruvchilarni almashtirish formulasi
deb ataladi.

» Shartga ko‘ra f(x) va ¢(t) funksiyalar mos ravishda [a; b] va
[a; B] kesmalarda uzluksiz va t € [a; 8] bo‘lganda ¢ (t) € [a; b], u holda
2.20-Teoremaga ko‘ra f(¢(t)) murakkab funksiya [a;B] kesmada
uzluksiz bo‘ladi. Integral osti funksiyalarning uzluksizligi tufayli nafaqat
(6.16) tenglikdagi aniq integrallar, balki ularga mos anigmas integrallar ham
mavjud. Shuning uchun (6.16) tenglikdagi ikkala integralni ham
hisoblashda uton-Leybnis formulasidan foydalanish mumkin.

Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning birorta boshlang‘ichi bo‘lsa,

[ flx)dx = F(x) + C.
Anigmas integralning invariantlik xossasiga ko‘ra
[ fle®)e' ®dt = F(p®)) + C;.

Ikkala integralga ham Nyuton-Leybnis formulasini qo‘llab

b
£f(X)dx = F(b) = F(a)

va

B
{f(fp(t))so'(t)dt =F(p(B) - F(e(@) = F(b) — F(a)
tengliklarni hosil gilamiz va ulardan (6.16) kelib chiqadi. <«
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6.4-Misol. f(l +dlx2 ) integralni hisoblang.

» Inx =t almashtirishdan foydalanamiz. U holda x = ef,dx =
etdt. Integrallash chegaralarini hisoblaymiz: Inx =t tenglikda x = 1
bo‘lsa, t=In1=0 va x =¢e bo‘lsa t =Ine =1 bo‘ladi. Demak x
o‘zgaruvchi [1; e] kesmada o‘zgarsa, yangi t o‘zgaruvchi [0; 1] kesmada
o‘zgarar ekan. Shunday qilib

[ — Lng;cr_x ; E;)l;o_lsea e @ et
2 B ot 2
1 x(1+In x) agar x = e bo'lsa, t = 1. 0 (1+t)
: T T
f =arctgt|é=arctg1—arctg0=——0=—
0 4 4
qiymatni hos 11 q11d1k <

/2 /2
6.5-Misol. [ sin®xdx = [ cos™x dx tenglikni isbotlang.
0

0
»O°ng tomondagi integralda t = m/2 — x deb yangi o‘zgaruvchi
Kiritamiz. U holda dt = —dx. Integrallash chegaralarini hisoblaymiz:
n/2 —x =t tenglikda x = 0 bo‘lsa, t =m/2 vax =m/2 bo‘lsat =0
bo‘ladi. Demak x o‘zgaruvchi 0 va m/2 oralig‘ida o‘zgarsa, yangi t
o‘zgaruvchi /2 va 0 oralig‘ida o‘zgaradi. Shunday qilib, cos x = sin(m/
2 — x) tenglikni inobatga olsak
/2 /2 T 0 /2
[ cos™xdx = [ sin® (——x)dx— — [ sin®tdt = f sin” t dt.
0 0 2 /2
Anig integralning qgiymati  integrallash o zgaruvchlsmlng
belgilanishiga bog‘lig emas, shuning uchun berilgan tenglik o‘rinli. <«
Ayrim hollarda aniq integralni hisoblashni osonlashtiradigan
teoremani keltiramiz.
6.12-Teorema. f(x) funksiya O koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo‘lgan [—a;a],a > 0 kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. U
holda

a
a . .
2 x)dx,agar f(x) — juft funksiya,
@ 0, agar f(x) — toq funksiya.
» Aniq integralning 5-xossasiga ko‘ra
a 0

_faf(x)dx = _faf(x)dx + {f(x)dx
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O‘ng tomondagi birinchi integralda x = —t,dx = —dt,t = —x deb
o‘zgaruvchilarni almashtiramiz. U holda

0 0 a a
_faf(x)dx = —£ f(=t)dt = {f(—t)dt = {f(—x)dx

va demak

JfGdx = [[f (=) + f()ldx

Bu tenglikda juft funksiyalar uchun f(—x) = f(x), toq funksiyalar uchun
f(—x) = —f(x) tengliklardan foydalanib, teorema tasdig‘idagi tengliklarni
hosil gilamiz. <
Aniq integralda bo‘laklab integrallash.
6.13-Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] kesmada

uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
b b

[udv = w|? - [ vdu (6.17)

a a

Bu formula aniq integralda bo ‘laklab integrallash formulasi deb
ataladi.

» Teoremaning shartiga ko‘ra berilgan funksiyalaring uv =
u(x)v(x) ko‘paytmasi [a; b] kesmada

(uv)' = uv' +vu'
tenglik bilan aniqlanadigan hosilaga ega, ya’ni uv funksiya uv’ + vu'
funksiyaga boshlang‘ich bo‘ladi. Nyuton-Leybnis formulasini go‘llab
b

[ (v’ +vu')dx = uv|}
tenglikni hosil gilamiz. Ycig‘indini integrallash qoidasiga ko‘ra bu tenglikni
fbuv’dx + fbvu’dx = uv|?
ko‘rinishda yozish mumaibdn, bu yergan

b
[uv'dx = uwv|b — [ vu'dx
a a

Differensialning ta’rifiga ko‘ra v'dx = dv,u'dx = dx, shuning uchun

so‘ngi tenglikdan (6.17) tenglik kelib chiqadi. <
T

6.6-Misol. | x cos x dx integralni hisoblang.
0

»u = x,dv = cos x dx deb bo‘laklab integrallaymiz:
YA

u=x,du = dx,
[ xcosxdx = :
0 dx = cosxdx,v = sinx

s
= (xsinx)|} — | sinxdx =
0
0
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= (xsinx)|§ + cosx|§ =mwsinm—0+cosmt—cos0=—-1—1=-2
giymatga ega bo‘lamiz. <
6.8. Xosmas integrallar

Chegaralari chekli aniq integral mavjudligining zaruriy sharti
integrallash oralig‘ida integral osti funksiyaning chegaralanganligi
hisoblanadi. Birog nazariy muammolarni garashda va amaliy masalalrni
yechishda ba’zan integrallashda chegaralanmagan funksiyalardan va
cheksiz oraliglardan foydalanish zarurati paydo keladi. Bunday hollarda
yuzaga keladigan integrallar xosmas integrallar deb ataladi.

Cheksiz oralig bo‘yicha integrallar. f(x) funksiya [a; +o0) cheksiz
yarim oraligda aniglangan va ixtiyoriy [a;b] chekli kesmada
integrallanuvchi bo‘lsin. U holda [a; +o0) cheksiz yarim oraligda yugori
chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral sifatida

b

F(b) = | f(x)dx (6.18)

funksiya aniglangan.
6.5-Tarif. (6.18) tenglik bilan anilanuvchi F(b) funksiyaning b —
+oo dagi limitini f(x) funksiyaning [a; +o0) cheksiz oralig bo‘yicha

olingan xosmas integrali (yoki birinchi tur xosmas integral) deb ataladi va
+ 00

| f(x)dx ko‘rinishda belgilanadi.
a

Agar aytib o‘tilgan limit mavjud va chekli bo‘lsa, xosmas integral
yaginlashuvchi, aks holda, ya’ni limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,
xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Shunday qilib, 6.5-Ta’rifga va (6.18) formulaga ko‘ra

f f(x)dx = llm F(b) = llm ff(x)dx (6.19)

Ixtlyorly X e [a; +0) nugtada f(x) =0
y4 y = f(x) bo‘lsa, yaginlashuvchi anigmas integralning
giymati geometrik jihatdan x = a to‘g‘ri
chizig, Ox o‘q va f(x) funksiyaning

0 a ¥ grafigi bilan chegaralangan cheksiz uzun
6.5-rasm egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng (6.5-
rasm).
+ 00

6.7-Misol. [ e *dx integralni  hisoblang  yoki  uning

a
uzoqglashuvchiligini aniglang.
» Ta’rifga ko‘ra
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+ o0 b

1
[ e dx = lim [e*dx = lim (— xlb)— lim (——+1) 1.

a b—+o0y b—+oo b—+co eb

Demak, berilgan 1ntegra1 yaqinlashuvchi va 1 ga teng. «
+o00

6.8-Misol. fxldx integralni hisoblang  yoki uning

a
uzoqlashuvchiligini aniglang.
» Ta’rifga ko* ra

+a>1
—_ — = b = —
f dx bl_lﬂloof xdx bl_l)IIl (lnxl ) llm (lnb In1) = +oo.
Demak berilgan mtegral uzoqlashuvchi ekan. 4
+ 00

6.9-Misol. | cosxdx integralni hisoblang yoki  uning

a
uzoqlashuvchiligini aniglang.
» Ta’rifga ko‘ra

+ 00 b
[ cosxdx = bllrp [ cosxdx = hm (51nx|b) = hm (sm b).
a —>+o00y

Birog so‘ngi limit maVJud emasligi ma lum shuning uchun ta’rifga ko‘ra

berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi. <
+ 00

6.10-Misol. [ xiadx integral a parametrning ganday giymatlarida
a
yaqginlashuvchi bo‘lishini aniglang.
+ o0

» o =1 bo‘lganda [ xiadx integralning uzoqlashuvchi bo‘lishini 6.8-
a

misolda ko‘rdik.
a # 1 bo‘lganda ta’rifga ko‘ra

+ 00

—-a+1
fidx— lim f—dx— lim (x

b—+oog x% b—+oo \ —a + 1
{+OO, agara <1

b bl—a
1 =:bEELgl-—-a:=

1

o —
Shunday qilib, @ < 1 bo‘lsa, berilgan integral uzoglashuvchi va a >
1 bo‘lsa yaginlashuvchi bo‘lar ekan. <

6.2-Mulohaza. Agar F(+) = th F(b) deb shartli belgilashni

kiritsak, xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra
b

[ Fedx = Jim [ fGdx = lim (F@B) - F(@)) = F(+e%) ~ F(a)
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tenglikini yozish mumekin, bu yerda F'(x) = f(x). Bu esa xosmas integral

uchun Nyuton-Leybnis formulasini
+00

| f)dx = F(x)|3” = F(+00) — F(a)

a
ko‘rinishda yozish imkonini beradi.
f (x) funksiya (—oo; b] cheksiz yarim oraliqda aniglangan va ixtiyoriy
[a; b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. U holda (—oo; b] cheksiz yarim
oraligda quyi chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral sifatida

b
Y(a) = [ f(x)dx (6.20)

funksiya aniglangan.
6.6-Tarif. (6.20) tenglik bilan anilanuvchi ¥(a) funksiyaning a —
—oo dagi limitini f(x) funksiyaning (—oo; b] cheksiz oralig bo‘yicha
b

olingan xosmas integrali deb ataladi va [ f(x)dx ko‘rinishda belgilanadi.

Agar aytib o‘tilgan limit mavjud va chekli bo‘lsa, xosmas integral
yaqinlashuvchi, aks holda, ya’ni limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,
xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Nihoyat, agar f(x) funksiya burun R son o‘gida aniglangan va
Ixtiyoriy [a; b] chekli kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
¢ € Ruchun

_foo f(x)dx = _{o fo)dx + { f(x)dx (6.21)

tenglik bilan f(x) funksiyadan cheksiz (—oo; +0) oralig bo‘yicha xosmas
integral aniglanadi. Agar (6.21) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkala xosmas
integral ham bir-biriga bog‘lig bo‘lmagan holda yaginlashuvchi bo‘lsa,
bunday xosmas integral yaqinlashuvchi, aks holda, ya’ni bu ikki xosmas
integrallardan biri yoki ikkalasi ham uzoqglashuvchi bo‘lsa, bu xosmas
integral uzoglashuvchi deyiladi.

6.14-Teorema. (6.21) tenglik bilan aniglanuvchi xosmas integralning
yaqginlashuvchiligi va giymati ¢ € R nugtaning joylanishiga bog‘liq emas.

» Isbot uchund € R (d # c) nugtani olamiz va

c +00 d +o0
_{of(x)dx+ { f(x)dx = _{of(x)dx+ £ f(x)dx

ekanligini ko‘rsatamiz.
Xosmas integrallarning 6.5, 6.6-Tariflaridan va aniq integralning 5-
xossasiga ko‘ra
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_{Zf(x)dx + +{Oof(x)alx - _f:f(x)dx + C{Cf(x)dx + +{mf(x)alx =
=, f fOOdx + ({ f)dx + tim_ Cfb fOOdx =
=, C{df(x)dx + blirpw<ff(x)dx + Cfbf(x)dx> =
= Jim f fCodx + lim f Flx)dx = _f: FO)dx + +ff(x)dx

tenglik teoremaning tasdig‘ini isbotlaydi. <

Cheksiz oralig bo‘yicha yaginlashuvchi xosmas integrallarning
asosiy xossalari. Cheksiz oraliq bo‘yicha yaqginlashuvchi xosmas
integrallarning xossalari aniq integralning xossalari bilan bir xil va shuning
uchun bu xossalarning bayoni bilangina chegaralanamiz. Ularning isbotini
kitobxon xosmas integralning 6.5 va 6.6-Tariflaridan, aniq integralning mos
xossalaridan va funksiya limitining xossalaridan foydalanib isbot qgilishi
mumkin.

Biz quyida [a; +0) oralig bo‘yicha xosmas integrallarning xossalarini
keltiramiz. Bu xossalar (—oo; b] va (—oo; 4+00) oraliglar bo‘yicha olingan
xosmas integrallar uchun ham o‘rinli.

1) Agar yaginlashuvchi xosmas integralda integrallash chegaralarining
o‘rni almashtirilsa, integral 0°Z ishorasini o‘zgartiradi:

f f(x)dx = — ff(x)dx (6.22)
2)  f(x) funk3|ya |xt|yor|y [a b] C [a; +0) kesmada
integrallanuvchi va ¢ > a bo‘sin. U holda f f(x)dx va f f(x)dx

xosmas integrallar bir vaqtda yaqginlashuvchi yokl uzoglashuvchi bo ladi va
bu xosmas integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa
+ o0

{f(x)dx= c{f(x)dx+ { f(x)dx (6.23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi,

3) Yagqinlashuvchi xosmas integral chiziglilik xossasiga ega, ya’ni
+ 00 + 00

agar f f(x)dx va f g(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa,

Af(x) + ug(x) (4, u e R) funksiyaning [a; +o0) oraliq bo‘yicha xosmas
integrali yaginlashuvchi bo‘ladi va
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f (Af (x) + g (x))dx = 2 f f)dx + p f g(x)dx (6.24)

tenglik o r|nI| bo‘ladi.
4) [a; +0) oraliqda f(x) < g(x) tengsizlikni ganoatlantiruvchi f(x)
va g(x) funksiyalarning bu oralig bo‘yicha yaginlashuchi xosmas
integrallari uchun

}oof ()dx < }oog(X)dx (6.25)

tengsizlik o‘rinli.

Cheksiz oralig bo‘yicha xosmas integrallarning yaginlashish
alomatlari. Funksiyani cheksiz oralig bo‘yicha integrallashdan oldin,
birinchidan, u bu oraligga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy kesma bo‘yicha
integrallanuvchi ekanligiga, va ikkinchidan, bu funksiyaning mos xosmas
integrali yaginlashuvchi bo‘lishiga ishonch hosil qilish kerak. Cheksiz
oralig bo‘yicha xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lishining bir necha
belgilarini ko‘rib chigamiz.

6.15-Teorema. Ixtiyoriy b > a uchun f(x) va g(x) funksiyalar
[a; b] kesmada integrallanuvchi va ixtiyoriy x € [a; b] nugtada 0 <
f(x) < g(x) bo‘lsin. U holda

+ 00

+ 00
1) Agar [ g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, [ f(x)dx
a a

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

+ oo + oo

2) Agar [ f(x)dx integral uzoglashuvchi bo‘lsa, [ g(x)dx

a
integral ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
+ 00

» 1) [ g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ixtiyoriy x > a
a
b
nugtada f(x) =0 bo‘lganligi uchun F(b) = [ f(x)dx funksiya b

a
argumentning kamaymaydigan funksiyasi bo‘ladi, chunki agar b <c
bo‘lsa,

c b c b
F(c) = ({f(x)dx = C{f(x)dx+ l{f(x)dx > C{f(x)dx = F(b).

Ixtiyoriy x = a nugtada f (x) < g(x) bo‘lganligi uchun, aniq integralning
8-xossasiga ko‘ra ixtiyoriy [a b] kesmada

ff(X)dx = fg(X)dx

257



tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Birog bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi integral
g(x) funksiyaning [a;+o0) oraliq bo‘yicha yaginlashuvchi xosmas
integralidan katta emas. Shu sababli ixtiyoriy a < b uchun

b +0oo
F) = [f(x)dx < [ gx)dx =1.
a a
b
Shunday qilib, F(b) = [ f(x)dx integral b argumentning
a

kamaymaydigan va yugoridan chegaralangan funksiyasi ekan. Shuning

uchun, monoton va chegaralangan funksiya limiti mavjudligi hagidagi 4.1-

Tasdigga ko‘ra F(b) funksiya b — +oo da chekli limitga ega bo‘ladi, bu esa
+00

ta’rifga ko‘ra [ f(x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi ekanligini
a

anglatadi.
+00
2) | f(x)dx integral uzoglashuvchi bo‘lsin. Teskarisidan faraz
a
+ 00
qilaylik, ya’ni, [ g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda
a

+ 00
teoremaning isbot gilingan birinchi gismiga ko‘ra [ f(x)dx integral

a
yaqginlashuvchi bo‘ladi bu esa teorema shartiga ziddir. Shuning uchun g(x)

funksiyaning [a; +o0) oraliq bo‘yicha olingan xosmas integralning
+ 00

yaginlashuvchi degan faraz noto‘gri, yani | g(x)dx xosmas integral
a

uzoqlashuvchi. «

6.16-Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar ixtiyoruy [a; b] c [a; +0)
kesmada integrallanuvchi va x = a bo‘lganda nomanfiy giymatlarni gabul
gilsin va g(x) funksiya x argumentning yetarlicha katta giymatlarida nolga
aylanmasin. U holda, agar chekli musbat

lim @ =k>0 (6.26)
£t ()
limit mavjud bo‘lsa,
[ fl)dx va [ f(x)dx (6.27)

a c
xosmas integrallar bir vagtda yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
» (6.26) tenglikdan limitning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son
uchun shunday M > 0 son topilib, x > M tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x nuqtalarda
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(k—e)g(x) < f(x) < (k+e)g(x) (6.28)
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Biz a > M deb hisoblashimiz
mumkin, chunki xosmas integralning ikkinchi xossasiga ko‘ra [a; +) va
[M; +00) oraliglar bo‘yicha olinadigan xosmas integrallar bir vaqtda
yaginalshuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

g sonni k—e&>0 bo‘ldigan qilib tanlaymiz. Agar (6.27)
+ 00

integrallarning ikkinchisi yaginlashuvchi bo‘lsa, 3-xossaga binoan [ (k +
a

g)g(x)dx integral ham va demak 6.14-teoremaga ko‘ra (6.27)

integrallarning birinchisi ham yaqginlashuvchi  bo‘ladi. Agar birinchi
+ 00

integral yaginlashuvchi bo‘lsa, 6.14-Teoremaga ko‘ra [ (k + €)g(x)dx

a
integral ham va demak (6.27) integrallarning ikkinchisi ham yaqginlashuvchi
bo‘ladi.
Endi (6.27) integrallarning biri uzoglashuvchi bo‘lsa, ikkinchisi ham
uzoqglashuvchi  bo‘lishini  ko‘rsatamiz. Bu integrallardan birinchisi

uzoglashuvchi bo‘lsin, (6.28) tengsizliklarni inobatga olsak, 6.14-
+ o0

Teoremaga ko‘ra | (k + &)g(x)dx vademak 3-xossaga ko‘ra esa (6.27)
a
integrallarning ikkinchisi ham uzoglashuvchi bo‘ladi. Xuddi shu singari

+ 00
ikkinchi integral uzoglashuvchi bo‘lsa, 3-xossaga ko‘ra [ (k — €)g(x)dx

a
integralning uzoglashuvchiligi va bundan esa 6.14-Teoremaga binoan
(6.27) integrallardan birinchisining uzoqlashuvchiligi kelib chigadi. «
6.17-Teorema. 1) Agar x argumentning yetarlicha katta giymatlarida

+ 00
0 < f(x) < M/x* tengsizlik o‘rinli  bo‘lsa, | f(x)dx integral
a

yaginlashuvchi bo‘ladi, bu yerda « > 1 va M > 0 o‘zgarmas sonlar.
2) Agar x argumentning yetarlicha katta giymatlarida M /x < f(x)
+00

tengsizlik o‘rinli  bo‘lsa, | f(x)dx integral uzoglashuvchi bo‘ladi, bu
a

yerda M > 0.

» 1) Teorema shartiga bo‘yicha @ > 1, u holda 6.10-Misolga ko‘ra
g(x) = 1/x% funksiyaning [a;+) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
yaginlashuvchi va demak 3-xossaga binoan g(x) = M/x“ funksiyaning
ham bu oralig bo‘yich xosmas integrali yaginlashuvchi bo‘ladi. Teorema
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shartidagi 0 < f(x) < M/x“ tengsizlikni inobatga olsak, 6.14-Teoremaga
+ 00
ko‘ra [ f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

a

2) 6.8-Misolda g(x) = 1/x funksiyaning [a; +o0) oraliq bo‘yicha
xosmas integrali uzoglashuvchi ekanligini ko‘rgan edik, u holda 3-xossaga
ko‘ra g(x) = M/x funksiyaning ham xosmas integrali uzoglashuvchi

bo‘ladi. Agar teorema shartidagi M /x < f(x) tengsizlikni inobatga olsak,
+ 00

6.14-Teoremaga kora | f(x)dx integral ham uzoglashuvchi bo‘ladi. <

400

6.11-Misol. [ dx
.11-IMMISOl.

1 V1 + x5
»x >1 bolsa, f(x) =

+ 00

integral yaqginlashishini tekshiring.

1 1
< = g(x) bo’ladi va 6.10-
e Ve 9w

Misolga ko‘ra I bo‘ladi, u holda 6.14-

+OO

X
\/_
Teoremaga ko‘ra | < dx
(0)
J 1 V1 + x5

+
6.12-Misol. f —dx integral yaqlnlashlshlnl tekshiring.
1 xVx

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. «

X+ 2 X
> _— _—— —
» x> 1 bo‘lsa, f(x) = >x\/_ \/_ = g(x). 6.10-Misolda
Todx

T xosmas integralning uzoglashuvchi ekanligini ko‘rgan edik.
1 X

Shuning uchun 6.14-Teoremaga ko‘ra berilgan integral ham uzoglashuvchi
bo‘ladi. «

2w 41
6.13-Misol. [ dx integral yaqginlashishini tekshiring.
1 x3+3x+4
» x > 1 bo‘lganda integral ostidagi funksiya f(x) = 2x° +1
x3+4+3x+4
. 2+1/x? o . o
0 va uni f(x) = ko‘rinishda yozamiz. Integral ostidagi

x+3/x+ 4/x?
funksiyzning bu tasviridan ko‘rinib turibdiki, x -» +o da u f(x) = 2/x
funksiya singari o‘zgaradi. Shuning uchun tagqoslash funksiyasi sifatida
g(x) = 1/x funksiyani olamiz.
fe) ( 2x2 +1 1)
lim :
X—+ 00

lim —— = 1
x=+0 g(x) x3+3x+4x
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+ 00
ekanligini va fxidx integralning uzogqlashuvchiligini  (6.8-Misol)

+ oo 2
inobatga olsak, 6.15 -Teoremaga ko‘ra [ 2x”+1 dx integral ham
1 x3+3x+4

uzoglashuvchi bo‘ladi. «

+ 00

6.7-Ta’rif. Agar {If(x)ldx integral  yaginlashuvchi  bo‘lsa
Zoo f (x)dx xosmas integral absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

6.8-Ta’rif. Agar Zoof(x)dx integral yaginlashuvchi, Zoolf(x)ldx
integral esa uzoqlashuvchi bo‘lsa, }Oof(x)dx xosmas integral shartli
yaginlashuvehi deyiladi. ’

6.18-Teorema. Agar | |f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u
a
+ 00

holda [ f(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo*ladi.

a

» f(x) funksiyaning aniglanish sohasidan olingan ixtiyoriy x
nugtada —|f(x)| < f(x) <|f(x)| tengsizli o°rinli bo‘ladi. Bu
tengsizlikdan esa 0 < |f(x)|+ f(x) < 2|f(x)| tengsizlini yozish

mumkin.
+00

Teorema shartiga ko‘ra f | f (x)|dx integral yaginlashuvchi, shuning

uchun f2|f(x)|dx—2f |f(x)|dx integral ham yaginlashuvchi

bo‘ladi. U holda 6.15- Teoremaga ko‘ra |f(x)| + f(x) funksiyaning
[a; +o0) oraliq bo‘yicha xosmas integrali ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
Xosmas integrallarning 3-xossasiga ko‘ra (6.24) tenglikda A =1, u = —1
deb olib

{f(x)dx= { (If G + f(x))dx — { |f (o) ldx

tenglikni yozamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ikkala integral ham
yaqginlashuvchi, shuning uchun chap tomonfagi integral ham yaginlashuvchi
bo‘ladi. <

6.19-Teorema (Abel-Dirixle alomati). [a; +o0) oraligda uzluksiz
f(x) funksiya chegaralangan F(x) boshlang‘ichga ega, g(x) funksiya
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esa bu oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi va monoton kamayuvchi
+ 00

bo‘lib, lier g(x) = 0 bo‘lsin. U holda [ f(x)g(x)dx xosmas integral
xX—+00 a

yaginlashuvchi bo‘ladi.

» Teorema shartiga ko‘ra f(x) funksiya [a; +0) oraliqda uzluksiz, u
holda 6.3-Teoremaga ko‘ra u ixtiyoriy [a;b] C [a;+o0) kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. f(x)g(x) ko‘paytmaning uzluksizligi tufayli u
ham bunday kesamalarda integrallanuvchi bo‘ladi. F(x) funksiya f(x)
funksiyaning boshlang‘ichi bo‘lganligi uchun f(x)dx = d(F(x)) bo‘ladi.
Bo‘laklab mtegrallab

ff(t)g(t)dt = fg(t)d(F(t)) =

F(x)g(x) — F(a)g(a) — f F(t)g'(t)dt. (6.29)

a
Teorema shartiga ko‘ra [a;+o) oraligda F(x) funksiya
chegaralangan, ya’ni shunday M > 0 soni mavjudki, ixtiyoriy x = a
nuqgtalarda |F(x)| < M o‘rinli va x —» +o da g(x) = 0, u holda 2.11-
Teoremaga ko‘ra F(x)g(x) ko‘paytma x — +oo da cheksiz kichik bo‘ladi:
lim F(x)g(x) = 0.

X—+00

g(x) funksiya [a; +00) oraligda monoton kamayuvchi bo‘lganligi
uchun, |xt|yor|y x = a nugtada g’ (x) < 0 bo‘ladi va

f [F()g'(t)|dt < M - f lg'(®)]dt = —M fg (t)dt =

a
=M(g(a) - g(x)) < Mg(a),
chunki ixtiyoriy x = a nugtada g(x) = 0 va g(a) = g(x).
X

Demak, ®(x) = [ |F(t)g'(t)|dt funksiya yugoridan chegaralangan

a

ekan, ma’lumki u [a; +00) oraligda kamaymaydi. Shuning uchun, monoton
va chegaralangan funksiya limiti mavjudligi haqgidagi 4.1-Tasdigga ko‘ra
®(x) funksiya x — +oo da chekli limitga ega bo‘ladi.

Shunday qilib, (6.29) tenglikning o‘ng tomonidagi barcha hadlar x —
+ oo da chekli limitga ega bo‘lar ekan. Shuning uchun bu tenglikning chap
tomonidagi ifoda ham x — 4o da chekli limitga ega bo‘ladi, bu esa
f(x)g(x) funksiyaning [a;+o) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
yaqinlashuvchi ekanligini anglatadi. <

400 .
6.14-Misol. [ 22X

@ dx,a > 0 integral yaginlashishini tekshiring.
1
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» Integral ostidagi funksiyani f(x) =sinx va g(x)=1/x%
funksiyalarning ko‘paytmasi sifatida tasvirlash mumkin. f(x) = sinx
funksiya hamma joyda chegaralangan F(x) = — cos x boshlang‘ichga ega,
g(x) = 1/x* funksiya esa x > 1 bo‘lganda uzluksiz differensiallanuvchi
va monoton kamayadi, hamda xl—i>r-|poo gx) == xl_iHlool /x% = 0.

Demak, Abel-Dirixle alomatining barcha shartlari bajarilar ekan,
shuning uchun berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi. «

Chegaralanmagan funksiyalarning integrallari. f(x) unksiya
ixtiyoriy  yetarlicha kichik &> 0 N
giymatda [a; b — €] kesmada y = f(x)
integrallanuvchi, ammo [a; b) oraliqda
chegaralanmagan bo‘lIsin.

€ o‘zgaruvchining

b—¢
J(&) = £ fx)dx

funksiyasini aniglaymiz. Agar [a; b) da X
f(x) =0 bo‘lsa, bu funksiya O b—c b
yuzani aniglaydi (6.6-rasm).

6.9-Ta’rif. Agar chekli gE(r)groj(e) = J limit mavjud bo‘lsa, bu limitni

biz f(x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha olingan xosmas integrali deb

4 6.6-rasm

b
ataymiz va uni aniq integrallardagi singari [ f(x)dx ko‘rinishda
a

belgilaymiz.
Chegagalanmagan funksiyaning xosmas integralini ikkinchi tur
xosmas integral deb ataymiz. Shunday gilib ikkinchi tur xosmas integrallar

b b—¢
J fx)dx = Jim J flo)dx (6.30)

a
tenglik bilan aniglanar ekan.

Agar (6.30) tenglikning o‘ng tomonidagi chekli limit mavjud bo‘lsa,
b

| f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi, aks holda, ya’ni limit mavjud

a

bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
6.10-Ta’rif. Agar f(x) funksiya € > 0 ning ixtiyoriy yetarlicha

giymatida [a + €;b] kesmada integrallanuvchi va (a;b] oraligda

chegaralanmagan bo‘lsa,

b b
[ fGodx = lim [ f(dx (631)
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tenglik bilan aniglanuvchi integralga ikkinchi tur xosmas integral deb
ataymiz.

(6.31) tenglikning o‘ng tomonidagi limit chekli bo‘lsa, xosmas
integral yaqinlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deb ataladi.

6.11-Ta’rif. Agar f(x) funksiya [a;c — €] va [c + &; b] kesmalarda
integrallanuvchi, bu yerda € > 0 yetarlicha kichik ixtiyoriy son, ammo x =
¢ nugtaning atrofida chegaralanmagan bo‘lsa,

b c b
Jfe)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx (6.32)

a a c
tenglik bilan aniglanuvchi integralga ikkinchi tur xosmas integral deb
ataymaiz.

(6.32) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkala integral ham bir-biriga
bo‘g‘liq bo‘lmagan holda yaginlashuvchi bo‘lsa, xosmas integral
yaqinlasuvchi, aks holda, ya’ni bu tenglikning o‘ng tomonidagi
integrallardan biri yoki ikkalasi ham uzoglashuvchi bo‘lsa, xosmas integral
uzoqlashuvchi deyiladi.

1
6.15-Misol. [ integral yaginlashishini tekshiring.
0

dx
V1 — x?
» Integral ostidagi f(x) = 1/V1 — x2 funksiya ixtiyoriy [0; 1 — €]
kesmada uzluksiz va demak unda integrallanuvchi, ammo lim (1/

x—-1-0
V1 — x2) = 400, U holda ta’rifga ko‘ra
1 dx  1-e dx | | |
({ 1—x2 gl}(r)r}ro { m = gl}(r)r}ro[arcsm(l — &) —arcsin 0] =
T
arcsin >

Demak berilgan xosmas integral yaginlashuvchi ekan.

Biz quyida chegaralanmagan funksiyalar xosmas integrallarining
yaqginlashish alomatlarini isbotsiz keltiramiz. Ularning isboti cheksiz oraliq
bo‘yicha xosmas integrallardagi singari bo‘ladi. Ularni tekshirib ko‘rishni
kitobxonga havola gilamiz.

6.20-Teorema. Ixtiyoriy yetarlicha kichik € > 0 giymatda f(x) va
g(x) funksiyalar [a; b — €] kesmada integrallanuvchi, (b — ¢; b) oraligda
esa chegaralanmagan va [a; b) oraligda 0 < f(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli

bo‘lsin. U holda
b b

1) agar [ g(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, | f(x)dx
a a

integral ham yaginlashadi;
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b b
2) agar [ f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo‘lsa, [ g(x)dx
a a

integral ham uzoqlashadi.
6.21-Teorema. [a;b) oraligda musbat giymatlarni gabul giluvchi
f(x) va g(x) funksiyalar x = b nugtaning atrofida chegaralanmagan va

f(x) 4
m ——

li =k # 0 chekli limit mavjud bo‘lsin. U holda | f(x)dx va
a

x>+ g(x)
b

[ g(x)dx xosmas integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.
a

b
6.12-Ta’rif. Agar [ |f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
a

b
[ f(x)dx integral absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
a
b
6.22-Teorema. Agar [ |f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
a

b
[ f(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
a

6.23-Teorema. f(x) funksiya fagat (b —¢&;b) oraligdagina

chegaralanmagan bo‘lsin, bu yerda & > 0 yetarlicha kichik son. Agar

shunday musbat a« < 1 son topilib, b nugtaga yetarlicha yaqin barcha

x (x < b)nuqtalarda |f (x)| < M /(b — x)* tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bunda
b

M > 0 va x nugtaga bog‘liq emas, u holda [ f(x)dx xosmas integral
a

absolyut yaginlashadi.
6.9. Anig integralning tadbiglari

Integral hisob matematik tahlilning amaliyotda eng ko‘p
go‘llaniladigan bo‘limlaridan biri hisoblanadi. Biz quyida uning geometrik
tadbiglarini va mexanikada, fizikada, texnikada va iqtisodiyotda
uchraydigan masalalarni yechishda qo‘llashni ko‘rib chigamiz.

Aniq integralning geometrik tadbiqi

Yassi figuraning vyuzi. 1) [a; b] kesmada manfiy bo‘lmagan
giymatlarni gabul giluvchi y = f(x) funksiya berilgan bo‘lsin.

y = f(x) funksiyaning grafigi, Ox o‘q, x =a va x = b to‘g'ri
chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini topamiz (6.7- rasm).
Bunday figurani egri chizigli trapetsiya deb ataymiz.
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A=Xg<x1 <X <+ <Xy =

b nuqgtalar yordamida [a; b] kesmani w Y=/
n ta (a,xl), (xlixZ)J"')(xn—l'b) /_i_i
gismga ajratamiz  va ularning L
uzunliklarini mos ravishda

Axq = x4 — X9, A%y, = X5 — Xq,...,

Axp = Xy — Xp—1

orgali  belgilaymiz. So‘ngra bu
bo‘linish nuqgtalari orgali Oy o‘qga
parallel qilib funksiya grafigi bilan 6.7-rasm
kesishguncha kesmalar o‘tkazamiz.
Natijada egri chizigli trapetsiya n ta yo‘lakga bo‘linadi.

Birinchi yo‘lakni Ax; asosli va balandligi f(&;) bo‘lgan to‘g‘ri
tortburchak bilan almashtiramiz, bu yerda &; —to‘g‘ri tortburchakning asosi
bo‘lgan [x,; x; ] kesmadan olingan birorta nugta. Bu to“g‘ri tortburchakning
yuzi f(&;)Ax; gateng.

Bunday almashtirishni ikkinchi, uchinchi va boshga yo‘laklar bilan
bajaramiz. Natijada yuzlari f(&,)Ax,, f(&3)Axs, ..., f(&,)Ax, ga teng
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklarni hosil qilamiz. Ana shu to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisini trapetsiya yuzining tagribiy qiymati
sifatida olamiz:

[ | : 1 i ‘x;
agXxiXxX2 X3 0 Xn-1 p

n
S = _Zlf(fi)Axi
1=
Aniq integralni kiritishdagi singari d orgali Ax; kesmalar
uzunliklarining eng kattasini belgilaymiz. Egri chizigli trapetsiyaning yuzi
deb hosil gilingan yig‘indining d — 0 dagi limitiga aytamiz, ya’'ni
n
§ = lim % f(§)Ax.
1=
Bu limit esa integral ekanligi ravshan, shuning uchun egri chiziqli
trapetsiyaning yuzi
b
S= [ f(x)dx (6.32)
a

formula bilan hisoblanadi.

2) Endi f(x) funksiya [a; b] kesmada manfiy giymatlarni gabul
gilsin. U holda y = f(x) funksiyaning grafigi Ox o‘qdan pastda joylashgan
bo‘ladi va

b
[ flx)dx <0
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bo‘ladi. Shuning uchun bu funksiyaning grafigi hosil gilgan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi

(6.33)

b b
S=—[f(x)dx yoki S =|/[ f(x)dx

formula bilan hisoblanadi.

3) x o‘zgaruvchi c€(a;b) V¢ y = f(x)
nuqtadan o‘tishda f(x) funksiya o‘z
ishorasini o‘zgartirsin, ya’ni abAB
egri chizigli trapetsiyaning bir gismi
Ox o‘qdan yugorida, golgan gismi esa
Ox o‘qdan pastda joylashgan bo‘lsin
(6.8-rasm). Bu holda aytib o‘tilgan
yuza ikkita yuzaning yig‘indisidan
iborat bo‘ladi:

c b
S = Saac +Scp = ff(x)dx +
a c

yoki

S = f f)dx — f f(x)dx (6.34)

4) f(x) va g(x) funkS|yaIar [a; b] kesmada uzluksiz va f(x) >
g(x) > 0 bo‘lsin. Yugoridan y = f(x) egri chiziq bilan, quyidan esa y =
g(x) egrichiziqg bilan yon tomonlardan esa x = a va x = b to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan figuraning S yuzi aDCb rapetsiyaning S,pcp Yuzi
bilan aABb trapetsiyaning S, 45, Yuzlarining ayirmasiga teng (6.9- rasm).

yn

v y=xy), =
] R, : y=x
of a b x 0 x
6.9-rasm 6.10-rasm
Shunday qilib

b b
S = C{f(x)dx— C{g(x)dx
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yoki
b
= C{ [f (x) — g(x)]dx (6.35)

formulaga ega bo‘lamiz.
6.16-Misol. y =x? va y =x chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini toping (6.10-rasm).

» Bu chiziglar kesishgan nugtani topamiz: x? = x yoki x(x — 1) =
0. Demak chiziglar 0(0; 0) va P(1; 1) nuqtalarda kesishar ekan. U holda
integrallash chegaralari a=0 va b =1 bo‘ladi. Shuning uchun
gidirilayotgan yuzani (6.35) formula bo‘yich topsak

1 311

x2 X

b
_ A2 — | __=-_
—C{(x x“)dx 20 30 >3 8
5) Egri chiziq qutb koordinatalarida r = r(¢), ¢ € [a; B8] tenglama
bilan berilgan bo‘lsin (6.11-rasm). Bu egri chiziq va qutb o‘qgi bilan mos
ravishda a va B burchak tashkil qiluvchi o‘glar bilan chegaralangan
figurani egri chiziqgli sektor deb ataymiz. Ana shu egri chizigli sektorning

yuzi

11 1

S==[r%(p)de (6.36)

formula bilan hisoblanadi.
6.17-Misol. r = a cos 3¢ chiziq bilan chegaralangan “uch bargli gul”
figurasining yuzini toping (6.12-rasm).

6.11-rasm

» Dastlab “gulning” bitta bargi yuzining yarmini, ya’ni figura
yuzining 1/6 gismini hisoblaymiz.

1 176 az ™ +cos6cp
— =—f (acongo)zd(p—?{ do =

6
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a? 1 wa?
_ /6 : /6 _
= T(('Dlg + g sin 6g0|g ) =<r
Bundan esa S = wa?/4 yuzaning qiymatini hosil gilamiz. <
6) Egri chizigli trapetsiya
x = x(t),
t €|a;
{y = y(b), L A]
parametrik tenglama bilan berilgan egri chiziq va x = a vax = b to‘g'ri

chiziglar va Ox bilan chegaralangan bo‘lsa, uning yuzi
B

S = [y)x'(t)dt (6.37)

formula bilan hisoblanadi, bu yerda « va g integrallash chegaralari x(a) =
a va x() = b tengliklardan aniglanadi.

6.18-Misol. x =acost,y = bsint ellips bilan chegaralangan
figuraning yuzini toping.

» Dastlab S yuzaning 1/4 gismini topamiz. Bu yerda x o‘zgaruvchi
0 dan a gacha o‘zgaradi, demak t o‘zgaruvchi m/2 dan 0 gacha
o‘zgaradi (6.13-rasm). U holda

Y1b
0 ax L/
~ .
a in_/xi b x
6.13-rasm z 6.14-rasm

1 0 0
—S= [bsint-(—asint)dt = —ab [ sin®tdt =

4 /2 /2

ab fo(l 20)dt . <t /2 sin 2t ”/2> mab
= — — cos =ab|=| - =—

2 /2 21 4 1 4

Bundan esa S = mab qidirilayotgan yuzani hosil gilamiz. <

Jism hajmi. x = a va x = b tekisliklar orasida joylashgan jismni
garaymiz. Bu jismning Ox o‘qga perpendikulyar tekisliklar bilan
kesimining yuzi x € [a; b] nuqtaga bog‘lig bo‘lib, bu bog‘liglik [a; b]
kesmada uzluksiz S(x) funksiyadan iborat bo‘lsin (6.14-rasm).

[a; b] kesmani T ={x,=a,xy,..,X;_1,%X;, ...,Xn, = b} nuqtalar
yordamida n ta bo‘lakga bo‘lamiz, natijada garalayotgan jism ham n ta
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silindrsimon gismlarga bo‘linadi. [x;_4; x;] kesmadan ixtiyoriy ravishda ¢;
nuqgtani tanlaymiz. [x;_q; x;] kesmaga mos keluvchi silindrning balandligi
Ax; = x; — x;_1 ga teng bo‘ladi, shuning uchun bu silindr hajmining
tagribiy qiymati sifatida S(&;)Ax; ko‘paytmani olish mumkin. U holda
garalayotgan jism hajmining taqribiy giymati sifatida

v~ ¥ SE)A,
i=1

yig‘indini olish mumkin. Bu yig‘indi esa uzluksiz S(x) funksiyaning [a; b]
kesma bo‘yicha integral yigindisi bo‘ladi. Aniqg integralni Kkiritishdagi
singari d orgali Ax; kesmalar uzunliklarining eng Kkattasini belgilaymiz.
d — 0 da bu yig‘indining limiti S(x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha
aniq integralini beradi . Shuning uchun jismning hajmi

b

V= [Sx)dx (6.38)
formula bilan hisoblanadi. :

y“

y =f(x)

R"

/’ 0

6.15-rasm ‘ 6.16-rasm
Yuqorida hajmi hisoblangan jismga gilingan faraz [a; b] kesmada
aniglangan uzluksiz nomanfiy funksiya grafigidan hosil bo‘lgan egri
chiziqli trapetsiyani Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism uchun
ham o‘rinli (6.15- rasm). Bu holda S(x) = mf?(x) bo‘ladi, shuning
uchun bu aylanma jismning hajmi

b
Ve =m [ f2(x)dx (6.39)

formula bilan hisoblanadi. Xuddi shu singari asosi [c; d] kesma bo‘lgan va
bu kesmada uzluksiz nomanfiy x = g(y) funksiya grafigi bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyani Oy o‘q atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning (6.16-rasm) hajmi

d
V,=m Cf g*(y)dy (6.40)

formula bilan hisoblanadi.
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Asosi Ox o°‘qdagi [a; b] (a = 0) kesma bo‘lgan va bu kesmada
uzluksiz nomanfiy f(x) funksiyaning grafigi bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani Oy o‘q atrofida aylnatirishdan hosil bo‘lgan jismning
IV hajmini topamiz (6.17-rasm).

Dastlab balandligi f (&), asosi [xj_1; x;] kesmadan iborat bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchakni Oy o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan
xalgasimon silindrning hajmini topamiz. Bu hajm ikkita doiraviy silindr
hajmlarining ayirmasiga teng:

AV = nf (§)x — f (§)Xig—1 = Tf (§) (g — Xj—1) =

= mf (&) (xp + xp—1) (X — Xpe—1).
IR y=f(x)

-
.-

-----

Z 6.17-rasm

[a; b] kesmaning T ={xog=a,Xxq, ., Xk—1, X e, Xn, = b}
bo‘linishida Ax;, kesma uzunliklarining eng kattasi d yetarlicha kichik
bo‘lganda x; = x,_; = & deb hisoblash mumkin bo‘ladi. Shuning uchun

AV = 21f (§ )8y * Axy
tagribiy tenglikga ega bo‘lamiz. U holda garalayotgan jism hajmining
tagribiy giymati sifatida

v ~2n 3 fE

yig‘indini olish mumkin. Bu yig‘indi esa uzluksiz xf(x) funksiyaning
[a; b] kesma bo‘yicha integral yigindisi bo‘ladi. d — 0 da bu yig‘indining
limiti xf (x) funksiyaning [a; b] kesma bo‘yicha aniq integralini beradi.
Shuning uchun jismning hajmi

b
V =2m [ xf(x)dx (6.41)

formula bilan hisoblanadi.
f(x) va g(x) uzluksiz funksiyalar grafiklari va x = a,x = b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan yassi figurani Ox va Oy o‘glar atrofida

aylantirishdan hosil bo‘lgan jismlarning hajmlari mos ravishda
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b b
Ve = ﬂc{ (f2() —g*(x)dx, V= ZﬂC{X(f(x) —g(x))dx (6.42)

tengliklar bilan topiladi, bu yerda 0 < a < b va ixtiyoriy x € [a; b] uchun
0 < g(x) < f(x) deb faraz gilingan.

Agar egri chizigli trapetsiyani chegaralovchi chizig x = x(t),y =
y(t),t € [a; B] parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda bu
trapetsiyani Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini
topish uchun (6.39) formulada o‘zgaruvchilarni almashtirish kerak.

Bu yerda x = a bo‘lsa, t = a va x = b bo‘lsa, t = bo‘ladi deb
faraz gilsak

b
V. =1 [ y2(t)x'(t)dt (6.43)

tenglikni hosil gilamiz.
6.19-Misol. y? = 2mx parabolaning 0OA yoyini Ox o‘q atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping (6.18-rasm).

A M B
y M; n2l—
My, =
M Ay;
2
M, Ax;
A
X
Ol axiX;x;_y X; Xp-1b X
6.18-rasm 6.19-rasm

» Parabolaning OA yoyi tenglamasi y = ./2px, p >0 bo‘ladi.

b
Shuning uchun garalayotgan jismning hajmi V =x [ y?dx =
a

b
m [ 2pxdx = mpa? bo‘ladi. €
a

Egri chiziqg yoyi uzunligi. Oxy tekislikda y = f(x), a<x <b
tenglama bilan egri chiziqg berilgan bo‘lsin (6.19-rasm). Egri chizigning x =
a,x = b vertikal to‘g‘ri chiziglar orasida joylashgan AB yoyining
uzunligini topamiz.

Dastlab yoy uzunligi tushunchasini kiritamiz. AB yoyda abssissalari
a, X1, Xo, .., Xjy, Xn, DO‘lgan A, My, M,,...,M,;, ..., M,, B nugtalarni
olamiz va AM;,MM,, ..., M,,B vatarlarni o‘tkazamiz. Bu vatarlarning
uzunliklarini mos ravishda As;, As,, ..., As,, orgali belgilaymiz. U holda AB
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yoyga ichki chizilgan A, M, M, ... M, B siniq chizigni hosil gilamiz. Bu siniq
chizigning uzunligi
n
S, = ). As;
k=1
giymatga teng bo‘ladi.

AB yoyning s uzunligi deb, ichki chizilgan sinig chizig uzunligining
siniq chizig eng katta kesmasi nolga inteilgandagi limitiga aytiladi:
s= lim 2 As; (6.44)

maxAs;—0p,=1
Dastlab, agar f(x) funksiya va uning f'(x) hosilasi [a; b] kesmada
uzluksiz bo‘lsa bu limitning mavjudligini isbotlaymiz.
Har dOlmgldEK Axi =X;i — Xj—1 va Ayl = f(xl-) — f(xl-_l)
belgilashlarni kiritamiz. U holda Pifagor teoremasiga ko‘ra

= J@x)? + (By)* = Jl - (A1)

Ildiz ostidagi nisbatga 5.12-Lagranj teoremasini gqo‘llasak
Ayi _ f) = fle-1) _ 4
e MG
bu yel‘da Xi—q < & < «x;. Demak, As; = \/1 + [f’(Ei)]zAxi bo‘ladi.
Shunday qilib, ichki chizilgan sinig chizigning uzunligi

= 3 T+ GoPx (645

tenglikni ganoatlantitadi.

Shartga ko‘ra, f'(x) hosila va demak /1 + [f’(x)]? funksiya [a; b]
kesmada uzluksiz. Shuning uchun bu funksiyaning (6.45) integral
yigindisining limiti mavjud va u aniq integralga teng bo‘ladi:

s=_lim 2J1+ [f"(£)]?Ax; = H1+ [f"(x)]2dx

max Ax;—0p =

Shunday qilib, egrl chiziq yoyining uzunllgl uchun
b
s= [J1+I[f (0)]2dx (6.46)
a

formulani hosil gildik.
6.20-Misol. y2? = x3,y > 0 egri chizigning A(0;0) va B(1;1)
nuqtalar orasidagi yoyining uzunligini toping.
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3

» Egri chizigning tenglamasidan y = x2 tenglamani  hosil
gilamiz. U holda, y' = ;\/E Shunday qilib, yoy uzunligi (6.46) formulaga
ko‘ra

.| 8 (13

= ﬁ(gx/l_ - 1)
Endi egri chiziq o‘zining

x=¢@), y=9@) (a <t<p) (6.47)

parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda ¢(t) va ¥(t)

berilgan [a; B] kesmada uzluksiz va uzluksiz ¢'(t) va y’'(t) hosilalarga

ega, hamda bu kesmada ¢'® = 0. Bu holda (6.47) tenglamalar biror y =
L . . . dy Y

f (x) funksiyani aniglaydi va uning hosilasi — =—

dx @'(t)

tenglik bilan

aniglanadi.
a=¢@(a), b=y(B) bolsin. U holda (6.46) integralda x =
@(t),dx = ¢'(t) deb o‘zgaruvchilarni almashtirsak

2l ey f
s=J |1+ lm @'(t)dt yoki s = [ {[p' ()] + [P'(1)]?dt.(6.48)

6.21-Misol. x = a(t —sint), y =a(l—cost) parametrik
tenglamalar bilan berilgan sikloida deb ataluvchi egri chizigning bitta arkasi
uzunligini toping.

» Sirpanmasdan aylanayot-
gan  g'ildirak  aylanasidagi |7
go‘zg‘almas nugtaning trayekto-

riyasi sikloida deb ataladi (6.20- )

rasm). Bitta arka parametrning \ q‘ 4

0<t<2m o‘zgarishi bilan 2
aniglanadi. Koordinata ¢ 2ma
funksiyalar uchun hosilalarni 6.20-rasm

topamiz:

x'(t) =a(l —cost); y'(t) = asint.
Yoy uzunligini  hisoblash  uchunformuladagi integral osti ifodani
soddalashtiramiz:

\/(x'(t))z + (}"(t))z = \/az(l —2cost + cos?t+sin?t) =
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t
= /2a%2(1 — cost) = 2a sinz.

Hosil gilingan ifodani (6.48) formulaga go‘yib, integralni hisoblaymiz

27

t
s= [ 2asin=dt = 8a
0 2

va yoy uzunligini hosil gilamiz. <«
Fazoviy egri chiziq

x=@t),y=9(),z=x@),(a<t<p) (6.49)
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, uning yoyi uzunligi unga ichki
chizilgan sinig chiziq uzunligining sinig chizig eng uzun kesmasi nolga
intilgandagi limiti sifatida aniglanadi. Agar ¢(t), ¥ (t), x(t) funksiyalar va
ularning ¢'(t), Y'(t), x'(t) hosilalari [a; 8] kesmada uzluksiz bo‘lsa, yoy
uzunligi

B
s = 0{ V'O + [’ (O] + X' (©)]?dt (6.50)

formula bilan hisoblanadi.

6.22-Misol. t parametr 0 dan 2 gacha o‘zgarganda x = acost,y =
asint,z = amt parametrik tenglamalar bilan berilgan vint chizig‘ning
uzunligini toping.

» Chizigning tenglamalaridan  hosilarlar x; = —asint,y; =

acost,z{, = am bo‘ladi. Ularni (6.50) formulaga go‘yib,
2T 21

s= | \/azsin2t+a2coszt+a2m2dt =a [ 1+m2dt=
0 0
= 2ma\ 1 + m?2,
yoy uzunligini topamiz. <

Egri chiziq yoyi uzunligining differensiali. y = f(x) tenglama bilan
egri chiziq berilgan va bunda f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz f'(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu egri chizigning boshi A(a; f (a)) nugtada va oxiri
o‘zgaruvchan M(x; f(x)) nugtada bo‘lgan AM yoyini garaymiz (6.21-
rasm). U holda AM yoyining uzunligi
X

s= C{Jl + [f'(D)]?dt

formula bilan topiladi. Integral ostidagi /1 + [f’(t)]? funksiya [a; b]
kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun
ds(x) d

- (HH /()] Zdt) VIHIf @)

Bu yerdan AM yoy uzunllglnlng differensiali uchun
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d 2
ds = |1+ (—y) dx (6.51)

dx
formulani hosil gilamiz.

Egri chiziq yoyi uzunligi differen-
sialining geometrik ma’nosi shundan
iboratki, bunda u M (x; f (x)) nugtada egri
chiziqga o‘tkazilgan MT urinmaning ds
M(x;y) va N(x +dx;y + dy) y=1 M dy
nugtalarini tutashtiruvchi MN kesmaning A .
uzunligiga teng (6.21-rasm). dx = Ax | p  + dx
orttirmaning yetarlicha kichik 6.21-rasm
giymatlarida y = f(x) egri chizigning
bu orttirmaga mos keluvchi MM’ yoyi uzunligi egri chizigning M nugqtasida
o‘tkazilgan MT urinmaning MN kesmasi uzunligiga tagriban teng, ya’ni
As = ds.

Fazoviy egri chiziq
x=¢),y=9@),z=x>{), (a<t<p)
parametrik tenglamalar bilan berilgan va bunda ¢(t), Y(t) va x(t)
funksiyalar [«; B] kesmada uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa,
ds = /lo' (O] + [’ (O + [x' (O]%dt (6.52)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

yu M,

=y

Aylanma sirt yuzi. [a; b] kesmada aniglangan y = f(x) funksiya
grafigini Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtni gqaraymiz (6.22-
rasm). ‘

y + Ay
y

0

6.22-rasm

Sirtning 6.22-rasmda tasvirlangan AP gismining yuzini topamiz. Uning
yuzini ham AP orqali belgilaymiz. Bu yuza tagriban asoslarining radiuslari
y vay + Ay va yasovchisi As bo‘lgan kesik konusning yon sirti yuziga
teng. Kichik asosning radiusi r, katta asosning radiusi R va yasovchisi L
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bo‘lgan kesik  konus yon sirtining yuzi w(R + r)L formula bilan
hisoblanadi. Shuning uchun

AP = t(y + y + Ay)As.

Bu yerda Ay - As had boshga hadlarga nisbatan yuqoriroq tartibli
kichik migdor bo‘lganligi uchun dP = 2myds deb olish mumkin.

Egri chizig yoyi uzunligi differensiali uchun (6.51) formulani
go‘llasak

dP = 2nf (x)y1 + (f'(x))?dx

tenglikni hosil gilamiz. Shuning uchun aylanma sirtning yuzi

b
P =2m [ f()y1+ (f (x))2dx (6.53)

formula bilan hisoblanadi.
Agar egri chiziq
x =),y =9y(t) (a =t=<p)

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, aylanma sirt yuzi

B
P = Zﬂc{ (e’ (O + [y’ (H)]2dt (6.54)

formula bilan hisoblanadi.

6.23-Misol. Radiusi R bo‘lgan shart sirtining yuzini toping.

» Shar sirtini y = VR? —x2,—R < x < R tenglama bilan berilgan
chizigni Ox o‘q atrofida aylantirib hosil gilish mumkin. Simmetriya tufayli
aylananing birinchi chorakda yotgan gismini Ox atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan sirtning P; yuzi shar sirtining yarmiga teng bo‘ladi.

Integral ostidagi ifodani topamiz:

Q. e P A &
= Sk Y T ST RISy TR —x7
(6.53) formulaga qo‘yib P; yuzani topamiz:
R R R
P, =2m | /R? — x2———dx = 2w | Rdx = 2nR>.
! ({ VR?Z — x?2 ({

Topilgan P; yuzani ikkiga ko‘paytirib, shar yuzini topamiz: Pg,r =
ATR?. <

6.24-Misol. Sikloidaning bitta arkasini Ox o‘q atrofda aylantirishdan
hosil bo‘lgan sirtning yuzini toping.

» Sikloidaning parametrik tenglamalarini 6.21-Misoldagi singari
yozamiz: x = a(t —sint),y = a(1 —cost). Bu yerda ham bitta arka
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parametrning 0 <t < 2m o‘zgarishiga mos kelishini inobatga olamiz.
Koordinata funksiyalar uchun hosilalarni topamiz:
x'(t) = a(l — cost);
y'(t) = asint.
Ularni (6.54) formulaga qo‘yib sikloidaning bitta arkasidan hosil gilingan

sirtning
2T

P=2n{ a(l—cost) -\/az(l —cost)? +a?sin?tdt =
0

2T

t
=2m [ a(1 —cost)-2a- sin dt =
0

am t t

= —16ma? [ (1 — cos? —) d (cos —) dt =
) 2 2

T 64ma’

0 3

t 1 t
- 2 _ _ - 3 _
= —16ma (cos2 3 CcoS 2)

yuzini hosil qildik. <
Aniq integralning fizik tadbiqi

Massa, inersiya va statik momentlarni hisoblash. Diskret nugtalar
sistemasining massasi barcha nugtalar massalarining yig‘indisiga teng.
Massasi uzluksiz tagsimlangan ob’ektlarda p(M) zichlik M nugtaning
ob’ekt joylashgan sohadagi holatiga bog‘lig bo‘ladi.

Zichlik o‘zgarmas p bo‘lganda, jismning m massasi bu zichlikning
jism V hajmiga ko‘paytmasiga teng bo‘ladi: m = pV. Xuddi shu singari
zichligi ps —o‘zgarmas bo‘lgan va yuzi S bo‘lgan yassi figuraning massasi
m = pgS Ko‘paytmaga teng bo‘ladi, chizigli zichligi o‘zgarmas p, bo‘lgan
s uzunlikka ega bo‘lgan egri chizigning massasi m = p,s ga teng bo‘ladi.
Ammo zichlik M nuqgtaning holatiga bog‘liq bo‘ladigan p(M) funksiya
bilan berilgan bo‘lsa, jismning massasini hisoblash integral hisobni
go‘llashni talab giladi. Bir gator sodda hollarda bu masalani aniq integral
yordamida yechish mumkin.

Fazoviy T egri chiziq Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida

x=x(t),y=y@t),z=2z(t),a<t<bh
parametrik tenglamalari bilan va [a,b] kesmada integrallanuvchi p,(t)
funksiya massaning uzunlik bo‘yicha tagsimlanishini beruvchi zichlikni
ifodalasin, bundan tashqari

. Am . Am()
ps(t) = lim—— = lim
As—0 As As—0 As(t)

(6.55)
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tenglik o‘rinli bo‘lsin, bu yerda Am — uzunligi As bo‘lgan egri chiziq
yoyining massasi bo‘lib, ular t parametrning [t,t + At] < [a, b] kesmada
o‘zgarishiga mos keladi.

(6.55) tenglikdan 2.13-Teoremaga ko‘ra

Am(t) = ps(t) - As(t) + a(At) - As(t)
tenglikni yozish mumkin, bu yerda a(At) funksya At = 0 nuqtada cheksiz
kichik. U holda egri chiziq yoyi uzunligining differensiali uchun (6.52)
formulaga ko‘ra
dm(t) = ps(t) - ds(t) = ps () - [x' (O + [y’ (©12 + [2' (©)]2dt

bo‘ladi, shuning uchun butun yoyning massasi

b b
m = C{ dm(t) = [ ps@) - /[x' (2 + [y' ()] + [/ (t)]2dt  (6.56)

a
formula  bilan  hisoblanadi.  Xususiy holda [a,b] kesmada
differensiallanuvchi y = f(x) funksiya bilan berilgan va p,(x) chizigli
zichlikka ega egri chizigning massasi

b
m= [ ps(x) 1+ [f(0)]%dx

tenglik bilan topiladi.

[a,b] kesmada integrallanuvchi p(x) va S(x) funksiyalar mos
ravishda jism zichligini va Ox o‘qga perpendikulyar kesimning yuzini
ifodalasa, jismning [x, x + Ax] kesmaga mos keluvchi gismining massasi

Am =~ p(x)S(x)Ax
tagribiy tenglikni ganoatlantiradi, shuning uchun uning to‘lig massasi

b
m= [ p(x)S(x)dx (6.57)

aniq integral bilan topiladi.

Oxy tekislikda massalari my,m,,..,m,, bo‘lgan M;(xq,y,),
M, (x5,v5), ..., My, (x,, y,) nuqgtalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

6.13-Ta’rif. Material nuqtalar sistemasining Ox va Oy o‘glarga
nisbatan I, va I, inersiya momentlari deb, bu nugtalar massalarining mos
koordinata o‘qigacha bo‘lgan masofalari kvadratlariga ko‘paytmalarining
yigindisiga aytiladi:

n n
I, = ki_:lmiyiz; I, = E_I 7711'351'2

6.14-Ta’rif. Material nuqgtalar sistemasining Ox va Oy o‘glarga

nisbatan S, va S,, statik momentlari deb, bu nugtalar massalarining mos
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koordinata o‘gigacha bo‘lgan masofalariga ko‘paytmalarining yig‘indisiga
aytiladi:
n n
Sx = kz—:lmiyi; Sy = kz_jlmixi.

Massalari uzluksiz tagsimlangan jismning inersiya momentini
hisoblash integral hisobni go‘llashni talab qiladi. Agar jism massasi
differensialining biror t € [a, b] parametrga bog‘ligligi dm(t) va o‘qgacha
bo‘lgan r(t) masofa ma’lum bo‘lsa, inersiya momenti uchun

b
I= [r?(t)dm(t) (6.58)

tenglikni yozish mumkin.

Oxy tekislikda y egri chiziq x=x(t),y=y({@t),a<t<bh
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, massaning uzunlik bo‘yicha
tagsimlanishini ps(t),a <t < b funksiya ifodalasa, u holda (6.56) va
(6.58) formulalarga ko‘ra egri chizigning Ox o‘gga nisbatan inersiya
momenti

b
I, = f ps(@®) - [x' (12 + [y (O12y2(t)dt (6.59)

formula bilan hisoblanadi. Xuddi shu singari Oy o‘gqga nisbatan inersiya
momenti

b
I, = [ ps(t) - JIx' 2 + [y ®)]2x2()dt (6.60)

a
formula bilan hisoblanadi.

Xususiy holda [a, b] kesmada differensiallanuvchi y = f(x) funksiya
bilan berilgan va p,(x) chizigli zichlikka ega egri chizigning koordinata
o‘glariga nisbatan inersiya momentlari

b

L = C{PS(X) f20) 1+ [f (0)]2dx,

b
L, = C{ps(x) xZ 1+ [f'(x)]%dx

tengliklar bilan topiladi.

Inersiya momentini hisoblashga qilingan mulohazalarni statik
momentlar uchun takrorlab (6.59), (6.60) formulalar va ularning xususiy
hollari uchun mos ravishda

b
Sy = C{ ps(@®) /[’ (D2 + [y’ (O)]2y(t)dt (6.61)
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b
S, = C{ ps@®) - [x' O + [y (O)]2x(t)dt (6.62)

b
Sx = ‘{ps(t) f) 1+ [f(0)]2dx;

b
Sy = [ ps(®) - x-\1+ [ (x)]2dx

a
formulalarni yozish mumkin.
6.25-Misol. x =acos3t , y=asin3t
astroidaning (6.23-rasm) birinchi chorakda
yotgan  qismining statik va inersiya

momentlarini hisoblang. —ax
—a

Y,

X

» Astroidaning  koordinata  o‘glariga
nisbatan simmetrikligi tufayli I, =1, va
Sx =8, bo‘ladi. Shuning uchun momentlarni
fagat Ox o‘gga nisbatan hisoblash yetarli. 6.23-rasm
Zichlikni  pg(t) = 1 deb olamiz. Birinchi chorak uchun 0 <t < m/2
bo‘ladi. Demak (6.59) va (6.61) formulalarga ko‘ra

NI
/

/2
L,=1,= [ a*sin® t/(—3a cos? tsint)? + (3a sin? t cost)2dt =
0
/2 /2
=3a® [ sin®tcostsintdt =3a® [ sin’ tcostdt =
0 0
3a3 T3
_ 7 _ 2 3
=—-sin’t| =-=a3
8 0 8
/2
Sy =358, = [ asin®t+/(=3a cos? tsint)? + (3a sint cost)2dt =
0
/2 /2

=3a® [ sin®tcostsintdt =3a? [ sin*tcostdt =
0 0

223 a’. <
0o 5

Bajarilgan ishni hisoblash. F kuch ta’sirida M material nugtani Ox
o‘q bo‘ylab a nuqgtadan b nuqtaga (a < b) o‘tganda bajarilgan A ishni
hisoblaymiz. Fizika kursidan ma’lumki F kuch o‘zgarmas va Ox o‘q
bo‘ylab yo‘nalgan bo‘lsa, u holda A bajarilgan ish F kuchning F giymati

bilan s = b — a bosib o‘tilgan yo‘Ining ko‘paytmasiga teng: A = F - s.

3a? .
— sm5 t
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Ox 00 M material nuqtaga ta’sir qiluvchi F kuch [a, b] kesmada x

o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyasidan iborat bo‘lsin:
F = F(x).
[a, b]kesmani xo = a < x; < x, < -+ < x, = b nuqtalar yordamida Ax;,
Ax,, ...,Ax, uzunliklarga ega bo‘lgan n ta qismga ajratamiz. Har bir
[x—1, %] qismiy kesmada ixtiyoriy ravishda &, nugtani olamiz. Ax
yetarlicha kichik bo‘lganda F kuchning bu kesmadagi giymatini o‘zgarmas
va F = F (&, )ga teng deb hisoblashimiz mumkin. U holda AA,, ishni
AAy =~ F(&) - Axy

tagribiy tenglik bilan hisoblash mumkin. Shuning uchun
n

Z AAy = kZ F(&) - Axy

yig‘indi F kuchning [a, b] kesmada bajargan A ishiga tagriban teng bo‘ladi.
Boshga tomondan A,, yig‘indi F(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi integral
yig‘indisidan iborat. Shu sababli F kuchning [a, b] kesmada bajargan A ishi
sifatida bu yig‘indining max Ax;, — 0 dagi limitini olish tabiiy va bu limit

1<k<n
F(x) funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligi tufayli mavjud. Shunday
qilib gidirilayotgan A ish
A= lim z F(&,) Axy, = f F(x)dx (6.63)
maxAxgp—0p=1
aniq integral bilan hisoblanar ekan.

6.26-Misol. Agar prujinaga 1N kuch ta’sir qilganda 1 sm cho‘zilsa,
uni 4 sm cho‘zish uchun gancha ish bajarish kerak?

» Guk gonuniga ko‘ra prujinani x sm chozish uchun F = kx kuch
sarflash kerak bo‘ladi. k praposionallik koeffisiyenti x = 0,01 bo‘lganda
F = 1 N shartdan topiladi, demak k = 1/0,01 = 100 yoki F(x) = 100x.
Topilgan F(x) kuchning ifodasini (6.63) formulaga qo‘yamiz, bunda a = 0

vab = 0,04:
0,04

A= [ 100xdx = 50x2|3** = 0,08 (joul)

0

natijada bajarilgan A ishni topdik. <

Zaryad miqdorini hisoblash. O‘tkazgich bo‘ylab vagtning t €
[T;,T,] momentida I(t) =0 kuch bilan tok o‘tmoqda. [T;,T,] vaqt
oralig‘ida o‘kazgich orgali o‘tgan Q tok miqdorini topamiz. [Ty, T,] vaqt
oralig’ini Ty =ty < t; <t, <--<t, =T, nugtalar yordamida At,, At,,
.., At,, uzunliklarga ega bo‘lgan n ta gismga ajratamiz. U holda At, vaqt
oralig‘i yetarlicha kichik bo‘lganda I(t) tok kuchining bu kesmadagi
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giymatini o‘zgarmas va I = I(t;) ga teng deb hisoblashimiz mumkin, bu
yerda 1), € [t,_1,tx] birorta vaqt momenti. U holda At vaqt oralig‘ida
o‘tkazgich orgali

AQy ~ (1) - Aty
migdorda tok o‘tgan deb hisobalshimiz mumkin. Bu miqdorlarni barcha
vaqt oraliglari bo‘yicha go‘shib chigib va barcha bo‘linishlar bo‘yicha
limitga o‘tib

TI;
Q = [I(t)dt (6.64)
T

1

vaqgtning T7; momentidan T, momentigacha bo‘lgan vaqt davomida
o‘tazgich orqgali o‘tgan tok migdorini hisoblash formulasini hosil gildik.

6.27-Misol. Elekktr zanjiridagi kuchlanish tushuvi 220 v. Elektr
zanjirga garshiligi 15 Om bo‘lgan doimiy iste’molchi ulangan va 0,2 Om/c
tezlik bilan go‘shimcha qarshilik kiritiladi. Elektr zanjir orgali 1 minut
davomida gancha zaryad migdori ogib o‘tadi?

» Om gonuniga ko‘ra U kuchlanish, I tok kuchi va R garshilik o‘zaro
I = U/R munosabat bilan bo‘g‘langan. Masala shartiga ko‘ra zanjirning
garshiligi R(t) = 15+ 0,2t gonun bo‘yicha o‘zgaradi. U holda Om
gonuniga ko‘ra zanjirdagi tok kuchi

220

1= e " 5+ 02t
gonuniyat bo‘yicha o‘zgaradi. Shuning uchun zanjir orgali 1 minut
davomida oqib o‘tgan zaryad miqgdori

}Oltdt—?o 220 =220 s + 02t v
) 10dt = g5 02 = g s +020)| - =

27
= 1100- ln1—5 ~ 646,57 KL.

gqiymatga teng. <
Aniq integralning igtisodiyotga tadbiqi
Ishlab chigarilgan mahsulotning hajmi. Agar iqtisodiyotda ma’lum
va hisoblashlarda qo‘llanilib kelinayotgan Kobba-Duglasning ishlab
chigarish funksiyasida mehnat xarajatlari vaqtga chizigli bog‘liq va kapital
xarajatlar o‘zgarmas bo‘lsa, funksiya g(t) = (at + B)e¥* ko‘rinishda
bo‘ladi. U holda T yil mobaynida ishlab chigarilgan maxsulotning hajmi

T
Q = [ (at + B)e¥tdt (6.65)
0
formula bilan hisoblanadi.
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6.28-Misol. Kobba-Duglas funksiyasi g(t) = (t + 1)e3¢ ko‘rinishda
bo‘lsa, 4 yil davomida ishlab chigarilgan maxsulotning hajmini toping.
u=1+t;, du=dt;

4
_ 3t — —
» Bu yerda Q = ({(1+t)e dt = dv=e3tdt;v=%e3t —

1 +t 3t * 1 . 3t 5 12 1 1 12 1 14 12 2
3 ¢ |0 3 ({e 3¢ T379% T9T9¢% 79
~ 2,53 10° shartli birlik. <
Diskontlash.

6.15-Ta’rif. p yillik foizda T yildan so‘ng olingan natijaviy miqgdor
asosida boshlang‘ich mablag‘ning qiymatini aniqlash diskontlash deb
ataladi.

Diskontlash masalasi kapital quyilmalarning igtisodiy samaradorligini
aniqlashda uchraydi.

K; — o‘tgan t vaqt davomida olingan mablag® miqdori, K — esa
diskontlangan (boshlang‘ich) mablag® bo‘Isin.

Agar yillik foizlar oddiy bo‘lsa, K; = K(1 + it) bo‘ladi, bu yerda i =
p/100 — salmoq foiz stavkasi. U holda K = K; /(1 + it).

Agar vyillik foizlar murakkab bo‘lsa, K, = K(1 + it)t va demak K =
K /(1 + it)t bo‘ladi.

Quyiladigan kapital quyilmalar vaqt bo‘yicha o‘zgarib, u f(t)

funksiya orqali ifodalansin va i salmoq stavkasida foizlar uzluksiz
T

hisoblansin. U holda T vaqt davomida K = [ f(t)e~"dt bo‘ladi.
0

6.29-Misol. Agar boshlang‘ich kapital quyilma 10 min. pul birligini
tashkil gilgan va foiz stavkasi 8%, hamda har yili kapital quyilmani 1 min.
pul birligiga oshirish rejalashtirilgan bo‘lsa, 3 yilda olinadigan diskont
daromadni aniglang.
»Bu yerda kapital quyilma f(t) =10+ 1-t =10+t funksiya
T
orgali berilgan. U holda K = [ (10 + t)e~%%tdt ~ 30,5 min. pul
0
birligi. «
6.10. Aniq integralni hisoblashning tagribiy usullari
liImiy tadgigotlar va muhandislik hisob-kitoblarini olib borishda aniq
integralning giymatini topish muhim o‘rin tutadi. Agar integral osti
funksiyaning boshlang‘ichi ma’lum bo‘lsa, Nyuton-Leybnis formulasidan

foydalanilib, bu masalani osongina hal gilish mumkin. Birog har doim ham
integral osti funksiyaning boshlang‘ichini elementar funksiyalar orgali
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ifodalab bo‘lmaydi, ba’zan esa integral osti funksiya jadval ko‘rinishida
(masalan, eksperemental o‘lchovlarning natijasi sifatida) berilgan bo‘lishi
mumkin, bu holda esa boshlang‘ich funksiyaning analitik ko‘rinishi
umuman mavjud bo‘lmaydi. Bunday hollarda hisoblash matematikasining
usullari yordamida aniqg integralning giymatini taqribiy hisoblash bilan
kifoyalanish mumkin.

Biz quyida aniqg integralni tagribiy hisoblasning bir necha usulini
ko‘rib chigamiz.

To‘g‘ri to‘rburchaklar formulasi. [a,b] kesmada uzluksiz y =

b
f(x) funksiya berilgan va [ f(x)dx integralni hisoblash talab gilingan
a

bo‘lsin.

[a,b] kesmani x, =a+k-Ax,k =0,1,...,n nuqgtalar yordamida
uzunliklari Ax = (b — a)/n ga teng bo‘lgan n ta teng gismga ajratamiz
(6.24-rasm). &, orqgali [x,_q,x;] kesmaning o‘rtasini belgilaymiz: &, =
(x, + x,—1)/2 va funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:
y1=f(1), Y2 =F(&), . ¥n = f(§n). Asosi [xp_q,x;] kesma va
balandligi ¥, bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak yasymiz.

U holda bu n ta to‘g‘ri tortburchaklar yuzalarining yig‘indisi
gidirilayotgan aniq integralning tagribiy giymatini beruvchi zinasimon
shakldagi figuraning yuzinini aniglaydi:

b —a (Xt X
[ fGdx = x5+ 4 7o) = 0 3 £ (T, (666)
(6.66) formula to ‘g ri to ‘rtburchaklar formulasi deb ataladi.

Agar f(x) funksiya [a,b] ,y

kesmada uzluksiz ikkinchi y=fk)
tartibli hosilaga ega bo‘lsa, Lo
(6.66) tagribiy tenglikning A ] L
bsol ligi /_l Ve L Dl
absolyut xato ;jgl .- /{ v | P
Rl < L= ele | el | el | o
_ 24n? _ ola=x, X1 X3 Xp_1 Xi b= x
formula bilan baholanadi, bu 6.24 "
yerda M = max |f" (x)|. ca-fasm
asxs<b b
b—al (Xt Xk_
Ral = | ] fO0)dx =28 5 f (FTket)
a n k=1 2

Trapetsiyalar formulasi. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasini hosil
gilishdagi singari, bu yerda ham [a,b] kesmani x;, =a+ k- -Ax, k =
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0,1, ..., n nuqgtalar yordamida uzunliklari Ax = (b — a)/n ga teng bo‘lgan
n ta teng gismga ajratamiz (6.25-rasm). Funksiyaning bu nugqtalardagi
giymatlarini yo = f(x0),y1 = f(x1),¥2 = f(x2), ..., yn = f(x) oroali
belgilaymiz. Funksiya grafigining My (xq, vo), My (x1, v1), Mo (x5, ),
o, My, (xp, y,) nugtalarini  tutashtirio MyM;M, ...M,, siniq chiziq
o‘tkazamiz. Bu siniq chizigning kesmalarini yon tomon sifatida olib to‘g‘ri
burchakli trapetsiyalar yasaymiz. Ana shu yasalgan trapetsiyalarning
asoslari y,_1, v, balandliklari esa Ax bo‘ladi. Bu trapetsiyalar yuzlarining
yigcindisini qidirilayotgan aniq integralning taqgribiy qiymati sifatida
olamiz:

b
+ + 1+
ff(x)dx%yo )’1Ax+3’1 )’ZAx_l_m_l_Ynl Ynsz
a 2 2 2
b—a n
= [f@+f®) +2 % f(a) (6.67)
(6.67) formula trapetsiyalar formulasi deb ataladi.
yu MZ; Mn—l Mn
M1/ S A -
M,
Yo| V1| Y2 Yn-1 |y,
| X
ola=x, x; x, Xp_1 A = X,
6.25-rasm

Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga
ega bo‘lsa, (6.67) taqribiy tenglikning absolyut xatoligi
R| < (b—a)® M
T 12n2
formula bilan baholanadi, bu yerda M = maxblf”(x)l.
asxs

Parabolalar (Simpson) formulasi. To‘g‘ri  to‘ryburchaklar
formulasida funksiya grafigi zinasimon shakldagi siniq chiziq bilan,
trapetsiyalar formulasida funksiya grafigining vatarlaridan iborat sinig
chiziq bilan almashtirilgan bo‘lsa, parabolalar formulasida funksiya grafigi
parabolalar bilan almashtiriladi.

[a, b] kesmani bu safar juft sondagi n = 2m ta teng kesmalarga
ajratamiz va bo‘linish nugtalari x, = a+ k-Ax,k =0,1,...,2m, Ax =
(b — a)/2m bo‘lsin. Funksiya bu nugtalarda y, = f(xg),y1 = f(x1),y, =
f(x3), oo, Yom = f(xy) giymatlarni gabul giladi. Funksiya grafigining
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[x0,x1], [x1, x2] kesmalarga mos keladigan gismini M, (x,, yo), My (x4, 1)
va M,(x,,v,) nuqgtalardan o‘tuvchi y = A(x —x;)?+B(x —x;) +C
parabola bilan almashtiramiz (6.26-rasm). A, B, C — hozircha noma’lum
koffisiyentlar bo‘lib, ular M,, M;, M, nugtalarning koordinatalarini
parabola tenglamasiga qo‘yib topiladi. x, —x; = Ax va x;, — x; = —Ax
ekanligini inobatga olgan holda nuqgtalarning koordinatalarini parabola
tenglamasiga qo‘yib, A4, B, C koffisiyenlarga nisbatan cizigli

yu M1 y = f(X) ]\42"1_1
M,
My
M, M,
L2m ==b
0|a =Xo X1 X Xom-2 X2m-1 X
6.26-rasm
A(Ax)? — B - Ax + C = y,,
C= yl!

A(AX)> + B-Ax + C = y,.
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum
Yo = 2y1 t )2 Y2 = Yo
A= B = C =
2(8x)? 2 Ax 1
koffisiyentlarning giymatlarini topdik. Shunday qilib funksiya grafigi
[x0, x,] kesmada

_ Y2 — Yo 0~ 2Y1+¥2 5
parabola Dbilan almashtirilar ekan. Parabolani ana shu kesmada

integrallaymiz:
X2 X2

(x—x1)+y

Y2 — Yo Yo — 2y1 + Y2
dx = ( + — — 2) d
X2
_ w2 V2" Yo, o Yo~ 2Nty o7t
Vixley ¥ T hy T X) w6 (b0)? (=) .

1 Ax
=y12-Ax+§(y2 — 2y +y0)-Ax=?(y0+4y1 + ¥2).

f (x) funksiyaning [x,, x, ] kesma bo‘yicha aniq integralining tagribiy
giymati sifatida parabolaning bu kesma bo‘yicha integralining ana shu
giymatini olamiz:
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xZ xZ

Ax
J f)dx = [ y(x)dx = = o +4y1 +72).
xO xO

Xuddi shu singari [x,, x4], ..., [X2m—2, X2 ] Kesmalar bo‘yicha
X4 X4

A
S FGdx ~ [ yedx =5 (v + 4y + 1)

X2m X2m

A
J f@dx~ | y0dx =2 Gamz + 4omor + Yam)

X2m-2 X2m-2

aniq integral uchun taqribiy tengliklarni hosil gilamiz.
Xo = a,X,,; = b ekanligini inobatga olgan holda, bu tagribiy
tengliklarning chap va o°‘ng tomonlarini qo*‘shib
b Ax
J f(x)dx z?(J’o +4y, +y, +y, +4ys +y, +
a
vt Yom—2 + 4YVom-1+ Yom) =
Ax

=3 (Vo +Yom + 202 + Y4 + -+ Vom—2) +4(y1 +y3 + -+ Vom-1)]

yoki
b b—a
J f(x)dx ~ —— Dot yam + 202+ ya + o+ Yam2) +
a
+4(y; +y3 + -+ Yom-1)] (6.68)

formulani hosil gildik. (6.68) formula parabolalar formulasi deb ataladi.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz to‘rtinchi tartibli
hosilaga ega bo‘lsa, (6.68) taqribiy tenglikning absolyut xatoligi

(b—a)® M
|R1’l| S 4
180 - (2m)
formula bilan baholanadi, bu yerda M = max | (x)|.
asxs
1
6.30-Misol. [ aniq integralni  to‘g‘ri  to‘rtburchaklar,
0 2x+1

trapetsiya va parabolalar formulasiga ko‘ra n =4 hol uchun taqribiy
hisoblang va natijalarni integralning aniq qiymati bilan taggoslang.

» Dastlab integralning aniq giymatini topamiz:
1 1

dx 1 1
=—=ln(2x +1)] ==In3 =~ 05493.
({2x+ 1~ zm@x+ )] =7l
Endi [0,1] kesmani x, = 0; x; = 0,25; x, =0,5; x3 =0,75; x, = 1

nuqgtalar bilan to‘trtta teng gismlarga ajratamiz.
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To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bilan hisoblash. Ajratilgan teng
gismlarning o‘rtalarini topamiz: & = (xo +x1)/2 = 0,125; &, = (x; +
x,)/2 =0,375; &3 =(x, +x3)/2=0,625; & = (x3+x4)/2 =0,875
va funksiyaning bu nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz: f(&;) = 0,8;
f(&) =05704; f(&)=04342; f(&) =0,3536 . Hisoblangan
giymatlarni to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasiga qo‘yib

' _a
13 x+1 T E () + £ + &)+ FE) =

= Z(O'8 +0,5704 + 4342 + 0,3536) = 0,53955.

Hisoblangan natijaning xatoligini baholaymiz. Integral osti f(x) =1/
(2x + 1) funksiya " (x) = 8/(2x + 1)3 ikkinchi tartibli hosilaga ega va
bu hosila uchun

M = 12 _ —
ax 1700l = max [ v 13

tenglik o‘rinli. To‘g‘ri to‘rtburchak formulasidagi xatolikni baholash
formulasiga ko‘ra xatolik 8/(24-4%) =1/48 ~ 0,021 giymatdan
oshmaydi. Endi aniq giymat bilan tagribiy qiymat orasidagi fargni topaylik:
0,5493 — 0,53955 = 0,00975 < 0,021, ya’ni haqiqiy xatolik formula
bo‘yicha xatolikdan hagigatda kam ekan.

Trapetsiyalar formulasi Dbilan hisoblash. Funksiyaning x;,i =
0,1,2,3,4 bugralardagi y; qiymatlarini tagriban hisoblaymiz: y, =1, y; =
0,66667,y, = 0,5, y; = 0,4, y, = 0,33333. Hisoblangan bu giymatlarni
trapetsiyalar formulasiga qo‘yib

1 b —
f dx ~
0 2x+1

= %(1 + 0,33333 + 2(0,66667 + 0,5 + 0,4)) ~ 0,558333.

Hisoblangan natijaning xatoligini baholaymiz. To‘g‘ri to‘rtburchaklar
formulasi bilan hisoblashda M = max f''(x) = 8 ekanligini aniglagan

0=<x=<1

edik. Shuning uchun trapetsiyalar formulasining xatoligini hisoblash
formulasiga ko‘ra xatolik 8/(12-42) = 0,08333 giymatdan oshmaydi.
Endi anig giymat bilan tagribiy giymat orasidagi fargni topaylik: 0,5493 —
0,558333 = 0,009033 < 0,08333, ya’ni haqiqiy xatolik formula bo‘yicha
xatolikdan hagigatda kam ekan.

Parabolalar formulasi bilan hisoblash. Yuqgorida hisoblangan y;,i =
0,1,2,3,4 giymatlarni Simpson formulasiga go‘yamiz:

+ys+ 201+ Yy, +y3)) =
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fl a b_a( +y, + 2y, + 40y +y3)) =
02x+1~ 3n Yo T Vs Y2 Y1 TtY3)) =

1
= E(l +0,33333+ 20,5 + 4 (0,66667 + 0,4)) = 0,55.

Hisoblangan natijaning xatoligini baholaymiz. Integral osti funksiya
integrallash kesmasida uzluksiz to‘rtinchi tartibli hosilaga ega: f1V(x) =
384/(2x + 1)> va bu hosila uchun

M = max |fV(x)| = max _ 58

0sx<1 o=x=1|(2x + 1)3

giymatni yozish mumkin. Simpson formulasining xatoligini hisoblash

formulasiga ko‘ra hisoblangan natijaning xatoligi 384/(180-4*) =1/

120 = 0,00833 giymatdan oshmaydi. Endi anig giymat bilan tagribiy

giymat orasidagi fargni topaylik: 0,5493 — 0,55 = 0,0007 < 0,0083 ,
ya’'ni haqiqiy xatolik formula bo‘yicha xatolikdan hagigatda kam ekan.

Bitta integralni uchta usul bilan taqribiy hisobladik va Simpson
formulasi to‘gri tortburchaklar va trapetsiya formulalariga nisbatan aniglik
darajasi ancha yuqori ekanligini anigladik. <«

Nazorat savollari
1. Aniq integral tushunchasiga keltriladigan masalalar: bosib o‘tilgan yo°l
hagida masala.
2. Aniq integral tushunchasiga keltriladigan masalalar: egri chizigli
trapetsiyaning yuzi hagida masala.
3. Darbu yig‘indilari va ularning xossalari.
4. Aniq integralning xossalari.
5. O‘rta giymat hagida teorema.
6. Integral hisobning asosiy teoremasi (Nyuton-Leybnis formulasi).
7. Aniq integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
6. Aniq integralda bo‘laklab integrallash.
9. Xosmas integrallar.
10. Yassi figuraning yuzi.
11. Aylanma jismning hajmi.
12. Egri chiziqg yoyining uzunligi.
13. Aylanma sirt yuzi,
14. Massa, inersiya va statik momentlarni aniq integral yordamida
hisoblash.
15. Bajarilgan ishni aniq integral yordamida hisoblash.
16. O‘tkazgich orgali o‘tgan tok miqdorini aniq integral yordamida
hisoblash.

= 384
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17. Aniq integralning iqtisodiyotga tadbiqi.
16. Aniq integralni taqribiy hisoblashning to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi.
19. Aniq integralni tagribiy hisoblashning trapetsiyalar formulasi.
20. Aniqg integralni ragribiy hisoblashning parabolalar formulasi.
Mashqlar.
O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli bilan quyidagi aniq integrallarni
hisoblang
/4 9

o x xdx 22 dx
1. —=dx. 2. sin® 4x cos 4x dx. 3. )
fx Je ] T VE Yl

5
dx. 6.

5. fx3v4+x2dx. 6. f“2+31nxdx 7. f X
0

X 01+ 4x°

2
2/x T°/16 . 3
©dx. 10 [ T
X w2/36 X

/2 2
[ e3sn5% cos5xdx. 9. [
1

11.

X 1
————dx.12. | ————dx.
{ 9 + 25x4°% ({3+2cosxx
Bo‘laklab integrallash usuli bilan quyidagi aniq integrallarni
hisoblang:

T/6
13. f x cos 3x dx. 14. fx3ezx *1ldx. 15. f In(3x + 2) dx.
7'[/2 /12
16. f (2x + 3)sin 7x dx. 17. f (3x + 1) tg? 4x dx. 16. f arctg 7x dx.

/2 /3

19. fxegxdx. 20. fxe_xdx. 21. fxcosxdx. 22. | — .
m/4 SIn“ X

xdx

n/2
23. fxlogzxdx 24, f e?* cos x dx. 16. fln x dx.

Quyidagi chegara5| cheksiz xosmas integrallarning yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglang va yaginlashuvchi bo‘lsa, giymatini
hisoblang:

dx 2 (x — 2)dx o dx ° dx
26. . 27. . 26. . 29. .
zfx2 4x + 8 f 2_4x+8 of\/(2x+3)5 efxslnx
dx b dx
30. .
{x2+2x+17 !(2x+e)ln2(2x+e)
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Quyidagi chegaralanmagan funksiyalar xosmas integrallarining
yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglang va yaqinlashuvchi
bo‘lsa, giymatini hisoblang:

e dx 1 dx e 1y L dx
32. |———. 33. | —— . 34. . 35, .
1fx 2Inx c{x4 3lnx { xln3x ({xln3x
dx 4 dx dx
36. f 37,4 36 f f
0 V4 — x2 3 Vo — 2 V4 —x —In3x

40. y=x> va y=x ch|2|qlar bllan chegaralangan figuraning yuzini

toping.

41. y?*=3x+4 va x—y—2=0 chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.

42. x =0,x =m/2,y =0 va y =sinx chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.

43. r = asin 2¢ chiziq bilan chegaralangan “ikki bargli gul” figurasining

yuzini toping.

44, r=atge (a>0) chizig va ¢ =mn/4 to‘g‘ri chiziq bilan

chegaralangan figuraning yuzini toping.

45. x = a(t —sint),y = a(1 — cost) sikloidaning bitta arkasi bilan

chegaralangan figuraning yuzini toping (6.21-rasm).

46. x = t2 — 1,y = t3 — t parametrik tenglama bilan berilgan egri chiziq

sirtmog‘ining yuzini toping.

47. y =sinx (0 <x <m) va y = 0 chiziglar bilan chegaralangan egri

chiziqli trapetsiyani Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning

hajmini toping.

46. y =+/x, x = 0 va y = 1 chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli

trapetsiyani Oy o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini

toping.

49. y = x? va y? = x egri chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o‘q

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.

50. x = a(t —sint),y = a(l —cost) sikloidaning bitta arkasi bilan

chegaralangan figurani Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan

jismning hajmini toping (6.21-rasm).

51. y =Incosx egri chizigning abssissalari x; =n/6 va x, =m/3

bo‘lgan nuqgtalari orasidagi yoyining uzunligini toping.

52 {x =acos3t
" ly=asin3t

giymatlariga mos keluvchi nugtalari orasidagi yoyi uzunligini toping.

egri chizigning t parametrning t; =0 va t, =1
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53. y = 2+/x egri chizigning 0(0,0) va M(1,2) nugtalari orasidagi yoyini
Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt yuzini toping.

— ot i
54, {;;jt s;r;i egri chizigning t parametrning t; =0 va t, =m/2
giymatlariga mos keluvchi nugtalari orasidagi yoyini Ox o‘q atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt yuzini toping.
55. Zichligi o‘zgarmas 1 bo‘lgan x = acost,y = asint aylana yuqgori
yoyining koordinata o‘glariga nisbatan inersiya va statik momentlarini
toping.
56. y = 2x to‘g‘ri chiziqg 0(0,0) va M(1,2) nuqgtalar orasidagi kesmasining
koordinata o‘glariga nisbatan inersiya va statik momentlarini toping.
57. Agar prujinaga 1N kuch ta’sir gilganda 5 sm cho‘zilsa, uni 25 sm
cho‘zish uchun gancha ish bajarish kerak?
56. Elekktr zanjiridagi boshlang‘ich kuchlanish tushuvi 220 v. Elektr
zanjirga garshiligi 10 Om bo‘lgan doimiy iste’molchi ulangan va 0,25 Om/c
tezlik bilan qo‘shimcha garshilik kiritiladi va kuchlanish tushuvi 0,02 v/s
tezlik bilan ortadi. Elektr zanjir orgali 2 minut davomida gancha zaryad
miqdori ogib o‘tadi?
59. Bir tonna yukni bir kilometrga tashish narxi f(x) = 10/(x + 2) (pul
birl./km) funksiya bilan aniglanadigan bo‘lsa, bir tonna yukni 20 km masofa
tashish xarajatini hisoblang.

2
60. [ dx aniq integralni  to‘g‘ri  to‘rtburchaklar, trapetsiya va
1 2x+1

parabolalar formulasiga ko‘ra n =4 hol uchun taqribiy hisoblang va
natijalarni integralning aniq qiymati bilan tagqoslang.
Javoblar.

1. 4. 2. 9/512. 3. 29/3 —21In4/3. 4. 6 —8In1,5. 5. 6 — 33/4/2. 6.
(535 — —232)/4.  7.(In5)/24. 6. (e3 —1)/15. 9. (e —2)/2.

20 T
10. v2/3. 11.%arctg(—). 12 = 13.—~_1 14.%(e3+e).

3v/3 V5 18 9
3e + 2 2 19 T+ 4 T2 70
15. In(3e+2)—e—21In2. 16. —=. 17. —_/3 -1 ——_
l n(3e )—e 3n 29 T V3 5 12
31n2 1. 221 1
. 16. 3arctg21 —arctge7 — —In==—. 19. —(44e*+1).20. 1 —
z arctg arctg TAET: 81( e +1)
_ mw __
201 T ppmO=43) 1,3 a3 o542 56
e 2 36 2 2 41n 2 5
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V3 T 1 1 1
2e.26. /4. 27. uzogl. 26. > 29. uzogl. 30. 3 Zarcth. 31. 2In(3e)’

32 %i/Z. 33. uzog|. 34.—%. 35. uzog|l. 36. /2. 37. 4/3. 36, %i/Z. 39. uzog.

2 2
40. 1/3. 41. 191 42.1.43. "% 44, 2 (4 —1.) 45. 3na?. 6.2 47,
18 4 8 15

72/2 . 46. 4m/5. 49. 3m/10. 50. Smal. 51. %m”Tm . 52. 3a.

8m 21V 2
53. _3(\/§ —1). 54. n;/_(e” —2).55. I, = I, =ma®,S, =S, = 0. 56.

I, = %\/g, I, = ? Sy =5,8, = ? 57. 0,625 (joul). 56. 8401n4 +

96.59. 101n 10 pul birligi. 60. Syniq = 0,255413, Seyrgry; = 0,255045,
Strapets, = 0,256151, Sparan. = 0,255423.
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