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KIRISH
Hozirgi kunda ta'lim jarayonida interaktiv uslublar, innovatsion

texnologiyalar, pedagogik va aXborot texnologiyalarni qo’llashga, ya'ni
o’qitishning noan'anaviy turiga, bo’lgan talab borgan sari ortib bormoqda.

Innovatsiya (inglizcha innovation) — yangilik Kiritish, yangilikdir.

Innovatsiyani amalga oshirishda asosan interaktiv uslublardan to’liq
foydalaniladi. Ular juda xilma-xildir. Bu usullarnig o’ziga xosligi shundaki, ular
faqat pedagog va o’quvchi — talabalarning birgalikda faoliyat ko’rsatishi orqali
amalga oshiriladi.

Zamonaviy usullar yoki o’qitishning samarasini oshirishga yordam
beruvchi texnologik treninglar talabalarda mantiqiy, aqliy, ijodiy, tangidiy,
mustaqil fikrlashni shakllantirishga, qobiliyatlarini rivojlantirishga, izlanishga
ilmiy adabiyotlardan unumli foydalanishga, raqobatdor yetuk mutaxassis
bo’lishlariga hamda kasbiy fazilatlarni tarbiyalashga yordam beradi.

Kutilayotgan natija:

O’qituvchi: Talabalar o’zlashtirish ko’rsatkichini ko’tarishda, fanni
o’qitishda, laboratoriya mashg’ulotlarini yanada mazmunli, qgizigarli va
tushunarli o’tkazishda va talaba faoliyatiga yangilik kiritib, interaktiv
metodlardan foydalanib, talabalarni tez va samarali baholashga erishadi.

Talaba: O’quv jarayonida talabalar mustaqil fikrlashni, ijodiy
yondashishni, izlanishni, tahlil eta olishni, o’zlari xulosa qilib, 0’z-0’zini hamda

guruhni va guruh talabani baholay olishni o’rganadi.

MASHG’ULOT BOSQICHLARI
Kirish gismi:

Vazifangni angla!

Vazifa Asosiy magsad




Bunda talabalar mustaqil, individual ravishda daftarlariga mavzuga oid
0’z fikr va mulohazalarini yozadilar. Bajarish uchun 2 minut vaqt beriladi,

fikrlar o’rtada muhokama qgilinadi.

Uslub:

- og’zaki bayon qilish, suhbat-munozara.
- «aqgliy hujumy, «3x5» uslubi,

SWOT- analiz, tahlil uslubi,

«yelpig’ich» texnologiyasi.

Shakil:
O’quv jarayonini -Amaliy mashg’ulot; kichik guruhlarda va
amalga oshirish jamoa bo’lib ishlash.
texnologiyasi. Vosita:

-tarqatma materiallar, tayyor yozma materiallar
va misollar;

Nazorat:

- savol-javob, kuzatish.

Baholash:

- umumiy va 0’z-0’zini baholash.

Mashqulotning asosiy gismi.
Bilgandan > Bilmaganga

Sonlar ketma—Kketligi

O’qgituvchi o’quv jarayonida tashabbusni 0’z (o’liga olgan tarzda,
guruhning barcha talabalariga mavzuga oid savollar beradi. Bu mashgni «Aqliy
hujum» shaklida o’tkazish mumkin.

Agliy hujum guruhlararo ishlarda go’llaniladigan, ko’plab g’oyalarni
ishlab chigish mumkin bo’lgan usuldir. Aqgliy hujum shuning uchun ham
faollashtirishnnng mugim usuliki, unda tanho ishlash mumkin emas, birgina

g’oya guruhning barcha ishtirokchilarini bir xilda o’ziga jalb etadi.




O’gituvchi mavzu yoki savolni ajratib olishi va to’g’ri savol (o’yishi
zarur. Bunda g’oyani taqdim etayotgan paytda so’zlovchining gapini bo’Imaslik,
barcha g’oyalarni aytishga (bildirishga) ruxsat berish va fikrini sharxlamagan
holda doskaga yozib borish kerak. Fikrlarni doskada ikki xil ko’rinishda ifoda
etish mumkin:

«Baliq suyagi» shaklida;
Har bir talaba bildirgan fikrni doskada ustun shaklida gayd etib yozib borish

ham mumkin.
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Go\nlar ket{%ketlig' (ta’rifi) \

1. Sonlar ketma-ketligi (ta’rifi)
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.
Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg’ulotning magsadi: Hayotdagi barcha munosabatlar to plamlar orasida
amalga oshiriladi. Matematik to plamlar sonli to plamlar ustiga quriladi.
Vazifalar: Sonli ketma ketlik hagida ma lumot berish.
Talaba bilishi lozim:
e Sonli ketma ketliklar orasidagi munosabatlar hagida tusunchaga ega
bolishi kerak.
e O'zgaruvchi va o'zgarmas miqgdorlar hagida tusunchaga ega
bolishlari kerak.
Talaba bajara olishi lozim: O’suvchi va kamayuvchi sonli ketma ketliklarni

aniglay olishi kerak. Sonli ketma ketliklarning biror songa intilishini aniglay



olishi kerak. O zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Ularning farglarini ajrata
olishi kerak.

Motivasiya: Funksiya tushunchasini ma’nosini tushunish uchun sonli ketma-
ketliklar hagida toliq tushunchaga ega bo’lishi kerak.

Fanlararo va fan ichidagi bog’liglik: Maxsus fanlarni o’rganishda, jumladan
kimyoviy va fizik jarayonlarda kattaliklar orasidagi bog lanishlarni tushunish
uchun bu Kkattaliklarni aks ettiruvchi sonlar orasidagi bog lanishni bilish kerak.
Mashg ulotning mazmuni: Sonlar ketma-ketligi. Sonli ketma-ketliklarning
limiti. To plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari bilan tanishtirish.

Nazariy gism:

1-ta’rif: Agar biror gonunga ko’ra 1,2,3...,n,... (neN) natural sonlarga X;,X,Xs, ...
haqigiy sonlar mos keltirilgan bo’lsa, u holda Xy,Xp,Xs,... sonlar ketma-ketligi
berilgan deyiladi.

Qisgacha ketma-ketlik {x,} ko’rinishda yoki {X,}={ X1,X2,X3,... } ko’rinishda
yoziladi.

Xi-larga (i=1,2,...,n...) {X,} ketma-ketlikning elementlari, x,—ga esa ketma-

ketlikning umumiy hadi deyiladi.

Misol: {%}:{L%%,..}{nz-ﬂ}2{2,5,10,17,...} (H(-1)"=10,2,0,2,...}

2-ta'rif. Agar {x,} ketma-ketlikning istalgan x,elementi uchun x,<M (yoki
Xp2M) tengsizlikni ganoatlantiruvchi M (yoki m) soni mavjud bo’lsa, u
holda {x,} ketma-ketlikni yugoridan (pastdan ) chegaralangan deyiladi.
Mvam larga yugori va quyi chegaralari deyiladi. Ham pastdan, ham
yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik
deyiladi.

3-ta'rif. Agar ixtiyoriy neN uchun x, <x.,(yoki x, >x,,) tengsizlik o’rinli
bo’lsa, u holda {x,} ketma-ketlikni kamaymaydigan (o’smaydigan ) ketma-
ketlik deyiladi.



4-ta'rif. Agar ixtiyoriy neNuchun x <x_ ,bo’lsa, {x,} ketma-ketlik o’suvchi

n+l

ketma-ketlik, agarx, >x

ketlik deyiladi.

O’suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklarga monoton ketma-ketliklar

bo’lsa {x,} ketma-ketlikni kamayuvchi ketma-

n+1

deyiladi.

5-ta'rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik &>0 son uchun shunday N natural
son mavjud bo’lsaki, n>Nbo’lgan barcha nlar uchun |x,,|<stengsizlik
o’rinli bo’lsa, u holda a son {x,}ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx, —a YOKI x, — a ko’rinishlarda yoziladi |x, ,|<¢

n—oo

a—e&<a<a+etengsizlikni ganoatlantiruvchi

nuqtalar to’plamiga a nuqtaning € atrofi deyiladi.

ng

a—& o+eX

Ta'rifning geometrik ma'nosi quyidagicha: agar a berilgan {x,}ketma-
ketlikning limiti bo’lsa, u holda a nuqtaning eatrofida{x,}ketma-ketlikning
cheksiz ko’p hadlari joylashgan bo’ladi. Shunday hadlarning nomerlari N
dan katta bo’lib, bu atrofdan tashqarida esa {x,} ketma-ketlikning x; dan
Xn gacha bo’lgan chekli hadlari bo’ladi.

6-ta'rif. Limiti mavjud bo’lgan ketma-ketliklarga yaginlashuvchi ketma-

ketliklar deyiladi. Aks holda uzoglashuvchi ketma-ketliklar deyiladi.

S S S

Sonlar ketma-ketligi(teoremasi)

NN NN

1-teorema. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklar fagat bitta limitga ega
bo’ladi.



2-teorema.Har qanday yuqoridan chegaralangan kamaymaydigan va
quyidan chegaralangan o’smaydigan sonli ketma-ketliklar yaqginlashuvchi
bo’lib, limitga ega bo’ladi.

3-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, u albatta
chegaralangan bo’ladi. Lekin aksi harvaqt to’g’ri emas, ya'ni zarur lekin
kifoya emas.

4-teorema. (BolsianoVeyershtrass). Ixtiyoriy cheksiz, chegaralangan va
monoton bo’lgan {X,} ketma-ketlik limitga ega bo’ladi.

Agar cheksiz  {x,}ketma-ketliklar  yuqoridan yoki quyidan
chegaralanmagan bo’lsa, u albatta uzoqlashuvchi bo’ladi, ya'ni chekli
limitga ega bo’Imaydi.

Agar r!Lrgxn:ObO’lsa, {xn}ketma-ketlikka cheksiz kichik ketma-ketlik

deyiladi. Boshqga so’z bilan aytganda, ixtiyoriy &>0 uchun shunday N
nomer topish mumkin bo’lsaki, barcha n>N lar uchun
x..a| <& tengsizlik bajarilsa {x,}ketma-ketlikka cheksiz kichik ketma-ketlik
deyiladi.

O’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar.

Biz amaliy faoliyatimizda mazmun jixatidan turlicha bo’lgan uzunlik,
yuza, hajm, temperatura, tezlik kabi turli raigdorlarga duch kelamiz. Bu
miqgdorlar anig sharoitda ba’zan turli giymatlarni qgabul gilsa, ba’zan bir xil
giymatga teng bo’ladi. Masalan, tasodifiy 10 ta mashinaning tezligi tekshirilsa,
ular har xil bo’lishi mumkin. Demak tezlik o’zgaruvchi miqgdor.

Ma’lumki har ganday aylana uzunligi | ning diametri 2R ga nisbati har
doim o’zgarmas son (miqdor) 7 =3,14... ga tengdir. Jismlarning erkin tushish
tezlanishi ham o’zgarmas miqdordir.

Shunday qilib ikki xil o’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar bo’ladi. Odatda
o’zgaruvchi miqdorlar Xx,y,z,... o’zgarmas miqdorlar esa a,b,c,...harflar
orqali belgilanadi. Agar x o’zgaruvchi miqdor berilgan bo’lsa, bu miqdorning

qabul qilishi mumkin bo’lgan qgiymatlar to’plamiga x o’zgaruvchi miqdorning



o’zgarish sohasi deyiladi. X o’zgaruvchi miqdorning o’zgarish sohasini sonlar
o’qida tasvirlasak, a<x<b yoki a<x<b tengsizliklardan x ning gabul qilishi
mumkin bo’lgan giymatlari (a,b) ,]Ja,b[ oraligda yoki [a,b] kesmalarda bo’lishi
ravshan.

O’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlarni quyidagicha ham ta’riflashmumkin.
Ta’rif. Har xil son giymatlarni gabul qilishi mumkin bo’lgan har ganday X
miqdorga o’zgaruvchi miqdor deyiladi. Barcha qabul qilishi mumkin bo’lgan

qiymatlari bir xil bo’lgan miqdorga o’zgarmas miqdor deyiladi.

2. Funksiya ta’rifi, aniglanish sohasi, berilish usullari.

Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.
Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg’ulotning magsadi: Hayotdagi munosabatlar turli migdorlarni orasida
amalga oshiriladi. Bu munosabatlarni funksiyalar orgali ifodalaymiz.Buning
uchun funksiyalar ustida bajariladigan amallarni bilishimiz kerak.
Vazifalar: Talabalarni funksiya tushunchasi, funksiyaning aniglanish va
giymatlar sohasi, funksiyaning juft-togligi, ularni aniglash usullarini o rgatish.
Talaba bilishi lozim:

e Funksional bog lanishlar va funksiya tushunchasi.

e Funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasini topa olish .

e Funksiyaning juft-togligini aniglay olishi kerak
Talaba bajara olishi lozim: Funksional bog lanishni aniglay olishi kerak.
Funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasini topa olishi kerak. Funksiyaning
juft-togligi ajrata olishi kerak.
Motivasiya: Funksional bog lanishni tushunish uchun Funksiya tushunchsi bilan

kengroq tanishish kerak.



Fanlararo va fan ichidagi bog”liglik: Maxsus fanlardagi turli kattaliklar
orasidagi bog lanishlarni tushunish uchun funksiyaga doir asosiy kattaliklarni
bilishi kerak.

Mashg ulotning mazmuni: Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniglanish va
giymatlar sohasi. Funksiyaning juft-toqligi.

Nazariy gism:

Elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo’lgan D va E to’plamlar berilgan
bo’lib, o’zgaruvchi x miqdorning gabul qilishi mumkin bo’lgan giymatlari D
to’plamda, y o’zgaruvchi miqdorning gabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari E
to’plamda bo’lIsin.

1-Ta'rif. Agar x o’zgaruvchining D to’plamdagi har bir gqiymatiga biror qoida
yoki qonunga ko’ra y o’zgaruvchining E to’plamdagi fagataniq bitta giymati
mos qo’yilgan bo’lsa, u holda o’zgaruvchi y ni o’zgaruvchi x ning funksiyasi
deyiladi va odatda y = f(x) ko’rinishda yoziladi.

x ga erkli o’zgaruvchi yoki argument, y ga esa erksiz o’zgaruvchi yoki X
o’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Misollar. Quyidagi funksiyalarni x, nugtadagi giymatini hisoblang.

1. y=2x>-5x*+7x-8 X, =1

f)=2-1°-5.1+7.1-8=2-5+7-8=—4

2. y=2Jx-2/x-4 X, = 4
f(4)=2-V4-2.8/x-4=2.2-2.0=4
3. = x—1 X :—1
y x* +1 0
f(-])= ‘12‘1 S22
-D)°+1 2

Funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasi.

X 0’zgaruvchining gqabul qilishi mumkin bo’lgan barcha giymatlar
to’plamiga funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D(y)
ko’rinishda belgilanadi.



Aniglanish sohasining har bir x elementiga mos kelgan f(x) elementlar to’plami
berilgan funksiyaning o’zgarish sohasi deyiladi va E(f) yoki E(y) ko’rinishda

yoziladi.

Misol. y = +/1— x? funksiyaning aniqlanish sohasi [-1,1] to’plamdan ya’ni

D(y) =[-1 1] iborat bo’ladi. O’zgarish sohasi esa E(y)=[0; 1]bo’ladi.

2-Ta’rif. Funksiyaning aniglanish sohasi D dagi har ganday X;, X, lar uchun
x, <X, tengsizlikdan f(x,)< f(x,) kelib chigsa, u holda f(x)funksiyani D da
o’suvchi deyiladi, agar f(x,)> f(x,)kelib chigsa, funksiyani D sohada
kamayuvchi deyiladi.

Funksiyaning berilish usullari.

a) x va y o’zgaruvchi miqdorlar orasidagi bog’lanish matematik formulalar
orgali berilishi mumkin, u holda funksiya analitik usulda beriigan deyiladi;

b) o’zgaruvchi x vay lar orasidagi bog’lanish grafik usulda berilishi mumkin;
v) x va y lar orasidagi bog’lanish jadval usulida ya’ni argument X ning

giymatlariga mos keluvchi y ning giymatini jadval ko’rinishda berilishi mumkin.

Misollar.
Amaliy mashg ulotlar uchun mashglar.
Funksiyaning X, nugtadagi giymatini hisoblang.
1 y=5x2-2 4o X, =2 Javob: 17.25
X
2. y:3x3+i+ X+3 X, =1 Javob: 5.5
X+1
3. y:x’2+i+2x+3 XO:1 Javob: 91
X+3 2 7
4. y=2X+3VXx+4+ x, =12 Javob: 36.04
X+13
5.y =x*-3x+4+x X, =—3 Javob: 19
2 1 1 :
6. y=6x"-Tx+—— X, == Javob: -2.4
X—3 2

7. y=5x>-7x* +6x+1 X, = —4 Javob: -455



8. y=3Vx*+2 +4x+1 X, =—0.5 Javob: 3.5

9. y=(3x2 +1 ) —4x+6 X, = -3 Javob: 802
10. y=4x" +3x+6(x+7) X, =—1 Javob: 29
11. y:2x3+8x—6(2x+%) X, =1 Javob: 1
12. y=44x? —4+6x—§ X, =2.5 Javob: 20.6
13. y=£—6x—§ X, =-5 Javob: 51
5 X
14, y=3x? —\/x* +5-4(x-1) X, =2 Javob: 5
15. y=5x+6-43x-1 xozé Javob: 7%

Funksiyaning aniglanish sohasini toping.

1. f(x)zm Javob:(-o0; -1) U (-1; 1) U (1; o)

X —

2
2. £(x) :%LETX Javob: (0.2; o)
3. f(x)=+/x+5+In(x—2) Javob: (2; )
4. f(x)=In(x—2)++/x* -1 Javob: (2; )
5. f(x):XiS—ln(x—l) Javob: (1; 5)U(5; )
6. f(x)=1lg(x+3)+~/x Javob: [0; o)
7. f(x)=x*-6x+5 Javob: (-o0; o)
8. f(x) :XLS Javob: (-00; 3) U (3; +o0)
9. f(x)=Ig(x*-4) Javob: (-o0; -2) U (2; )
10. f(x)=208x-1 Javob: (-2;
f00="7= (-2; )
X +5x+6
3x* -6

12. f(x) = Javob: (-co; +00)




13. f(x)=5Vx* -1 Javob: (-o0; -1) U (1; 0)

14, f(x) =1g(x+3) +~/x Javob: [0; «)
15. f(x) =lg(x* —=9) +~/x Javob: (3; )
16. f(x)= 2X*2 Javob: (-o0; -1) U (1; o0

(x) N ( ) U (1; )
17. f(x)z?’gxz —16 Javob: (-o0; 1/3) U (1/3; )

X_
18. f(x)=Ig(x* —1)+sin3x Javob: (-oo; -1) U (1; o0)
19. f(x):XZX_j5 Javob: (-0; -5) U (-5; 5) U (5; o)
20. f(x)=+1-x? +sin4x Javob: [-1; 1]
Mustagqil yechish uchun misollar.
1. y=4x> -7x+6 X, =—2 Javob: 36
2. y=4x" —=3x-2(x+6 ) X, =—1 Javob: -11
3. y=x®-7x—+5-x? X, =2 Javob: 5
4. y=2x+3x> —sin(x+2 ) X, = —2 Javob: 8
5. y=x—-3+7cos(3x+1 ) x0=—% Javob: 4%
6. y=3(x+2)—|n§—+i X, = —2 Javob: 12-In3
7.y =In(2x—1)+3cos(3—x) X, =3 Javob: In5+3
8.y =3x" —/x=5+2(x-1) X, =21 Javob: 1339
9.y Xt g 5 X, =3 Javob: 112
5 3X 6
10,y = 2X*5 X, =5 Javob: 12.5
x-1

1. f (x) = Ig(1—x) +sin(3x +1) Javob: (-o0; 1)
2. f(x) =lg(x+3)++/x*—25 Javob: [5; )
3. f(x)=1-Igx Javob: (0; )
4, f(X) =lg(x +3) Javob: (-3; «©)



5. f(x) =v/5-2x Javob: (-o0; 2.5]

6. f(X)=x"+3x+5 Javob: (-o0; o0)

7. f(x)=2" Javob: (-o0; )

8. f(x):\/E+(X2_4) Javob: [3; )

9. f(x) =vx* =9 +Ig(x - 2) Javob: [3; ©)

10.  f(x)=B+x+47-x Javob: [-3; 7]

11, f()=Vx*—25 +ﬁ Javob: (-10; -5] U [5; 10)
12, f(x) :% Javob: (-0; 1) U (1; 4) U (4; )
13.  f(x)=sin3x Javob: (-o0; )

14.  f(x)=+/2-3x+lgx Javob: (0; 2/3)

15.  f(x)= 3§ Javob: (-o0; 0) U (0; o0)
16. f(x)=+3+x Javob: [-3; o)
Adabiyotlar

1. Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika.
Toshkent > 2013y

2. Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3. Soatov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y

4. Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5. Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g

Funksiyaning juft-toqgligi.



Ta’rif: Agar x argumentning y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasidan
olingan barcha giymatlarida f(-x)=f(x) (1) tenglik o’rinli bo’lsa, y= f(x)
funksiya juft funksiya deyiladi.
Ta’rif: Agar x argumentning y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasidan
olingan barcha giymatlarida f(-x)=-f(x)(2) tenglik o’rinli bo’lsa, y= f(x)
funksiya toq funksiya deyiladi.
Agar berilgan funksiya uchun (1) va (2) tengliklar bajarilmasa, u holda funksiya
juft ham, tog ham emas deyiladi.
Misollar: Quyidagi funksiyalarni juft- toglikka tekshiring
1. y=x2
f(—x) = (=X)? = (=x) - (-x) = x* = f(x) - funksiya juft
2. y=x—x

f(=X) = (%)% + (=X) = (%) - (=X) - (=) = x = —x* —=x = —(x* + X) =—f (x) - funksiya toq.

“CHARXPALAK” TEXNOLOGIYASI.

Talabalarning mavzuga tayyorgarlik darajasini tekshirish uchun
“CHARXPALAK” metodidan foydalanish. Bunda talabaga mavzuga oid
misollar beriladi. Bu misollar funksiyaning gaysi turiga tegishli ekanligini
topishga, mantiqiy fikr-lashga, o’tilayotgan mazular asosida ko’p, xilma — Xil
fikr va ma'lumotlardan kerakligini tanlab olishni o’rgatishga garatilgan. Buning
uchun talabalarga targatilgan gog’ozlarda ko’rsatilgan misollar ketma — ketligi
aralashtirib beriladi. Talaba esa avval yakka holda, mustaqil ravishda, so’ngra
esa kichik guruhda, bu ketma — ketlikni tartibga solib, aynan Qaysi turga tegishli
ckanini belgilab chiqishi, o’z fikrini boshgalarga yoritib bera olishi lozim.
Qog’ozda to’g’ri javob ustuni bo’ladi. O’qituvchi talabaga to’g’ri javobni o’qib
eshittiradi, talaba esa to’g’ri javob bilan o’zining javobini solishtirib, to’g’ri
javoblar sonini hisoblagan holda, berilgan baholash mezonidan kelib chiqib o’z-

0’zini baholaydi.



Baho | Xato | Funksiyajuft ham Juft Toq Misollar

tog ham emas funksiya | funksiya

f (x) =sin x

f (x) = xtgx

f(x) = x*sinx
f(x)=x>-x
f(x) = x* - ctgx

f (x) = 3x* cos x
f (x) = x*tgx
f(x) = x* + x’tgx
f (x) =sin2x®
f(x) =X
f(x)=3x" +4
f(x) =/x2 +1

f (X) =sinXcos X + X

f (x) = 4x°tgx

Asosiy elementar funksiyalar.

Oshkor funksiyalar ikki sinfga bo’linadi: algebraik va transcendent funksiyalar.

Argument x ustida chekli sonda algebraik funksiya bo’ladi (ayirish, qo’shish va

\ po h.)
\ ; Masalan: y =ax* +bx+c ==
: i Y= S A
i !
T = s va h.k.
j // ]
_“} ! Algebraik  bo’lmagan  barcha funksiyalar

~1
transsedent funksiyalar deyiladi.

1-pack Masalan: y=a* y = log, x y =sin x
Bu funksiyalrning eng soddalarini ko’rib chigamiz.

1) Darajali funksiya




y=ax"yerda X,y — o’zgaruvchilar, a va n ixtiyoroy o’zgarmas sonlar.

Darajali funksiyaning aniqlanish sohasi daraja ko’rsatkichi n-ning ishorasiga

bog’liq.

a) n>0butun bo’lganda funksiyaning . ay

anilanish sohasi —oo < x < +o0 //’

b) n< 0 butun bo’lganda funksiyaning ,,_.77?-“ 1 :
aniglanish sohasi ikkita ]—o0,0[ va ]0,+oq f: 5 j -

intervaldan iborat bo’lib, unga sonlar |
o’qining x=0 dan boshga barcha nuqtalar \..-.._1
Kiradi.

n> 0, I, I tartibli parabola n <0, turli

tartibdagi parabolalar

2) Ko’rsatkichli funksiya: y=a*, bu yerda a=1 - musbat o’zgarmas son

(@>0,a=1).
y Ko’rsatkichli  funksiyaning aniglanish sohasi
\
\\ ]—oo, +oo[ dan iborat.Agar 0<a<1 bo’lsa, u holda
\\ y =a* funksiya qat’iy kamayuvchi.
N\
T~ 3) Logarifmik funksiya. Ko’rsatkichli funksiya
- y=a* ga teskari funksya a asosga ko’ra
logarifmik funksiya deyiladi vax=Ilog,y deb
3-pacu

yoziladi.
xniy bilan almashtirilsa, y =log,x hosil bo’ladi, bu yerda a=1,a>0. Boshgacha
aytganda y=1log,x sonini hosil gilish uchun a sonini ko’tarish kerak bo’lgan

daraja ko’rsatkichi u bo’lib, a* = x deb tushuniladi.

Logarifmik funksiyaning asosiy )

4y xossalari: 1°. Logarifmik funksiya
/ fagat 10,+od intertval-da

aniqlangan, ya’ni haqiqiy sonlar /

A /)

/

&-paln




sohasida faqgat musbat qiymatlar uchun aniqlanadi, ya’ni manfiy sonning

logarifmi bo’lmaydi.Uninng grafigi 0Oy o’qining 0’ng tomonida joylashgan.

2°. Bir sonning logarifmi o ga teng:log, 1=0. Asosning logarifm 1 ga

tenglog,a =1.

3° Musbat sonlar ko’paytmasining logarifmi ko’paytuvchilar logarifmlarining

yig’indisiga teng:
log, (xy) =log,x+log,y .

4) Trigonometrik funksiyalar. To’g’ri burchakli uchburchak turli tomonlarining

nisbat-lari o’tkir burchakning trigonometrik

12-pacMm

2
n\:\,\\

7-pacu

surish bilan hosil gilish umkin.

y funksiyalar uchun:

funksiyalarini beradi.

f(x) =sinxbu
funksiyaning
sinusoida,

koordinata

boshiga nisbatan

simmetrik.

6-pacM

f (x) = cos x grafigi kosimusoida bo’lib, u ordinata

sinusoida 0x

bo’yicha chapga

1°. aniglanish sohasi ]—oo; +oo[ intervaldan iborat.

2°. [-11oraligSinx va Cosx lar

to’plami bo’ladi, ya’ni |Sinx |<1 va |Cosx|<1, ular

chegaralangan.

3°. Bular davriy funksiya va davri 2x ga teng, ya’ni

Sin(x+ 2m) = Sinx ; Cosx(x+ 2m) = Cosx

uchun qiymatlar

. 3
e

- e e e oo - et -

PR S PR —— )

8-pacu

- — o =" - o—n

o’qiga nisbatan simmetrik. Uning grafigini

- — .n.-,.



4°. Sin(-x) = —Sinx

Cos(—X) = Cosx

5. f(¥) =togx

funksiyalar

f(X) = ctgx

bo’lib, davri = ga teng, ya’ni

tg(x+ m) = tgx

1

Bu funksiyalar

kotangensoida

bo’lib,

ctgx(x + m) = ctg

boshiga nissatan simmetrik.

5) Teskari trigonometrik funksiyalar

a) y=arcsinx. Bu funksiya [-11] oraliqda

3
*‘#
e

-toqg funksiya
-juft funksiya

lar ham toq funksiyalardir. Bular ham davriy

y

[ ' !
i i '
i | !
tangensoida va ! : |
] 1 x
. . " {
ular koordinata | -3 NN
| % F) \ z ‘
' { !
1 i |
t ! !
| \ !

9-pacu

\{R

-1

.
R

10-pacu

funksiya hosil bo’ladi.

monoton
bo’lib, [-w/ 2+ 2] giymatlar sohasidagi har bir
giymatni bir martadan gabul qilib
chigadi.Demak, bu funksiya [-n/2;+n/2] sohada
teskarilanuvchi funksiya bo’lib, unga teskari
funksiya x =arcsiny bo’ladi. Agar x va y lar o’rni

almashtirilsa  y=arcsinx teskari trigonometrik

f(—x) = —f(x) shart bajarilgani uchun bu funksiya toqdir. Bu funksiyaning grafigi

y=Sinx ning [-n/2;+w/ 2] oraligdagi grafigini y=xto’g’ri chizig’iga nisbatan

sim-metrik yasash bilan hosil gilinadi.

-1

1i-pacu

\ 4

b) y=arccosx funksiya. [0;x]oraliqday = cosx
funksiya monoton bo’lib, [-11] qiymat-lar
sohasidagi har bir giymatiga bir martadan
gabul qgilib chigadi. Demak, bu funksiya [0;x]
sohada teskarilanuvchi funksiya bo’lib, unga

almashtirilsa, y=arccosx bo’ladi. Agar x va y



lar o’rni almashtirilsa, y=arccosx teskari trigonometrik funksiya hosil bo’la-di.
Bu funksiya toq ham emas, juft ham emas. Bu funksi-ya grafigi y=cosx ning
[0;x] oraliqdagi grafigini y=xto’g’ri chizig’iga nisbatan simmetrik yasash bilan
hosil gilinadi.

Ay c) y=arctgx funksiya. U [-n/2;+w/2] oraliqda

TN

y=tgx teskari funksiya x=arctgy bo’lib, bu

yerda x va y lar o’rni almashtirilsa quyidagi

S
5
\ y =arctgx ko’rinishda yoziladi. Bu funksiya toq

o funksiya bo’lib, grafigi y=tgxning [-mw/2;n/2]

r

RY

y5-Bs oraligda y=xto’g’ri chizig’iga nisbatan
simmetrik yasash bilan gilinadi.

d) y=arcctgx funksiya. U [0;x] oraligda y=ctgx ga teskari funksiya
x =arcctgy mavjud bo’lib, bu yerda x va y lar o’rni almashtirilsa, quyidagi
y=arcctgx  ko’rinishda yoziladi. Bu funksiyaning grafigi y=ctgxning [0;x]
oraliqda chizilgan grafigini y=xto’g’ri chizig’iga nisbatan simmetrik yasash

yasash bilan hosil gilinadi.

Baho Xato Teskari elementar Misollar
elementar funksiya
funksiya
f(x) =sinx

f (x) = arcsin x
f(x) = x* - ctgx

f (x) = 3x* cos x
f (x) = x*tgx
f(x) = x* + x*tgx

f (x) = arctgx




f(x)=x*

£ (x) = sin 2x?
() =

f(x) = 3% + 4

f(x)=+x*+1

f (X) =sinxcos X + x
f (x) = 4x%tgx

f(x)=x°

3. Funksiya limiti. %; Z ko’rinishidagi anigmasliklar. Ajoyib

limitlar.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Funksiya limiti asosiy tushunchalardan biri.
Anigmasliklarni turlari va ularni yechish usullari o’rganish muhim ahamiyatga
ega.
Vazifalar: Talabalarni Funksiya limiti, anigmasliklarni turlari va ularni yechish
usullari bilan tanishtirish.
Talaba bilishi lozim:

e Funksiya limiti.

e Anigmasliklarni turlari.

e Anigmasliklarni yechish usullari.
Talaba bajara olishi lozim: Funksiya limiti va funksiyaning uzluksizligini
aniglay olishi kerak. Anigmasliklarni turlari va ularni  yechish usullarini

o0 rganishlari kerak.



Motivasiya:  Miqdorlar  orasidagi  bog lanishlarni  o'rganishda  turli
anigmasliklarni yechishga to'g'ri keladi. Jarayonni kechishini to'gri talgin
qgilish uchun bu anigmasliklarni to g ri yechish kerak bo"ladi.

Fanlararo va fan ichidagi bogliglik: Maxsus fanlardagi turli Kattaliklar
orasidagi bog lanishlar orasidagi anigmasliklarni to"g ri yechish.

Mashg ulotning mazmuni: Funksiya limiti. Anigmasliklarni turlari.Ularni
yechish usullari.

Nazariy gism:

T a’rif.x argument x, nugtaga intilganda uning funksiyasi f (x)biror A soniga
intilsa, A soni y=f(x) funksiyasining x, nugtadagi limiti deyiladi va u

lim f (x) = A ko’rinishda yoziladi.

Agar f(x) funksiya x=x, nuqtada aniqlangan bo’lsa, u holda y(x,)

ifodafunksiyaning x, nuqtadagi giymati bo’ladi.Agarda funksiyaning x,

nugtadagi limiti A, shu x, nuqtadagi funksiya giymatiga teng bo’lsa, ya’ni

limf(x) = (x,) bo’lsa, shu x, nugtada funksiyani uzluksiz deyiladi.
Funksiyaning limiti haqidagi teoremalar:

1. O’zgarmas y = C funksiyaning limiti shu o’zgarmasning o’ziga teng:

limc=c

2. O’zgarmas ko’paytuvchini limit ishorasidan tashqariga chigarish mumkin:
lim[kf ()] = k lim £ (x)

3. Funksiyalar yig’indisining (ayirmasining) limiti shu funksiyalar limitlarining
yig’indisi (ayirmasiga) teng:

im[f, () f,(X) £...2F (X] = limf,(x) £ imf,(X) £... £ limf, (x)

4. Funksiyalar ko’paytmasining limiti shu funksiyalar limitlarinng
ko’paytmasiga teng:
M f(x,) - 7)) ...+, (9] = lim (9 -limf , (69 -.... lim ,(x)



Natija: Agar limf (x) =A bo’lsa, u holda lim[f(x)]" = A" bo’ladi,

A>o0dalimy/f(x) = A”™ bo’ladi.

X—Xg

5. Agar bo’luvchi fy(x) ning limiti 0 ga teng bo’lmasa, fij(x) va fy(x) ikki
funksiya nisbatining limiti shu funksiyalar limitlarining nisbatiga teng:

lim f
Lo o 1)

T 00 Timf
o 100 lim £, (x)

Misollar. Quyidagi limitlarni hisoblang
1. Ixirq(sz —3x+5)

Iirr1(2x2 ~3X+5) = Iiqux2 —Iinz?;x+|irr}5=2-12 ~3-1+5=6

2, Iirq(x2+ x+2) = lim x°+ limx+ lim2=1+1+2=4

paxi X—)l x—1
limx
T
3. fimX - e _ZI6_7

H% Sinx B limSinx 1/2 3
x—>g

4. lim (x*-Ig9) = lim x%  lim Igx =100-1=100
x—10 x—>10 x—10

2
5. lim X ~1
x—1 X—l

x*-1_ lim X~ D(x+1) —(

Iirq 1 ! kasrning surat mahrajini (x—1) bo'Iamiz)= Iirrll(x +1)=1+1=2
x=>1 X — X X— X
. AX=2-2

6. lim——=

X—6 X—06
lim —X_26_2 = (kasrnisurat mahrajini suratining qo’shmasiga ko’paytiramiz)=
X—> X_
_Iim(\/x—2—2)(\/x—2+2)_"m X—2-4 _lim X—6 B

6 (X—6)(VXx—2+2) 6 (X—6)(vVXx—2+2) *8(x—-6)(Vx—-2+2)
=lim ! = 1 1

6 \x—-2+2 +6-2+2 4

3 J—

7. 1lim 2X° —4x+3

x—o 3x3 +2x° —1



2x3 —4x +3

lim —————— = (kasrning surat mahrajini x ning eng yuqori darajasigabo'linadi) =
x>» 3X° 4+ 2X° -1

3

2X 4X,3 4.3 )
=lim X —% X —fim—X X -~
X pX 1 owerg 2 103

x* x X x X
Ish sharti. | -guruh Il - guruh [11 - guruh

% ko’rinishidagi

limitga oid 5 ta

misol

— ko’rinishidagi
o0

limitga oid 5 ta

misol

Misollar farqi

Amaliy mashg ulotlar uchun mashglar.

1. Iirr;(2x2 ~7X+6) javob: 3

2. jim 4% —5x+2 javob: 2

x-2 3x% —6X + 4

2
3. |jm X =8x+12 javob: g

x>6 X —7X+6

z?2 -1

4. lim javob: -2
z>-1 741
2
5. Jim 2X +3X-2 javob: 5
Xx>2 X° 43X+ 2
6. fim¥*~1=2 javob: =

x5 xX-—-5



10.

11.

12.1im

13

14,

15.

16.
17.
18. lim

x>0 34+ 14X + 2X

19.

20.

21,

22.

23.

lim x> —-3x-5
x>0 3X? + 2X + 6
Iim5—x—12x2
x>» 3x2 +2X+9
x>o] — X + 3x°2
x>0 5X2 4+ X+ 7
. «J;—5x
lim

x> 2X+1

7x% =5x+1

. 2X-3
lim 5
x> X 42

 AAX®P+1-X
lim—=—

x> 3X+5

. x*-5x+6
lim

x>2 2% +6x—20

. x*=3x-10
lim————.
x=5 X° —2x—-15

. x*+3x-10
lim

x5 _x? —2x+15

javob: - =

javob:

javob: - 2

javob:

javob: - —

javob: 2

javob:

javob: - 4

javob: 0

javob:

javob: - =

javob:

N |~

javob: 0

javob:l
3

Mustaqil yechish uchun misollar
javob:

javob:

javob:z-
8



24, jim X *X=2 javob: g

x—1 X2 -1
2 oy . 4
25. |im X —2X=3 javob: - =
x>3 X° —9x+18 3
2 .
26. lim X ~4*=3 javob: 3
x>-1 X% —6X—7 4
. x> —10x+5 - . 4
27. lim=—/—-—2. javob: - —
x>1 3X° +2X+ 6 11
2 . 3
28. lim X =X=2 avob: =
4 x4 J 4
2 -
29. lim X =9 javob: - 6
x—»3 3—X
2 .
30. |im X *°X=6 javob: ©
-1 x =1 2

Ba’zi bir muhim limitlar:

1. gim>2™ yoki lim = -1
PESED ¢ x=>% Sinx
2. lim (1+1/%)* =e  yoki lim (1+ X" =e

Limitlarning yuqoridagi teoremalardan foydalanib, ba’zi funksiyalar limitlarini

hisoblaymiz:
1. lim sin4x
x—0 X
lim sin4x _ lim 4’Zln4x = (ajoyib limitga ko’ra)=4-1=4
X—> X X—> .X

7
X belgilash kiritamiz n !
2. lim(1+ 7] = g “him{1+ =] —tim|[141] | =¢7
X—00 X t=7TX XD o=t > © t—o Tt t—so0 t

Amaliy mashgulotlar uchun mashglar.

sin 3x

1. lim javob: 3
x—0 X

2. fim S javob: 1
x—0 X

3. Jim SN javob: 5

x—0 tgx



4. tim 1708 2X javob: 2/3
x—0 3x

5. ””(} 3sin 2xx—23inx javob: 4

6. lim—NX javob: 6
0 VX+9 -3 .

7. Iiml_c9szx javob: 2
x=0  XSIN X

8. lim SN javob: 14
0 Jx+1-1 .

W2 +1 X241 -

9. Iim( - J javob: e
x—0 X

10. |in3(1+9j javob: e
X—> X

11. Iim(x—+5j javob: €’
x>0\ X —2

Adabiyotlar:

1.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika. Toshkent
“? 2013y

2.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3.Soatov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y
4.Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5.Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g

“CHARXPALAK” TEXNOLOGIYASI.
“CHARXPALAK?” texnologiyasi talabalarda mantigni shakllantirishga

imkoniyat yaratadi; xotirani, g’oyalarni, fikrlarni dalillarni bayon qilish
ko’nikmalarini rivojlantiradi.

Bunda talabalar o’zlarining kichik guruhlariga berilgan targatma
materiallarida mavzuga oid bir nechta misollar keltiradilar. So’ngra bu qog’ozlar

boshga guruhlar bilan almashtirilib, ular bir — birining xatosini tuzatadilar va



belgilangan qog’ozlar bir necha marta guruhlarga almashtirilib, yana
boshlang’ich holiga qaytariladi. Guruhlarga o’qituvchi to’g’ri javobni o’qiydi,
talabalar qog’ozlarida to’g’ri javobni belgilaydilar va ular 0’z baholarini o’zlari

chigara oladilar.

Funksiya hosilasi 1-misol 2-misol 3-misol
1. Teskari  funksiya
hosilasi.

2. Asosiy  elementar
funksiya hosilasi.
3. Murakkab funksiya

hosilasi.

4. Oshkormas  funk-
siya hosilasi.

5. Yugori tartibli
hosila

4. Hosilaning ta’rifi. Uning geometrik va mexanik ma’nosi. Asosiy

elementar funksiyalarning hosilalari
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.

Mashg’ulotning davomiyligi: 80’

Mashg ulotning maqgsadi: Funksiyaning hosilasi. Hosilaning mexanik va
geometric ma nolari. Hosilaolish qoidalari.Sodda funksiyalarning hosila jadvali
bilan tanishtirish.

Vazifalar: Funksiyaning hosilasi. Hosilaning mexanik va geometric ma nolari.
Hosila olish qoidalari.Sodda funksiyalarning hosila jadvali bilan tanishtirish.
Talaba bilishi lozim:

o Funksiyaning hosilasining ta rifini.

o Hosilaning mexanik va geometric ma nosini

. Hosila olish qoidalari.



o Sodda funksiyalarning hosila jadvali.

Talaba bajara olishi lozim: Funksiyaning hosilasini ta'rifini. Hosilaning
mexanik va geometric ma'nolarini. Hosila olish qoidalari. Sodda
funksiyalarning hosila jadvalini o rganishlari kerak.

Motivasiya: Miqdorlarni asosiy kattaliklarini o'rganishda hosila tushunchasi
asosiy o'rinni egallaydi. Miqdorni eng katta giymati, o'sish oralig'l, kamayish
oralig ini aniglash jarayonni to'g ri kechishi hagida ma’lumot beradi.

Fanlararo va fan ichidagi bog liglik: Kimyo va fizikadagi turli jarayonlarni
o0 rganishda ishlatiladi.

Mashg ulotning mazmuni: Funksiyaning hosilasi. Hosilaning mexanik va
geometric ma nolari. Hosila olish goidalari.

Nazariy gism:

Ta'iif. Agar y=f(x) funksiyaning x=x,nuqtadagi orttirmasi Ayning
argument orttirmasi Axga nisbatining Axnolga intilganda chekli limiti

mavjud bo’lsa, bu limit f(x)funksiyaning x,nuqtadagi hosilasi deb ataladi

va y' yoki y'(x,) yoki f'(x,) yoki j—iyoki 3—]; ko’rinishlarda belgilanadi.

Demak ta'rifga ko’ra f'(x,) = Alimo% - lim f (X +AAX) - (%)
X—> X X—> X

Misollar.

1. y=f(x)=c=const bo’lsin.

Ay=f(x+Ax)-f(x)=c-c=0 y'= m%:o

2. y=F (x)=x bo’lsin

ﬂ—w—l' '= ﬂ:l
AX AX =LY lim "y

3. y=x* funksiyaning x=3 nuqtadagi hosilasini toping;
Vo=9; Vot AY=(3+AX)*=9+6 AX+( AX)?

s . A . 6 + AX)AX .
Y= Ilim & lim (B ax)ax lim (6+Ax)=6

AX—0MX Ax—50 X AX — 0



4.y=f(x)=/x ,(x>0)

v=1im Y= |im M- ! _ 1
MX—0M Ax—»0  AX Ax — 0 VX +AX —x - 2Vx

Hosilaning geometrik ma'nosi.
Funksiya hosilasi deb, funksiya grafigining x, nuqtasida o’tkazilgan
urinmaning burchak koeffisiyentiga aytiladi:

k=tga = f'(x,)
Agar My(Xo, Yo) Ya'ni My(Xo; f(X,)) nuqtaga o’tkazilgan urinma tenglamasini
y=kx+b ko’rinishda olsak, urinma shu My(Xo, f(X ,)) nugtadan o’tgani uchun
f(Xo)=kXo+b=b=f(Xq)-kXo.
Bu holda
y=kx+b=y=kx+f(Xx ,)-kXo=Yy=F(Xo)+K(X-Xo) = Yy=F(X,)+(Xo)(X-X,) -urinma

tenglamasi.
Misol. y:%giperbolaning x=X,=l ya'ni (1;1) nuqtasiga o’tkazilgan
urinma tenglamasini tuzing.

V(o)== /(== F(1)=-1

y=I-1(x-1) => y=2-x.

Hosilaning mexanik ma’nosi.
Hosilaning mexanik ma'nosi harakatlanayotgan moddiy nuqtaning ma’lum

momentdagi oniy tezligini ifodaydi.

Teskari funksiyaning hosilasi.
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremani isbotsiz keltirib o’taylik.
1-teorema. Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo’lib, shu
kesmada o’suvchi (kamayuvchi) bo’lsa, bu funksiyaga teskari bo’lgan x=¢(y)
funksiya mavjud bo’ladi. y=f(x) ga teskari bo’lgan funksiyani topish uchun

tenglamani x ga nisbatan yechish kerak.



2-teorema. Agar y=f(x) funksiya x nuqtada chekli f'(x) #0 hosilaga ega bo’lsa,

u holda bu funksiyaga teskari bo’lgan x= ¢ (y) funksiya ham shu nuqgtada

1

hosilaga ega bo’ladi.
f1(x)

0’ (y)=

Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning hosilasi.

Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar Xe (a,b) nugtada u'(x) va v'(x)
hosilalarga ega bo’lsa, u holda ularning algebraik yig’indisi, ko’paytmasi
vabo’linmasi shu x nuqtada hosilaga ega bo’lib, quyidagi formulalar bo’yicha
topiladi:

(utv)'=u'+v';

(uv)'=u'v+uv'

(ﬂj =YYW %) £0)
\'

\"

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari.
1. y=x" (x>0) darajali funksiyamng hosilasini topaylik. Funksiya hosilasining

n
ta'rifiga ko’ra Ay=(x+AX)"-x"=x" [(1+ &] ~1],
X

, A A

AX AX AX
X
X e e .
lim = n ajoyib limitni e’tiborga olsak,
Ax—0 X
R
) Ay_ . X - un-l v ruNyr_ Nl
l!(TOE_Al!(TO AX Xo=m y'=(x")=mx""
X

2.y=a’(a>0 , a#\) ko rsatkichli funksiyaning hosiJasi.

X (4 AX
Z XX X | gX (g% ). Ay _a’(@™ -1

A
y AX AX



X e e e . X (4 AX
~1_inaajoyib limitga ko’ra  y= jim - jim 2@ D _,x

lim
x—>0 X AX—>0MX Ax—>0 X
aAX— 1 Xy\1 X
lim =a*1na Demak, y'=(a")'=a"Ina
Ax—0 AX

3. y= logx (a>0, a# 1) logarifmik funksiyaning hosilasi ham

y':(logax)'zi log.e formula bilan topiladi.

Agar Iogae:ﬁ; logea=Ina ; logex=Inx ; Iogxe:mi. ekanligini
X

e’tiborga olsak y'=(10gax)':%na kelib chigadi.

Agar a=e desak Ina=lne=l bo’lib, y=Inx ; y'=( 1nx)‘=l bo’ladi.
X

4. y=sinx funksiyaning hosilasini topish uchun x ga Ax orttirma bersak
y ham Ay orttirma olib Ay =sin(X+Ax)-sinx=25in(%j COS[(ZHAX)}

. AX AX
sin—-cos| X+ —
2 ( 2 j

y'= lim —= lim = COS X. y'= (sinX)'= cos X

xuddi shuningdek o’rta maktab dasturidan bizga ma'lum bo’lgan boshga

trigonometrik funksiyalarning hosilalarini hisoblash mumekin:

(cos x)'=—sinx; (tgx) '= 12 ; (ctgx) '=— 12
C0S“~ X sin“ x

5. Endi y=arcsinx teskari trigonometrik funksiyaning hosilasini hisoblashni
ko’raylik.
y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga teskari funksiya bo’lgani uchun,

teskari funksiyalarning hosilalariga ko’ra

y'= (arcsinx)'= t 1. ! -1
(siny)' cosy [1-sin?y 1- X
(arcsinx)'= ! : (- 1< x< 1.

1- x°



Xuddi shuningdek(arccosx) '=- ; (arctgx) '=

1—-X 1+x

; (arcctgx) '=

2 1+x2 .

6. y=Inx bo’lsa, y'l. X' =£; Agar y=Ilnu bo’lib u=f(x)
X

X

bo’lsa, y'= (Inu) '=% %

Agar y=u"®(x) bo’lsa, Iny=vlnu - bundan hosila olsak,
-szﬂnu+v-g; y'=u ﬂyﬂnu+v-g}
y u u
Misollar yechish namunasi:
1. y=3x%+4y/x +5c0sX—4 y'=?

1

y'=3-2x2‘1+4~%x2_1+5-(—sin X) _6X+—2 —Bsinx

Jx
2. y=3x’sinx y'—?

y'=6X-Sin X+ 3x? - cos X = 3x(2sin X + XCOS X)

2
3. y=2= y'—?
COS X

y'= 2X-cos X —X*(—sinx) _ x(2cos X + Xsin X)
cos® X cos® X

Adabiyotlar

1.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika. Toshkent
“? 2013y

2.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3.Soatov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y
4.Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5.Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g

ToJI.

5. Murakkab funksiyaning hosilasi. Oshkormas funksiya hosilasi.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.



Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Oshkormas va murakkab funksiyalar hagida
tushuncha hosil gilish va ularning hosilasini olish qoidalari bilan tanishtirish.
Vazifalar: Oshkormas va murakkab funksiyalar hagida tushuncha hosil gilish va
ularning hosilasini olish qoidalari bilan tanishtirish. Misollar yordamida
tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Oshkormas funksiyaning hosilasini olishni.

e murakkab funksiyalar hosilasini olishni

e Yugqori tartibli hosilalarni topishni.
Talaba bajara olishi lozim: Oshkormas va murakkab funksiyalar hagida
tushuncha hosil qgilib va ularning hosilasini olishni bilishlari kerak.
Motivasiya: Ba'zi jarayonlarni kechishi nostandard ko rinishda bo’lib, ularni
miqdoriy xarakteristikasini o rganishda oshkormas yoki murakkab funksiyalarga
duch kelamiz. Bunday jarayonlarni to g ri talgin gilishda bu mavzuni o rni katta.
Fanlararo va fan ichidagi bogliglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Oshkormas va murakkab funksiyaning hosilasi.
Yugori tartibli hosilalar.
Nazariy gism:
Agar y o’zgaruvchi u o’zgaruvchining y=f(u) funksiyasi bo’lib, u esa 0’z
navbatida x ning funksiyasi u= ¢ (x) boisa, u holda y=f(.p(x)) funksiyani X ning
murakkab funksiyasi deyiladi.
Teorema. Agar u== ¢ (x) funksiya o’zgaruvchi x nuqtada u,’= ¢ '(*) hosilaga,
y=f(u) funksiya esa o’zgaruvchi u bo’yicha y,'=f '(u) hosilaga ega bo’lsa, u holda
y=f(¢ (X)) murakkab funksiya ham shu x nugtada

Yx'=fu'(1)-¢'(x)



hosilaga ega bo’ladi.

Oshkormas funksiya hosilasi.
F(x,y)= 0 ko’rinishida berilgan oshkormas funksiyaning hosilasini hisoblashda,

tenglikning chap tomonini x argumentning murakkab funksiyasi deb garaladi va
tenglikning ikkala tomonidan hosila olinadi. Bunda yxning murakkab

funksiyasi deb garaymiz.

Misol.Oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyaning hosilasini

- XL Y
hlsoblang.¥+ =1

Yechish. Tenglikning ikkala tomonidan x bo’yicha hosila olamiz:

_ b

2,20 bundan, y,=- 7.

a> b’

Yuqori tartibli hosila.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu

funksiyaning hosilasi f '(X) umuman aytganda yana x ning funksiyasi bo’ladi.
Shuning uchun undan x bo’yicha hosila olsak, hosil bo’lgan hosilaga berilgan
funksiyadan olingan ikkinchi tartibli hosila deyiladi va y yoki f "(x) lar bilan
belgilanadi. Shunday gilib y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
y"=f"(x)=(y")'=(f'(x))".

y"=f "(x) ikkinchi tartibli hosiladan olingan hosilaga y=f(x) funksiyaning
uchinchi tartibli hosilasi deyiladi:

Y=t ()=("())

Shu jarayonni n marta davom ettirsak y=f(x) funksiyaning n tartibli hosilasi
yO=f" (x)=(y™) = (f"(x)) ko’rinishda bo’ladi.

Misol. y=f(x) =2x*+3x’-5x*+6x-8

y'=8x>+9x*-10x+6

y"'=24x°+18x-10

y"'=48x+18x



Agar u(x), v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo’lib, u™(x), v®(x) hosilalarga
ega bo’lsa, u holda

1. (Cu) <"=Cu®  (C-0’zgarmas son)

2.(utv) O=u® +v ©

n(n —2)u"Ay"

3.(uv)O=u™+nu™Dy+ + .. +uv®.

tengliklar o’rinli bo’ladi. Oxirgi tenglikka Leybnis formulasi deyiladi.

Hosilalar jadvali

Ne Funksiya Hosilasi
1 |y=C C =0
2 |y=X x =1
3 |y=ut+tv-o utv-w)=u-+v -0
4 ly=uv (w)’=u’v+v’u
5 |y=Cu (Cuy=C-v’
6 |y=x" (x") =nx""
7 y = un (un), — nun-lul
8 y= u z)'_u'v—v'u
Vv Vv - V2
9 _u oy
y=2 uwy_u
C CJ C
0,_cC cy__¢ov
y_ V VJ V2
11|y= Ju _
W)=
121y =1 ()b (x) =u y’ = fu(u) dx (X)
13y = log.x (10g,x)’ 2% log, e
141y = log.u (logu)’ = “ log, e
u
15|y =Inx »_ 1
(In x) »
16 |y=Inu s_u
(Inu) y




17 |y=a (@) =a"Ina
18 [y =a" @'y =a'lnaw
19 |y =¢" (&) = ¢
20|y =¢" ey =¢e"w
21 |y =sin X (sin x)’ = cos X
22 |y =sinu (sinu)’ =cosu-u’
23 |y =C0s X (cos x)” =—sin X
24 |y =cos u (cosu)’ =—sinu-u’
= ) 1 .
25 |y=tgx (tgx) = = ;
COS™ X
26 |[ly=tgu (tgu) = 12 u
COS™ u
27 |y=ctgx (ctgx) =— =
SN~ X
28 |y=ctgu (ctgu) =— _12 -
SIN"u
29 |y =arcsin X (arc sin x)’ = 1 :
1-x
30|y=arcsinu (arc sin u)’ = 1 :
1-u
31|y =arc cos X (arc cos x)’ = 1
1-x?
32 |y=arccosu (arc cos u)’ = "
1-u®
33 |y=arctgXx (arc tg X)’ = 1
1+x?
= ’ 1 b
34 |y=arctgu (arc tg u)’ = — u
35|y =arc ctg X (arc tg x)’ =
1+ x?
36|y=arcctgu (arc ctg u) = — u’

1+u?




Amaliy mashg ulotlar uchun mashqlar.

L oy=Vx+2-2
3 1
2. y=—— +2.
e
3 y:iz—x+1
X

4, y=x*"-3x*+1.

6. y=cosx+7x.

7. y=tgx—Inx.

8. y=sinx-Inx.

1

9. y=ctgx ——.
SRR
10. y=e* +3x°.

11. y=x>+3x* -1.

12. y=2* +sinx.
13. y=1-Jx+Inx

14. y:cosx—1+2.
X

3 1

16. y =sinx—3* +i2.
X

17. y=sinx—e* +~=.
18. y:?\’/F—ex.

19 y:—3—e .

. 1 2
avob: y'=—_-°
J y X X
- 6 3
avob: y'=—— +——
J y X3 Zﬁ
: 2
javob: y :_F_l
javob: y'=4x® -6x
javob: y' =—sinx+7
javob: y'= 12 1
cos’x X
javob: y' =cosx—=
. 1 1
avob: y'=————+——
J Y = sin?x 2%
javob: y’' =e* +6x
javob: y' =2x+9x?
javob: y'=2*In 2+ cos x
. 1 1
avob: y'=——— 4+ =
J y 2% T x
!
javob: y'=-sinx+—;
X
. 3 2
javob: y'=— +—
2/ X
1 . ’ X 2
javob: y'=cosx—-3*In3-—
X
1 . ’ X 2
javob: y'=cosx-e*——
X
- 2
avob: y' =" _¢*
J y 3/
javob: y’=—x—34—ex



20.

21,
22,
23.

24,
25,

26.
217,

28.
29. y

30. y

31. y=3cos(5x* —1)

| 1
y= nx+?.

y=3" —l+l.
X

y=e*—sinx.

y:YMX—E.
X

y =3x? sin x
y =3x*(e* -1)

5x’
y =
COS X

y =3x3(sin x +1)
y =7"tg3x

. 5x*-2
cosX+5

_7Inx

X3

32.y= 2In(5x3 —4)

33.y=tg*(5x-1)

34.y=ctg?(3x—6)

35. y= 53in2(4x+ xz)

36.y =2cos’(3-2x)

37.y =5tg*6x

38.y=In(1-3x)

39.y =In(cosx-1)

2
X3

javob: y' =

X |~

javob: y' =3 |n3+x—12

javob: y' =e* —cosx

javob: y’=z+i2
X X

javob: y’=3x(2sin x+ xcos x)
javob: y’ =6x(e* —1) + 3x%”

_ 5x°(7cos x + xsin x)

javob: y’ .
CoSs™ X

javob: y’ = 9x?(sin x +1) + 3x® cos x

javob:y’ = 7*In7tg3x + 7*

cos’ X
2 _ -
javob: y' = 10x(cos x + 5) + (5x : 2)sin x
(cos x+5)
. .., 1(1-3Inx)
javob:y' = ———~~

javob: y =-30xsin(5x* —1)

. . 30%°
avob: y' =
J y 3x*—4
. . 1
avob: y =15tg°(5x -1) —————
J y 9 )cosz(Sx—l)
javob: y =2ctg(3x — 6)(;)3

sin”(3x—6)
javob: y' =5(4+2x)sin 2(4x + x*)
javob: y' = 28cos®(3—2x)sin(3—2x)
javob: y =60tg6x—

COS“ 6X

. . 3
avob: y =-
J y 1-3x
javob; y = X

" 1-cos X



40. y:sinz(:’sx3 —1) javob: y" =9x*sin2(3x® —1)

41.y = 6005(3x2 —7x) javob: y =6(7 —6x)sin(3x* —7x)
42.y = (5x —6x+4) javob: y = 3(5x2 — 6x + 4)2(30x —18)
43.y =¥ javob: y' =e*"*8x
44.y =8log, 3x javobry =——
xIn2
45.y=9.e 2 javob:y =-9xe 2
46.y =16sin(2x—4) javob:y' =32cos(2x —4)
47.y =5sin®(1-2x) javob: y' = —30sin?(1— 2x) cos(l—2x)
48.y = 2005(3x2 —4) javob: y' = —12xsin(3x* — 4)
. : 36X
49.y =3tgl6x* -1 avobiy = ———
y =31 ) J d cos®(6x* —1)
50.y = 2sin*(5x -1) javob: y' = 20sin 2(5x —1)
Mustagil yechish uchun misollar
51. y=3x*(sin x+8x) javob: y’ =6x(sin x +8x) + 3x*(cos x + 8)
2
52. y=x’ctgx javob: y’ = 2xctgx ———
sin? x
53\ _ 5x? -8 javob: y' = 10x cos X + (5x* —8)sin x
"7 cosx ' cos? X
54. y=2x*cosx javob: y’ = 2x*(3cos x — xsin x)
55. y=3"sinx javob: y’ =3*(In3sin x +cos x)
56. y =5x*sinx javob: y’ =5x?(3sin x + xcos x)
57 y:5x+1 javob:y'=5 In5(x+2)+;(5 +1)
X+2 (x+2)
58. y=4x%* javob: y’ = 4xe* (2 +x)
59. y=7*(sinx+2) javob:y’ =7*(In7-(sin x +2) +cos X)
60, y _ 5X° +2X javob: y = (10X + 2) cos X + (5x* + 2X)sin X
"7 cosx V= cos? X
3
61. 2x javob: Y = 6x2(cos X —4) + 2x3sin x

cosx—4 (cos x —4)?



62. y—

63.

64. y=

65. y—

66.

67. s=
68.

69.

70.
71,

72. y

73.y

74,

75. y=

76. y=

77.

78. y=

2x3 —2x
sin X

y =(3x+1) sinx

5x® -1
tgx

5+ x?
sin x

X4

f(X)=— >
) 4 +3x% —6x

v t +at?
2

y=3x"+2x2+x7 +x"

2 5 3

a2

y = (3X +2)(x* +4x 1)
y = (L+4x%)(1+2x%)

_ 95X

Xx+1

1-+x
1+\/_

Inx-2

f(x) =

71n X
eX

5x
In x

y = x”(Ctgx — X)

COS X
1+ 2sinx

javob:y =

(6x* —2)sinx — (2x* — 2x) cos x

sin? x

javob: y’ = 3sin x + (3x +1) cos x

javob:y' =

javob:

javob:
javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:
javob:

javob:

javob:

javob:

15x*tgx —

(5x°

_1)

cos?

X

2

tg °x

H _ 2
javob: y' = 2xsin x — (5+ x°) cos x

f'(x) =
s':v—0
2

f(x) =

f'(X)=—

sin? x

4x° - (4+3x* —6x)—6x*(x—-1)

(4+3x?

+at

12 6

x> x*

2 1

3

X X

‘{/_4\/—

f'(x) =3- (x> +4x-1) + (3x+2)(2x +4)

2

—6Xx)*

f/(x) =12x2(1+ 2x?) + (L+4x%) - 4x

f(x) =

f/(x) =

5
(x +1)?

1

1

1

1. 2 21
——X2-(1+x2)-1-x2-(=-x 2
X 1 dex®) G-x?)

f'0) =

f'(x) =

£/(x) =

f'(x) =2x-(ctgx —X) — (sin12

f(x) =

1-Inx+2
x2

1
(1+x2)?

7(1—xInx)

xe*
5(In x—1)
(Inx)?

—sinx—-2

(1+2sinx)?

+1)-x?
X



79.y:1eX2X javob: Vu)zeﬁ2%xa+m2Xf4n@—D
+1Inx X(1+Inx)
80.y=3x*+2x -1 javob:y' =6x+2
1
81. y=3%/x javob: y'=xf 7
82. y=(x*+1) (2x-1) javob: y’=8x*-3x%+2
83.y=*+2 iavob: y'=— 2
y " javob:y N
84.y=2x javob: y'=—L
y=ex J >
2x/% . 7
85.y= b "6
y T javob: y 3&
2 4 . 2 3 4
86.y==-3Jx-—— b:v=(-%__° , *
y=" \/_i/? javob: y'=(-=5 2\/;+33X4)
2 2
g7.y=X**=3 avob: v X +3
y » javon:y -~
— 2 2n+l_i 2n ; C 7= 2N_y,2n-1
88.y o o javob: y’=2x""-x
2
89.y=_~* javob: _ X(4-x)
Y=o x J T =Xy
90. y=(x*-2x+5)* javob: y’=4(x*-2x+5)*(3x*-2)
: . ... 10-2cos x
91 Y =2In(5x—sinx) JaVOb'y_"EQ:EEBT
92 y=3sin’(2x* +1) javob:y = 72x%sin® (2x* +1) cos(2x* +1)
93, Y =sin4x javob: y'= 4cos 4x
94, Y = C0s” 2X javob: y'=-6cos’ 2x-sin 2x
. ., 8ctg4x
=ctg?4 avob: v'=—
95.¥=E9 Javon-y sin? 4x
. ., 24tg3x
=4tg°*3 avob: y'=
96. Y= =% Javen-y cos® 3x
97. Y =x"In(l-2x) javob: y =2x(In(1-2x) — X )

1-2x



gg. y=2e? javob: y =-e 2

: . 3x?
=x*In(1-3 avob: y' =2xIn(1-3x) -
99. Y =X"In1-3x) J y =2xIn(1-3x) 1 3x
y=2cos( dd ) javob: y' =— o 2~sin( ad J
100. 6 —3x (6 —3x) 6 —3x
y= e¥ javob: y' = e* (3cos 2x + 2sin 2x)
101.° cos2x ' cos? 2x
102, Y =arcsin x+1-x? javob: y'= 1_X2
' 1-x
: Xarccos X
y = arccos X *+/1— x> javob: y'=—(1+ )
103 N
X 1 . a+ X
=arctg = +=In(x* +a’ avob: y'=
1og ) AR TR SOy =
: _ 40xtg * (x* +1)
=5tg* (x* +1 avob: y=—-->- =
105y g (X + ) J y COSZ(XZ +l)
106,y =2"" javob: y'=2" In2.(2x +3x?)
y = In(In x?) javob: y'= 2
107 Xln X2
108, Y =5sin(3x+2) javob: y'=15cos(3x + 2)
109 Y =sin2" javob: y'=2*In2-cos 2"
110 x> +y*-a’=0 javob: y'=—5
' y
112.€° +x=Y javob:y'zl_ey
2
*+y®—3axy =0 javob: y=>—%
113. % Y —oay J y ax—y?

javob: y— -1 ysinGy)
xsin(xy)

. . . -2y
2xy —y? =sinx javob: y'=S8X=4Y
115. 25—7)

114,005(9) =X
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“CHARXPALAK” TEXNOLOGIYASI.

Talabalarning mavzuga tayyorgarlik darajasini tekshirish uchun
“CHARXPALAK” metodidan foydalanish. Bunda talabaga mavzuga oid
misollar beriladi. Bu misollar funksiyaning qaysi turiga tegishli ekanligini
topishga, mantiqiy fikr-lashga, o’tilayotgan mazular asosida ko’p, xilma — Xil
fikr va ma'lumotlardan kerakligini tanlab olishni o’rgatishga qaratilgan. Buning
uchun talabalarga tarqatilgan qog’ozlarda ko’rsatilgan misollar ketma — ketligi
aralashtirib beriladi. Talaba esa avval yakka holda, mustaqil ravishda, so’ngra
esa kichik guruhda, bu ketma — ketlikni tartibga solib, aynan qaysi turga tegishli
ekanini belgilab chiqishi, o’z fikrini boshqalarga yoritib bera olishi lozim.
Qog’ozda to’g’ri javob ustuni bo’ladi. O’qituvchi talabaga to’g’ri javobni 0’qib
eshittiradi, talaba esa to’g’ri javob bilan o’zining javobini solishtirib, to’g’ri
javoblar sonini hisoblagan holda, berilgan baholash mezonidan kelib chiqib 0’z-

o’zini baholaydi.

Baho | Xato | Birinchi Yugori Misollar
tartibli tartibli
differensial | differensial

f (x) =sin’(x +1)
f (x) = xtgx
f(x) = x*sinx

f(x) = x* - ctgx




f (x) = 3x* cos x

f (x) = x*tgx

f(x) = x> + x*tgx
f(x) =sin2x?
f(x)=1x|

f(x) =3x*+4
f(x)=~/x2 +1

f (X) =sin xcos X + X
f (x) = 4x°tgx

f (x) =sin®6x

6. Funksiyaning to’la tekshirish sxemasi. Funksiyaning
differensiali. Yuqori tartibli differensial. Differensialni tagribiy

hisoblash.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubly majmua, ma ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Funksiyaning differensiali. Differensial yordamida
tagribiy hisoblash goidalari bilan tanishtirish. Hosila yordamida funksiyani to'la
tekshirish sxemasini tushuntirish orgali funksiya grafigini chizish. Egri
chizigning asimptotalarini aniglash va chizish gqoidalari bilan tanishtirish.
Misollar yordamida tushuntirish
Vazifalar: Funksiyaning differensiali. Differensial yordamida tagribiy hisoblash
qoidalari bilan tanishtirish.Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Funksiyaning differensiali.

e Differensial yordamida tagribiy hisoblash

e Yugqori tartibli differensiallarni hisoblash.



e Funksiyaning ekstremumlarini topishi.

e Funksiyani o'sish va kamayish oralig ini topish.

e Egilish nugtasini hisoblash.

e Botiglik va qavariglik oraligini aniglay olishi kerak.

e Funksiya asimptotalarini aniglay olishi kerak

e Funksiya grafigini chiza olishi kerak
Talaba bajara olishi lozim: Funksiyaning differensiali. Differensial yordamida
tagribiy hisoblashni o'rganish.Misollar yecha olish. Funksiyani hosila
yordamida tekshirishirib, uni grafigini chiza olishi kerak.
Motivasiya: ma’lum vaqt oraligiida funksiyaning o zgarishi jarayonni
kechishini to'g'ri talgin gilishda katta ahamiyatga ega. Jarayonlarni grafik
ko rinishda tasvirlash orgali uni ganday keshishini holatini aniglash mumkin
Fanlararo va fan ichidagi bog liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Funksiyaning differensiali. Hosila yordamida
funksiyani to"la tekshirish sxemasi. Egri chizigning asimptotalari.
Mashg ulotning magsadi: Funksiyaning differensiali. Differensial yordamida
tagribiy hisoblash. Hosila yordamida funksiyani to'la tekshirish va grafigini
chizish.

Nazariy gism:
Agar y'= f'(x) = Jim(% chekli limit mavjud bo’lsa,
x>0 dx

Ay = f'(X)Ax+aAx (Ax — 0dao— 0cheksiz kichik funksiya) yoki

Ay 1+aAX 1 aAX a

Ay =dy + aAX = — =1+
dy dy f'(X)Ax f'(x)

im Y = lim @+ =% =1 Ay~dy= f(x+AX)— F(X) ~ F'(0AX

AX—0 dy AXx—0 f ( )
yoki f(x+ Ax )= f(x)+f'(X) Ax
1.y=4x*+2x-1da X=2va Ax=dx=0,001bo’Isa, Ay ni toping .

Yechish. Ay ~dy =d(4x* +2x—-1) = (8x+2)-dx = (8-2+2)-0,001=18-0,001=0,018.



AY ning haqiqiy qiymati quyidagicha bo’ladi :

Ay =4-2,001° +2-2,001-1—(4-2* +2-2-1) =16,016004 + 3,002 -19 = 19,018004 — 19 = 0,018004
2.Radiusi 20 sm li bir jinsli metal shar gizdirilgach uning radiusi 20,01 sm bo’lib

goldi. Sharning hajmi ganchaga oshgang
Yechish. R=x=20sm AR = Ax = dx = 0.01sm.

4 3

4
=—r-R*==rx-x%.
y T 37[

Vshar = 3

Ay=dy=...q
Ayzdy:d(i-n-xS)=(ﬂ-7z-x3)-dx=dx:ﬂ7r-x2 -dx.
3 3 3
Ay = dy =47 -x*-dx =47-20°-0,01=4-7-4,00(sm®) =16 - 7(sm*°).

Ay = %72 .(20,01% - 20°) = gﬂ (8012,006 — 8000) = 4- 4,002 - 7 = 16,0087

lL.dU+v-w)=WW+V 0)dx=v'dx+v'dx— wdx=udu=vdv - wdo.
2. d (uv) =udu + vdv. 12. d (sin x) = cos x dx.
3.d (C-u)=Cdu. 13. d (cos x) = —sin x dx.
4.d l}zd_”. 14.d (tg x) = - &
(C C (tg) cos® x
5. d [ﬁ) = Ve —udy 15.d (ctg x) = — &
Vv Vv SIn” X
6. dC = 0. (C - 0’3rapmac). 16. d (arcsin x) = -
1-x°
7.d (x") = nx"dx. 17. d (arccos x) = — —
1-x?
8.d (log.x) = 1 log.edx. 18. d (arctg x) = dX2
X 1+x
9.d(Inx) = dx 19. d (arcctg x) = — dxz
X 1+x
10. d (a*) = a"Inadx. 20. df(u)="F (u) du.
11. d (¢*) = e*dx.
Misol.
sin31°=sin(30°+1 °)=sin(£+i); Ax=-"_:  xtAx=30°+1° =F 4+ " -
6 180 180 6 180



T

. +£-i=o,515.
=% 180 2

sin (30°+1°)=sin E+ 2 xsin="_1+(sinx)
6 180 180 X 180

_1
2

Yugqori tartibli differensial.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu

funksiyaning hosilasi f '(X) umuman aytganda yana x ning funksiyasi bo’ladi.
Shuning uchun undan x bo’yicha hosila olsak, hosil bo’lgan hosilaga berilgan
funksiyadan olingan ikkinchi tartibli hosila deyiladi va y yoki f "(x) lar bilan
belgilanadi. Shunday gilib y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

y =" (x)=(y")'=(f'(x))".

y"'=f "(x) ikkinchi tartibli hosiladan olingan hosilaga y=f(x) funksiyaning
uchinchi tartibli hosilasi deyiladi:

Y= (0=("(x))

Shu jarayonni n marta davom ettirsak y=f(x) funksiyaning n tartibli hosilasi
yO=fO (x)=(y")' = (f"(x))' ko’rinishda bo’ladi.

Misol. y=f(x) =2x"*+3x*-5x*+6x-8

y'=8x*+9x*-10x+6

y"'=24x%+18x-10

y'"'=48x+18x

Agar u(x), v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo’lib, u™(x), v(x) hosilalarga

ega bo’lsa, u holda

1. (Cu) <"=Cu®™  (C-0’zgarmas son)

2. () O=y® 4y O

n(n —)u"Ay"

3.(uv)V=u®+nu™Hy'+ + ..+uv®.

tengliklar o’rinli bo’ladi. Oxirgi tenglikka Leybnis formulasi deyiladi.

Endi yuqgori tartibli qosila tushunchasi kabi,yuqori tartibli differensial
tushunchasini kiritaylik. Agar y=f(x) funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, uning
differensiali dy=f '(x)dx=y'dx formula bilan hisoblanishini ko’rgan edik. Bu
yerda x ga faqat f'(x) bog’liq bo’lib, dx bog’liq bo’Imaydi, chunki dx=Ax bo’lib

argument orttirmasini ifodalaydi. Shuning uchun dy differensialidan yana



differensial olsak, hosil bo’lgan differensialga y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deyiladi va d ®y yoki d*f(x) lar bilan belgilanadi:
d?y=d(dy)=d(y'dx)=d(y")dx=(y")'dxdx=y"dx

dy=y"dx?

yoki  d?y=f "(x)dx* .

Xuddi shuningdek uchinchi, to’rtinchi va xokazo tartibli differensiallarni
topish mumkin:

diy=y"dx®, dly=y™Vdx*,..., d"y=y®dx™ .

Misol. y=4x>-3x*+6, d'y=q

dy=(20x*-6x)dx, d?y=(80x°-6)dx?, d’y=240x%dx’,

d*y=480xdx*;

y = f(x)egri chiziq berilgan, uning M(x,;y,) nuqtasiga o’tkazilgan urinma
tenglamasini topish talab gilinadi. M(x,;y,)dano’tuvchi har ganday to’gri chiziq
tenglamasi y-y, =k(x-x,) ko’rinishda edi.Bu to’g’ri chiziq y = f(x)ning
urinmasi bo’lgan holda k =y’ = f'(x)bo’ladi. Shunday gilib, M(x,;y,) nugtadagi
urinma tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi: y —y, = f'(x)-(x—x, ).

Urinish nugtasi (urinmaga) perpendikulyar bo’lib o’tadigan to’g’ri

chizigga egri chizigning shu nugtadagi normali deb ataladi. Normal tenglamasi

(x—x,) kabi bo’ladi.

2 2
Misol.%+i’_6= 1 ellipsining absissa 3 bo’lgan nugtasida o’tkazilgan urinma va

normal tenglamalarini toping.

—+—=1

X:3 2 2
Yechish x2 y2 o 4¥ g
25 16

2 2
Yy =1—i; y? = H-16; y? = £; y= <10, 3 bo’ladigan nuqta A[3;3l] va
16 25 25 25 15 5

B(3;—31J ekan.
5



A(3;3%jni olaylik.

!

2 2 ' v . !
) X Y] s 522 gyoki XY 2. 16 X.Anygtada:
25 16 25 16 g8 25 25y

2516 2516 5’

__16.3_ 35163 y_%:_g(x_@;5y—16=—3x+15y0ki

3x+5y—31=0. Bu egri chizigga A(s;séj nuqgtada urinma tenglamasidir.

g) Normalning tenglamasini topamiz:

16 1 16 5
——=-=(x-3) y——=—=(x-3
Y=o =3x8k y-T =3(x=3)
15y — 48 = 25x - 75; 25x —-15y —27 =0.

Funksiyaning o sishi va kamayishi
Bu mavzuda [a,b] kesmaning ichki (a<x<b bo’ladigan) nuqtasida chekli

hosilaga ega bo’lgan y=f(x) funksiya xosslarini o’rganamiz.

1- teorema. f{x) funksiva [a,b] kesmada o’zgarmas bo’lishi uchun (a, b)
oraligda bo’lishi zarur va yetarlidir.

2-teorema.y=f(x) funksiya [a,b] oraligda kamayadigan (o smaydigan) bo’lishi
uchun uning f'(x)hosilasi (a,b) intervalning har bir nuqtasida manfiymas
(musbat), yani f'(x)>0 [f'(x) <0] bo lishi zarur va yetarlidir.

Funksiyaning ekstremumlari
Tarif. Agar x,ning yetarlicha kichik atrofidagi hamma nugtalar uchun f(x,)>

f(x) bo’lsa , y=f(x) funksiya uchun x=x,maksimum nugta deb ataladi; agar
x,Ning Yyetarlicha kichik atrofidagi hamma nugtalar uchun f(x,) < f(x)bo’lsa,
X = X, minimum nugta deb ataladi.

Funksiyaning yoki maksimumi va minimumi uning ekstremal giymatlari
yoki gisqacha ,ekstremumlari deyiladi.
Ta’rifdan ko’rinadiki , ekstremum tushunchasi funksiyaning lokal (kichik

uchastkaga xo0s) xususiyati ekan.



1-teorema.Differensiallanuvchi funksiyaning ekstremum nugtadagi hosilasi
nolga tengdir.

Funksiyaning max va min topishning 1-qoidasi
y=f(x) funksiyaning maksimum va minimumini topishning quyidagi sxemasini

keltiramiz.

1)y’ = f'(x)topiladi.

2) f'(x) =0tenglama yechilib , kritik (urinmasi O, ga | bo’ladigan )
nugtalarning (x,x,x,...x, ) absissalari topiladi.

3) har bir kritik nugta alohida- alohida tekshiriladi. x = x, ning yagin

atrofida h<0 uchun ekstremumlar quyidagicha aniglanadi:

f'(X) hosilaning x; kritik nuqtadan o’tishdagi Kritik nugtaning harakteri
ishorasi
X<X1 X=X1 X>X1
+ | F(X)=0 yoki mavjud emas - Maksimum
- | f(x)=0 yoki mavjud emas + Minimum
+ | f(X)=0 yoki mavjud emas + Funksiya o’sadi
- | (x)=0 yoki mavjud emas - Funksiya kamyadi

Misollar.1.y = 2x* —9x” +12x — 2 funksiyaning ekstremumlari topilsin.
Yechish. 1.y =6x? —18x+12 = 6(x* —2x+2) ;
2.y =5.(x* —3x+2)=0.

3+49-8 341

x?=3x+2=0; X, > 5

x, =1; x, = 2Kritik nuqtalar absissalari.

3.a) x=x;=1 atrofida y'ning ishorasi ganday uzgarishini tekshiramiz , 1 dan
kichikroq giymat olamiz .
y' =£08=0,  (x*-2x+2)=6(x-1)x—2)=(08-1)(0,8-2) >0va 1 dan kattarog

giymatda:
y'=1'(4,2)=6(12-1)(@12-2)<0.



Hosila ishorasini (+) dan (-) ga o’zgartiryapti , demak, x=1 Kkritik nugta ekan.
b) x=x,=2 atrofida:

y' =f'(18)=6-(1,8-1)(1,8-2) <0 va
y'=f'(22)=6-(22-1)-(22-2)>0

Demak ,x=x,=2 minimum nuqta ekan.
A)Ymax=F(1)=2-1° -9-1* +12-1-=2-9+12-2=3
y.. =f(2)=2-22-9.22412.2-2=16-36+24—2=2

Egri chizigning qavaqgrigligi va botigligi. Bukilish(egilish) nuqgtasi.
Agar y=f(x) egri chizig [a,b] oraligda usuvchi bo’lsa, u xolda bu oraligda

y>0bo’ladi. Bunda ikki hol ro’y berishi mumkin.M nugtaning Kichik atrofida
o’tkazilgan urinmalar egri chiziq botiq (pastga gavariq) deb ataladi.Yani M
nuqtada o’tkazilgan urinmalar egri chiziq ustida yotgan holda egri chiziq
gavariq (pastga botiq) deb ataladi.

Agar egri chiziq x=Xo nugtaning kichik atrofida chap tomonida urinma
ustida, ung tomonida esa urinma ostida joylashsa , yoki aksincha bo’lsa ,x=X,
nuqta egri chizigning bukilish (egilish) nugtasi deyiladi. Boshgacha aytganda
y=f(x) egri chizigning gavariglik botiglikdan ajralgan nuqtasi egri chizigning
bukilish nugtasi deyiladi.
1-teorema.x=Xo nugtada y’’=f"’(xo) chekli son bo’lib, y’’=f""(xo)<0 bo’lsa, bu
nuqtada egri chiziq yuqoriga qavariq;, v’ '=f"’(xo)>0  bo’lsa , bu nuqtada
pastga qavariq bo’ladi.
f(x1) > f(x2)>f"(x3)>...bo’ladi, yani y'=¢(x) kamyuvchi funksiya
bo’lib, y"'= ¢'(x) kamayuvchi funksiya bo’lsa, y"=¢'(x) <0 bo’ladi.

Bu teoremadan bukilish nugtani topish qoidasi kelib chigadi: y=f(x) ning
bukilishi nugtasini topish uchun:

1) y”’=f"(x) topiladi; 2) "’(x)=0 tenglama yechilib , uning xx,x,...x,
yechimlari topiladi;

3) x=x, atrofida

Vaf"(x<xl)<0}

f'(x>x)>0



yoki

f'"(x<x,)<0

x> x) > o} bo’lsa, yani /”’(x)hosilax; nugtadan o’tishida ishorasini

o’zgatirsa x=x;bukilish nugtasi bo’ladi va h.k.

Agar f(x)o’z ishorasini o’zgartirmasa , bukilish nugtasi bo’Imaydi.
Misollar. 1. y =-x*+3x* —4ning bukilish nugtasini toping.
Yechish.a)y'=-3x* +6x;y"'=—6x+6. b) —6x+6=066x=6;x=1

V) y'=f"(09)=6-(1-x)=6-(1-0,9) > O,}

y'=f"(1)=6-(1-11)=-6-01<0.

f”’(x)hosila ishorasini o’zgartiryapti , demak , bukilish nugtasi x=1 ekan.
2. y’=4xning bukilish nugtaini toping.
Yechish.a) y'=4x3,y* = £""(x) =12x?;
b)12x* =0,x=0;
v y'= f"(-01) =12-(01) =12-(-1)* =12 > 0.

y'=f"(+01) =12-(+1)* =12 > 0.
f”’(x) ishorasini o’zgartirmayapti, demak, x=0 bukilish nugta emas.

Funksiya maksimumi va minimumini topishining 2-qoidasi
Teorema . y=f(x) ning ikkinchi tartibli hosilasi y’’=f""(x) maksimum nuqtada

manfiy , minimum nuqtada bo ladi.

Chindan ham , x=x, maksimum nuqta bo’lsa , y=f(x) funksiya gavariq
(quyiga botiq) bo’lib bu nuqtada (1-chi teoremaga ko’ra) y’ '=f""(xy)<0,
minimum nuqtada y’’=f""(x¢)>0 bo’ladi.

1y’=f"(x) va y’’=f"(x) lar topiladi.

2. y’=f"(x)=0 tenglama yechilib ekstremal nugtalarning absissalari
X1,Xa, ...xx lar topiladi.

3. y’’=f""(x) ning har bir kritik nugtadagi ishorasi topiladi.

4.Agarf”’(x;)>0 bo’lsa , funksiya minimumga , f”’(x;)<O0 bo’lsa funksiya
maksimumga ega bo’ladi.

Misollar. y = x> —5x* +5x* +1ning ekstremumlarini toping.

Yechish :



a) y'=5x" —20x® +15x* =5x? - (x* —4x +3),

y"'=20x> —60x* + 30X,

y"'=10x(2x* —6x +3),

b)5x* (x* —4x+3) =0,

X1=0; X;=1; X3=3.

V) y'=f"(0)=0;

y'=f"(1)=10-(2-1> —6-1+3) =10(-1) < 0.

y'=f"(3)=10-3-(2-3° -6-3+3) =10-3* x (6 - 6+3) =270 > 0;
x=1 maksimum X=3 minimum

Egri chizigning asimptotalari
Egri chiziglarni cheksiz shaxobchali va bunday shaxobchalarga ega

bo’lmagan deb ikkiga ajratsa bo’ladi. Masalan parabola ikkita cheksiz
shaxobchali, giperbola to’rtta cheksiz shaxobchali bo’lib , ellips bunday
shaxobchaga ega emas.

Ta’rif. Agar y=f(x) egri chizigdagi M nuqgtadan birorta m to’g’ri chiziqqa
bo’lgan masofa tinimsiz kamaya borib M cheksiz uzoglashgan bu masofa nolga
intilsa, mto’g’ri chiziq y=f(x) egri chizigning asimptotasi deyiladi.

Endi berilgan egri chiziq asimptotasi tenglamaini tuzish usulini
ko’rsatamiz.

Asimptotlar 3 xil: vertikal,0g’ma,gorizontal bo’ladi.Faraz gilaylik,y=f(x)
egri chizig berilgan bo’lsin.y=kx+b uning og’ma asimptomasi bo’lsin. kva b ni
topamiz,M(x,y)-egri chizigning biror nugtasi,MN egri chizigdan to’g’ri chizigga
bo’lgan masofa.

Ta’rifga ko’ra Xx— o yoki y— «oda MN—0 bo’lishi kerak.M(x,y) nugtada
kx-y+b=0 to’g’ri chiziqga bo’lgan masofa.

Funksiyani tekshirishni umumiy sxemasi
Yugorida bayon etilganlarga ko’ra funksiyani tekshirish quyidagi taxminiy

planini tavsiya etish mumkin.



1) y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi, uzluksilik sohasi va uzulishi nugtalari
topiladi. Uzilish nugtalarida funksiyaning bir tomonlama limitlari topiladi.

2) Funksiyaning simmetrikligi va davriyligi aniglanadi,

3)y=f(x) grafigining O, va O, uglar bilan kesishish nugtalari topiladi hamda
funksiya ishorasi uzgarmaydigan soxalar belgilanadi;

4) Funksiyaning ekstremum nugtalari hamda o’sish va kamayish sohalari,
funksiyaning ekstremal giymatlari topiladi;

5) Funksiyaning bukilish nugtalari, botiq va gavariq bo’lish sohalari topiladi,

6) Tekshirilayotgan funksiyaning asimptotalari topiladi;

7) Funksiya grafigi chiziladi.

Misol y = x* —3x funksiyani to’liq tekshiring.

Yechish .

1.1. Funksiya x e (—; +o0) oraliqda aniglangan;

1.2.

lim Ay = AliTo((X+ AX)® = 3(x + Ax) — (x° —3x)): AIirﬁno{x3 +3X(AX)? +3X*Ax + (AX)® —3x —
—3Ax—x*+3x}= AIirgo{?ax(Ax)2 +3x°AX + (AX)® —=3Ax}=0

Demak, funksiya (-o,+) oraliqda uzluksiz.

1.3.0Oraligning chetki nuqtalarida: lim (x* —3x) = —o0; lim(x* —3x) = oo

2. f(=x)=(=x)*-3(-x) = —x* +3x = —(x* —3x) = — f (x) -funksiya tog, funksiya
davriy emas;

3. Funksiyani o’sish va kamayish oraliglarini aniglaymiz. Buning uchun
funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqgta olinadi va uning atrofida ishora
tekshiriladi:

y'=0

3x*-3=0

3(x*-)=0=>x=+1

Yo =

“CHARXPALAK” TEXNOLOGIYASI.



Talabalarning mavzuga tayyorgarlik darajasini tekshirish uchun
“CHARXPALAK” metodidan foydalanish. Bunda talabaga mavzuga oid
misollar beriladi. Bu misollar funksiyaning urinmasi, normali va asimtotalarini
tegishli ko’rinishda yozishga, mantiqiy fikrlashga, o’tilayotgan mazular asosida
ko’p, xilma — xil fikr va ma'lumotlardan kerakligini tanlab olishni o’rgatishga
garatilgan. Buning uchun talabalarga tarqatilgan qog’ozlarda ko’rsatilgan
misollar ketma — ketligi aralashtirib beriladi. Talaba esa avval yakka holda,
mustagqil ravishda, so’ngra esa kichik guruhda, bu ketma — ketlikni tartibga solib,
aynan gaysi tenglamasi ekanini belgilab chiqishi, 0’z fikrini boshqalarga yoritib
bera olishi lozim. Qog’ozda to’g’ri javob ustuni bo’ladi. O’qituvchi talabaga
to’g’ri javobni 0’qib eshittiradi, talaba esa to’g’ri javob bilan 0’zining javobini
solishtirib, to’g’ri javoblar sonini hisoblagan holda, berilgan baholash

mezonidan kelib chiqib 0’z-0’zini baholaydi.

Baho Xato Asimtota Normal Urinma Misollar

tenglamasi | tenglamasi | tenglamasi

y=x"+x+1

y =2x° —6x° —18x+7

y:%x3+2x2+3x—l

y =2x* —x*
y =2x% —3x?
X3
=4xX——
y 3
X4
=2x> -~
y 4
y = X(2-x)?
X4
:Xs——
y 4
3
y=%—x2




_4x
1+ x°2

«Baliq suyagi» shaklida;
Har bir talaba bildirgan fikrni doskada ustun shaklida gayd etib yozib borish
ham mumkin. Masalan, “Funksiya grafigini to’la tekshirish” mavzusi bo’yicha
ustunlarga funksiyani aniglanish sohasi, juft-togligi, davriyligi, asimtotalari,
urinma va normal tenglamalari, o’sish va kamayish oraliglari, eng katta va eng
kichik giymatlari, egilish nugtalari, botiglik va gabariglik oraliglarini yoritib

berishlari mumkin.

Y A A

Funksiya grafigini to’la tekshirish sxemasi

NN NN

Amaliy mashg’ulotlar uchun misollar
Quyidagi funksiyalarning o’sish va kamayish oraliglarini aniglang:

1.y=x>+3x*+3x+1 4. y=xInx
2. y=3x-3x* 5. y=x*-5x+6
3.y=x—¢"

Quyidagi funksiyalarni ekstremumga tekshiring:
6.y=x"+x+1

7.y =2x>—6x>-18x+7
1 3 2
8.y:§x +2x% +3x-1

9.y=2x*-x*
10.y = 2x® —3x?

Quyidagi funksiyalarni tekshiring va grafigini yasang:




3 4

11, y=ax- X 14.y=x3-*
y X 3 y=X 4

4 3

12.y=2x2 - % 15.y =2 _x?
y =2Xx 2 y 5 X
13.y =x(2—x)? 16.y = 4X2
1+x

Mustaqil yechish uchun misollar.

1) x* +y?® =5egri chizigga M(-1,2) nugtadan utkazilgan urinma va normal
tenglamasini toping.

Javob: 2y-x=5vay+2x=0

2) y=+/2x+1egri chizigga xo=4 nuqtadagi normal tenglamasini tuzing.
Javob: 3x+y-15=0

)y X
)Y x? -1

egri chiziqga xo=2 nuqgtada utkazilgan urinma tenglamasini tuzing.

Javob:y = _3y4 18
25 25

Quyidagi funksiyalarning usish va kamayish oraligini toping:
4)y=x>-3x"+5.

Javob: (-«,0),(2,+«) da usadi; (0,2) da kamayadi.

5)  y=x"+4x-6

Javob: (-1,+00) oraligda usadi, (—,—~1) oraligda kamayadi.

6) y=x°-3x+1

Javob: (—oo,g) oraligda kamayadi, (g,+oo)oraliqda usadi.

7)y=2x"+8x-1.

Javob: (—«,—2) oraligda kamayadi, (-2;+oc) oraligda usadi.
Quyidagi funksiyalarni maksimum va minimumlarini toping.
8) y=x*-2x

Javob: x=1 nugtada minimum.

9) y=2x*+3x+4



Javob: x = —% nugtada minimum.

10) yzéxs—x

Javob: x=-1 nuqtada maksimum, x=1 nugtada minimum.
11)y=x3

Javob: Maksimumi ham minimumi ham yoqg.

12)y==x° —gxz —4x+6

1
3
Javob: x=-1 nuqgtada maksimum, x=4 nugtada minimum.

13) y=x*-3x>+22x* - 24x +12

Javob: x=1, x=3 nugtalarida minimum, x=2 nuqta maksimum.

Quyidagi funksiyalarning ekstremumlarini aniglang
9
l.y=x}+>x*-5
Y 2
2.y =2x"—4x+1
3.y=-—x*-6x-1

Quyidagi funksiyalarning grafigini yasang:

1
ly==x*+2 7 X 1

2 YT
2.y =x%x"-6x+5

1 8.y=x+=
3.y==x>-4

y 3
1
9.y=

4.y="x*-8x YT
5.y=2-x—x° 10.y = x* —5x* +8x
6.y=¢"
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8. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral. Integrallash jadvali
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Funksiyaning boshlang’chini hisoblash.
Vazifalar: Funksiyaning boshlang’chini topish. Anigmas integtalni hisoblashni
o’rganish. Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

¢ Funksiyaning boshlang’chini topishi.

e Anigmas integral xossalarini bilishi.

e Anigmas integralni hisoblashi

e Elementar funksiyalar integrallash jadvalini bilishi kerak.
Talaba bajara olishi lozim: Funksiyaning boshlang’ichini hisoblashi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni ganday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog'liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Boshlang’ich funksiya. Anigmas integral.
Mashg ulotning magsadi: Funksiya boshlang’ichini hisoblash.
Nazariy gism:

Bizga biror funksiya berilgan bo’lsa, rna'lum formulaga yoki qoidaga ko’ra
bu funksiyaning hosilasini topishni bilamiz.
Masalan f(x) = x> bo’lsa, f(x) = 3%’ f(x) = sinx bo’lsa, f(X) = cosx.



Endi bu masalaning teskarisini ya'ni hosilasiga ko’ra funksiyaning
0’zini topish masalasini ko’raylik. Boshqacha aytganda differensiallash amaliga
teskari bo’lgan masalani yechishga to’g’ri keladi.
1-ta'rif. Agar F(x) funksiya (a,b) oraligda uzluksiz va differensiallanuvchi
bo’lib, vXe(a,b) nugtada F'(x)=f(x) ( yoki dF(x)=f(x)dx ) tenglik o’rinli
bo’lsa, u holda F(x) funksiyani shu oraligda f(x) funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi deyiladi.

Yugoridagi misollardan x° funksiya 3x* ning, sinx esa cosx funksiyaning
boshlang’ich funksiyasidir.

Boshlang’ich funksiyaning ta'rifiga ko’ra quyidagi ikkita savol tug’iladi:

1. Qanday funksiyalarning boshlang’ich funksiyalari mavjud bo’ladi?

2. Agar berilgan funksiyaning boshlang’ich funksiyasi mavjud bo’lsa, u
yagona bo’ladimi?

1-teorema. [a,b] kesmada uzluksiz bo’lgan Vv f(x) funksiyaning shu kesmada
boshlang’ich funksiyasi mavjud bo’ladi (teoremaning isboti Nyuton-Leybnis
formulasida ko’riladi).

Agar f(x) funksiya boshlang’ich funksiyaga ega bo’lsa, uning boshlang’ich
funksiyasi cheksiz ko’p bo’lishini misolda osongina ko’rish mumkin:

X4 X4 X4 . 3
Fl(X)=T,F2(x):T+7, F3(x):T+C (C-o’zgarmas)  funksiyalar  f(x)=x
funksiyaning boshlang’ich funksiyasidir.
2-teorema. Agar Fy(x) va F,(x) funksiyaJar [a,b] kesmada f(x) funksiya
uchun boshlang’ich funksiyalar bo’lsa, u holda F;(x) , F»(x) lar bir-biridan
o’zgarmas songa farq qiladi:

F1(x)-F1(x)=C, C- ixtiyoriy o’zgarmas.

3-teorema. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a,b] dagi boshlang’ich
funksiyasi bo’lsa, u holda f(x) funksiyaning shu kesmadagi har ganday
boshga boshlang’ich funksiyasi F(x)+C ko’rinishda bo’ladi.

2-ta'rif. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a,b] dagi boshlang’ich
funksiyasi bo’lsa, u holda f(x) funksiyaning shu kesmadagi barcha
boshlang’ich funksiyalari to’plami F(x)+C ga funksiyaning shu kesmadagi
aniqmas integrali deyiladi va odatda [f(x)dx simvol bilan belgilanadi.
Shunday qilib ta'rifga ko’ra F'(x)=f(x) bo’lsa [f(x)dx = F(x) + C bo’ladi. Bu
yerda f(x) ga - integral ostidagi funksiya, f(x)dx ga integral ostidagi
ifoda deyiladi. Berilgan f(x) funksiyaning anigmas integralini topish
integrallash amali deyiladi.



Shunday qilib berilgan f(x) funksiyaning anigmas integrali y=F(x)+C
funksiyalar to’plamidan iborat bo’lib, geometrik nuqtai nazardan esa
anigmas integral egri chiziqlar to’plamidan (oilasidan ) iborat bo’lib ,
ularning hammasi bir-biridan ixtiyoriy C masofaga farq qilib o’zaro
parallel joylashgan bo’ladi.

Anigmas integralning xossalari.

1. (Jf(x)dx)'= f(x)

2. [dF(x) = F(x)+ ¢

3. d[[f(x)dx] = f(x)dx

4. [kf(x)dx = k[f(x)dx  k-o’zgarmas.

5.1 [f(x) + o(x)]dx = [f(x)dx + [(p(x)dx

Anigmas integrallarni hisoblaganda yuqgoridagi xossalardan tashgari quyidagi
uchta muhim qoidani nazarda tutish amaliy mashg’ulotlar uchun katta
ahamiyatga ega.

Agar [f(x)dx =F(x) + C bo’lsa

1. Jf (ax) dx :§ F(ax)+C
2. ] f(x+b)dx=F (x+b )+ C
3. [ f (ax+ b)dxzi F (ax +b) + C.

Anigmas integrallar jadvali
Bu formulalarning to’g’riligini ularning o’ng tomonidagi ifodalarni bevosita
differensiallash bilan ko’rsatish mumkin.

n+l dX
1. Jx"dx="—+c(n=-1) 11. | —— =-arctgx +C
n+1 1+Xx
dx 1 X
2.J%:1n|x|+c 12.] —— =—arctg—+¢
X a’+x> a a
3. [*dx =e*+C 13. ] dx :ilna+x C
2% a?—x?> 2x la-x
4. [a%dx = +C
na 14,2 - LinX e
5. [sinxdx =—cosx +C X -a a [Xx+a
6. Icosxdx =sinx +C 15.] ax = =arcsinx +C
1-x
dx
7.1 =tgx +C
C0S*X 16.] o —arcsin X+ C
J. dX a2_x2 a
8. ] ——=-ctgx+C i
sin-X 17.] =1n‘x+\/xzia2 +C
Vx?+a?




9. J'tgxdx =-1n|cosx | +C a, ¢ —lar ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.

10. Jctgxdx = 1n|sinx|+C

Misollar. 1-misol sifatida 14-formulani ko’raylik
(iln
2a

2-misol. [(2x*+5/x ) dx =%x4 +%x\/;+c

X—a

X+a

B 1 x-a X+a—X+a 1
2a x+a (x+a)’ X’ —a

2

3-misol. | dx :lln|3x+6|+C
3xX+6 3

4-misol. Icolexdx=%sin10x +C

Bevosita integrallash usuli.
Anigmas integralni bevosita integrallar jadvalidan va anigmas integralning
xossalaridan  foydalanib integrallashga bevosita integrallash  usuli
deyiladi.Ba'zi hollarda integral ostidagi funksiyani iloji boricha yig’indiga
yoyib so’ngra bevosita integrallash magsadga muvofiq bo’ladi.

1

) 3 6 B 3 dx dx
1-misol. (3—4x +7cosx—x—X2+1)dx_3jdx—4fx dx+7cosxdx—6f?—f =

x? +1

=3x—x* + 7sinx —61nx | x | —arctgx + C
2-misol.J(x2-2x)%dx=](x*-4x*+4x?)dx=/x"dx-4/x*dx+4/x*dx= X? _x* +gx3 ‘c

I(2x3 - 3x° +2x—7)dx:2.fx3dx—3j‘x2dx+2.fxdx—7.[dx:

3-misol 3 2+ 141 1
+2 —IXx+C==x*=x*+x*-7x+C
3+1 2+1 1+1 2




Differensial belgisi ostiga kiritib integrallash
Differensial belgisi ostiga Kiritib integrallash usuli esa integral ostidagi

ifodani almashtirishdan iboratdir.
1-misol. Je"™ cosxdx =|cosxdx=d(sinx), desak|=[e*™sd(sinx)=¢*"™+C

2-misol. Jsin®xcosxdx =|cosxdx=d(sinx)|=Isin8xd(sinx)=%sin9x+C

3 isol J‘arctgx- dx :‘ dx
-Misol. Je 1+x% 1+ x?

= d(arCth)‘ — J'earctgxd(arctgx) — X 4

4-misol. [ xe* dx =|xdx :%d(xz) :%Iexzd(xz) :%exz +C

J‘ dx =J'd(X+5)
X+5 X+5

5-misol. =1n|x+5|+C

+C

6-misol. I(x+2)35dx:I(x+2)35d(x+2)=(X;—Z)se

ox =t,
7- misol. JcosSxdx: d(5x) = dt, :.[costﬂzlv[costdt _Lsint+c=
dt 5 5 5)

dx=—
5

:_[cos 5xdx = %sin 5x+C

_ 32
j x=t j 2tdt_2jt +1- 1dt=2 jt +1dt j dt
8-misol. 1+x dx = 2dt 1+t2 1+t° 1+t2
= 2(t—arctgt) + C = 2(+/x —arctgv/x) + C

Amaliy mashg ulotlar uchun mashglar.
Funksiyaning boshlang ichini toping.

3 2

1) j(x2+5x+cosx)dx javob: X?+57+sin x+C
2) J‘(3x2 +4sin x+6)dx javob: x? —4cosx+6x+C
4 3
3) _[(5x3+\/;+6)dx javob: 5%+2\/3)X—+6x+c
5
4) I(G\/F+5Sin X)dx javob: 121_{)(—
7
5) J‘(3\/F+4sin X+ 2)dx javob: 6\/7)(_
3
6) 'f(8+2\/;—sin X)dx javob: 8x + 4\2(— —cosx+C

7) '[(1+3sin x)dx javob: In[x—3cosx+C
X



8) '[(X—13+4x2 +/x)dx
9) J.(§+5003x+§/;)dx
10) I(§+65inx+§/x_2)dx
11) .[(3x2+\/;)dx
12) j(4x2+6x+sin X)dx
13) j(5x7—x\/?)dx
14) I(4x2—7sinx+1)dx
X
15) I(6x3—4x’4—1)dx
X
16) I(iz+ex—0052x+3)dx
X
17) J'(3x2—i5+£+cosx—ex)dx
X° X
18) I5—}+6x—cosxdx
X
2X

_X2
>— +€* —sin x)dx
X

19) J(

20) I(1+eX —2sin x)dx
X

javob:
javob:

avob:
javob:
javob:
javob:
javob:

javob:
javob:

javob:
javob:

javob:

javob

1 43 2dx°
2X2+ 2 + 3 +C
R/x*
4
R/x
5

+C

3In|x| +5sin x +

+C

41n|x| - 6cos x +

2%

3

x> + +C

3
4%+3x2—cosx+c

5% x2X°

8 5

3
4%+7cosx+ln|x|+c

+C

4
3L+i3—ln|x|+c
2 3X
1 , sin2x
e —

X

+3x+C

1 .
x* +—+In|x|+sinx—e* +C
X

10Vx°
3

+3x% —sinx+C

2In|x —x+e* +cosx+C

. In[x|+e* +2cosx+C

Mustaqil yechish uchun misollar

21) j(z;x

—3* +sin x)dx
1

22) I(cosx+m)dx

23) I(x+5)8dx

24) I cos xe*"*dx

25) J.\/x+5dx

26) [x’e* dx

27) Isin xe®**dx

28) j xe* dx

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

javob:

2 3"
—=—In|x-
X In3

—cosx+C

sinx+1In[2+ x|+ C

9
X+9"
9
esinx +C

24/(x+5)° c




29) I x2—13xdx

30 I S"]X
cos” X

1. j4x6dx

N

. j(x+1)3dx

w

dx
i
4. I(5x2 +2x—3)dx

x* —3/x* —J/x
b,

o

dx

X4

xR+ x)dx

Isin 2X
sin x
IsinS X+2
sin? x
C0os 2X
10 Icosz xsin? de
x? +\/F—2dx
Jx

12. I(x4 +7%)dx

6 4 2
G.IX X"+ x°+1

\l

©

dx

©

dx

11. I

13. J'(x2 +1)® xdx

I t2dt
(1+2t3)?

15. J'1/(2+ x)%dx

16[

14,

\/T
J- xdx

vai+x?

18. Isin 3xdx

17,

2 7
u.,.(;

Mustaqil yechish uchun misollar

javob:
8
javob:—iL—+C
COS X
javob: 4; +C
4
javob:£5%§l~+c
. 2
avob: —=+C
SRR
javob: 5%+x -3x+C
2
4 3
javob: LSRN
4 2
3
javob:i--—x—l—-1
3 2 3x°

javob: g\/F+—‘°{/X—+—4\/;+C
3 4 5
javob: 2sinx+C

javob: —cos x —2ctgx +C

javob: —ctgx +tgx +C

javob:%d§7+%x2—4J§+C

5 X
javob: X+ ic
5 In7
2 9
O+
18
1

+C
6(1+ 2t°)

24(2+x)° e

5
4x -3
+
2

javob:va’® +x* +c

€0os 3X

javob:

javob: -

javob:

javob:

c

javob: -



19. Isin(2x—1)dx javob: —&ZX_DJFC
2C0sXx

20. [e? =" sin xdx javob: — +c
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9. O’zgaruvchilarni alnashtirib va bo’laklab integrallash.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Funksiyaning boshlang’chini hisoblash usullari bilan
tanishish.
Vazifalar: Anigmas integtalni hisoblashning usullarini o’rganish. Misollar
yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e (’zgaruvchini almashtirib integrallash.

e Bo’laklab integrallash.
Talaba bajara olishi lozim: Anigmas integralni hisoblashing turli usullarini
bilishi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni qanday

keshishini holatini aniglash mumkin.



Fanlararo va fan ichidagi bog'liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Anigmas integralda o’zgaruvchini almashtirib va
bo’laklab integrallash.
Mashg ulotning magsadi: Anigmas integralni hisoblash wusullari bilan
tanishtirish.
Nazariy gism:

Integrallar jadvaliga kirmagan [f(x)dx integralni hisoblash uchun,
ya'ni f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasini topish uchun x=¢(t) (1)
almashtirish bajarib, ¢@(t) funksiyani uzluksiz va uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega
hamda unga teskari bo’lgan t=y(x) funksiya mavjud deb faraz qilamiz. Bu
holda (1) dan dx=¢'(t)dt ekanligini e'tiborga olsak berilgan integral

Jf0dx = If [ ') dit 2

ko’rinishda bo’ladi. (2) ga anigmas integralda o’zgaruvchini almashtirish
formulasi deyiladi.
Bu yerda ¢(t) ni shunday tanlash kerakki natijada (2) ning o’ng tomonidagi
integral chap tomonidagi integraldan soddaroq bo’lsin. Anigmas integralni
o’zgaruvchilarni almashtirib integrallaganda chiqqan natijada yangi

o’zgaruvchidan dastlabki o’zgaruvchiga gaytish shart.

1-misol.
t=1+x2
XdX2 = :lfﬁzilnt+C:£1n‘l+x2‘+C
1+Xx dt=2xdx| 2 dt 2 2
2-misol.
X = Rsint ,
J=[+vR?-x%dx=| dx=Rcostd :szcosztdtzR2I1+C052tdt=R7[t+Ic052t dt] =
VR? —x? = Rcost
2 2a0
=R—t+R sm2t+c
2 4

Eski o’zgaruvchi x ga qaytsak x=Rsint = % =sint =

« R?sin 2t = 2(Rsint)(Rcost) = 2xy/R* — x°.
t= arcsinE 2

J :R?arcsin %+§\/R2 —x% +C.



Bo’laklab integrallash.

Agar x bo’yicha differensiallanuvchi bo’lgan u(x) , v(x) funksiyalar
berilgan bo’lsa, u holda uv ko’paytmaning differensiali quyidagi formula

bilan hisoblanar edi:
d(uv)=udv+vdu (3)
(3) ning har ikkala tomonini integrallasak:
Jdwv)=Judv+Jvdu = Judv=uv-jvdu 4)
(4) formulaga bo’laklab integrallash formulasi deyiladi. (4) formula [vdu

integralni hisoblash [udv integralni hisoblashdan osonroq bo’lgan holda

foydalaniladi.

Bo’aklab integrallash usuli bilan hisoblanadigan ayrim integrallarni ko’rib
o’taylik.

1. JP(x)e* dx , Jp(x)sinkx dx , [P(x)coskxdx, (P(x) - ko’phad, k esa biror
o’zgarmas son) ko’rinishdagi integrallarni bo’laklab integrallaganda u=P(x),
golganlarini dv deb olish magsadga muvofig bo’ladi.

I1. JP(O)In xdx , [P(X)arcsin x dx , [P(x)arccos x dx, [P(x)arctgx dx , JP(x)arcctg X
dx,, ko’rinishdagi integrallarni integrallaganda u deb Inx, arcsinx, arccosx,

arctgx, arcctgx larni olish kerak.

I11.Je®sinbxdx Je®cosbxdx, ko’rinishdagi integrallar ikki marta bo’laklab

integrallanadi.

U =X du=dx

1-misol. [xe*dx =
dv=e*dx, v=e

|=xe*—Je*dx=xe* —e* +C

2-misol.

u=1nx,du =
[x21nxdx =
dv = x%dx, v =

:?lnx I 1n —IX dx _1 31nx—%x +C

9

w|><><|§-

] u=e”,du=e*dx . .
3-misol. J=Je*cosxdx= — _e*sinx — | e*sinxdx =

dv = cosxdx, v =sinx



X

T xe u=e”, du=e*dx
=[e*sinxdx =

_ = —e*c0osX + | e*cosxdx
dv =sinxdx, v=-cosx

[e*cosxdx = e*sinx + e*cosx - J e*cosxdx = 2| e*cosxdx = e* (sinx + cosx) + C

[e*cosxdx = %ex (sinx +cosx) +C

4-misol. Ilnxdx=xlnx—jx-1dx=xln X—X+C=x(Inx-1)+C
X

5- misol.

u=x2, dv=sin3xdx, ,

1 :—X—c033x+jlcos?,x-2xdx:
3 3
3c0s 3x

IxzﬂnSde:

du=2xdx, v= Isin 3xdx = —

) u=x, dv=sin3xdx,

X 2 2
- ——cosSx+—Ixcos3xdx -
3 3

X os3x+ 2 lsin3x—.|'lsin3xdx -
3 33 3

du = dx, VzICOSSXdXz—%SiﬂSX -

2
= —X—cos3x+gxsin3x+30033x+c
3 9 27

6-misol.

=+1-x%, dv=dx,
fol—xzdx_ = XvJ1-X +J'
du dx, v=X

1-x2

24+1-1
Cxf1ox? 4+ [ dx = xv1-x2 — [V1—x%dx +
G s
2| V1-x?dx = x4/1—x? +arcsin x+C,

K v

_|.\/1—x2dx:%(x\/1—x2 +arcsin x)+C

Amaliy mashg ulotlar uchun mashglar.

\/_

dx = xv/1— x2 —J\/l— x2dx +arcsin x + C

1
V1-x2

3
1] 19°x 4 javob: 9% . ¢
cos? x 3
2 _[ (2x+1) dx javob: @+C
3 5
3 [(x® +5) x?dx javob: ) ¢
15
2
4 ICtg X javob: 97X, ¢
sin® X 4
2 1\3
5 J.x\/2x2—1 dx javob: %Jrc
6 ILZ javob: -1 ¢
(3x+1) 9x+3
7] de javob: X
X —25 10 x+5
8.|. o javob: In(x++/x*-2)+C

x> —4



9 jsinzxcos xdx

10 jexsxzdx

11j

xnx

12 j(2x4 +3)x’dx

13. Ixcos xdx
14. Ixe‘xdx

15. I xarctgxdx

16. J.exsin xdx
17. Ixz cos xdx

18. len xdx
19. szexdx

20. [(x+1)e"dx

21..[In xdx.

22. I xe?*dx.

23._[\/x2 +kdx

24..|.xln(x—1)dx.

25, j (In x)?dx

26_[ Xdx
sin? x

In xdx
27 .

28.jx4exsdx
29, J~In X

30[

sin? 2x

31. jtg 2xdx

sin® x
3

X3

javob: e? +C

javob:in|in x| +c

javob: +C

4 2
javob: @+3) C
16

javob: xsin x +cosx +c¢

javob: —(x+Le ™ +c
2
javob: X1

X
arctgx — > +c

javob: %ex (sin x —cos X) + ¢

javob: x?sinx+2xcos x —2sinx+c¢

2 2
javob:X?lnx—X?m

javob: x%* —2xe* +2¢* +c¢
javob: xe* +c

Mustaqil yechish uchun misollar

jixIn[x—x+c

1, 1
—e(X——)+C
15 ( 2)

j:%[x\/x2+k +k|n(x+\/x2+k)]+c

X 1,x°
j.?In|x—ﬂ—z(7+x+ln|x—ﬂ)+c

j: x[(ln|x| ~1)° +1]+c

j

ji-

1 —xctgx + Injsin x| + ¢

In|x| +1
X

+C
javob: %+C

n? x

javob: !

+C

javob: - 92X ¢

javob: - % In|cos 2X| + ¢



32, j smsx dx javob: L —+C
COS” X 2C0Ss° X
2
33. I%x javob; 89X ¢
sin“ x
34. legX dx javob:
1-1gx
4
35. jcos3 xsin xdx javob: - 0 X ¢
2 [y3
36. | X dx javob:um
Vx®+1 3
2 3
37. j'n X dx javob: "X, ¢
X 3
38. I edx javob:lln‘3+4eX +C
3+4e* 4
39jarcsin Xdx. j:xarcsin X +v1—x* +c¢
4O.J‘In(x2 +1)dx j i xIn(x? +1) — 2x + 2arctgx + C
arcsin xdx . .
41| —— 241+ xarcsin X +4+/1-x +c¢
-[ V1+ X :
42j x*edx. ji—e (X} +3x* +6X+6)+cC
43._[ cos(In x)dx. ] :g(cos Inx+sininx)+c
.2 3 2
44.J.\/;In xdx ng\/X_(|n|X|—§)+C
45..[ arctgxdx J : xarctgx —%In(1+ x*)+cC
46..[(9X cos xdx j :%ex(sin X+C0S X) +C
X COS Xdx o1 X
q7. (2222 —=| —Z—+ct
I sin® x J 2(3in2x+CgX)+C
48.I x%e 2dx ji—2e 2(x*+4x+8)+cC
49.J' Xd;( . j 1 xtgx +Injcos x| + ¢
cos” X
. X
arcsin = «
SO'J\/szde j:4d2+x -2 2—xarcsin5+c
Adabiyotlar
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10. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyib integrallash:
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Ratsional kasrli funksiyalarni sodda kasrlarga yoyib
integrallash.
Vazifalar: Ratsional kasrli funksiyalarni sodda kasrlarga yoyib integrallashni
o’rganish. Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga ajratish.

e Umumiy mahrajga keltirish.

e Sodda kasrlarni integrallash.
Talaba bajara olishi lozim: Kasrlarni integrallashi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni ganday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Ratsional kasrli funksiyalarni sodda kasrlarga yoyib
integrallash.
Mashg ulotning magsadi: Sodda kasrlarga yoyib integrallash.
Nazariy gism:

I va Il turdagi oddiy kasrlarni integrallash jadval integrallariga oson keltiriladi:



_[Adx —Ajd(x @) = Aln|x—¢a|+C.
k+1

(X—a)”
—-k+1

I J‘ Adx

(x-a)
- A o tC

QL-kK)(x—a)
I11. turdagi integrallarni ko’rib chigamiz:
AX + B ’

.fz—dX, bunda D=p——q <0.

X+ pxX+q 4
Suratda kasrning mahrajidan olingan hosilani ajratamiz:

(X* 4+ px+0) =2x+ p.

k:AI(x—a)’kd(x—a):A +C=

é(2x+ p)—'2p+B

2
II'J-x2+px+q I X? + px+q

—I 2X+p _ XD s ( Apjj‘ dx
X% + pX+(q 2 X%+ pX+q

Integrallardan birinchisi In‘x2+ px+q‘ ga teng. Ikkinchi integralni hisoblash

uchun mahrajda to’liq kvadratni ajratiladi:
2

2
P P
X+ pX+0q=|X+—| +q——,
pPX+q ( 2] q 2

2 2
bu yerda q—pT>0, chinki shartga ko’ra diskriminant D=pT—Q<0-

Demak, ikkinchi jadval integraliga keladi. Yuqorida aytilganlarni hisobga olib
quyidagilarni hosil gilamiz:
Ap d(”g)

I Ax+ B

- dx=éln‘x2+px+q‘+(8
X“+ px+q 2

X+—
A 1
:?In‘x2 + px+q‘+ (B— zp} arctg 22 +C.

Shuni aytib o’tish kerakki, agar Il turdagi kasrni integrallashda A=0 bo’lsa,
suratda mahrajning hosilasini ajratish shart emes, mahrajda darhol to’lig kvadrat
ajratish kerak.

Misol j —3)dx

x* +10x% + 25

hisoblansin.



Yechish. Mahrajni ko’paytuvchilarga ajratamiz:
X*+10X%425 = (x* +5)*
x* -3 Ax+B Cx+D
X' +10x°+25 X’ 45 @ (X’ 15)’
x* —3 = (AX+B)(X* +5) +Cx+ D = Ax® + Bx” + (5A+C)x+ (5B + D)
A=1 A=1
B=0 B=0
5A+C=0 C=-5
S5B+D=-3 D=-3
x*-3 X 5x +3
X' +10x* +25 x> +5 (x2+5)?
Buni integrallaymiz:

3_
:I i X 23 dx:.[ >2<dx _5,f 2xdx 2_3I 2dx :
X" +10x° +25 X“+5 (x=+5) (x=+5)
! J J
_ xdx 1, 2xdx d(x? +5) 1
h=[ =2 = In X“+5
! Ix2+5 2)x2+5 29 x245 (" +5)
= [y XX —j(x +5)2d(x? +5)_1(X +5)7 _ 1
(x* +5)° -1 2(x +5)
Js integralda o’zgaruvchini almashtiramiz:
x=./5tg zdx=+/5 sec’zdz
J3:
B sec? zdz 1 1
= cos® zdz = 1+ cos2z)dz = Z+=s8in2z)=——
J.(x +5) I 25sec’ z \/_I \/_'[( ) 0\/_( 2 )= 105
xf
(arctg
\/_
Berilgan 1ntegra1 quyidagiga teng bo’ladi:
1 5 \/_ 25-3x
=~ In(x* +5) + +C== In XoA5) + ——
5 X +9) 2(x% +5) 1of( gf 45 (+3) 10(x? +5)
3
———=arct —+C
10050 J5
Amaliy mashg’ulotlar uchun misollar
3 3
1.I X dx: j:X—+x2+4x+8In|x—2|+c
X—2 3
x* X X
2. dx; : ———a’x+a’arctg - +c
J‘x2+a2 13 ga
x° : L Al s g
3'Ix3—a3dx’ J.§+?In‘x —a‘+c



— _ 2
.J—X 4 dx. j:In—C(X 2)
(x=2)(x-3) x_3
5J- 2X+7
X%+ X — 2 X142
6J-3x +2X — 3 "Incxs(x_l)
X"~ X I X+1
7J. X+2 dx; j:£+|nx;+c
X X
2x? —5x+1 2
8 Incx(x—1) + —.
I —2x° +x I (x-1) x—1
'J.25X—+2dxi = ] :Eln(x2 +2X +10)—arctgx—+1+c
X“+2x+10 2 3
10.IX——4dX i 224
(x=2)(x=3) X—3
Mustaqil yechish uchun misollar
¥ x® X
ji =+ —x+Inx+1+c
X+1 4 3 2
3 2
12. dex, jZX—+X—+3x+In|x—]j+c
3 2
(x— 1)(x 2) X ' Y1
14. | %dx; j:InC(x—1)v2x+3
2X°+Xx-3
(x=1)(x+2) X+2  X+2
16. I#dx? jromCx=a 1
X —4x° +4x X Y2
dx 1. (x=2? 1 +1
17. ; :—l arct ‘e
I Voa " i 2x+a 430 gf
8.fllx—+162dx; j:3|nC(X_1)_ 2
(x=1(x+2) X+2 x+2
X+2 _ |x|
19. dx; :In————+2arctg(x-1) +c.
I —2x% + 2 ] T —2x22 g(x-1)
dx |x ]4
20. ; —In + arctg — +C.
et M s T
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11.Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallarni integrallash:
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.
Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning maqgsadi: Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallarni
integrallash.
Vazifalar: Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallarni integrallash. Misollar
yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Trigonometrik ayniyat va formulalarini.

e Trigonometrik ifodalarni integrallashni.
Talaba bajara olishi lozim: Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallarni
integrallash.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni qanday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallar
Mashg ulotning magsadi: Trigonometrik ifodalar gatnashgan integrallarni
integrallash.
Nazariy gism:

Faraz qilaylik, fagat trigonometric funksiyalarga ratsional bog’liq bo’lgan
ifoda berilgan bo’lIsin, uni doim SinN X va COS X ning ratsional funksiyasi deb



hisoblash mumkin, chunki hamma trigonometrik funksiyalarni Sin X va COS X
orgali ratsional ravishda ifodalash mumkin. Bu ifodani R(sin x, cos X) orgali
belgilaymiz.

Ushbu

j R(sin x, cos x)dx
turdagi integralni
tgX =z
2

o’rniga go’yish bilan doim Z o’zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish mumkin. Hagigatan,

2tg; 27
sinx = X 1147
J 2
» X
1-1 2 1-7° 2dz
COS X = = >, X=2arctgz, dx = =
1+th§ 1+2 1+2
2
Shuning uchun
. 2z 1-z%) 2dz
R(sin x,cos x)dx = | R : : = | R,(2)dz,
J ( ) I [1+z2 1+sz 1+ 2 Il()

bunda R;(Z) —z o’zgaruvchili funksiya.

X
9 2 Z o’rniga qo’yish R(sinx, cos x) ko’rinishidagi har ganday funksiyani

integrallashga imkon beradi, shuning uchun u universal trigonometric
almashtirish deyiladi. Lekin amaliyotda bu almashtirish ko’pincha ancha
murakkab ratsional funksiyaga olib keladi. Shu sababli ba’zan undan
foydalanmasdan ancha soda o’rniga qo’yishdan foydalaniladi.
1) Agar R(sinx, cosx) funksiya SN X ga nisbatan toq bo’lsa, ya’ni
R(—sin X, cos x) =—R(sin x, cos Xx)
bo’lsa, u holda
Z = COS X, dz = —sin xdx
o’rniga qo’yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
2) Agar R(sinx, cos X) funksiya €0s X ga nisbatan toq bo’lsa, ya’ni
R(sin X, —cos X) = —R(sin X, cos x)
bo’lsa, u holda
Z =sin X, dz = cos x dx



o’rniga qo’yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

3) Agar R(sinX, cosX) funksiya Sin X va COS X ga nisbatan juft bo’lsa, ya’ni
R(—sin X, —cos X) = R(sin X, cos X)

bo’lsa, u holda

s 1-cos 2x ) 1+cos2x . sin 2x
sin X:T; COS X:T; SiN X COS X = >

almashtirish amalga oshiriladi.

sin nx cos mx= % [sin(n + m)x + sin(n — m)x]
COS NX COS MX= % [cos(n +m)x + cos(n — m)x]

sin nx sin mX:%[cos(n —m)x —cos(n+ m)x]

1-misol.

. 1¢,. : 1 1
_[sm 5x cos 3xdx :—j(SIn8x +sin 2x)dx = ——c0s8x — =cos2x + C

2 16 4

2- misol .

. 1¢,. . 1 1
_[sm 4xc0s 2xdx = Ej(sm 6X +sin 2x)dx = _ZCOS 6X _ZCOS 2x+C
3- misol .

'fcos 2Xcos8xdx = lJ‘(cos 6X + cos10x)dx = isin 6X + isin 10x+C
2 12 20

4- misol.
8 2 sinx =t —t2

jC?S4XdX=_[COS.X4COSXd _ :I(l 4t)dt=

sin® x sin® x cos xdx = dt t
L INE U N N

t t 3t t 3sin° X sIinx

K S
Isinpcosq xdx='|‘sin2K cos?® xdx=j(1_coszxj (HCOSZX) dx
2 2
5- misol.
J.sinzxcoszxdx=j 1-cos2x } 1+ cos2x dx=1J.(1—c0322X)dx=
2 2 4

:lj‘ﬂdx=lj‘dx—1jcos4xdx=§—isin4x+C
4 2 8 8 8 32

6- misol.
. tgx =t
i sin? x dx
sin? xcos ™ xdx = dx = [tg°x = -
I J-cos“x Ig cos? X d): =dt
cos? x
3 3
:.[tzdtzt—+C:tg X, c:
3 3



1 jsin4x-c056xdx
2. Isin2 xdx

3. Icoszxdx
4._[sin3x0032xdx

S.Isin 3xsin5xdx;

6.jsin mxsin nxdx

. T T
7.1sin(5x —=)cos(x + =)dx.
[sin(Ex = )cos(x+ )

S.Isin2 3xdx.
9.J' (L—sin 2x)?dx.

1O.Isin2 X €0s? xdx.
11.I (1+2cos x)*dx

12..[ cos” xdx

13.Isin4 X cos” xdx.
14.Isin2 cos* xdx.
15.Isin2 X €0s> xdx.

16. I cos’ xdx

cos® xdx
17'I sin?x

18.J'sin5 xdx
19..|'sin3 X cos® xdx

ZO.J (1+2cos x)*dx

Amaliy mashg’ulot uchun misollar
y g
cos10x N C0S 2X N

20 4
sin 2x

javob: - C

javob: X_
2

javob: % Ll 2x

+C

COS5X  Cos X

javob: - +T+C

J: lsin 2X —isin 8X +¢;
4 16

._l{sin(m—n)x_sin(ern)x}LC
2l m-n m+n

J: —ic056x—lsin 4x+C
12 8

sin6x
12

T
2

sin4x

j:%+0052x—
2

. X sin4x

'8 a2
J:3x+4sinx+sin2x+c

. 3X sin2x sin4x
Ji—+ +
8 4 32

Mustaqil yechish uchun misollar
. 3x _sin4x  sin8x

128 128 1024
X sindx  sin®2x
—— +C
16 64 48
sin® x B sin® x
3 5

j:
H H =13 3 =5 1 =7
jrsinx—sin®x+—=sin>x—=sin’ x+c¢
5 7
) 1 .
ji———=sinx+c

sin x
cos® X
+c

. 2

J 1008 X+ 008" X~

j Leintx—Lsintx+c
4 6

8sin® x

J 1 7x+14sin x+3sin 2x—



o1
J:——+cosx+cC

=13
Zl.ISIn xdx

cos’ X COS X
) 2

22..[ 'dx :Ism _X+COS Xdx =2, j :lln|tgx|+c

sin 2x 2sINn X COS X 2
23,Isin3xcos Xdx. j :—%(cos4x+20052x)+c;
24.Icos mx cos nxdx. J: l[sm(m )X + sinm - n)x} +C

2 m+n m-—n
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12. Aniq integral. Nyuton-Leybnits formulasi. Aniq integralda
o'zgaruvchini almashtirish va bo’laklab integrallash. Aniq

integralni yuza hisoblashga tadbigi. Xosmas integral.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Aniq integral bilan tanishish.
Vazifalar: Aniq integralni hisoblash. Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:
e Aniq integralga ta’rif berishi;
e Aniq integralning xossalari

e Nyuton —Leybnits formulasi



e Aniq integralda o’zgaruvchini almashtirib integrallash

e Aniq integralda bo’laklab integrallash

e Aniq integralni yuza hisoblashga tadbigqi

e Xosmas integral
Talaba bajara olishi lozim: Aniq integralni hisoblashi kerak.
Motivasiya: Sohalarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni qanday
joylashganlik holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog’liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.

Mashg ulotning mazmuni: Aniq integralni

<

o

topish. 4 il

Mashg ulotning magsadi: Aniq integral. ) f:f#’ﬂ ‘
Nyuton-Leybnits formulasi. Aniq integralda .
o’zgaruvchini almashtirib integrallash. Aniq i
integralda bo’laklab integrallash 0 ! >
Nazariy gism:

Xp=d 521 X1 féz Xn-1 féz b=x,
Yugoridan tenglamasi y=f(x) egri
chiziqg bilan, pastdan OX o qi bilan, yon tomonlaridan x=a, x=b to gri chiziglari
bilan chegaralangan egri chizigli trapesiyaning yuzini toping.
Faraz qilaylik [a,b]kesmada y=f(x) funksiya aniglangan, uzuliksiz va
f(x)>0 bo'lsin. [a.b] kesmasini a=xo<X;<Xp< ...<xp,=b nugtalar bilan n[xi; xi],
(i=1,n 1,n)ta bo’lakchalarga bo"lib va bolinish nugtalaridan OY o°giga parallel
to'gri chiziglar otkazsak natijada acdb egri chizigli trapesiyamiz n ta kichik
egri chizigli trapesiyalarga (trapesiyachalarga)
ajraladi.Endi har bir [x;.; x;Jkesmachada ixtiyoriy & (i= 1,n) nugta tanlab olinib,
f(x) funksiyaning bu & nugqtalaridagi qiymatlarini f(:), asosi A xj=x;-Xi-; bo’lgan
togri to rtburchakning yuziga teng boladi:
si~ f(&)ax;  (i=Ln)
Butun ya'ni acdb egri chizigli trapesiyaning yuzi taxminan hamma Kichik egri
chiziqgli trapesiyalar yuzlarining yigindisiga teng bo ladi:
S~ (&) AXit (&) AXpt...+1(&) AXn=) f(E)AX 1)

n
i=1



Agar [Xi.1 Xi] kesmalar uzunliklarining eng kattastni A 0 da [a,b] kesmaning
mayda bo lakchalarga bo’linish soni cheksiz o’sadi, natijada (1) yuza berilgan
acdb egri chizigli trapesiya yuziga cheksiz yaginlahib boradi. Shuning uchun
acdb egri chizigli trapesiyaning yuzini

S=lim Y’ (§)Ax o)

desak bo’ladi.

Kuch ta'srida bajarilgan ishni hisoblash masalasi.

Faraz gilaylik birorD moddiy nugtaga OX o°qgi yo nalishida biror 0 zgaruvchan
F=f(x) kuch ta'sir gilinsin. Moddiy D nuqtaning F kuch ta'sirida biror a
nugtadan b nugtagacha harajatlangandagi bajargan ishini hisoblaylik.

[a,b] kesmasini n ta [x;., Xi] (i= 1,n) bo’lakchalarga bo'lib har bir [X;.1,;]

—

bo lakchada F kuchini deyarli F

0 a D ig X
0 zgarmas deb hisoblasak u holda har bir bo"lakchada bajarilgan ish taxminan
Ai~ f(§) AX; bo'ladi . Bu erda & [xi-1- Xi], f(&;) esa kesmadagi ta sir etayotgan
kuch.
U holda [a,b] da F=(x) kuch tasirida bajarilgan taxminan
A (&) At () AXat. ..+ () AXe= Y (&) A%,

Agar max{AX,}=k desak vaA—0 b‘Isa7, u holda bajarilgan ish quyidagicha
bo’ladi:

A==lim 3" (&)axi (3)

Juda ko'p texnika, mexanika va fizika masalalarini yechshda (2),(3)
ko rinishdagi yigindilarning limitini hisoblashga togri keladi.
Aniq integral va uning ta'rifi.

y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo’lsin. [a,b] ni a=x< X<
X,=b nugtalar bilan n ta bo’lakchalarga ajratib va har bir [xi1] (i=1,n) kesmada
ixtiyoriy & (i= 1,n) nugta olib bu nugtalardagi f(x) funksiyasining giymatlarini
f(&;) deylik [xi.1, xijlkesmalarning uzunliklarini Ax=x;-x;.; deb belgilab quyidagi
ko paytmalar yigindisini tuzaylik:

S=F(E)AX+ TEAX, +t 1(E)AX, =2 F(E)AY, (1)
(1)ga funksiyaning [a,b]kesmadagi integral yigindisi deyiladi.
Ta'rif. Agar [a,b] da aniglangan f(x) funksiya uchun tuzilgan (1)integral

yigindi, A—0 da [a,b] ni ixtyoriiy n ta bo lakchalarga bolish usuiga va har bir
[Xi.1 Xi] bo'lakchada ixtiyoriy & nuqtani tanlab olish usuliga bog'liq bo Imagan



limitga ega bo'lsa, bu limitga [a,b] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq
integtal deyiladi va

b

[ £ (0dx

a

ko rinishida yoziladi.

b
Shunday qilib ta'rifga ko'ra jf(x)dx: lim E f(E)AX (2
a i=1
y—0
a,b-larga mos ravishda untegralning quyi va yugori chegarasi, [a,b]ga
integrallash sohasi deyiladi.
Agar f(x) funksiya uchun (2) limit mavjud bo’lsa f(x) funksiyani [a,b]
kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.
Aniq integralning geometric ma'nosi yuqoridagi 1-masaladagi egri
chizigli rapesiyaning yuzini beradi:
n b
s=lim 2. f(&)ax = j f (x)dx
A-0 =l a

2- masalada esa bajarlgan ish F=f(x) kuchdan olingan integralga teng:
n b
A= 'A'i“ozll f(&)A, =£ f (x)dx

1-teorema. [a,b] kesmada uzulisiz bo’lgan har ganday f(x)funksiya shu kesmada
integrallanuvchi bo’ladi.
2-teorema. f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lishi uchun shu kesmada
chegaralangan bo’lishi zarur.
1-eslatma.[a,b]da chegaralanmagan funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo Imaydi.
2-eslatma. Agar f(x) funksiya [a,b] da chekli, ya'ni sanogli uzilish nugtalariga
ega bo'lib, chegaralangan bo’lsa, bu funksiya shu kesmad integrallanuvchi
boladi.

b

Agar a>b bo'lsa jf(x)dx:—jf(x)dx bo'ladi, chunki a=xy>x;>X,> ...>x,=b
b

b
bo'lib Ax; = x, —x_,<0 boladi. Agar a=b bo’lsa [ f (x)dx =0 bo'ladi:
Integral 0" zgaruvchini har ganday harif bilan belgilash mumkin:

i f(x)dx = f f(t)dt = T f(2)dz = T f (y)dy



Aniq integrallning xossalari.
1-xossa. O zgarmas ko paytuvchini aniq integral belgisidan tashqari chigarish

mumkin:
b b
[ Af ()dx=A[ f(x)dx  (A-0"zgarmas son)
2-X0ssa
b b b
j [,(X) % f,(x)]dx = j f,(x)dx + j f,(x)dx

3-xossa Agar [a,b] da f(x) va o(x) funksiyalar f(x)<¢(x) tengsizlikni
ganoatlantirsalar, u holda

b b

[ f(9dx < [p(x)dx munosabat o'rinli boladi. # ¥ = (x)

a a _L":':._ Bl
4-xossa. Agar f(x) funksiya [a,c],[c,b] (a<c<b)

kesmalarning har biriga integrallanuvchi bolsa, u holda A g

bu funksiya shu [a,b] da ham integrallanuvchi bo'lib. — ; -

j). f(x)dx = j' f (x)dx+i f (x)dx

boladi

Bu hossaning geometrik ma nosi: asosi [a,b] bo'lgan egri chizigli trapesiyaning
yuzi asoslari [a,c] va [c,b] bo'lgan egri chizigli trapesiyalar yuzlarining
yigindisiga teng bo"ladi.

5-xossa. Agar [a,b] da diffrensiallanuvchi bo'lgan f(x) funksiyaning shu kichik
va eng katta qiymatlari mos ravishda mva M bo'lib,a<b bo'lsa, u holda

m(b—a)sif(x)dxs M(b-a)

munosabat o rinli bo ladi.

6-xossa. (O'rta giymat hagidagi teorema). Agar f(x) 1’

funksiya [a,b]kesmada uzuliksiz bo’lsa, u holda bu A f B
lzesmada shunday & nuqta topiladiki, vu nuqtada " ,,—f"/ _
[ fdx=(-2a)f() et

munosabat o rinli bo’ladi.

Yuqori chegarasi 0 zgaruvchi bo'lgan integral va Nyuton-leybonis

formulasi.
Faraz qgilaylik [a,b] kesmada integrallanuvchi bo"lgan f(x) funksiyadan

olingan integral



b

[ f0)dx

bo’lsin.
Biz bilamizki integral o'zgaruvchini istalgan harf bilan belgilash mumkin,
shuning uchun

i f (x)dx :j! f(u)du

deylik.
Biz bilamizki agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lsa [a,x] da
(a<x<b) yani vxe[ablham integrallanuvchi bo’lib, integﬂral giymati X ning
funksiyasi boladi.

D(x)= j). f (u)du (2)

(1)integral acdx egri chizigli trapesiyaning

yuzini ifodalaydi. Agar [a,b] da x 0'zgarsa
®d(x) ham o zgarishi ravshan.
Teorema. Agar f(u) funksiya u=xe[a,b] nuqtada uzuliksiz bo'lsa u holda

J.f(u)du integraldan yuqori chegarasi bo'yicha olingan hosila integral ostidagi

funisiyaga teng b'lib, unda integrallash o zgaruvchisi o'rniga integralning
yugori chegarasi qo yiladi, ya ni

@ (x)=f(x) yoki U(u)duJ: f(x) boladi.

Bu isbot gilingan, matematik analiz kursining asosiy teoremalarining biri
bo'lgan teoremadan ko rinadiki [a,b] da uzuliksiz bo’lgan har ganday f(x)

funksiya uchunj f(u)du aniq integrak bshlangich funksiyasi cheksiz ko'p
bo’lgani uchun ularning ixtiyoriy bittasini F(x) boshgasiga esa .X[f(u)du desak
ular bir biridan o zgarmas sonda farq giladi:

F(x) :Jx'f(u)du+C

O’zgarmas C ni topish uchun, x=a desak F(a)= j f(U)du+C=C=F(a),x=b
b

desak

v



F(b) = J'f(u)du =F(a) :jf(u)du = F(b)— F(a) yoki jf(x)dx— F(b) - F(a)
Nyuton leybnis formula3| kelib chlqadl
3 b deb ham belgilanadi.

Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish va bo’laklab

integrallash.

Faraz gilaylik bizda [a,b] kesmada integrallanuvchi bo"lgan funksiya f(x)
b
berilgan bo'lib, undan shu kesmada olingan J.f(x)dx (1) aniqg integral mavjud

a

bolsin.
Bizning magsad shu (1) aniqg integralni hisoblash uchun o’zgaruvchini
shunday almashtiraylikki natijada hosil bo’lgan aniq integral berilgan aniq
integralga nisbatan ancha soda bo’lsin.
Teorema. Agar (1) da X=¢(t) (2) almashtirish bajarganimizda ¢(t) funksiya
quyidagi shartlarni ganoatlantirsa: ,
1. ¢(t) funksiya [c,d] kesmadagi aniqlangan va uzuliksiz ; d i
¢ (t) hosilaga ega bo'lsin
2. yangi o'zgaruvchi t [c,d] kesmada o'zgarganda ¢(t) €|~
funksiyaning giymati [a,b] dan chigsin. !
3. ¢(c)=a, ¢(d)=b bolsin, bu holda

[ £00dx = [ (e ()t (3)

tenglik o'rinli bo ladi.

X =sint X
1 2 7
MiSOl.l)jxll—xzdx: Ogtgg = lel—sinztcostdt :% j(1+0032t)dt :%
0 0 0
dx = costdt
X+1=t?
8 _ 342 3
S JIx+1lx=3dat=2 ) 3
x=8.dat=3

Aniq integralda bo’laklab integrallash.
Teorema. Agar u(x), v(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzuliksiz bo’lgan u’(x) va
v'(x) hosilalarga ega bolsa, u holda

jludv = (uv) 2—ivdu (1)

=



formula o'rinli bo ladi.

) y 4 y=Hx)
u = arctgx
1 du = dx 1 <dx
Iarctgxdx: 14 %7 =x~arctgxt—jl 2:% + +
_ o1+ X R
dv = dx - - . - - .
V=X
2)
‘ u=x,e*dx =dv 2 ,
[reax= = (") -[erox= (e (x-Dff=e? T 4
du =dx,v=¢" 1

Biz bilamizki agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada
aniglangan, aniglangan uzuliksiz va f(x)>0 bolsa, u
holda yuqgoridan tenglamasi y=f(x) bo'lgan egri

chizig bilan va yon tomonlaridan x=a, x=b, to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan egrichizigli

b
trapesiyaning yuzis :j f(x)ds (1) bolar edi

a) Agar [a,b] kesmada f(x)<0 bo’lsa,u holda

jf(x)dx integral giymati ham manfiy bo’ladi, ya'ni S = J'[ f(x)]dx——jf(x)dx

a

b)agar y=(f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta almashtirsa u
holda f(x)>0 bo'lgan kesmalar uchun alohida, f(x)<0 bo'lgan kesmalar uchun

alohida aniq integrallar hisoblanib so ngra ular qo shiladi
a <c<d<b bo’lsa

S = j f (x)dx—:d[ f (x)dx+i f (x)dx

Aslida yuzalar manfiy bo Imagani uchun yuzalar
yig indisinin odatdagi ma noda hosil gilish uchun
integrallar absolyut giymatlar yig indisini olish kerak
ya ni
b
S =[] (x)|ax

c) Agar yugoridan y=f,(x), pastdan y=f,(x) egri chiziglar
bilan yon tomonlardan esa x=a, x=b to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan yuza f,(x)>f,(x).a<b bo"lgan holda

o

v=1(x)

0




S = _[[fl(x) — f,(x)]dx =j fl(x)dx—j f,(x)dx (2) formula bilan hisoblanadi.

g)agar egri chizigli trapesiyamiz yuqoridan parametrik tenglamasi x=¢(t),
y=yt)(@<t<p va o(a)=a,@(B)=b bo’lgan negri chizig bilan chegaralangan

b b
bo'lsa, u holda bu yuzani topish uchun s = [f(x)dx=[ydx formulada x=g(t)

dx=¢'(t)
5
y=f(x)=f[@(t)]=y(t) almashtirish bajarsak S = I w(t)e (t)dt (3) formula hosil

bo"ladi.
Chegarasi cheksiz bo’lgan integral.

b
Biz _[ f(x)dx aniq integralda chegaralari chekli bo’lib, integral ostidagi

funksiya uzluksiz va chegaralangan bo’lsin degan edik. Endi bu shartlarning
bajarilmagan hollarini ko’raylik.
f(x) funksiya [a,+] oraligda aniglangan, uzluksiz va uning ixtiyoriy chekli

qismida integrallanuvchi bo’lsin, Ixtiyorty B>a sonni olamiz. Shartga ko’ra f(x)
funksiya [a,b](a < B <+ox) da integrallanuvchi.

B b
Demak | f(x)dx integral b ning funksiyasi bo’ladi F(B)= [ f (x)dx.

B
Ta’rif. Agar B—+o da |im _[ f (x)dx chekli limit mavjud bo’lsa, bu limitga f(x)
B+ 5

funksiyaning [a,+x] oraligdagi xosmas integrali deyiladi va +jmf(x)dx

a

+00 B
ko’rinishda yoziladi. Demak ta’rifga ko’ra j f(x)dx=|imjf(x)dx bo’ladi. Bu
a B—+w0 5

holda jw f (x)dx xosmas integralni mavjud yoki yaginlashuvchi deyiladi.

a

Agar — Limjf(x)dx chekli limit mavjud va =£x)

bo’lmasa, u holda [ f(x)dx xosmas integralni m

mavjud emas yoki uzoglashuvchi deyiladi. o] a =b
Agar f(x)>0 desak xosmas integralning
geometric ma’nosi y= f(x), x=a, y=0 chiziglar orasidagi cheksiz soha yuzini

1fodalashi chizmadan ko’rinadi.

L J



Xuddi shuningdek I f (x)dx integralni ko’rsak J' f (x)dx = ||mjf(x)dx

A——0 A

Agar xosmas integral I f(x)dx ko’rinishda bo’lsa, u holda quyidagi ikkita

—00

xX0smas integrallar yig’indisi sifatida qaraladi

jf(x)dx_jf(x)dx+j fOdx  ce]—oo,+o0f

—00 —00

Agar o’ng tomondagi xosmas 1ntegrallarn1ng har bir mavjud bo’lsa, u holda
chap tomondagi integral mavjud bo’ladi.

. +o0 d +00 d
Misol. J‘1+):( - J.1+x +-[1+):<2

T = I = limarctg[, =0- (—£]=£
1+ x? lim 1+ x? A 2 2

A—>—c0 A A—>
+I ox —Ilmi ox =I|marct9|°=”— 0o==
¢ 1+x*  BLiegl+x® B A2 2
T dx 7z oz .
[ —==+>=7 Demak xosmas integral
_001+X 2 2 Ay

yaginlashuvchi ekan. - 9
Amaliy mashg’ulotlar uchun ”

Aniq integralni hisoblang.

3 ZA —
1. [ (2x +5)dx j: & ’ 0 5= x
1 3
“ .. 14
Z.Qﬁdx J: 3
8
3. 3¥/xx i
1 4
5
4. [(3x* +x)dx j: 136
L 5
5.((@3x* d . =
I|)‘( X" +4/X)dx J 3
3
6..|.(3x2+6x)dx J: 50
1
7.[3Jx—1dx j: 16
2 6 3
8..[e3de [a—"
1 3

9.Jéln xdx J:3



8
10. [& x+i)dx j: 2 _ 410
° X+2 4
1
11. Iln(x+l)dx j:2In2-1
0
12 T d i
. —-1
!xcosx X J 5
2
15..|.idx J Ing
) x+1 16
X3 1
16.J‘—3dx J: =In3
o 1+ X 3
17. Txcos xdx J:-2
0
Aniq integral yordamida egri chizigli trapesiyaning yuzasini topish.
18. y=3x+1 x=1, x=5, y=0 J: S=40kv. bir.
19. y=2x-x? y=0
20. y=x"-5x y=0
21. y=x+6 x=1, x=3, y=0
22. y=4/x x=1, x=4,y=0
23. y=3/x x=1, x=8, y=0
24. y =4x—-2x? y=0
25. y=x*-5x+6 y=0
26. y=+/2x+1 x=0, x=4
27. y=2x+4 x=1, x=3
28. y=%x+3 X=-2
29. y =4x? x=0, x=5
Mustaqil yechish uchun misollar
4
30.J.(\/;+5x)dx J: %3
1
4
31. [(3x* +6+/x)dx j: o1
1
0 .. 189
2. 5)d P —
3 .!'(x+ )dx J >
“ 4 . 57
33. —)d D —
-1[(\/;+x3) X J 24

34. | sin xcos® xdx J: 1
3

O o [y



1
35. fxe‘xdx javob: 1-2
0 e
36. jexsin xdx javob: %(e”+l)
0
7% _ 72
37. [x*cosxdx javob: T2
20 ) 3
38. jxln xdx javob: 2in Z_Z
1
39. [x°e*dx javob: e—2
1
40. j(x+1)exdx javob:e+1
-1 e
Aniq integral yordamida egri chizigli trapesiyaning yuzasini topish.
41. y=2x° x=1, x=3
42. y=5x*+1 x=0, x=2,y=0
43. y=3/2x-3 X=2,Xx=64, y=0
44, y=5x* -1 x=1, x=4,y=0
45. y=3x+6 X=2,x=5,y=0
46. y=6x—X’ y=0
47. x—4y+2=0 X+y-3=0 y=0
48. y? =4x X=4, x=9
49, y=8+2x—x’ 2x—y+4=0
50. y=5x x=2,y=0
Adabiyotlar

1.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika. Toshkent
“? 2013y

2.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3.Soatov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y
4.Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5.Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g



13. Aniq integralni tagribiy hisoblash.
To’g’ri to’rtburchaklar formulasi
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.

Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotning magsadi: Aniq integralni tagribiy hisoblash.
Vazifalar: Aniq integtalni taqribiy hisoblashni o’rganish. Misollar yordamida
tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Aniq integralni tagribiy hisoblashning to’g’ri to’rtburchaklar usuli.

e Aniq integralni tagribiy hisoblashning trapetsiyalar usuli.

e Aniq integralni tagribiy hisoblashing Simpson usuli
Talaba bajara olishi lozim: Aniq integralni tagribiy hisoblashi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni ganday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bogliglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Aniq integralni taqribiy hisoblash.
Mashg ulotning magsadi: Aniqg integralni
tagribiy hisoblashning usullarini o’rganish. v a
Nazariy gism: ’
[a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo’lgan f(x) funksiyadan olingan

i f (x)dx

integralni hisoblashni ko’raylik. 0
[a,b] Kkesmani a=x,<x <X, <..<X,=b
nuqtalar bilan uzunliklari bir xil, ya’ni Ax bo’lgan n tat eng bo’laklarga

ajrataylik.Ax:b_Ta bo’lsin.  Endi  y=f(x)funksiyaning  x;,x,%,,... X,

nuqtalardagi y=f(x) giymatlarini mos ravishda



Yo=T0%), Y, =f(x) Y, =f(X)...Y,=f(x,) deb belgilab quyidagi yig’indilarni
AX+ Y, AX+...+ Y, JAX

tuzaylik. Yo

y Ay Axs oty ax V@ P yigiindilaming har biri (9 funksiya

b
uchun [a,b] kesmada tuzilgan integral yig’indi bo’ladi. Shuning uchun I f (x)dx

integralning taqribiy giymati
b

b-a
[TOd= == (Yot Yt Yo+t ¥os) @

b-a
—(

- Vi+ Y, +Ys+otY,) 2

T f (x)dx =

(1) va(2) formulalar to’g’ri to’rtburchaklar formulasi deyiladi.

Chizmadan ko’rinadiki agar f(x) musbat va o’suvchi funksiya bo’lsa, u holda
(1) formula ichki chizilgan to’g’ri to’rtburchaklardan tuzilgan zinapoyasimon
shaklning yuzini tasvirlaydi. (2) formula esa tashqi to’rtburchaklardan tuzilgan
zinapoyasimon shaklning yuzini tasvirlaydi. Bu formulalar bilan hisoblanganda
qo’yiladigan xatolik n soni qancha katta bo’lsa,

ya’ni Ax= b—Ta gancha kichik bo’lsa, shuncha kam bo’ladi.

2
Misol. J‘\ﬂdx integralni n=10 bo’lgan holda to’g’ri to’rtburchaklar formulasi
1

bilan hisoblang. Yechish. y = f (x) =+/x; n=10; Ax:%:o,l

X:X% =1 X =X +Ax=1+0,1=11 x,=%x +Ax=11+0,1=12; x,=13; x, =14,
X =15 X;=16; X, =17, Xx,=18; X,=19; x,=2.

o= 5o = i-1 yy - 5 1,225

Yy =% =1,049 Ye =16 =1,1265
Y, =+/%, =1,095 y, =17 =1,304
Y, =% =114 Yy =18 =1,342
Y, =[x, =1,183 Yo = /L9 =1,378

Agar (1) formula bo’yicha hisoblasak
2
J\ﬁdx ~0,1(1+1,049+1,095+1,14+1,183+1,225+1,1265+1,304 +1,342+1,378) = 0,111,981~ 1, 20

1

2
J'\/;dx ~12
1
Endi Nyuton-Leybnis formulasi bo’yicha hisoblaylik



2
j&dx =j.x%dx _ %x% =§(2J§—1) ~1,219
1 1 1
hagigatan integralning giymati [1,2] kesmada bo’lar ekan.
Trapesiyalar formulasi.
Agar y=1f(x) egri chizigni to’g’ri to’rtburchaklar formulasidagidek
zinapoyasimon ko’rinishdagi to’g’ri chiziglar bilan emas, balki ichki chizilgan
siniq chiziglar bilan almashtirsak, u holda aniq integralni hisoblashdagi xatolik
ancha kam bo’lishi tabiiydir. Bu holda acdb egri chizigli trapesiyaning yuzi
taxminan yuqoridan CA,AA,,...,A A vatarlar bilan chegaralangan to’g’ri
chizigli trapesiyalar yuzalarining yig’indisiga teng bo’ladi.
Bu to’g’ri chiziqli trapesiyalarni yuzalari mos ravishda
y A

Yo+ ¥ gy Yt py o YotV p
2 2 2

0 a=x, X X% X,=b X
bo’lgani uchun

b
If(X)dXz yo;ryl AX+ yl;yz Ax+...+%Ax yoki ax=P=2 bo’lgani uchun
2 n

8 b-a +
J.f(x)dsz(%Jr YitY,+..+ yn—lj (3)

a

(3) ga trapesiyalar formulasi deyiladi.

: S odx . : L
Misol. integralni n=5 da tagribiy hisoblang.
'1[\/8+x3
Yechish. y=f(x)= ! ' n=>5; AX=B:6——1 Ax=h=1
8+ X 5 5
Xo =L X =X +MX=X+h=1+1=2; X, =3; X, =4; X, =5, X, =6
1 1
= f(x,)=——=>~0,333
1
=0,25
= f(x,)~ 016, y, ~0,12, y, = 0,09, y. =0,07
Iﬁ {0’33+0’07+O,25+O,16+O,12+0,09}:0,82
8+x°



Simpson (parabolalar) formulasi.
b
_[f(x)dx integralni tagribiy hisoblash talab gilinsin. Buning uchun [a,b] ni n=2m

sondagi juft bo’lgan a=x, <X <X, <..<X,,, <X, =b nuqtalar orgali [x_,x]
bo’lakchalarga ajratib, f(x) funksiyaning bu nuqgtalardagi qiymatlarini
Yo =T (%) Ve = T () Yams = T (Koma), Vo = F (%) deYlik.

Endi har bir [x_,x] (k=12m) oraligga mos kelgan y= f(x) funksiya grafigini
parabola yoyi bilan almashtiraylik. U holda acdb egri chizigli trapesiyaning yuzi
taxminan yuqoridan parabola yoylari bilan almashtirilgan bo’lakchalar
yuzalarining yig’indisiga teng bo’ladi. Yuqoridan parabalo yoylari bilan
chegaralangan shakllar yuzalarini hisoblab qo’shsak quyidagi formula kelib
chigadi:

b

b—a
[ 1O == Yo + Yo + 200+ Yt ot Yan) 40+ Yo ot Vi)

a

yoki n=2m bo’lgani uchun Ax=h= b-a_ b2—_a
n m

[ b-a
[ OO = ==Y+ Vo + 200+ Vot Yon) H A+ Vs F ot Yo )] (4)

a

(4) ga Simpson yoki parabolalar formulasi deyiladi.

1
Misol. -[1 ox - integralni n=2m=38 bo’lganda hisoblang.
)1+
Yechish. y=f(x)= ! - Ax=h= b-a_b-a_1-0 =£=0,125
1+x n 2m 8 8

X, =0; X, =%, +h=X,+Ax=0+0,125=0,125; x, =x +h=0,125+0,125=0, 25;

X; =X, +h=0,25+0,125=0,375; x, =0,375+0,125=0,5; x, =0,5+0,125=0, 625,
X, =0,625+0,125=0,75; x,=0,75+0,125=0,875; X, =0,875+0,125=1

Yo =1

y, =0,984625, y, =0,941176, y, =876712, y, =0,8, y, =0,719101,

Y, =0,64, y, =0,566389, y, =0,5

dx 0,125
-~

1
J.l 3 [1+0,5+2(0,941176+0,8+ 0,64 +0,5) + 4(0,984615+0,876712+0, 719101+
o1+ X

+0,566371)] = %ﬂ& 849548 ~ 0,8274025

1

jl Xz = arctgx|; :%z 0,7853979 demak Simpson formulasidagi xatolik juda kam
+ X

0

bo’lar ekan.



b
Eslatma. J.f(x)dx integralni (1) yoki (2) to’g’ri to’rtburchaklar formulasi

yordamida taqribiy hisoblaganda quyidagi xatolik R1=%(b—a)2 formula bilan

hisoblanadi. Bu yerda M,

b
_[f(x)dx integralni (3) trapesiyalar va (4) Simpson formulalari bilan taqribiy

a

f'(x)] ning [a,b] kesmadagi eng katta giymati.

hisoblagandagi qo’yiladigan xatoliklar mos ravishda quyidagi formulalar bilan
hisoblanadi:
M M

R =—=2(bh-a)®*: R, = 3 _(b-a)®
2 12n2( iR 2880n4( )

f(x)| ning [a,b] kesmadagi eng katta giymati, M, esa |f" (x)| ning [a,b]

M,

kesmadagi eng katta giymati.
Amaliy mashg’ulotlar uchun misollar

3
1. I\/l+ x3dx n=6
0

2

2 J\/3—cos 2xdx n=8
0
4

3. -2 n=6
o 1+ X

Adabiyotlar

1.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika. Toshkent
22013y

2.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3.S0atov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y
4.Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5.Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g

14. Ko’p argumentli funksiya. Aniglanish sohasi va uzluksizligi.

Ikki argumentli funksiya differensiali.
Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.



Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,
targatma materiallar, kalkulyator, daftar.
Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotnihng magsadi: Ko’p argumentli funksiya haqida ma’lumot berish.
Vazifalar: Ko’p argumentli funksiya aniqlanish sohasini, differensialini
hisoblashni o’rganish. Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

o Ko’p argumentli funksiya ta’rifi

e Ko’p argumentli funksiya aniqlanish sohasi.

e Ko’p argumentli funksiya limiti.

e Ko’p argumentli funksiya 1-, 2- tartibli xususiy hosilalari

e Ko’p argumentli funksiya to’la differensiali
Talaba bajara olishi lozim: Ko’p argumentli funksiya aniqlanish sohasini,
xususiy hosilalarini hisoblashi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni qanday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog'liglik: Kimyo va fizik jarayonlarni o rganishda
ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Ko’p argumentli funksiya ta’rifi. Ko’p argumentli

funksiya aniqlanish sohasi. Ko’p argumentli

funksiya limiti. Ko’p argumentli funksiya 1-, 2-

tartibli xususiy hosilalari ¥

Mashg ulotning magsadi: Ko’p argumentli funksiya

aniglanish  sohasini  topishni, 1-, 2-tartibli xususiy hosilalarini, to’la
differensialini hisoblashni o’rganish.

Nazariy gism:

Biz shu vaqtgacha fagat bitta argument (x) ga bog’liq bo’lgan
funksiyalarni o’rgandik. Lekin qiymatni bittagina emas, balki bir necha boshqa
miqdorlarga bog’liq erksiz miqdorlar ham tez-tez uchrab turadi. Misollar
ko’raylik



1)To’g’ri to’rburchak perimetri (z) — ikki argumentning: eni (X) va bo’yi (y) ning
funsiyasidir: z =2x+2y.
2) trapetsiyaning yuzi uchta

argument funksiyasidir: z = %h .

3) Markaziy koordinatalar boshida x bo’lgan shar sirtidagi har bir nuqtaning

applikatasi (z) bu nugta h z=XL2yh absissasi va ordinatasi (X va y) ning

funksiyasidir:

z=+R*—x*+y? yoki x* —y? +z* =R?.

1-ta’rif. Agar X, Y, z,. . ., t o’zgaruvchilar gabul qila oladigan har bir qiymatlar

to’plamiga u miqdor X, Y, Z bog’ligmas miqdorlarning funksiyasi deb ataladi va

u=f(x,y, z, ..., t) kabi yoziladi.

2-ta’rif. u=f(x, y, z, . . ., t) funksiyasining mavjudlik (aniglanish) sohasi deb x, v,

Z,. . ., t argumentlarning shunday qiymatlari sistemalari to’plamiga aytiladiki,

bunday har bir giymatlar sistemasi uchun u ning muayyan hagigiy son giymati

mos keladi.

Masalan, z=.4-x*-y?* funksiyaning aniglanish sohasi x va y ning x*>+y* <4

tenglikni qiymatlaridan, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo’lib, radiusi 2 ga

teng bo’lgan doira ichidagi nuqtalardan iborat.

Ikki argumentli funksiya limiti. Funksiya orttirmalari.

3-ta’rif. Agar z=f(x, y) funksiyasining My(Xo; Vo) nugtaga yetarlicha yagin

hamma M(x; y) nugtalari uchun f(x, y) — a ayirmaning absolyut giymati oldindan

berilgan ixtiyoriy € >0 dan kichik bo’lsa, ya'ni |f (X, y) — a| < € bo’lsa, a son

Mo(Xo; Yo) nugtada f(x, y) funksiyaning limiti deyiladi.

4-ta’rif. Mo(Xo; Yo) nugtada f(x, y) funksiya argumentlarining cheksiz o’zgarishi

Z ning kichik o’zgarishi mos kelsa, boshqacha aytganda, Xli_)rr)z() fy)=f(X:Y,)
Y—=Yo

tenglik bajarilsa, z funsiya My nugtada uzluksiz deyiladi.

5-ta’rif. z=f(x, y) funksiyaning x argumenti bo’yicha esa xususiy orttirmasi deb

fagat X nigina o’zgaruvchi (Y ni esa o’zgarmas) deb topilgan.

Az = f(x+Ax,y)— f(x,y) orttirma aytiladi.

Shuningdek, y bo’yicha xususiy orttirma

quyidagicha boladi: A,z = f(x,y+Ay)- f(x,y).

Misol. z=x-y funksiya xususiy orttirmalarini

Vv

toping. Ularni geometrik tasvirlang.



) ) ) . AX=Z=(X+AX)-y—X-y=YAX,
Yechish chizmadan ko’rish mumkin
Ayz=Xx(y+Ay)-X-y = xAy

Bir argumentli funksiya orttirmasi kabi ikki argumentli funksiya
orttirmalari ham real ma’noga ega ekan.

Uch o’zgaruvchili tenglama geometrik jihatdan biror sirtni ifoda etadi.
Chindan ham xOy tekislikdagi M (x, y) nugta f(x, y)=0 chizigda joylashgan
bo’lsa, z=f(X, y) tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar xQOy tekislik bilan kesimi
f(x, y)=0 chizigdan iborat sirtni ifoda etadi.

Ikki argumentli funksiyaning xususiy hosilalari.
1-ta’rif. z=f(X, y) funksiyaning X argumenti bo’yicha xususiy hosilasi deb ushbu
. f(x+Axy)-f(xy) oz
lim ==
Ax—0 AX OX
Shuningdek, y argumenti bo’yicha xususiy hosilasi

= F' . (x,y) limitiga aytiladi.

o fxy+y)-f(xy) _oz _ . _ .. Mo
AI;TO Ay _8y_zy_fy(x,y) bo’ladi.

Misollar. 1. z=7x*+3x%y*-xy>-6y+1; A _, 2 _,
OX oy

% _ 21x2 4+ 6x.- y3 -y

oX

oz 2.2 4

5 =9x°y“ —-5xy" —6.

2.7=x; 7\=?7',=?

Z\=yx'* 2, =x'1nx.

(chunki ikkinchi holda x o’zgarmas bo’lib, Yy ko’rsatkichli funksiya bo’ladi.)
Funksiyaning xususiy hosilalari yana funksiyadan iborat.

3-ta’rif. Birinchi tartibli xususiy hosiladan yana bir marta olingan xususiy hosila
ikkinchi tartibli xususiy hosila deb atatladi vs quyidagicha belgilanadi:

0%z 6(82) .
— == |=2",.
ox? ox \ ox

oxoy oy \ ox v
)
oyox  ox\ dy e

a_zz—i @ —Z"
oy> oy loy v

3.2=3x%y-4xy*+5x-7y funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.
Yechish.
2'=6y-4y°+5. z',=3x*-8xy-7.




Z",x=0Y. ", =—8x

z",,—=6x-8y. 2",x=6Xx-8y.

Bulardan ko’rinadiki z",,=z"\, yOKi 6—22 = a_zz
oy OXoy  Oyox

Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning xususiy differensiyalari.
y=f (x) ning differensiali kabi z=f (X, y) ning differensiali to’g’risida fikr yuritish
mumkin.
Axz

Birinchi tartibli xususiy hosila ta’rifiga ko’ra: % _ lim 22 edi. Bundan limit
OX Ax—0 AX

Ayz 01

ta’rifiga ko’ra: A (a;—=cheksiz kichik migdor), bundan

0z
A,Z = — AX+ oy AX. 1
X ox aq ( )

Demak, z funksiyaning x argument bo’yicha orttirmasi ikki gismdan iborat ekan.

Ta’rif. orttirmaning bosh qismi bo’lgan %-Ax ko’paytmaga z funksiyaning x
X

argument bo’yicha xususiy differensiali deb ataladi va d,z kabi belgilanadi.

Shunday qilib d,z = %Ax yoki Ax=dx ekanligini e’tiborga olsak,

dﬂz%dx.

X

(1) dan
dyz oz '
ool (1)

ya’ni xususiy differensialning mos argument differensialiga bo’lgan nisbati mos
Xususiy hosi-laga teng bo’ladi. Xuddi (1)ga o’zshash.

9,21 &

oy oy

Misol. z=1n tg(x®> —3y) funksiyaning xususiy differensiallarini toping.

1 2x.dx  A4x-dx
tg(x23y) cosz(x2 -3y) "~ sin 2(x2 -3y)
B 1 o —3dy  6-dy
- tg(x2 -3y) cosz()x2 -3y ~ sin 2(x2 —3y)'
Funksiyaning to’liq orttirmasi va to’liq differensiali.
1-ta’rif. z=f (X, y) funksiyaning to’liq orttirmasi deb uning hamma argumentlari
o’zgarishi natijasida olingan orttirmaga aytiladi:

AZ=TF (X+AX, y+Ay)— f(X,Y).

oz .
d,z=—"-dy yoki
o yy

dx.

Yechish. d,z=

dyz




Umuman aytganda to’liq orttirma xususiy irttirmalar yig’indisiga teng emas,
ya'ni Az=Ay-z+Az.
Misol.
1. z=xy funksiyaning to’liq orttirmasini toping.
Yechish Az = (x+AX)- (Y +Ay) —X-y = Y- AX+ XAy + AX- Ay .
AyZ=Y-AX
2=y } Demak, Az =A,z+A,z+Ax-Ay.
Ayz=x-Ay
2. z=x%-xy+y* funksiya berilgan. Ayz,Ayz Va Az larni toping. Agar x migdor 2
dan 2,1 gachay esa 2 dan 1,9 gacha o’zgarsa, A,z, A,z va Az larni hisoblang.
Yechish.
) Az = (X+AX)2 = (X+AX) - Y+ Y2 + X% +xy —y2 = x2 +2%X- AX+ (AX) 2 = xy — y -
- AX— X2 +xy:2x-Ax+(Ax)2 —y-AX
b) Ayz= X2 —x(y+Ay)+(y+Ay)2 —x? +xy—y2 =-Xy —X+A, +y2 +2y-Ay +
+(Ay)? +xy -y =2- Ay —x- Ay + (AY)?;
Az =(X+AX)2 —(x+Ax)(y+Ay)+(y+Ay)2 +x2 +xy+y2 =x?2 +2x-Ax+(Ax)2 -
C) —xy—x-Ay—yAx—AxAy+y2 +2y-Ay+(Ay)2 —x? +xy—y2 :2X-AX+(AX)2 -y-
“AX+ 2y - Ay + (Ay)2 — XAy —AyAy = A+ A 7—AX-Ay.
Az =(2-2+01)-(0,1) =0,21.
Ayz=(-2+22-01)-(01) =019
Az =0,21+(0,19) -0,1(-0,1) = 0,03.
Ayz=A,z=0,21+(-019) =0,02.
Yugqoridagilardan ko’ramizki, xususiy orttirmalar yig’indisi to’liq orttirmadan
kam farq qgilar ekan.

2-ta’rif. to’liq orttirmaning bosh qismga, ya’ni Z—Z - AX + %Ay yoki
X

dz= . dx +%-dy ga funksiyaning fo 'lig differensiali deb ataladi (bu yerda

OX

Ax=dx, Ay =dy). (I) ni quyidagicha yozsa ham bo’ladi:
dz=d,z+d,z. (1)

Xususiy differensialllar yig’indisi to’liq differensialiga teng bo’ladi.
To’liq differensialga ega bo’lgan funksiyani differensiallanuvchi deb ataladi.
3. z=xy funksiyaning to’liq orttirmasi va to’liq differensiallarini toping.
Natijalarini solishtiring.
Yechish.
a) Az = (X+AX)- (Y +Ay) —xy = X- Ay + Y - AX + AX - Ay;



b) dz =%~dx+%-dy=(x~y)X AXH(X-Y)y Ay = Y- AXHX-AY.

C) Az—dz=Ax-Ay. (Agar Ax=0,2 va Ay =0,3 desak, Ax-Ay =0,06 ya’'ni farq
kichik bo’ladi.) Demak Az ~dz

4. z=y" ning xususiy qiymati deb 1,08* ni tagribiy hisoblang.

Yechish.

a) dx=Ax=108-1=0,08; x; =x=1

dy=Ay=386—-4=-0,04, y;=y=4.

b) f(xy)=f(L4)=1*=1.

C) dz=27',-dy = (x¥)c-dx+(x”)dy = y - xYdx + x¥ -1nx - dy.
Z+Az~z+dz=f(x,y)+dz=f(L4)+41*".0,08+1*n1-(-0,04) =1+4-0,08—
—1-0(0,04) =1+0,32 =1,32.

Shunday qilib, 1,08* =~ 1,39.

Amaliy mashg’ulotlar uchun misollar
Ikki 0" zgaruvchili funksiyani aniglanish sohasini toping.

1 z=J1-x*-y? o xP+yr<i1

2. 1= X2+2 Jiyz-—x°
X2 +y
_y2 2
3. z:—“l);y o x2+y*<4
4. 7=x>—4yx Ji(o< X <00, —0< Yy <00)
5. z =sin(xy’ —6x) Ji(o< X <00, —0< Yy <00)
6. z=log, (5x—VY) Jiy <5x
7.2--% Jiy#x
X—y
8. z=5sin(4x’-y) ji (~o< X<, —o0<y <o)
2 .
9.z= : 4-—
X+y-—4 J-y=a=x
10. z=log, (x—Y) Jo x>y
11. z=x*+y*-25 Jo x*+y?>25
12. z=log,(X* -~y +4) Jiy<x’+4

[v2 2 _ ]
13. z=Lles Ji X2 +y?>16;x =y
X—y
z=9-x*-y? Ji X2 +y? <9

14,



15.
16. z

17. z=

18.
19.
20. z

21. z

22. 7=sin(2x+y—4)

A w0 P

X—y
5x—y
y>—X+2
7=4,/36—x*—y?
1-x

X +y*+4

=

ok

X +y>—4

X2 +y°

Jiy#1-x
Ji y#14—x
Jiy?#x-2
Ji X2 +y® <36

Ji (o< X<, —0< Yy <o)

Jo x> +y*>49; x#0;, y=0

_13x
X2 — yz

f(x, y)=¢"
f(x, y)=xy®
f (X, y)=xe’

f(x, y)=xIny

5. f(x, y)=sin(xy)

©

10.

11.
12,
13.
14,

15.

16.

fF(x y)=Inxy
FO6 ) =X +y°

1
f(x, Y)=X—y

f(x y)=x"—2xy
f(x, y)=ylnx

f(x, y)=xy
f(x y)=xy*
f(x y)=2y-x*
f(x, y)=xsiny
f(x, y)=InZ

y

f(x, y)=xcosy

J:X =]y

Ji (o< X<, —0< Yy <o)

Hususiy hosilalarini toping

J:
J:
J:

== f, ==

D f =

fo=ye?; f, =xe”
fo=y?% f,=2xy

fo=e; f, =xe’

X
y

: fx' = ycos(xy); f); = X cos(xy)

1.1

X

X y

D fo=2x f, =2y

1. 1
fy=-"7

ESARE

X

L f =2(x—y); f, =-2x;
. f' y.

=2:f =Inx
X y

fo=y; f,=x

fo=y? f, =2xy;

fo=-2x; f, =2

f.=siny; f, =xcosy;
1 1

fo==;f =-=;
X X y y

. f,=cosy; f, =—xsiny;



17. f(x, y)=cosxy Jo £, =—ysin(xy); f, =—xsin(xy)
18. f(x, y)=ye" o fo=ye; f, =€

19. 1(x, y)=0xy)’ ji £, =2xy% £, =2x7y

20. f(x, y)=e"+y Jofo=e f, =1

21. f(x, y)=e"+y? Jo fo=ye?; f, =xe” +2y

. f=—=2xysinx%y;
22. f(x, y)=cosx?y+3y? i xy. Y

2 2
f, =—x"sinxy + 6y

Mustaqil yechish uchun misollar

} . of . of
1.f(x,y) = xsinYy. 1 — =2xsiny,— = x*cos V.
(X,Y) y J o y@y y
. of of
2.f(x,y) =x". — =y’ = =x"Inx
(xY) Ji =W Y
i of
3.f(x,y) = x* + y2. I =2X—=2
(%) y 15 Y y
4.F(x,y) = x>+ xy + Y2 ji2X+y X+2y

5.f(x,y) = (6x°y - y*+ 7). j: éi =30xy(5x%y — y* + 7);% =3(5x%y — y* + 7)?(5x* - 3y?).
X

6.1 (x,y) = arctg (x/ y). j:—af = y/(x2+y2);—af = —x/(x* +y°).
OX oy
. of of
7.f(x,y)=¢e". —=ye”¥, —=xe¥
(X Y) Ji =Y &
. of y., y of y
8.f(X,y) =Incos(y/Xx). —==1tg=, —=--1g=.
(x,Y) (y/x) 15 ngX@y 9



. of of
9.f(x,y) = x* + y°. i =2x — =3y?
(X, y) y 15 Y y
10.f (x.y,z) =e*'Y + eV, j:izle”y,ﬂz—%ex’y—éez’y,ﬂzle”y.
ox Y o Y y oy
2 2 2 2
11.f(x, y) = (xX* + y*)% j:a : :12x2+4y2,a z =4x* +12 2,8 r_of =8xy
X oy OX0y  OXoy
X_y - azf 3 azf 3 azf 3
12.f (X, y) = —=. : =-4y/(x+ V), =4Ax/(X+Vy),—— = (2y —2X)/(x + y)".
(xy) X1y 15 yl(x+Yy) Y (x+y) Y (2y =2x)/(x +y)

e . 0°f y>—x* 0*f x> —y? o%f
13.f y = 2 2, . = ; = : =-2xv/ 2 2y2
(y) =Inyx“+y J ox> (X2 +y2)? oyr (X*+y?)? oxoy I +yT)
o* f o0 f o0 f
: =—y/x?, =0
a oy? oxoy
15.(x,y) = xy® —=3x%y* + 2y*. jodf =(y® —6xy®)dx + (3xy? —6x°y +8y°)dy.

16 f(x,y) =+/x* +y°. jrdf = (xdx + ydy)//x* +y>.

14.f(x,y) = yInx ] =1/x

17 f (X, y) =sin(xy). J - df = (ydy + xdy) cos(xy)
18.f(x,y) = arcsin(x/ y). jrdf = (ydx —xdy)/(yy* - x°
19.1(x,y) = In(xy). jdf =dx/x+dyly.
20.f(x,y) =" jodf =28 (xdx + ydy).
Adabiyotlar

1.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A. Kamolov M. Oliy matematika. Toshkent
22013y

2.Ulug’murodov N. H., Sunatova D. A., Puskunov N. S. Oliy matematika
Toshkent. “” 2014 y

3.Soatov Yo. U. Oliy matematika ikki jildlik Toshkent “O’qituvchi’, 1992 y
4.Fixtengolts G. M. Osnovi matematicheskogo analiza V 2-t. 7-izdaniye.
Moskva. Fizmatlit, 2002 g.

5.Lobatskaya N. L. “Osnovi visshey matematiki” Moskva 1987 g

15. Differensial tenglamalar. O’zgaruvchisi ajraladigan
differensial tenglamalar. Bir jinsli differensial tenglamalar.
Chiziqli differensial tenglamalar. Tartibi pasayadigan differensial
tenglamalar. Bir jinsli o’zgarmas koeffisentli chiziqli tenglamalar.

Mashg’ulotni o’tkazish joyi: auditoriya.
Mashg’ulotning jihozlanishi: o’quv uslubiy majmua, ma’ruzalar matni,

targatma materiallar, kalkulyator, daftar.



Mashg’ulotning davomiyligi: 80’
Mashg ulotnihng magsadi: Differensial tenglamalar hagida ma’lumot berish.
Vazifalar: Differensial tenglamalarning turlarini o’rganish va ularni yechish.
Misollar yordamida tushuntirish.
Talaba bilishi lozim:

e Differensial tenglamalar ta’rifi

e Differensial tenglamalar turlari.

o 1-tartibli differensial tenglamalar va ularni yechish

e Yugqori tartibli differensial tenglamalar va ularni yechish
Talaba bajara olishi lozim: Differensial tenglamalarni yecha olishi kerak.
Motivasiya: Jarayonlarni grafik ko'rinishda tasvirlash orgali uni ganday
keshishini holatini aniglash mumkin.
Fanlararo va fan ichidagi bog liglik: Kimyoviy, farmakologik, biologik va
fizik jarayonlarni o'rganishda ishlatiladi.
Mashg ulotning mazmuni: Differensial tenglamalar ta’rifi. Differensial
tenglamalar turlari. 1-tartibli differensial tenglamalar va ularni yechish. Yugori
tartibli differensial tenglamalar va ularni yechish
Mashg ulotning magsadi:
Nazariy gism:

Ta rif: Noma’lum funksiya argumentini funksiya va funksiyaning hosilasi yoki
differensiali bilan bog’laydigan tenglamaga differensial tenglama deyiladi.
Differensial tenglamaning umumiy ko’rinishi

Fo,y Yy y™)=0 (1)
yoki
dy d?y d"y
F X1 Y, 1 T o g 2
.y dx  dx? dx" ) )

kabi bo’ladi.

Agar tenglamadagi funksiya bir argumentli bo’lsa, bunday tenglamani
oddiy differensial tenglama deyiladi. Agar differensial tenglamada ikkita Yoki
bir nechta x, y, . . . o’zgaruvchilarga bog’liq bo’lgan noma’lum z ffunksiya

2
hamda dz E, d—zl
dx

X' dy va hokazo xususiy hosilalar ishtirok etsa, bunday



tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi. Biz soddalik uchun
bundan keyin oddiy differensial tenglamalar bilan ish ko’ramiz. Tenglamadagi
hosila (Yoki differensial)ning eng yuqori tartibiga differensial tenglamaning

tartibi deyiladi. Masalan, xdy—y?dx=0 va y>/=§, tenglamalar birinchi tartibli,
y

y'-4x3=0 ikkinchi tartibli, 5xy-y"=8x uchinchi tartibli differensial
tenglamalardir. Differensial tenglamani yechish tenglamani ganoatlantiruvchi
funksiyani topishdan iborat. Differensial tenglamaning yechimi deb differensial
tenglamaga keltirib qo’yilganda uni ahamiyatga aylantiruvchi har qanday y=£(x)
funksiyaga aytiladi.

Oddiy tenglamalar kabi differensial tenglamalar ham hayolan o’ylab
topilgan bo’lmay, balki real zaruriyatlardan kelib chiqqan. Differensiallar
ko’proq fizika va mexanikaga doir masalalarni yechish tufayli kelib chiggan.
Misollar. 1. Shunday egri chizigni topingki, uning har bir nuqtasiga o’tkazilgan

urinmaning burchak koeffisiyenti tga=k=-§, bo’lsin.
y

Yechish. Hosilaning geometrik ma’nosidan bilamizki, rga=k=)'= dy :

dx
Shartga ko’ra tga=-§ :

Demak, %: —% oddiy differensial tenglamani hosil gildik. Buni ydy=-xdx deb

yozish mumkin.

Tenglikning ikkala tomonini integrallash mumkin:
[ydy=[(-x)dx,

integrallaymiz, natijada

2 2
y7 = —X? +C yoki x*+y’=C

funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya y:-i, differensial tenglamaning umumiy
y

yechimi bo’ladi.

h balandlikdagi havo bosimining o’zgarishi qonunini toping.

Yechish: Fizikadan bizga ma’lumki, bosim P havo zichligiga proporsionaldir u
holda h balandlik Az ga o’zgarganda bosim orttirmasi AP quyidagiga teng
bo’ladi: AP=-k*p Ah (bosim orttirmasi asosning yuzi 1 birlikka, balandligi h ga
teng bo’lgan havo) ustunining og’irligiga teng). Orttirmani differensial bilan
almashtirib, quyidagi differensial tenglamani hosil gilamiz:



dp=-kpdh yoki d—; =—kdh.

yechimi: p=Ce™".
Yuqoridagi misollardan ko’rinadiki, birinchi tartibli differensial tenglama
yechimida bittadan o’zgarmas miqdor C ishtirok etayapti.
C o’zgarmas miqdorga aniq qiymatlar berib differensial tenglamaning aniq
yechimlarini hosil gilamiz (Masalan, x*+y’=1, x*+y*=4 va hokazo). Bularni
xususiy yechimlar deyiladi. Umumiy holda (1) va (2) differensial tenglamaning
umumiy yechimi
¢ (x,¥1,C1, Cy, ..., Cp) (3)

ko’rinishida bo’ladi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni Ajratib olish uchun oldindan
boshlang’ich shartlar deb atalgan shartlar berilgan bo’lishi kerak. Masalan, X=X,

bo’lganda y=y, va :—y =a, 4)
X
Umumiy holda boshlang’ich shartlar quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
X=X,bo’lganda y=yo; y=(yo), ..., y" D=y " V. (5)
Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Birinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy ko’rinishi

F(xy.y)=0 (6)
kabi bo’ladi. (6) ning umumiy ko’rinishdagi yechimi quyidagicha bo’ladi:
9(x.y,C)=0 (7)

Birinchi tartibli differensial tenglamalarning turlarini garab chigaylik.
1. Eng sodda ko’rinishdagi differensial tenglama
dy
Vi f(x)
shaklda bo’ladi. Uning umumiy yechimi
dy=f(x)dx
y=plf(x)dx+C 9)
ko’rinishda bo’ladi.
O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar.
(6) tenglamani quyidagi ko’rinishda ham yozsak bo’ladi:
M(x, d)dx+N(x, y)dy=0 (10)
bu yerda M(x, y) va N(x, y) funksiyalar x va y ga bog’liq bo’lib, quyidagi
ko’rinishlarda bo’lishi mumkin:
a) M(X, Y)=M (x), N(x, y)=N(y) bo’lsin. U holda (10) tenglama
M(X)dx+N(y)dy=0 (11)
ko’rinishda bo’lib



ING)dy=-IM(x)dx
bo’ladi. Bu yerda [N(v)dy=¢(v)* IM(x)dx=p,(x) deb belgilasak, ¢:(y)=¢(X)+C,
funksiya berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
M(X, ¥)=M1(X) M2(y); N(X, ¥)=N1(x) N2(y)
bo’lsin.
U holda (10) tenglamaning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
M1 (X)M2(y)dx-+N; (x)N(y)dy=0 (12)
O’zgaruvchilarni ajratamiz:
N.(¥) gy, Mu(X) g g
ML(Y) > Ny(x)
integrallab, umumiy yechimni .
(11) va (12) tenglamalar o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar
deyiladi.
Misollar. 1. (x-1)dx+ydy=0.
Yechish: (x—1)dx=-ydy.
Ikkala tomonidan integral olsak,
[(x=1)dx=-[ydy,
X—2 —-X= _y_2 +C,
2 2

X°—2x+y*+C =1 (C,=-2C).
Bu funksiya berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
5 2x+1 dx

. y+1 —@.

Yechish: Tenglamadan: dy _ YT L

dx 2x+1
O’zgaruvchilarni ajratamiz:

dy _ dx
y+1 2x+1

Tenglamani integrallaymiz:
| dy _EI d(2x+1)
y+1 27 2x+1

In (y+1) = %In(2x+ 1)+InC,

y+1=C~+2x+1-1.
Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi y=C+/2x+1-1.
bo’ladi.
Bir jinsli tenglamalar.



Agar t ning har ganday giymatida

M(tx, ty)=t‘M(x,y)
Ayniyat o’rinli bo’lsa, M(x,y) funksiya x va y o’zgaruvchilarga nisbatan k
o’lchivli bir jinsli funksiya deyiladi. Masalan,

2 2
xcosz X — ycosz 3+ Xy funksiyalar bir jinsli funksiyalardir.
X X Xy
Agar (10) tenglamada M (x, y) va N (X, y) funksiyalar 0 o’lchovlibir jinsli
funksiyalardan iborat bo’lsa, (10) tenglamaga bir jinsli differensial tenglama
deyiladi. Bir jinsli differensial tenglamalarni yechish uchun y=ux almashtirish

Kiritamiz. U holda dy =U+ Xﬂ bo’ladi. Buni keltirib (10) tenglamaga qo’ysak,

dx dx
o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil bo’ladi.
Eslatma. (10) tenglamani % = P(X,y) ko’rinishda ham yozish mumkin.
X
N(x.y) }
M(x,y)

P(x,y) 0 o’lchovli bir jinsli funksiya bo’lganligi uchun P(x,y)= P(llj bo’lib,
X

{P(x,y)=

% =U; Yy = xu almashtirish bajaramiz.

Misol. (x*~2xy)dy—(xy—y?)dx=0.
y=xu almashtirish Kkiritamiz:

dy=xdu+udx.
Bularni keltirib tenglamaga qo’yamiz va soddalashtiramiz:
(x*—2xxu) (xdu+udx)—(xxu—x*u®)dx=0
x(1-2u)du+(1-2u)udx=(u—u*)dx
x(1-2x)du=u’dx.

0’zgaruvchilarni ajratamiz:

1—22u du =%
u X
Ikkala tomonidan integral olamiz:
jl_zzudu: %
u X
Tt
u u X

g opdu _ cdx,
judu Zju_ =



u—l
——=2lnu=Inx+InC;

1
—==Inu*+Inx+InC;
u

In(uzxcl)z—l;u =X;
u X

2 2 X 2 X
In(y—xClj:—ﬁ;y—Clze y;y Cley—1:0
y X X

bu tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
Eslatma. C ixtiyoriy son bo’lgani uchun differensial tenglamaning
umumiy yechimi C ga nisbatan har xil ko’rinishda bo’lishi mumkin:
dy ax+by+C
dx ax+by+C
ko’rinishdagi differensial tenglamalarni x=x,+a, y=y;+f almashtirishni bajarib,
bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin. Bu yerda a va (3 lar
ao +bp+C =10
a0 +bf+C; =0
tengliklar o’rinli bo’ladigan qilib tanlab olinadi.
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar.
Soddalashtirilgandan so’ng
Y-+M(x)y=N(x) (14)
ko’rinishga kelidagin tenglamalarga birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar deyiladi. Bu yerda M (x) va N (x) lar x ning uzluksiz funksiyalaridir
(0’zgarmas son ham bo’lishi mumkin). Chiziqli differensial tenglamani yechish
uchun y = u(x)v(x)(*) almashtirish kiritamiz. U (x) yoki v(x) funksiyalardan biri
tanlab olinadi, ikkinchisi esa (14) tenglamaga asosan aniglanadi. (*) dan hosila
olamiz:

dy =U dv + vd—u : (15)
dx dx  dx
(15) ni (14) ga keltirib qo’yamiz.
du du
U—+Vv—+M(X)-u-v=N(x) (16)
dx  dx
2. ifodada v ni shunday tanlab olinadiki

%—FM(X)'V:O (17)
dx

tenglik o’rinli bo’lsin.
3. tenglamani v ga nisbatan yechamiz:



Q:—M(x)dx.
v

ikkala tomonidan integral olsak:
In|v|=-IM@)dx+in| C|

bundan v=C,e M@
(17) tenglamaning noldan farqli birorta yechimi kerak bo’lganligi uchun bitta
V:e'IM(x)dx (18)

yechimni olamiz .
(18) va (16) ga keltirib qo’yamiz va u ni topamiz:
e e M _ N (x)
dx
yoki
du = N(x)e "®%dx
u = [ M(x) e MO%dx+C,
(18) va (19) dan berilgan chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi
y:uV:[J N(x) e M(X)dXdX'FC] e-JM(x)dx
ko’rinishda bo’lishi kelib chigadi.

dy

Misollar. 1. x* d——ZW = 3 tenglamani yeching.
X
Yechish: Tenglamani ikkala tomonini x* ga bo’lamiz:
&,y 3
dx. x X
dy dv  du
y=u-vva—=Uu—+V—,
dx dx  dx

larni keltirib tenglamaga qo’yamiz:
du du _uv 3
+V

U=—+vV—-2—=—,
dx  dx X X
endi
(dv vj du 3
u——2—[+v—=—
dx X dx x°
tenglamada v ni shunday tanlab olaylikki,
ﬂ_zng
dx X
bo’lsin.
Bu tenglamani ganoatlantiruvchi v ning bitta qiymatini topamiz:
dv  dx

—~_92x
dx X



Inv=2Inx; v=x"
Buni keltirib (*) ga qo’yamiz va u ning qiymatini topamiz:
. du_3
dx x°
O’zgaruvchilarni ajratamiz:

du :%dx;
X

jdu = 3j xdx,

-3
u=3"_sc=-1.c.
-3 X

U va v ning giymatini y=uv ga qo’yamiz:
y=u -v:(—%+cjx2
X
Shunday qilib, tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi:

y:—lJer2
X

2. ﬂ—ﬂ:ﬁ tenglamani yeching.
dx X

Yechish: Biz bu tenglamani to’g’ridan—to’g’ri formuladan foydalanib yechamiz:
2
—dx

M(X):_é;N(X):X‘Q’; V:e_j :e—ZInx:x2

2

u=jx3 -ej(dedeJrC=jx3 -izdx+C=jxdx+C u=24+C
X 2

demak, y=u-v:(x—+c-x2 :jX—+C.
2 2

Eslatma. Yuqorida ko’tarilgan birinchi tartibli differensial tenglamalardan
tashqari yana quyidagi ko’rinishdagi differensial ko’rinishdagi tenglamalar ham
uchraydi.

1. %+ M(X)-y=N(X)-y" (19) Bernulli tenglamasi.

Bernulli tenglamasini yechishda ikkala tomonini y" ab 0’lamiz va

-n+1

u=y
almashtirish bajaramiz. Natijada u ga nisbatan chizigli differensial tenglama
hosil bo’ladi.

4. M (x,y)dx+N (x,y)dy=0 tenglamada



dM _dN
dy ~dx
bo’lsa, uni fo la differensial tenglama deb ataladi. Bu tenglamani ham elementar
usul bilan yechsa bo’ladi.
Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar.
1. y'=f(x) ko’rinishdagi tenglamalar rng soda, ikkinchi tartibli differensial
tenglamalar deyiladi.

(20)

, _dy

Bunday tenglamalarni y o p belgilash Kiritib yechiladi. U holda
X
, _dy
=—=f(x
y =g = F(X)
yoki
dp=f(x)dx
bo’ladi.

Ikkala tomondan integral olsak:
p=I fix)dx=F1(x)+C;
bo’ladi. Bundan

p=Y-F(+C
dx

dy =[F,(x)+C,Jdx
yana bir marta integral olsak:
y=[F1(x)dx+C4Jdx
yoki
y=F2(x)+Cx+Co.
Bu berilgan, ikkinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
bo’ladi.
Misol. y"= sinx tenglamani yeching.

Yechishi. y' :%: p belgilash kiritamiz, natijada:
X

, dy L dy
=— yoki —= =sinx
y dx Y dx
p=lsinxdx=-cosx+C, % =—co0s X+ C,, bundan dy=(-cosx+C;)dx

integral olsak:
y=-Jcosxdx+C dx.
shunday qilib, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi:
y=-sinx+Cx+C, .



Tekshirish: y'=+(-sinx+C:x+C,)’ yoki y'=-cosx+C; y"=sinx
Bir jinsli chizigli tenglamalar. Ushbu

agy” + ary + ay = f(x) (21)
(bunda a,, a;, a; f(x) lar x ning funksiyalari yoki o’zgarmas sonlar)
ko’rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi.
Agar f(x) = 0 bo’lsa (21) tenglama, ya’ni

y' + ary + ay = f(x) (22)
tenglama bir jinsli chizigli tenglama deyiladi. (21) va (22) tenglamalarning chap
tomoni y, Y, " larga nisbatan birinchi darajali bir jinsli funksiyadir.
1 — teorema. Agar y; va y,— ikkinchi tartibli bir jinsli

y +ay’ +ay=0
differensial tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo’lsa, u holda y; + y, ham bu
tenglamaning yechimi bo’ladi.
Isbot. y; va y, lar tenglamaning yechimi bo’Igani uchun
y1 taryr +ay1 =0 (23)
Yo+ agy, +agy, =0
bo’ladi. (22) tenglamaga y;+Y, ni qo’yamiz va (23) ni e’tiborga olsak:
(Yot o) +au(yrt Yo +aalys+ y2)=(y1"+axy: '+ agyn)+(y2" +ary; +azy,)=0+0=0
bo’ladi va y; + Yy, ham tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi.
2 — teorema. Agar y; (22) tenglamaning yechimi bo’lib, C ixtiyoriy 0’zgarmas
miqgdor bo’lib, u holda Cy; ham (22) tenglamaning yechimi bo’ladi.
Isbot. (22) tenglamaga Cy; ni qo’yamiz, u holda
Cy"1+Cay'1+Cay=C (y'1+ ay'1+a,)=C-0=0
Bo’ladi. Teorema isbotlandi.
3—-teorema. Agar y; vay, (22) tenglamaning ikkita chiziqli erkli yechimi bo’lsa,
u holda
y=C1y:+Cyy,
(bu yerda C; va C, ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlar) ham (22) tenglamaning
umumiy yechimi bo’ladi.
Bu teoremaning isboti 1 — va 2 — teoremalarda kelib chigadi.
O’zgarmas koeffisiyentli ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli
tenglamalar.
Ta’rif: O’zgarmas koeffisiyentli bir jinsli differensial tenglama deb

y'+py'+qy=0 (24)
ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bunda yuqoridagi teoremalarga asosan bu tenglamaning umumiy yechimini
topish uchun uning ikkita chizigli erkli xususiy yechimini topish yetarlidir.



Tenglamani yechish uchun y=e** deb faraz gilamiz, bu yerda k nolga teng
bo’lmagan o’zgarmas son.
Hosilalarni topamiz:

y'=ke" y'=k2e

Bularni (24) tenglamaga keltirib qo’yamiz:
k%e"*+pke+q =0 (25)

e # 0 bo’lgani uchun (25) tenglamada.
k?+pk+g=0 (26)

bo’ladi. Demak, k (26) tenglamani ganoatlantirsa, e tenglamaning yechimi
bo’ladi. (26) tenglama (24) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. (26)
tenglama ikkita ildizga ega bo’ladi, ularni k; va k; bilan belgilaymiz:

p /p2 : p p* .
K =—+.|——0; K, =———.—-0;
! 2 4 f 2 4 f

Bu yerda quyidagi holler bo’lishi mumkin:
1.k; va k, haqigiy va bir — biriga teng emas (k, =k, ):
2.k vaky hagigiy va bir — biriga teng (k, =k, ):
3.k; va k, kompleks sonlar;
Har bir holni alohida — alohida ko’rib chigamiz:
a)  xarakteristik tenglamaning ildizlari hagigiy va har xil (k, =k, ).
Bu holda
Y1:elklx, )’2:ekzX
funksiyalar xususiy yechimlar bo’lib, tenglamaning umumiy yechimi
y=C &;*+C, ;" (27)
ko’rinishda bo’ladi.
Hagigatan ham, ¥ va y" larni topamiz:
y,C ke +Ck,e”, y' =Ck%e’ +Ck"e";
bularni (25) tenglamaga go’yamiz:
C.k’1e% +C,k*e* + ¢(Nk, e +C,k,e“ )+q(C,e* +C,e“)=0.

Chap tomondagi gavslarni ochib, gruppalaymiz:

(N.k, “e“* + pC.k,e" +qC,e* ) +(C,k,’e“" +qC,e )=0
yoki

C.e (k. + pk, +q)+C,e*(k,” + pk, +q)=0. (28)

ki va k; lar (26) tenglamaning ildizlari bo’lganligi uchun, (28) ning chap
tomonidagi qgavs ichidagi ifodalar nolga teng va umuman chap tomoni ham
nolga teng bo’ladi. Demak, y=C.e“* +C,e** funksiya berilgan differensial

tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.



Misol. y' - 8y + 15y = 0 tenglamaning xarakteristik tenglamasi k;=5; k,=3
ildizga ega.

Demak, tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi

y=Ce™ +C,e*.

b) xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqgiy va teng.

Bu holda k, =k, =§ bo’lib, 2k,= - p Yoki 2ky+p=0 bo’ladi.

Bitta xususiy yechimi y, =e"* ma’lumdir. Ikkinchi xususiy yechimini

y, =u(x)e"
ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda u(X)=u aniqglanishi kerak bo’lgan noma’lum
funksiya. u(x) ni aniglash uchuny,’ vay,” larni topamiz:

y, =u'e" +uk,e" =e"* (u' +uk,),

y," =u'e" +u'ke" +u'ke" +u k* ¥ =e“*(u’ +2k u’ +uk®).
Bularni (25) tenglamaga keltirib qo’yamiz:
e [(u” +2ku’ +k?:u)+ pe*(u’ +ku)+qul=0
yoki
eklx[u” +(2k, + pu’ +(kx + k1p+q)u]:0
k xarakteristik tenglamaning karrali ildizi va k;+p=0 bo’lgani uchun ¢“*u” =0
yoki u”=0 bo’lishi kerak. Uni integrallab
u(x)=Ax+B

ni topamiz. Xusuxiy holda B=0, A=1 deb olsak,

u(x)=x bo’ladi.
Shunday qilib, ikkinchi xususiy yechim kabi

y, =xe*  bo’ladi.
Bularni nazarda tutsak, umumiy yechimni
y=C,e" +C,xe"* =e"*(C, + C,x)

ko’rinishida yozish mumkin.
Misol. 4y” - 12y’ + 9y=0 tenglamaning xarakteristik tenglamasi

4k* — 12k+9=0

bo’lib uning ildizlari k, =K, :g dir.
Demak, tenglamaning umumiy yechimi

3
y=(C, +C,x)ezx.
v) xarakteristik tenglamaning ildizlari komoleks sonlar bo’lgan hol. Ildizlar
K,=a+ip. k,=a—ip. ko’rinishda bo’lsin.



U holda differensial tenglamaning xususiy yechimlari
y, = glavinlx y, = pla-if)x

ko’rinishda bo’ladi. y; va Yy, lar (26) tenglamani ganoatlantiradi. Biz quyidagi
natijadan foydalanamiz:
Agar haqiqgiy koeffisiyentli bir jinsli chizigli tenglamaning xususiy yechimi
kompleks sonlardan iborat bo’lsa, u holda uning haqiqiy va mavhum qismlari
ham shu tenglamaning yechimi bo’ladi.
Binobarin, xususiy yechim

el = g™ cos X + ie” sin
bo’lgani uchun e” cos fx,e” sin gx lar ham (26) tenglamaning yechimi bo’ladi.
shunday qilib, (26) differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=e”(C,cos px+C,sin fx)

ko’rinishda bo’ladi.
Misol. y"-4y'+7y=0 tenglamaning xarakteristik tenglamasi k*-4k+7=0 bo’lib,
uning ildizlari k, =2+i+/3; k, =2—i/3;dan iborat. Tenglamaning umumiy
yechimi quyidagicha bo’ladi:

y =e*(C,cos~/3 +C, sin~/3x).
Agar f(xy) funksiyada x va y o’zgaruvchilarni mos ravishda t, va t, ga
almashtirilganda (bu yerda t-ixtiyoriyoriy Kkattalik, parametr) t  ga
ko’paytirilgan o’sha funksiya hosil bo’lsa, ya’ni

f(t,t,)=t"f(x,y)
shart bajarilsa, f(x,y)
3-misol. y"+4y'+4y =0 tenglamani yeching.
Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
k?+4k+4=0
Uning ildizlari k, =k, =2. Demak, umumiy yechim
y =(C, +xC,)e*
bo’ladi.
y"+py+gy = f(x)

Ko’rinishdagi tenglama o'zgarmas koeffisientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
bo'Imagan differensial tenglama deyiladi.
4-misol. Quydagi o’zgarmas Koffisientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
tenglamalarni eching.
a) y'-4y+13y=0; b)y"+9y=0.
a)  Xarakteristik tenglamani yozamiz: k*-4k+13=0.
Uning ildizlarini topamiz:



k, =2+3ivak, =2-3i.
Demak,

y =e*(C,cos3x+C, sin3x)
Umumiy echim bo’ladi.
b)  xarakteristik tenglamani yozamiz:

k?+9=0

Uning ildizlari k, =3i, k, =—3i bo’ladi.
Umumiy yechim y=C, cos3x+C,sin3x.

5-misol. Quyidagi differensial tenglamalarning berilgan boshlang’ich shartlarini
ganoatlantiruvchi. Xususiy echimlarni toping.
a) y'+2y+5y=0; y(0)=0, y'(0)=1
b) y'+a’y=0; y(0)=2, y'(0)=-1
a) k?+2k+5=0 xarakteristik tenglamani tuzib, uning k, =-1+2i, k, =-1-2i
ildizlarini topamiz. Demak, tenglamaning umumiy yechimi
y=e7*(C,cos2x+C,sin2x) bo’ladi.
Umumiy yechimni differensiallab, quyidagini topamiz:
y'=e*(C,cos2x + C, sin 2x) + e *(—2C, sin 2x + 2C, cos 2x)

yoki

y'=e*[(2C, —C,)cos 2x—(2C, +C, )sin 2x]
O’zgarmas, C,vacC, larni boshlang’ich shartlardan topamiz:

0=e"(C,cos0+C,sin0),
{1: e°[(2C, -C,)cos0—(2C, - C, )sin0]

Bundan C, =0 va C, :%. Shunday qilib, izlanayotgan xususiy yechim

1 ]
==—e*sin2x
y 2

bo’ladi.
b) k*+a*=0 xarakteristik tenglamani tuzib, uning ildizlarni topamiz. Demak,
tenglamani umumiy yechimi y =-aC, cosax+C,sinax bo’ladi. Bundan
y'=-aC,sinax+aC,cosax. O’zgarmas C, va C, larni boshlang’ich shartlardan
topamiz:

2=C,cos0+C,sin0,

{—1:—aclsin0+aczcoso.

bundan C,=2va C, = —é(a # 0). Shunday qilib, berilgan boshlang’ich shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechim y:2cosax—§sinax bo’ladi.



Amaliy mashg’ulotlar uchun misollar
Oddiy differensial tenglamalarni yeching

1. y'=4x> x=0; y=0; jry=x*+C; y=x*
2 (x* +4)y—2xy=0 x=1 y=5 j:y=C(x*+4); y=x*+4
3. xy':i x=ge;, y=1 j:y=CInx; y=Inx
In x
4. y'=y® x=Ly=1 jry=—1 -

10 T (x=2)

S. y'tgx—y=1 x=—,y=1 jiy=Csinx—-1y=2sinx—1.

NN

7 _arctgx

6. (1+x2)dy+ydx=0 x=1y=1 j:Iny=C—arctgx, y=e*
O zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamalarni yeching

1.(x+3)dy—(y+3)dx=9 j:y=C(x+3)-3

2. yeZdx—(1+e®)dy=0  j:y=Cve®+1

1 . (C + cos x)*
\N sin X Y Iy 4
1 2
4. Y e -0 j:X——e‘y(y+1):C
X 2

5. y'=tgxtgy. j:sinycosx=C
6. sin x cos ydx + cos xsin ydy =0 j:cosxcosy=C

Bir jinsli differensial tenglamalarni yeching
1. 2xyy'=y® — 4x°. jiy?+4x*=Cx
2. y® —4xy + 4x°y'=0. jiy= ax

Inx+C

3. xy —(y* + x?)y'=0. j:2y?In(yC) = x?
4, X —y? +2xyy'=0. jiyP—Cx+x°=0
5. Xy'—y = Xxtg Y j iy =xarcsin Cx

X

Chizigli differensial tenglamalarni yeching
1. y'—3—y=x jiy=Cx® —x?

X

X2 ) C_e_xz

2 Y€ Y=
y » Jy o2
. . . . C —cos 2x

3. y'COS X — ysin X =sin 2x jiy=———

2C0S X



Xx—-1 C

4, 2X +1)y'+y =X iy = N
( o 1 3 J2x+1
5. y'+YCOSX:Sin2X j:y:2(sinx_1)+ce—sinx

Tartibi pasayadigan differensial tenglamalarni yeching

(R0] 6 HE
1. y = j:
2. y"'=sinx jiy=-sinx+Cx+C,
3. y"'=sin XCos X j:y:E—S’InBZX+C1x+C2
4. y'=xe™ y(0)=1 y'(0)=2 jiy=e7*(x+2)+Cx+C,
2
S. y'''=cos X j:y:—sinx+C1X?+sz+C3
O’zgarmas koeffisentli bir jinsli chiziqli ikkinchi tartibli differensial

tenglamalarni yeching
1. y"+5y'+6y =0 Javob:y=Ce  +C™
2. y"'—7y'—6y=0 Javob:y=Ce* +C,e*
3. y"—25y=0 Javob:y=Ce™ +C,e*™
4. y"+2y'-15y =0 Javob:y=Ce™ +C,e*
5. y"'-2y'=0 Javob:y=C +C,e*
6. y'+2y'+y =0 Javob:y=(C,+C,x)e”
7. y"—6y'+9y =0 Javob:y = (C, +c,x)e*
8. y"'+36y =0 Javob:y=C cos6x+c_cos6x
9. y"'-2y'+5y =0 Javob: y =e*(C, cos 2x +C, cos 2X)
10. y'+6y'+10y =0 Javob:y =e > (C, cos x+C,sin x)

Mustaqil yechish uchun misollar
Oddiy differensial tenglamalarni yeching
1. y':4l x=16,y=-10 jiy=C¥x, y=-5%x
X
2. y':ll x=2.y=1 jiIn?y=2(x+C), In*y=2(x-2).
ny
3. y'ctlgx+y=2 x=0,y=-1. jiy=2-Ccosx, y=2-—3cosX.
4, xy+x=1 x=0,.y=2. jiyP+x2—2x=C, y*+x*-2x=4.
%+ﬂ:0; y(0)=-1 Javob. Y=1sinx-1.
3 CosX 3



6. e*dx —2dy = 0 y(0)=0 Javob. y= %ex —%.

O zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamalarni yeching

1.y'=y?cosx jry=— %

Y=y Iy (sinx +C)

2. xydx + (x+1)dy =0 jry=C(x+Dy™*

3. (L+e*)y?dy =e**dx j:y¥=3InCVe* +1

4. x+y'(y+xy)=0 j:x+y72=InC|x+]J

5 @+y?)dx—xydy=0; y(1)=0 Javob. x?—y?=1.

6.%+_d—y:o; y(0)=1 Javob. y:%+£
2 sinXx 2 2

Bir jinsli differensial tenglamalarni yeching

y

1. xy'=y-—xe*. j:y = xarcsin Cx
2. w'=2y—x. Jiy—x=Ce’™"
3. X* +y? —2x'=0. jix?—y?=Cx
y
4, Xy + Y2 =(2x* + xy)y'. jiy?=Cxe *
5. Xy + Y =(2x% + xp)y". j:
Tartibi pasayadigan differensial tenglamalarni yeching
1. y''=c0s 3x J: y:—écos3x+clx+c2
2. y'=sinx; Javob. y=-sinx+C,x+C,.
3. y''=sin X cos X; Javob. yzz_sm82x +C,x+C,.
4, y'=xe; Javob. y=e™*(x+2)+C,x+C,.
5. xy''—y =0; Javob. y=Cx* +C,.
6. Yy =1, Javob. C,y?=1+(C,x+C,)%.

Quidagi differensial tenglamalarning berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlarini toping.

1. y"-9y =0,y(0)=0,y'(0)=6 Javob: y =2e*

2 y'—y'—2y =0,y(0)=3,y'(0) =0 Javob:y=e* +2e~*

3. y'+2y+5y=0;y(0)=1y'(0) =1 Javob: y = e (cos 2X + sin 2x)
4 y"'—10y'+25y =0,y(0) =1,y'(0) =8 Javob:y = 2(1—x)e>



5. y'"+3y'+2y =0,y'(0) =-1,y(0) =3 Javob:y=e* -2
6. y'+6y'+9y =0, y(0)=2,y'(0) =1 Javob:y =e*(2+7x)
7. y'-2y'+2y =0,y(0)=1,y(0)3 Javob:y=e*(cosx+2sinx)
8. y"+2y'—8y = 3x Javob:y=C,e* +C,e ™ 33
8 32
9. y"-5y =5x Javob:y=C,e™ +C2e“—%x
10. y"'—3y—4y=x*+1 Javob: y:C1eX+C2e4X—1x2—gx+g

Quidagi differensial tenglamalarning berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlarini toping.

11. y"-9y=0,y(0)=0,y'(0)=6
12.  y"-y-2y=0,y(0)=3,y'(0)=0
13. y"+2y+5y =0;y(0)=1,y'(0) =1
14. y"'-10y'+25y =0,y(0) =1,y'(0) =8
15. y"+3y+2y=0,y'(0)=-1y(0)=3
16.  y"+6y+9y=0,y(0)=2,y'(0)=1
17. y"-2y+2y=0,y(0)=1y(0)3
18.  y"+2y-8y=0
19. y"5y=0
20. y"3y-4y=0

Javob:y =2e*

Javob:y=e* +2e™*

Javob: y = e (cos 2x + sin 2x)
Javob: y = 2(1—x)e™
Javob:y=e* -2
Javob:y =e>*(2+7x)

Javob: y =e*(cos x+ 2sin x)
Javob:y=Ce” +C,e™
Javob:y = Ce '™ +C,e’™x

Javob:y=Ce™ +C.e"

«3xS»TEXNOLOGIYASI.

Bu uslub o’quvchi - talabalarni erkin fikrlashi, keng doirada turli
g’oyalarni bera olishi, ta'lim jarayonida yakka, kichik guruh holda tahlil etib,
xulosa chiqara olishi, ta'rif bera olishiga hamda hamkorlikda jamoa bo’lib
ishlashiga garatilgan
treningda talabalar kichik guruhlarga bo’linadi va ularga tayyor targatma
material-lar tarqatiladi. Har bir guruh jamoa bo’lib javob belgilaydi. Shartni
bajarish uchun ikki dagigadan vaqt ajratiladi va kuzatilib boriladi. Keyingi
bosgichda varaglar guruhlarga soat strelkasi bo’yicha almashtirilib beriladi. 3
yoki 5 marta aylangandan keyin talabalar bilan to’g’ri javob muhokama

gilinadi.
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