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Если функция )(xf  интегрируема на отрезке  ba, ,  то,  для любого x , 

bxa  , существует  интеграл 

,)()( 
x

a

dttfxF
  (*) 

который называется интегралом с переменным верхним пределом. 

Теорема (о непрерывности интеграла с переменным верхним пределом). 

Если функция )(xf  интегрируема на отрезке  ba, , то функция )(xF , 

определяемая равенством (∗), непрерывна на этом отрезке. 

Доказательство.  

Пусть x  и xx   - точки отрезка  ba, . Т.к. )(xf  интегрируема на  ba, , и, 

следовательно, ограничена на этом отрезке, то существует число M  такое, что для 

любого  bax ,  выполняется неравенство Mxf )( . Поэтому 

,*

)()()()()()(

xMMdt

dttfdttfdttfdttfxFxxF

xx

a

xx

a

xx

a

xx

a

x

a







 





 

т.е 0)()(  xMxFxxF  при 0x , и функция непрерывна в точке 

x . Теорема доказана. 

Теорема (о производной интеграла с переменным верхним пределом). 

Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке  ba,  и непрерывна в некоторой 

точке  этого отрезка. Тогда функция (*) дифференцируема в точке x , и 

)()(' xfxF  . 

Доказательство. Достаточно доказать, что 
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0
)()(

lim
0














 x

xFxxF

x  (**) 

Оценим сверху модуль выражения под знаком предела в левой части этого 

равенства; имеем 

 

.)()(*
1

)()(
1

)()(
1

)(
)()(








































xx

x

xx

x

xx

x

xx

x

dtxftf
x

dtxftf
x

dtxfdttf
x

xf
x

xFxxF

 

Т.к. функция f  непрерывна в точке x , то для любого 0  существует число 

0)(    такое, что при любом t ,  xt , выполняется неравенство 

2
)()(


 xftf . 

Поэтому для указанных t  







xdtxftf

xx

x

*
2

)()( , 

Окончательно 

,*
2

*
1

)(
)()(











x

x
xf

x

xFxxF
 

если x . Это означает справедливость (**). Теорема доказана. 

Следствие.  

Если функция непрерывна на отрезке, то она имеет на этом отрезке первообразную. 

В качестве такой первообразной можно взять, например, интеграл с переменным 

верхним пределом. 

Теорема. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке  ba, , и )(x  - какая-либо 

первообразная этой функции на указанном отрезке, то 
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 

b

a

abdxxf ).()()(
 (*) 

 

Доказательство. 

Одной из первообразных функции )(xf  является 


x

a

dttfxF ;)()(
 

две первообразные функции )(xf  различаются самое большее на константу, т.е. 

.)()( Cdttfx

x

a

   

Подставляя сюда ax   , получаем, что )(aC  . Поэтому 

 

x

a

axdttf ).()()(
 

При bx   получаем требуемую формулу. Теорема доказана. 

Доказанную теорему часто называют основной теоремой интегрального исчисления. 

Фор-мула (*) называется формулой Ньютона-Лейбница; эту формулу часто 

записывают в виде 

,)()( |
b

a

b

a

xdxxf 
 

правую часть при этом называют двойной подстановкой от a  до b . Заметим еще, 

что формула Ньютона-Лейбница справедлива и при ba  . 

На интеграл с переменным верхним пределом распространяются все правила и 

свойства определённого интеграла. 
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Исторические факты 

Ещё до появления математического анализа данная теорема (в геометрической 

или механической формулировке) была известна Торричелли, Грегори и Барроу. 

Например, Барроу описал этот факт в 1670 году как зависимость между задачами на 

квадратуры и на проведение касательных. После создания Ньютоном и Лейбницем 

дифференциального и интегрального исчислений смысл формулы стал трактоваться 

чисто математически: операции дифференцирования и интегрирования взаимно 

обратны. 

Ньютон сформулировал теорему словесно следующим образом: «Для 

получения должного значения площади, прилегающей к некоторой части абсциссы, 

эту площадь всегда следует брать равной разности значений z [первообразной], 

соответствующих частям абсцисс, ограниченным началом и концом площади». У 

Лейбница запись данной формулы в современном виде также отсутствует, 

поскольку обозначение определённого интеграла появилось гораздо позже, у Фурье 

в начале XIX века. Современное оформление и строгое доказательство впервые 

опубликованы также в начале XIX века Лакруа. 
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Примеры. 

1. 
22

222

|
abx

xdx
b

a

b

a


  

2. ;lnln |
1

1

xt
t

dt x
x

  это равенство справедливо при любом 0x  

3. Переменная сила на прямолинейном пути изменяется по закону: 

56)( 2  xxf при 0x . По какому закону изменяется работа этой силы ? 

Работа силы )(xf   на отрезке  x,0  прямолинейного пути равна: 

xxdttdttfxF

x x

52)56()()(
0

3

0

2     

Таким образом, работа изменяется по закону:  xxxF 52)( 3  . 
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Образцы решения задач 

1) При 0x  вычислим интеграл с переменным верхним пределом: 

dt
t

xF

x


1

1
)(  

Применяя формулу Ньютона - Лейбница на отрезке между 1 и x , получаем: 

xxtxF
x

ln1lnlnln)( |
1

 . 

Ответ: xln . 

2) Найдём значение функции: 

7 dttxF

x


1

ln)(  

Применим формулу интегрирования по частям, взяв tu ln  и dtdv  : 

1lnlnlnln

ln

ln)(
1

1
1

1
1

|| 









  xxxtxxdtxx
t

dt
ttt

tv

t

dt
du

dtdv

tu

dttxF

x
x

x
x

x

Ответ: 1ln  xxx . 

3) Вычислить 
1

0

2

dxxe x

: 

)1(
2

1

2

1

2

1

2

1

2 |
1

0

1

0

2

1

0

2









  eedte

dtxdx

dtxdx

tx

dxxe ttx  

Ответ: )1(
2

1
e . 
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4) Вычислить 


0

sin dxx : 

















 
0

00
0

|| sin)0)1(()cos(cos

cos

sin
sin xdxxxx

xv

dxdu

dxdv

xu

dxx

 

Ответ:  . 

5) Найдите объем тела, образованного при вращении фигуры вокруг оси Ox , 

ограниченной данными кривыми 
x

y
1

 , 1x , 4x : 

Применим формулу для вычисления объема тела вращения: 

4

3
1

4

111
|
4

1

24

1


 

















  x

dx
x

V
 

Ответ: 4

3
. 

 

6) Материальная точка движется прямолинейно. Ее скорость изменяется по 

закону 12)(  xxv  м/с, 21 t , 52 t . Какой путь пройдет материальная 

точка за время от 1t -й секунды до 2t -й включительно? 

В силу того, что для вычисления пути можно воспользоваться правилом: 





2

1 1

)(

t

t

dxxvs
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получим 

28230)()12( |
5

2

2

5

1

  xxdxxs
 

Ответ: 28. 

7) Определите массу стержня длины 10l , если линейная плотность стержня 

меняется по закону xx 3.06)(  , где x  - расстояние от одного из концов 

стержня. 

В силу того, что для вычисления массы стержня можно воспользоваться 

правилом: 


l

dxxm
0

)(
 

получим 

7501560)15.06()3.06( |
10

0

2

10

0

  xxdxxm
 

Ответ: 75. 

8) Определите работу, необходимую для поднятия тела массой 10m  с 

поверхности Земли вертикально вверх на высоту 1000h  

Работа переменной силы )(xF  на отрезке  ba,  вычисляется по правилу: 


b

a

dxxFA )(
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Обозначим через F  силу притяжения тела Землей. Пусть зm  - масса Земли. 

Согласно закону Ньютона, 

2
)(

x

mm
GxF з

 

где x  - расстояние от тела до центра Земли. Полагая зGmm , получим 

2
)(

x

k
xF 

, hRxR   

где R - радиус Земли. При Rx   сила )(RF  равна весу тела mgP  , т.е.  

mg
x

k


2  

откуда 
2mgRk   и 

2

2

)(
x

mgR
xF   

В расчетах полагаем радиус Земли равным 6371032R  м, ускорение 

свободного падания 81.9g  м/с2. 

Таким образом, искомая работа равна 

98085
10006371032

1000637103281.91011

1
)(

2

2

2

2

|





























hR

mgRh

RhR
mgR

x
mgRdx

x

mgR
dxxFA

hR

R

hR

R

hR

R

 

Ответ: 98085. 
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Тесты 

1) Для вычисления определенного интеграла применяется формула Ньютона–

Лейбница, которая имеет вид (здесь )(xF - одна из первообразных для 

функции )(xf ): 

A)  

b

a

bFaFdxxf )()()(   B)  

b

a

bFaFdxxf )()()(   C)  

b

a

aFbFdxxf )()()(  

2) Выберите верные высказывания: 

1. Если функция f  непрерывна на отрезке ],[ ba , то она интегрируема на этом 

отрезке. 

2. Если функция f  интегрируема на отрезке ],[ ba , то она непрерывна на этом 

отрезке. 

A) 1  B) 2 C)  1 и 2  D) оба неверные 

3) Может ли функция, не являющаяся непрерывной на отрезке ],[ ba , быть 

интегрируемой на этом же отрезке: 

A) Да  B) Нет 

4) Если функция )(xf  является четной, то интеграл 


a

a

dxxf )(  равен )0( a : 

A) 0  B) 
a

dxxf
0

)(2   C)    D) 
a

dxxf
0

)(  

5) Если функция )(xf  является нечетной, то интеграл 


a

a

dxxf )(  равен 

)0( a : 

A) 0  B) 
a

dxxf
0

)(2   C)    D) 
a

dxxf
0

)(  
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6) Вычислите определенный интеграл 
10

2

dx : 

A) 0  B) 1  C) 8  D)   

7) Вычислите определенный интеграл 


0

sin xdx : 

A) 0  B) 2  C)    D) 
2


 

8) Вычислите определенный интеграл  

1

0

21

1
dx

x
: 

A) 0  B) 1  C)    D) 
4


 

9) Вычислите определенный интеграл 
2

0

sincos



dxxe x

: 

A) 1e   B) 1e   C) 1  D)   

10)  Вычислите определенный интеграл 





1

1
)3)(2(

52
dx

xx

x
: 

A) 2ln   B) 3ln   C) 6ln   D) 1 

11)  Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями xy cos , 0y , 

 
2


x , 

2


x : 

A)    B)   C)   D) 

12)  Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
24 xy  , 0y : 

A)   B)   C)   D) 
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13)  Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  области 

под параболой 
2xy   от 0x до 2x : 

A) 
5

32
  B) 

5

23
  C)    D) 1 

14) Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  области, 

ограниченной линиями xy  , 0x , 1y : 

A) 
2

1
  B) 1  C)    D) 

2


 

15)  Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy  области, 

ограниченной линиями xy  , 0x , 1y : 

A) 
2

1
  B) 1  C)    D) 

2


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