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Qadimgi zamon matematikasida masalalarni geometrik  usul bilan yechish 

ko’p qo’llanilgan usullardan biri hisoblangan. Algebra va geometriyaning ko’pgina 

masalalari tekislikda va fazoda koordinatalari butun nuqtalardan iborat bo’lgan 

to’plamlarni o’rganishga olib kelinadi. Jumladan, juda ko’p hollarda bunday 

to’plamlar uchlari butun nuqtalarda bo’lgan ko’pburchak va ko’pyoqlardan iborat. 

Bunday ko’rinishdagi to’plamlarning xossalari keng o’rganilgan bo’lib, ular bilan 

ishlash qulaydir. Mazkur ilmiy ishda uchlari butun nuqtalarda bo’lgan 

ko’pburchaklar yuzalarini hisoblash bilan bog’liq bo’lgan masalalar o’rganilgan. 

Uchlari panjara tugunlarida joylashgan ko’pburchaklarning yuzlarini 

hisoblashning har xil usullari mavjud. 

Tekislikni teng parallelogrammlarga bo’luvchi parallel to’g’ri chiziqlardan 

ikki oilasini qaraymiz. L bilan bu to’g’ri chiziqlarning kesishish nuqtalari 

to’plamini belgilaymiz va nuqtali panjara yoki panjara deb ataymiz. Panjaraning 

nuqtalari tugunlar deb ataladi. 

Parallelogrammlarning har biri fundamental parallelogramm yoki panjarani 

hosil qiluvchi parallelogramm deyiladi. Fundamental parallelogramm yuzasini 

∆(L) bilan belgilaymiz. Panjara faqat tugun nuqtalardan  iborat bo’lib, to’g’ri 

chiziqlar panjaraga tegishli emas. Agar to’g’ri chiziqlar oilalari o’zaro ortogonal 

bo’lsa, ortogonal butun nuqtali panjara deyiladi. 

Uchlari panjara tugunlarida joylashgan ko’pburchaklarning yuzalari uchun 

Pik formulasi deb ataluvchi formula mavjud. 

Pik formulasi bo’yicha ko’pburchakning yuzasi ko’pburchakning ichidagi va 

chegarasidagi tugunlar soni orqali hisoblanadi. Agar  B orqali ko’pburchakning 

ichida yotgan tugunlar sonini va Г orqali ko’pburchakning chegarasida yotgan 

tugunlar sonini belgilasak, Pik formulasi quyidagicha bo’ladi: 
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Bu formulaning uchlari panjara tugunlarida joylashgan ko’pburchaklarning 

yuzalari uchun o’rinli ekanligi 1899-yilda Georg Pik tomonidan ko’rsatilgan. 

Murakkab ko’rinishdagi figuralarning yuzalarini hisoblashda Pik 

formulasidan foydalanish ancha qulaydir. Bu formula ko’pburchaklar uchun o’rinli 

bo’lganligi bilan u bevosita ko’pyoqlar uchun analogga ega emas, lekin fazoda 

uning har xil umumlashmalarini qarab chiqish mumkin. 

Agar uchlari panjara tugunlarida bo’lgan uchburchakning tomonlarida va 

ichida tugun nuqtalar bo’lmasa, bunday uchburchak sodda uchburchak deyiladi. 

Har bir fundamental parallelogramm diagonal yordamida ikkita sodda 

uchburchakka ajraladi. Tekislikda sodda uchburchaklar juda ko’p, lekin hech biri 

o’tkir burchakli emas. Fundamental parallelogramm va sodda uchburchaklar uchun 

quyidagi teoremalar o’rinli: 

Teorema. Berilgan panjaradagi barcha fundamental parallellogrammlar 

(demak, sodda uchburchaklar ham)teng yuzalarga ega. 

Agar panjara ortogonal bo’lsa, u holda sodda uchburchaklarning yuzalari  
 

 
  

ga teng bo’ladi. 

Teorema.  L panjaraning tugunlari orasidagi eng kichik masofa d=d(L) shu 

panjaraning fundamental parallellogrammning yuzasi  ∆=∆(L) uchun 
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tengsizlik o’rinli bo’lib, bu tengsizlikda tenglik o’tkir burchagi 60
0 

ga teng 

romblardan tuzilgan yagona panjarada erishiladi.  

Uchlari panjara tugunlarida joylashgan ko’pburchakning yuzalari uchun Pik 

formulasining analogini beruvchi quyidagi formula o’rinli 
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bo’lib, bunda B-ko’pburchakning ichidagi tugun nuqtalar soni, Г-ko’pburchak 

chegarasidagi tugunlar soni,  ∆(L)-fundamental parallelogramm yuzasi. 

Panjara nuqtalari bilan bog’liq masalalar turli ko’rinishda bo’lib, juda 

ko’pchiligini hatto maktab o’quvchisi tushunadigan shaklda sodda qilib aytish 

mumkin. Lekin ularni yechish ancha murakkab bo’lib, masalaga har tomonlama 

yondashishni talab qiladi. Bunday masalalarga masalan, tekislikda uchlari panjara 

nuqtalarida bo’lgan ko’pburchaklar, fazoda bo’lsa ko’pyoqlar bilan bog’liq 



masalalarni keltirish mumkin. Bu masalalarda ko’pburchak yuzalarini topish, 

ularning tomonlarini aniqlash, ularga tashqi va ichki chizilgan aylanalarnin 

graduslari bilan bog’liq masalalarni, ko’pyoqlarning hajmlari, yoqlarning yuzalari 

va shu kabi masalalar uchraydi.  Masalan bunday masalalardan quyidagilarni 

keltiramiz:  
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panjaraning uchta har xil nuqtasi faqat  a,  b,  c, d sonlar ratsional 

bo’lgandagina yotishini va aksincha ekanligini ko’rsating. 

2. Uchlari  Z
2 

panjara nuqtalarida joylashgan eng kichik burchagi 𝛂 ga teng 

parallelogramm uchun faqat uchta hol bo’lishi mumkinligini ko’rsating: yoki  
 

 
 

irratsional son, yoki    
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