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Hilbert yoki Banax fazosida berilgan chizigli operatorlarni tekshirish jarayonida
uchraydigan eng sodda masalalardan biri - bu invariant elementlarni topish yoki bu
operator ta’sirida yo‘nalishini saqlovchi elementlarni topish masalasidir, ya’ni
shunday elementlarki, ular
Tf=uf (1)
tenglamani ganoatlantiradi. (1) tenglamani ganoatlantiruvchi har ganday nolmas f
element T operatorning xos elementi, unga mos x giymat T operatorning xos
giymati deyiladi. Xususan =0 soni ham xos giymat bo‘lishi mumkin. (1)
tenglamaning biror x xos giymatga mos yechimlari to‘plami f chizigli
ko“pxillilik tashkil giladi, T operatorning uzluksizligidan bu to‘plamning yopiqligi
kelib chigadi. Demak, (1) tenglamaning yechimlari to‘plami gism fazo tashkil
giladi. Bu qgism fazo x xos giymatga mos xos gism fazo deyiladi. x Xxo0s
giymatning karraligi deb, unga mos xos gism fazoning o‘lchamiga aytiladi, ya’ni
dimKer(T —z)=n soniga x Xos giymatning karraligi deyiladi. Xususan n=1
bo‘lsa « xos qgiymat oddiy ([1] ga garang) deyiladi.
Endi T Hilbert fazosida ixtiyoriy f,g T lar uchun
(Tf,9) =(f,Tg)

o‘rinli bo‘ladigan T:T" — T operatorni garaymiz. Bunday operatorlar simmetrik
operatorlar deyiladi. Bu tipdagi operatorlar T =T sharti ganoatlantiradi, shuning
uchun ular o z-oziga qo‘shma operatorlar ham deyiladi. Bu ikki tushuncha
chegaralangan chizigli operatorlar uchun ekvivalentdir. Agar T simmetrik operator
barcha f eI" lar uchun (Tf, f) >0 shartni ganoatlantirsa T ga musbat operator
([1] ga garang) deyiladi.

1-ta’rif. Agar T:I' »>T chizigli chegaralangan operator har ganday

kuchsiz yaginlashuvchi {x,} ketma-ketlikni kuchli yaginlashuvchi y, =Tx,



ketma-ketlikka akslantirsa, T ga to ‘la uzluksiz operator deyiladi.
1-teorema. Hilbert fazosini chekli o ‘lchamli fazoga akslantiruvchi har
ganday chizigli operator to ‘la uzluksizdir ([2] ga garang).

Endi biz fagat to‘la uzluksiz simmetrik operatorlarni garaymiz. To‘la uzluksiz
simmetrik operatorlar uchun dioganal ko‘rinishga keltirish hagidagi teorema
chekli o‘lchamli fazolarda ganday bayon qilinsa, cheksiz o‘lchamli fazolarda ham
deyarli xuddi shunday bayon qilinadi. Xususan to‘la uzluksiz simmetrik
operatorlar har doim xos giymatga ega bo‘ladi.

2-teorema. Agar A:T'—>T musbat to ‘la uzluksiz operator bo ‘Isa, u holda
ekstrimal masala

(Af, f)=maksimum |f|=1 shartda

yechimga ega. Bu masalaning ixtiyoriy f =¢ yechimi A operatorning xos
elementi bo ‘ladi. Bu elementga mos ,, xos giymat uchun s, =|A| tenglik o ‘rinli.

To‘la uzluksiz operatorlarning panjaradagi Shryodinger operatorlarining xos
giymatlarini topishga tadbigqi.

Bir o‘lchamli panjara z da harakatlahayotgan ikki fermionli sistema
Hamiltoniani H Hilbert fazosi ¢2(Z xZ)={y € (,(ZxZ):yp(n,m) =—p(m,n)} da oz-
0°ziga go‘shma chegaralangan operator sifatida aniglanadi ([3] ga garang):

(Hy)(n,m) = > [2y7(n,m) —y(n+s,m) =y (n,m+8)] - (n—m)y(n,m), (5 (ZxZ).

Is|=1
Bu yerda v(n) >0 haqgiqiy giymatli z da aniglangan juft funksiya. Ko‘p hollarda v
ni finit funksiya deb faraz gilishadi. Biz ham ¢ ni |n|>2 bo‘lganda v(n)=0 deb
faraz qilamiz. Ma’lumki, sistema Hamiltoniani H ning bog‘langan holatlarini
o‘rganish Shryodinger operatorlari deb nomlanuvchi H(kK), keT =[-x,7]
operatorlar oilasining xos giymatlarini o‘rganish masalasiga keltiriladi. Har bir
keT da H(k)=Hy(k)-V operator L,(T)={f eL,(T): f(—p)=—f(p)} Hilbert

fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi operator sifatida aniglanadi:

(H,(k)f)(p) = (Z—ZCOSECOS p}f(p),



V f)(p) = 1_[[asin psing+bsin2psin2q]f(g)dqg.
ﬂ-T

Bu yerda a=v(1), b=v(2) bo‘lib, a>b>0 deb faraz gilamiz. H(k) =H,(k)-V
0‘z-0‘ziga go‘shma chegaralangan operator bo‘lib, uning muhim spektri
[m(k), M (k)] kesmadan iborat, bu yerda

m(k) = 2—2cosg, M (k) = 2+2cosg_

1
2

Ma’lumki, V musbat operator, uning musbat kvadrat ildizini V2 orgali

1
belgilaymiz. V2 ham integral operator bo‘ladi va L, (T) fazoda quyidagi formula

yordamida aniglanadi:
1
V2 f)p)= lj.[\/gsin psing++/bsin2psin2q]f (q)dg.
ﬂ-T

Shryodinger operatori H(k) ning muhim spektrdan tashgaridagi xos giymatlarini

1 1

o‘rganish Faddeev tipidagi G(k,z)=V 2r,(k,z)V2, z<m(k) operatorning xossa-
larini o‘rganishga keltiriladi. Bu yerda r,(k,z)=(H,(k)-zl)™" go‘zg‘almas H, (k)
operatorning rezolventasi.

1-lemma. Har bir keT va z<m(k) uchun G(k,z) to‘la uzluksiz musbat
va simmetrik operator bo ‘ladi.

2-lemma. Biror z<m(k) soni H(k) operatorning xos giymati bo lishi
uchun A=1 soni G(k,z) operatorning xos giymati bolishi zarur va yetarli.
Bundan tashgari ularning karraliklari ham teng, ([3] ga garang) ya 'ni

dimKer (H (k) —zl) =dim Ker (G(k,z)—I).

3-teorema. H(k) operatorning z (z<m(k)) dan kichik xos giymatlari soni
G(k,z) operatorning birdan katta xos giymalarti soniga teng ([4] ga garang).

Biz qarayotgan holda limitik operator G(k,m(k)) to‘la uzluksiz musbat

operator sifatida aniglanadi. Uning f e L,(T) elementga ta’sirini topamiz:



(G(k,m(k)) f)(p) =

-1 ” J[asin psing+~/ab(sin psin2q+sin2psinq)+bsin 2 psin 2q] f (g)dg
7C0S T

4-teorema. a) Agar a>b=0 bolsa, u holda G(k,m(k)) operator noldan
fargli yagona oddiy A =a: cosg X0S giymatga ega bo ‘ladi.

b) Agar a>b>0 bolsa, u holda G(k,m(k)) operator noldan fargli ikkita oddiy

X0s giymatga ega bo ‘ladi, ular:.

_a+2b++a®+4b’ _a+2b—va®+4b’
ZcosE 2C0S —

4-teoremadan foydalanib Shryodinger operatori  H(k) ning m(k) dan kichik
nechta xos giymati borligini aytib berish mumkin. Masalan a) holda a>cosg

bolsa H(k) operatorning m(k) dan kichik yagona oddiy xos giymati bo‘ladi.
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