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KHUPHUI

Jluccepranus MaB3YCMHHHI AaCOCJAAHMIIM Ba YHUHI [J0J13apOJIMru.
MamnakatuMu3aa COFJIOM Ba OapkaMoJl aBJIOJHU TapOusiaml, EnuIapHUHT
Y3 MKOIUW Ba MHTEIUIEKTYyaJl CAJIOXUATUHU pyEOra YMKapuIl, MamMiIaKaTUMU3
wurut — Ku3mapuaun XXI acp TamabGnapura TYIMK >kaBoO OepaguraH xap
TOMOHJIaMa PUBOXJIAHTAH IIaxcliap ATUO BoOsira €TKa3uIll y4yH 3apyp MIapT-
IapouTIIap Ba UMKOHUSTIApHU sApatuil OVitmua Kanpnap Tait€pnam mMusiuii
nactypu, “Tabnum Tyrpucuaa’ru KoHyHuna GeiruigaHrad KEHI KyJaMid aHUK
HYHAITUpWIraH d4opa-TaJ0upilapHU amMajra OIIMPUII Makcaauaa yuoy
qUccepTalrs MaB3yCu TAaHJIAHIU.

Puman reomerpuscMHMHT (yHAAMEHTal TAaJKUKOT OObEKTIapuaaH Oupu-
pUMaH KYOXWUIATK Y4YyH M30METPUK AaKCIAHTHPULLIAD TPYIIIACHHUHT
CTPYKTYpacuHM Ypranumjgan mobopataup. by rpynna mactnab eBkiupa ¢aszocu
yuyyH  Vypranwiau. Mabiaymkun — eBkiaua  (a3ocu  yYyH — U30METPHK
aKCIaHTUPHUILLIAp FPYINACH OPTOrOHAJ MaTpUliajiap rpymmacura u3oMopQpaup.

Karnama cTpykTypacu KUpUTUITAH KYIXUIIUK KaTJIaMalld KYXAUIHK 1e0
aTayiaJid Ba XO3UPTU 3aMOH I'€OMETPHUSICUHUHT aCOCUM TaJIKUKOT OOBEKTIapHUIaH
Ooupu xucobsananu. UIyHMHr ydyyH XaMm KaTiamMald KYOXWIIMK HU30METPUK
aKCIIAaHTHPHUILJIAD TPYINIIACUHUHI CTPYKTypa MyXHM Ba SHIH MacajajapiaH
oupuup.

KarnamanapHuHr sHr acocui Ba Kyn YpraHuiaradl TypiapujaH Oupu-
cyOMepcusiiap €paamuza aHUKIaHyBUM Kamiamanapaup. CyOmepcusiiap
épllaMK/la aHUKJIaHYBYM KaTjamjap T€OMETPUSCHUHM YpPraHMIlra >KyJa Kyrmiad
tagkukoTiaap Oarumnanrad. Xymmaman O’Heiin b. [9], Hermann R. [3],
Peiinxapt b. [24] Ba Oomkanap. bynaan tamkapu A.f.HapmanoBuunr [23],

[25], [26] nnapuaa xaM YpraHuJraH.



TagkKukoTAa KYJVIAHWITAH YCJIYOJapPHUHT KHCKAa4Ya TaBCU(u;

TagkukoT MyaMMOCH KaTiiamanap Hazapusicu Ba auddepeHiman
reOMETPHUSI METOJIAPU OPKAJIM XAJ TUIIA/IN.

TagkukoTHUHr Makcaau: [luccepranusiza puMaH cyOMepcusuiapu
épaaMuia aHWKJIAHYBYM KaTjaMalapAup TEOMETPUSICM Ba YHUHI H30METPHK
aKCJIAaHTUPUILLIAP TPYNIACUHUHT CTPYKTYpPaCHHM YpraHull Ky3aa TyTHITaH.

Taakukor Bazudanapu:

- puMaH cyOMepcHsiIapyu XOCUJI KWJITaH KaTjiaMalapHu YpraHull,;

- KaTjlaMaau KYMXUUIMKIAP U30METPUSIIAPUHN YPraHUIIL.

TagkukoT 00beKTH: Yoy MAarucCTpPJIMK IUcCcepTalusICh
muddepeHnramIaHyBIl  aKCIAHTUPUIIIADHUHT MYyXUM CcUHGbIapugaH Oupu
puMaH  cyOMepCHsUTapuHM,  yjap  XOCHJ  KWIraH  KaTjJaMaJapHUHT
M30METPUsUIApU TPYNIIACHHU YPTaHUIITa OaFuIllJIaHTaH.

TaagkukoT nmpeaMeTH: puMaH CyOMepCHsJIapyd XOCHJI KUJITaH Katjiamanap
M30METPHUSIIAPU TPYIIIACH.

TaakKMKOTHUHT WiMuH papaszu:

Puman cyOMmepcusuiapuHuHT 06ab3u CUH(JIApU yUyH yjap XOCHJI KWITaH
KaTJlaMaJIJapHUHT  M30METpUsIap TpyHnacu KYNXWIUIMK — U30METPUsIIapU
rpyIIacura KucM rpymma oyasu.

Xumosira oJin0 YHKHJIAETraH acoOCHi XoJ1aTJiap:

- Kypunaérran macana erapiau Japaxkaaa ypraHuiMaradH Ba KaTJiamalu
KYTIXWUTUKIIAP U30METPUsIIapy KYNIXUIUTUK YIYH XaM U30METPHUsl OYIUIIUHUHT
3apypuil Ba €Tapiiyd MIAPTIAPU STHTM HATHXKAIUP.

TagKUKOTHUHI WJIMMWH STHTUJIATH:

- KarjaMaiu KYNXWUIMKIAp M30METPUsJIapd KYNXWUIMK YYyH Xam
M30METpUsl OYIUIIMHUHT 3apypHUil Ba €TapiiM IapTiapy sSHT'M HaTWXKa cudaruia
OJIMH/U.

TagKMKOTHUHI WIMMH BAa aMAJIUil aXaMUATH:

Karnamanu KYTIXUUTHKIIAP r€OMETPHUSICH Ba TOIOJIOTUSICH

MaMJIaKaTUMM3/1a TEOMETPHS Ba TOMOJIOTUs (paHUu coxacuaa oiubd Oopuiaétrad



dbyHIaMeHTanl TaIKUKOTJIapra KUpaad Ba MAardUCTPIUK JUCCEpTaIUsICUAA
OJIMHTaH HaTIKaiap ymoy WYHATUIIHA PUBOKIAHTHPHUINTA XU3MAT KHJIAH.

HaTunxaJapHUHT 7bJ0H KMJIMHT AHJIUTH:

TankukoT ummaa MablIyM cCHH(Tra TETUILIA CyOMepcHsiap XOCHI KUITraH
KaTiamalap yIyH H30METpHUsIIap TPYIIAcH TYIUK KIacCUPUKAIUS KATUHTaH.

TanmkuKOT WMINWHUHT acoCHMii Ma3MyHH Ba HATIDKalIapu OWTTa HIMUN
MakoyJia Ba pecnyOnmka MuKECHIArd KOH(MEpeHIMs TymIaMuaard mabpysa
Te3ucuaa ¥3 uoaacuHu TOMraH.

Juccepranus TApKUOMHUHT KUCKa4Ya TaBcuu:

Ymby nuccepranus Kupuil, ya 000, oTuTa nmaparpad, yMymMui xynocasnap
Ba alabuétiap pyixatuman ubopar.

1-606na  eBxima  dazocuaarn  Ba  KYNXWUIMKIApJAArd  CHUJUIHK
aKCIaHTUPHILIAP, YIapHUHT HuddepeHInany, paHrd Xakuaa MabIyMoTiIap Ba
MUCOJUTAp KEITUPHIITaH.

2-6001a KyIXWTMKIApAard KariamMa CTPYKTypacH, cyOMepcusap XOCHII
KWJITaH KaTiaamanap YypraHuiraH.

3-6001a 3ca puMaH KYIXWUIMKIAPUHUHT H30METPHUsIIApH Ba KaTilamalld

KSJIHXI/IJIJII/IKJIapHI/IHF HU30MCTPpHUAJIaApH I'PYIIITIACHU S"pFaHI/IJIFaH.



1-600. Kynxu/uiukiapaa CM/UTMK AKCJIAHTHPHUILIAP
1.1-§. EBxina ¢a3zocuaa CMIUIMK aKCJIAHTHPUIILIAP

Kyiingarn axcmantupuinad  Kapainuk: f:G—>R", GcCR" - ouwk

TymiaM. by akcnantupumr m Ta n Y3rapyBuUMiad (QyHKUUsATIAp OepUIIMILUTa

TCHT KYyWJINIUDP:

= fl(x|>x29"'xn)
YV, = fz(xlbxzr“xn)

Vo= L0 3,0.0,)
Mucoa 1.1.1. Kyitiugaru f:R’ — R' aKCIaHTUPUII MKKM Y3rapyBUMIH

ourta f(x,y)=x+y byHkuus 6unan Gepuiran.

Mucoa 1.1.2. Kyitunaru f: R’ \{O}—) R’ akcnanTupum 6up Y3rapyBUdIKM

uKKuTa QyHKUIMA OujaH Oepuiras:

fix)=x,

f.(x)= sinl,

X
Mucoa 1.1.3. Kyitunaru f:R’ — R’ akcnanTupuil yd4 y3rapyBudIn ydTa

¢byHKuMAa OunaH Oepuiras:

fi(x,y,2)=xp,
fz(x,y,Z):yZ,
fz(x,y,Z)ZXZ

Mucoa 1.1.4. Kyituparu f: R® — R' akcnanTupuin yu ¥3rapyBuniy OUTTa
¢byHkuusa OunaH Oepuiras:
Sy, z)=xyz
Mucoa 1.1.5. Kyiiuparu f:R'— R’ akcnantupuim Oup y3rapyBumiIu

yuTta QyHKIMs OuiaH Oepuiras:



filx)=x,
f(x)=x,
f(x)=x

Taspup 1.1.6. bepwiran f:G—>R", GcR” AKCIAHTUPHLI YUYH
Jis faseeer [, OYHKIHSIAp Y3IYKCH3 Ba 7 TapTHOrada Yy3JIyKCU3 XyCyCHUH

Xocujanapra sra oyinca (r > 1), / aKcIaHTHPHIN CHUTHK akciantupu éku C' -

aKCJIaHTUPUII JeUnIaan.

Kyitnnaru marpunia f akClIaHTHPHIIHUHT SIkoOM MaTpuiiacu ae0 aTaiaau:

A A ]
ox; Ox, ox,,
I(f)=| 0% ox, ox,, (1.1.1)
I In  Tn
ox, ox,  0x,
buzra f:G—>R",(GCR" - ouuk TtYywiam) akciadtupum  C' -

aKcIaHTHpUII Oepwiran OyncuH. f akcmaHTHpUIl AUGQEpPeHIUATHHUHT X,
Hykragaru padaru  ge6 (1.1.1) dopmyna Ownan aHukjaHran Skoowu

MaTpULACHHUHI 1[Iy HyKTajard paHrura aitwiagn Ba rankd, f  xabu

OeurmiIaHaIm.

IOxopuna xentupwiraH MUCOJUTADHUHT SIKOOM MaTpuIlacCl Ba pPaHTHHH
AHUKJIANMMU3.

Mucoa 1.1.7. Kyitunaru f(x,y)=x+y ¢dopmyna épramuna Gepuiran

f:R* > R' akcnantupumuunr Ixo6u matpunacu I(f)=(1 1) 6¥iranu yayn

f akcnantupuil quddepeHnnanu df HUHT paHrd XamMma HyKTajaa 1 ra TeHr.



fi(x)=x,

Mmucoa 1.1.8. Kyiingaru 1 dopmynanap épnaMuaa Oepuiran
fo(x)=sin—
X

f:R'—>R® akcnawtnpumauer $Iko6M MaTpUIACHHM Ba x, =1 HyKrama

PaHTHHH TOTIANITHK:
CAI
_| Ox |=
1(£)= of, | (— chosl}
ox

1
rankd_f = rank( j =1
’ —cosl

by akcnantupui qud@epeHaIiHuHT paHrd XaMmMa HyKTaaa Oupra TeHr.

S y,2)=xp,
Mpucon 1.1.9. Kyiinparu < f, (x, y,z) =yz, (Qopmynanap €&paamuaa
fZ('x’y’Z): Xz

Oepunran  f:R’—> R’  akcnamTupumIHMHT  SkOOM  MaTpPULACHMHH  Ba

X, = (x° ,V',2° )= (O,l,l) HYKTaJla paHTMHU TOTANJIUK:

9 9
ox 0Oy Oz y
o9, o, 9,
=L L Lo
ox Oy Oz
af3 af3 af3 z 0 x
ox Oy Oz
1 00
rankd, f=rank|0 1 1 |=3
1 00

Mucoa 1.1.10. Kyitunaru f(x,y,z)=xyz dopmyna épnamuna Gepuiran
f:R°—>R aKCJIAHTUPHUIITHUHT Sxobwu MaTpHUIIaCUHU Ba

X, = (x° ,V',2° )= (2,0,1) HYKTaJla paHTMHU TOTIANJIUK:

I(f){% % Z—J;}(yz Xz xy)



rankd, f = rank(0 2 0)=1
Mucoa 1.1.11. Kyiinnaru

X

(*
(x)=
(x)=+

hopmymanap épmamuma Gepwiran f:R'/{0}— R’ axcmantupummmmr SkoGu

-

=

h
e
e

X

MaTpUAaCHU Ba YHUHI X, = 2 HYKTaJ1a paHT'MHHU TOIAMINK:

o

ox 1
1(f)= gi -| 2x

X 2

% 3x

ox

1
rankd, [ =rank| 4 |=1
12)

Matpuiia paHr YHUHT YCTYH Ba KaToOpJlapy COHMJIaH KaTTa Oyia oamaiau,
IIYHUHT YYyH akciIaHTUpHIl JudPepeHIMaTuHUHT paHrd y4yH KyHugaru
TEHTCH3ITHK Xap oMM ypuriu 6ynamu: rankd, f <min(n,m).

Tabvpud 1.1.12. bepunaran [ axkcIaHTHpHUII Yy4YyH X, HyKTaza
rankd, f =min(n,m) 6ynca, x, Hykra perynsp nykra, rankd, f <min(n,m)
Oynca, x, HyKTa KpUTHK HyKTa JeHUIAIM.

Okopuna xemrupwiran 1.1.7, 1.1.8, 1.1.11. MHUCOJIIapJaru
aKCIAHTUPUIIUIAPHUHT 0apya HyKTaJlapu PeryJisip, SbHU PaHTH Xap Oup HyKTaza
MaKCHMaJl.

1.1.9.-1.1.10.-mucomnapna 3ca 0y akCIaHTHpPUIILJIAD KPUTHUK HyKTara sra

0ynub, x, =0 Oyaranaa paHru Makcumal smac.
Ounk G,G'c R" tymnamnap yuyn ¢@:G — G’ - romeomopdusm (¢ ra

TECKapu akKCIAHTHUPHUIN ¢ ' MaBXya Oyamb, ¢ Ba ¢ ' aKCIaHTHPHIILIAP



y3aykcu3) Oyamb, ¢ Ba @ ' aKCIaHTHPHIUIAp CWUIMK Oyiaca, @

madpeomoppusm aeitn namu. Yimdamu (n + m) oynran R"" =R"xR" (da3zo
HYKTaJIapUHU (x, y) KYpHUHUIIMA udonanaiimus, OyHIa
X= (xl,...,xn)e R, y= (yl,...,ym)e R". bmsra UcR'VcR" - o04HK
TYIuIamiap Ba (xo, Yo ) eUxV c R"™ 6epuiran OYIiCHH.

Teopema 1.1.13. (omxopmac pyHkuus xakuna). bepunran ¢ :U xV — R”

- @e(C’'-aKCJIaHTUpHUIl r>1 Y4YH, go(xo, Yo ) =0 Ba det(a—wj #0

Oy

(xo’J/o)

MyHocabatnap YpuHmu 6¥ica, x, HyKTaHWHT uryHmail W(x,)c U atpodu Ba
LIyHJAN SIroHa g : W(xo)—> V' akcIaHTUPHUII MaBXYIKH, g(xo): Vv, Ba UXTUEPUI

xeW(x,) yayn ¢(x,g(x))=0 Tenrnux Ypunm 6ynau.

by akcnaatupum yauyn g €C’ Ba (Z—g = —B"Aj , Oynna B, A matpunanap

X

%p X,y Ba % X,y MaTtpuuajiapiad Y aprymMeHTHu glx) ra
oy 0
X

aJIMAIITUPUIILIAH XOCUI OYIau.

Mucoa 1.1.14. Kyitnnaru ®(x,y)= ln(x — v+ 2) =0 ¢opmyna Ounan

oD
Oepwiral omkopmac (YHKIUSHU CD(xO, yo) =0 Ba . =10 Oynaaguran
X

(xo, yO):(Z;Z) HyKTa arpoduaa x ¥y3rapyBuum OViimya sroHa KYpUHHILIA
KyHHlarnya eI MyMKuH: x = y° —1 .

Teopema 1.1.15. (teckapu akciantupuin xakuaa). busra U c R" - oumk
tymiamMaa apmkiaanrad U —> R" C',r >1-akcnantupum Oepuirad 0yiuo,
x, €U HykTa f aKCIaHTUPUINIHMHT peryjisp Hykracu Oymca, x, Ba f(x,)
HYKTaHUHI  IIyHAAW V(xo) Ba W( f (x0 )) atpodiapu  MaBXYIKH,

£V (x,)>WwW(f(x,)) romeomoppusm Ba [~ € C" 6ymanm.



HUcoor. Kyiinparu F(y,x) =y —f(x),(y eR",xe U) Kouja OuiaH
oepunyBun F:R"xU — R" ¢yHkuusHu kapaitnuk. bepwniran [ QyHkuus

yayn y, = f(x,) O6¥mcun. FeC  Ba F(x,,y,)=0. Illysnaii xkuu6

rankd, f =n Oynanu, y xonna det(aa—Fj # 0. Teopema 1.1.13. ra k¥ypa, y,

y

(x0.30)

HYKTaHUHT IIyHAaH W(yo)c R" atpou Ba srona g:W(y)— U akcmanTupum

MaBXYIKH, g(y0 ) = X, Ba UXTUEPHUH Y € W(yo) YUYyH
F(r.g)=r-rlg))=0  (*

®apas xwnaimk, V(x,)=gW(y,)) 6yncun. Arap V(x,)=f"'("(»,))
6yica, y xonma f ysmykcusmurupan V(x,) ouuk Gymamu. Xyaau mryHpaai,
g:W(y,)=V(x,) ounk Tymmammaphu akcnanTupui Ba (*) ra kypa g=f ' ra
sra 6ymamus. Teopema 1.1.15. raxypa f~ € C" 6ynamu.

Orpu 4YM3UKIW KOOpAWHaTamap cucremacu. EBkiaua ¢dasocu R"npa
(xl,...,xn) JlexapT KoopAMHATaNlap CUCTEMAacu KUpUTUITaH 0yncun. U,V c R" -
ounk Tymaminap Ba f :U —V - auddeomopdusm O6yiIcuH.

Tabpud 1.1.16. [ (y)e U HyKTaHUHT CTaHAApT KOOpAWHATajmapu y eV

HYKTAHUHI 3T'PpHU YU3UKJIIN KOOPpAWHATAJIAPH ﬂeﬁnnann.



1.2-§. Kynxu/uinkiapaa CM/UIMK aKCJIAHTHPHUIILIAP
1.2.1. CnianuK KynXuJLTHKJIap

M - n ynuamam TOMOJOTHK KYNMXWITUK OYncuH. TOMOMOTHK KYIXUILITHUK
Tabpudura kypa, uxtuépuit Hykra x € M mynnait U c M arpodra sraku, Oy
atpodp R" HHUHT OHPOp OYMK KUCM TYyIulaMura roMeomMopdaup, sSbHU

@:U —> G c R" romeomopdusM MaBxyz. (U ,go) KyPTIMKHM JIOKan KapTa 1ned

ataiimu3. Arap peU 06¥ica, go(p)eR” Ba aemak ¢(p)=(p,p,.... D).
D> Dyse-es P, COHIIAD P HYKTAHUHD (U ,go) JIOKAJI KapTajaru KOOpAWHaTajlapu
nevmnanu. TaOuuiiku, p HyKTa OOIIKa JIOKaj KapTara XaM TETUIUIM OYIUIIH

MYMKUH.

{U,,p,)} noxan xapramapman u6opar M HHMHT KOmiamacd OYICHH.
Bynpait ouna M naru atmac neiimnanu. Arap (U,,¢,) Ba (U ﬂ,goﬂ) aTyacra
TETMIUIM  JIOKaJ KapTajap 0ynuo, U,=U,NU,#0 oyica,
Vo =0, @, (U aﬂ)—> ?, (U aﬂ) AKCJIaHTHUPULL AHMKJIAHTaH Ba
romeomopdusmanp. Arap v, akciaantupum C’,r>1 akcnantupuin 0Oyica,
U,,p,) Ba (U ﬂ,goﬂ) kaprtanap y3apo C'- Mocriamrad kaprajiap ne0 aTanxaiu.
Arap peU, 6ymb, x,,X,,.,x, Ba Y,¥,,.,Y, Jap P HYKTAHHHI MOC
pasmmaa (U, ,p,) Ba (U ﬂ,goﬂ) KapTajapiara KoopJuHatajiapu Oyica, Oy
KapTagapHuHr y3apo C'- MOCHALUTaHIMTH  ),,),,..., ¥, JAPHUHT X ,X,,..., X

n

napra Hucoatan C’ -GpyHKIUsIAp SKAHIUTHHU TabMUHIaau (1-pacm).



1-pacm.
{(Ua,goa )} aTJIAaCHUHT XaMMa JIOKall Kaprtajmapu y3zapo C'- mocnaimran

oynca, y C’ - atnac neiiunanu. Tabuuiiku, Tononoruk kynxmmumkna C°- atnac
MaBxkyqd. ¥ =1 yuyn C'- aTiacHM CHJUTHK atiac 1e0 aTtaiMus.

Arap MKKWMTa aTJIacTapHUHT JIOKaj KapTrajapuaaH ubopaT aTjiac CHIIIUK
aTiac Oynca, yJnapHU y3apo CHUIMK SKBUBAJEHT aTiaciap ne0 araimus.
Tononoruk KynxwuIMKIa y3apo SKBUBAJEHT CUJUIMK atTjaciap HUFUHAMCH
MakcuMal CWUIMK aTJIaCHu XOocud Kwiaau. by atnacHu cuimuk  €xku
muddepeHuran cTpykrypa neb ataitmus.

Taspudg 1.2.1. M Tomonoruk KyNXWUIMK YHAQ AHWKJIAHTaH CHJUTHK
CTpyKTypa OwiaH Oupranukna cwuiMK Kynxwumk (C'-xynxuiumk) aeo
aTayiaJu.

Tononoruk xkynxunukaa Oepwiran uxtuépuit C' - atnac makcuman C' -
amiacHu aHukinauau. LIyHUHr y4yH CHJUIMK CTPYKTYpaHM aHUKJIAIl YYYyH
oupopta C’ -aTIacHU KYpCaTHUIIl eTapIHaup.

Mucon 1.2.2. M =R' npa Ourra JioKal KapTagaH wuHOOpaT aTIacHU

xuputamus: {(U,p)}, U=R', ¢ - ropusoHTanm acHMITOTara sra OyiMaras



o x,x<0
MOHOTOH YCYBUYM Y3IYKCU3 (YHKIIMS. go(x)zx Ba f (x): oynca,
2x,x>0
x,x<0
Q- =<y 50 muddepennpamianyBun 3mac. Jlemax, (U ,go) Ba (U, f)
—, X2
2

arinaciap R' ma xap XWI CHIUIMK CTPYKTypallapHH aHUKJTakIH.

Mucoa 1.2.3. S° = {(x,y,z)e R:x*+y’ +z7° :1} chepana Kyhinugaru 6 ta
z>0,2<0,x>0,x<0,y>0,y<0 Tenrcuzaukiap OwiIaH aHUKIAHYBYH SPUM
chepamapaan uOopaT aTiacHU KapaiimMu3. by armacHuar C”- CTpyKTypa
9KaHWHHU KypcaTaMu3. BYHWHT y4yH HMXTHEPHH HMKKHTA JIOKaJ KapTaJapHUHT
y3apo C”-Mocnamraniuraad kypcaramu3. Mucon yayH z >0 Ba x>0 spum
chepanapHu Kapailiuk. Arap (x, y,z) HyKTa OMpUHYYU KapTaaa (x1 , X, ), MKKUHYU
kaprana (y,,y,) KoOpAMHaTajapra sra OYnca, X, =X,X,=V,y,=V,y,=z.

Jlemak, cdepa TeHrinamacuan Qgoigananuo,

EKu

bornanunuapuu xocun kwiamui. by ¢yHkuusanap uxtuépuii Taptudaaru

(V] 0
y3JlyKcu3 xocunanapra sra. Jlemak, z >0 Ba x>0 nokan kapranap y3apo C” -
MOCHaTraHaup. XyAAu IIyHAaW, UXTUEPUN HMKKUTA JIOKal KapTalaJapHUHT
C” -Mocnamranauruiy Kypcatuin MyMkuH. Jlemak, chepa C* -KyIXUITAKIND.

Mucon 1.2.4. M =R", {{U,p)}, U=R" Ba ¢,(x)=x 6yacun. By atiac

R" nma KaHOHHWK CTpyKTypa ne6 aramyBuum C~- CTpyKTypaHu aHUKIaiau. by

CTPYKTypa TY3WIHIIMHU YypraHamus. Arap (U a,goa) JOKAJI KapTa KaHOHMK

-1

CTpyKTypara TeTHIUIM Kapra Oyiaca, W, =@,0, =@, W, , =00, =@

a



akcnantupuimnap C”-cundra Termmnu Oynaumum  kepak. Jemak, (U, ,p,)

KaHOHUK CTPYKTypara TErMIUIM OYIMIIM y4yH rOMEOMOp(U3M ¢, Ba YHHUHT

teckapucu ¢ ' C” -aKCIaHTHPHII OYITUIIHN 3apypAup.

1.2.2. CniMK KyNXWITHKJIAPHA CWIJIMK AKCJTAHTHPH LI

Cummuk k -ymaaman N KYOXWUTMKHE CHIUTHK, 71 -YITHaMITH KYTTXUJUTHKKA
Y3IIYKCU3 akciaaHtupuil ¢ : N — M cunnuk aevunanu, arap uUXTuéput peN
HyKTaHUHT atpoduma N Ba M pgarm Oupop Kaprajga CWIUIMK (GYHKIHSIIAP
ounan Gepuiica, sbHU g@h~ dyHkims M na cunuk GyHkuus 6ynca (3-pacm).
Ocnatub yramus, Oyana N, M KyIXWUIMKIAPHUHT YTdamiapu k,n UXTUEPHIA

OYIUIIM MyMKHH.

h
goh™

3-pacm.

Tabpudg 1.2.5. Ukku cWUIMK KYOXWUIMKHU y3apo OUp KUMMATIU HKKH
TOMOHJIaMa CWJUIMK akclaHtupuil auddeomopdusm, OyHIall akcIaHTUPHUII
YpHATUII MyMKUH OYITraH Kynxujutukiaap sca quddeomopd aeitnnany.

M na cunnuk wyn gaed y:[a,b]—> M cuMK aKCIaHTHPHILNTa alTaMus.

Jlokan koopauHaTanapaa Hyn HyKTaJapuHUHT xap Oup x' °©Y KOOpAMHATACHU
cwuuK QyHkuust 6ynagu. y(a) Ba y(b) HykTamap WYIHUHT OOIIM Ba OXUPH

EeUWIaIn.



Teopema 1.2.6. ¢@:N—>M - cwuMK KYOXWUIMKIAPDHU CHILIIUK
aKCIAHTUPHII Ba Vg €M @ aKkCIaHTUPUITHUHT PETYJSIp HyKTacw OVicwH. Y
XONja p HYKTAaHMHT Tyna 1poobpasu B=¢~ (q) N na ¥Ynuyamu
dimB =dimN —dimM =k —n OGynran CUIUIMK KUCM KYTIXWILIUK OYIau.

Hcbor. B=¢" (q) KAaTJIAMHUHT KYIMXWUTHK 3KaHUHWA UCOOTIIAII YUyH, Xap
oup p € B HykraHuHr arpoduga omkopmMac (QYHKIHS XaKUZard TEOpeMaHH
Kymtam erapiad. Harmxana xap 6up p € B nykra R eBkumjn (azocuuaru
coxara romeoMopd pelU arpodra nsra OVmagu. U artpodma  yokain
KoopauHataiap cudaruna N KYOXWUIMKHUHT p HyKTach arpoduaaru

(x,,..,x, ) JOKal KOOpJAMHATanapjaH GHpop (n—m) TACUHU OJIMII MYMKHH.
Arap Oy KkoopauHaTtamap (X,-l,---,xin_m) Oynca, y xonja KoiraH (xj) JoKa
KOOpAWHaTanap (xil genes X, ) OopKa¥ CWUIHMK (QYHKIMsIap OuiaH udoaanaHaiu.

bynnan B =g0’1 (q) HUHT CWUIMK KYOXWUIMK SKAaHJIUTH KEeIUuO YWKaIu.

(¥, y,) N KYNXWUIMKHAHT p HYKTacH aTpoduaard 6olIKa KOOpAMHATA

cuctemMacu OYIICHH. (yjl,...,yj_ ) cucteMa B gma JoKal KoOopauHaTaiap

CUCTCMAaCHHH TalllKNJI 9Tau. v xXoJjaa

Yy, =Y, (xl ,...,xn)z Y, (xl (xl.l grees X, ))...,xn (xl.l grees X, )) CWUHK (DYHKIUS OYaau.

Teopema ucbotnanau.

@:N —>M — cumuk N KYOXWIIAKHA CHUTHK M KYIXWITUKKA CHILTUK

aKkciIaHTUpHI OyncuH. N nmaru xap oup ¥y wynara M na @ oy Wya MoC Kenau.

4-pacm.



M na Oupop ¢(p) HyKTa arpodpuma Oepwiran xap Oup f
¢yukuusara, N ja oupop p Hykra atpodpuaa Oepwiran f o @ QyHKIMA MOC
KeJaju.

CWUMK ¢ aKkCIQHTHPHIUHWHT p HyKrajgard audpdeperimand d,¢ 1ed
d,p:T,N —)Tq)(p)M aKCIaHTHpHIITa aiiTuiaad, y xap 6up u €7,N Bexropra
d pqo(u) € T(p(p)M BEKTODHU Moc Kyhamm, M ga wuxtuépuii [ CHIUIHK
byHKUMATa KyHuaaru koua 0yitnda tabcup 3Tajiu:

(d,0(u))f=u(fep). (1.2.1)

Arap u BEKTOp Y WYJIHUHT p = y(t) HYKTa/la Te3JIMK BEKTOpHU Oyica, y

xonga d pgo(u) BEKTOp ¢ ©°y WYJIHUHT { Ja TEe3JIMK BeKTOpu OViaau (4-pacm),

dp(7'(1)=(9or) (1): (12.2)
KOxopunaru dpopmynanapaad KypuHaauku, uXTuépuit u,ve T »N,aeR na
dolu +v)=do(u)+ do(v), dp(au)= ade(u), (1.2.3)

SBHU @ 1N — M CHIUIMK aKCIAHTHPHIUHUHT JuQepeHinam d,¢ Yu3HKIN

aKCIAQHTUPHIN Ba IIyHUHT YYyH, XyCYCHH XOJijlap/a CH/UIMK aKCIaHTHPHIII
oynamn, d,@:T,N—>T q)(p)M Tabuuit  komma  OyiiM4a  aHUKJIAHTaH
d go( D, u) = (go ( p) .d P (u )) ypuHMa KaTJaMaJapHH aKCJIAHTUPHIII

dp:TN - TM uu kKapaiiMu3. by akciaHTUpuUIl yMyMmaH OJTaHla YHU3UKIU

aMac, Oalku KaTiiaMJaruHa YM3UKiIu Oyiaau.
1.2.3. borupui, »KOHIAITHPHIL, CyOMepcHs

bepunan ¢ cwIIMK aKCIaHTUPUII Y4YyH Xap Oup pe N HyKrajgaru

mapdepeHnam  d,@ YU3MKIM AKCIAHTHPUIIHUHT SAPOCH (aKkaT HOJIIaH

noopar 0yica, sibHu d ¢ akcnanTupuil auddepenunam 7,N  dasonn T, M

HUHT KucM (azocura 4Yu3MKIM u30Mop(d akciaHtupca, y xojiga @



aKkcaaHTApuIl N  KYyOXWUIMKHE M ra  (CWUIMK) OOTHpHIN JIeHuIajIu.
Tabuwmiiku, OyHma k =dim N <dimM =n Oynumm 3apyp.
N KYOXWUIMKIA p HYKTaHH Y3 WYHMra OJyBYd (V, g) KapTaHHUHT JIOKaJ

KOOpAuHaTajgapu (xl,...,xk) Ba M KynxwuiMKaa (p( p) HYKTaHU Y3 HYHUra

OJIyBYH (U,h) KapTaHUHT ( o yk) JOoKan KoOpAuHAaTanapuga @

aKCITAHTUPHUIL CWIUTUK QyHKUMsATIap Ounan 6epunaiu:
Y = yi(xl,...,xk); i=1,..,n. (1.2.4)
bepunran ¢ akcnantupuin 60THpHUII OYIUIIN yuyH k <n O6Yaub, xap Oup

a i
peN Hykraga SlkoOu Marpuiiacu (aijj HUHT paHrd k ra TEHr
X i=l,..,n; j=1,..k

.............

oYUM, S’bHU MakcuMaJ OYJIUIIM 3apyp Ba eTapIuaup.
SIkoOu MaTPUIIACUHUHT PAHTH JIOKAJ KOOpJIWHATANIApHU KaHJal TaHialra

OOFJIMK APMac Ba (¢ aKCIAHTUPHIIHHUHT p HyKTagard quddepeHnuand d¢@ HUHT
paHTu JeUUIaIn.

Arap ¢@:N — M axcnantupuniga N Y3uHUHT oOpazura auddeomopd
Oynca, y xoijga (@ akCIaHTHpUII (CUJUIMK) >KOWJIAmTUpUII nehunanu. by

OOTUPHUILHUHT XYCYCUH XOIUAUP.

Mucoa 1.2.7.

S-pacm.
5-pacMaaru MUCOJIJIa OYMK KECMaHU TEKUCJIMKKA OOTHUPHUII OViIaau, JeKUH
Koimamrupuil OynonMaiian. WKKMHUM MUCONAA aKCIAHTHPUIL HHBHEKTHUB,
JIEKUH XKOWJTAITUPUIL OYIManTu.

NxTtuépuii 60THpUII JTOKAJ KOUTAIITUPUIL OY1aau.



bepuiran ¢ : N kK s Mm" aKCcIaTUpUIIAA KYNXWUIMKIAp YI4aMH Y4yH
k>n teHrcusnuk Oaxapwica Ba SkoOM MaTpUIIACUHUHT pPaHTH Xap Oup
HyKTaJla Makcumal O0yJica, sS’bHU 1 Ta TEHT Oyica, () aKCIaHTUPHUII cyOMepcus
JIenIaan.

Mucoa 1.2.8. Cwuk 7 :TM > — M " npoekuusiiamt ITM nmaru  xap Oup
(p,u) (Oyuna peM,ueT M) BeKTOpra yHUHI HYKTaCHHH ﬂ(p,u): p Moc

Kysaau. By akCIaHTHPUINHMHT Xap OMp HyKTaJa paHrd MakCHMall, SbHH 1 Ta
TeHT Oyiranu yuyH cyoMmepcus 6ynaau.
Mucoa 1.2.9. ¢:R’>—> R' akclanTupum Ky#umard Kouma OViinmua

AHUKJIAHAIN: go(x, y): X, YHUHT paHru 1 ra TeHr cyomepcus Oynanu.

1.2.4. Kynxu/uiMK/JIapaa BeKTOp MalJI0HJIap

Tabvpud 1.2.10. A M xucm TYIIaMHUHT Xap Oup Xx € A HyKracura
ypuama ¢asoman ompop X, €T .M Bexrop Moc Kyhmica, A Ttymiamma X
BEKTOp MaiJoH Oepuiiran Jeiuiaiu.

X BeKTOp MalJOHHU X > X, aKkCIaHTUpHII cupaTHIa Kapall yuyH Oapua

X, BeKTOpiap €TyBYM AroHa TYIUIAMHU KYpCAaTHII JIO3UM, YYHKH TYpJIH

HyKTajapra Typiu ypuHma (azonapaaH BekTopiap Moc Kyhuiaau. bynpaii
TymiaM ypuaMma katiama TM xucobnananu. IyHUHT y4yH BEKTOp MalOHHU
KyHUJaru akCIaHTUPUII KaOu aHUKJIAII KyJIaliup:
X:A—>TM ,06ynna Ac M

by akcmanTHpuml KyWuzarda KymuM4ya XOCCaHUM KaHOATJIAHTUPAIMU:
uXTHEpU X € A HyKTa yuyH npoekuus 7z(X, )=x, ssbHU 7o X =id,. bynnaii
akcnantupuiiap 7M HUHT KecuMIIapu XaM JeUniaau.

Tacauk 1.2.11. Ac M coxana O6epwiran X BEKTOP MaiJOH CHIUIMK
nernnaay, arap y4 TeHTKyWId TacIuKiIapiad oupu Oakapurca:

a) X:A—TM axcnantupuil cudarujga Kapaia€TraH BEKTOp MaoH A

CUJUIMK KYIIXWIUIMKHUA TM  CWUIMK KYNIXWIINKKA CUJUIMK aKCIaHTHUPCA,



0) M naru A coxana OepwiaH UXTUEPUN CWUIMK GYyHKUUS f  y4YyH
(Xf )(x) = X ./ TeHIIuK OMilaH aHUKIaHyBYM X/ (QYHKIUS CUIUIMK OyIica;

6) xap Oup xe€ A4 HyKra Yy4yH (U,h) KapTa TONWICAaKd, yHAa X,

/ 1
BEKTOPHHUHI  KOOpAMHATIapH X, Jap X HYKTaHUHT (x yerny X! )

X

KOOpJMHAaTalapura CUUIMK OOFIIHMK Oyiica.

Tabpup 1.2.12. Ac M Ttynnamaa aHuknanrad X — BEKTOpP MailJloH
CWJUIMK JCUWIIaH, arap Kamuyaa ourra AcGc M ouuk TYymiamiaa
aHUKJIaHTaH Ba A Tymnamjaa X BEKTOp MailoH OWIaH ycTMa-ycT TYyIaJuraH,

AbHU Y |,=X TEHIJUK OaXapuilaAuraHn CWUIMK Y BEKTOp MalJOH MaBXKyH

oynca. bynnait ¥ maitnon X BekTOp MallJJOHHUHT KEHraiTMacH JeHuiIaam.

burra A c M tynnamna Gepwiran X,Y BeKTOp MaiJIOHIapHU KyWHJlaru
Kouja Oyiinya KYIIuIl Ba COHTa KYMauTUPUIL MyMKHH: (aX +bY )X =aX_ +0bY,,
Oynna a,b € R. by amamnapra Huc6ataH 4 Jard BEKTOp MalIOHJIAp YM3UKIH

¢azo Tamkun stagu. byHpan Ttamkapu, 4 C M paru BEKTOp MaioHIapHU

byHKUMATa KyHugarnia KynauTupuIl MyMKUH:
(). = f(x)X, (1.2.5)

M naru CWIIMK BEKTOp MaijoHnap 4M3ukiu ¢dazocuHu (R yctuma) N

Owiad OelIrnIanMus.

®dapaz kwiainuk, f:N Ko M"- cyomepcust  OyicuH.  Omikopmac

byHKIMS ~ XaKujgaru — Teopemara  kypa  f -l ( y), vef (N ) M  Tyma

npooOpasnapu (k—n) -YI4amiIM CWIUTMK  KUCM KYNIXWJUTUK OYynanu. By xucwm

KYNIXWUTUKIAPHUHT T, XV =Kerd,.f ypunma ¢asocu T.N ypuHMa (pa3oHUHT

BEepTUKaAI KUCM (a3ocH Aerunaam.

dapa3z Kwiaiauk, N — puMaH KYynXwiiura OyiacuH. Y xohjga Xxap Oup

I''N ypunma ¢azona T, XV BepTUKal KucMm (da3oHuHr T, XH OpTOTOHAaJ

o H
TYIAUPYBYMCH aHMKJIAHTaH. AHMKIAHTaH 7, KuUcM (pa3o ropus3oHTan KUCM

dazo peitmnaam.



Xynnu myHaai xap Oup BeKTOp MaiiioH €dunMacu KyWujaard KypuHUIga
6ymamn: X =X"+X", 6y epra XV eTF, X"eTH. Arap X"=0 (moc
papummga X' =0 ) 6yaca, y xomma X MaiigoH BepTHKal (MOC paBHIIA
TOPU30HTANT) BEKTOp MalJIOH JIeUnIaan.

M XynxuwinvKHMHT ¢ pHMaH MeTpukacu L, Kamiamaa g puMaH
METPUKACUHU XOCUJ Kuwiaau. by merpukanapra HucOaTaH KaHOHUK MHBEKIIMS
i:L, —> M wusomerpuk Oorupuin Oymamu. V Oormannmm L, Kamiamzaa Y
OOFJIAHMIIIHUA XOCUJT KUJIAIH.

Xynmu wyHga f:M — B cyOmepcus M xynxwuukaa k=n-—m
Ymgamnum  F Katmama XOCHJ KWW, YHHHT KaTJIaMjapu L,=f _l(p), peB
omkopmac GyHKIHMS XaKUJlard Teopemara Kypa KUCM KYIXUJUTHK OYIaau.

®dapa3z kunaimik, M, B KyIXWIIuKiIap puMaH KYIXWUIATH OYJICHH.

T,F xuem ¢aso T M ypunma ¢asoHuHr KucMm ¢asocu Kerdf, Oninan
ycTMa-yer  Tywand, Oy epaa  df, - aKCIaHTHPUIUHMHI ¢  HyKTajard

nuddepeHmany.

Tabpud 1.2. bepunran f: M — B cyomepcusiauuar nuddepenunanu df
TOPU30HTAJ BEKTOpJAp Y3YHJIMIHMHH cakjiaca, y Xohjaa cyomepcus f:M — B
puMaH cyOmepcusicu nevmianu. Anbarra, 0y Tabpud KyHugarua TEHIJIUKIapra
TEHT Ky4IH: <;,\_z> = <u,v> &xu 2(u,v)=|u + v‘z — ‘u‘z — M2
Tabpu¢p 1.2.13. Kyitmgaru R: V(M)x V(M)x V(M)—) V(M) YU3UKIIU

aKCIAaHTUPUILI KyHuaaru kouja Oyinya aHUKJIaHCA:

R(X.Y)Z=V\VyZ =V, VyZ =V i, (12.6)

STPWIKK TEH30pH Aeumnanu, OyHaa X,Y,Z V(M ) Ba [X Y ] — X BaY
MangoHnapHuHr JIu Kascu.

Taspud 1.2.14. Kyiimgarn  k(u,v)= <R(u,v)v,u> Koujpa Oyinua
aHuKIaHyBYM QyHKIMS u,v € T M BekropnapiaH Xocwi KuiauHran o < ' M

TEKUCIIUK NYHAIUIIUAA PUMAH STPUWINTH IEHUTIaIN.



O’Heiin dopmynacu:
Teopema 1.2.15. f:N —>M puman cyOMepcuscu OyiacuH. Y XoJyaa
uxtuépuit yeM,xe f (y) HyKTanap Ba uxtu€puid u,ve T M Bekropiap

YUyH pUMaH 3TPWINTH YYyH KyHHaru TEHTJIMK Oaskapuiiaiu.

2

k)= Kv. )+ [%.7],

(1.2.7)

oyuna X,Y yeM nykragma X , = u,Yy =v kuiMaTiin M KYIIXWUIMKAArd
UXTUEPUN CWIUIMK BEKTOpP MaWIOHIap },}_’- sca Oy mangoHmapHuHT N
KYTIXWIIAKIard TOPU30HTAT KYTapUITHIIIH.

Mucoa 1.2.16. Xond aKCIaHTUPUILIN f:8°—>8?,
f(xl, xz,x3,x4): (2 Re(z1 -z, ),2 Im(z1 -z, ),

OynumuHU KypcataMmus, OyHnaa z, = X, +ix,, z, = X; +ix, ’

2 2
z| -z ) puman  cyOmepcuscu

2 2 2 2
f()cl,)cz,)c3,)c4)=(2)61)63 +2X,%,,2X,X, —2x,X,, X, +X, =X, —x4)
2 2 2 2
X+ +x;+x =1
Vz{—xz,xl,—x“xS} BepTUKal H = {xl,xz,x3,x4} Ba X ={0,x,,x,0}
TOPU30HTAJ BEKTOP MalJOHIap.
<H,X>:x2x4 + XX,

AKCIaHTUPUIIHUHT SIK0OM MaTpuiacu Kylujaruia:

2x, 2x, 2x 2x,
I(f)=| -2x, 2x, 2x, -2x
2x, 2x, -2x, -2x,
2x, 2x, 2x 2x, 8 4x,x, +4x,x,
df(H)=1(f)-H=|-2x, 2x, 2x, —2x || 7|=| 4 —4xx,
2x,  2x, —2x, -—2x, f 2x! +2x; —2x; —2x;



2x, 2x, 2x, 2x, 2x; —2x;
df(X)=1(f)-X=|-2x, 2x, 2x, —2x |- =| 2x,x, +2x,x,
2x,  2x, —-2x, -2x, 2x,x, — 2x,x,

S

=

S

(df (H ),df (X)) =8(x,x, +x,x, )(xf — x]2)+ 8(x,x, — x,x, x,x, +x,x,)+

+ 4(x]2 +x; —x; —Xx] )(x2x4 — x]x3)= 4(x2x4 + x]x3)
1 .
Arap MeTpHKaHH g :ZE KYPUHHMIIAA TaHIacakK, Xomnd aKcIaHTUPUIIH

pumaH cyOMepcusicu 6ynanu, 0y epaa £ — 3x3 OupiMK MaTpHUIa.



2-000. Katnamagnap

§ 2.1. Peryasip katiiamajap

M — n - yayamiam CWUIMK KYNXWUIMK Ba A yHAAarn MakCHMal atjac
OyJICHUH.

Tabpud 2.1.1. M KYOXWUIMKHUHT YU3UKIH OOFJIAHUIUIA  KHCM
TYIUIaMJIapHUHT F = {La;a c B} ouwnacu k -ymuamim, 0<k<n, C' - Kariaama

NeWmIIaau, arap y Kyiujaard yura lapTHU KaHOATJIaHTUPCA:

D YL =M;

aeB

2) Uxtunéput o,f B yuyH, arap o #p Oynca, y xonaa

3) Nxtnépunn pe M yuyH (U ,(p) € A,pelU nokan KOOpAMHATaHU
TaHna0 onumumus MyMmkuH. Hlynnait sxan, arap U "L, #J,Va € B 6yica, y
X0J1a (p(U mLa) HUHT YW3UKJIA OOFJIaHUIUIM TYIJIaM KOMIIOHEHTIIapu
KyWHJ1aru TeHriamanap owian Oepuiaiu:

{(xl,xz,...,xn)E(p(U):xk+1 = Cpi1sXj42 = Crinses Xy, =cn}

Oy epma Ci,1,Crips--C, - UM3MKIN OOFIAHMIUIM KOMIIOHEHTIAPHHHT
y3rapmacnapu (9-pacm).

Oxopuna kentupwiran TabpudHUHT |-mapTura kypa Oapya Katiiamiiap
WUFUHANCU KYNXWUIMKHU KONJAaWaM,  2-mapTra Kypa Xap XWi Katjiamiap

y3apo kecummMaiau. 3-mapt 3ca Katjiamiap Y3uHU napajijies TeKUCIUKIap Kaou

TYTULIWHU KypcaTaau.



RH

g
]
'h

9-pacwm.

Tabpud 2.1.2. F' 6ynuHumgaru xap Oup 4M3KMKIN OOFIaHUIUIA L, KUCM
TYIIaM KaTjiaMm Aedunanu, g =n—k KulMmaT s3ca F KAaTJaMHUHT KOYJT4amu
NeUnIaau.

(U /1,(0/1) aTpod 3) mapTHU KaHOATIaHTHUpCA, YHAA y Karjaama aTpoduiapu
NeUWIIaau.

R" - n- ymuammu esxian ¢asocu, 0<k <n,R" = RF xR Ba

k ~ ~
R" = U R x(xk+1,xk+2,...,xn) 6yacun. Bomkaya kunub aitranma, R”

(X112 sy JER"
k o
dhazonu R" x (xk 10X +2,...,xn) KOMITOHEHT OMpJIaniMacu KYpUHHIIIHMAA OJTaMU3
Bay C” -roMmeoMoppu3MIup. RF x (xk 1 ,...,xn) KOMIIOHEHT/Ia K -Ymdamiu

Katinama aeitmnaau. (10-pacm, n =3,k =2 xonmaa)

10-pacwm.
Mucoa Kyiinnarnya anukianrad f : R > Mz, (x,y,z) € R3, (u,v) e M?

aKCIaHTUpHUIL Oepuiirad OYICHUH:



u =xcos(x2 +y? —z)—ysin(x2 +y? —z)

V= xsin(x2 +y? —z)+ycos(x2 +y? —z)
By akcmaHTHUpHITHUHT caTX TYIUIaMU XOCHJ KMJIyBUM KaTlaMaHU Kapaimus. f
AKCTAHTHPHIIHKHT [ ' ( p),peM 2 p# {0,0} caTX  YM3HWKJIApu  BUHT
YM3UKIapuaal uoopar, p = {0,0} HyKTaJaru caTx 4u3uru 3ca OyryH Oz

YyKkunan ubopat. Yiap ¥3apo KeculiManu, HuFuHIucu R’ (dha3oHM KOTUIanIu.

Mmucon  IOkopuaga  KeaTUpUITaH 1.2.16  mucommaru  Xomd

AKCJIAHTUPHUINUHUHT CaTX CHPTIIaApU XOCHJI KWII'aH KaTJIaMaHH praHaMI/IS.

Mabaymku f:S 3587 aKCIIaHTUPUII Kyhuaaru popmysa OuiaH aHUKIIaHAIN:

f(zl,zz):(2Re(zl-22),2Im(zl-22),21‘2—‘22‘2) , OyH7aa (ZI,ZZ)ECZ,

z, =X, +ix,, z, = X, —ix4’

o, x,,x,,x,)= (2)61)63 +2x,x,,2X,%, —2x,X,,X] +X; —X; — xf)
Xond akcnaHTHpUIIM EpAaMUa XOCHI KHIMHTaH KaTiama Xomn( KaTiamacw
neitmnamu. Kypunmanmaan Mabaymkn, Xornd KaTJaMacHHHMHT Xap OMp KaTiamu

KaTTa annaHanapaad uoopat. lllyHUHT yayH Xap Oup KaTjiaM reoAe3UK UYU3UK

Oynanu.






2.2-§. CyOmepcus épraMuaa aHMKJIAHTaH KaTjamMa

Tabpud 2.2.1. busra ynuamnapu Moc paBumiaa n Ba m oynran M, N —
C’ -kynxwuimk Oepwiran OyicuH, Oyma n>m,r>1. f M —> N C’-
cyOMepcusi €paamMuja XOCW KWIMHTaH Kariama Jeduiaiu, arap UIIyHJau
(n—m)-ymuammmm F C" -KyIXWLIHK Ba N KYNXWUIMKHUHT UIyHJIAi
{U,;A € A} 0o4MK KoIlJIJaMacy MaBXXyJKU, KyHHJIard UKKYU MapT Oakapuica:

1) uxtuépuit g€ N Hykra yayn M na 7' (g) xucm Tymnam F
kynxwuinkka C” -romeomopd (7 — m)-yrdaMian KUCM KYTIXUJLTHK OVIIau.

2) xap 6up U, Tynnam yuyH

v, :n"'(U,) U, xF,

wyHzxait ¥ (77(@))={q}x F, g e U, C" -romeomopdusm MaBxky 1 Oynau.

Uy M xynxwimuk cyOMmepcus €paaMuia XOCHJ KHJIWHTaH KaTiamanap
dazocu, N — Gaza, /' — craHmapT Kariam , 7 aKCIAHTUPHUII — TPOCKITHS,
{U,;Ae A} ouna — C"-cybmepcus €paamuja XOCUI KWIMHIAH KaTJaMaHHHT
KOOpJIMHATA CUCTEMACH.

2) wapT JioOKaJd TPUBHAUIMK IIAPTH XHUcoOMaHaau. Arap N
KYNXWITMKHUHT {U,;A € A} O4YMK KOILUIaMacH OWTTa 3JIEMEHTIAH TaIlKHII
Tonran Oyica, y Xonjga cyomepcus €paamuja XOCWJI KWIMHTAaH KaTjiama

TpUBHAJ KaTiaMa JCUUIIaIn.

TpuBuan katnamanapra Oup HeuTa MUCOJ KEITUPAMU3:

Mucoa 2.2.2. busra M =NxF Ba 7n(q,y)=q (qeN,yeF) TeHrmuk

OwnaH anukianrad 7 : N x F'— N npoekuus 6epwiran 0yicud. 7:N x FF— N
C"- cybmepcusi épaamuia XOCWJI KWIMHTaH Kariama Oynaau. by xomma N
KYyNXWITMKHUHT {U ;A € A} o4MK KomnamMacu N HUHI OUTTa 3JIEMEHTUAAH
nbopar 6ynanu. byngait C' - cybmepcus €paamMuia XOCHJI KUJIMHTaH KaTjiama —

KaTjaMaiap KynanTMacu JIeuiiaiu.



Mucon 2.2.3. Busra M = R? x, y JeKapT KOOpJMHAaTallapyu OujiaH Oepuiran
oyncun. Kyituparu fM — R' byskumsHu Kapaiivus, 6yHga f (x,y)zx2 - y.
By aKCIaHTHPHIIHUHT PaHIU XaMMa HyKTaja 6upra Tenr. Xap 6up ¢ € R' HykTa
yayn [ (c) mpoobpasnap GyHKIMAHMHT caTx umsukiapu f(xy)=c &xu
x’—y=c Tenrnama Ounan Oepunaau. bapya caTx 4Yu3HMKIapu mnapabona

Oynanyu Ba IIYHUHT YYyH yjlap TYFpU 4YHM3UKKAa romeomopd OYynanu, sSbHU

CTaHJApT KatTjaaM TYFpu uyn3uk 0Vmaau (11-pacm).
4

c<0

v

11-pacwm.
_ p2 v o
Arap M =R" pa sHrm V3rapyBUWIApHM KyWHJaruda KUPHUTCAK,
u=x,v=x>— y , y xonna ymap M =R’ na ArPU YM3HUKJIU KOOPAMHATAIIAP

oynanu. by muconma N =R! KyOXWITUKHAHT {U ;A € A} 0YMK KoIulamacu

ourra {U = Rl} OUMK TYyIUlamJiaH ubopar Oynaau. SHru KoopauHartajapia

fiM— R cyOMepcusiHM KyHuaaru KypuHumiaa €3ui MyMKUH:  f (uv) =v.
Mucon 2.2.4. Bepwmran ¢:R> — R' akcmamtupumm Kyitmmarm komja Gyiimua

AHUKJIAHAJIH; go(x, y)=(x2 —l)ey ) go_l(O): 0 kamaM MKKHMTa KOMIIOHEHTajaH HOopat

oymamgu (12-pacm).



v

12-pacwm.
Mucon 2.2.5. Kyiuna R® marm y4 yagamny TOpHEHET R*narm wkxm ymgammm
TOpra CyOMepCHsCHHHN KapaiMus3.
R® (x, V,U,V, w,a)) Ja y4 yI4aMiid ~TOPHUHI  TEHIJIaMaJapuHU
(x, V,U,v, w,a)) e R’ HYKTaJIap YYYH KyWHJarnda aHUuKJIanMu3:
x*+y =1
T°:u® +v* =1
W+ =1
R’ (x',u',w',a)') J1a MKKH ym4amian Top 7' HEHT TEHIVIaMalapHHU 3¢a

KyluJarnya aHuKJIanMu3:

T° = {(x',u',w',a)' X +wi=lut+0’ = 1)}
Bepunran f:T° — T? cyOMepcusiHM Kyinaara KYpUHHUIIAA aHUKIAAMus3:

X =X

w=y
fi

W =uUcosy—vsiny

U =usiny+vcosy



By AKCJIAHTUPHUIITHUHT SIkoOu MaTpHUIaCUHU X,PICO6JI&I>1MPIB Ba aKCJIAHTUPUII

III/I(l)(i)epeHLII/IaJII/IHI/IHI‘ pPaHT MaKCHUMAJI 9KaHUHHU I(SlfpcaTaMI/I?ﬁ

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1(f)= . .

O—usiny—vcosy cosy —siny

0 wucosy—vsiny siny COS y 0 0
By MaTpuLIaHUHT paHry TYPTra TEHr SKaHWHU TEKIIUPUII MYMKHH, S’bHU
rank [ ( f ) =4
Vu {maammm top T° HE ydTa aiflaHaHMAT KymaiTMacw cuaTHaa Kapacak Ba
altmananapaa @,y ,0 Oypyak KOOpJAMHATAJIapUHH KUPHUTCAK, MKKU YIdamiiu
TOPHH 3Ca UKKUTA ailjlaHaHWHT KynaiiTMacu cudaruaa Kapacak Ba yiaapaa @',y
Oypuak KOOpAMHATANAPHHM Kapacak, f :1° —T> cyOMepcHsHH Kyiugara
dbopmynanap opkajid Gepuill MyMKHH:
=9

!

% =%—(t//+sinqo)

VY xonaa Sxkobu mMaTpuiacu Kyuuaaru KYpUHUIITHA OJIaJIN:
1 0 O
I(f)= :
(f) (—cosqp -1 O]

By MAaTPHULOAHUHI paHTU HKKHUI'da TCHI' 3KaHWHU TCKIIUPUII OCOH, ABbHH, PAHI'H

WKKWTa TEHT OYNraH cyOMepcus yd yadamiiu TopJa KaTiama oepaim.



3-000. Katnamaan KynxuJIMKJIAPHA U30METPHK AKCIAHTHPUIILIAPD

rpynmnacu
3.1-§ . PumMaH KyNIXWIJIMKJIAPUHUHT U30METPUK aKCJIAHTHPHULLIAPH
3.1.1. PumaH Ky nIXWIJIUTH

Tabvpud 3.1.1. Arap xap 6up 7.M ypunma dazoga xe€ M HyKrara CHIIUK
OOFNMK (,) CKaJAp KymalTMa aHuKJIaHraH Oynca, M CWUIMK KYNXWUIMKAA pUMaH
CTpYKTypacu OepwiraH nevwnanu, sbHu, M nmaru uxtuépuit X,Y CUIIUK BEKTOP
Maigonnap yuyH (X, ¥) xam M na cwuuk pyHkus 6ynaau.

Tabpu¢ 3.1.2. bornannmnm cwmK M KYOXWUIMKIA PUMaH CTPYKTypacu
Oepwiran 6yica, M puMaH KyIXWIIATH JeHUIaIN.

(U ,h) JOKAJI KoopauHatajmapaa M paru MXTUEPUM xeh(U ) HyKTa Y4YyH
KyWMJAruHA XOCUJI KUJIaMM3:

(X,Y), =(X'0,Y'0,), = X'Y/(3,,0,), = g,(x)X'Y/

6yana 0, — x mykramunr (U,h) KOOpIMHATANAPHHHHT Gas3mc g; (x) Guuan sca
(0,,0,), OenrunaHrad. g, (x) KUUMar M puMaH KYNXWUIATHHUHT X HYKTaCUHUHT

(U ,h) KOOpJMHATATAPUHUHT “METPUK TeH30pH~ KoehhUIMeHTIapu Aeiniaau.
(X,Y) dynkums M na uxtuépuid X,Y CWUIMK BEKTOp MaioHIap Yy4yH
CHJUIMK OYiuiuy yqyH Oapya g, GyHKUMsUIap CHIUIMK OYIHIIM 3apyp Ba eTapiuaup,
oy (xl,...,x”) JIOKaJI KOpAMHATallaparu QU =g, °h GyHKIMs OUIIaH TEHTKYWIUIHD.
Tabpug 3.1.3. Uxkxku M,,M, puMmaH KyNXWUIMKJIAPU H30METPHUK IEHUIANH,
arap yinap ypracuaa UXTUEpUM x e M, HyKra Ba uxtu€puu u,vel M BekTopnap
yuyH wyHaan audpdeomopdpusm  @: M, —> M, YpHaTUII MYMKUH OYIJICHUH:

<u,v>M1 = <dq0(u),dg0(v)>M2 AKCIIAHTUPHUIITHUHT Y3H 3ca U30METPUs JeHUIaIu.



Arap ¢ — u3oMeTpus, (U ,h) — M, naru xapra, (U ,(poh)— aca M, maru xapra
Oyinca, y xomnaa §U. QYHKUMSAHUHT KUAMaTIapu x,..,x" JIOKad KOOpAMHATaaapiaa
Ooup xun 6ynaau.

Mucon 3.1.4. PumaH KYNXWUIMTHTA SHC COAJA MHUCOJ HYKTaBUM E€BKIIH]
dhazocuaup.

Tabvpud 3.1.5. y: [a,b] — M cunnuk akcinantupuil M aa Oynakiu-CUILTUK Uy
JNEeVUIIaIN.

Xap Oup te[a,b] yU4yH y (f) TE3NMUK BEKTOPW AaHWKJIAHTaH. y BEKTOP

=(y,7) Y3yHIHKKa dra. y WY1 y3yHINIH KyiHAarnda aHuKIaHaIi:

?/!
b ' b
s(r)= [y @lde = [ @,y ().
M — puman kynxusuru 6yncun. Tabpudra kypa y Oornanunuiv. bornanumnuim

CWUIMK KYNXWUIMKHUHT HUXTUEPUM MKKM HYKTAaCMHM CWUIMK Hyn OwiaH

TYTAIUTUPUII ~ MYMKUH. p,g€M  Hykramap  opacugaru  macodpa  neb
p(p,q) =1nf s(y) conra adtunaau, OyHAa p Ba ¢ HHU TYTAIUTUPYBUM OYIaKiu-
CWUIMK y WyuiapHuHT inf onuHamu.

Teopema 3.1.5. p(p,q) =inf s(y) TeHrnuk OunaH aHUKJIaHTaH p QyHKUMSI M
1a MeTpuka O0ynaau, sbHU

D p(p.q)>0,

2) p(p.9)=p(a.p),

3) p(p.1)+p(Lg)>p(p.q),

4) p(p.p)=0.

5) arap p#gq 0¥ica,y xonaa p(p,q) >0 Oynanu.

p (pyHKIMATA pUMaH METPUKACU JICUHIIA]TH.

Mucoa 3.1.6. Chepana tekuc merpuka. S = {(x,y,z) eR’:x* +y2 +20 = 1} —

R’ na oupnuk chepa, P = (0, 0,1) — YHUHT Moy Kytou O0yncun. Crepeorpaduk



MpoeKIus Ae06 HOMJIaHyBUM Y : S 2 \{P} — R? AKCJIIAaHTUPHUIIHU Kypamu3. byHHHT

yayH nactiaab, R? TeKHCIMKHH z =0 SKBATOP TEKUCINIH OWIAH TCHIIIALITHPAMHES.
Cyurpa cdepanunr kytOnan dapkiu xap Oup a eS? HyKkTracura Pa Tyrpu

YU3UKHHUHIT TCKHCJIUK OWJIaH KECHIIIUIII HYKTaCHu y/(a) HYKTaHU MOC KSJUIMI/IS.

Tavpudra xypa, arap a:(x,y,z)eS2 Oynca, y xonna y/(a)Z(lx ,1y ,Oj
-z 1-z

Oynaan. z=1 mmMonui KyTOHHIMHAa akciaHtupa onamaiimuiz. UIyHUHT ydyH

l//:Sz\{P}—)RZ, (x,y,z)z(lx ,1y ,Oj aKCIIAHTUPUIL Z =1 TEKUCIUK OJIHO
-z 1-z

tanviasras R® ¢asorm R? Ta cWmiMK akcaaHTHpamd. Xap 6mp a € S* \{P} HYKTa

i dy, :T.S* > R muddepennman Yu3UKIM  u3oMopdusm Oymaau. by
yay l//a a [//(a) p

—

YU3UKIW u30Mopdhu3M Epaamua szl(a) Jard ongui ckamdp xymarmanu 71,5 2

¢azora Kyluaaruua YTKa3uill MyMKUH:
g.(p.q)=dv,(p)-dv,(q)
Kypuiaran puMman MeTpHUKacu KyTO HYKTacH YHMKApuO TalutaHraH cepaHUHT

o 2 o v
TEKUC MeTpUKacu Jedwiagu. S° cdepa sca puMaH Kynxwiuurura ainanagu. (10-

pacM.)




3.1.2. PumMaH KyNXWIJITMKJIAPUHUHT U30METPHUSJIAPU IPYyNNACH

Tabpud 3.1.7. N pumaH KYOXWUIMTUHU M pUMaH KYOXWIIUTUTa OOTHUPUIL

@:N—>M wusomerpus nedunaau, arap ¢  OOTHPUII HHAYLHUPJIAraH CKaJsip

kynaiitma N garu OuiaH ycTMa-ycT Tyllica, SbHU UXTHEpUA x € N HyKTa Ba

u,veT N yayn {d o(u),d ¢(V)), ={u,v), 0axapuica.

Jlokan koopaMHATANIApaa METPUK TCH30p KyWHIard KYPHHHMIITA 3Ta;
g =g,dx' ®dx’
Oy epna g, =g, (xl,...,x” ) — CWUUTUK (YHKIHSIIAp Ba MaTpHIla ( g@.}.) CUMMETPHK
Ba MycOart aHuK;1anrad. FOxopuaaru udoranu Kyinaara
ds® = g, dx'dx’
Kypunumga ¢&3um MymkuH. by epma ds, Ba (x1 +dx', . x" dx”)
HyKTajiap opacuaaru Mmacoda.
busra M" pumaH KYIXUIIATH g, MeTpukKa Ownan 6epuiran OYJICHH.

Tabpudp 3.1.8. bepwiran M" pumadn KYNXWUIMTHHH — y3Ura

akcnantupysud f nudpeomopdusm, g, puMaH METPUKACHHHUHI XapakaTh EKu

HN30MCTPHUA I[eﬁHJIaI[PI, arap puMaH MCTPpUKACHU }”/3141“3 aKCJIaHCa, AbHU

ox'(») o' (»)
ot oy’

g, (V) =g,;(x(»))

6ynca. By epna y',...,y" Ba x',...,x" map moc pasumaa yeM" Ba xeM"
HYKTaJapHUHT OWpop arpoduaaru JOKajd KOOpJAHMHATAAp CHCTEMacH,
i i 1 n
x'=x'(y,..,y") aca f akcnmanTupuniHu HQoaagoBuUn (YHKIHUIIAPAUD, SHHH,
x=f().
bab3u xoinapaa H30METPUSHUHT KOOpAuHaTanapaara udoaacuaan 0oIrka

WHBapUaHT Tabpuduman doimananum Kymnanup. Arap f muddeomopdusm

Oepunran 6ysca, Ounamuskn df axcnantupuin aubdepenumam 7,M" ypurma

dazoru T .M" ypunma dazora nsomopd akcnarupanu. Xap oup 7,M" sa T .M"



ypuHMa (azonapaa puMaH METpUKacH OYiinua Kypuiran <-,->y Ba (-,) cKamsip
KynaiiTManap aHMKIaHrad. Macanas: <a,b>y =g,(»)a't’, a,peT,M".

Tabvpud 3.1.9. buzra M" pumaH KYIXWUIUTHHU y3Ura akCIaHTUPYBYH

S mabdeomoppusm OGepwiran Oyncun. Arap uxrtuépuét a,beT M" Ba

x=f(y) yuyH, <a,b>y :<df (a),df (b)>x TEHTJIMK YpHHIU OYica, y xoiga f

muddeoMoppuszm uzoMeTpus IeHnIaam.
Jlemma 3.1.10. M30MeTpUSHUHI KOOpAMHATIApJAard Ba WHBApUAHT

TabpU(Iapy SKBUBATICHTAUP.

Hcoor. aeTyM” Ba (y‘,...,y") JOKall KOOpAMHATaiapia a:(a‘,...,a”)

oyncun. bynnan df (a) e T.M" Kyliunaru KypuHHIITa 3ra OYIaam:

i 8xi( y) .
df (a)) =——=a",
nemak, df :T M"—TM" Slxobu marpunacu Ownan Gepunanu. bynnan

KYﬁHHaFH TCHITIMKHH XOCWJI KWINII MYMKHUH:

8xi(y) ox’ (y)
o))

a'b? = gkpakb”

(dr (a).df (b)), = &,(x())

By sca nemmanu uc6otiaiiam.

Jlemma 3.1.11. M" pumaH KYNXWUIMTHHHHT Oapya H30METpHsUIapH
TYIUIAaMU TPYIINA TAIKWI TaIH.
Hcodor. by nemMmMaHUHT UCOOTHMHM OCOHTMHA KYpUO YMKHUIIMMU3 MYMKHH.

Mypakkab (QyHKUMSHHHT XOCHIAacH Ba KOOPAMHATAIAapHU y3rapTupHilia g,

HHUHI KOC(I)(l)I/II_ICHTJIapI/IHI/I aiMaldTUpUIl KOHYHHUIAH, UKKHUTA HU3O0MCTPUAHUHT

KOMIIO3UIIMSICH U30METpHs Oymuin kenub unkanu. f axcaanTupuimHudr [(f)
-1
Slkobu Marpunacura Teckapu MaTpuia f = aKCIAHTUPHUIIHUHT SkoOu

-1 o
MaTpulaCu JOKAaHJIHUTUAdH f AKCJIAHTUPHUIIT HN30MCTPHA 6y.]]aI[I/I. BI/IpHI/IK

AIIEMEHT cudaThaa 3ca alHUN aKCIAHTUPHUIITHU OJUII KEPAK.



M" pumaH KYNXWUIMTHHUHT Oapya H30METpUsIIapU TPYIIACH OJaTna

ISO(M ”) Owan Oenrvia”Haiu.

Mucoa 3.1.12. busra R' dasona ds’ =dx’ eBKaua MeTpuKacu Gepuirad
6yncuH, 6y epaa X —TYFPHM UM3MKIArd KOOPAMHATA. f aKCIAHTHPHUII 3ca R'
HUHT y3ura auddeomopdusmu Oynub, ycyBum (€xu kamaroBum) Xx = f())

¢byukuua Owinan  Oepunran  OyincuH.  MeTpuka — cakJIaHTaHW — Y4yH,
ds’® = ( 1 )2 dy’ = dy* 6ynanu, abHu, ( fy’)2 =1. Oxupru TeHriIMKIaH

f(y)=y+a éku f(y)=—-y+b O0Yynaam, Oy epna a,b — y3rapmac CoH.
Mmucoa 3.1.13. EBkiu TEKUCIUTHHUHT KOOpJMHATA OOIIMHHM CaKJIOBUYU
HU30METpHUSAIapy TPYNIACHHUA Tomaiauk. Jlactiad, M30METpHUsIIapHA YH3UKIN

aJiMalaTupuuIap opacHuaaH U3IaniMus3. MeTpI/IKaHI/IHF HWHBApPpHUAHTIINTU

dx* +dy* mapruru Martpuuanu TeHrnama E = AA"  xypunmmmpa &3umm
MyMKUH, Oy epaa A:R° — R’ 4usuxiau anMmamrupuil. By sca Kyiiugaru
cosQ sing
(—sin(p COS qo]
MaTpuiaiapaad uOopaT OPTOroHAJNl MaTpulajgap Tpynnacu 0(2) Ounan
aHUKJIAHAJW Ba XOC OYPHUIIIHU aHUKJIANIH.
cosQ sing
(sinqp —cosqo]
Marpuaiap 3ca xocMac OypumHu wudoganaiian. Xoc Oypuunuiap 0(2)
TPYIIIAHUHT SO(Z) KaOu OeNTMIaHyBYM KOMMYTAaTUB KUCM I'PYNIACUHU XOCHUII
Kujiaau. XocMac OypuIiap KMCM Ipylna TallKWI 3TMalIu. 0(2) Marpuaisap
IpYyIIAacyu dKaHUJIaH, y TOMoJoTUK (a3o Oymaau. Xap Oup myHaail matpuna ¢

Oypuakka Oypuniau Ownaupanu. [llynmait xumuo, 0(2) HU XOCWJI KWUJIyBYHU

MaTpulayiap TYIJIaMy UKKH XU KYPUHUIILAArY ailiiaHara romeomopd 0yinaau.



11-pacwm.

Harmxana, 0(2) Oup YmuaMiu CHWIUIMK €MUK OOFIAHUIICU3 KYIMXWILIHK

Oynanu. 0(2) rpynna ds’ = d@’ MeTpuKanM ainaHagarn 6apua M30oMeTpusIap

rpynmnacu OuiaH ycTMa-ycT TyIau.

Mucoa 3.1.14. EBxima TEKHCIUTH U3OMETpUsiapu y=Ax+b
KypuHHIga €3unaau, Oy epaa Ae 0(2), b BeKTOp 3ca TEKHUCIIHKAA Hapajuieln

Ky4upuIl (xXapakaT)HU aHukiaaiau. bapua OyHmail anmamTupunuiap €BKIUA
METPUKACUHU CaKIalau. Yiaap TEKUCIMKIard Oapuya M30METpPHUsUIapHU Kampad

onagu. by rpynnanu matpunanap rpynnacu cudaruaa Kyidugarunya udoganani

ool

2 2
Hatmxkana, R~ pgaru wuzomerpusiiap rpynmnacu ]so(R) TEKUCIIUKIA

MYMKUH:

ainananap KyQTUHHHT TYFpU KymaTmacura romeoMopd OYIraH TOMOJIOTHK
KYNIXWUTUKKA aiiaHaau. by rpynmna ukkyu OpFIIaHHUILIA KOMIOHEHTIAH HOopaT

y4 YI4amiIi CUJUIUK, OOFJIaHUIIICK3 Ba KOMIIAKT OYiIMaraH KyIXuUIUK OYiaau.

Mucon 3.1.15. Kyiiugaru R TICeBIOEBKIM TEKUCIMIMHH AHMKIOBYH

ds® = —dx’ +dy’ MeTpuKaHM Kapaiiuk. YHUHT OGUpUHuUM (DOpMAa MATPULIACH

B:[‘Ol (1’]

y3rapmac Ba Kyiiugaruda Oyiaau:



Hartmwxkana, Oy MeTpukaHu cakjoBuu Oapyua YM3UKIM OUP IKUHCIH
T
anMamtupunuiap B = ABA TEeHIJJaMaHM KaHOoaTJIIaHTHpaau, Oy epjaa

A:R’> = R’ - 4u3MKIM aIMalITHPHIL. YHH KyHuAary KypUHHIIIA E3CaK,
A — (all a12 ]
a21 a22
KyWHUJaru TeHriaManap CUCTEMaCHHU XOCUJ KWIAMU3:
aj —ah =1, @,a, = a,,ay, ay —ay =1.

CucremaHu edcak,

A tchp tshe
- tshep *cho

ra €Ku

s 1. b
A: ll_ﬁZ ll_ﬂZ
1

i P
Ji-p 1-p

a .
ra sra Oynamus, Oy epma —2 =L, B =the. Bynna umopaiapHUHr Kyiugara
all

KOMOUMHausIapy OYIUIIN MyMKHH:

(* oo Jean (1 Jean (2 e

by epna Gapua Oynuiim MyMKMH OynraH xonatiap KeaTUpuiarad. MacanaH,

2

KOM6I/IHaI_II/I$IHI/I KapacCak, ¢ HH —¢@ Ta ajJlMallTupraHia, KOM6I/IHaI_II/I$I G] Tra

Kyuuaru

TETHIIUTHIIUTHA KeTTUO YUKaIu.
Ocnatn®  yTamMu3Kw, Sh(—(p) =—shp Ba ch(—(p) =chp. byHnan

G=G,VG,UG UG, Ba i#)] ma GNG,=J okaun KeauO YHKAIHM.



Anuknauran G rpynna R} HHMHT OMp KMHCIM M30METPMSJIApU TIPYHIAcH
%) 2 2 2 2
DKAHJINTUJIAH XAKMKUW Ba MaBXyM paanycCiu {—x +y =1}u{—x +y :—1}

nicepaocdepanapau y3ura yTkazau.



3.2-§. Katnamaiau KYNXWUINKJIAPHA H30METPUK AKCIAHTHPHUILIAP

rpynnacu. MucoJiiap

M,N — n-ynmyaminy CWUIMK KYyNXWUIMKJIAp Ba yJjiapaa k-ymdamiu F,F,
KaTJiamanap Oepuirad OYJICHH.

Tabpud 3.2.1. Arap Oupop ¢:M — N paubdeomopdusm yuyH F,
KaTJIaMaHMHT [, KAaTJaMHHHT 00pasu ¢(L,) F, KaTaaMaHHHT KaTiaMu Oyica, y
xonga ¢  akcmatupum  (M,F)(N,F,)  KamiamMand  KYOXUILTHKIap
nudpeomopdusmu neiiunanu Ba ¢ :(M,F,)— (N,F,) xypuauiga é3unaau. Arap
M =N Ba F, =F, Oyica, y Xoiga ¢ aKCIaHTHUPHII F KaTJaMaHU CaKJIOBYH
muddeoMoppusm nernnagm.

Mucon 3.2.2. Kyiimgaru  f:R* \(0,0) — R f(xl,xz) =X\ + X3
cyOMepcusinn Kapaiiuk. by cyOmepcustHuHr f (xl,xz)zc caTx TYIUlaMjapu
XOCWJI KWIyBUM [ KaTIaMaHWHT KaTjamyiapd MapKasu KOOpAHWHaTa Oommuja

paguycu Je oynran KOHIEHTPHUK allnananapaat ubopar.

@:(x,x,) > (Axy,Ax) nupdeomopdusm  KaTiamMaHu ~ CaKIAiAM,  SBHU

f(go(xl,xz)) :(}sz)2 +(Ax, )2 =1 (x12 +x§) =%c.

M — n - y14amiid, ¢ pUMaH METPUKAIM CWIIMK PUMaH KYIMXWUIHTH Ba
yHaa k ymuamm F katiama Oepwirad OyicuH. L(p) Ownan F kaTigaMaHHHT
p HyKTa OpKajdu YTyBud KaTiamuuu, F(p) Owman p wnykraga L(p)
KaTJIaMHUHT ypunma (asocunn, H(p) Ownan sca F(p) wuar T,M ra
OpPTOTOHAJT TYJIIUPYBYMCHHY OCITHIIalMHU3.

g puMaH METpUKacuHM F(p) pard KucMu Oapua p € L, HyKTanap y4yH
L, kargamjaa puMaH METPUKACHHM aHMKIaiau. Xyaad myHpad, £

KAaTIaMaHUHT Xap Oup KaTlaMM MHAYHMPJIAHTaH MeTpUKara HUCOaTaH pUMaH
KYTIXUUTUTH OYaau.
Tabspud 3.2.3. ¢:(M,F)— (M,F) nupdeomoppusm (M,F) kariamanu

KSJIHXI/IJIJII/IK HN30MCTPUACHU I[eﬁHJI aJau, arap 0] AKCJIIAHTUPHUITHUHT F



KaTJIAMaHUHT Xap OWp KaTjgaMHAard TOPAWHWIIM H30METPHUK aKCIaHTUPHII
6yiica, sbHYU Xap 6up L, Kartiam yuyn @:L — (p(La) akcnantupum L, (L, )
KYTIXUIUTMKIIAp OpPachia U30MeTpHs Oyica.

Mucoa 3.2.4. f:R* \{(O,xz)} — R f(xl,xz) = x; QYyHKUUSHU Kapaniuk.

By ¢yHKOUSHUHT caTX YU3MKIApU  f (xl,xz) =c XOCWI KuiyBun F
KaTJaMaHUHT Kartiaamiapu Oy YKura mapajijien TYFpu 4Yu3uKiIapaaH udopart.
go:(xl,xz)—>(x1,ix2) nuddeomopdusM KaTaaMaHU cakjiaiiau Ba Xap oup L,
Kariam yayH @: L —)(p(La) akcnantupum L,,¢(L,) KYIXWUIMKIap opacuia
wsomerpus 6¥namm, sern f (¢(x,x,))=x =c.

G opKainu M pUMaH KYNXWIUIUTHHUHT 0apya Uu30MeTpUsUIapy TPyNIacuHU
Oenrunaiimus. G, opkamu sca (M,F) KaTnamany KYOXWUIMKHMHT Gapya
M30METpUsUIapy TpynnacuHu OenrwiaiiMu3. G Ba G, HUHT Kecummacu GG,
OY111 SMac Ba aKCJIAHTUPHUII KOMIIO3UIIUSICUTa HUCOATAH T'PYIINa TAIIKWI TN,

M =R" Ba F Kariama Oupop CWIIMK f:R" — R GYHKIUSHUHT CaTX
CUpTIapHIaH Xocui Oynranaa G, rpynnanu Kapaimui. @apas Kuiaiiiuk, R" ga
aHUKJIAaHTaH | (x1 3 Xy geees X, ) byHkIMss  ydyH  Xxap Oup  HyKTaja
fxl2 + f. j + ...+ f 2 >0 ypunnu OYicCHH, sbHH Xap OMp HyKTanga f, Xycycuii
XOCUJIAIAPHUHT KaMK1a OUTTacu HoJiaH (apkiu. Y Xomaa omkopmac GyHKIUs
XaKMJaru Tteopemara Kypa xap Oup carx Tymiamu L, = {xe G: f(x) =a}
Yymuamn n—1 OynraH CHWIIMK KUCM KYIXWUIMK Oynamu. f QyHKOMSHUHT L,
caTx cupTiapu R" na n—1 ymuamnu KaTiama XOCHI KUJIaIu.

Tabpud 3.2.5. M xYIXWUIMKHHHT Xap OWp TeOAC3UK YH3UFH [
KaTJaMaHUHT OWpop KaTjamMura opToroHan Oynu0, [ karmamaHuHr Oapdya

HyKTajapuaa oprtoroHan Oynca M kynxwumkagarm [ karnama pumaH

(MeTpuK) KaTJiamacu JeHumaiu.



Taspudp 3.2.6. C? (M ,Rl) cunpra Tteruum f M — R'  dynxims
IPaJNCHTUHUHT Y3YHJIMTH CaTX CUpPTIapu ycTUaa y3rapmac OyiamuraH, sSbHU
‘ grad f ‘ =const OYynanuran GQyHKIUS METPUK (PYHKIMS Aeiniaau.

Teopema 3.2.7. Karinama XOCWJI KWIYBYH f:R> — R' (GYHKIHS METPHK
GbyHKIMS, STbHA pUMaH cyoMmepcusicu 0ynamaca, G, rpynmna G rpylnmaHuHT KUCM
rpynnacu oynaau.

HUcoor. (p:(RZF)—>(R2F) KaTjlaMaJau €BKJIMJ TCKHUCIMIHHU H30METPHUK

aKCJIaHTHpHIN OYiicuH, OyHaa [ katiama f (QYHKIUSHUHT CaTX YM3UKIApHIaH
nobopar.

Z opkanu GYHKIUSHUHT OUPJIMK IPAJUEHT BEKTOPUHHU OeNTHIaliMuU3 Ba

_f 4
2 2 2 2
RNy

BEPTUKAJI BEKTOP MalJIOHHU X :{ } ned oNalimuK. @: R* > R?

AKCIIAHTHPHMIIHUHT p € R Hykrajgard SIkoOM MaTpHIACHHH B( p) = {bl-j}

opKau OenruaanMus.
TeKUCIMKHUHT Do € R? HyKTacuaa X ( Po) =X,, Z ( Po) =7,

OpTOHOPMAaJUIAHTaH 0a3uCHU (PUKCUpIANMU3. B( pO)X o =Y neb onalmk.

¢:R* > R? nudpdeomopdusm R? na XapakaT dKaHUHHU KypcaTaMus.

poeRz, qo(pO)qu 6yncun.  @:R® — R*  axcnmamtupum L, L

al> Fa
YU3UKJIAp opacuaa u3oMeTpus oynanu, OyHaa f ( Po) =ay, f (qo) =a, .
Texnciukna p, HyKTaHd KoopAauHaTta Oomm, X, Z, OPTOHOpMAaJUIaHTaH

BCKTOpJapHHA basuc CI/I(i)aTI/II[a TaHHa6, SHI'M  KOoOpAWHATAJIAp CHCTEMACH

kupuramu3. by xoopaumara cucremacuna X,,Z, HM Kydujaruda €E3MIl
MYMKHH: X, = {1,0}, Zy= {0,1}.
A( Po) = {aij} — matpuna @, :R* - R® XapakaTHHHT Do € R* wyKkTajaru

SIkobn Mmatpumacu OyncuH. By XapakaT p, HyKTaHu ¢, HyKrara, X,, Z,



opToHOpMaitanraH GasucHu Y, Z(q,) OpTOHOpMalUIaHraH Gasucra yTKasaiu
Ba KyHHJaru TeHIJIaManap CHCTeMachra 3ra 0ymamus:

A(po) Xy =Y, A(py)Zy=2(q,) (3.2.1)

@:R* - R? aKclaHTHpHII ypHHMA BEKTOPIAPHH YPUHMAIapra yTKa3raHu

Ba AKCNaHTHPMIUHUHT @ : L, — L, Topailuumm u3oMeTpus Oyiuinuiay,

B(p,)Z, Bextop Z(gq,) BekTopra mapamien Oyiamd, sbHH, HOINAH (apkin

IIyHJ1ai A( po) COH MaBXY/JIKH, B( pO)Z0 = A( pO)Z (%) TEHTJIMK Oa)kapuiiau.

Xynnu myHjaau, Kyduaard TeHriamManap cucTeMacura sra 0yiaMus:

B(pO)X():Y, B(po)Zozl(po)Z(%) (3.2.2)
(3.2.2) cuctemanu Kyiuaaru Kypunuuiaa €3ud oJcak:
1
B(p,)X,=Y, mB(pO)ZO =Z(q,) (3.2.3)

(3.2.1) Ba (3.2.3) napHu KoopauHaTaNIapaa €3cak,

al] alZ 1 al] alZ O
= ) = d d
(am azz](ol (Cl 02) (azl azz](lj ( 1 2)

e e [ e ata)

byHnnan A( po) Ba B( po) MaTpuuagap Kylnaara KypuHHIIHYA OJIau:
¢ d ¢ Alp,)d
A(p0)=(c; d;j : B(po)—(cl /l((p:;dj (3.2.4)
Duau Gomka p € R> HyKTaHH ONailIMK Ba g = (p( p) o0yncun. by Hykrana
X,,Z, 6a3uc OunaH OMp XWJI OpHEHTALMsAra 3ra OPTOHOPMAaJlJIaHraH Oa3uCHU
U,Z ( p) ned ONaluK. ¢ aKCIAHTHUPUIIHUHT p HyKTajaru B ( p) Sxobu
marpunacu U BexktopHu W BekTopra, Z( p) IPaeHT BEKTOPHU Z(q)

I'paduCHT BCKTOPIra apajuicyl BEKTOPTra aKCJIIaHTHPAaN:

B(p)U=W, B(p)Z(p)=A(pr)Z(q) (3.2.6)



MabnymMkH, p HyKTaHm ¢ Hykrara, U, Z(p)  OpTOHOpMasiaHraH
6asucan  W,Z (q) OPTOHOpMAJlIaHTaH Oasucra yTkasyBun @:R*— R’

TEKHCIIMK XapakaTth MaBxyA. by xapakaTHuHr Skobu maTpuuiacUHU A( p)

Owan Genrunacak, Kydujaru TeHIJIaMaliap cuctemManapura ara 0ynaMus:

A(p)U=W, A(p)Z(p)=Z(q) (3.2.5)

Arap U.Z(p) HU Y3MHMHT 0a3ucuIa Kapacak, U ={1,0} sa Z (»)=1{0.1}

KOOpAMHAaTajapra Jsra Oymaau, ® xapaxatjaru oOpasmapu W,Z (q )

BEKTOPJIAPHUHT L1y 0a3ucaaru koopauHaranapu W = {cl,cz} Ba Z (q) = {dl,dz}
ra TeHr 6ymaau. bynnan A( p) Ba B( p) Matpunanap (3.2.4) 6unan yctma-yct

tymanu. OHmn X ,Z, Oasucman U,Z ( p) O6aszucra ytum wmatpuracu C
o ) ul Zl
Kyhinnaruya 6yncus: C =
u2 ZZ
VY xonga A( p) Ba B( p) MaTpuIayiap Kyduaaru KYpuHUIITHA OJIaIu:
()|
B(p)- ( cu, +A(p)du, ¢z +A(p)dz, }

cu, +A(p)du, ¢z, +A(p)d,z,

cu, +du, ¢z +dz, ]
b

cu, +du, c,z,+d,z,

B(p)Z(p) = l(p)A(p)Z(p) TEHIJIMKHUHI 4Yall Ba YHI TOMOHJIApUHU
asloxuja xuco0aab onamus:

B(P)Z(p)=[

(clu1+i p dluz) ( az +A(p)d )22
(czu1+l duz)z +(cz +A(p)d )22

( )(cu +du2)z +/1( )(CZ +dzz)
)‘(p)A(p)Z(p)_(;t(p)(cz”] +d2”2)21 +;t( )(CZZl +d222) J

Bbynaan ukku xonat OYJIHUIIN MyMKUHIUTH KEIUO YUKAIN:

a) Z(p) TpaaneHT BeKTOp Z, BEKTOPra napaiies 6yca, SbHH KOMIOHEHTIaPH

axxpanyBdaH 6ynca, A(p)#1.



6) Z(p) rpagmeHt Bektop Z, BekTopra mapamien 6yamaca, A(p)=1.

C  opkamu { peR :A(p)+ 1} TymiaMHn  Genrmnaiivus.  A(p)
yanykcusnurugas C TYmuam o4uk Oyaaau.

Bomika ToMoHAaH Z(p) IpafHieHT BEKTOp Z, BEKTOPra MapallieiUINTHIaH
C tymnam €nuk O6ynamu. C TYIiaM XamM OYHMK, XaMm €MUK dKaHUJaH KU Oy
Tymiam, ékn R’ GuiiaH ycTMa-ycT TYIIamm.

®apas3 kunaitmik, C 1¥ram R® 6unan yetma-yer tyment. Y xonga Z(p)
TPaJMEHT BEKTOp Z, BEKTOPra XaMMa KOM/a mapajies Ba TPaJueHT YH3HUKIap
napauien 4msukiaap Oynmamu. By xomma f  MeTpuk (QyHKIMS OVIMIIUHU
kypcaramus. Bynunr yuyn W = gradf ne6 onamus Ba L, caTx YM3UFM yCTUIA

W| ysrapmac okammHM Kypcaramus.  f eCZ(RZ,R]) SKaHMJaH apajan

XOCHUJIanap TeHT, S’bHU [ =

X% X%

d 2 2
Efxi = foixjx; :fojx,-x; HA XUCOOJIaMM3. W =gradf =gZ,

j=! j=!

TEHIMMKIaH f_ =ga,, Oy epna Z, = {al,az}, g cwiK QyHKIus gradf HUHT

d - - 0
y3yHiaurura TeHr. LIyHuHr y4dyH Z /.= Z fo. X :Za jx;.a—g =0. byHnan
i = i J:1 xl

%<W,W>=2<W,%W>=O Oymumm kenu6 yukanu. lyHunr yuyn xap Oup

cartx 4yu3uru yctuna W =gradf HUHT y3yHJIMTH y3rapMac, SbHU f METpPHUK
byakuus 6ynanu.

By supgumsar kypcaraguku, C Tymoam OYm Ba Gapua pe R’ ydyH
i( p) =1. by aca ¢: R* > R? AKCJIIAHTUPUILIHUHT UXTUEPUN p € R? HYKTaaaru
SIxo0Ou Matpunacu B( p) = {bl-j} OpTOrOHAaJ MaTpulia OUaH ycTMa-ycT TYIIAIH.

2
I[CMaK, gD:Rz —)R2 AKCJIIAHTUPHUII CBKINI TCKUCIUTHU R HuHr HN30MCTPUACHU

Oynanu.



Teopema ucobotnanau.

Muconnapian KYpuHaauKy, TeopeMa MeTpUK (DyHKIMsUIap y4yH YpUHIU
smac. byHpna acocuii cababu mIyHIAaKd, METPUK (PYHKIUSHUHT TPajUCHT
YU3UKJIApU  TE€OJEe3WK uM3uKiIap Oymamu. [pagumeHt uyumsukiaap y3apo
KECUILIMACIUTUIAH OW3HUHT  XOJUMU3Ja ylap Mnapaienl TYFpU UYHU3UKIAp
Oynanu.

Mucoa 3.2.8. Texucinkia Gepuiran [ (x,x, ) =exp(4x, + Bx,) Merpuk
GyHKUMAHA — Kapaliuk. Orpu YU3UKIM KOOpPJHWHATAIAP CUCTEMAaCUHU
KyHHJarnya KUpUTaMU3: y, = exp(Ax1 + sz),y2 = Ax; + Bx, . By QyHKUMsHUHT
caTX YM3UKJIApU XOCWJI KWIYBYM F KaTjlama Mapajules TYFpU YU3HUKJIapJaH
uoopar. ¢(y,»,)=(».Ay,) axkcmanTupmm, OyHma A=0- y3rapmMac coH, F
KATJaMaHUHT HM30METPUK AaKCIAHTUPHUIIM OYylaau, JEeKUH Y TEKUCIUK

HM30METPUSICH OYIMaiIn.

Mucoa 3.2.9. Metpuk 6ynmaran Kyiugara f (xl,xz) = xl2 — X, QYHKUMSIHU
KapailinK, YHUHT X —X,=C CATX YM3HKIApH TEKHCIMKIAa mapabosanapiaH
nbopar F KaTJlaMaHM XOCWJI KwWwiaaud. by KaTnaMaHUHT H30METpUSCH
@(x,x,)=(x,x,+1) KypUHMIITarW Tapaaien Kydupumpan ubopar. by

M30METPHS TEKUCITUK YUYH XaM U30MeTpus Oynaau.



XVJIOCA

Ymly nauccepramus cyOMepcHsiiap XOCHJI  KWIYBUM — KaTjamalld
KYOXWUIMKIAD HW30METPUSUIApU  TPYINIACHHU  ypraHwmra OaFuIlJIaHTaH.
Maructpiuk auccepramnusicd Kupuil, yd 000, onrura maparpad, Xysiaoca Ba
anabuérnap pyixaTuaaH uoopar.

bupnaun 600 KYIXWUTUKIAPHUHT CIUIMK  aKCIaHTHUPHIILIApUTA
OarunuiaHrad. YHAa CWIUIMK KYOXWIIAK, pPerylsap HyKTa, OOTHpHIL,
KOWTAITUpHII, CcyOMepcHsl TyIIyHYalapyd KUPUTWITAH Ba ylapra Ouj
MHUCOJUTAp KenTupwirad. byHmaH Ttamkapu, Xomnd axCIaHTUPHUIIN pUMaH
cyOMepcusicy OYIHIIM XaM KYpcaTHIITaH.

WNxknaun 000 KYNXWIIHKIApAa KHPUTHITAH KaTiaMma CTPYKTypacura
OarumnuiaHraH. YHIa KaTjlaMa Ba Karjamiap TeOMETPHUSICH Ba TOIMOJIOTHSICH
Yypraaunran. Karnamanapra Mucosuiap KeITHPUITaH.

Yauayu 600 KatnamManu KyIXWUTHKIAPHUHT U30METPUsIIapy TPYNITacuHA
Yypranumra Oarunuianrad. boOHuHr  OupuHuM  maparpaduaa  pumad
KYIXWUTHKJIAPUHUHT U30METPHUSIIapU TPYTIacH YpraHuIraH.

YauHyun OOOHMHT WMKKMHYM Taparpaduma eBKIHJ TEKHCIUTHIA CaTX

YH3UKIApU XOCHII KaTiamasiap H30METPHsUIapH TPYITIACH YPTaHUITaH.

Taspudp 3.2.6. C? (M ,Rl) cunpra Tteruum f M — R'  dynxims
TPaJUCHTUHUHT Y3YHJIMTH CaTX CUpPTIapu ycTuaa y3rapmac OymamuraH, sbHU
‘ grad f ‘ =const Oynanuran GQyHKIUS METPUK (PYHKIMS Aeiuiaau.

Teopema 3.2.7. Karigama XOCWJI KWIYBYH f:R> — R' (GYHKIHS METPHK

byHKUMA, SBHM pUMaH cyOMmepcusicu Oynmaca, KaTjlaMald TEKUCIUKHUHT

U30MCTpUAIapU I'PpYIIIIaACHU GF TCKUCJIMK U3OMCTPUATIAPH TPYyHIIACHU G ra KuUCM

rpynna oynaamu.



