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Кириш

Хозирги кунда Ли алгебраларнинг умумлашмаси ҳисобланган Лейбниц

алгебралари синфи жадал суратда ўрганилмоқда. Лейбниц алгебралари ўтган

асрнинг 90-йилларида француз математиги Ж.Л. Лоде томонидан ушбу

[x, [y, z]] = [[x, y], z] – [[x, z], y]

Лейбниц айнияти билан характерланадиган алгебра сифатида фанга

киритилган [6].

Таъкидлаш жоизки, Лейбниц айниятини қаноатлантирувчи алгебра

биринчи бўлиб 1965 йилда А. Блохнинг ишида D-алгебралар номи билан

киритилган эди. Лекин, D-алгебраларни ўрганишга унчалик эътибор

берилмаган бўлиб, фақатгина Ж.Л. Лоде ва Т.Пирашвилининг ишларидан

кейингина Лейбниц алгебралари жадал суратда  ўрганила бошланди ва

ҳозирги кунга келиб бу алгебраларга бағишланган бир қатор мақолалар чоп

қилинди.

Ж.Л. Лоде ва унинг илмий ҳамкорлари томонидан асосан Лейбниц

алгебралари когомологик нуқтаи назардан ўрганилган бўлса, Ш.А. Аюпов,

Б.А. Омиров, И.С.Рахимов, И.М. Рихсибоев, А.Х.Худойбердиев  ва бошқа

олимларнинг ишларида бу объектнинг структуравий назарияси ўрганилган

[9, 10, 11].

Лейбниц алгебралари синфи Ли алгебраларининг умумлашмаси

бўлганлиги учун, табиий равишда нильпотент ва ечимли Ли алгебралар

назариясида ўринли бўладиган бир қанча натижалар ва усуллар Лейбниц

алгебраларигача кенгайтирилади.

Чекли ўлчовли Ли алгебралари классик назариясидан маълумки, чекли

ўлчовли Ли алгебраларини ўрганиш нильпотент Ли алгебраларини ўрганиш

масаласига келтирилган. Максимал нильиндексга эга бўлган Ли алгебралари

синфи эса нильпотент Ли алгебралар синфининг муҳим қисми хисобланади.

Маълумки, Ли алгебралари учун максимал нильиндекс, алгебра ўлчови

билан устма-уст тушади, ҳамда бундай алгебралар филиформ алгебралари

деб номланади. Лейбниц алгебраларининг Ли алгебраларидан фарқли
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жиҳатларидан бири шундаки, унинг максимал нильиндекси алгебра

ўлчовидан биттага катта бўлади ва бундай Лейбниц алгебраларини нул-

филиформ Лейбниц алгебралари дейилади.

Шу боисдан, нильиндекси алгебранинг ўлчовига тенг бўлган Лейбниц

алгебраларини, яъни филиформ Лейбниц алгебраларини ўрганиш муҳим

жихат хисобланади. Филиформ Лейбниц алгебралари нильпотент

алгебраларининг нисбатан содда қисми бўлишига қарамасдан, улар етарлича

мураккаб хусусиятларга эга. Шунинг учун, уларни градуировка шартлари

билан ўрганиш қулайроқдир ва бу борада табиий равишдаги градуировка,

максимал узунликдаги градуировка, берилган филтрлашга мос келувчи

градуировкалар каби турли хил градуировкалардан фойдаланилади.

Ечимли Лейбниц алгебраларини ўрганишда Лейбниц алгебрасининг

нилрадикали ва нилрадикалнинг дифференциаллашлари мухим роль

ўйнайди. Ечимли Лейбниц алгебрасининг ва нилрадикал ўлчовларининг

фарқи нилрадикалнинг нил-нильпотент бўлмаган дифференциаллашларнинг

максимал сонидан ошиб кетмайда [3]. Сўнгги йилларда нилрадикали

берилган ечимли Лейбниц алгебраларининг тадбиғига доир бир қанча ишлар

чоп этилди [3, 4, 5].

Деформациялар назарияси берилган алгебралар кўпхиллигида мухим

ахамиятга эга ва у алгебранинг геометрик нуқтаи назардан ўрганиш

имконини беради [1]. Ассоциатив ва Ли алгебралари учун деформациялар

назарияси М Герстенхабер [2] ва А.Ниженхуис, Р.В.Ричардсонларнинг [3]

ишларида келтирилган. Бир ўзгарувчили деформациялар назарияси Ли

алгебраларининг когомологияси ва инфинитезимал деформациалар

орасидаги боғланишни топиш имконини беради. Бундан ташқари

инфинитезимал деформациаларни топиш Ли алгебралар кўпхиллигидаги

қаттиқ алгебраларни топишда қўлланилгани учун уларни хисоблаш

алгебраик геометриянинг асосий масалалари хисобланади.

А.Х.Худойбердиев, Б.А.Омировнинг ишларида нульфилиформ Лейбниц
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алгебраларининг инфинитезимал деформациялари тўлиқ таснифланиб,

олинган тасниф ёрдамида баъзи қаттиқ алгебралар топилган [5].

Ушбу битирув малакавий иши ечимли Лейбниц алгебраларининг

инфинитезимал деформацияларини хисоблашга бағишланган. Битирув

малакавий ишида нилрадикали филиформ Лейбниц алгебрасидан иборат

бўлган ечимли Лейбниц алгебраларининг инфинитезимал деформациялари

топилган. Такидлаш жоизки, филиформ Лейбниц алгебралари учта синфдан

иборат бўлиб, хар бир синф бир нечта ечимли Лейбниц алгебраларини

беради. Иккинчи синф филиформ Лейбниц алгебраси орқали 7 та ечимли

Лейбниц алгебраларини синфи хосил қилинган бўлиб, ушбу битирув

малакавий ишида шу ечимли алгебралардан бири ўрганилган ва

инфинитезимал деформациялари тўлиқ таснифланган. Бундан ташкари,

танланган алгебранинг дифференциаллашлар фазоси хам тўлиқ таснифланиб,

олинган таснифлар ёрдамида 2 – группа коцикллари ZL2(L, L)

кочегараларининг BL2(L, L) ўлчамлари топилган. Маълумки, ZL2(L,  L)   ва

BL2(L, L) ни топиш 2 – группа когомология HL2(L, L) ни топиш имконини

беради, хамда HL2(L, L) нинг нолга тенг бўлиши алгебранинг қаттиқ бўлиши

етарлилик шарти хисобланади. Битирув малакавий ишида ўрганилган

алгебранинг иккинчи группа когомология нолдан фарқлилиги кўрсатилган ва

хулоса сифатида унинг қаттиқ эмаслиги эга бўламиз.
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I-БОБ.  АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР ВА ЁРДАМЧИ ФАКТЛАР

1.1-§ Асосий тушунчалар

Ушбу параграфда битирув малакавий ишида фойдаланиладиган

асосий тушунча ва таърифлар келтирилади.

1.1.1-таъриф. Агар ихтиёрий x, y, z ÎG элементлар учун қуйидаги

айниятлар бажарилса:

[x, x] = 0 – антикоммутативлик айнияти,

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 - Якоби айнияти,

бу ерда [-,-] - G да аниқланган кўпайтириш амали.

У ҳолда, F майдони устидаги G алгебраси Ли алгебраси дейилади.

1.1.2-таъриф. Агар ихтиёрий x, y, zÎL элементлар учун Лейбниц

айнияти бажарилса:

[x, [y, z]] = [[x, y], z] – [[x, z], y]

бу ерда [-,-] - L да аниқланган кўпайтириш амали.

У ҳолда, F майдони устидаги L алгебраси Лейбниц алгебраси

дейилади

Ихтиёрий Ли алгебраси Лейбниц алгебраси бўлади.

A алгебраси Z2-градуирланган алгебра ёки супералгебра дейилади,

агар A=A0ÅA1 бўлса, бу ерда Ai·Aj Í Ai+j(mod 2), i, jÎZ2.

1.1.3-таъриф.  Агар қуйидаги шартлар бажарилса:

[x, y] = –(-1)ab[y, x]   ихтиёрий xÎGa, yÎGb лар учун,

(-1)ag[x, [y, z]] + (-1)ab[y, [z, x]] + (-1)bg[z, [x, y]] = 0

ихтиёрий xÎGa, yÎGb, zÎGg  лар учун (Якоби суперайнияти).

Берилган [-,-] кўпайтмали Z2 – градуирланган алгебра G=G0ÅG1 Ли

супералгебраси дейилади.

1.1.4-таъриф.  Агар қуйидаги шартлар бажарилса:

[x, [y, z]] = [[x, y], z] – (-1)ab[[x, z], y]

ихтиёрий xÎL, yÎLa, zÎLb, лар учун (Лейбниц суперайнияти).
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У ҳолда Берилган [-,-]  кўпайтмали Z2 – градуирланган алгебра

L=L0ÅL1 Лейбниц супералгебраси дейилади.

1.1.5-таъриф. Агар ихтиёрий x,yÎL  учун қуйидаги тенглик

бажарилса:

d(xy)=d(x)y+xd(y).

У ҳолда ушбу d:L®L сизиқли акслантириш берилган L алгебрада

дифференциал дейилади.

Ихтиёрий L Лейбниц алгебраси учун қуйидаги кетма-кетликларни

аниқлаймиз:

L[1]=L, L[k+1]=[L[k], L[k]],  k ³ 1

L1=L, Lk+1=[Lk, L1],  k ³ 1.

1.1.6-таъриф. L Лейбниц алгебраси ечимли дейилади, агар шундай

mÎN мавжуд бўлсаки, натижада  L[m]=0  бўлса. Ана шундай  m  ларнинг

энг кичигига  L ечимли алгебранинг индекси дейилади.

1.1.7-таъриф. L Лейбниц алгебраси нильпотентли дейилади, агар

шундай sÎN мавжуд бўлсаки, натижада Ls=0 бўлса. Ана шундай

хусусиятга эга бўлган минимал s сони нильпотентлик индекси ёки L

алгебрасининг нильиндеки дейилади.

1.1.8-таъриф.  L Лейбниц алгебрасининг максимал нилпотент

идеалига унинг нилрадикали дейилади.

1.1.9-таъриф. Агар dim Li = n+1–i бўлса, бу ерда n = dimL ва 1 £ i £ n.

У ҳолда, n-ўлчовли L Лейбниц алгебраси нуль-филиформ дейилади,

1.1.1-Теорема. Ихтиёрий n-ўлчовли нуль-филиформ Лейбниц

алгебраси L да шундай {e1,  e2,  …,  en} базис мавжудки, L алгебрасидаги

кўпайтма қуйидаги кўринишга келади:

[ei, e1] = ei+1, 1 £ i £ n–1,

бу ерда иштирок этмаган кўпайтмалар нолга тенг бўлади.

1.1.10-таъриф. Агар dim Li = n–i, 2 £ i £ n бўлса,

у ҳолда, L Лейбниц алгебраси филиформ дейилади,
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L – чекли ўлчовли нильпотентли Лейбниц алгебраси бўлсин.

gr(L)i:=Li/Li+1,  1 £ i £ s–1 деб оламиз, бу ерда s –L алгебрасининг

нильиндекси, ва grL=gr(L)1Ågr(L)2Å ... Ågr(L)s-1 деб белгилаб оламиз. У

ҳолда [gr(L)i, gr(L)j] Í gr(L)i+j, бўлади ва биз градуирланган grL алгебрасига

эга бўламиз.

1.1.11-таъриф. Юқоридаги каби аниқланган градуировкаларни

табиий градуировкалашиш деб аталади. Агар L Лейбниц алгебраси grL

адгебрасига изоморф бўлса, L табиий усул билан градуирланган Лейбниц

алгебраси дейилади.

1.2-§ Ёрдамчи фактлар

Ушбу теоремада табиий усулда градуирланган филиформ Лейбниц

алгебсининг таснифи келтирилган.

1.2.1-Теорема [9]. Ихтиёрий n–ўлчовли комплекс табиий

градуаллашган Лейбниц алгебраси қуйидаги жуфти билан изоморф

бўлмаган алгебраларга изоморф бўлади
1
nF :  [e1,e1]=e3, [ei,e1]=ei+1 где 2 ≤ i ≤ n–1,

2
nF :  [e1,e1]=e3, [ei,e1]=ei+1 где 3 ≤ i ≤ n–1,

3
nF :  [ei,e1]= –[e1,ei]=ei+1, [ei,en+1–i]=[en+1–i,ei]=a(–1)i+1en где 2 ≤ i ≤ n–1,

бу ерда иштирок этмаган кўпайтмалар нолга тенг бўлади, aÎ{0,1}, агар n

жуфт бўлса ва a=0, агар n тоқ бўлса.

L – чекли сондаги нол бўлмаган фазоли Z-градуировкаланган

Лейбниц алгебраси  бўлсин, яъни ихтиёрий i, jÎZ  лар учун L=Å
ÎZi

Vi

ўринли бўлсин, бу ерда [Vi, Vj] Í Vi+j.
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L нильпотент Лейбниц алгебраси Лейбница боғланган градуировкага

имкон яратади деймиз, агар L=
1kV Å

2kV Å … Å
tkV , бу ерда Vi ¹0 ихтиёрий i

учун (k1 £ i £ kt). l(ÅL)=kt–k1+1 сони градуировка узунлиги дейилади.

Кейинчалик l(L)=max{len(ÅL)=kt–k1+1 | L=
1kV Å

2kV Å … Å
tkV  боғланган

ҳолда градуирланган} ни L Лейбниц алгебрасининг узунлиги деб атаймиз.

L Лейбниц алгебраси максимал узунликдаги алгебра дейилади, агар

l(L)=dimL бўлса.

1.2.1-Мисол. Нуль-филиформли L Лейбниц алгебраси максимал

узунликдаги алгебра бўлади. Ҳақиқатдан ҳам, 1.1.1-теорема да 1£ i £ n

учун Vi:={ei} деб қабул қилсак, биз L=V1ÅV2Å…ÅVn га эга бўламиз,  бу

ерда [Vi,Vj]ÍVi+j.

1.2.2-Теорема [10]. Ихтиёрий n-ўлчовли комплекс ёйилмайдиган

филиформ Ли бўлмаган максимал узунликдаги L алгебрасида шундай

базис {x1,  x2,  …,  xn} мавжудки, L даги кўпайтма учун қуйидаги ўринли

бўлади:

1ni2,x]x,[x 1i1i -££= +

(иштирок этмаган кўпайтмалар нолга тенг бўлади).

Узунлиги n–1 бўлган комплекс n–ўлчовли филиформли Лейбниц

алгебраси L берилган бўлсин. 1.2.1-Теорема дан келиб чиқадики, L

алгебрасида шундай базис мавжуд бўлиб, унда унинг кўпайтмаси қуйидаги

учта кўринишдан бирига эга бўлади F1, F2, F3.

1.2.1-Тасдиқ [11].  L – узунлиги F1 синфига тегишли бўлган,

узунлиги n–1 бўлган филиформли  Лейбниц алгебраси бўлсин. У ҳолда n–1

узунликдаги градуировка табиий градуировка билан устма-уст тушади.

1.2.2-Тасдиқ [11]. Узунлиги n–1 бўлган F2 синфига тегишли бўлган

ихтиёрий n-ўлчовли филиформли Лейбниц алгебраси қуйидаги

алгебраларнинг биттасига  изоморф бўлади:

î
í
ì

-££+ ,1ni3,y=]y,y[
,y=]y,y[

:F
1i1i

3112
n



10

î
í
ì

-££-££
-££

-+

+

,1nk3,kni1,y=]y,y[
2,ni1,y=]y,y[

:)k(M
1ikni

1i1i
1

ï
ï
î

ïï
í

ì

¹aa

-
££

-££

-

-+
+

+

,0,y=]y,y[

,
2

1ni1,y=]y,y[

2,ni1,y=]y,y[

:M

1nnn

1i
2

1nni

1i1i

2

î
í
ì -££

-

+

,y=]y,y[
,2ni1,y=]y,y[

:M
1nnn

1i1i
3

бу ерда иштирок этамаган кўпайтмалар нолга тенг ва {y1,  y2,  …,  yn}  –

тегишли алгебранинг базиси бўлади.

Қуйидаги теоремада нилрадикали табиий усулда градуирланган

ечимли алгебрасининг таснифи келтирилган.

1.2.3-Теорема [4]. Нилрадикали 2
nF  га изоморф бўлган  (n+1)

ўлчовли  ечимли  Лейбниц алгебраси, қуйидаги ўзаро изоморф бўлмаган

алгебралардан бирига изоморф.
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ì
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-££== +
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:)(

211
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1
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exxeex
nieixeexe
nieeeeee

R i
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ï
í

ì

¹==

££--=-=

-££== +
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11311

2
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a

exeeex
nieixeexe
nieeeeee

R i

ii

ï
î

ï
í

ì
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-££== +

.)1(],[,],[
,3,)1(],[,],[

,13,],[,],[
:

2211

111

11311

3

n

i

ii

eenxeeex
nieixeexe
nieeeeee

R

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

=

¹-==

££--=-=

-££== +

.],[
,1,],[,],[

,3,)1(],[,],[
,13,],[,],[

:)(

22

2211

111

11311

4

eex
exeeex

nieixeexe
nieeeeee

R i

ii

a

aa
a
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ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=+=

-££--=

-££=

-=Î--=

=

+

.],[,],[
13,)1(],[
,13,],[

,],[},1,0{,],[
,],[

:)(

22211

11

22211

311

5

eexeeex
nieixe
nieee

exeeexe
eee

R

ii

ii

a

aa

a

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

í

ì

-Ï==

-££=

-££=

-==

=

å

å

+=
+-

+

=

}.1,0{,],[,],[

13,],[

,13,],[

,],[,],[

,],[

:),,,...,(

22

1
2

11

22
3

1

311

436

ddl

a

a

dlaaa

eexexx

niexe

nieee

exeexe

eee

R

n

n

ij
jiji

ii

n

i
ii

n

Лейбниц алгебраси учун  когомологи группа таърифларини келтирамиз.

1.2.1-Таъриф. F майдонда L – Лейбниц алгебраси  ва  F-модул M

берилган бўлсин, агар қуйидаги   L ни M  га ўтказувчи иккита

акслантириш:

[-,-]: L*M®M ,   [-,-]: M*L®M

қуйидаги учта аксиомани қаноатлантирса:

[m,[x,y]]=[[m,x],y]-[[m,y],x]

[x,[m,y]]=[[x,m],y]-[[x,y],m]

[x,[y,m]]=[[x,y],m]-[[x,m],y]

ихтиёрий  mÎM, x, yÎL учун.

У ҳолда, M тўплам L –Лейбниц алгебрасининг тасвири дейилади.

L – Лейбниц алгебраси ва унинг M тасвири учун белгилаш

киритамиз:

Сn(L,M):=Hom(LÄn,M), n³0 да (n<0 да, Сn(L,M) ни нол деб оламиз).

С*(L,M):= Å
ÎZn

Сn(L,M). С*(L,M) тўплам елементлари M қийматли L занжир

дейилди,  Сn(L,M)  тўпламнинг элементлари n- даражали занжир дейилади.

dn : Сn(L,M) ® Сn+1(L,M) гомоморфизм қуйидагича аниқланган бўлсин:
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(dnf)(x1,…,xn+1):=[x1,f(x2,…,xn+1)]+å
+

=

1n

2i
(-1)i[f(x1,…, ix̂ ,…,xn+1),xi]+

+ å
+£<£ 1nji1

(-1)j+1(f(x1,…,xi-1,[xi,xj],xi+1,…, jx̂ ,…,xn+1),

бу ерда   f ÎСn(L,M),  хiÎL ва x̂  белгиси  х нинг тушиб қолганини билдиради.

d : C*(L,M) ® C*(L,M) шундай операторки,  d  оператор Сn(L,M) да  dn

билан устма-уст.  dn операторнинг ядросини (Zn(L,M):=Kerdn)  n-тартибли

коциклъ, dn-1 операторнинг образи эса (Bn(L,M):=Imdn-1) n-тартибли кочегара

дейилади. Текшириш мумкинги, Bn(L,M) Í Zn(L,M) муносабат ўринли.

HLn(L,M):=Zn(L,M)/Bn(L,M) фактор фазо M қийматли L алгебранинг n-

даражали когомологик фазоси дейилади.

1.2.2-Таъриф. Z2(L,M) га берилган L Лейбниц алгебрасининг

инфинитезимал деформацияси дейилади.

1.2.4-Теорема [7]. G-чекли ўлчовли характеристикаси 0 бўлган ярим

содда Ли алгебраси ва G да чекли ўлчовли ўнг M модул берилган бўлсин, у

ҳолда иҳтиёрий i > 0 учун HLi(G, M)=0 ўринли бўлади.
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II-БОБ.  БЕРИЛГАН  ФИЛИФОРМ НИЛРАДИКАЛЛИ ЕЧИЛУВЧАН

ЛЕЙБНИЦ АЛГЕБРАЛАРИНИГ ИНФИНИТЕЗИМАЛ

ДЕФОРМАЦИЯСИ

2.1-§ )(1 aR  алгебранинг дифференциаллашлари

Ушбу параграфда 1.1.4-Теоремада келтирилган ечимли Лейбниц

алгебраларининг биринчи синфининг дифференциаллашлари хисобланади.

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

Îaa=
££--=

-=

-££
=
=
=

a

+

}.1,0{,.e]x,x[
,ni3,e)1i(]x,e[

,e]x,e[

,1ni3
,e]e,x[

,e]e,e[
,e]e,e[

:)(R

2

ii

11

11

1i1i

311

1

2.1.1-Тасдиқ. )(1 aR  алгебранинг дифференциллашлари умумий

кўриниши қуйидагича бўлади:

.

00000
0)1(00000
0)2(0000

0003000
000200
00000)1(0
00000

))(( 1

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

=

L

L

L

MMMOMMMM

L

L

L

L

db
an

ban

a
ba

c
ba

RDer

a

a

бу ерда a, b, c, d Î C.

Исбот: R1(a) алгебра базис элементлари учун дифференциаллаш шартини

текширамиз.

Айтайлик

xeeeeed inniiiii baaaa +++++= ,33,22,11, ...)(

xeeeexd nn bgggg +++++= ...)( 332211

бўлсин.
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Дастлаб, ),( 11 ee  жуфтлик учун дифференциаллаш шартини

текширамиз:

1) ),( 11 ee : )()()( 111111 edeeedeed +=

1131,1111,143,131,13,322,311,3

,22,11,11,22,11,3

......
)...()...()(
eeeeeexeee

xeeeeexeeeed

nnnn

inniiiinniii

babaaabaaa

baaabaaa

-+++++=++++

+++++++++=

-

Бу тенгликдан  қуйидагича  муносабатларни оламиз:
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nkkk

Дифференциаллаш шартини ),( 1 iee  жуфтликлап учун текширсак

2) ),( 1 iee : )()()( 111 iii edeeedeed += ,2 ni ££

)...()...(0 ,22,11,11,122,111,1 xeeeeexeee inniiiinn baaabaaa +++++++++=

131,0 ee ii ba -=

қуйидаги муносабатни оламиз:

î
í
ì

££=

££=

.2,0
,2,01,

ni
ni

i

i

b

a

3) ,2)()()( 111 niedeeedeed iii ££+=  мунсабатдан 13 -££ ni  бўлган

холда қуйидагига эга бўламиз:

iinniiinnii

nniinniii

eieeexee
xeeeeexeeed

111,11,43,1,122,1

1,122,111,11,22,1

)1(......
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baaabaa

--+++=+++

++++++++=

+-+++

+

Ушбу тенгликни соддалаштирсак қуйидагича тенгликларни оламиз:
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2=i холда )()()( 121212 edeeedeed +=  ушбу муносабат келиб чиқади.

0... 1,254,243,2 =+++ - nn eee aaa

яъни

.)(

,13,0

,222,22

,2

nn

k

eeed

nk

aa

a

+=

-££=

ni =  холни қарасак )()()( 111 edeeedeed nnn +=  қуйидаги тенглик келиб

чиқади

)...()...(0 1,122,111,11,33,22, xeeeeeeee nnnnnnnn baaaaaa ++++++++=

0)1(... 11,54,43, =--+++ - nnnnnn eneee baaa

ï
î

ï
í

ì

+-=

-=

-££=

-

-

.)1()(

)1(

,23,0

,11

11,

,

nnnnn

nn
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eened
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a

Агар ,,2:)( , njiee ji ££  элементлар учун дифференциаллаш шартини

текширсак,  айний муносабат хосил бўлади.

 Энди )( ,1 xe  жуфтлик учун дифференциаллаш шартини текширамиз

4) )...()...()( 221111,122,111,11 xeeeexxeaeaeaed nnnn bgggb +++++++++=-
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,13121,133,111,11,122,111,1 )1(...2)...( eeeaeaneaeaxeaeaea nnnn bgbb -+-----=++++- +

0)2...(2)()( 14,144,1313,1212,11 =+-++-+--+ xeaneaeaeaae n bgbb

Бундан куйидаги муносабатни оламиз:
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яъни .3111,11 eede ga +=

),( iex  ва ),( xei  элементлар учун дифференциаллаш шартидан

қуйидагиларга эга бўламиз:

5) )()()(:),( 1111 exdexdxedex +=

)()...()( 3111,1122111 eexexeeeed nn gabggg ++++++=

11,1143313111,1 ... eeeeee nn agggga ++++=+ -

.)(13,0 2211 nnk eeexdnk gggg ++=Þ-££=Þ

6) .002),()()(:),( 1 =Þ££+= niexdexdxedex iii

7) ,3),()()(:),( nixdexedxedxe iiii ££+=

),()...()()1( 2211,44,13, nninniiii eeeexeaeaeaedi ggg ++++++=--

11,44,33,,44,13, )1(...32)...)(1( ++-----=+++-- inniiinniii eeaneaeaeaeaeai g

Юқоридаги муносабатларни соддалаштириб қуйидаги натижаларни

оламиз:



17

ïî

ï
í
ì

££-=

-££=
Þ

ï
ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï
ï

í

ì

=

=

=

=

=

+

+

+

-

.3,)1(

,13,

.0
...

,0

,

,0
...

,0

1,1,

11,)3)1

,

2,

11,

1,

3,

nii

ni

ii

ii

ni

ii

ii

ii

i

aa

ga

a

a

ga

a

a

ïî

ï
í
ì

-=

-££+-=
Þ

+

.)1()(

,13,)1()(

1,1

111,1

nn

iii

ened

nieeied

a

ga

),()()(:2 222 xdexedxedi +==

.)(,0,)1(0,)(0 22,22,2,2,222,2 eedenxee nnnnn aaaaa =Þ=Þ--=Þ+=

8) ),()()(:),( xxdxxdxxdxx +=

.)(
1,0

,0

,)1(
),()()(

2211
2,2

111122,2

221122112

eexd
бўлсаагар

eenee
eeexxeeeed

n

nn

nnnn

gg
aa

g

gggaa

gggggga

+=Þ
î
í
ì

==

=

+---=

+++++=

Барча нитижаларни соддалаштириб, уларни бирлаштириб, барча

ҳоллар кўрилганлиги сабабли, қуйидаги охирги натижаларни ҳосил

қиламиз:
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Агар охирги натижадаги коэффициентларни қуйидагича

алмаштирсак dbca ==== 212,11,1 ,,, ggaa  тасдиқ исботини хосил қиламиз.

�
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2.2-§ )(1 aR  алгебранинг инфинитезимал деформацияси.

Энди берилган )(1 aR  алгебранинг инфинитезимал деформацияси

ҳақидаги теоремани келтирайлик.

2.2.1-Теорема. )(1 aR алгебранинг инфинитезимал

деформацияларининг умумий кўриниши қуйидагича бўлади:
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=
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=
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,),( 1
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Исбот:   Исботлашда қуйидаги айниятдан фойдаланамиз:
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3). (e1, ei, e1): 13,0),(),(),(),( 1131111 -££=++- + nieeeeeeeeee iiii jjjj
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Бу тенгликдан қуйидаги тенгликни оламиз, бу тенглик кейинчалик

бизга қолган комбинацияларни ҳисоблашда муҳум аҳамиятга эга.
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16). (x, ei, e1): ,0),(),(),(),(:24 1111 =++--££ eexexeeexeexni iiii jjjj
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Бундан ва олдинги натижаларни бирлаштириб қуйидаги муносабатни

ва тенгликларни қиламиз:
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17). (ei, x, e1):  3 £ i £ n - 1:
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,0),(),(),(),(),( 11111 =+++- + xeeeixeeexeexe iiiii jjjjj
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19). (ei, x, ej):  3 £ i, j £ n: .0.0),()1(),(),( 1
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nji ££= 3,2  да: .3,0),(00),( 2,22 njeexee j
j

jj ££=Þ=Þ= jaj

nij ££= 3,2   да: .0.0),()1(),(),( 3
2,1222 =Þ=-++ ajjj eeixeeexe iii



31

20). (x, ei, ej): 2 £ i, j £ n бўлганда ушбу айниятни оламиз: .00 =
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23). (x, x, ei), 3£ i £ n: 0=0.

2=i   да: .00),(),(),( 2222 =Þ=-+ nexxxexexx gjjj

24). (x, x, x): .0),(),( 2 =+ exxxx ajj

Биз барча комбинацияларни кўриб бўлдик. Бу комбинациялардан олган

натижаларни ва рекуррент муносабатларни бирлаштириб, уларни таҳлил

қилиб коэффициентларни ихчамласак у ҳолда теореманинг исботи келиб

чиқади.
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2.3-§ Z2(L,M), B2(L,M), HL2(L,M) фазоларнинг ўлчамлари

2.1-§ Параграфда келтирилган 2.1.1-тасдиқдан қийидаги тенгликни

ҳосил қиламиз:

).4()1(),(dim 2 a--+= nMLB 2

Бу тенглик бизга 2 – группа когомологиясининг HL2(L, L)  ўлчамини

топиш имконини беради. Яна бир 2 – группа когомологиясининг HL2(L, L)

ўлчамини топишда ёрдам берадиган теоремани келтирамиз.

2.3.1-теорема. Қуйидаги бичизиқли акслантиришлар ),( MLB2  да

баъзис ташкил қилади:

,13,1,),( 11, -££££= + npnkeeeg kkpk

,1,3,)1(),( 11, nknieieeg kink ££££--=+

,2,),( 1,1 npeexg pp ££-=

,),( 211,1 xeexg n -=+ a

,3,)2(),( 1,1 npepxeg pp ££--=

,),( 212,1 exeg a=

,),( 211,1 xexeg n +=+ a

,2,),( 311, nkeeeg kk ££=

,2,),( 111, nkeeeg knk ££=+

,13,2,),( 11, -££££= + ninkeeeg ikik

,2,),( 311, nkeeeg kk ££=

,2,),( 11, nkeeeg kink ££-=+

,2,),( 11, nkeexg kk ££=

,2,),( 21, nkeexg knk ££=+ a

,1,),(,2 npexxg pp ££-= a

,),(1,2 xxxg n a-=+
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,3,)1(),( 2,2 npepxeg pp ££--=

,),( 121,2 exeg -=

,),( 221,2 exeg n a=+

,3,1,),( 11, nknpeeeg pkpk ££££-=-

,33,),( 111, -££-=-+ nkxeeg knk

,,,3,)(),(, pknpkepkxeg pkpk ¹££-=

,3,)2(),( 11, nkekxeg kk ££-=

,13,)1(),( 12, -££-= nkekxeg kk

,3,)1(),( 21, nkxkexeg knk ££-+=+ a

,13,),( 11,1 -££= ++ npeexg ppn

,),( 111,1 eexg nn =++

,),( 311,1 eexg n =+

,13,),( 11,1 -££= ++ niexeg iin

,),( 311,1 exeg n =+

,3,)1(),(1,1 nieixeg iinn ££--=++

,),( 111,1 exeg nn -=++

.3,)1(),(,1 npepxxg ppn ££--=+

Исбот:

Маълумки L чизиқли фазони L га акстантирувчи барча чизиқли

акслантиришлар фазосида қуйидагича базис олиш мумкин:

).2,1(),3,1(),1,1(),(,1,1,,)(, +¹+== nkjnkjxxf kjkj

),( MLB2  фазонинг аниқланишига кўра унинг элементи қуйидаги

кўринишга эга бўлади:

).()()(),( ,,,, xyfyxfyxfyxg pkpkpkpk -+=

Энди x ва y ларнинг ўрнига базис элементларни алмаштирамиз ва

уларнинг барча комбинацияларини текшириб ҳисоблаймиз
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Биринчи бўлиб k=1, бўлган ҳолни ҳисоблаб текширамиз:
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Бу ерда келтирилмаган базис элементларнинг берилган бичизиқли

акслантиришдаги қийматлари нолга тенг
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Агар k =n ва k =n+1 холларни қарасак, қуйидаги муносабатлар келиб

чиқади

=-+= )()()(),( ,,,, jipnjpnijipnjipn eefefeeefeeg
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Буни ва олдинги кўрилган ҳолларнинг натижаларининг  ўхшашлари

бўлганлиги сабабли яни қуйидагиларни инобатга олиб

k=1 ,      ҳолдаги ,13,),( 111,1 -££= + npeeeg pp

k=2,        ҳолдаги ,13,),( 112,2 -££= + npeeeg pp

3≤ k ≤ n-1, ҳолдаги ,13,),( 11, -££= + npeeeg pkpk
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 ва  k=n  ҳолдаги ,13,),( 11, -££= + npeeeg pnpn

тенгликларни битта қилиб

13,1,),( 11, -££££= + npnkeeeg pkpk

каби ёзиш мумкин, ҳудди шу каби барчасини соддалаштириб ёзсак

теореманинг исботи  келиб чиқади.

�

Аввалги параграфда исботланган 2.2.1-теоремадан қуйидаги натижа

келиб чиқади

Натижа 2.3.1. .242dim a-++= nnM)(L,Z 22

Кўриш мумкинки  2.3.1-теоремадан берилган )(1 aR  алгебрасининг 2-

гуруппа когомологи фазосининг ўлчовини топиш мумкин.

B2(L,M) Í Z2(L,M) муносабат  ва HL2(L,M)=Z2(L,M)/B2(L,M)

тенгликдан ушбу натижани оламиз

Натижа 2.3.2. dim HL2(L,M)= a37 - , бу ерда }1;0{Îa .
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ХУЛОСА

Ушбу битирув малакавий иши нилрадикали филиформ Лейбниц

алгебрасидан иборат бўлган ечимли Лейбниц алгебраларининг

инфинитезимал деформацияларини топишга бағишланган.  Битирув

малакавий ишида юқорида келтирилган шартни қаноатлантирувчи

алгебраларнинг бирини дифференцаиллашлари ва иккинчи группа

когомологиялари тўлиқ таснифланган. Олинган таснифлардан қаралган

алгебранинг қаттиқ эмаслиги келиб чиқади.
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