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В данной статье рассматриваются вопросы асимптотики 

собственных значений двухчастичного решетчатого оператора 

Шредингера. 

Рассматривается гамильтониан          системы двух квантовых 

частиц, движущихся на     мерной решетке   взаимодействующие с 

помощью парных короткодействующих потенциалов притяжения. Для 

соответствующего двухчастичного дискретного оператора Шредингера 

  ( )    
 - двухчастичный квазиимпульс,     трехмерный тор, т.е. 

дуальная группа к   , доказано существование собственных  значений 

 ( )(   )      ̅̅ ̅̅̅  лежащих левее его существенного спектра и найдены 

асимптотики  ( )(   )      ̅̅ ̅̅̅ при     , где   
( )
( )- пороговое значение 

константы связи и      - пороговое значение квазиимпульса. 

  В замечательной работе  [ ] Б.Саймона и М.Клауса рассмотрено семейство 

операторов Шредингера           и в частности, случай, когда при 

     некоторое собственное значение   ( )    т.e., при      собственное 

значение поглощается непрерывным спектром и, обратно, при        

непрерывный спектр порождает новое собственное значение. Этот случай  в  

[ ] названо явлением порога константы связи. 

  Одним из различий между решетчатых и непрерывных операторов является 

то, что решетчатый оператор Шредингера строго зависит от квазиимпульса 

системы     . Для фиксированного     изучение   ( )  как функция, 

определенная на некотором открытом множестве      квазиимпульсов 

приводит к разбиению множества    : 

    ( )    ( )    ( )  

Отметим, что при некотором      оператор    ( )     ( 
 )  не имеет 

собственного значения, а для любого      ( 
 )  оператор    ( )  имеет 

единственное собственное значение. Так как    ( ) аналитическое семейство 

в   ( 
 ), собственное значение  ( )(    )   также является 

аналитической функцией в    ( 
 ). В тоже время, если     ( 

 ) то мы не 

можем сказать даже существовании собственного 



значения. Поэтому мы интересуемся также асимптотикой собственного 

значения   ( )(    )     ( 
 ) при     , где     ( 

 ). Отметим, что 

порядок этой асимптотики зависит не только от    но и от размерности  тора 

   и от дисперционного соотношения. 

  Пусть     трехмерная целочисленная решетка, 

  (( 
 ) )- гильбертово  пространство квадратично-суммируемых функций, 

  а   
  ((  ) )    (( 

 ) ) -подпространство антисимметричных функций. 

В координатном представлении гамильтониан системы двух фермионов с  

массой m=1  действует в гильбертовом  пространстве   
  ((  ) ) по формуле 
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    при | |    

     в остальрых случиях 
 

 Здесь  | |  | ( )|  | ( )|   | ( )|   ( ( )  ( )  ( ))     и     энергия 

взаимодействия двух частиц на ближайших  соседних узлах. 

   Отметим, что двухчастичный гамильтониан   ̂  является ограниченным  

самосопряженным  оператором  в   
  ((  ) ). 

   Пусть    -трехмерный тор,    ( 
 )-гильбертово пространство квадратично-

интегрируемых функций, определенных на   и   
 (  )    ( 

 )  –

подпространство нечетных функций. 

 

После преобразования Фурье и выделения полного квазиимпульса      



 системы (cм [ ]  [ ] ), изучение спектральных свойств оператора  ̂  

сводится к изучению семейства двухчастичных дискретных операторов 

Шредингера   ( ),    
 , действующих в   

 (  ) по формуле 

  ( )   
 ( )      

Здесь невозмущенный оператор   ( ) есть оператор умножения на функцию 

(  ( ) )( )    ( ) ( )        
 (  )  

 где 

  ( )   ∑(     
 ( )

 
    ( )) 

 

о  

 

Оператор взаимодействия (возмущения)   является оператором ранга     и  

действует в гильбертовом пространстве   
 (  ) по формуле 

(  )( )  (  )  ∑    ( )
 

   

∫     ( ) ( )   

  

 

Возмущение    оператора   ( )  является оператором ранга 3, и 

следовательно, из теоремы Вейля о сохранении существенного спектра при 

компактном  возмущении (см. [ ] ) существенный спектр      (  ( )) 

оператора   ( ) совпадает со спектром оператора  
 ( ). Так как    ( ) есть 

оператор умножения на функцию   ( ), то 

     (  ( ))  [    ( )     ( )]  

где 

    ( )     
    

  ( )   ∑(     
 ( )
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При   (    ) интеграл 



 ( )( )   ( )(      ( ))  ∫
     ( )  

  ( )      ( )
  

 

существует и как функция, определенная на 

(    )  является аналитической. 

   Пусть    (    )  и 

 ( )( )   ( ( )( ))   (∫
     ( )  

  ( )      ( )
  

)

  

    

Определим следующие множества для изучения асимптотику собственного 

значения   ( )(   ) по значениям  квазиимпульса       

  
( )( )  {   (    )    ( )( )   }  

  
( )( )  {   (    )    ( )( )   }  

  
( )( )  {   (    )    ( )( )   }  

   В силу аналитичности и положительности функции  

 ( )( )  в (    )  заключаем, что   
( )( )  и   

( )( ) -открытые связанные 

множества, а   
( )( ) - замкнутое многообразие коразмерности   Так как 

функция  ( )( ) не является постоянной, существует   
    такое, что 

   (    )   ( )( )    
     (    )  

( )( ) и все вышеопределенные 

множества непустые. 

Теорема 1.При     
( )(  

 ) ,          оператор  не имеет собственного 

значения, лежащего левее существенного спектра. Для любого     
( )(  

 ) 

   
 ( ) оператор имеет собственные значения  ( )(  

   )       ̅̅ ̅̅ ̅  При этом 

 ( )(  
   ) лежат левее существенного спектра и являются аналитическими  в  

  
( )(  

 )  Более того, для любого     
( )(  

 ) имеют места следующие 

асимптотики при          
( )(  

 )  
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