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O задаче Коши для многомерной системы уравнений Ламэ 

 

В статье рассматриваются вопросы регуляризации задачи Коши для систем 

дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

 

§1. Введение 

Как известно, задача Коши для эллиптических уравнений некорректна, решение задачи 

единственно, но неустойчиво (пример Адамара). Для того, чтобы постановка задачи была 

корректной, необходимо сузить класс рассматриваемых решений.  

На протяжении последних десятилетий не ослабевал интерес к классической 

некорректной задаче математической физики. Это направление в исследовании свойств 

решений задачи Коши для уравнения Лапласа начато в 50-х годах в работах [1]-[4], и 

развивалось впоследствии в работах [8]-[15]. 

 Пусть x=(x1,…,xm), y=(y1,…,ym) точки  Евклидова пространства R
m

 и  D область в R
m

 с 

кусочно-гладкой границей D , S-часть D ,   SD \ . Рассмотрим в области D системы 

уравнений Ламе в векторной форме   

    ,0)(  yU div gradyU   

здесь U=(U1,…,Um)-вектор смещения;  -оператор Лапласа; , -постоянные Ламе. Для 

сокращения изложения удобно пользоваться матричной записью. Введѐм матричный 

дифференциальный оператор  
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 Тогда рассматриваемая эллиптическая система уравнений запишется в матричной форме  

  0)(  xUA x                                                        (1) 

 Постановка задачи. Известны данные Коши решения системы на поверхности S: 
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где  mfff ,....,1  m ,...,, 1 -заданные непрерывные вектор функции на S, 

  ynT y , -оператор напряжения, т.е.  
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  ji -символ Кронекера, а  mnnn ,...,1 -единичный вектор нормали к поверхности S. 

Требуется определить функцию  yU  в D, исходя из заданных f  и  , т.е. решить 

задачу аналитического продолжения решения системы уравнений  в пространственной области 

по еѐ значениям f и значениям еѐ напряжений   на гладком куске S границы . 

Единственность решения задачи (1), (2) следует из общей теоремы Холмгрена [18]. 

После установления единственности в теоретических исследованиях некорректных задач 

возникают важные вопросы получения оценки условной устойчивости и построения 

регуляризирующих операторов.  
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Пусть вместо  yf  и )(y  заданы  их  приближения    yиyf    с точностью 

 1,0,   (в метрике С), которые могут не принадлежать  классу существования решений. В 

работе строится семейство функций    xUfxU 

  ,, , зависящее от параметра ,  и 

доказывается, что при некоторых условиях и специальном выборе параметра    при 0   

семейство  xU   сходится в обычном смысле к решению  )(xU  задачи (1),(2). 

Следуя А.Н. Тихонову,  xU   назовѐм регуляризованным решением задачи. 

Регуляризованное решение определяет устойчивый метод приближѐнного решения задачи [19]. 

Существенно используя результаты работ [1], [5] по задаче Коши для уравнения 

Лапласа,  нам удалось построить матрицу Карлемана в явном виде и на еѐ основе 

регуляризованное решение задачи Коши для системы уравнений (1). Поскольку здесь идѐт речь 

о явных формулах, то построение матрицы Карлемана в элементарных и специальных 

функциях представляет значительный интерес. При m=2,3 рассматриваемая задача совпадает 

задачей Коши для системы уравнений теории упругости уравнений статики изотропной 

упругой среды. В этих случаях задача (1), (2) для специальных классов областей исследована в 

работах [9]-[12],[15].   

Далее задача Коши для системы уравнений установившихся упругих колебаний, для 

системы уравнений термоупругости и для системы уравнений моментной теории упругости в 

пространстве исследована в [6], [8], [13]-[15]. 

Ранее в работах [16], [17] было доказано, что матрица Карлемана существует во всякой 

задаче Коши для решений эллиптических систем, если только данные Коши задаются на 

граничном множестве с положительной меры. 

 

§2. Построение матрицы фундаментальных решений  

специального вида. 
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11 mm xyxyxy               

т -площадь единичной сферы в R
m 

, называется матрицей фундаментальных решений системы 

(1). 

Матрица  xyГ ,  симметричная, и каждый столбец ее, а также строка удовлетворяют 

уравнению (1) в произвольной точке mRx , кроме xy  . Таким образом,  

 xA   xyГ , =0, xy  . 

           Развивая идею М.М. Лаврентьева, который ввѐл понятие функции Карлемана задачи 

Коши для уравнения Лапласа [1], дадим следующее  

Определение 2. Матрицей Карлемана задачи (1),(2) называется (mm)-матрица 

 ,,, xyП   удовлетворяющая следующим двум условиям: 

1)      ,,,,,,  xyGxyГxyП   
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где  -положительный числовой параметр, матрица  ,, xyG  по переменной y  

удовлетворяет системе (1) всюду в области D . 

2)                  


 ,,,,,,  yy dsxyПnTxyП  

где   0 ,при   равномерно по x  на компактных подмножествах D ; здесь и 

далее П  -означает евклидову норму матрицы jkПП  , т.е. ,
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Определение 3. Вектор-функция       yUyUyU m,...,1  называется регулярнoй 

в ,D  если она непрерывна вместе со своими частными производными второго порядка в D  и 

первого порядка на DDD  .  

 В теории уравнений в частных производных важную роль играют представления 

решений этих уравнений в виде функции типа потенциала. Приведем здесь из этих 

представлений формулу Сомилиана [20].  

Теорема 1. Всякое регулярное решение )(xU   уравнения (1) в области D  определяется 

формулой 
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Поскольку матрица Карлемана отличается от матрицы фундаментальных решений  на 

решение транспонированной системы, то формула Сомилиана остаѐтся справедливой, если в 

ней заменить фундаментальное решение на матрицу Карлемана. Таким образом имеет место 

Теорема 2. Всякое регулярное решение )(xU  уравнения (1) в области D  определяется 

формулой  
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где  ,, xyП - матрица Карлемана. 

Используя матрицу Карлемана, легко вывести оценку устойчивости решения задачи 

Коши (1), (2)  (многомерный аналог теоремы о двух константах), а также указать метод 

эффективного решения этой задачи [2] 
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Положим  
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Функцию  xyФ ,  при 0  определим следующими равенствами: 
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если ,12  nm  1n , то 
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 В [5] доказана следующая  

Лемма 1. Функция ),( xy  определѐнная формулами (4)-(6) представима в виде   
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где  xyg , - некоторая  функция, определѐнная для всех значений xy,  и гармоническая по 

переменной y  во всѐм  R
m

. 

 С помощью функции  xyФ ,  построим матрицу  
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Тогда на основе леммы 1 нетрудно доказать, что матрица  xyП , , определѐнная по 

формуле (7), представима в виде  
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переменной y  удовлетворяет системе (1), т.е.     .0,  xyGA y
. 

Теперь приведѐм основные результаты для  данной задачи в конкретных областях. 

 

§3.Решение задачи (1), (2) 

для специальных классов областей. 
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Рассмотрим в области D  задачу (1), (2). Для нахождения приближенного решения задачи 

(1), (2)  построим матрицу Карлемана в явном виде. 

При 0  в формулах (4)-(6) положим  
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где ),( xy  определяется следующими равенствами: 
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 Если m=2n+1, n 1, то 
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 Заметим что, в точке D)0,...,0,0(  нормальная производная не существует, но )(yU  и 

)(),(  Dxxy   имеют непрерывные частные производные вплоть до D , поэтому 

полагаем  


 Dx
y

x

n

x

y

U

n

U

mm



















,

),0(),0(
),0()0( . 

 В дальнейшем нам для доказательства основных теорем понадобятся следующие оценки 

функции ),( xy  [7]. 

 Лемма 2. I. Пусть m=2n+1, n 1, Dx , ,0, 0  xy  тогда 1) при    

справедливы неравенства  

                 ),exp()(),(
2

2

1


 


 





m

m

r
Cxy  

                 

 


 Dy
r

Cxy
n m

m







),exp()(),(
12  

mi
r

Cxy
nx m

m

i

,1),exp()(),(
2

3 






 
 


                             (11) 
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2) при    справедливы неравенства  

                 ),Reexp()(),( 02

2

4


 


 





m

m

r
Cxy  

                 

 


 Dy
r

Cxy
n m

m







),Reexp()(),( 015  

mi
r

Cxy
nx m

m

i

,1),Reexp()(),( 0

2

6 






 
 


              (12) 

I. Пусть ,0,,,2,2 0   yxDxnnm  тогда 

1) при    выполняются неравенства 

           ),exp()(
~

),(
2

3

1



 


 




m

m

r
Cxy  

           

 


 Dy
r

Cxy
n m

m







),exp()(
~

),(
12  

miDy
r

Cxy
nx m

m

i

,...,1,),exp()(
~

),(
2

3 






 


 


                    (13) 

2) при    выполняются неравенства 

        ),Reexp()(
~

),( 02

3

4



 


 




m

m

r
Cxy  

        

 


 Dy
r

Cxy
n m

m







),Reexp()(
~

),( 015  

.,...,1,),Reexp()(
~

),( 0

2

6 miDy
r

Cxy
nx m

m

i








 


 


            (14) 

II. Пусть ,0,,,2 0   yxDxm  тогда  

1) если   , то  

r

E
Cxy

y

r

r
ECxy

p

i

p

)(
)(),(

1
ln)()(),(

1
1

8

2

21
1

7






















                                                        (15) 

2) если   , то  

)Reexp(
2

1
)()(

~),(

)Reexp()
1

)(ln()(
~

),(

0

1
)1(

8

02

21
)1(

7


























p

i

p

EC
y

xy

r

r
ECxy

                                  (16) 

В этих оценках )(iC  и 8,...,1),(
~

iCi  -означают константы, зависящие только от  . 

В предельном случае, когда )0(Re 0    неравенства (11) и (12), (13) и (14), а 

также (15) и (16) совпадают (с точностью до постоянного множителя). 

 При фиксированном Dx  обозначим через *S  ту часть S , на которой   . Если 

Dxx  0 , то *SS   (в этом случае 1,   my , и неравенство    означает, что y  

лежит внутри или на поверхности конуса  1 ). 

 Пусть )(yU  регулярное решение уравнение (1) в D  . 
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Положим                             .,),(),()()(),(),()(   DxdsxynTyUyUnTyxU y

S

yy  


          

(17) 

При этих условиях справедлива  

 Теорема 3. Пусть U(x) - регулярное решение уравнения (1) в области D  и 

удовлетворяет на   SD \  граничному условию 

                               .,)(),()( yMyUnTyU y                                   (18) 

Тогда, 1) если ,1,12  nnm , то при 0, 0  Dx  справедливо неравенство  

)exp()()()( 1

1


   mxMCxUxU                                           (19) 

2) если ,1,2  nnm  то при 0, 0  Dx  справедливы неравенства  

)exp()()()( 2


   mxMCxUxU                                          (20) 

где 2,1,)()(  


k
r

ds
CxC

D

m

y

kk



 , 

)(kC  - постоянные, зависящие только от   и размерности пространства. 

  Доказательствo отпускается.  

Приведѐм результат, который позволяет вычислить )(xU  приближенно, когда на S  вместо 

)(yU   и )(),( yUnT y  заданы их  непрерывные приближения )()( ygиyf  ;  

10,)()(),(max)()(max   ygyUnTyfyU y
SS

             (21) 

Функцию )(xU  определим формулой 

    DxdsxyПnTyfygxyПxU

S

yy  
*

,),(),()()(),()(  

где 0Remax,ln
1




 

 Sy
R

M

R 
 . 

Тогда имеет место следующая 

 Теорема 4. Пусть )(xU  - регулярное решение уравнения (1) в области D  и на всей 

границе D  удовлетворяет граничному условию (18). Тогда 

1) если 1,12  nnm , то 










M

R

m

xMCxUxU
1ln)(

1 )()()(


  

2) если 1,2  nnm , то  

                                    








M

R

m

xCxUxU
ln)(

2 )()()(  ,  

где .2,1,)()(  


k
r

ds
CxC

D

m

y

kk



  

 Доказательство. Согласно формуле (10) и определения функции  )(xU  имеем 

    

    

21

\

),(),())()(()()(),(),(

),(),()()(),(),()()(
*

II

dsxyПnTyfyUygyUnTxyП

dsxyПnTyUyUnTxyПxUxU

y

S

yy

y

SD

yy





















 

 Тогда по теореме 3 при 1,12  nnm   
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


 




D

m

ym

r

ds
MCI )exp()( 1

11 , 

и при 1,2  nnm  









D

m

ym

r

ds
MCI )exp()(21 . 

 Оценим 2 . 

 

   yy

S

y dsyfyUygyUnTxyПnxy )()()()(),(),(),(),(2   


 

По лемме 2 и условию (21) получим, при 1,12  nnm   




 




D

m

ym

r

ds
CI )exp()(
~ 1

12  

и для 1,2  nnm  









D

m

ym

r

ds
CI )exp()(
~

22 . 

Тогда, объединяя оценки для 1I  и 2I , и подбирая  






M

R
ln

1
 , где 0Remax 

Sy
R


  

для каждого случая  m  мы получим доказательство утверждения теоремы 4.  

 Из доказанных теорем следует  

 Следствие 1. Предельные равенства 

)()(lim),()(lim
0

xUxUxUxU 








 

выполняются равномерно на каждом компакте из D . 

 Аналогичные результаты имеет место в предельлым случае для областей типа шапочки.  

 В  заключение  авторы  выражают  признательность  профессору  Ш. Я.  Ярмухамедову 

за постановку задачи и постоянные обсуждения в процессе еѐ решения. 
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