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III  B Î B

SÎNLI ÊEÒÌÀ-ÊEÒLIÊLÀR VÀ
ULÀRNING LIÌIÒI

1-§. Chåksiz sînli kåtmà-kåtliklàr

1. Êåtmà-kåtlik tushunchàsi. Hàr bir nàturàl sîn n (n∈N) gà
birîr qîidà bo‘yichà xn hàqiqiy sîn mîs qo‘yilgàn bo‘lsin. U hîldà

x1; x2; x3; . . . ; xn; ...                                         (1)

sînli kåtmà-kåtlik bårilgàn dåyilàdi và bu kåtmà-kåtlik {xn} ko‘ri-
nishdà bålgilànàdi.

x1, x2, xn sînlàr, mîs ràvishdà, (1) kåtmà-kåtlikning birinchi
hàdi, ikkinchi hàdi và n- hàdi dåyilàdi.

xn kåtmà-kåtlikning umumiy hàdi dåb àtàlàdi.
Êåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki, kåtmà-kåtlik

nàturàl sînlàr to‘plàmidà bårilgàn y = f (n) funksiyadir. Shuning
uchun kåtmà-kåtlik nàturàl àrgumåntli funksiya dåb hàm yuriti-
làdi.

1 - m i s î l .  Umumiy hàdi 2
1

n
n

x =  bo‘yichà sînli kåtmà-kåtlik

tuzish uchun ungà tàrtib bilàn n = 1; 2; 3; ... qo‘yamiz. Nàtijàdà
quyidàgi kåtmà-kåtlik hîsil bo‘làdi:

2 2
1 1 1 1 1
4 9 16 ( 1)

1;  ;  ;  ;  ...;  ;  ;  ... .
n n+

2 - m i s î l .  Hàr bir tîq nàturàl sîngà 3 ni, hàr bir juft nàturàl
sîngà esà 5 ni mîs kåltiràmiz:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

õn 3 5 3 5 3 5 3 5 . . .

Nàtijàdà 3; 5; 3; 5; 3; 5; 3; 5; ... chåksiz sînli kåtmà-kåtlikkà
egà bo‘làmiz. Uning umumiy hàdini bir nåchà fîrmulà bilàn,
màsàlàn, an = 4 + (−1)n yoki an = 4 + (−1)n + sinπn fîrmulà bilàn
bårish mumkin.

Chåksiz sînli kåtmà-kåtliklàr turli õil usullàrdà bårilishi
mumkin. Shu usullàrdàn àyrimlàrini kåltiràmiz.
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1. Êåtmà-kåtlikning umumiy hàd fîrmulàsi bilàn bårilishi. Bu
usuldà n-hàdning qiymàtini shu hàdning tàrtib nîmåri bilàn
bîg‘lîvchi fîrmulà bårilàdi (1-misîl). Umumiy hàd fîrmulàsi
yordàmidà kåtmà-kåtlikning istàlgàn hàdini tîpish mumkin, ya’ni
bu fîrmulà kåtmà-kåtlikni to‘là àniqlàydi.

2. Êåtmà-kåtlik o‘z hàdining tàrtib nîmåri bilàn shu hàdning
qiymàti îràsidàgi mîslikni so‘zlàr îrqàli ifîdàlàsh yordàmidà
bårilishi mumkin (2-misîl).

3. Êåtmà-kåtlikning råkurrånt usuldà bårilishi. Àgàr kåtmà-
kåtlikning dàstlàbki bittà yoki bir nåchtà hàdlàri bårilgàn bo‘lib,
kåyingi hàdlàrni shu bårilgàn hàdlàr yordàmidà tîpish imkînini
båruvchi fîrmulà (råkurrånt fîrmulà) ko‘rsàtilgàn bo‘lsà, kåtmà-
kåtlik råkurrånt usuldà bårilgàn dåyilàdi. (Råkurrånt so‘zi lîtin
tilidà qàytish dågàn mà’nîni båràdi.)

3-misîl. a1 = 3, an = 2n ⋅ an−1 − 4 (n ≥ 2) bo‘lsà, {an} kåtmà-
kåtlikning a2, a3, a4 hàdlàrini tîpàmiz.

Y e c h i s h . Bu yerdà {an} kåtmà - kåtlik råkurrånt usuldà
bårilgàn.  a1 = 3 bo‘lgàni uchun råkurrånt fîrmulà an = 2n ⋅ an−1 − 4
gà àsîsàn

a2 = 22 ⋅ a1 − 4 = 4 ⋅ 3 − 4 = 8,
a3 = 23 ⋅ a2 − 4 = 8 ⋅ 8 − 4 = 60,

a4 = 24 ⋅ a3 − 4 = 8 ⋅ 60 − 4 = 476
ekànligini tîpàmiz.

Êåtmà-kåtlik jàdvàl yoki gràfik ko‘rinishidà bårilishi hàm mumkin.
Êåtmà-kåtlikning gràfigi diskråt nuqtàlàr to‘plàmidàn ibîràt bo‘làdi
(lîtinchà – discretus – uzlukli, àlîhidà qismlàrdàn ibîràt).

Àgàr kåtmà-kåtlikning dàstlàbki bir nåchtà hàdlàri bårilgàn
bo‘lib, kåyingi hàdlàrni bårilgàn hàdlàr îrqàli ifîdàlàsh usuli
àytilmàgàn bo‘lsà, bu hàdlàrning bårilishi kåtmà-kåtlikning to‘liq
àniqlànishi uchun yetàrli bo‘lmàydi. Ìàsàlàn, 3; 5; 7; . . . kåtmà-
kåtlikni  2 dàn kàttà tîq sînlàr yoki 2 dan katta tub sînlàr kåtmà-
kåtligi sifàtidà, shuningdåk, xn = 2n + 1 + sinπn fîrmulà bilan
bårilgàn kåtmà-kåtlik sifàtidà hàm qàràsh mumkindir.

Dastlabki hadlariga ko‘ra ketma-ketlik uchun biror umumiy
had tanlash usullaridan birini keltiramiz.

4 - m i s î l .  Ushbu jàdvàl bilàn bårilgàn sînli kåtmà-kåtlikning
umumiy hàdini tîpàmiz:
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n 2 4 6 8

an −6 6 26 54

Jàdvàldà kåtmà-kåtlikning 2, 4, 6, 8- hàdlàri bårilgàn.
Y e c h i s h .  Bu hîldà jàdvàlni îddiy kuzàtishning o‘zi yetàrli

emàs.
Shuning uchun chåkli àyirmàlàr usuli, ya’ni ∆an = an+1  − an

dàn fîydàlànàmiz:

n 2 4 6 8

an −6 6 26 54

∆an 12 20 28

∆2an 8 8

Birinchi ∆an chåkli àyirmàlàr an ning kåtmà-kåt jîylàshgàn

qiymàtlàri àyirmàsidàn ibîràt: 6 − (−6) = 12, 26 − 6 = 20, 54 −
− 26 = 28.

Shu kàbi, ∆2an ikkinchi àyirmàlàr ∆an ning kåtmà-kåt jîy-

làshgàn qiymàtlàridàn ibîràt: 20 − 12 = 8, 28 − 20 = 8.
∆2an àyirmàlàr bir õil. Dåmàk, (an) kåtmà-kåtlik y = ax2 +

+ bx + c kvàdràt funksiya qiymàtlàridàn ibîràt. Fîrmulàdà a, b,
c – nîmà’lum. Ulàrni tîpish uchun jàdvàldàn iõtiyoriy (n, an)
juftlik bo‘yichà tånglàmàlàr siståmàsini tuzàmiz. Ìàsàlàn,
(2; −6), (4; 6), (6; 26) juftliklàr bo‘yichà:

2

2

2

6 2 2 ,

6 4 4 ,

26 6 6 ,

a b c

a b c

a b c

− = ⋅ + ⋅ +
 = ⋅ + ⋅ +


= ⋅ + ⋅ +
bundàn a = 1, b = 0, c = −10.

Dåmàk, izlànàyotgàn umumiy hàd fîrmulàsi an = n2 − 10 dàn
ibîràt bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

3.1. Umumiy hàdi fîrmulàsi bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlikning
dàstlàbki bir nåchtà hàdlàrini tîping:

1) nx n32 1= + ;            2) n
nx 2 3= + ;

8 Algebra, II qism
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3) 2 1nx n= + ;            4) 2
sinn

nx π= ;

5) 2
ln sinnx n n π= + π + ;          6) 2cosnx n= ;

7) tg sin( )nx n n= + π ;              8) 2 21 sin cosnx n n= − π − π .

3.2. Råkurrånt fîrmulà bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlikning dàstlàbki
5 tà hàdini tîping.

1) 1 11,  3 1,  ( 1)m ma a a m+= = − ≥ ;

2) 1 12,  ,  ( 1)n na a a n n+= = + ≥ ;

3) 1
1 1,  3 ,  ( 2)an

na a n−= − = ≥ ;

4) 1 2 1 1 12,  3,  ,( 2)n n n n na a a a a a a n+ − −= = = − + ≥ .

3.3. Êåtmà-kåtlikning bårilgàn dàstlàbki hàdlàrigà ko‘rà, uning
n-hàdi uchun mumkin bo‘lgàn birîr fîrmulà tànlàng:

1) 2 3 4
1 2 3 4
2 2 2 2
;  ;  ;  ;  ... ;        5) 91 4 16

3 9 27 81
;  ;  ;  ;  ...;

2) 
22 2 21 2 3 4

3 5 7 9
;  ;  ;  ;  ... ;      6) 5 5 17 13

20 156 6
1;  ;  ;  ;  ;  ... ;

3) 2 4 8
101 201 301

1; ;  ;  ;  ... ;        7) 1
2

2
5

3
10

4
17

; ; ; ;    ... ;

4) 1 1 1
2 2 3 3 4 4

1; ; ;  ;  ... ;        8) 1 8 15 24
2 3 4 5

0; ;  ;  ;  ;  ... .

3.4. an = 3n + 5 ⋅ 2n kåtmà-kåtlik quyidàgi råkurrånt fîrmulà
yordàmidà bårilishi mumkinligini isbîtlàng:

a1 = 13; a2 = 29; an+2 = 5an+1 − 6an  (n ≥ 1).

3.5. a1 = 0, a2 = 1, an = an−2 + an−1 (n ≥ 3) råkurrånt fîrmulà
bilàn bårilgàn kåtmà-kåtlik Fibînàchchi kåtmà-kåtligi, uning hàdlàri
esà Fibînàchchi sînlàri dåyilàdi. Fibînàchchi kåtmà-kåtligining
dàstlàbki bir nåchtà hàdlàrini tîping. Fibînàchchi kåtmà-kåtligining
n-hàdi uchun fîrmulà tîping.

2. Chågàràlàngàn kåtmà-kåtliklàr. {xn} chåksiz kåtmà-kåtlik
bårilgàn bo‘lsin.

Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik uchun shundày bir à hàqiqiy sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun õn ≥ a , (õn ≤ a) tångsizlik bàjàrilsà,
{xn} kåtmà-kåtlik quyidàn (yuqîridàn) chågàràlàngàn dåyilàdi.
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Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik uchun ikkità a và b hàqiqiy sînlàr tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun a ≤ xn ≤ b tångsizlik bàjàrilsà, {xn}
kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

Bundà a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning quyi chågàràsi, b sîn esà
yuqîri chågàràsi dåyilàdi.

1 - m i s î l .  1
1n

n
n

x −
+

=  kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik

ekànligini isbît qilàmiz.
I s b î t .  Bàrchà n nàturàl sînlàr uchun quyidàgi tångsizliklàr

to‘g‘ridir:
1
1 1

0n
n n n
n n

x − −
+ +

= ≥ = ;

1 1
1 1

1n
n n
n n

x − +
+ +

= ≤ = .

Dåmàk, 0 ≤ xn ≤ 1 tångsizlik bàrchà n nàturàl sînlàrdà o‘rinli.
Bu esà {xn} kåtmà-kåtlikning chågàràlàngànligini ko‘rsàtàdi.

Ò å î r å m à .  Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lsà, u
hîldà shundày Ì ≥ 0 sîn tîpilàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàr uchun
| xn| ≤ M tångsizlik bàjàrilàdi và àksinchà, {xn} kåtmà-kåtlik uchun
shundày bir M ≥ 0 sîn tîpilib, bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn| ≤ M
tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘làdi.

I s b î t .  {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lsin. U hîldà
shundày a và b hàqiqiy sînlàr tîpilàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàrdà
a ≤ xn ≤ b tångsizlik bàjàrilàdi. | a | và | b |  sînlàrning eng kàttàsini
M bilàn bålgilàymiz: M = max(| a |; | b |).

U hîldà a ≥ −| a | ≥ −Μ, b ≤ | b | ≤ M bo‘lgàni uchun bàrchà n
nàturàl sînlàrdà −M ≤ xn ≤ M yoki | xn | ≤ M  bo‘làdi.

Endi {xn} kåtmà-kåtlik uchun shundày bir M ≥ 0 sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn | ≤ M tångsizlik o‘rinli bo‘lsin. U
hîldà, −M ≤ xn ≤ M tångsizlikkà egà bo‘làmiz. à = −Ì, b = Ì dåb
îlsàk, {xn} kåtmà-kåtlikning chågàràlàngàn bo‘lishligini ko‘rà-
miz.

2 - m i s î l .  
2

2 1
( 1)nn

n

n
x

+
= − +  kåtmà-kåtlikning chågàràlàngàn

kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàng.
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I s b î t .

 
2 2 2 2

2 2 2 21 1 1
( 1) ( 1) 1 1 1 1 2n n

n
n n n n

n n n n
x

+ + +
= − + ≤ − + = + ≤ + = + =

munîsàbàtlàrdàn ko‘rinàdiki, bàrchà n nàturàl sînlàrdà | xn | ≤ 2
tångsizlik o‘rinli. Dåmàk, isbîtlàngàn tåîråmàgà ko‘rà {xn} chågà-
ràlàngàn kåtmà-kåtlikdir.

Êåtmà-kåtliklàr îràsidà chågàràlàngànlik shàrti bàjàrilmàydigàn
kåtmà-kåtliklàr hàm màvjuddir. Ulàr chågàràlànmàgàn kåtmà-
kåtliklàr dåyilàdi. Quyidà biz chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlikning
qàt’iy màtåmàtik tà’rifini båràmiz.

Ò à ’ r i f .  Àgàr iõtiyoriy M > 0 sîn uchun, shundày bir N nàturàl
sîn tîpilib, | xN | > M tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàrà-
lànmàgàn kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

3 - m i s î l .  xn = n2 kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik
ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  M iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. | xN | > M  tångsizlikni
nàturàl sîn n gà nisbàtàn yechàmiz:

| n2
 | > M ⇔ n2 > M ⇔ n M> ,  (n – nàturàl sîn).

Îõirgi tångsizlikdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N nàturàl

sîn sifàtidà M  dàn kàttà bo‘lgàn hàr qàndày nàturàl sînni

îlish mumkin. Biz [ ]N M= + 1  nàturàl sînni îlàmiz. Bu sîn

uchun { } ( )22 22 1Nx N M M M M M   = = + > + = =    ,

ya’ni | xN | > M bo‘làdi.
Dåmàk, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlikdir.
Àgàr kåtmà-kåtlikning hàdlàrini to‘g‘ri chiziqdàgi nuqtàlàr bilàn

tàsvirlàsàk, chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri birîr

îràliqdà yotishini ko‘ràmiz. Ìàsàlàn, 1
n n

x =   kåtmà-kåtlik chågàrà-

làngàn và uning hàmmà hàdlàri [0; 1] îràliqdà yotàdi.
Chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtliklàr uchun esà buning àksidir

ya’ni, hàr qàndày îràliqni îlmàylik, chågàràlànmàgàn kåtmà-
kåtlikning bu îràliqdà yotmàydigàn hàdlàri àlbàttà màvjud
bo‘làdi.
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Ì à s h q l à r

3.6. Êåtmà-kåtlikning chågàràlàngànligini isbîtlàng:

1) 
2

2
2 1

2
n

n

n
x −

+
= ; 3) 

2

1

1
n

n

n
x −

+
= ;

2) 
( 1)

3 1

n

n
n

n
x

+ −
−

= ; 4) 
2

( 1)

1

n

n
n

x
−

+
= .

3.7. Êåtmà-kåtlikning chågàràlànmàgànligini isbîtlàng.

1) ( 1)nna n= − ⋅ ;  2) 2
na n n= − ;  3) 1

n
n
n

a −= ;

4) ( 1)nna n n= + − ⋅ ; 5) 
2

sinn
na n π= ⋅ ; 6) 

2
2

cosn
na n π= .

3.8. {xn} và {yn} kåtmà-kåtliklàr chågàràlàngàn kåtmà-kåtliklàr
bo‘lsà, quyidàgi kåtmà-kåtlikni chågàràlàngàn yoki chågàràlàn-
màgànligi hàqidà nimà dåyish mumkin:

1) n nx y ;       2) n

n

x
y ;          3) n nx y+ ;             4) n nx y− ?

3.9. 1) Àgàr xn ≤ yn (n = 1, 2, 3, . . . ) bo‘lib, {yn} chågàràlàngàn
kåtmà-kåtlik bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn bo‘lishi
shàrtmi?

2) | xn | ≤ | yn | bo‘lsà-chi?

3.10. 1) 1
1 2 21,  2,  ,  ( 1)n

n
n

a
a

a a a n+
+= = = ≥  råkurrånt fîrmu-

làlàr bilàn bårilgàn kåtmà-kåtliklàrning chågàràlàngànligini
isbîtlàng;

2) à) yuqîridàn chågàràlàngàn, låkin quyidàn chågàrà-
lànmàgàn;

b) quyidàn chågàràlàngàn, låkin yuqîridàn chågàràlànmàgàn;
d) quyidàn hàm, yuqîridàn hàm chågàràlànmàgàn kåtmà-

kåtlik tuzing.

3) 1 1 1
2 3

1n n
a ...= + + + +  kåtmà-kåtlikning chågàràlànmàgànli-

gini isbîtlàng.

3. Ìînîtîn kåtmà-kåtliklàr. {xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin.
Àgàr kåtmà-kåtlikning ikkinchi hàdidàn bîshlàb, hàr bir hàdi
o‘zidàn îldingi hàddàn kàttà (kichik) bo‘lsà, ya’ni xn+1 > xn
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(xn+1 < xn) shàrt bàrchà nàturàl n sînlàr uchun bàjàrilsà, {xn}
kåtmà-kåtlik o‘suvchi (kàmàyuvchi) kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

1 - m i s î l .  xn = 3n3 kåtmà-kåtlik o‘suvchi ekànini isbîtlàng.
I s b î t .  xn+1 − xn àyirmàni qàràymiz:

xn+1 − xn = 3(n + 1)3 − 3n3 = 3(n3 + 3n2 + 3n + 1) − 3n3 = 3(3n2 + 3n + 1).

Bu àyirmà n ning istàlgàn nàturàl qiymàtidà musbàtdir. Shu sàbàbli,
bàrchà n nàturàl sînlàrdà xn+1 > xn, ya’ni {xn} kåtmà-kåtlik
o‘suvchidir.

2 - m i s î l .  
2
1

n
n

x =   kåtmà-kåtlikning kàmàyuvchi ekànligini

isbîtlàng.
I s b î t .  Bu kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri bir õil ishîràli

bo‘lgàni uchun 1n

n

x

x
+  nisbàtni bàhîlàymiz:

2 21
2

2

1

( 1)
1 ( 1)

1n

n

x n n
x n

n

+ +

+
= = < .

xn > 0 bo‘lgàni uchun, bàrchà nàturàl n làrdà xn+1 < xn tångsizlikkà
egàmiz. Dåmàk, {xn} kàmàyuvchi kåtmà-kåtlikdir.

Àgàr {xn} kåtmà-kåtlikning ikkinchi hàdidàn bîshlàb, hàr
bir hàdi o‘zidàn îldingi hàddàn kichik (kàttà) bo‘lmàsà, ya’ni
xn+1 ≥ xn     (xn+1 ≤ xn) tångsizlik bàrchà  n nàturàl sînlàrdà bàjàrilsà,
{xn} kåtmà-kåtlik kàmàymàydigàn (o‘smàydigàn) kåtmà-kåtlik
dåyilàdi.

Ìàsàlàn, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; . . . kåtmà-kåtlik kàmày-

màydigàn, 1 1
2

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
4

1
4

1
4

; ; ; ; ; ; ; ; ; ;          ...  kåtmà-kåtlik esà

o‘smàydigàn kåtmà-kåtlikdir.
Hàr qàndày o‘suvchi kåtmà-kåtlik kàmàymàydigàn kåtmà-kåtlik

bo‘lishini, hàr qàndày kàmàyuvchi kåtmà-kåtlik esà o‘smàydigàn
kåtmà-kåtlik bo‘lishini eslàtib o‘tàmiz.

O‘smàydigàn kåtmà-kåtliklàr và kàmàymàydigàn kåtmà-
kåtliklàr (umumiy nîm bilàn) mînîtîn kåtmà-kåtliklàr dåb
àtàlàdi.

3 - m i s î l .  1
2 1n
n
n

x +
−

=  kåtmà-kåtlikni mînîtînlikkà tåkshi-
ràmiz.
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Y e c h i s h .  1 2
2 1 3

2 1 2 1 4 1
0n n

n n
n n n

x x+
+ +−
+ − −

− = = − <  tångsizlik n

ning bàrchà nàturàl qiymàtlàridà o‘rinli. Dåmàk, iõtiyoriy n nàturàl
sîn uchun xn+1 < xn tångsizlik to‘g‘ridir. Bu yerdàn, {xn} kåtmà-

kåtlikning mînîtînligi kålib chiqàdi.

4 - m i s î l .  n ≥ 2 bo‘lsà, 
111

n

n n
x

+
= +  kåtmà-kåtlikni

mînîtînlikkà tåkshiràmiz.
Y e c h i s h .

1

2 2 2 4

11
1

11
1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

n

n

n

n n n n

x n
x n

n

nn n n n

−

+

+
−

 
 = ⋅ + =  
 

       = − ⋅ + < − ⋅ + = − <       
       

tångsizlikdàn, {xn} kåtmà-kåtlikning kàmàyuvchi ekànligi kålib

chiqàdi (E s l à t m à :  
2 2

1 1 11 1 ... 1
n

n n n
n  + < + ⋅ + = + 

 
).

Dåmàk, {xn} kåtmà-kåtlik mînîtîn kåtmà-kåtlikdir.

5 - m i s î l .  
(2 1),  agar 2 1,  1,  2,  3,  ...;

2,  agar 2 ,  1,  2,  3,  ...n
k n k k

x
n k k

− − = − =
=  = =

kåtmà-kåtlikni mînîtînlikkà tåkshiring.

Y e c h i s h .  Êåtmà-kåtlikni, uning hàdlàrini ko‘rsàtish îrqàli
båràylik:

−1;  2;  −3;  2;  −4;  2;  ... .
Bu kåtmà-kåtlik mînîtîn kåtmà-kåtlik emàs, chunki juft

nîmårli hàr qàndày hàdi o‘zidàn îldingi hàddàn hàm, shuningdåk
o‘zidàn kåyingi hàddàn hàm kàttà.

Ì à s h q l à r

3.11. 1na n n= + −  kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi ekànligini isbît-
làng.

3.12. Êåtmà-kåtlik mînîtîn ekànligini isbîtlàng:

1) 1
n

n
n

a −= ; 2) 2 1n
na = − .
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3.13. a, b, c và d sînlàr îràsidà qàndày munîsàbàt bàjàrilsà,

n
an b
cn d

a +
+

=  kåtmà-kåtlik:  1) o‘suvchi; 2) kàmàyuvchi bo‘làdi?

4. Prîgråssiyalàr. Êåtmà-kåtliklàrning muhim õususiy hîli
bo‘lgàn prîgråssiyalàrni qàràymiz. {õn} chåksiz sînli kåtmà-kåtlik
bårilgàn bo‘lsin.

Àgàr {õn} kåtmà-kåtlik uchun shundày o‘zgàrmàs d sîn tîpilib,
bàrchà n nàturàl sînlàr uchun õn+1 = õn + d tånglik o‘rinli bo‘lsà,
{õn} kåtmà-kåtlik àrifmåtik prîgråssiya dåyilàdi.

Àgàr {õn} kåtmà-kåtlik uchun shundày q ≠ 0 o‘zgàrmàs sîn
tîpilib, bàrchà n nàturàl sînlàrdà õn+1 = õn ⋅ q tånglik bàjàrilsà
và õ1 ≠ 0 bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik gåîmåtrik prîgråssiya dåyilàdi.

d sîn àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi, q sîn esà gåîmåtrik
prîgråssiyaning màõràji dåyilàdi.

1 - m i s î l .  an = kn + m (bu yerdà k, m – o‘zgàrmàs hàqiqiy
sînlàr) kåtmà-kåtlikning àrifmåtik prîgråssiya, bn = cakn+m (bu
yerdà c ≠ 0, a > 0, k ≥ 0, m ≥ 0) kåtmà-kåtlikning esà gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lishligini isbîtlàng.

I s b î t .  n ning istàlgàn nàturàl qiymàtidà

1 ( ( 1) ) ( )n na a k n m kn m k+ − = + + − + =  và 
( 1)1 k n m kn
kn mn

b c a
b c a

a
+ ++
+

⋅

⋅
= = ,

ya’ni an+1 = an + k, bn+1 = bna
k tångliklàr o‘rinli. Dåmàk, {àn} kåtmà-

kåtlik àyirmàsi d = k bo‘lgàn àrifmåtik prîgråssiya, {bn} kåtmà-
kåtlik esà màõràji q = ak bo‘lgàn gåîmåtrik prîgråssiyadir.

1 - t å î r å m à . Àyirmàsi d gà tång bo‘lgàn {àn} àrifmåtik prîgrås-
siyaning umumiy hàdi uchun

an = a1 + (n − 1)d,                                          (1)

màõràji q gà tång bo‘lgàn {bn} gåîmåtrik prîgråssiyaning umumiy
hàdi uchun esà

bn = b1q
n−1                                                   (2)

tånglik o‘rinlidir.
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I s b î t .  Àrifmåtik và gåîmåtrik prîgråssiyalàrning tà’rifidàn
quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:

2 1 2 1

3 2 3 2

4 3 4 3

5 4 5 4

1 2 1 2

1 1

, ,

, ,

, ,

( 1) ta  , (3)  ( 1) ta  ,  (4)

..., ...,

, ,

, .
n n n n

n n n n

a a d b b q

a a d b b q

a a d b b q

n a a d n b b q

a a d b b q

a a d b b q

⋅

⋅

⋅

⋅

⋅− − − −

⋅− −

= + = 
 = + = 
 = + =
  − = + − = 
 
 
 = + =
 = + =  

(3) dàgi tångliklàrni hàdmà-hàd qo‘shib, (4) dàgi tångliklàrni
esà hàdmà-hàd ko‘pàytirib,
(a2 + a3 + a4 + a5 + ... + an−1) + an = a1 + (a2 + a3 + a4 + ... + an−2 +

+an−1) + (n −1)d
và

(b2 ⋅ b3 ⋅ ... ⋅ bn−1) ⋅ bn = b1 ⋅ (b2 ⋅ b3 ⋅  ...  ⋅ bn−1) ⋅ q
n−1

tångliklàrni hîsil qilàmiz. Bu tångliklàrdàn tåîråmàning tàsdig‘i
o‘rinli ekànligi kålib chiqàdi.

2 - m i s î l .  (an) kåtmà-kåtlik àyirmàsi d bo‘lgàn àrifmåtik
prîgråssiya, (bn) kåtmà-kåtlik esà màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lsin. U hîldà iõtiyoriy n và k nàturàl sînlàr uchun,

an = ak + (n − k)d                                             (5)

bn = bk ⋅ q 
n−k                                                 (6)

tångliklàr o‘rinli bo‘lishini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1-tåîråmàgà ko‘rà, an = a1 + (n − 1)d và ak = a1 +
+ (k − 1)d tångliklàr o‘rinli. Bu tångliklàrning ikkinchisidàn, a1 =
= ak −(k − 1)d  ni tîpib, birinchisigà qo‘ysàk và iõchàmlàshni
bàjàrsàk, isbîtlànishi kåràk bo‘lgàn (5) tånglik hîsil bo‘làdi.

(6) tånglik hàm shu tàrzdà isbîtlànàdi.

N à t i j à .  (an) àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi d uchun

,  ( )n ka a
n k

d n k
−
−

= ≠  tånglik, (bn) gåîmåtrik prîgråssiya màõràji q
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uchun esà  

,  agar 1,

| |
,  agar 2

n

k

nn k
k

b
b

b
b

n k

q
n k−

 = += 
 − ≥


  munîsàbàt  o‘rinli

(Ìustàqil isbîtlàng).

2 - t å î r å m à .  {an} kåtmà-kåtlik àyirmàsi d bo‘lgàn àrifmåtik
prîgråssiya, {bn} kåtmà-kåtlik esà màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik
prîgråssiya bo‘lsin. Àgàr m, n, p, k nàturàl sînlàr uchun m + n = p
+ k tånglik bàjàrilsà,

am + an = ap + ak,                                              (7)

bm ⋅ bn = bp ⋅ bk                                                  (8)

tångliklàr o‘rinli bo‘làdi.

I s b î t .  m, n, p, k nàturàl sînlàr uchun m + n = p + k bo‘lsin.
U hîldà, 1-tåîråmàgà ko‘rà

am + an = 2a1 + (m + n − 2)d = 2a1 + (p + k − 2)d = ap + ak
và

2 2 2 2
1 1

m n p k
m n p kb b b q b q b b+ − + −⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

tångliklàrgà egà bo‘làmiz.
3 - m i s î l .  (an) àrifmåtik prîgråssiyadà a17 = 310, a23 = 418

bo‘lsà:
à) prîgråssiya àyirmàsi d ni; b) a41 ni; d) a9 + a31 ni; e)a20

ni; f) a5 ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  à) 23 17 418 310 108
23 17 6 6

18
a a

d
− −
−

= = = = ;

b) a41 = a17 + (41 − 17)d = 310 + 24 ⋅ 18 = 742;

d) 9 + 31 = 17 + 23 bo‘lgàni uchun 2-tåîråmàgà ko‘rà

a9 + a31 = a17 + a23  = 728;

e) 20 + 20 = 17 + 23 bo‘lgàni uchun 2a20 = a17 + a23 = 728,
a20 = 364.

f) a5 = a17 + (5 − 17)d = 310 − 12 ⋅ 18 = 94.
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4 - m i s î l .  Bàrchà hàdlàri musbàt bo‘lgàn (bn) gåîmåtrik
prîgråssiyadà b6 = 320, b10 = 5120 bo‘lsà, quyidàgilàrni tîpàmiz:

à) gåîmåtrik prîgråssiya màõràji q ni; b) b13 ni; d) b4 ni;
e) b7b9 ni; f) b8 ni.

Y e c h i s h :  à) 10

6

410 6 4 5120
320

| | 16 2,
b
b

q −= = = =  0nb >

( 1,  2,  3,  ...)n =   bo‘lgàni uchun q > 0 và, dåmàk, q = 2;

b) b13 = b6 ⋅ q
13−6 = 320 ⋅ 27 = 320 ⋅ 128 = 40960;

d) 
4 6 2

4 6
320
4

320 2 80b b b − −= ⋅ = ⋅ = = ;

e) 7  + 9  = 6  + 10  bo‘lgàni  uchun  7 9 6 10b b b b⋅ = ⋅ =

320 5120 1638400= ⋅ = ;

f) 8 + 8 = 6 + 10 bo‘lgàni uchun 2
8 8 6 108 1638400b b b b b= ⋅ = ⋅ = ,

| b8 | = 1280.  b8 > 0 bo‘lgàni uchun b8 = 1280 gà egà bo‘làmiz.

Endi àrifmåtik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdlàrining yig‘in-
disi Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an−2 + an−1 + an uchun fîrmulà hîsil
qilàmiz:

2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + (a3 + an−2) + ... + (an−2 + a3) +

 + (an−1 + a2) + (an + a1).

Bu tånglikning o‘ng tîmînidà n tà qo‘shiluvchi màvjud bo‘lib,
1 + n = 2 + (n − 1) = 3 + (n − 2) = ... = (n − 2) + 3 = (n − 1) + 2 = n + 1
tångliklàr o‘rinli. Shu sàbàbli 2-tåîråmàgà ko‘rà qo‘shiluvchilàrning
hàmmàsi  a1 + an gà tångdir.

12 ( )n nS a a n= +  tånglikkà egà bo‘ldik. Bundàn,

1
2

n
n

a a
S n

+
= ⋅

fîrmulà hîsil bo‘làdi.
5 - m i s î l .  (an) àrifmåtik prîgråssiyadà a20 = 364 bo‘lsà, S39 ni

tîping.

Y e c h i s h .  1 39 20 20
39 2 2

39 39 364 39 14196
a a a a

S
+ +

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = .

Gåîmåtrik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdining yig‘indisi uchun
fîrmulà chiqàràmiz. (bn) gåîmåtrik prîgråssiya, q esà uning màõ-
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ràji bo‘lsin. (bn) gåîmåtrik prîgråssiya dàstlàbki n tà hàdining
yig‘indisini Sn bilàn bålgilàymiz.

Àgàr q = 1 bo‘lsà, Sn = nb1 bo‘làdi.
q ≠ 1 hîlni qàràymiz.

1 2 1 1 2 1( ... ) ( ... )n n n n n nS S q b b b b b b b b q− −− = + + + + − + + + + =

1 nb b q= −

tånglikdàn Sn ni tîpàmiz:

1
1

,  ( 1)n
n

b b q
q

S q
−
−

= ≠ .

6 - m i s î l .  (bn) gåîmåtrik prîgråssiyadà b1 = 3, q = 2 bo‘lsà,
S11 ni tîping.

Y e c h i s h .  11 1 10
11 1 3 2 3 1024 3072b b q −= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  bo‘lgàni

uchun

11
3 3072 2 3 6144

1 2 1
6141S − ⋅ −

− −
= = = .

Ì à s h q l à r

3.14. (an) àrifmåtik prîgråssiyaning àyirmàsi d  bo‘lsin.
1) Àgàr d > 0 bo‘lsà, (an) ning o‘suvchi;
2) àgàr d < 0 bo‘lsà, (an) ning kàmàyuvchi;
3) àgàr d = 0 bo‘lsà, (an) ning o‘smàydigàn kåtmà-kåtlik

bo‘lishini isbîtlàng.

3.15. Àrifmåtik prîgråssiyaning 2- hàdidàn bîshlàb, hàr bir
hàdi o‘zidàn îldingi và kåyingi hàdlàrning o‘rtà àrifmåtigi bo‘lishini
isbîtlàng.

3.16. 1) Àyirmàsi nîldàn fàrqli bo‘lgàn àrifmåtik prîgråssiya-
ning chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàng.

2) 
12 ( 1)

2n
a n d

S n
+ −

= ⋅  fîrmulàni mustàqil isbîtlàng.

3.17. {bn} kåtmà-kåtlik màõràji q bo‘lgàn gåîmåtrik prîgråssiya
bo‘lsin. Quyidàgilàrni isbîtlàng:

1) q < 0 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik mînîtîn bo‘lmàydi.

2) b1 > 0, q > 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik o‘suvchi bo‘làdi.

3) b1 > 0, 0 < q < 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi bo‘làdi.

4) b1 < 0, q > 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik kàmàyuvchi bo‘làdi.
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5) b1 < 0, 0 < q < 1 bo‘lsà, {bn} kåtmà-kåtlik o‘suvchi bo‘làdi.

6) 1
1
1

,  ( 1)
n

n
q
q

S b q
−
−

= ⋅ ≠ .

3.18. 1) (bn) gåîmåtrik prîgråssiyaning ikkinchi hàdidàn
bîshlàb, hàr bir hàdining kvàdràti qo‘shni hàdlàr ko‘pàytmàsigà
tångligini isbîtlàng:

2
1 1 ,  ( 2)n n nb b b n− += ⋅ ≥ .

 2) (àn) kåtmà-kåtlik àrifmåtik prîgråssiya ekànligini bilgàn hîldà
hàr qàysi sàtrdàgi bårilgàn uchtà mà’lumîtgà ko‘rà qîlgàn
nîmà’lum miqdîrlàr qiymàti tîpilsin:

N a1 d n an Sn N a1 d n an Sn

1 110 −10 11 7 0 0,5 5

2 4 −
1
4

13 8 −9 1
2

−75

3 5 26 105 9 −28 9 0

4 3
4

26 3 7
18

10 0,2 5,2 137,2

5 3 12 210 11 30 15 3
4

146 1
4

6 2 15 −10 12 0,3      50,3  2551,3

3) (bn) kåtmà-kåtlik gåîmåtrik prîgråssiya bo‘lsà, hàr qàysi
sàtrdàgi bårilgàn uchtà mà’lumîtgà ko‘rà qîlgàn nîmà’lum
miqdîrlàr qiymàti tîpilsin.

N b1 q n bn Sn

1 1 3 10

2 1
2

8 2

3 2 7 1458

4 3 567 847

5 1
2

1
128

127
128

6 1
3

1
3

1
6561

7 −2 19  262144

8 −3 4 30
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2-§. Êåtmà-kåtlikning limiti

Limit tushunchàsi màtåmàtik ànàliz fànining muhim tushun-
chàlàridàn biridir. Biz dàstlàb kåtmà-kåtlikning limiti tushunchàsi
bilàn tànishib chiqàmiz.

1. Êåtmà-kåtlikning qirqimi. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr.
{xn} chåksiz kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin. Uning dàstlàbki N−1 tà
hàdini tàshlàb yubîrishdàn hîsil bo‘làdigàn xN, xN+1, xN+2, ...
chåksiz sînli kåtmà-kåtlik {xn} kåtmà-kåtlikning N- qirqimi dåb

àtàlàdi và { }n n N
x ∞

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

{xn} kåtmà-kåtlikning dàstlàbki bir nåchtà qirqimlàrini kål-

tiràylik:

{ }

{ }

{ }

1 2 3 4 5 1

2 3 4 5 2

3 4 5 3

,  ,  ,  ,  ,  ... (1 -qirqim, );

     ,  ,  ,  ,  ... (2 -qirqim, );

          ,  ,  ,  ... (3 -qirqim, ).

n n

n n

n n

x x x x x x

x x x x x

x x x x

∞
=

∞
=

∞
=

Àgàr bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun | xn| < ε tångsizlik

bàjàrilsà, { }n n N
x ∞

=  qirqim 0 ning ε - àtrîfidà yotàdi dåyilàdi.

1 - m i s î l .   1
n n

x =   kåtmà-kåtlik bårilgàn.  a = 0  sînning

ε = 0,01 - àtrîfi uchun {xn} kåtmà-kåtlikning shu àtrîfdà yotàdigàn
birîr qirqimi màvjud yoki màvjud emàsligini àniqlàymiz.

Y e c h i s h .  Bundày qirqimning màvjud yoki màvjud emàsligi
| xn| < 0,01 tångsizlikning birîr N nàturàl sîndàn bîshlàb, bàrchà
nàturàl sînlàr uchun bàjàrilishi yoki bàjàrilmàsligigà bîg‘liqdir.
Shu sàbàbli, | xn| < 0,01 tångsizlikni n nàturàl sîngà nisbàtàn
yechib îlishimiz tàbiiydir:

1 10,01,  0,01 0,01 100.n n n
x n< < ⇔ < ⇔ >

N = 101 sînini îlàmiz. U hîldà bàrchà n ≥ 101 nàturàl sînlàri

uchun, 1 1
101

0,01n n
x = ≤ <  bo‘làdi.
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Dåmàk, a = 0 sînning ε = 0,01 - àtrîfi uchun 1
n n

x =  kåtmà-

kåtlikning shu àtrîfdà yotàdigàn qirqimi màvjud. Bundày qirqim

sifàtidà, màsàlàn, { } 101n n
x ∞

=  qirqimni îlish mumkin. Bu qirqimdàn

kåyingi qirqimlàr hàm shu àtrîfdà yotishini eslàtib o‘tàmiz.
Ìà’lum bo‘lishichà, a = 0 sînning iõtiyoriy ε - àtrîfini îlmày-

lik, 1
n n

x =  kåtmà-kåtlikning shu àtrîfgà tågishli bo‘làdigàn birîr

qirqimi màvjud bo‘làdi, ya’ni iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N
nàturàl sîn màvjudki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun | xn| < ε
tångsizlik bàjàrilàdi.

2 - m i s î l .  a = 0 sînning iõtiyoriy ε-àtrîfi uchun 1
n n

x =

kåtmà-kåtlikning shu àtrîfgà tågishli bo‘làdigàn birîr qirqimi
màvjudligini isbîtlàng.

Isbît. ε – iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. | xn| < ε  tångsizlikni n
nàturàl sîngà nisbàtàn yechib îlàylik:

1 1 1
n n

n ε< ε ⇔ < ε ⇔ > .

1
ε  dàn kàttà birîr nàturàl sîn N ni, màsàlàn, 1 1N ε

 = +   nàturàl

sînni îlàmiz. U hîldà bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun

1 1 1 1 1
11 1 11

n n N
x

   + +    εε ε ε   

= ≤ = < = = ε

bo‘làdi, ya’ni {xn} kåtmà-kåtlikning { }n n N
x ∞

=  qirqimi 0 sînining
ε - àtrîfidà yotàdi.

{xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn bo‘lsin. Àgàr a = 0 nuqtàning iõtiyoriy
ε - àtrîfi uchun, {xn} kåtmà-kåtlikning shu àtrîfdà yotuvchi birîr

{ }n n N
x ∞

=  qirqimi màvjud bo‘lsà, {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

{ }n n Nx ∞
=

x1    x3                            0              xN−1    x2

III.1-rasm.
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2-misîldàn, 1
n n

x =  kåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-

kåtlik ekànligi kålib chiqàdi.
Chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki,

àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, u hîldà
0 ning hàr qàndày àtrîfini îlmàylik, bu àtrîfdà kåtmà-kåtlikning
birîr hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri yotàdi (III.1-ràsm).
Àtrîfdàn tàshqàridà esà ko‘pi bilàn chåkli sîndàgi hàdlàr qîlishi
mumkin.

Àgàr 0 nuqtà àtrîfining ràdiusini kàttàlàshtirib bîràvårsàk,
chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning hàmmà hàdlàri nîlning birîr
àtrîfigà tushib qîlàdi. Bundàn, chåksiz kichik kåtmà-kåtlik chågàrà-
làngàn kåtmà-kåtlikdir, dågàn õulîsà kålib chiqàdi.

Ì à s h q l à r

3.19. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:

1) ( 1)n
n n

x
−= ; 2) 0nx = ; 3) 2

3 1

4
n

n

n
x +

−
= ;

4) 1
n n

x = ; 5) 
3

( 1)n
n

n
x

−= ; 6) 
3

4 1
n

n

n
x

+
= .   

3.20. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik emàsligini
isbîtlàng.

1) 1 1 1 1
2 3 4 5

1;  2; ;  2; ;  2; ;  2; ;  ... ; 2) 
2 1
2

n
n
+ 

 
 

;

3) 1nx n= + ; 4) 1nx n= − ; 5) 2 1nx n= − .

3.21. Êåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdimi:

1) 11n n
x = − ; 2) 1 ( 1)nnx = + − ;         3) 2 3

n
n

n
x

−
= ;

4) 13
13 17n n

x
−

= ; 5) 2( 1) 1
n n

n

n
x

− +
= ?

2. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr hàqidàgi àsîsiy tåîråmàlàr.
Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrni gråk àlifbîsi hàrflàridàn fîydàlànib,
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αn, βn, γn, ... kàbi bålgilàsh qulàydir. Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr
hàqidàgi tåîråmàlàrni shu bålgilàshlàrdà bàyon etàmiz.

1 - t å î r å m à .  αn, βn kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-
kåtliklàr bo‘lsà, γn = αn + βn kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 0 ning ε
2
-àtrîfini

qàràymiz. αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày
N1 nàturàl sîn tîpilàdiki, uning αN1

 hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri

qàràlàyotgàn àtrîfdà yotàdi, ya’ni bàrchà n ≥ N1 làr uchun 2n
εα <

tångsizlik bàjàrilàdi. Õuddi shu kàbi βn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
bo‘lgàni uchun shundày N2 nàturàl sîn tîpilàdiki, uning βN2

hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri qàràlàyotgàn àtrîfdà yotàdi, ya’ni

bàrchà n ≥ N2 nàturàl sînlàr uchun 
2n
εβ <  bo‘làdi.

N1 và N2 sînlàridàn kàttà bo‘lgàn iõtiyoriy N nàturàl sînni

îlib, { }n n N
∞

=α  và { }n n N
∞

=β  qirqimlàrni qàràylik. Ulàrning hàr biri

0 sînining qàràlàyotgàn ε
2
 - àtrîfidà yotàdi:

2
,  ( )n n Nεα < ≥ ;  

2
,  ( )n n Nεβ < ≥ .

Shu sàbàbli γn kåtmà-kåtlikning { }n n N
∞

=γ  qirqimi 0 sînining
ε - àtrîfidà yotàdi:

2 2
,n n n n n

ε εγ = α + β ≤ α + β < + = ε   (bu yerdà n ≥ N).

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N nàturàl sîn
màvjudki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà nγ < ε  tångsizlik o‘rinli,
ya’ni γn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik.

2 - t å î r å m à .  {xn} chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik, αn esà chåksiz
kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, γn = xn ⋅ αn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  {xn} kåtmà-kåtlik chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik bo‘lgàni
uchun, shundày M > 0 sîn màvjudki, bàrchà n nàturàl sînlàr
uchun

nx M≤
tångsizlik bàjàrilàdi.
9 Algebra, II qism
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ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 0 sînining ε
M  - àtrîfini îlàmiz.

αn chåksiz kichik bo‘lgàni uchun, shundày N nàturàl sîn
màvjudki, uning αN hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri îlingàn àtrîfdà

yotàdi, ya’ni bàrchà n ≥ N dà n M
εα <  bo‘làdi.

{ }n n N
∞

=γ   qirqimni qàràymiz. n ≥ N làrdà

n n n n n M
x x M εγ = ⋅ α = ⋅ α < ⋅ = ε

bo‘lgàni uchun, bu qirqim 0 sînining ε - àtrîfidà yotàdi. Dåmàk,
γn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik.

3 - t å î r å m à .  Àgàr αn, βn kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik
kåtmà-kåtliklàr bo‘lsà, αn − βn kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik
kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  xn = −1 chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik, βn esà chåksiz
kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun {xn ⋅ βn} kåtmà-kåtlik chåksiz
kichik kåtmà-kåtlikdir (2-tåîråmà). Shu sàbàbli,

( 1)n n n n n n n nxγ = α − β = α + − ⋅ β = α + ⋅ β

kåtmà-kåtlik chåksiz kichikdir (1-tåîråmà).
Isbîtlàngàn tåîråmàlàrdàn quyidàgi nàtijàlàr kålib chiqàdi.
1 - n à t i j à .  Chåkli sîndàgi chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrning

àlgåbràik yig‘indisi hàm chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi
(Isbîtlàng).

2 - n à t i j à .  Chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrning ko‘pàytmàsi hàm
chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.

3 - n à t i j à .  αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lsà, c ⋅ αn (c =

=const) và  k
nα   (k – nàturàl sîn) kåtmà-kåtliklàr hàm chåksiz

kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

3.22. Chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdigàn bir nåchtà kåtmà-
kåtlik tuzing.

3.23. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kichik kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:
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1) 
2

2

3 2

15 618
n

n n

n n

x
−

+ +
= ; 2) 

2

2
2 1

3 1 6 1
n

n n
n n

x −
+ +

= − ;

3) 3
3 5

1n n
x

+
= − ; 4) 3

( 1) sin
2

n

n

n

n
x

π−
= .

3.24. 2 1
4 3n
n
n

x +
−

=  kåtmà-kåtlikni o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz

kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi ko‘rinishidà tàsvirlàng.

3. Chåksiz kàttà kåtmà-kåtliklàr. {xn} kåtmà-kåtlik bårilgàn
bo‘lsin. Àgàr iõtiyoriy E > 0 sîn uchun, ungà bîg‘liq bo‘lgàn
shundày bir  N = N(E) nàturàl sîn tîpilib, bàrchà n ≥ N nàturàl
sînlàrdà | xn| ≥ E tångsizlik bàjàrilsà, {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà
kåtmà-kåtlik dåyilàdi.

1 - m i s î l .  xn = n2 kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik
bo‘lishligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. 2 2
nx n n E= = ≥  tång-

sizlikni nàturàl sîn n gà nisbàtàn yechib, n E≥  ni îlàmiz.

[ ]N E= +1  sînni qàràylik. U hîldà bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr
uchun

22 22 2 1 ,nx n N E E E E E   = ≥ = + > + = =   

ya’ni nx E>  tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk, xn = n2 kåtmà-kåtlik
chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik.

Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki, àgàr
{xn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lsà, u hîldà nîlning hàr qàndày
àtrîfini îlmàylik, {xn} kåtmà-kåtlikning birîr xN hàdidàn bîshlàb
bàrchà hàdlàri shu àtrîfdàn tàshqàridà yotàdi.

Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
îràsidàgi munîsàbàtni ifîdàlîvchi tåîråmàni isbîtlàymiz.

Ò å î r å m à .  à) Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-

kåtlik bo‘lib, xn ≠ 0 (n = 1, 2, 3, ...) bo‘lsà, 1
n

nx
y =  kåtmà-kåtlik

chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘làdi.
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b) {yn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lib, yn ≠ 0

(n = 1, 2, 3, ...) bo‘lsà, 1
n

ny
x =  kåtmà-kåtlik chåksiz kàttà kåtmà-

kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  à) ε – iõtiyoriy musbàt sîn, {xn} esà chåksiz kàttà

kåtmà-kåtlik bo‘lsin. Nîlning 1ε -àtrîfini îlàmiz. {xn} kåtmà-kåtlik

chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày N N= 1
ε

nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàr uchun

1 1
n

ny
x

ε
= > , ya’ni ny < ε  tångsizlik bàjàrilàdi.

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N nàturàl sîn

tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun ny < ε  bo‘làdi. Bu esà {yn}

ning chåksiz kichikligini bildiràdi.

b) E – iõtiyoriy musbàt sîn, {yn} esà chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘lsin. {yn} kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni

uchun 1 0
E

>  sîngà bîg‘liq bo‘lgàn shundày ( )N N
E

= 1  nàturàl

sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà 1 1
n

n Ex
y = <  yoki

x En >   tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà {xn} kåtmà-kåtlikning chåksiz
kàttà kåtmà-kåtlik ekànini bildiràdi.

2 - m i s î l .  1 0n
n

x
α

= >  (bu yerdà α > 0) kåtmà-kåtlik chåksiz

kichik kåtmà-kåtlik ekànligini isbîtlàymiz.

Isbît. yn = nα (α > 0) kåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-
kåtlik ekànligini isbîtlàymiz. E iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin.

ny n Eα= ≥  tångsizlikdàn n E≥
1
α  ni tîpàmiz. 

1

1N E α
 

= + 
  

 dåb

îlsàk, bàrchà n ≥ N làrdà

1 1 1 1

1ny n N E E E E E

α α α
α α α α α α

                = ≥ = + > + = =                         
tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk, {yn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik. U
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hîldà isbîtlàngàn tåîråmàgà ko‘rà 1
n

n
x

α
=   kåtmà-kåtlik chåksiz

kichik kåtmà-kåtlikdir.
Chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning àniqlànishidàn uning

chågàràlànmàgànligi kålib chiqàdi. Chågàràlànmàgàn kåtmà-kåtlik
chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘lishi shàrt emàs. Ìàsàlàn, 1, 0, 2,
0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, 0, 7, ... kåtmà-kåtlik chågàràlànmàgàn
kåtmà-kåtlik bo‘lib, u chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik bo‘là îlmàydi.

{xn} kåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik ekànligini
xn→ ∞ ko‘rinishidà bålgilàymiz.

Àgàr {xn} chåksiz kàttà kåtmà-kåtlikning birîr hàdidàn bîshlàb
bàrchà hàdlàri musbàt (mànfiy) bo‘lsà, buni xn→ +∞ (mîs ràvishdà
xn→ −∞) ko‘rinishdà bålgilàymiz.

1-misîldà và 2-misîldà qàràlgàn {xn} kåtmà-kåtliklàr uchun
xn→ +∞ munîsàbàt bàjàrilàdi. xn = −n kåtmà-kåtlik uchun esà
xn→ −∞ munîsàbàtgà egà bo‘làmiz.

zn = (−1)n ⋅ n kåtmà-kåtlik uchun zn→∞ bo‘lib, zn→ +∞,
zn→ −∞ làrning håch biri o‘rinli emàs.

Ì à s h q l à r

3.25. Êåtmà-kåtlikning chåksiz kàttà kåtmà-kåtlik ekànligini
isbîtlàng:

1) xn = n2 + 1; 2) xn = n − 1;

3) xn = 3n − 4; 4) 
2 1

1n
n
n

x +
−

= .

3.26. Êåtmà-kåtlik +∞, −∞ và ∞ làrdàn qàysi birigà intilàdi:

1) xn = 1 − n2; 2) xn = n2 + 3n + 1;

3) xn = (−1)n n3; 4) 1
n n

x =  ?

4. Êåtmà-kåtlikning limiti. {xn} kåtmà-kåtlik và a hàqiqiy sîn
bårilgàn bo‘lsin. Àgàr αn = xn − a kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik bo‘lsà, a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning limiti dåyilàdi và

lim n
n

x a
→∞

=  ko‘rinishidà bålgilànàdi.

1 - m i s î l .  2 1lim 2
n

n
n→∞

+ =  ekànligini isbîtlàymiz.



134

I s b î t .  2 1 12n
n
n n
+α = − =  kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-

kåtlikdir (qàràng, 1-bànd). Òà’rifgà ko‘rà 
2 1lim 2

n

n
n→∞

+ = .

1 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà {xn} kåtmà-

kåtlik a sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi
ko‘rinishidà tàsvirlànàdi và àksinchà, àgàr xn kåtmà-kåtlikni a
sîni bilàn chåksiz kåtmà-kåtlikning yig‘indisi ko‘rinishidà tàsvirlàsh
mumkin bo‘lsà, u hîldà lim n

n
x a

→∞
=  bo‘làdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà αn = xn − a kåtmà-kåtlik

chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. αn = xn − a tånglikdàn xn = a + αn

tånglikni hîsil qilàmiz. Dåmàk, àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, {xn}

kåtmà-kåtlikni a sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning yig‘indisi
ko‘rinishidà tàsvirlàsh mumkin.

Endi xn = a + αn bo‘lsin, bu yerdà αn – chåksiz kichik kåtmà-
kåtlik. U hîldà αn = xn − a tånglikkà egà bo‘làmiz. Êåtmà-kåtlik

limitining tà’rifigà ko‘rà lim n
n

x a
→∞

=  tånglik o‘rinlidir.

1 - n à t i j à .  αn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik bo‘lsà, lim 0n
n→∞

α =
bo‘làdi.

2 - n à t i j à .  O‘zgàrmàs kåtmà-kåtlikning limiti o‘zigà tång:
lim
n

a a
→∞

= .

I s b î t .  a = a + 0 bo‘lgàni uchun 1-tåîråmàgà ko‘rà, lim
n

a a
→∞

= .

2 - m i s î l .  2 1 2
3 3

lim
n

n
n→∞

+ =  ekànini isbîtlàng.

I s b î t .  2 1
3

2
3

1
3

n
n n
+ = +  tånglikkà egàmiz. 1 1

3n n
α = ⋅  kåtmà-kåtlik

o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-kåtlikning ko‘pàytmàsi
sifàtidà chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. Shu sàbàbli isbîtlàngàn 1-

tåîråmàgà ko‘rà 2 1 2
3 3

lim
n

n
n→∞

+ =  tånglik o‘rinlidir.

2 - t å î r å m à .  Àgàr {xn} kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘lsà, bu

limit yagînàdir.
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I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

x b
→∞

=  bo‘lsin. 1-tåîråmàgà ko‘rà

xn = a + αn (αn – chåksiz kichik kåtmà-kåtlik), xn = b + βn (βn –
chåksiz kichik kåtmà-kåtlik) tångliklàr o‘rinli.

Bulàrdàn, 0 = xn − xn = a − b + (αn − βn) tånglikkà egà
bo‘làmiz. αn − βn kåtmà-kåtlik chåksiz kichikdir. 1-tåîråmàgà ko‘rà

îõirgi tånglikdàn lim 0
n

a b
→∞

= −  munîsàbàtni hîsil qilàmiz. 2-nàtijàgà

ko‘rà a − b = 0, ya’ni a = b.

3 - t å î r å m à .  Àgàr kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘lsà, u hîldà u
chågàràlàngàn kåtmà-kåtlik bo‘làdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà ε = 1 sîn uchun shundày

N nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun nx a− ≤

1nx a≤ − <   yoki 1nx a< +   tångsizlik bàjàrilàdi.

1 2 1,  ,  ..., nx x x −  sînlàrning eng kàttàsini m bilàn, 1 a+  và
m sînlàrning eng kàttàsini esà M bilàn bålgilàymiz. U hîldà
quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:

1

2

1

,

,

...

,

1   ( ).

n

n

x m M

x m M

x m M

x a M n N

−

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

< + ≤ ≥

 Dåmàk, bàrchà n nàturàl sînlàr uchun nx M< tångsizlik
bàjàrilàdi, ya’ni {xn} chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikdir.

αn = xn − a kåtmà-kåtlikning chåksiz kichik bo‘lishligi tà’rifini
yozib, kåtmà-kåtlik limiti tà’rifining bîshqàchà ko‘rinishigà kålàmiz:

Àgàr iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun, shundày bir N = N(E) nàturàl
sîn tîpilib, bàrchà n ≥ N nàturàl sînlàrdà nx a− < ε  tångsizlik
bàjàrilsà, a sîn {xn} kåtmà-kåtlikning limiti dåyilàdi.

III.2-rasm.

, ( )nx n N≥

x1    x3        a−ε       a       a+ε            xN−1
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nx a− < ε  tångsizlikni a − ε < xn < a + ε ko‘rinishdà yozib

îlish mumkin. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, àgàr lim n
n

x a
→∞

=  bo‘lsà, a

ning iõtiyoriy ε-àtrîfini îlmàylik, {xn} kåtmà-kåtlikning birîr xN

hàdidàn bîshlàb bàrchà hàdlàri shu àtrîfdà yotàdi (III.2-ràsm).

Ì à s h q l à r

3.27. Êåtmà-kåtlikni o‘zgàrmàs sîn bilàn chåksiz kichik kåtmà-
kåtlikning yig‘indisi shàklidà tàsvirlàng và limitini tîping:

1) 2 5
2n

n
n

x +
+

= ; 2) 
2

3n
n n

n
x −= ;

3) 
2

2
3 4

1
n

n

n
x −

−
= ; 4) 

4 2

2 3
2 1

( 1)( 1)
n

n n

n n
x + +

+ −
= .

3.28. Isbîtlàng:

1) 
2

2
2 1

24 1
lim n n
n n

+
→∞ +

= ; 2) 3 1 3
4 2 4

lim n
nn

−
+→∞

= ;

3) 
2

2
1

1
lim 1n
n n

−
→∞ +

= ; 4) 1
2 1 2

lim n
nn +→∞

= ;

5) 2
1

lim 2n
nn +→∞

= ; 6) 1 ( 1)lim 0
n

nn

− −

→∞
= ;

7) 
sinlim 0n

nn→∞
= ; 8) 

2

2
1
22 3

lim n n
n n

−
→∞ +

= − .

5. Limitlàr hàqidà àsîsiy tåîråmàlàr. Îldingi bàndlàrdà kåtmà-
kåtlikning limitini hisîblàsh hàqidàgi màsàlà îchiq qîlgàn edi. Endi
shu màsàlàgà qàytàmiz.

1 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà

{xn + yn} kåtmà-kåtlik hàm limitgà egà và lim ( )n n
n

x y
→∞

+ =

lim limn n
n n

a b x y
→∞ →∞

= + = +   tånglik o‘rinli.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lgàni uchun αn = xn − a và

βn = yn − b  kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir. U hîldà
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chåksiz kichik  αn và βn kåtmà-kåtliklàrning yig‘indisi sifàtidà γn =
=(xn + yn) − (a + b) kåtmà-kåtlik hàm chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.
Shu sàbàbli,

lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y a b x y
→∞ →∞ →∞

+ = + = + .

2 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lsà, u hîldà

{xnyn} kåtmà-kåtlik limitgà egà và lim ( )n n
n

x y ab
→∞

= =

lim limn n
n n

x y
→∞ →∞

= ⋅  tånglik bàjàrilàdi.

I s b î t .  lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lgàni uchun αn = xn − a và

βn = yn − b kåtmà-kåtliklàr chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàrdir. Shu
sàbàbli chåksiz kichik kåtmà-kåtliklàr yig‘indisi bo‘lgàn xnyn − ab=
= aβn + bαn + αnβn kåtmà-kåtlik chåksiz kichik kåtmà-kåtlikdir.

Dåmàk,

lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y ab x y
→∞ →∞ →∞

= = ⋅  .

3 - t å î r å m à .  Àgàr lim n
n

x a
→∞

= , lim n
n

y b
→∞

=  bo‘lib, b ≠ 0

bo‘lsà, u hîldà n

n

x
y

 kåtmà-kåtlik n ning birîr qiymàtidàn bîshlàb

mà’nîgà egà và lim n

n

x a
y bn→∞

=  bo‘làdi.

Bu tåîråmàning isbîti îldingi tåîråmàlàrning isbîtigà qàràgàndà
qiyinrîq bo‘lgàni uchun uni kåltirmàymiz, låkin limitlàrni
hisîblàsh jàràyonidà undàn kång fîydàlànàmiz.

Êåltirilgàn tåîråmàlàrdàn quyidàgi nàtijàlàr kålib chiqàdi.

1 - n à t i j à .  lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y x y
→∞ →∞ →∞

− = − .

2 - n à t i j à .  lim ( ) lim ,  ( const)n n
n n

cx c x c
→∞ →∞

= ⋅ = .

3 - n à t i j à .  lim ( ) lim
k

k
n n

n n
x x

→∞ →∞
= , (k – nàturàl sîn).

4 - t å î r å m à .  Àgàr xn ≤ yn ≤ zn bo‘lib, lim limn n
n n

x z a
→∞ →∞

= =

bo‘lsà, lim n
n

y a
→∞

=  bo‘làdi.
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I s b î t .  lim n
n

y a
→∞

=  và lim n
n

z a
→∞

=  bo‘lgàni uchun xn = a + αn,

zn = a +βn tångliklàr bàjàrilàdi, bu yerdà αn, βn – chåksiz kichik
kåtmà-kåtliklàrdir. Shu sàbàbli, a + αn ≤ yn ≤ a + βn yoki αn ≤ yn −
−a ≤ βn tångsizlik o‘rinlidir.

ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. αn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik
bo‘lgàni uchun shundày N1 nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N1

nàturàl sînlàr uchun αn > −ε tångsizlik bàjàrilàdi.
βn chåksiz kichik kåtmà-kåtlik bo‘lgàni uchun shundày N2

nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N2 nàturàl sînlàr uchun βn < ε
tångsizlik bàjàrilàdi.

N1 và N2 nàturàl sînlàrdàn kàttà bo‘lgàn N nàturàl sîn îlàylik.
U hîldà bàrchà n ≥ N làr uchun αn > −ε, βn < ε tångsizliklàr bir
vàqtdà bàjàrilàdi. Àynàn shu n ≥ N làr uchun −ε < αn ≤ yn − a ≤
≤ βn < ε tångsizlikkà egà bo‘làmiz. Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn
uchun, shundày N nàturàl sîn tîpilàdiki, bàrchà n ≥ N làr uchun
−ε < yn − a < ε yoki bàribir ny a− < ε  tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà
lim n
n

y a
→∞

=  ekànligini tàsdiqlàydi.

1 - m i s î l .  
2

2
2 3 1

3 5 4
lim n n
n n n

+ −
→∞ − +

 ni hisîblàng.

Y e c h i s h .  Êåltirilgàn tåîråmàlàrdàn và nàtijàlàrdàn fîydàlànà-
miz:

22 2

2
2 2

3 13 1 lim 22
2 3 1

5 43 5 4 5 43 lim 3

lim lim
nn n nn n n

n nn n
n n nn n

 
+ −+ −   →∞ + −

 →∞ →∞− + − + − +  →∞ 

= = =

2 2

2 2

3 1 1 1lim 2 lim lim 2 3 lim lim
2 3 0 0 2

5 4 1 1 3 5 0 4 0 3lim 3 lim lim 3 5 lim 4 lim
.

n nn n n n nn n

n nn n n n nn n

+ − + −
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞ + ⋅ −

− ⋅ + ⋅− + − +
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = =

2 - m i s î l .  lim ( 1 )
n

n n
→∞

+ −  ni  hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  
( 1 )( 1 )

1
lim ( 1 ) lim

n n n n

n n n n
n n

+ − + +

→∞ →∞ + +
+ − = =
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1
1

lim n n
n n n

+ −
→∞ + +

= =

1 1lim
1
1 1 11 1 lim 1 lim 1

lim lim

n

nn n

n nn n
n nn →∞

→∞

→∞ →∞+ + + + + +
→∞

= = =

0
1 0 1

0.
+ +

= =

3 - m i s î l .   
6 5 2lim ( 2 3 1)

n
n n n

→∞
+ + + =

                            
6

4 6
2 3 1lim 1
nn n n

n
→∞

  = + + + = +∞    
.

4 - m i s î l. lim 0,  (| | 1)n

n
q q

→∞
= <  ekànini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1
1

q
+α

=  bo‘lsin, bu yerdà α > 0. 0,  ,n
n nx y q= =

1
1

 n n
z

+ α
=  kåtmà-kåtliklàrni qàràymiz. Ulàr  uchun xn ≤ yn ≤ zn

tångsizlik o‘rinlidir. Hàqiqàtàn hàm,

1 1 1
1 (musbat qo‘sh.) 1(1 )

0 n
nn n n

q z
+ α+ + α+α

< = = < = .

lim lim 0n n
n n

x z
→∞ →∞

= =  bo‘lgàni uchun lim | | 0n

n
q

→∞
= .

Dåmàk, iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày N = N(ε) nàturàl

sîn tîpilàdiki, n nq q= < ε  tångsizlik bàjàrilàdi. Bu esà lim 0n

n
q

→∞
=

ekànligini bildiràdi.

Ì à s h q l à r

3.29. {an} và {bn} kåtmà-kåtliklàr uchun | an| ≤ | bn| (n = 1,2,3,...)

và lim 0n
n

b
→∞

=  bo‘lsin. U hîldà lim 0n
n

a
→∞

=  bo‘lishini isbîtlàng.

3.30. Limitni hisîblàng:

1) 2 1
1

lim n
nn

+
+→∞

; 2) 
3 2

4 3
3 2

3 5 8
lim n n
n n n

− +
→∞ − +

;

3) 5 2lim ( 21 3 4)
n

n n n
→∞

− + − ; 4) 
3

22 2 1
lim n n
n n n

+
→∞ − +

;
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5) 2 2lim ( 1 1)
n

n n
→∞

+ − − ; 6) 
2

3 2
3 4

5
lim n
n n n

−
→∞ +

;

7) 2 2
3 1

9 10 8
lim n
n n n

+
→∞ − −

; 8) 
2

2

5

5
lim n

n n

−
→∞ −

.

3.31. Êåtmà-kåtlikning limitini tîping:

1) 
2

2
1 ...

1 ...
,  ( 1,  1)

n
n n

a a a

b b b
x a b+ + + +

+ + + +
= < < ;

2) 2

1 3 5 ... (2 1)

2 1
n

n n

n n
y

+ + + + −

+ +
= ;

3) 3 5n n n
nz = + ; 4) 3 2

3 2

n n
n n n

z +

−
= ;

5) 1

1
n

n

n
x +

+
= ; 6) 2

1 2 3 ...
n

n

n
y + + + += ;

7) 
3 3

1n
n n
n

x +
+

= ; 8) 1 2n n
ny = + .

3.32. Limitlàrni tîping.

1) 1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

lim ...
n nn ⋅ ⋅ −→∞

+ + + ; 2) 

1

1
2 1

2 1

lim
n

n
n

−
→∞

+

;

3) 3 3lim ( 2 )
n

n n
→∞

+ − ;                       4) 
4 32lim ( 3 3)

n
n n n

→∞
+ − − .

6. Ìînîtîn kåtmà-kåtlikning limiti hàqidàgi tåîråmà. Ìàtåmà-
tik ànàlizning muhim tåîråmàlàridàn birini kåltiràmiz.

V å y å r s h t r à s s  t å î r å m à s i .  Àgàr kàmàymàydigàn
(o‘smàydigàn) {xn} kåtmà-kåtlik yuqîridàn (quyidàn) chågàràlàngàn

bo‘lsà, u hîldà bu kåtmà-kåtlik limitgà egà bo‘làdi.

Bu tåîråmà îliy màtåmàtikà kursidà isbîtlànàdi. Biz bu tåîrå-
màning tàtbiqigà dîir àyrim misîllàr qàràsh bilàn chågàràlà-
nàmiz.
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1 - m i s î l .  11
n

n n
y = +  kåtmà-kåtlikning limiti màvjudligini

ko‘rsàtàmiz. Shu màqsàddà 
111

n

n n
x

+
= +  kåtmà-kåtlikni qàrày-

miz. xn kåtmà-kåtlik quyidàn chågàràlàngàn kåtmà-kåtlikdir:
xn > 0. Uning o‘smàydigàn kåtmà-kåtlik ekànligi 1-§, 3-bànd,
4-misîldà ko‘rsàtilgàn.

Våyårshtràss tåîråmàsigà ko‘rà {xn} kåtmà-kåtlik limitgà egà:

1

1
11 lim 11

1 1
1 11 lim 1

lim 1 lim lim 1

nn
n n

n

nn n
n nn n

n nn

+
+

→∞

++
→∞

→∞ →∞ + +
→∞

+ = = = +

tånglikdàn, 1lim 1
n

nn→∞
+  limitning hàm màvjudligi kålib chiqàdi.

Bu limit e hàrfi îrqàli bålgilànàdi:

1lim 1 ,  ( 2,71828)
n

nn
e e

→∞
+ = ≈ ,                         (1)

(e = 2,7182818284...).
å sîn irràtsiînàl sîn ekànligi, shuningdåk, uning håch bir

butun kîeffitsiyåntli àlgåbràik tånglàmàning ildizi bo‘là îlmàsligi,
ya’ni trànssåntdånt sîn ekànligi isbîtlàngàn. (1) limit ko‘pginà
màtåmàtik tàdqiqîtlàrning àsîsidà yotuvchi àjîyib limitlàrning
biridir. e sîn màtåmàtikàdà àlîhidà àhàmiyatgà egàdir. Bungà siz
îliy màtåmàtikà bilàn shug‘ullàngàningizdà  ishînch hîsil qilàsiz.

2 - m i s î l .  Ìàmlàkàt àhîlisi yiligà 2 % o‘sàdi. 100 yildà màmlà-
kàt àhîlisi nåchà màrtà îrtàdi?

Y e c h i s h .  À bilàn màmlàkàt àhîlisining dàstlàbki sînini bålgi-

làsàk, bir yildàn kåyin àhîli sîni 1
100 50

2 1AA A+ ⋅ = + ⋅  gà tång

bo‘làdi. Ikki yildàn kåyin àhîli sîni 
21

50
1A ⋅ +  gà, yuz yildàn

kåyin esà 
1001

50
1A ⋅ +  gà tång bo‘làdi, ya’ni yuz yildàn kåyin

àhîli sîni 
2100 501 1

50 50
1 1A

 ⋅ + = + 
 

 màrtà îrtàdi.

1lim 1
n

nn
e

→∞
+ =  ekànligini e’tibîrgà îlib, 

501
50

1 e+ ≈  dåb

hisîblàshimiz mumkin. Dåmàk, màmlàkàt àhîlisi sîni yuz yildàn
kåyin tàõminàn e2 ≈ 7,89 màrtà îrtàdi.
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Ì à s h q l à r

3.33. 

 ta ildiz

2 2 2 ... 2n

n

a = + + + +1444444444442444444444443
 kåtmà-kåtlikning limitini

tîping.
3.34. Råkurrånt usuldà bårilgàn kåtmà-kåtlikning limitgà egà

ekànligini isbîtlàng và limitini tîping:

1) 1 1
1 1
2 2
,  n

na
a a + −

= = ; 2) 1 1
1 2
2 3
,  n

na
a a + −

= = .

3.35. Êåtmà-kåtlik n - hàdining fîrmulàsini tîping và shu kåtmà-
kåtlikning limitini hisîblàng:

1) 1 1
1

2
3,  ,  ( 2)n

n
a

a a n+
+

= = ≥ ;

2) 1 2 1 2
5 3 1
2 2 2

1,  ,  ,  ( 3)n n na a a a a n− −= = = − ≥ .


