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IV  B Î B

FUNÊSIYANING LIÌIÒI VÀ
UZLUÊSIZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti

1. Funksiyaning nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limiti.

2( 1) 0,5,  agar 1 bo‘lsa,
( )

3 ,  agar 1 bo‘lsa, 

x x
y f x

x x

 − + ≤= = 
− >

 funksiya bårilgàn

bo‘lsin. Bu funksiyaning qiymàtlàr jàdvàlini tuzàmiz và uning
gràfigini (IV.1-ràsm) yasàymiz:

x 0 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,5 2 3

y 1,5 0,75 0,66 0,59 0,54 0,51 0,5 1,9 1,8 1,7 1,5 1 0

Jàdvàl và gràfikni kuzàtib, x àrgumånt 1 sînigà chàpdàn yaqin-
làshgàndà funksiyaning qiymàtlàri 0,5 sînidàn, o‘ng tîmîndàn
yaqinlàshgàndà esà 2 sînidàn istàlgànchà kàm fàrq qilàdi dåb
tàsdiqlàsh mumkin.

0,5 soni bårilgan y = f (x) funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi chàp
limiti, 2 sîni esà bårilgàn y = f (x) funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi
o‘ng limiti dåyilàdi.

Funksiya chàp và o‘ng limitlàrining qàt’iy màtåmàtik tà’rifini
båràmiz. Dàstlàb, chàp limit tà’rifini kåltiràylik.

y = f (x) funksiya và x = a nuqtà bårilgàn bo‘lsin. Àgàr iõtiyoriy
ε > 0 sîn uchun a dàn kichik bo‘lgàn
shundày bir N hàqiqiy sîn tîpilib,
N và a sînlàr îràsidà yotuvchi bàr-
chà x làr uchun (N < x < a) | f (x) − b | <
<ε tångsizlik bàjàrilsà, b∈R sîn y=
= f (x) funksiyaning x = à nuqtàdàgi
(yoki x→à dàgi) chàp limiti dåyilàdi.

Funksiyaning x→à dàgi chàp li-

miti 
0

lim ( )
x a

f x b
→ −

=  ko‘rinishdà

Y

XO           1           2

y = f (x)

2

1,5

1

0,5

IV.1-rasm.
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bålgilànàdi. x→à − 0 bålgisi x ning a gà chàpdàn intilishini, ya’ni x
àrgumånt a gà a dàn kichik bo‘lib intilishini bildiràdi.

Yuqîridà kåltirilgàn misîldàn, 
1 0

lim ( ) 0,5
x

f x
→ −

=  ekànligi kålib
chiqàdi.

Funksiyaning x→à dàgi o‘ng limiti tushunchàsi hàm x→à dàgi
chàp limiti tushunchàsi kàbi tà’riflànàdi.

Àgàr ε > 0 sîn uchun a dàn kàttà bo‘lgàn shundày M hàqiqiy
sîn tîpilib, a và M sînlàr îràsidà yotuvchi bàrchà x làr (a < x <
< M) uchun | f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà, b sîn y = f (x)
funksiyaning x = à nuqtàdàgi (yoki x→à dàgi) o‘ng limiti dåyilàdi

và 
0

lim ( )
x a

f x b
→ +

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

Yuqîridà qàràlgàn misîldàn 
1 0

lim ( ) 2
x

f x
→ +

=   gà egà bo‘làmiz.

Funksiyaning x→à dàgi chàp limitining gåîmåtrik mà’nîsi
quyidàgichà:

hàr qàndày ε > 0 sîn uchun a dàn kichik shundày N sîn
tîpilàdiki, N và a sînlàri îràsidà yotuvchi bàrchà x làr uchun
funksiyaning gràfigi y = b − ε và y = b + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn
chågàràlàngàn yo‘làkdà yotàdi (IV.2-a ràsm).

Àgàr f (x) funksiyaning x→à dàgi o‘ng limiti b sîngà tång
bo‘lsà, u hîldà uning gåîmåtrik mà’nîsi quyidàgichà bo‘làdi:

hàr qàndày ε > 0 sîn uchun a dàn kàttà shundày M sîn
tîpilàdiki, a và M sînlàr îràsidà jîylàshgàn bàrchà x làr uchun
funksiyaning gràfigi y = b − ε và y = b + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn
chågàràlàngàn yo‘làkdà yotàdi (IV.2-b ràsm).

Y

XO       N                         a

b + ε

b − ε

b

y = f (x)

Y

XO        a             M

b + ε

b − ε

b

y = f (x)

                    à)                                                      b)

IV.2-rasm.
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Funksiyaning x = à nuqtàdàgi chàp và o‘ng limitlàri uning shu
nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitlàri dåyilàdi.

1 - m i s î l .  
2 0

lim ( 1) 3
x

x
→ −

+ =  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn và x < 2 bo‘lsin. U holda
| f (x) − 3 | = | x + 1 − 3 | = | x − 2 | = 2 − x < ε bo‘lishi uchun 2 − ε <
< x < 2 bo‘lishi yetàrlidir. Dåmàk, tà’rifdàgi N sîn sifàtidà 2 − ε sînni
yoki 2 − ε dàn kàttà, låkin 2 dàn kichik bo‘lgàn hàr qàndày sînni

îlish mumkin. Bu esà 
2 0

lim ( 1) 3
x

x
→ −

+ =  ekànligini ko‘rsàtàdi (IV.3-

ràsm).

2 - m i s î l .  
1 0

lim 1
x

x
→ +

=  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn và x > 1 bo‘lsin. U hîldà

1 1 1
21 1

( ) 1 1 x x x
x x

f x x − − −
+ +

− = − = = <

tångsizlik bàjàrilàdi. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, |  f (x) − 1 | < ε bo‘lishi

uchun x − <1
2

ε  và x > 1 bo‘lishi, ya’ni 1 < x < 2ε + 1 bo‘lishi
yetàrlidir. Dåmàk, tà’rifdàgi M sîn sifàtidà (1; 2ε + 1) îràliqdàgi
hàr qàndày sînni îlish mumkin. Bu esà 

1 0
lim 1

x
x

→ +
=  ekànligini

ko‘rsàtàdi (IV.4-ràsm).

3 - m i s î l .  
2 3,  agar 1 bo‘lsa,

( )
3 5,  agar 1 bo‘lsa

x x
f x

x x

− + ≤
=  − >

 funksiyaning

x→1 dàgi  bir  tîmînlàmà  limitlàrini  tîpàmiz.

3 + ε

3 − ε
3

Y

−1   O               2−ε N 2

y = x + 1

1

Y

X X

1 + ε

1 − ε
1

O           1   M  2ε + 1

y x=

                   IV.3-rasm.                                        IV.4-rasm.
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Y e c h i s h .   x ≤ 1  bo‘lsin.  U  hîldà,

f (x) = −2x + 3.  Dåmàk, 
1 0

lim ( )
x

f x
→ −

=

1 0
lim ( 2 3)

x
x

→ −
= − +  2 1 3 1= − ⋅ + = .

Àgàr x > 1 bo‘lsà, f (x) = 3x − 5 bo‘lib,

1 0 1 0
lim ( ) lim (3 5) 3 1 5 2

x x
f x x

→ + → +
= − = ⋅ − = −

(IV.5-ràsm).

IV.6- rasmda y
x

= 1  funksiyaning gràfigi

tàsvirlàngàn. Gràfikni kuzàtib, x àrgumånt
0 sînigà chàpdàn (o‘ngdàn) yaqinlàsh-

gàndà funksiya qiymàtlàri −∞ gà (mîs ràvishdà +∞ gà) yaqinlà-

shàdi dåb tàsdiqlàsh mumkin: 1 1
0 0 0 0

lim ,  lim
x xx x→ − → −

= −∞ = +∞ .

Chåksiz chàp limit và chåksiz o‘ng limit tushunchàlàrining
qàt’iy màtåmàtik tà’rifini kåltiràmiz.

Àgàr iõtiyoriy E < 0 (E > 0) hàqiqiy sîn uchun shundày N < a
hàqiqiy sîn tîpilib, bàrchà x∈(N; a) làr uchun  f (x) < E (mîs
ràvishdà, f (x) > E) tångsizlik bàjàrilsà, f (x) funksiyaning a nuqtàdàgi
chàp limiti −∞ (mîs ràvishdà +∞) gà tång dåyilàdi và

0
lim ( )

x a
f x

→ −
= −∞  (mîs ràvishdà 

0
lim ( )

x a
f x

→ −
= +∞ ) ko‘rinishdà

bålgilànàdi.
Àgàr iõtiyoriy E < 0 (E > 0) hàqiqiy sîn uchun, shundày M < a

hàqiqiy sîn tîpilib, bàrchà x∈(a; M) làr uchun f (x) < E (mîs
ràvishdà f (x) > E) tångsizlik bàjàrilsà,
f (x) funksiya ning a nuqtàdàgi o‘ng
limiti −∞ (mîs ràvishdà +∞) gà tång

dåyilàdi và
0

lim ( )
x a

f x
→ −

= −∞  (mîs

ràvishdà, 
0

lim ( )
x a

f x
→ +

= +∞ ) ko‘ri-

nishdà bålgilànàdi.

4 - m i s î l .  1
0 0

lim
xx→ −

= −∞  tånglikni

isbîtlàng.

Y

X O        1                    3

  3

  2

  1

−2

IV.5-rasm.
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E

N

1
E
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x

= 1
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I s b î t .  E iõtiyoriy mànfiy sîn và x < 0 bo‘lsin. U hîldà

1( )
x

f x E= <  tångsizlik 1 0
E

x< <  tångsizlikkà tång kuchlidir. Bu

yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N sîn sifàtidà 1 ;  0
E

îràliqdàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin.

5 - m i s î l .  1
0 0

lim
xx→ +

= +∞  tånglikni isbîtlàng.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn và x > 0 bo‘lsin. U hîldà

1( )
x

f x E= >  tångsizlik 10
E

x< <  tångsizlikkà tång kuchlidir. Bu

yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn M sîn sifàtidà 10;  
E

îràliqdàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin.

Hàqiqàtàn hàm, M∈ 10;  
E  bo‘lsin. U hîldà, bàrchà

x∈(0; M) làr uchun 1 1 1
1

( )
x M

E

f x E= > > =  tångsizlik bàjàrilàdi.

Dåmàk, 1
0 0

lim
xx→ +

= +∞ .

Ì à s h q l à r

4.1. 
0

lim ( )
x a

f x b
→ +

=  ekànligini isbîtlàng, bundà:

1) f (x) = 4x − 2, a = 1, b = 2;   2) 2( ) ,  0,  0f x x a b= = = ;

3) ( ) ,  9,  3f x x a b= = = ;   4) f (x) = x2 − 1, a = 1, b = 0.

4.2. 
0

lim ( )
x a

f x b
→ −

=  ekànligini isbîtlàng, bundà:

1) 
2 1,  agar  bo‘lsa,

( )    2,  3;
1,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a b

x x a

 − >= = =
+ <

2) 
2 1,  agar  bo‘lsa,

( )    2,  1.
1,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a b

x x a

 − ≤= = =
+ >

4.3. f (x) funksiyaning x = a nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitlàrini
tîping:

1) 
,  agar  bo‘lsa,

( )  4;
4,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a

x x a

 >= =
+ ≤
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2) 
2

cos ,  agar  bo‘lsa,
( )    .

sin ,  agar  bo‘lsa, 

x x a
f x a

x x a
π>

= = ≤

2. Funksiyaning nuqtàdàgi limiti. f (x) = x − 2 funksiyaning x = 2
nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limitini hisîblàymiz:

2 0 2 0
lim ( ) lim ( 2) 2 2 0;

x x
f x x

→ − → −
= − = − =

2 0 2 0
lim ( ) lim ( 2) 2 2 0.

x x
f x x

→ + → +
= − = − =

Bu yerdà 
2 0 2 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→ − → +

=  ekànini ko‘ràmiz.

Àgàr 
0 0

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x b
→ − → +

= =  bo‘lsà, b sîn f (x) funk-

siyaning x→a dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x a

f x b
→

=  ko‘rinishdà

bålgilànàdi.

Shundày qilib, àgàr iõtiyoriy ε > 0 sîn uchun shundày M và
N sînlàr tîpilib (bundà N < a < M), (N; M) îràliqdà yotuvchi
bàrchà x làr uchun (a nuqtà bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin)
| f (x) − b | < ε tångsizlik bàjàrilsà, b∈R sîn y = f (x) funksiyaning
x→a dàgi limiti dåyilàdi.

1 - m i s î l .  2

0
lim ( 2) 2
x

x
→

+ = ekànini isbîtlàng.

I s bî t .  2 2

0 0
lim ( 2) 0 2 2

x
x

→ −
+ = + =  và 2 2

0 0
lim ( 2) 0 2 2

x
x

→ +
+ = + =

bo‘lgàni uchun 2

0
lim ( 2) 2
x

x
→

+ = .

2 - m i s î l .  
4

lim 2
x

x
→

=  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  ε iõtiyoriy musbàt sîn bo‘lsin. x ≥ 0 bo‘lgàni uchun,

4 44
22 2

( ) 2 2 4
x xx

x x
f x x x

− −−
+ +

− = − = ≤ ≤ < −

tångsizlik o‘rinli. Dåmàk, | f (x) − 2| < ε bo‘lishi uchun | x − 4| < ε và
x ≥ 0 bo‘lishi, ya’ni 4 − ε < x < 4 + ε, x ≥ 0 bo‘lishi yåtàrli. Bu
yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdàgi N sîn sifàtidà (4 − ε; 4) îràliqdàgi
hàr qàndày musbàt sînni, M sîn sifàtidà esà (4; 4 + ε) îràliq-
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dàgi hàr qàndày sînni îlish mumkin. Bu esà 
4

lim 2
x

x
→

=  ekànligini
bildiràdi (IV.7-ràsm).

à nuqtàni o‘z ichigà îlgàn hàr qàndày îchiq îràliqni uning
àtrîfi dåb àtàymiz. (a − δ; a + δ) îràliq (bu yerdà δ > 0) a nuqtàning
δ - àtrîfi, δ > 0 sîn esà àtrîfning ràdiusi dåb àtàlàdi.

Àgàr b sîn y = f (x) funksiyaning x→a dàgi limiti bo‘lsà, u
hîldà | f (x) − b | < ε tångsizlik a nuqtà birîr àtrîfining bàrchà
nuqtàlàri uchun (a nuqtà bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin)

bàjàrilishini ko‘rish qiyin emàs. lim ( )
x a

f x b
→

=  ning gåîmåtrik

mà’nîsi IV.8-ràsmdàn ko‘rinib turibdi:
3 - m i s î l .  [0; 4] kåsmàdà quyidàgichà àniqlàngàn y = f (x)

funksiyani qàràymiz:

1,  agar 0 3 bo‘lsa,
( )

3 ,  agar 3 4 bo‘lsa.

x x
f x

x x

− ≤ ≤
=  − < ≤

Bu funksiyaning gràfigi IV.9-ràsmdà tàsvirlàngàn.

3 0 3 0

3 0

lim ( ) lim ( 1) 3 1 2,

lim (3 ) 3 0 3
x x

x

f x x

x
→ − → −

→ +

= − = − =

− = − =

tångliklàrdàn ko‘rinàdiki, 
3

lim ( )
x

f x
→

limit màvjud emàs.

Endi funksiyaning nuqtàdàgi
chåksiz limitini qàràymiz. Àgàr
y = f (x) funksiyaning x = a nuq-

4 + ε

4 − ε

4

Y

O      N   4   M

y = f (x)

X

Y

XO       N     a    M

y = f (x)

b + ε

b − ε

b

                   IV.7- rasm.                                         IV.8- rasm.

Y

XO            1                    3          4

−1

IV.9- rasm.
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tàdàgi chàp limiti hàm, o‘ng limiti hàm +∞ (−∞) gà tång bo‘lsà,
f (x)  funksiyaning x = a nuqtàdàgi limiti +∞ (mîs ràvishdà −∞) gà

tång dåyilàdi và lim ( )
x a

f x
→

= +∞  (mîs ràvishdà lim ( )
x a

f x
→

= −∞ )

ko‘rinishdà bålgilànàdi (IV.10-ràsm).

Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= +∞  bo‘lsà, iõtiyoriy E > 0 sîn uchun shundày

(N; a) và (a; M) intårvàllàr tîpilàdiki, bu intårvàllàrdàgi bàrchà x
làr uchun f (x) > E tångsizlik bàjàrilàdi.

Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= −∞  bo‘lsà, iõtiyoriy E < 0 sîn uchun shundày

(N; a) và (a; M) intårvàllàr tîpilàdiki, bu intårvàldàgi bàrchà x
làr uchun   f (x) < E tångsizlik bàjàrilàdi.

4 - m i s î l .  1

0
lim

xx→
= +∞  ekànligini isbîtlàng.

I s b î t .  E iõtiyoriy musbàt sîn và x ≠ 0 bo‘lsin. U hîldà

1( )
x

f x E= >  tångsizlik 

1

1

0,

0

E

E

x

x

− < <


< <
 tångsizliklàr siståmàsigà

tång kuchlidir. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, tà’rifdà so‘z bîrgàn N sîn

sifàtidà 1 ;  0
E

−  îràliqdàgi, M sîn sifàtidà esà 10;  
E

 îràliqdàgi

hàr qàndày sînni îlish mumkin. U hîldà (N; M) îràliqdàgi
bàrchà x ≠ 0 sînlàr uchun f (x) > E tångsizlik bàjàrilàdi. Dåmàk,

1
0

lim
xx→

= +∞.

Y

XO a
lim ( )
x a

f x
→

= +∞

Y

XO
a

( )f a

                            à)                                            b)

IV.10- rasm.

lim ( )
x a

f x
→

= −∞
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Àgàr lim ( )
x a

f x
→

= +∞  yoki lim ( )
x a

f x
→

= −∞  bo‘lsà, f (x)

funksiya x = a nuqtàdà (x→a dà) àniq ishîràli chåksiz limitgà egà
dåyilàdi.

Àgàr f (x) funksiyaning x = a nuqtàdàgi bir tîmînlàmà limit-
làrining biri +∞ gà, ikkinchisi esà −∞ gà tång bo‘lsà, f (x) funksiya
x = a nuqtàdà àniqmàs ishîràli chåksiz limitgà egà dåyilàdi.

1
x

y =  funksiya x = 0 nuqtàdà àniq ishîràli chåksiz limitgà

(4-misîl) egà, y
x

= 1   funksiya esà x = 0 nuqtàdà àniqmàs ishîràli
chåksiz limitgà egà (1-bànd, 4–5-misîllàr).

x = à nuqtàdà àniq ishîràli yoki àniqmàs ishîràli chåksiz li-
mitgà egà bo‘lgàn f (x) funksiya shu nuqtàdà chåksiz kàttà funksiya

dåyilàdi và lim ( )
x a

f x
→

= ∞  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

1
x

y = , 1
x

y =  funksiyalàrning hàr biri x = 0 nuqtàdà chåksiz

kàttà funksiyalàrdir 1 1lim ,  lim
xxx a x a→ →

 = +∞ = ∞ 
 

.

5 - m i s î l .  1

1,  agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa
x

x
f x

x

≤=  >
 funksiyaning grà-

figi IV.11-ràsmdà tàsvirlàngàn. 
0 0 0 0

lim ( ) lim 1 1
x x

f x
→ − → −

= =  và

0 0
lim ( )

x
f x

→ +
= 1

0 0
lim

xx→ +
= +∞  tångliklàrgà egàmiz. Bu yerdàn

ko‘rinàdiki, f (x) funksiya x = 0 nuqtàdà chåksiz kàttà funksiya
hàm emàs, shuningdåk chåkli limitgà hàm egà emàs.

Àgàr lim ( ) 0
x a

f x
→

=  bo‘lsà, f (x) funksiya x = a nuqtàdà chåksiz

kichik funksiya dåyilàdi. Ìàsàlàn, 4y x= − , 2y x= −   funk-
siyalàrning hàr biri x = 4 nuqtàdà chåk-
siz kichikdir.

Chåksiz kichik và chåksiz kàttà funk-
siyalàr îràsidàgi munîsàbàtni ifîdàlîvchi
tåîråmàni isbîtsiz kåltiràmiz.

Ò å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya x = a
nuqtàdà chåksiz kàttà (chåksiz kichik)

funksiya bo‘lsà, 
1
( )f x

 funksiya x = a

nuqtàdà chåksiz kichik (chåksiz kàttà)
funksiya bo‘làdi.

 −1 O      1    2   3    4          X
 −1

4

3

2
y = 1

y
x

= 1

Y

IV.11-rasm.
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1 - e s l à t m à .  Funksiyaning õ→à dàgi (yoki õ→à  − 0, yoki õ→à + 0
dàgi) limitining tà’rifidà õ ≠ à qiymàtlàr qàràldi, à nuqtàning o‘zidà
funksiya àniqlànmàgàn bo‘lishi hàm mumkin.

2 - e s l à t m à .  Funksiyaning õ→à dàgi (yoki õ→à − 0 dàgi, yoki
õ→à + 0 dàgi) limitining tà’rifidà tà’kidlànàyotgàn Ì và N sînlàr ε và
à gà bîg‘liqdir.

Ì à s h q l à r

4.4. Òånglikni isbîtlàng:

1) 
0

lim (3 5) 5
x

x
→

+ = ;     2) 3

8
lim 2
x

x
→

= ;    3) 
2

1
2

0,25
0,5

lim 1
x

x
x

→

−
−

= ;

4) 
4

4
2

lim 4
x

x
x→

−
−

= ;    5) 22

2

5 6
lim 1
x

x

x x→

−

− +
= − ;   6) 

1

1lim 1
x x→

= .

4.5. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
2

lim (4 5)
x

x
→

− ;     2) 2

3
lim 7
x

x
→

+ ;          3) 2

8
lim 36
x

x
→

+ ;

4) 3

9
lim ( 5)
x

x
→

− ;           5) 
2

3

9
3

lim
x

x
x→

−
− ;                6) 

0

1
2 1

lim
x x→ + .

 3. Funksiyaning nuqtàdàgi limiti hàqidàgi àsîsiy tåîråmàlàr.

Îldingi bàndlàrdà funksiyaning nuqtàdàgi limiti tushunchàsini
qàràdik. Bu bànddà funksiyaning nuqtàdàgi limiti hàqidàgi àsîsiy
tåîråmàlàrni kåltiràmiz và limitni hisîblàsh màsàlàsi bilàn
shug‘ullànàmiz.

1 - t å î r å m à .  f (x) funksiya x→a dà ko‘pi bilàn bittà limitgà
egà bo‘lishi mumkin.

2 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  (b∈R) bo‘lsà, x = a

nuqtàning birîr àtrîfidà  f (x) funksiya chågàràlàngàn bo‘làdi.

3 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘lib, b ≠ 0 bo‘lsà, x = a

nuqtàning shundày bir àtrîfi tîpilàdiki, bu àtrîfdàgi bàrchà x làr
uchun (x = a bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin) f (x) ning ishîràsi
b ning ishîràsi bilàn bir õil bo‘làdi.
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4 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘lib, x = a nuqtàning birîr

àtrîfidàgi bàrchà  x ≠ a làr uchun f (x) ≥ 0 (f (x) ≤ 0) bo‘lsà, b ≥ 0
(mîs ràvishdà, b ≤ 0) bo‘làdi.

5 - t å î r å m à .  Àgàr x = a nuqtàning birîr àtrîfidàgi bàrchà

x ≠ a làrdà ϕ(x) ≤ f (x) ≤ g(x) bo‘lib, lim ( ) lim ( )
x a x a

x g x b
→ →

ϕ = =  bo‘lsà,

lim ( )
x a

f x b
→

=  bo‘làdi.

6 - t å î r å m à .  O‘zgàrmàsning limiti o‘zigà tång:  lim
x a

c c
→

= .

7 - t å î r å m à .  O‘zgàrmàs ko‘pàytuvchini limit bålgisidàn

tàshqàrigà chiqàrish mumkin: lim ( ( )) lim ( )
x a x a

k f x k f x
→ →

⋅ = ⋅ .

8 - t å î r å m à .  Àgàr  f (x), g (x) funksiyalàr x→a dà chåkli
limitgà egà bo‘lsà, f (x) ± g (x), f (x)⋅g (x) funksiyalàr hàm x→a
dà chåkli limitgà egà và

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

x a x a x a

f x g x f x g x

f x g x f x g x
→ → →

→ → →

± = ±

⋅ = ⋅

tångliklàr o‘rinlidir.

9 - t å î r å m à .  Àgàr f (x), g(x) funksiyalàr x→a dà chåkli

limitgà egà và lim ( ) 0
x a

g x
→

≠  bo‘lsà, 
lim ( )

( )
( ) lim ( )

lim x a

x a
x a

f x
f x
g x g x

→

→
→

=  tånglik

o‘rinli bo‘làdi.

Bu tåîråmàlàrning isbîti îliy màtåmàtikà kursidà qàràlàdi.Biz
shu tåîråmàlàrning tàtbiqi yordàmidà limitlàrni hisîblàymiz.

1 - m i s î l .  2

3
lim( 4 5)
x

x x
→

+ −  limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Yuqîridàgi tåîråmàlàrgà àsîsàn

2 2

3 3 3 3

3 3 3

lim( 4 5) lim lim(4 ) lim 5

lim lim 4 lim 5 3 3 4 3 5 16.
x x x x

x x x

x x x x

x x x
→ → → →

→ → →

+ − = + − =

= ⋅ + − = ⋅ + ⋅ − =

2 - m i s î l. 
5

7 5
10 2

lim
x

x
x→

−
+

 limitni hisîblàymiz.
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Y e c h i s h .  
5

lim (10 2 ) 10 2 5 20 0
x

x
→

+ = + ⋅ = ≠  bo‘lgàni uchun

9-tåîråmàni båvîsità qo‘llàsh mumkin:

lim (7 5)
57 5 7 5 5 30

10 2 lim (10 2 ) 10 2 5 205
5

lim 1,5
x

xx
x xx

x

−
→− ⋅ −

+ + + ⋅→
→

= = = = .

3 - m i s î l .  
2 4

22
lim x

xx

−
−→

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  2

2 2
lim ( 2) 0,  lim 4 0
x x

x x
→ →

− = − =  bo‘lgàni uchun

9-tåîråmàni båvîsità qo‘llàsh mumkin emàs (bu hîldà 0
0

ko‘rinishdàgi àniqmàslikkà egà bo‘làmiz). x→2 bo‘lgàni uchun
x ≠ 2 dåb hisîblàsh mumkin. Shu sàbàbli:

2 ( 2)( 2)4
2 22 2 2

lim lim lim ( 2) 4
x xx

x xx x x
x

+ −−
− −→ → →

= = + = .

4 - m i s î l .  
3 2

3
3 9 2

2 6
lim x x x

x x x

+ − +

→ − −
 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Båvîsità limitgà o‘tish nàtijàsidà 0
0
 ko‘rinishdàgi

àniqmàslik hîsil bo‘làdi. x ≠ 2 làr uchun

23 2 2

3 2 2

( 2)( 5 1)3 9 2 5 1

6 ( 2)( 2 3) 2 3

x x xx x x x x

x x x x x x x

− + ++ − + + +

− − − + + + +
= =

tånglik o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli

3 2 2 2

3 2 2
3 9 2 5 1 2 5 2 1 4

112 26 2 3 2 2 2 3
lim lim 1x x x x x
x xx x x x

+ − + + + + ⋅ +
→ →− − + + + ⋅ +

= = = .

5 - m i s î l .  
0 1 1

lim
x

x
x→ + −

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Båvîsità limitgà o‘tsàk, 0
0
 ko‘rinishdàgi àniqmàs-

likkà egà bo‘làmiz. Àniqmàslikni îchish uchun kàsrning suràt và

màõràjini 1 1 0x+ + ≠  gà (màõràjining qo‘shmàsigà) ko‘pàytirib
îlàmiz:

( 1 1) ( 1 1)

1 1 ( 1 1)( 1 1)0 0 0
lim lim lim

x x x xx
xx x xx x x

+ + + +

+ − + − + +→ → →
= = =

0
lim ( 1 1) 2
x

x
→

= + + = .
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6 - m i s î l .  3
2 2

1 26 3
lim x

x x

−
→ + −

 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Bu yerdà hàm 0
0
 ko‘rinishdàgi àniqmàslikni îchish

kåràk. 26 + x = t 3 dåb îlàmiz (o‘rnigà qo‘yish usuli). x→1 dà
3 26 3t x= + →  bo‘lgàni uchun

3 2

3

2( 26) 2 2( 3)( 3 9)2 2
3 31 3 326 3

lim lim lim 54
t t t tx

t tx t tx

− − − + +−
− −→ → →+ −

= = = .

1 0 - t å î r å m à .  Àgàr lim ( ) 0
x a

g x
→

=  và lim ( ) 0
x a

f x b
→

= ≠

(b∈R) bo‘lib, x = a nuqtàning birîr àtrîfidà (x = a nuqtàning o‘zi

bundàn mustàsnî bo‘lishi mumkin) g(x) ≠ 0 bo‘lsà, 
( )
( )

lim
f x
g xx a→

= ∞

bo‘làdi.

I s b î t .  
lim ( )

( ) 0
( ) lim ( )

lim 0
g x

g x x a
f x f x bx a

x a

→
→

→

= = =  bo‘lgàni uchun 2-bànd-

dàgi tåîråmàgà ko‘rà, 
( )
( )

lim
f x
g xx a→

= ∞  bo‘làdi.

7 - m i s î l .  3
3 4

2 1 1
lim x

x x

+
→ − −

  limitni  hisîblàng.

Y e c h i s h .  3

2 2
lim ( 1 1) 0,  lim (3 4) 10
x x

x x
→ →

− − = + =   bo‘lgàni

uchun 10- tåîråmàgà ko‘rà, 3
3 4

2 1 1
lim x

x x

+
→ − −

= ∞  bo‘làdi. Hisîblàshni

quyidàgichà ràsmiylàshtirish mumkin:

3 3
3 4 3 2 4 10

02 1 1 2 1 1
lim x

x x

+ ⋅ +
→ − − − −

= = = ∞ .

Ì à s h q l à r

4.6. Limitlàrni hisîblàng:

1) 2

2
lim (4 3 5)
x

x x
→

− + ;           2) 
2 3

42
lim x

xx

+
−→

;            3) 
2 4

22
lim x

xx

−
−→

;
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4)
2

22

5 6

4
lim
x

x x

x→

− +

−
; 5)

3

1 2
3

lim
x

x
x→

+ −
− ;       6) 33

3 2 3

3 2
lim
x

x x

x→

+ − −

+ −
.

4.7. Òångliklàr to‘g‘rimi:

1) 
2

32

4

14
lim 0
x

x

x→

−

−
= ;      2) 

4 3 2

22

5 6 4
73 10

lim
x

x x x

x x→−

+ +

− −
= − ;

3) 
0

(1 )(1 2 )(1 3 )lim 5
x

x x x
x→

+ + + = − ;      4) 21

1 1
41

lim
x

x

x→

−

−
= ;

5) 22

3 2 1
84

lim
x

x x

x→

− −

−
= ;      6) 

4

1 2 4
32

lim
x

x

x→

+
−

= ;

7) 
38

1 3

2
lim 2
x

x

x→−

− −

+
= − ;      8) 

3

9

1 2 1
9 12

lim
x

x
x→

− −
−

= ;

9) 
4

16

2 1
94

lim
x

x

x→

−
−

= ;     10) 3 30

1 1 9
21 1

lim
x

x x

x x→

+ − −

+ − −
= ;

11) 
12 4

2 1 3 3 11

4 1 3 1

1
lim 3 3
x

x x x

x x x x x

−

− −→

− + −

− − −

  − + ⋅ =  
   

;

12) 
1 13

32

2 24 1
2 228

lim
x

x xx x
x xx

− −

→

+−
− −−

    − − =        
.

4. Funksiyaning chåksizlikdàgi limiti. Biz nàturàl àrgumåntli
funksiya (sînli kåtmà-kåtlik)ning limiti tushunchàsi bilàn tànishmiz.
Bu limitni nàturàl àrgumåntli funksiyaning +∞ dàgi limiti sifàtidà
tàlqin etish mumkin.

Bu bànddà uzluksiz àrgumåntli y = f (x) funksiyaning +∞ dàgi,
−∞ dàgi và ∞ dàgi limiti tushunchàsi bilàn tànishàmiz.

Dàstlàb, funksiyaning chåksizlikdàgi chåkli limiti tushunchàsini
qàràylik.

(T; +∞) îràliqdà àniqlàngàn (bu yerdà T – birîr hàqiqiy sîn)
y = f (x) funksiya và A∈R sîn bårilgàn bo‘lsin. Àgàr ∀ε > 0 sîn
uchun, shundày M∈(T; +∞) sîn màvjud bo‘lib, ∀x∈(M; +∞)
sînlàr uchun | f (x) − A | < ε tångsizlik bàjàrilsà, A sîn f (x)
funksiyaning +∞ dàgi limiti dåyilàdi và
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lim ( )
x

f x A
→+∞

=                                                    (1)

ko‘rinishdà bålgilànàdi.
| f (x) − A | < ε tångsizlik A − ε < f (x) < A + ε  tångsizlikkà tång

kuchli bo‘lgàni uchun (1) tånglikning o‘rinli bo‘lishi gåîmåtrik
jihàtdàn quyidàgini ànglàtàdi:

àgàr lim ( )
x

f x A
→+∞

=  bo‘lsà, ∀ε > 0 sîn uchun shundày M

sîn tîpilàdiki, y = f (x) funksiyaning (M; +∞) îràliqdàgi gràfigi
y = A − ε và y = A + ε to‘g‘ri chiziqlàr bilàn chågàràlàngàn yo‘làkdà
yotàdi (IV.12-ràsm).

1 - m i s î l .  1lim 0
x x→+∞

=  tånglikni isbîtlàymiz.

I s b î t .  y
x

= 1  funksiya (0; +∞) îràliqdà àniqlàngàn funksiyadir.

Uning +∞ dàgi limiti 0 gà tångligini isbîtlàymiz. ε iõtiyoriy musbàt

sîn bo‘lsin. | f (x) − A | < ε tångsizlikni tuzàmiz: 1 0
x

− < ε  yoki
1
x

< ε . x > 0 ekànligini e’tibîrgà îlib, îõirgi tångsizlikdàn 1x
ε

>  ni

hîsil qilàmiz. Bundàn, tà’rifdàgi M sîn sifàtidà 1ε  dàn kàttà bo‘lgàn

hàr qàndày sîn îlish mumkinligi ko‘rinàdi. Dåmàk, 1lim 0
x x→+∞

=

tånglik o‘rinlidir.
Endi y = f (x) funksiya bårilgàn bo‘lib, y = f (−x) funksiyaning

x→+∞ dàgi limiti hàqidà gàpirish mumkin bo‘lsin.

Àgàr lim ( )
x

f x A
→+∞

− =  bo‘lsà (bu yerdà A∈R), A sîn f (x)

funksiyaning x→−∞ dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x

f x A
→−∞

=
ko‘rinishdà bålgilànàdi.

A + ε

Y

 T                 O            M

y = f (x)

X

A

A − ε

IV.12-rasm.
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2 - m i s î l .  1lim 0
x x→−∞

− =  tånglikni isbîtlàymiz.

I s b î t .  1 1( ) ,   ( )
x x

f x f x= − − =   funksiyalàrni  qàràymiz.

f (−x) funksiyaning x→+∞ dàgi limiti màvjud và 0 sînigà tång

(1-misîl) bo‘lgàni uchun lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=  tånglik o‘rinlidir.

Àgàr lim ( )
x

f x A
→−∞

=  và lim ( )
x

f x A
→+∞

=  tångliklàr bir vàqtdà

o‘rinli bo‘lsà (bu yerdà A∈R), A sîn y = f (x) funksiyaning x→∞

dàgi limiti dåyilàdi và lim ( )
x

f x A
→∞

=  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

3 - m i s î l .  1lim 0
x x→∞

=  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  1 1lim 0,  lim 0
x xx x→+∞ →−∞

= =  bo‘lgàni uchun (1- và 2-

misîllàr), 1lim 0
x x→∞

=   tånglik o‘rinlidir.

1 1lim 0 lim 0
x xx x→+∞ →−∞

= =  ekànligi, gåîmåtrik jihàtdàn, x ning

yetàrlichà kàttà musbàt qiymàtlàridà (yåtàrlichà kichik mànfiy qiy-

màtlàridà) 1
x

y =  funksiyaning gràfigi y = 0 to‘g‘ri chiziqqà yetàr-

lichà yaqinlàshib kålishini, 1lim 0
x x→∞

=  ekànligi esà x ning mîduli

yetàrlichà kàttà bo‘lgàn qiymàtlàridà 1
x

y =  funksiyaning gràfigi

y = 0 to‘g‘ri chiziqqà yetàrlichà yaqin bo‘lishini bildiràdi (IV.13-
ràsm).

Àgàr lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=  bo‘lsà, f (x) funksiya x→+∞ dà chåksiz

kichik funksiya dåyilàdi.

1-misîldà 1
x

y =  funksiyaning x→+∞

dà chåksiz kichik ekànligi isbîtlàndi.
Funksiyaning x→+∞ dà, shuning-

dåk, x→∞ dà chåksiz kichik funksiya
bo‘lishligi yuqîridàgigà o‘õshàsh tà’rif-
lànàdi.

Funksiyaning nuqtàdàgi limitining
õîssàlàri bu bànddà qàràlgàn limitlàr
uchun hàm o‘z kuchini sàqlàydi.

Y

XO−∞                                      +∞

IV.13-rasm.
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4 - m i s î l .  
2

2
6 1

0,9
lim

x

x x

x→+∞

+ −

−
 limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  Bu limitni sînli kåtmà-kåtlikning limitini hisîblàsh-
dà tutilgàn yo‘ldàn fîydàlànib hisîblàymiz:

2 2

2

2

1 16
6 1 6 0 0

0,9 1 00,9 1
lim lim 6

x x

xx x x

x
x

→+∞ →+∞

+ −
+ − + −

−− −
= = = .

Endi funksiyaning chåksizlikdàgi chåksiz limiti tushunchàsini
qàràymiz.

f (x) funksiya birîr (T; +∞) îràliqdà (bu yerdà T∈R)

àniqlàngàn funksiya và 1
( )

lim 0
x f x→+∞

=  bo‘lsin. U hîldà, f (x)

funksiyaning x→+∞ dàgi limiti ∞ gà tång dåyilàdi và

lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  ko‘rinishdà bålgilànàdi.

5 - m i s î l .  2lim ( 5)
x

x
→+∞

+ = ∞  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  
2

2
2

1

1 0
5 1 05 1

lim lim 0
x x

x

x
x

→+∞ →+∞ ++ +
= = =  bo‘lgàni uchun yuqî-

ridàgi tà’rifgà ko‘rà 2lim ( 5)
x

x
→+∞

+ = ∞  bo‘làdi.

Àgàr lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  bo‘lib, f (x) funksiya birîr (M; +∞)

îràliqdàgi bàrchà x làrdà fàqàt musbàt (fàqàt mànfiy) qiymàtlàr

qàbul qilsà, lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  (mîs ràvishdà lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ )

dåyilàdi.

6 - m i s î l .  2lim (5 )
x

x
→+∞

− = −∞  ekànligini isbîtlàymiz.

I s b î t .  2lim (5 )
x

x
→+∞

− = ∞  ekànligi 5-misîldàgidåk ko‘rsàtilàdi.

(3; +∞) îràliqdàgi bàrchà x sînlàr uchun, 5 − x2 < 0  ekànligini

ko‘rish qiyin emàs. Dåmàk, 2lim (5 )
x

x
→+∞

− = −∞ .

Àgàr lim ( )
x

f x
→+∞

= ∞  tånglik bàjàrilsà, f (x) funksiya x→+∞ dà

chåksiz kàttà funksiya dåyilàdi. Ìàsàlàn, y = x2 + 5 và y = 5 − x2
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funksiyalàrning hàr biri x→+∞ dà chåksiz kàttà funksiyalàrdir
(5- và 6-misîllàr).

x→−∞ và  x→∞ dàgi chåksiz limit và chåksiz kàttà funksiya
tushunchàlàri yuqîridàgigà o‘õshàsh àniqlànàdi.

Ì à s h q l à r

4.8. Limitlàrni hisîblàng:

1) 2

(2 3)(3 5)(4 6)

3 1
lim
x

x x x

x x→∞

− + −

+ −
; 2) 3 3 10

lim
x

x

x→∞ +
;

3) 
2

2

( 1)

1
lim
x

x

x→∞

+

+
; 4) 

2 5 1
3 7

lim
x

x x
x→∞

− +
+ ;

5) 2
1000

1
lim
x

x

x→∞ −
; 6) 

2

3
2 3

8 5
lim
x

x x

x x→∞

− +

− +
;

7) 
3 2

5

(2 3) (3 2)

5
lim
x

x x

x→∞

+ −

+
; 8) 

2

10
lim
x

x
x x→∞ +

;

9) 
2

4

2 3 4

1
lim
x

x x

x→∞

− −

+
; 10) 

3 2 1
1

lim
x

x
x→∞

+
+ ;

11) 3
2 3lim

x

x

x x→∞

+

+
; 12) lim

x

x

x x x→∞ + +
.

5. Funksiya gràfigining àsimptîtàsi. y = f (x) funksiya và uning
gràfigi Γ bårilgàn bo‘lsin. Àgàr Γ chiziqning shundày bir
M(x0; f (x0)) nuqtàsi và shundày bir l to‘g‘ri chiziq màvjud bo‘lib,

M nuqtàdàn bîshlàb hisîblàngàndà, Γ chiziqning và l to‘g‘ri
chiziqning mîs nuqtàlàri îràsidàgi màsîfà x→a (x→a + 0,
x→a − 0, x→+∞,   x→−∞) dà chåksiz kichràysà, l to‘g‘ri chiziq
Γ gràfikning àsimptîtàsi dåyilàdi.

Funksiya gràfigining vårtikàl, gîrizîntàl và îg‘mà àsimptîtàlàri
màvjud bo‘lishi mumkin. Ulàrni àlîhidà-àlîhidà qàràb chiqàmiz.

Àgàr 
0

lim ( )
x a

f x
→ +

 yoki 
0

lim ( )
x a

f x
→ −

 limitlàrning àqàlli birîrtàsi

+∞ yoki −∞ gà tång bo‘lsà, x = a to‘g‘ri chiziq f funksiya gràfigining
vårtikàl àsimptîtàsi dåyilàdi.
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1 - m i s î l .  y = log2(x + 3) funksiya x = −3 vårtikàl àsimptîtàgà

egà, chunki 2
3 0

lim log ( 3)
x

x
→− +

+ = −∞  (IV.14-ràsm).

2 - m i s î l .  x = −1 to‘g‘ri chiziq y
x

=
+
1
1

 funksiya gràfigining

vårtikàl àsimptîtàsidir, chunki 
1

1
1

lim
x x→− +

= +∞  (IV. 15-ràsm).

Àgàr lim ( ) ,  lim ( )
x x

f x b f x b
→−∞ →+∞

= =   shàrtlàrning àqàlli birîr-

tàsi bàjàrilsà, y = b to‘g‘ri chiziq y = f (x) funksiya gràfigining
gîrizîntàl àsimptîtàsi dåyilàdi.

3 - m i s î l .  1
1

lim 0
x x→+∞ +

=  bo‘lgàni uchun y = 0 to‘g‘ri chiziq

1
1x

y
+

=  funksiya gràfigining x→+∞ dàgi gîrizîntàl àsimptîtàsi

bo‘làdi. Bu to‘g‘ri chiziq shu funksiya gràfigining x→−∞ dàgi
gîrizîntàl àsimptîtàsi hàmdir (IV. 15-ràsm).

4 - m i s î l .  lim (2 3 ) 2x

x →−∞
+ =  bo‘lgàni uchun x = 2 to‘g‘ri chiziq

y = 2 + 3x  funksiya gràfigining gîrizîntàl àsimptîtàsidir (IV.16-
ràsm).

Àgàr lim [ ( ) ( )] 0,  lim [ ( ) ( )] 0
x x

f x kx b f x kx b
→+∞ →−∞

− + = − + =

tångliklàrning àqàlli birîrtàsi bàjàrilsà, y = kx + b to‘g‘ri chiziq
f (x) funksiya gràfigining îg‘mà àsimptîtàsi dåyilàdi, bundà k ≠ 0.

5 - m i s î l .  1 1
x

y x= + −  funksiya y = x − 1 îg‘mà àsimptîtàgà

egà (IV.17-ràsm).

y = log
2
(x + 3)

 log
2
3

4

3

2

1

−

−1

−2

−3

−4

x = −3

−4 −3     −2 −1 O     1    2    3    4     X

Y

IV.14-rasm.

4

3

2

1

−1
−4    −3   −2  −1    O       1      2    X

Y

x = −1

IV.15-rasm.

1
1x

y
+

=

11 Àlgebra, II qism



162

Àgàr 
( )lim ,  ( 0)

x

f x
x

k k
→+∞

= ≠  và lim ( ( ) )
x

f x kx b
→+∞

− =  chekli

limitlar mavjud bo‘lsa, y kx b= +  to‘gri chiziq f (x) funksiya

grafigining x→+∞ dagi og‘ma asipmtotasi bo‘lishligi, shuningdek,

( )lim
x

f x
x

k
→−∞

= và lim ( ( ) )
x

f x kx b
→−∞

− =  chekli limitlar mavjud

bo‘lsa, y kx b= +  to‘g‘ri chiziq f (x) funksiya grafigining x→−∞
dagi îg‘ma àsimptotasi bo‘lishligi oliy matematika kursida isbotlanadi.

Biz funksiyaning îg‘ma àsimptotasini izlashda shu tasdiqlardan
foydalanamiz.

6 - m i s o l .  
4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining og‘ma asimpto-

tasini topamiz.
Y e c h i s h .

4

3

( ) 1

( 6)
lim lim 1,

x x

f x x
x x x

k
→+∞ →+∞

−

+
= = =  lim ( ( ) 1 )

x
b f x x

→+∞
= − ⋅ =

4

3
1

6
lim 0

x

x

x
x

→+∞

−

+

 = − = 
 

  bo‘lgani uchun y = x to‘g‘ri chiziq f (x)

funksiya grafigining x→+∞ dagi îg‘ma asimptotasi bo‘ladi. y = x
to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x→−∞ dagi îg‘ma asimptotasi
bo‘lishligini ham ko‘rsatish mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.

4

3

2

1

−1
−3   −2   −1  O       1      2    X

Y

y x= +2 3
y = 2

Y

−5  −4  −3  −2 −1 O     1   2   3   4   5   X

y x
x

= + −1 1

y x= − 1

5

4

3

2
1

−1
−2

−3

−4

−5

               IV.16-rasm.                                       IV.17-rasm.
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4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya berilgan bo‘lsin. Suratdagi ko‘phadni

maxrajdagi ko‘phadga bo‘lib, 
4

3 3
1 6 1

6 6

x x

x x
x− +

+ +
= −  ekanligini ko‘ramiz.

x→±∞ dà 3
6 1

6
0x

x

+

+
→  bo‘lgani uchun 

4

3
1

6
0x

x
x−

+
− →  bo‘ladi. Bu esa

y = x to‘g‘ri chiziq 
4

3
1

6

x

x
y +

+
=  funksiyaning asimptotasi bo‘lishini

bildiradi (6-misol bilan solishtiring).

Ì a s h q l a r

4.9. 
4

4
1

1
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining gorizontal asimptotalarini

toping.

4.10. 
4

3
1

6
( ) x

x
f x −

+
=  funksiya grafigining vertikal asimptotalarini

toping.
4.11. ( ) cos

x
f x x π= ⋅  funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini

toping.
4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

1) 2
1

( 2)x
y

−
= ; 2) 

2

2 9

x

x
y

+
= ;

3) 2 4y x= − ; 4) 
2

1

9

x

x
y +

+
= ;

5) 
2

2

1

1

x

x
y +

−
= ; 6) sin x

x
y = ;

7) arctgy x x= ; 8) 12 sin
x

y x= + ;

9) 1arcsin
x

y = ; 10) 1arccos
x

y = .

2-§. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtàdà uzluksizligi và uzilishi. Funksiyaning
nuqtàdàgi limiti tushunchàsini o‘rgàngànimizdà, funksiya
qàràlàyotgàn nuqtàdà àniqlànmàgàn bo‘lishi hàm mumkinligi àytildi.

Endi y = f (x) funksiya x = a nuqtàning fàqàt o‘zidàginà emàs,
bàlki uning birîr àtrîfidà hàm àniqlàngàn bo‘lsin.

Àgàr lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=  tånglik bàjàrilsà, y = f (x) funksiya x = a

nuqtàdà uzluksiz dåyilàdi.
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1 - m i s î l .   f (x) = 2x + 1  funksiyani
x = 1 nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  Bàrchà hàqiqiy sînlàr to‘p-
làmidà àniqlàngàn bu funksiyaning gràfigi
IV.18-ràsmdà tàsvirlàngàn.

f (1) = 2 ⋅ 1 + 1 = 3  và  
1

lim ( )
x

f x
→

=

1
lim(2 1) 2 1 1 3
x

x
→

= + = ⋅ + =  bo‘lgàni uchun

1
lim ( ) (1)
x

f x f
→

=  tånglik o‘rinlidir. Dåmàk,

bårilgàn funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksizdir.

2 - m i s î l .  
2 1

1
,  agar 1 bo‘lsa,

( )
4,  agar 1 bo‘lsa,

x
x

x
x

x

−
−

 ≠ϕ = 
 =

  funksiyani x = 1

nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiràmiz.

Y e c h i s h .  ϕ(1) = 4 và 
2

1 1

1
1

lim lim( 1)
x x

x
x

x
→ →

−
−

= + = 1 1 2+ =

munîsàbàtlàrdàn 
1

lim ( ) (1)
x

x
→

ϕ ≠ ϕ  ekànligini ko‘ràmiz. Dåmàk,

bårilgàn ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksiz emàs (IV.19-rasm).
x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiyalàrning uzluksizlik tà’ri-

fidàn và funksiyaning nuqtàdàgi limitining mîs õîssàlàridàn kålib
chiqàdigàn àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz:

1°. Àgàr y = f (x) và y = g(x) funksiyalàr x = a nuqtàdà uzluksiz

bo‘lsà, f (x) ± g (x), f (x) ⋅ g (x) và f x
g x
( )
( )

 (g (a) ≠ 0) funksiyalàr

hàm x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi.

2°. Àgàr f (x) funksiya x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lsà, u hîldà
x = a nuqtàning shundày bir δ-àtrîfi tîpilàdiki, f (x) funksiya bu
àtrîfdà chågàràlàngàn bo‘làdi và àgàr f (a) ≠ 0 bo‘lsà, bu àtrîfdà
f (x) ning ishîràsi f (a) ishîràsi bilàn bir õil bo‘làdi (IV.20-ràsm).

Endi funksiyaning nuqtàdà chàpdàn và o‘ngdàn uzluksizligi
tushunchàlàrini tà’riflàymiz.

Àgàr 
0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x a x a

f x f a f x f a
→ − → +

= =  tånglik bàjàrilsà,

y = f (x) funksiya x = a nuqtàdà chàpdàn (o‘ngdàn) uzluksiz dåyilàdi.

3

1

−1

Y y f x= ( )

IV.18-rasm.

 −1      O           1          X
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3 - m i s î l .  
2 ,  agar 0 bo‘lsa,

3,  agar 0 bo‘lsa

x x
y

x

 ≥= 
<

 funksiyani và x = 0

nuqtàni qàràymiz. Bu funksiya x = 0 nuqtàdà àniqlàngàn và bu
nuqtàdà f (0) = 02 = 0 gà tång qiymàt qàbul qilàdi.

0 0 0 0
lim ( ) lim 3 3

x x
f x

→ − → −
= =  và 2 2

0 0 0 0
lim ( ) lim 0 0

x x
f x x

→ + → +
= = =

tångliklàrdàn ko‘rinàdiki, 
0 0 0 0

lim ( ) (0),  lim ( ) (0)
x x

f x f f x f
→ − → +

≠ =

munîsàbàtlàr bàjàrilàdi. Dåmàk, qàràlàyotgàn funksiya x = 0
nuqtàdà o‘ngdàn uzluksiz, låkin chàpdàn uzluksiz emàs (IV.21-
ràsm).

x = a nuqtàdà chàpdàn hàm, o‘ngdàn hàm uzluksiz bo‘lgàn
funksiya shu nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi và,
àksinchà, x = a nuqtàdà uzluksiz bo‘lgàn
funksiya shu nuqtàdà chàpdàn hàm, o‘ng-
dàn hàm uzluksiz bo‘làdi (isbîtlàng). Bu
yerdàn, 3-misîldàgi y(x) funksiyaning
x = 0 nuqtàdà uzluksiz emàsligi kålib
chiqàdi.

Àgàr lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=  tånglik mà’nîgà

egà bo‘lmàsà yoki bàjàrilmàsà, f (x) funksiya
x = a nuqtàdà uzilishgà egà (uzluksiz emàs)
dåyilàdi và x = a nuqtà funksiyaning uzilish
nuqtàsi dåb àtàlàdi.

Y

−1  O       1      2     X

2y x=3y =
4

2

1

−1

IV.21-rasm.

( )f a

Y

( )y x= ϕ

 −1      O           1           X

4

2

1

        IV.19-rasm.                                              IV.20-rasm.

Y

           O    a − δ  a   a + δ                     X

y M=

y m=

m ≤ f (x) ≤ M,  x∈(a − δ; a + δ)
f (x) > 0,  x∈(a − δ; a + δ)

( )y f x=
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2-misîldàgi ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà, 3-misîldàgi y(x)
funksiya esà x = 0 nuqtàdà uzilishgà egàdir.

Àgàr f (x) funksiya o‘zining uzilish nuqtàsi x = a dà chåkli bir
tîmînli limitlàrgà egà bo‘lsà, x = a nuqtà f (x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nuqtàsi dåyilàdi. Birinchi tur uzilish nuqtàsi x = a dàgi
chåkli bir tîmînli limitlàr tång, ya’ni 

0 0
lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x

→ + → −
=

bo‘lsà, x = a nuqtà tuzàtib (yo‘qîtib) bo‘làdigàn uzilish nuqtàsi dåyilàdi.

2-misîldàgi ϕ(x) funksiya x = 1 nuqtàdà tuzàtib bo‘làdigàn
uzilishgà egà. Funksiyaning x = 1 nuqtàdàgi qiymàti sifàtidà 4 ni

emàs, bàlki 
1 1 0 1 0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 2
x x x

x x x
→ → − → +

ϕ = ϕ = ϕ =  ni îlsàk, ϕ(x)

funksiya x = 1 nuqtàdà uzluksiz bo‘lib qîlàdi (IV.19-ràsm).

Àgàr x = a nuqtàdà f (x) funksiya birinchi tur uzilishgà egà

bo‘lib, 
0 0

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ − → +

≠  munîsàbàt bàjàrilsà, f (x)

funksiya  x = a  nuqtàdà  «sàkràshgà»  egà  dåyilàdi và

0 0
lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x

→ + → −
−  àyirmà funksiyaning x = a nuqtàdàgi

sàkràshi dåyilàdi.

3-misîldàgi y(x) funksiya x = 0 nuqtàdà birinchi tur

uzilishgà egà và 
0 0

lim ( ) 3,
x

y x
→ −

=
0 0

lim ( ) 0
x

y x
→ +

=  munîsàbàtlàr

o‘rinli. 
0 0 0 0

lim ( ) lim ( )
x x

y x y x
→ − → +

≠  bo‘lgàni uchun y(x) funksiya

nuqtàdà x = 0 nuqtàdà sàkràshgà egà và bu sàkràsh 0 − 3 = −3 gà
tång (sàkràsh pàstgà qàràb sîdir bo‘ldi!) (IV.21-ràsm).

Àgàr y = f (x) funksiya x = a nuqtàdà uzilishgà egà bo‘lsà và
x = a nuqtà funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtàsi bo‘lmàsà,
x = a nuqtà funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtàsi dåyilàdi.

4 - m i s î l .   1

1,   agar 0 bo‘lsa,
( )

,  agar 0 bo‘lsa 
x

x
f x

x

≤=  >
  funksiya  x = 0

nuqtàdà ikkinchi tur tuzilishgà egà, chunki 
0 0

lim ( ) 1,
x

f x
→ −

=

0 0
lim ( )

x
f x

→ +
= +∞   (1-§, 2- bànd, 5-misîl) bo‘lgàni uchun bårilgàn

funksiya x = 0 nuqtàdà uzilishgà egà và bu uzilish birinchi tur
uzilish emàs (IV.11-ràsm).



167

Ì à s h q l à r

4.13. Funksiyani õ = 0 nuqtàdà uzluksizlikkà tåkshiring:

1) 3y x= ; 2) 
2

1 ,  0,

,  0;

x x
y

x x

+ >= 
≤

3) 

2 1,  0,

1,  0,

3,  0;

x x

y x x

x

− + <


= + >
 =

4) 
,  0,

2,  0;

x x
y

x x

− ≥
=  + <

5) 
1 ,  0,

2,  0;
x

x
y

x

 ≠= 
=

6) 
2 2 ,  0,

3 ,  0.

x x x
y

x x

 − >= 
− ≤

4.14. y = f (x) funksiyalàr bårilgàn:

1) 1
4 12x+ ; 2) 2

1

9x −
; 3) 

2

2 6 9

x

x x− +
;

4) 2
3

2 8

x

x x

+

+ −
; 5) 

2 2 8
3

x x
x
+ −

+
.

Funksiyalàrning uzilish nuqtàlàrini tîping.

4.15. IV.22-ràsmdà tàsvirlàngàn gràfik bo‘yichà, gràfigi
tàsvirlàngàn funksiyaning (à; b) îràliqqà tågishli bo‘lgàn uzilish
nuqtàlàrini tîping.

IV.22- rasm.

Y

O     a            b        X

Y

O   a                b      X

Y

O     a            b       X

Y

a  O       b               X

a) b)

d) e)
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4.16. Funksiyaning uzilish nuqtàlàrini ko‘rsàting (isbîtini
kåltirish shàrt emàs):

1) 1
x

y = ;   2) tgy x= ;     3) 2
1

1x
y

−
= ; 4)

2
1

1

x

x
y −

−
= ;

5) [ ]y x= ; 6) tg ctgy x x= + ; 7) { }y x= ; 8) tg2y x= .

4.17. Butun sîn to‘g‘ri chizig‘idà àniqlàngàn và
1) 0; 1 và 2; 2)  −1; 0 và 3;

3) ,  n n Zπ ∈ ; 4) 
2

2 ,  n n Zπ + π ∈

nuqtàlàrdàn fàrqli bo‘lgàn bàrchà nuqtàlàrdà uzluksiz bo‘lgàn
funksiya quring.

4.18. Funksiyaning uzilish nuqtàlàrini và uzilish turlàrini
àniqlàng:

1) 
2 4,  agar 2 bo‘lsa,

( )
6 2 ,  agar 2 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 − ≤= 
− >

2) 
29 ,  agar 1 bo‘lsa,

( )
2 3,  agar 1 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 − ≤= 
+ >

3) 2

4,   agar 1 bo‘lsa,

( ) 2,  agar 1 1 bo‘lsa,

2 ,      agar 1 bo‘lsa;

x x

f x x x

x x

+ < −


= + − ≤ <
 ≥

4) 2
1

( ) x
x

f x
−

= ; 5) 3
2 3

( ) x
x

f x
−

= .

4.19. y = f (x) funksiya bårilgàn. Funksiyaning uzilish nuqtàlà-
ridàgi bir tîmînli limitlàrni, sàkràshlàrni và  [−4; 4] kåsmàdàgi
gràfigini yasàng:

1) 
2

4 5,    agar 1 bo‘lsa,
( )

4 ,  agar 1 bo‘lsa; 

x x
f x

x x x

+ ≤ −= 
− > −

2) 
2 2,  agar 2 bo‘lsa,

( )
1,    agar 2 bo‘lsa; 

x x
f x

x x

 + ≤= 
+ >

3) 2

,            agar 0 bo‘lsa,

( ) ( 1) ,  agar 0 2 bo‘lsa,

3,         agar 2 bo‘lsa;

x x

f x x x x

x x

− ≤


= − − < <
 − ≥
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4) 

2 ,  agar 0 bo‘lsa,

( ) ,   agar 0 4 bo‘lsa,

1,    agar 4 bo‘lsa.

x x

f x x x

x

− ≤


= < <
 ≥

4.20. Àgàr:

1) 2 5
0( ) ( 1) ,  0f x x x= + = ;   2)

2
0

4 5
5

( ) ,  5x x
x

f x x+ −
+

= = − ;

3) 0
3 2 2

39 6
( ) ,  x

x
f x x−

−
= = ;    4) 0

1
1

( ) ,  1x
x

f x x−
−

= =

bo‘lsà, A ning qàndày qiymàtidà

0

0

( ),  agar  bo‘lsa,
( )

,      agar  bo‘lsa 

f x x x
F x

A x x

≠
=  =

funksiya x = x0 nuqtàdà uzluksiz bo‘làdi?

2. Funksiyaning îràliqdà uzluksizligi. Àgàr y = f (x) funksiya Õ
îràliqdàgi bàrchà nuqtàlàrdà uzluksiz bo‘lsà, f (x) funksiya shu
îràliqdà uzluksiz dåyilàdi.

1 - m i s î l .  y = x 2 + x + 1  funksiya X = (−∞; +∞)  îràliqdà
uzluksizmi?

Y e c h i s h .  (−∞; +∞) îràliqdàgi bàrchà x = a nuqtà uchun

2 2lim ( ) lim ( 1) 1 ( )
x a x a

y x x x a a f a
→ →

= + + = + + =

tånglik o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli, y(x) funksiya X = (−∞; +∞) îràliqdà
uzluksizdir.

2 - m i s î l .  1
3x

y
−

=  funksiya x = (0; 5) îràliqdà uzluksizmi?

Y e c h i s h .  Bårilgàn funksiya x = 3∈(0; 5) nuqtàdà àniq-
lànmàgàn. Shu sàbàbli, u x = 3 nuqtàdà uzilishgà egà. Dåmàk,
bårilgàn funksiya  x = (0; 5) îràliqdà uzluksiz emàs.

Êåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiya bir qàtîr àjîyib õîssàlàrgà
egà. Shu sàbàbli X = [a; b] bo‘lgàn hîlgà àlîhidà to‘õtàlàmiz.

Àgàr y = f (x) funksiya bàrchà x∈(a; b) nuqtàlàrdà uzluksiz
bo‘lsà và x = a nuqtàdà o‘ngdàn, x = b nuqtàdà esà chàpdàn uzluksiz
bo‘lsà, f (x)  funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz dåyilàdi.

Endi kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn funksiyaning õîssàlàrini ifîdà-
lîvchi tåîråmàlàrni và ulàrning gåîmåtrik tàlqinini kåltiràmiz.
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1 - t å î r å m à .  Àgàr  f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz
bo‘lsà, bu funksiya [a; b] îràliqdà chågàràlàngàn bo‘làdi, ya’ni
shundày o‘zgàrmàs Ì > 0 sîn tîpilàdiki, bàrchà x∈[a; b] làr uchun

 f x M( ) ≤

tångsizlik bàjàrilàdi (IV.23-ràsm).
y = f (x) funksiyaning [a; b] kåsmàdàgi gràfigi [−M; M] yo‘làkdà

jîylàshgàn.
2 - t å î r å m à .  [a; b] kåsmàdà uzluksiz bo‘lgàn f (x) funksiya

shu îràliqdà o‘zining eng kàttà và eng kichik qiymàtlàrigà egà
bo‘làdi  (IV.24-ràsmgà qàràng:  f (c) = α – eng  kichik  qiymàt,
 f (d) = β – eng kàttà qiymàt).

3 - t å î r å m à .  [a; b] kåsmàdà uzluksiz f (x) funksiya uchun
f (a) ⋅ f (b) < 0 bo‘lsà,  funksiya nîlgà tång qiymàt qàbul qilàdigàn,
ya’ni  f (c) = 0 bo‘làdigàn kàmidà bittà c∈(a; b) nuqtà màvjud bo‘làdi
(IV.25-ràsm).

4 - t å î r å m à .  f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz và min
{f (a), f (b)} = A, max{f (a),  f (b)} = B bo‘lsà, f (x) funksiya À và B
îràsidàgi hàr qàndày C qiymàtni qàbul qilàdi (IV.26-ràsm).

Y

M

−M

O        a               b        X
α

Y

O        a              d       b   X

f (d) = β

y = f (x)

y = f (x)

β

                    IV.23-ràsm.                                         IV.24-rasm.

f (c) = α

Y

c

O      a     c                            X

b

f (c) = 0

Y

O           a  c1      c2    c3    b         X

A

C
B y = f (x)

                   IV.25-rasm.                                         IV.26-rasm.

f (c1) = C,  f (c2) = C,  f (c3) = C
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5 - t å î r å m à .  Àgàr f (x) funksiya [a; b] kåsmàdà uzluksiz và
(a; b) intårvàldà nîlgà àylànmàsà, u shu îràliqning bàrchà ichki
nuqtàlàridà bir õil ishîràli bo‘làdi (IV.27-ràsm).

y = c (c = const), y = xn, y = ax (a > 0, a ≠ 0), y = logax (a > 0,
a ≠ 0), y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx, y = arcsinx, y = arccosx,
y = arctgx và y = arcctgx funksiyalàr eng sîddà elåmåntàr funksiya-
làr, ulàr ustidà chåkli màrtà àrifmåtik àmàllàr, shuningdåk
funksiyadàn funksiya îlish (funksiyalàr supårpîzitsiyasi) àmàllà-
rini bàjàrishdàn hîsil bo‘lgàn funksiyalàr esà elåmåntàr funksiya-
làr dåb àtàlishini eslàtib o‘tàmiz.

Ìàsàlàn, y = sin(ln2x + cosx − x2 + arctg(cosx2) + 1) funksiya
elåmåntàr funksiya, 1-bànddà kåltirilgàn 2-misîldàgi funksiya esà
elåmåntàr funksiya emàs.

Îliy màtåmàtikà kursidà quyidàgi tåîråmà isbîtlànàdi.
Ò å î r å m à . Bàrchà elåmåntàr funksiyalàr o‘zining àniqlànish

sîhàsidà uzluksizdir.

3 - m i s î l .  y
x x

=
− +
1
5 62

 funksiya uzluksiz bo‘làdigàn bàrchà

nuqtàlàr to‘plàmini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Bårilgàn funksiya elåmåntàr funksiya và uning

àniqlànish sîhàsi (−∞; 2)∪(2; 3)∪(3; +∞) to‘plàmdàn ibîràt.
Yuqîridà kåltirilgàn tåîråmàgà ko‘rà bu to‘plàm izlàngàn
to‘plàmdir.

4 - m i s î l .  
1

(1 )xy x= +  funksiya uzluksiz bo‘làdigàn bàrchà

nuqtàlàr to‘plàmini tîping.
Y e c h i s h .  Bu funksiya dàràjàli-ko‘rsàtkichli y = u(x)v(x)

funksiyaning õususiy hîli bo‘lib, dàràjàli-ko‘rsàtkichli funksiya

tà’rifigà ko‘rà 

11 1 ln(1 )ln(1 )(1 )
xxxx xy x e e

++= + = =  tånglik o‘rin-

Y

O  a                         b  X

y = f (x)

Y

y = f (x)

O                               X

a             b

f (x) > 0, x∈(a, b) f (x) < 0, x∈(a, b)

IV.27-rasm.

a) b)
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lidir. Bundàn qàràlàyotgàn funksiya elåmåntàr funksiya ekànligi
và uning àniqlànish sîhàsi (−1; 0)∪(0; +∞) to‘plàmdàn
ibîràtligini ko‘ràmiz.

Yuqîridà kåltirilgàn tåîråmàgà ko‘rà, (−1; 0)∪(0; +∞) to‘plàm
izlàngàn to‘plàmdir.

Ì à s h q l à r

4.21. Funksiyalàrning uzluksizlik îràliqlàrini tîping:

1) 
( 1)( 3)

x
x x

y
− −

= ; 2) 2
1

2 3x x
y

+ −
= ;

3) 
2

3 2
2 8

12

x x

x x x
y + −

− −
= ; 4) 1 1

3 4x x
y

+ −
= − ;

5) 
2 ,  0,

( )
1,  0;

x x
f x

x x

− <= 
− >

; 6) 

1 ,  2,  0,

( ) 0,  0,

, 2.

x
x x

f x x

x x

 ≤ ≠
= =
 >

4.22. f (x) funksiyaning x = k, l, m, n dàgi qiymàtlàrini
hisîblàng, ishîràlàrining sàqlànish và nîllàri màvjud bo‘lgàn
intårvàllàrini àniqlàng, [a; b]  îràliqdàgi nîlini ε gàchà àniqlikdà
tîping («kåsmàni tång ikkigà bo‘lish» và àl-Êîshiy usullàrini tàtbiq
eting, mikrîkàlkulatîr yoki EHÌ dàn fîydàlàning):

1) f (x) = x 3 − 6x + 5, k = −3, l = −2, m = 1,5, n = 2, a = l,
b = m, ε = 0,001;

2) f (x) = x 3 − 4x − 3, k = −1,5, l = −1,2, m = 0, n = 4, a = −1,5,
b = −1,2,  ε = 0,001;

3) f (x) = x 3 − 3x + 2 = 0, k = −3, l = −1, m = 2, n = 3, a = −3,
b = 0, ε = 0,01.

4.23. 4 2 0
x

x x+ − =  tånglàmà [0,5; 1,5] kåsmàdà ildizgà egà

ekànini isbît qiling và shu ildizni 0,01 gàchà àniqlik bilàn tîping.

4.24. Òångsizlikni yeching:
1) (x + 5)(x − 4) > 0; 2) (x + 4)(x − 3) < 0;

3) (x + 2)(x + 4)(x + 5) ≥ 0; 4) (x 2 − 1)(x + 6) < 0.
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4.25. Òångsizlikni yeching:
1) (x − 1)7(x + 2)(x + 4)10 > 0; 2) x 3 − 4x 2 − x + 4 > 0.

4.26. Òångsizlikni yeching:

1) 
3

4 2
27

( 16)( 25)
0x

x x

+

− −
> ; 2) 

2

3 2
9

2 4
0x

x x x

−

− +
≥ .

3. Àjîyib limitlàr. Êo‘pchilik hîllàrdà limitlàrni hisîblàsh màsàlàsi

0

sinlim 1
x

x
x→

= ,                                                    (1)

1

0
lim (1 )x
x

x e
→

+ =                                                   (2)

fîrmulàlàr yordàmidà hàl etilishi mumkin. Ulàrdàn birini,

màsàlàn, (1) tånglikni isbîtlàsh bilàn chåklànàmiz. 
sin( ) sinx x

x x
−

−
=

tånglik bàrchà x ≠ 0 sînlàri uchun o‘rinli bo‘lgàni sàbàbli, (1)
tånglikni x→0 + 0 bo‘lgàn hîl uchun isbîtlàsh yetàrlidir.

x→0 + 0 bo‘lsin. U hîldà 
2

0;  x π∈  và sinx > 0 dåb hisîblàsh

mumkin.
Birlik àylànàning 2x ràdiànli MN yoyini qàràymiz (IV.28-

ràsm). U hîldà 2 M N x=
(

 và MN x MK x= =2 2 2sin , tg  tångliklàr

o‘rinli bo‘làdi, chunki M nuqtàning îrdinàtàsi sinx gà, MK uzunlik
esà tgx gà tångdir.

2 MN M N MK< <
(

 yoki 2sinx < 2x < 2tgx, ya’ni sinx < x < tgx
ekànligini ko‘ràmiz. Bu tångsizlikning hàmmà hàdlàrini sinx > 0

gà bo‘lib, 1
sin cos

1 x
x x

< <  và dåmàk,

sincos 1x
x

x < <                (3)

tångsizlikkà egà bo‘làmiz.
y = cosx funksiya uzluksiz bo‘l-

gàni  uchun  
0

lim cos
x

x
→

=  cos 0 1=

tånglik o‘rinli bo‘làdi.
1-§, 3-bànd, 5-tåîråmàgà ko‘rà,

(3) tångsizlikdàn 
0

sinlim 1
x

x
x→

=
ekànligi kålib chiqàdi.

Y

O                   K      X

1

M

N

x

x

tgx

IV.28-rasm.
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1 - m i s î l .  
0

sinlim
x

kx
mx→

 limitni hisîblàymiz (k ≠ 0, m ≠ 0).

Y e c h i s h .  kx = t dåb îlàmiz. x→0 dà t→0 và, àksinchà, t→0
dà  x→0 ekànini ko‘rish qiyin emàs. U hîldà (1) tånglikkà ko‘rà

0 0 0 0

sin 1 sin sin sinlim lim lim lim 1
x x x x

kx k kx k kx k t k k
mx m kx m kx m t m m→ → → →

= = = = ⋅ =

bo‘làdi.

2 - m i s î l .  
0

sin
sin

lim
x

kx
mx→

 limitni hisîblàymiz (k ≠ 0, m ≠ 0).

Y e c h i s h .  sin sin sin 1
sin sin sin

kx m kx kx m kx
mx k mx mx k mx mx

kx

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  bo‘lgàni

uchun 1-misîlgà ko‘rà

0 0 0 0

sin sin 1 sin 1
sin sin sin

lim lim lim lim
x x x x

kx m kx m kx
mx k mx mx k mx mx

kx kx
→ → → →

 
 = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
 
 

1m k k
k m m m

k

= ⋅ ⋅ =

bo‘làdi.

3 - m i s î l .  20

cos 5 cos 9lim
x

x x

x→

−   limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  2 2
cos 5 cos 9 2 sin 7 sin 2 sin 7 sin 22x x x x x x

x xx x

− = = ⋅ ⋅

bo‘lgàni uchun 
20 0 0

cos 5 cos 9 sin 7 sin 2lim 2 lim lim
x x x

x x x x
x xx→ → →

− = ⋅ ⋅ =

7 2
1 1

2 28= ⋅ ⋅ =   tånglikkà egàmiz.

(1) tånglik birinchi àjîyib limit, (2) tånglik ikkinchi àjîyib limit
dåb yuritilàdi.

4 - m i s î l .  
0

1lim ,  ( 0,  1)
x

x

a
x

a a
→

− > ≠  limitni hisîblàymiz.

Y e c h i s h .  y = ax − 1 tånglik yordàmidà yangi o‘zgàruvchi
kiritàmiz. U hîldà, x = loga(1 + y) bo‘lgàni uchun

1
log (1 )

x

a

ya
x y
−

+
=    yoki   

1
1 1

1 log (1 )
log (1 )

x

a y
a

ya
x y

y y

−

+
+

= =

tånglik o‘rinli bo‘làdi.
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x→0 dà y→0 ekànini và, àksinchà, y→0 dà x→0 ekànini
ko‘rish qiyin emàs.

1

log (1 )y
a y+  uzluksiz funksiya bo‘lgàni uchun (2) tånglikkà

ko‘rà 

1 1

0 0

1
ln

lim log (1 ) log lim (1 ) logy y
a a a

y y a
y y e

 
 
 
 → → 
 

+ = + = =  tång-

likkà egàmiz. U hîldà

1 10 0

0

1 1 1

log (1 ) lim log (1 )

lim lim ln
x

x y
y y

a a
y

a
x

y y

a
→ →

→

−

+ +

= = = .

4-misîlni yechish jàràyonidà 
0

log (1 ) 1
ln

lim a

y

y
y a→

+
=  tånglik hàm

isbîtlàngànligini eslàtib o‘tàmiz.

Ì à s h q l à r

4.27. Hisîblàng:

1) 
0

sin 3
3

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 6
4

lim
x

x
x→

;

3) 
0

tg4
3

lim
x

x
x→

;                                   4) 
0

sin 5
sin 6

lim
x

x
x→
;

5) 
0

tg8
tg7

lim
x

x
x→

;                        6) 
0

lim ctg6
x

x x
→

.

4.28. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
0

sin13
13

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 3
sin 6

lim
x

x
x→
;

3) 
0

sin16
12

lim
x

x
x→

;                                 4) 
0

tg5
tg6

lim
x

x
x→

;

5) 
0

tg8
7

lim
x

x
x→

;                        6) 
0

lim ctg3
x

x x
→

.

4.29. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
0

tg3
sin 3

lim
x

x
x→

;                        2) 
0

sin 4
2 cos 3

lim
x

x
x x→

;
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3) 20

tg3

sin 2
lim
x

x x

x→
;                       4) 20

sin 5 tg3
lim
x

x x

x→
;

5) 
0

3 cos 5
sin3

lim
x

x x
x→

;                       6) 20

2 tg4

sin 6
lim
x

x x

x→
;

7) 20

1 cos

5
lim
x

x

x→

−
;                        8) 

0

arcsin 3
5

lim
x

x
x→

;

9) 
0

1 cos 2lim
x

x
x→

−
;                        10) 

0

5
arctg

lim
x

x
x→

;

11) 
3

20

cos coslim
x

x x

x→

− ;                  12) 
2

0

ctg
sin3

lim
x

x x
x→

;

13) 
0

1 cos 6
1 cos 2

lim
x

x
x→

−
− ;                       14) 

0

1 cos 4
2 tg2

lim
x

x
x x→

−
⋅ ;

15) 
0

lim 5 ctg3
x

x x
→

⋅ ;                      16) 20

sin 6 tg2
lim
x

x x

x→
;

17) 
1 2

lim(1 )tg
x

xx
→

π− ;                    18) 

4

sin
4
3sin
4

lim
x

x

xπ→

π−

π+
;

19) lim sin 2 ctg
x

x x
→π

;                     20) 
2

sin
2

2

lim
x

x

xπ→

π −

π−
.

4.30. Limitlàrni hisîblàng:

1) 
1

0
lim (1 3 )x
x

x
→

+ ; 2) 
18

0
lim (1 7 ) x

x
x

−

→
+ ;

3) 
0

ln(1 4 )lim
x

x
x→

+
; 4) 

0

ln(1 9 )
7

lim
x

x
x→

+
.


