IV BOB

FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti

1. Funksiyaning nuqtadagi bir tomonlama limiti.

x—12+0,5,aarxslbo‘lsa, . .

y=r(x)= (x-1) g ) funksiya berilgan
3-x, agar x >1 bo‘lsa,

bo‘lsin. Bu funksiyaning qgiymatlar jadvalini tuzamiz va uning

grafigini (IV.1-rasm) yasaymiz:

x[01]05/06]07108[09] 1 |1,1|1,2]1,3(1,5(2]3
vy 11,5(0,75(0,66(0,5910,5410,5110,5(1,9 | 1,8| 1,7|1,5(1 |0

Jadval va grafikni kuzatib, x argument 1 soniga chapdan yaqin-
lashganda funksiyaning giymatlari 0,5 sonidan, o‘ng tomondan
yaqinlashganda esa 2 sonidan istalgancha kam farq giladi deb
tasdiglash mumkin.

0,5 soni berilgan y = f(x) funksiyaning x = 1 nuqtadagi chap
limiti, 2 soni esa berilgan y = f(x) funksiyaning x = 1 nuqtadagi
o‘ng limiti deyiladi.

Funksiya chap va o‘ng limitlarining gat’iy matematik ta’rifini
beramiz. Dastlab, chap limit ta’rifini keltiraylik.

y =f(x) funksiya va x = a nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy
¢ >0 son uchun a dan kichik bo‘lgan
shunday bir N haqiqiy son topilib,
N va a sonlar orasida yotuvchi bar-
chaxlaruchun (N<x<a)|f(x)-b|< \2

|

<e tengsizlik bajarilsa, beR son y= 5 \: Y= f()
) |
|

YA

=f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi

—

(yoki x—a dagi) chap limiti deyiladi. 0,5

|
Funksiyaning x—a dagi chap li- —5 i 5 ~
miti lim f(x)=5b ko‘rinishda
x—>a-0 IV.1-rasm.
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belgilanadi. x—a — 0 belgisi x ning a ga chapdan intilishini, ya’ni x
argument a ga a dan kichik bo‘lib intilishini bildiradi.

Yugorida keltirilgan misoldan, lim f(x)=0,5 ekanligi kelib
chigadi. 10

Funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti tushunchasi ham x—a dagi
chap limiti tushunchasi kabi ta’riflanadi.

Agar ¢ >0 son uchun a dan katta bo‘lgan shunday M haqiqiy
son topilib, a va M sonlar orasida yotuvchi barcha x lar (a<x <
< M) uchun |f(x) — b| < ¢ tengsizlik bajarilsa, b son y = f(x)
funksiyaning x = a nuqtadagi (yoki x—a dagi) o ‘ng limiti deyiladi

va lim . f(x) = b ko‘rinishda belgilanadi.

xX—a+
Yugorida garalgan misoldan lirln 0 f(x)=2 gaegabo‘lamiz.
x—1+

Funksiyaning x—a dagi chap limitining geometrik ma’nosi
quyidagicha:

har ganday ¢ > 0 son uchun a dan kichik shunday N son
topiladiki, N va a sonlari orasida yotuvchi barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b—¢ va y = b + ¢ to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan yo ‘lakda yotadi (IV.2-a rasm).

Agar f (x) funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti b songa teng
bo‘lsa, u holda uning geometrik ma’nosi quyidagicha bo‘ladi:

har ganday ¢ > 0 son uchun @ dan katta shunday M son
topiladiki, a va M sonlar orasida joylashgan barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b — ¢ va y = b+ ¢ to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan yo ‘lakda yotadi (IV.2-b rasm).

N Y,

y=rx

IV.2-rasm.
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Y

\
e v
s _J =Xl
i y=dx
] 1+¢
| | B! /ﬂy/
/ | 1-¢ W |
} . O .
4] 2-¢ N2 X 0 1 M 2 +1 X
IV.3-rasm. IV.4-rasm.

Funksiyaning x = a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari uning shu
nuqtadagi bir tomonlama limitlari deyiladi.

I-misol. lim (x+1)=3 ekanligini isbotlang.
x—2-0

Isbot. ¢ ixtiyoriy musbat son va x < 2 bo‘lsin. U holda
|f(x) -3|=|x+1-3|=|x-2]|=2-x<ebo‘lishi uchun 2 —¢ <
< x< 2 bo'lishi yetarlidir. Demak, ta’rifdagi N son sifatida 2 — & sonni
yoki 2 — ¢ dan katta, lekin 2 dan kichik bo‘lgan har ganday sonni

olish mumkin. Bu esa lirzn O(x +1) =3 ekanligini ko‘rsatadi (I'V.3-
x—>2-

rasm).

2-misol. lim ~/x =1 ekanligini isbotlaymiz.
x—1+0

Isbot. ¢ ixtiyoriy musbat son va x> 1 bo‘lsin. U holda

x-1|_ _x-1

Jx+1 Jx+1
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan ko‘rinadiki, | f(x) -1 | <& bo‘lishi

) -1 =[x -1|=

x—1
<73

uchun XT*1< ¢ va x> 1 bo‘lishi, ya’ni 1 < x < 2¢ + 1 bo‘lishi
yetarlidir. Demak, ta’rifdagi M son sifatida (1; 2¢ + 1) oraliqdagi
har ganday sonni olish mumkin. Bu esa lim +/x =1 ekanligini
ko‘rsatadi (IV.4-rasm). x—1+0

-2x+3, agar x <1 bo‘lsa

> funksiyaning
3x -5, agar x >1 bo‘lsa

3-misol. f(x)={

x—1 dagi bir tomonlama limitlarini topamiz.
10 Algebra, II gism 145



Y Yechish. x<1 bo‘lsin. U holda,

3 f(x) =-2x+ 3. Demak, lim f(x)=
x—1-0

2 = lim (2x+3) = —2.143=1.

W x—1-0
! Agar x > 1 bo‘lsa, f(x) = 3x — 5 bo‘lib,
I li = lim (3x-5)=3-1-5=-2

0 li 3oX x—1>r1110f(x> x—l>rlr}tO( *=3)
} (IV.5-rasm).
|

—24--- IV.6- rasmda y = % funksiyaning grafigi

IV.5-rasm. tasvirlangan. Grafikni kuzatib, x argument

0 soniga chapdan (o‘ngdan) yaginlash-
ganda funksiya giymatlari —o ga (mos ravishda 4o ga) yaqinla-
shadi deb tasdiglash mumkin: lim L=—co, lim 1=+x.

x—0-0 X% x—0-0 X

Cheksiz chap limit va cheksiz o‘ng limit tushunchalarining
gat’iy matematik ta’rifini keltiramiz.

Agar ixtiyoriy £< 0 (£ > 0) hagigiy son uchun shunday N < a
haqiqiy son topilib, barcha xe(N; a) lar uchun f(x) < £ (mos
ravishda, f(x) > E) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiyaning a nuqtadagi
chap limiti —oo (mos ravishda +w) ga teng deyiladi va

lim f(x)=-w (mos ravishda lim f(x)=+w) ko‘rinishda
x—>a-0 x—a-0
belgilanadi.

Agar ixtiyoriy £< 0 (£>0) haqigiy son uchun, shunday M < a
haqiqiy son topilib, barcha xe(a; M) lar uchun f (x) < £ (mos

ravishda f (x) > E) tengsizlik bajarilsa,

i f (x) funksiya ning a nuqtadagi o‘ng
limiti —o (mos ravishda +w) ga teng
| deyiladi va lim f(x)=-© (mos
= x—>a-0
N |0 X ravishda, lim f(x)=+w) ko‘ri-
x—a+0
E nishda belgilanadi.
_ . llm l - . .
4-misol. S o tenglikni
IV.6-rasm. isbotlang.
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Isbot. E ixtiyoriy manfiy son va x < 0 bo‘lsin. U holda
f(x)= % < E tengsizlik % < x <0 tengsizlikka teng kuchlidir. Bu

yerdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N son sifatida (%, 0)
oraligdagi har ganday sonni olish mumkin.

o lim L - o
S-misol. x_l)r(g 0x +o tenglikni isbotlang.
Isbot. F ixtiyoriy musbat son va x > 0 bo‘lsin. U holda
f(x)= % > E tengsizlik 0 < x < % tengsizlikka teng kuchlidir. Bu

yerdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan M son sifatida (0; %)
oraligdagi har ganday sonni olish mumkin.

Hagiqgatan ham, Me (0; %) bo‘lsin. U holda, barcha

xe(0; M) lar uchun f(x)= % > ﬁ > % = E tengsizlik bajariladi.
E
Demak, lim 1oiw,
x—0+0 X

(EA\% Mashgqlar

4.1. lim 0 f(x)=>b ekanligini isbotlang, bunda:

X—>a+

x+1, agar x > a bo‘lsa,

D f)=dx-2,a=1,b=2  2)f(x)=vx2, a=0, b=0:
3) f(x)=+x, a=9, b=3; 4 fx)=x2-1,a=1,b=0.
4.2. lim f(x)=b ekanligini isbotlang, bunda:
x—a-0
2 ‘
1y f(x)= x~ —1, agar x > a bo‘lsa, Q-2 b=3:
x+1, agar x < a bo‘lsa,
2 ¢
2) f(x)={x —1, agar x < a bo‘lsa, a=2. b-l.

4.3. f(x) funksiyaning x= a nuqtadagi bir tomonlama limitlarini
toping:
J}, agar x > a bo‘lsa,

1) f(X)={ a=4;

x+4, agar x <a bo‘lsa,
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cos X, agar x > a bo‘lsa

) f = a3

sin x, agar x < a bo‘lsa,

2. Funksiyaning nuqtadagi limiti. /(x) = x— 2 funksiyaning x=2
nuqtadagi bir tomonlama limitini hisoblaymiz:

lim f(x)= lim (x~2)=2-2=0;

x—2—
hm f(x)— Iim (x-2)=2-2=0.
x—2+0 —2+0

Buyerda lim f(x)= lim f(x) ekanini ko‘ramiz.
x—2-0 x—2+0

Agar lim f(x)— hm f(x) b bo‘lsa, b son f (x) funk-

x—a-0

siyaning x—a dagi llmm dey11ad1 va lim f(x)=b ko‘rinishda
X—>a

belgilanadi.

Shunday qilib, agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M va
N sonlar topilib (bunda N < a < M), (N; M) oraligda yotuvchi
barcha x lar uchun (@ nuqta bundan mustasno bo‘lishi mumkin)
| f(x) - b| < & tengsizlik bajarilsa, be R son y = f(x) funksiyaning
X—a dagi limiti deyiladi.

1-misol. lim(x?+2)=2 ekanini isbotlang.
x—0

Isbot. lim (x> +2)=0>+2=2va lim (x*+2)=0>+2=2

x—0-0 x—0+0

bo‘lgani uchun lim (x? +2)=2.
x—0

2-misol. lim +/x =2 ekanligini isbotlang.
x—4

Isbot. ¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. x>0 bo‘lgani uchun,
_ —4| |x 4|
o= x - |t < I
|f(X) | ‘\/; ‘ |\/§+2| \/§+2

tengsizlik o‘rinli. Demak, | f(x) — 2| < & bo‘lishi uchun | x —4| <& va
x >0 bo‘lishi, ya’ni 4 —e <x<4+¢, x >0 bo‘lishi yetarli. Bu
yerdan ko‘rinadiki, ta’rifdagi N son sifatida (4 — ¢; 4) oraligdagi
har ganday musbat sonni, M son sifatida esa (4; 4 + ¢) oraliq-
148
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Yy
Y‘ y=f(x)
£ be ) //ij/ 7
= y S
_— WA
e AT
4 A AN /s
//l/ /l' A / yavi
N7 % o[ LA A
! - Ll .
Ol N4 M X of N a M X
IV.7- rasm. IV.8- rasm.

dagi har ganday sonni olish mumkin. Bu esa lim Jx =2 ekanligini
bildiradi (IV.7-rasm). .

a nuqtani o‘z ichiga olgan har ganday ochiq oraligni uning
atrofi deb ataymiz. (a-8; a +d) oraliq (bu yerda 6 >0) a nuqtaning
d - atrofi, 8 >0 son esa atrofning radiusi deb ataladi.

Agar b son y = f (x) funksiyaning x—a dagi limiti bo‘lsa, u
holda |f(x) — b| < ¢ tengsizlik a nugta biror atrofining barcha
nuqtalari uchun (a¢ nuqta bundan mustasno bo‘lishi mumkin)

bajarilishini ko‘rish giyin emas. lim f(x)=»5 ning geometrik
X—>a

ma’nosi IV.8-rasmdan ko‘rinib turibdi:
3-misol. [0; 4] kesmada quyidagicha aniglangan y = f(x)
funksiyani garaymiz:

x—-1, agar 0 < x <3 bo‘lsa,

f(X)={

3-x, agar 3<x<4 bo‘lsa.

Bu funksiyaning grafigi IV.9-rasmda tasvirlangan.

Y,
lim x)= lim (x-1)=3-1=2,
x—>3—0f( ) x—>3—0( )

lim (3-x)=3-0=3

x—3+0

tengliklardan ko‘rinadiki, lirrg f(x)
X—>

limit mavjud emas. 0

Endi funksiyaning nuqtadagi -1
cheksiz limitini qaraymiz. Agar
y = f(x) funksiyaning x = a nuqg- IV.9- rasm.
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Yy Yy
: lim f(x)=-w
X—>a
| w /)
i \0 : X
: f(a)}-= —{
0 Ta g :
lim f(x) =+
X—>a
a) b)

1V.10- rasm.

tadagi chap limiti ham, o‘ng limiti ham +oo (—o0) ga teng bo‘lsa,
f(x) funksiyaning x = a nuqgtadagi limiti +oo (mos ravishda —) ga

teng deyiladi va lim f(x)=+o (mos ravishda lim f(x)=-o)
X—a X—>a

ko‘rinishda belgilanadi (IV.10-rasm).

Agar lim f(x) =+ bo‘lsa, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday
X—a

(N; a) va (a; M) intervallar topiladiki, bu intervallardagi barcha x
lar uchun f(x) > E tengsizlik bajariladi.
Agar lim f(x)=—o bo‘lsa, ixtiyoriy £ <0 son uchun shunday
X—>a
(N; a) va (a; M) intervallar topiladiki, bu intervaldagi barcha x
lar uchun f(x) < E tengsizlik bajariladi.

4-misol. lim L =+ ekanligini isbotlang.
x—0 |X|

Isbot. F ixtiyoriy musbat son va x # 0 bo‘lsin. U holda

—l<x<0,

f(x)= |1;| > E tengsizlik 0 1 tengsizliklar sistemasiga
<X<%

teng kuchlidir. Bu yerdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N son

1
E
har gqanday sonni olish mumkin. U holda (N; M) oraliqdagi
barcha x = 0 sonlar uchun f(x) > E tengsizlik bajariladi. Demak,

lim L = +00,
x—0 |X|

150

sifatida (——; oraliqdagi, M son sifatida esa (0; oraliqdagi
ifatid ]150 ligdagi, M ifatid 0 ligdagi



Agar lim f(x)=+w yoki lim f(x)=-» bo‘lsa, f (x)
X—a X—a

funksiya x = a nuqtada (x—a da) aniq ishorali cheksiz limitga ega
deyiladi.

Agar f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi bir tomonlama limit-
larining biri +oo ga, ikkinchisi esa —o ga teng bo‘lsa, f(x) funksiya
x = a nuqtada anigmas ishorali cheksiz limitga ega deyiladi.

y =|1;| funksiya x = 0 nuqtada aniq ishorali cheksiz limitga

(4-misol) ega, y = % funksiya esa x = 0 nuqtada anigmas ishorali

cheksiz limitga ega (1-band, 4—5-misollar).
x = a nuqgtada aniq ishorali yoki anigmas ishorali cheksiz li-
mitga ega bo‘lgan f(x) funksiya shu nuqtada cheksiz katta funksiya

deyiladi va lim f(x) = ko‘rinishda belgilanadi.
X—>a

y=|L

X y =% funksiyalarning har biri x = 0 nuqtada cheksiz

katta funksiyalardir (lim 1 4o, limd= OO) .
X—a |X| x—aX

) I, agar x <0 bo‘lsa, o
S5-misol. f(x)=1, funksiyaning gra-
~» agar x> 0 bo‘lsa

figi IV.11-rasmda tasvirlangan. lim f(x)= lim 1=1 va
x—0-0 x—0-0

lim f(x)= lim 1l 4w tengliklarga egamiz. Bu yerdan
x—0+0 x—0+0 X
ko‘rinadiki, f(x) funksiya x = 0 nuqtada cheksiz katta funksiya
ham emas, shuningdek chekli limitga ham ega emas.

Agar lim f(x)=0 bo‘lsa, f(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz
X—a

kichik funksiya deyiladi. Masalan, y =~/x -4, y=+/x -2 funk-

siyalarning har biri x = 4 nuqtada chek-

siz kichikdir. Y,
Cheksiz kichik va cheksiz katta funk-

siyalar orasidagi munosabatni ifodalovchi

teoremani isbotsiz keltiramiz.
Teorema. Agarf(x) funksiya x=a

nuqtada cheksiz katta (cheksiz kichik)

. . 1 . B
funksiya bo ‘Isa, 7 funksiya x = a

nuqtada cheksiz kichik (cheksiz katta) IV.11-rasm.

Junksiya bo ‘ladi. 151



l-eslatma. Funksiyaning x—a dagi (yoki x—»a — 0, yoki x»>a + 0
dagi) limitining ta’rifida x # a qiymatlar qaraldi, a nuqtaning o‘zida
funksiya aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin.

2-eslatma. Funksiyaning x—a dagi (yoki x—>a — 0 dagi, yoki
x—a + 0 dagi) limitining ta’rifida ta’kidlanayotgan M va N sonlar ¢ va
a ga bog‘liqdir.

r—

@

Mashgqlar

4.4. Tenglikni isbotlang:
-0,25
1) lim(3x+5)=5;  2) lim3x=2; 3) lim>Z——= 03 - L
x—8 1

4) lim =4, 5) im—*=2_—_1;  ¢) limL=1.

-4 \/_— ’ x-2 x2 5x+6 ’ x>l X
4.5. Limitlarni hisoblang:

1) lim(4x-5);  2) lim\/xz +7; 3) lirréx/xz +36 ;
X—> X—>

S N x2-9. ]
4) lim(x” -5); 5) 11 6) lim
x—9 -3

x-3 ; X0 2x+1"

3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy teoremalar.

Oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi limiti tushunchasini
garadik. Bu bandda funksiyaning nuqtadagi limiti hagidagi asosiy
teoremalarni keltiramiz va limitni hisoblash masalasi bilan
shug‘ullanamiz.

l-teorema. f(x) funksiya x—>a da ko ‘pi bilan bitta limitga
ega bo ‘lishi mumkin.

2-teorema. Agar lim f(x)=b (beR) bo‘lsa, x = a
X—>a
nuqtaning biror atrofida f(x) funksiya chegaralangan bo ‘ladi.
3-teorema. Agar lim f(x)=0b bolib, b+ 0 bolsa, x = a
X—a

nuqtaning shunday bir atrofi topiladiki, bu atrofdagi barcha x lar
uchun (x = a bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) f(x) ning ishorasi
bsning ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi.



4-teorema. Agar lim f(x)=> bolib, x=a nuqtaning biror
X—>a

atrofidagi barcha x # a lar uchun f(x) >0 (f(x) <0) bo‘lsa, b>0
(mos ravishda, b <0) bo ladi.

5-teorema. Agar x = a nuqtaning biror atrofidagi barcha
x # a larda o(x) <f(x) <g(x) bolib, lim o(x)=1im g(x) =b bosa,
X—a X—a
lim f(x)=5b boladi.
X—>a
6-teorema. O‘Zgarmasning limiti o Ziga teng: limc=c.
X—>a
7-teorema. O‘zgarmas ko ‘paytuvchini limit belgisidan
tashqariga chigarish mumkin: lim (k- f(x)) =k -lim f(x).
X—>a X—>a
8-teorema. Agar f(x), g (x) funksiyalar x—a da chekli

limitga ega bo‘lsa, f(x) + g (x), f(x)-g (X) funksiyalar ham x—a
da chekli limitga ega va

lim (/(x) £ g(x)) = lim f(x) % lim g(x),
lim (£ (x)- g(x)) = lim £ (x)- lim g(x)

tengliklar o‘rinlidir.
9-teorema. Agar f (x), g(x) funksiyalar x—>a da chekli
lim f(x)

.. . . J(x) X—a
| 0 bo 1 =
limitga ega va xlil}lg(x) #0 bolsa, xlir}l () jlﬁlag(")

tenglik
o‘rinli bo ‘ladi.

Bu teoremalarning isboti oliy matematika kursida qaraladi.Biz
shu teoremalarning tatbiqi yordamida limitlarni hisoblaymiz.
l1-misol. 1im3(x2 +4x —35) limitni hisoblaymiz.
xX—>
Yechish. Yuqgoridagi teoremalarga asosan

lim(x? +4x-5) = lim x> + lim(4x) - lim 5 =
x—3 x—3 x—3 x—3

=limx-limx+4limx-5=3-3+4.3-5=16.
x—3 x—3 x—3

: : 7x-5
2-misol )161_r115]0+2x

limitni hisoblaymiz.
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Yechish. lim(10+2x)=10+2-5=20=0 bo‘lgani uchun

L X2 .
9-teoremani bevosita qo‘llash mumkin:

lim (7x-5)
7x-5 _ x5 _ 75-5 —&—1 5

lim 52 = Tim (10723 ~10:25 ~ 20 ~ -
x—5

2
3-misol. lim =% [imitni hisoblaymiz.
x—o2 X2
Yechish. lim(x-2)=0, lim x2—4=0 bo‘lgani uchun
x—2 x—2
0

9-teoremani bevosita qo‘llash mumkin emas (bu holda 3

ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz). x—2 bo‘lgani uchun
x # 2 deb hisoblash mumkin. Shu sababli:

G2 fim (x+2) =4
x—2 )

2
lim =% = lim
x-2

x—o2 X2 x50

. 3,352 . .
4-misol. lim M limitni hisoblaymiz.
x—=2 x° —x-6

Yechish. Bevosita limitga o‘tish natijasida % ko‘rinishdagi

anigmaslik hosil bo‘ladi. x# 2 lar uchun

B 43x29x+2 _ (x-2)(x245x+1) _ x245x41
(x—2)(x2 +2x+3) X% +2x+3

¥ —x-6

tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli

lim X3 +3x2-9x+2 - lim x2+5x+1 _ 2245241 _ li
x->2  x3ox-6 x>2x2 42543 2242243

5-misol. lim —%X— limitni hisoblaymiz.
x—0 V1+x-1 y

Yechish. Bevosita limitga o‘tsak, % ko‘rinishdagi anigmas-

likka ega bo‘lamiz. Anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va
maxrajini 1+ x +1 = 0 ga (maxrajining qo‘shmasiga) ko‘paytirib

olamiz:
X . x(V1+x+1) - lim x(V1+x+1) _
x

lim = lim =

x50 VlI+x-1 x50 (V+x-D(V1+x+1) x50
=lim(Wl+x+1)=2
x—0 :
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6-misol. lim—2X=2_

x—1 \/26+x—

Yechish. Buyerda ham % ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish

limitni hisoblaymiz.

kerak. 26 + x = ¢ 3 deb olamiz (o ‘rniga qo‘yish usuli). x—>1 da
=3/26 + x — 3 bo‘lgani uchun

3 _ _ 2
2x-2  _ im 2(r° -26)-2 — lim 2(t=-3)(t* +3t+9) ~54
x—»1@26+x—3 -3 -3 t—3 -3

10-teorema. Agar lim g(x)=0 vyg lim f(x)=b#0
X—>a X—a
(beR) bo'lib, x = a nuqtaning biror atrofida (x = a nuqtaning oz
bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) g(x) =0 bo ‘Isa, hm f((x))
Cl
bo‘ladi.

li
g(x) xlil:ag(X)

Isbot. il_)rrz o0 - Tm 70 " b - 0 bo‘lgani uchun 2-band-
X—a
dagi teoremaga ko‘ra, lim —== S _ o bo‘ladi.
x—a g(x)

7-misol. lim33x—+4
x—2x-1-1

Yechish. lim(¥x-1-1)=0, lim(3x+4)=10 bolgani
x—2 xX—2

limitni hisoblang.

uchun 10- teoremaga ko‘ra, 11m M = o0 bo‘ladi. Hisoblashni

x—2 \/ -1

quyidagicha rasmiylashtirish mumkln.

lim 3X+4 _ 3244 _10 _

x->2dx-1-1 J-1-1 O

(%\%. Mashgqlar

4.6. Limitlarni hisoblang:

2x+3

2
4
S 3) lim £

x—2 X2
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gy lim 2306 2 iy VX333
x—2 2 4 > s 3 M—Z

x—>3 X3

4.7. Tengliklar to‘g‘rimi:

2
lim X =% =0. 1i Mz_i.
D x—2 x3_14 ’ 2) xin}z ¥2_3x-10 7°
3) lim (L+x)(1+2x)(143x) _ 5. 4) lim Jx-1 :l’
x—=0 X x—1 x2 -1 4
li xX—-3x-2 _1. V1+2x _4.
5) xl_)n% x2_4 8 6) 114\/_ 35
7) lim A3 8) lim Pl 1
x—-8 2+\/_ 59 X— -9 12
9) Yx-2 _1. 10) lim >——F— I-x —2;
x—>l6\/7 4 9 x>0 JMrx-J—x 2
2\l 4
1 1 4 _13x+xj +3.x_71 -3
) X11n>1|:( 2—x_l l—x3 x3—x_1 ’

x> -4 ! +2x 2 ! _ 1
o (258 (222 |4

4. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Biz natural argumentli
funksiya (sonli ketma-ketlik)ning limiti tushunchasi bilan tanishmiz.
Bu limitni natural argumentli funksiyaning +oo dagi limiti sifatida
talgin etish mumkin.

Bu bandda uzluksiz argumentli y = f(x) funksiyaning +o dagi,
—oo dagi va oo dagi limiti tushunchasi bilan tanishamiz.

Dastlab, funksiyaning cheksizlikdagi chekli limiti tushunchasini
qaraylik.

(T; +x) oraligda aniglangan (bu yerda 7" — biror haqiqiy son)
y = f(x) funksiya va A< R son berilgan bo‘lsin. Agar Ve > 0 son
uchun, shunday Me(T, +w) son mavjud bo‘lib, Vxe(M; +ox)
sonlar uchun |f(x) - 4 | < ¢ tengsizlik bajarilsa, 4 son f (x)
funksiyaning + dagi limiti deyiladi va
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lim f(x)=A4 (1)

X—>+0
ko‘rinishda belgilanadi.
| f(x) — A]| << tengsizlik 4 —e <f(x) < A +¢ tengsizlikka teng
kuchli bo‘lgani uchun (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi geometrik
jihatdan quyidagini anglatadi:

agar lim f(x)=A4 bo‘lsa, Ve > 0 son uchun shunday M
X—+0

son topiladiki, y = f(x) funksiyaning (M; +oo) oraligdagi grafigi
y=A-gvay=A+¢to‘gri chiziglar bilan chegaralangan yo‘lakda
yotadi (IV.12-rasm).
1-misol. lim L=0 tenglikni isbotlaymiz.
X—>+00 X

Isbot. y= % funksiya (0; +o0) oraligda aniglangan funksiyadir.
Uning +oo dagi limiti 0 ga tengligini isbotlaymiz. ¢ ixtiyoriy musbat

son bo‘lsin. |f(x) — A | < & tengsizlikni tuzamiz: %—0‘ <e yoki
1
&
hosil gilamiz. Bundan, ta’rifdagi M son sifatida % dan katta bo‘lgan

har ganday son olish mumkinligi ko‘rinadi. Demak, lim Lo

X400 X
tenglik o‘rinlidir.
Endi y = f(x) funksiya berilgan bo‘lib, y = f(—x) funksiyaning
x—+oo dagi limiti haqida gapirish mumkin bo‘lsin.
Agar lim f(-x)=A bo‘lsa (bu yerda AecR), A son f(x)

X—>+o

H <e&. x>0 ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikdan x > = ni

funksiyaning x——wo dagi limiti deyiladi va lim f(x)=A4
ko‘rinishda belgilanadi. o

Y
A+e
————————— S == =TT T T T T
1777777/ /) /
. /
/ /////////////// / ///
A / //) //////// / [/ /
/ [/
[ /X) S )
JITINS S]]/
/// /U ////
A—¢ / /’////,//,/ 7/ ////////,//’ / /’ /
_________ ————d L L L L L L L L
y_f%\
* >
T N wu X
IV.12-rasm.



2-misol. lim (—l) =0 tenglikni isbotlaymiz.
xX—-o\ X

Isbot. f(x)= —%, f(=x) =% funksiyalarni qaraymiz.
f(=x) funksiyaning x—-+oo dagi limiti mavjud va 0 soniga teng

(1-misol) bo‘lgani uchun lim f(x)=0 tenglik o‘rinlidir.
X—>—00

Agar lim f(x)=A4 va lim f(x)=A tengliklar bir vaqtda
X—>—00 X—>+0
o‘rinli bo‘lsa (bu yerda AeR), A son y = f (x) funksiyaning x—o
dagi limiti deyiladi va lim f(x) = A ko‘rinishda belgilanadi.
X—>0

3-misol. lim % =0 ekanligini isbotlaymiz.

X—>0
Isbot. lim 1=0, lim 1=0 bo‘lgani uchun (1- va 2-
X—+w0 X x—>—0 X

misollar), )%I_I;ﬂ % =0 tenglik o‘rinlidir.

lim L=0 ( lim L= O) ekanligi, geometrik jihatdan, x ning

X—>+00 X x—>-o0o X
yetarlicha katta musbat giymatlarida (yetarlicha kichik manfiy qiy-
matlarida) y =% funksiyaning grafigi y =0 to‘g‘ri chiziqqa yetar-
licha yaginlashib kelishini, ;11330 % =0 ekanligi esa x ning moduli
yetarlicha katta bo‘lgan giymatlarida y =% funksiyaning grafigi
y =0 to‘g‘ri chiziqqa yetarlicha yaqin bo‘lishini bildiradi (IV.13-
rasm).

Agar lim f(x)=0 bo‘lsa, f (x) funksiya x—+wo da cheksiz
o kichik funksiya deyiladi.
1 I-misolda y =% funksiyaning x—+oo
da cheksiz kichik ekanligi isbotlandi.
Funksiyaning x—+w da, shuning-
="l dek, x—o da cheksiz kichik funksiya
1 bo‘lishligi yugoridagiga o‘xshash ta’rif-
lanadi.
Funksiyaning nuqtadagi limitining
xossalari bu bandda qaralgan limitlar
IV.13-rasm. uchun ham o‘z kuchini saqglaydi.
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el
4-misol. lim 82X jimieni hisoblaymiz.
x>+ x° 0,9

Yechish. Bulimitni sonli ketma-ketlikning limitini hisoblash-
da tutilgan yo‘ldan foydalanib hisoblaymiz:

Endi funksiyaning cheksizlikdagi cheksiz limiti tushunchasini
garaymiz.
f(x) funksiya biror (7; +w) oraligda (bu yerda TeR)

aniglangan funksiya va lim —— =0 bo‘lsin. U holda, f(x)
X—>+0 f( )

funksiyaning x—+w dagi limiti o ga teng deyiladi va
lim f(x)=o ko‘rinishda belgilanadi.

X—>+00

5-misol. lim (x> +35)=w ekanligini isbotlaymiz.

X —>+00
1
. ) 2 .
Isbot. lim 21 = lim =29 -9 bo‘lgani uchun yuqo-
X—o+40 x4 +5 X+ 1+i 1+0

X

ridagi ta’rifga ko‘ra lim (x? +5) = o bo‘ladi.
X —>+0

Agar lim f(x)=c bo‘lib, f(x) funksiya biror (M; +x)
X—>+x0
oraligdagi barcha x larda fagat musbat (fagat manfiy) giymatlar

qabul gilsa, lim f(x)=+c (mos ravishda lim f(x)=-)
X—>+0 X —>+00

deyiladi.

6-misol. lim (5- x2 ) = —oo ekanligini isbotlaymiz.
X—>+0

Isbot. lim (5-x%)=w ekanligi 5-misoldagidek ko‘rsatiladi.

X—>+00

(3; +») oraligdagi barcha x sonlar uchun, 5 —-x2<0 ekanligini

ko‘rish giyin emas. Demak, lim (5-x?)= -
X—>+0

Agar hm S (x) = tenglik bajarilsa, f(x) funksiya x—>+o da

cheksiz katta funkszya deyiladi. Masalan, y=x*+5vay=5 - x2
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funksiyalarning har biri x—>+o da cheksiz katta funksiyalardir
(5- va 6-misollar).

x——o va x—oo dagi cheksiz limit va cheksiz katta funksiya
tushunchalari yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi.

E;\% Mashgqlar

4.8. Limitlarni hisoblang:

1) llm (2X73)(3X+5)(4X*6) . 2) llm T
X—0 3x2 4 x-1 ’ X m
‘ (x+1)2 X2 _5x+l

3 llm . 4 111’1’1 A -,

) xoo x24] ] : xoe X

2

5) lim 1000x . 6) lim 2X=x+3,
xow 21 x—o x7 —8x+5
. (2x+3)} (3x-2)? X

7) lim ; 8) lim

) foirent 45 > ) X0 10+xf

) 32

9) limM; 10) lim XX £l ;
rent x4+1 X—© x+1

11) lim 253 2x+3 12) lim x

x—)oox+\/—) X—>0 x+/x+\/;.

5. Funksiya grafigining asimptotasi. y =/ (x) funksiya va uning
grafigi T" berilgan bo‘lsin. Agar I" chizigning shunday bir
M(x,; f(x,)) nuqtasi va shunday bir / to‘g‘ri chiziq mavjud bo‘lib,
M nuqtadan boshlab hisoblanganda, I' chizigning va / to‘g'ri
chizigning mos nuqtalari orasidagi masofa x—a (x—a + 0,
x—a — 0, x>+wo, x—>—w) da cheksiz kichraysa, / to‘gri chizig
I grafikning asimptotasi deyiladi.

Funksiya grafigining vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalari
mavjud bo‘lishi mumkin. Ularni alohida-alohida garab chigamiz.

Agar lim f(x) yoki lim f(x) limitlarning aqalli birortasi
x—a+0 x—a-0
+o0 yoki —oo ga teng bo‘lsa, x=a to‘g‘ri chiziq f funksiya grafigining
vertikal asimptotasi deyiladi.
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|
i 21 2 X
I -3t -1
: _al
IV.14-rasm. IV.15-rasm.

l-misol. y=log,(x+3) funksiya x =-3 vertikal asimptotaga
ega, chunki lirgl . log, (x +3) = - (IV.14-rasm).
x—>-3+

2-misol. x=-1 to‘g‘ri chiziq y = ﬁ funksiya grafigining
1

vertikal asimptotasidir, chunki xh_fill m =+ (IV. 15-rasm).

Agar lim f(x)=b, lim f(x)=»5b shartlarning aqalli biror-
X—>—w X—>+0

tasi bajarilsa, y = b to‘g’ri chiziq y = f(x) funksiya grafigining
gorizontal asimptotasi deyiladi.

3-misol. lim —L-=0 bo‘lgani uchun y =0 to‘gri chiziq
X—>+0 |X+1|

y =ﬁ funksiya grafigining x—+o0 dagi gorizontal asimptotasi
bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x——c dagi
gorizontal asimptotasi hamdir (IV. 15-rasm).
4-misol. lim (2+3%) =2 bo‘lgani uchun x=2 to‘g‘ri chiziq
X—>—00
y =2+ 3* funksiya grafigining gorizontal asimptotasidir (IV.16-
rasm).
Agar lim [f(x)-(kx+b)]=0, lim [f(x)-(kx+b)]=0
X—>+0o0 X—>—0
tengliklarning aqalli birortasi bajarilsa, y = kx + b to‘gri chizig
f (x) funksiya grafigining og ‘ma asimptotasi deyiladi, bunda k = 0.

5-misol. y= x+%—1 funksiya y =x — 1 og‘ma asimptotaga
ega (IV.17-rasm).
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Y
5 4
Yl\ 4 L
/ 3
44
2
y=2+3" 3 1
y=2 ———
—————— 2 A -5 4-3-2-10
1--
3 2 10| 1 2 x |
-1+ r
IV.16-rasm. IV.17-rasm.

Agar lim L9k (k20) va lim (fF(x)—kx)=b chekli
X X —>+00

X—>+0

limitlar mavjud bo‘lsa, y=kx+b to‘gri chiziq f (x) funksiya

grafigining x—+oo dagi og‘ma asipmtotasi bo ‘lishligi, shuningdek,

lim £ —kya lim (f(x)—kx)=b chekli limitlar mavjud
x—>-w X X—>—0
bo‘lsa, y=hkx+b to'gri chiziq f(x) funksiya grafigining x—>—
dagi og ‘ma asimptotasi bo ‘lishligi oliy matematika kursida isbotlanadi.

Biz funksiyaning og‘ma asimptotasini izlashda shu tasdiglardan
foydalanamiz.

4
6-misol. f(x)= x—‘é funksiya grafigining og‘ma asimpto-

. . . x3 +
tasini topamiz.

Yechish.
k= tim L&) gim -1 _ b= lim (f(x)-1-X)=
X400 X X%+°Ox(x3+6) X —>+00

. 4_
= lim (x 1—xj =0 bo‘lgani uchun y = x to‘g‘ri chiziq f(x)

x40\ x3 46
funksiya grafigining x—+o0 dagi og‘ma asimptotasi bo‘ladi. y = x
to‘g‘ri chiziqg shu funksiya grafigining x——o dagi og‘ma asimptotasi
bo‘lishligini ham ko‘rsatish mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.
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4
f(x) :’63—‘1 funksiya berilgan bo‘lsin. Suratdagi ko‘phadni
x”+6

4
maxrajdagi ko‘phadga bo‘lib, 1o x- 6;”1 ekanligini ko‘ramiz.
x°+6 x° +6
6x+1 ¢ . x* -1 _ P .
x—+owo da =— — 0 bo‘lgani uchun x — 0 bo‘ladi. Bu esa

x +6 X +6

4
y =x to‘g‘ri chiziq y = x3—+1 funksiyaning asimptotasi bo‘lishini
x° +6

bildiradi (6-misol bilan solishtiring).

(g‘%' Mashgqlar

4
4.9. f(x)=2 7 —1 funksiya grafigining gorizontal asimptotalarini
toping. . Z
4.10. f(x)= x3 _é funksiya grafigining vertikal asimptotalarini
X"+

toping.
4.11. f(x)=x-cos % funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini
toping.
4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

2
) y=—=; 2) y=5—;
) ) ) Y 20
3) y=vx?-4; 4) y="T”;
x“+9
_ x2+1 :sinx.
5) y——xz_l, 6) y =

7) y = xarctgx ;
1

9) y= arcsin — ;

8) y=x(2+sin%);
1

10) y= arccos —-.

2-§. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi. Funksiyaning
nuqtadagi limiti tushunchasini o‘rganganimizda, funksiya
garalayotgan nuqtada aniglanmagan bo‘lishi ham mumkinligi aytildi.

Endi y =f (x) funksiya x = @ nuqtaning fagat o‘zidagina emas,
balki uning biror atrofida ham aniglangan bo‘lsin.

Agar lim f(x) = f(a) tenglik bajarilsa, y =f (x) funksiya x = a
X—a

nuqtada uzluksiz deyiladi.
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Y y=f(x) l-misol. f(x) =2x+ 1 funksiyani
3¢——— x = 1 nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish. Barcha haqiqiy sonlar to‘p-
lamida aniglangan bu funksiyaning grafigi
IV.18-rasmda tasvirlangan.

S =2-1+1=3 va lim/(x)=

P

/o = lim(2x+1)=2-1+1=3 bolgani uchun
xX—>

lim f(x)= f(1) tenglik o‘rinlidir. Demak,
IV.18-rasm. x>l
berilgan funksiya x = 1 nuqtada uzluksizdir.

xz—
2-misol. o(x)=1{ x-1"
4, agar x =1 bo‘lsa,

agar x # 1 bo'lsa, funksiyani x =1

nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish. x_lzlim(x+1)=1+1=2

munosabatlardan 11m o(x) # (p(l) ekanhglm ko‘ramiz. Demak,

berilgan ¢(x) funks1ya x =1 nuqtada uzluksiz emas (IV.19-rasm).

x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning uzluksizlik ta’ri-
fidan va funksiyaning nuqtadagi limitining mos xossalaridan kelib
chigadigan asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. Agar y = f(x) va y = g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz

bolsa, f(x) + g (x), f(x)-g (x) va M (g (a) # 0) funksiyalar
ham x = a nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.

2°. Agar f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
X = a nuqtaning shunday bir 5-atrofi topiladiki, f(x) funksiya bu
atrofda chegaralangan bo ‘ladi va agar f(a) =0 bo ‘Isa, bu atrofda
f(x) ning ishorasi f (a) ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi (IV.20-rasm).

Endi funksiyaning nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksizligi
tushunchalarini ta’riflaymiz.

Agar lim f(x)= f(a) limof(x):f(a)) tenglik bajarilsa,

y=f(x) funksiya x = a nuqtada chapdan (o ‘ngdan) uzluksiz deyiladi.
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Y, Y y=M
4¢—- _
: f(a _____ : —f(x)
! /\ ]:} i -
Y =o0(x) A
2 L ! .
: O| a-86a a+d X
1 I
/ :
| _ m<f(x)<M, xe(a-3; a+3)
/(1 0 1 X f(x)>0, xe(a—-8; a+3)
IV.19-rasm. 1V.20-rasm.

X2, agar x > 0 bo‘lsa

3-misol. yz{ > funksiyani va x =0

3, agar x <0 bo‘lsa
nuqgtani garaymiz. Bu funksiya x = 0 nuqtada aniglangan va bu
nugtada f(0) = 02 = 0 ga teng giymat gabul giladi.

xgr({l—Of(X) xl—l>r0n—03 3 va x—1>I()r}r0f(X) x—l>r0r}rOx

tengliklardan ko‘rinadiki, lir(}lof(x) = (0), lir(}lof(x) = f(0)

munosabatlar bajariladi. Demak, qaralayotgan funksiya x = 0
nuqtada o‘ngdan uzluksiz, lekin chapdan uzluksiz emas (IV.21-
rasm).

x = a nuqgtada chapdan ham, o‘ngdan ham uzluksiz bo‘lgan
funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi va,
aksincha, x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgan Y)
funksiya shu nuqgtada chapdan ham, o‘ng-
dan ham uzluksiz bo‘ladi (isbotlang). Bu
yerdan, 3-misoldagi y(x) funksiyaning
x = 0 nuqtada uzluksiz emasligi kelib
chigadi.

Agar lim f(x)= f(a) tenglik ma’noga
X—a

ega bo‘lmasa yoki bajarilmasa, f(x) funksiya
X = a nuqtada uzilishga ega (uzluksiz emas)
deyiladi va x = a nuqta funksiyaning uzilish
nugtasi deb ataladi. IV.21-rasm.
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2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada, 3-misoldagi y(x)
funksiya esa x = 0 nuqtada uzilishga egadir.

Agar f(x) funksiya o‘zining uzilish nuqtasi x = a da chekli bir
tomonli limitlarga ega bo‘lsa, x = @ nuqta f(x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nuqgtasi deyiladi. Birinchi tur uzilish nuqtasi x = a dagi
chekli bir tomonli limitlar teng, ya’ni lim f(x)= lim f(x)

x—a+0 x—a-0

bo‘lsa, x = a nuqta tuzatib (yo ‘qotib) bo ‘ladigan uzilish nugtasi deyiladi.
2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada tuzatib bo‘ladigan
uzilishga ega. Funksiyaning x = 1 nuqtadagi qiymati sifatida 4 ni

emas, balki limo(x) = lim o¢(x)= lim o¢(x)=2 niolsak, ¢(x)
x—1 x—1-0 x—1+0

funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz bo‘lib qoladi (IV.19-rasm).
Agar x = a nuqtada f (x) funksiya birinchi tur uzilishga ega
bo‘lib, lim f(x)= lim f(x) munosabat bajarilsa, f(x)
x—a-0 x—a+0
funksiya x = a nuqtada «sakrashga» ega deyiladi va
lim f(x)- lim f(x) ayirma funksiyaning x = a nuqtadagi
x—a+0 x—a-0

sakrashi deyiladi.
3-misoldagi y(x) funksiya x = 0 nuqtada birinchi tur

uzilishga ega va lim y(x)=3, lim y(x)=0 munosabatlar
x—0-0 x—0+0
o‘rinli. lim y(x)=# lim y(x) bo‘lgani uchun y(x) funksiya
x—0-0 x—0+0

nuqtada x = 0 nuqtada sakrashga ega va bu sakrash 0 — 3 =-3 ga
teng (sakrash pastga garab sodir bo‘ldi!) (IV.21-rasm).

Agar y = f (x) funksiya x = a nuqtada uzilishga ega bo‘lsa va
x = a nuqta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi bo‘lmasa,
x = a nuqta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

I, agar x <0 bo‘lsa,

4-misol. f(x)={1

funksi =0
= agar x >0 bo‘lsa unistya - x

nuqgtada ikkinchi tur tuzilishga ega, chunki lilglof(x)zl,
x—>0-

lim0 f(x)=+0o (1-§, 2- band, 5-misol) bo‘lgani uchun berilgan

x—>0+
funksiya x = 0 nuqtada uzilishga ega va bu uzilish birinchi tur

uzilish emas (IV.11-rasm).
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Mashql
(g‘\% ashqlar

4.13. Funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

3 1+x, x>0,
) y=x; 2) y=1,
x°, x<0;
—x? +1, x <0,
-x, x>0,
3) y=<x+1, x>0, 4) y=
x+2, x<0;
3, x=0;
1 2
1 0 _
5) y:{x,x;t ) 6)y={x 2x, x>0,
2, x=0; 3-x, x<0.
4.14. y = f(x) funksiyalar berilgan:

1. N 2.
DT ) 25 ) 2
4 x+3 5) x2+2x-8

x*+2x-8" x+3

Funksiyalarning uzilish nugqtalarini toping.

4.15. 1V.22-rasmda tasvirlangan grafik bo‘yicha, grafigi
tasvirlangan funksiyaning (a; b) oraligqa tegishli bo‘lgan uzilish
nugqtalarini toping.

Y, Y
/\ /\:
a) I : b) I !
! I | I
0| a b X Ol a b X
Y, Y,
|
d | ] !
’ IR S T
O a b X al|O0 b X
IV.22- rasm.
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4.16. Funksiyaning uzilish nuqtalarini ko‘rsating (isbotini
keltirish shart emas):

1 _
Dy=t: Dy=texi  Hy=m  Hy=-I

_1 x

5) y=IxI; 6) y=tex+ctgx; 7) y={x}; 8) y=tg2x.
4.17. Butun son to‘g‘ri chizig‘ida aniglangan va
1) 0; 1 va 2; 2) —1; 0 va 3;
3) nn, neZ,; 4) %+2nn,neZ
nuqtalardan farqli bo‘lgan barcha nugqtalarda uzluksiz bo‘lgan
funksiya quring.
4.18. Funksiyaning uzilish nugqtalarini va uzilish turlarini
aniglang:
1) f(x)= x2 -4, agar x <2 bo‘lsa,
6-2x, agar x > 2 bo‘lsa;
2) f(x)= 9-x2, agar x <1 bo‘lsa,
2x+3, agar x >1 bo‘lsa;
x+4, agarx<-1 bo‘lsa,
3) f(x)=4x>+2, agar —1<x<1 bo‘lsa,
2x, agar x > 1 bo‘lsa;

4 f=20 5 f(0)=525.

4.19. y =f (x) funksiya berilgan. Funksiyaning uzilish nuqtala-
ridagi bir tomonli limitlarni, sakrashlarni va [-4; 4] kesmadagi
grafigini yasang:

4x+5, agar x <-1 bo‘lsa,
) f(x)=1, ‘
x“ —4x, agar x > -1 bo‘lsa;
2 ¢
2) f(x)= X~ +2, agar x <2 boclsa,
x+1, agar x> 2 bo‘lsa;
-X, agar x <0 bo‘lsa,
3) f(x)={-x(x-1)?, agar 0 < x <2 bo‘lsa,
x-3, agar x > 2 bo‘lsa;
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-2x, agar x <0 bo‘lsa,
4) f(x)= \/;, agar 0 < x <4 bo‘lsa,

1, agar x >4 bo‘lsa.
4.20. Agar:
2
1) f(x)z(x2+l)5’x0:(); 2) f(x):%’ Xp =-5;
3) f(x)=3§:é, X =%; 4) f(x):f};_lr X =1

bo‘lsa, A ning qanday giymatida

f(x), agar x # x; bo‘lsa,
A, agar x =X, bo‘lsa

F(x)z{

funksiya x = x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi?

2. Funksiyaning oraliqda uzluksizligi. Agar y = f(x) funksiya X
oraligdagi barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya shu
oraligda uzluksiz deyiladi.

l-misol. y=x2+x+1 funksiya X = (—o0; +0) oraligda
uzluksizmi?

Yechish. (—oo; +o0) oraligdagi barcha x = a nuqta uchun

lim y(x)=lim(x* +x+1)=a® +a+1= f(a)
X—>a X—>a

tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli, y(x) funksiya X = (—o0; +o0) oraligda
uzluksizdir.

2-misol. y= ﬁ funksiya x = (0; 5) oraligda uzluksizmi?

Yechish. Berilgan funksiya x = 3e(0; 5) nuqtada aniq-
lanmagan. Shu sababli, u x = 3 nuqtada uzilishga ega. Demak,
berilgan funksiya x = (0; 5) oraliqgda uzluksiz emas.

Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya bir gator ajoyib xossalarga
ega. Shu sababli X = [a; b] bo‘lgan holga alohida to‘xtalamiz.

Agar y = f(x) funksiya barcha xe(a; b) nuqtalarda uzluksiz
bo‘lsa va x = a nugtada o‘ngdan, x = » nuqtada esa chapdan uzluksiz
bo‘lsa, f(x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Endi kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalarini ifoda-
lovchi teoremalarni va ularning geometrik talginini keltiramiz.
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IV.23-rasm. 1V.24-rasm.

l-teorema. Agar f(x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, bu funksiya |a; b]| oraligda chegaralangan bo ladi, ya'ni
shunday o ‘zgarmas M >0 son topiladiki, barcha xe|a; b] lar uchun

|f(x) <M

tengsizlik bajariladi (IV.23-rasm).

vy =f(x) funksiyaning [a; b] kesmadagi grafigi [-M; M] yo‘lakda
joylashgan.

2-teorema. [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya
shu oraligda o Zining eng katta va eng kichik qiymatlariga ega
bo‘ladi (1V.24-rasmga qarang: f(c) =a — eng kichik qiymat,
f(d) =p — eng katta giymat).

3-teorema. [a; b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya uchun
f(a)-f(b)<0 bo‘lsa, funksiya nolga teng giymat qabul giladigan,
ya'ni f(c) =0 bo ladigan kamida bitta ce(a; b) nugta mavjud bo ‘ladi
(IV.25-rasm).

4-teorema. f(x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz va min

{f (a), f(b)} = A, max{f (a), f(b)} = B bo‘lsa, f(x) funksiya A va B
orasidagi har qanday C giymatni qabul giladi (IV.26-rasm).

Y
Y,
| i |
| b /] S— : I
O a CU \\: X b R
' 1 I
f(e)=0 0 ac ¢ ¢ b X

f(cl) =C, f(cz) =C, f(C3) =C
1V.25-rasm. 1V.26-rasm.
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Y, Y
y=f(x)
a b
i o 1 T
a) | | b) I
| | y=f)
0" a b X
f(x) >0, xe(a, b) f(x) <0, xe(a, b)
IV.27-rasm.

S-teorema. Agarf (x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz va
(a; b) intervalda nolga aylanmasa, u shu oraligning barcha ichki
nuqtalarida bir xil ishorali bo ‘ladi (IV.27-rasm).

y=c(c=const), y=x", y=a* (a>0, a #0), y=logx (a>0,
a=0), y=sinx, y = cosx, y =tgx, y=ctgx, y =arcsinx, y = arccosx,
y =arctgx va y = arcctgx funksiyalar eng sodda elementar funksiya-
lar, ular ustida chekli marta arifmetik amallar, shuningdek
funksiyadan funksiya olish (funksiyalar superpozitsiyasi) amalla-
rini bajarishdan hosil bo‘lgan funksiyalar esa elementar funksiya-
lar deb atalishini eslatib o‘tamiz.

Masalan, y =sin(In2x + cosx — x2 + arctg(cosx?) + 1) funksiya
elementar funksiya, 1-bandda keltirilgan 2-misoldagi funksiya esa
elementar funksiya emas.

Oliy matematika kursida quyidagi teorema isbotlanadi.

Teorema. Barcha elementar funksiyalar o ‘Zining aniqlanish
sohasida uzluksizdir.

1
x2-5x+
nuqtalar to‘plamini topamiz.

Yechish. Berilgan funksiya elementar funksiya va uning
aniglanish sohasi (—o0; 2)U(2; 3)uU(3; +w0) to‘plamdan iborat.
Yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu to‘plam izlangan
to‘plamdir.

3-misol. y= funksiya uzluksiz bo‘ladigan barcha

1

4-misol. y=(1+x)* funksiya uzluksiz bo‘ladigan barcha
nuqtalar to‘plamini toping.

Yechish. Bu funksiya darajali-ko‘rsatkichli y = u(x)*™
funksiyaning xususiy holi bo‘lib, darajali-ko‘rsatkichli funksiya

- 1
=In(1+x) . )
= n(I+x)* _ ox tenglik o‘rin-
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lidir. Bundan qaralayotgan funksiya elementar funksiya ekanligi
va uning aniqlanish sohasi (-1; 0)u(0; +x) to‘plamdan
iboratligini ko‘ramiz.

Yugorida keltirilgan teoremaga ko‘ra, (-1; 0)u(0; +o0) to‘plam
izlangan to‘plamdir.

r—

Mashgqlar
(ES q
4.21. Funksiyalarning uzluksizlik oraliglarini toping:
- x . _ 1 .
D y=Gohem: 2) yEa

x242x-8 . _ 1 1 .
D y=5 Yy=Taa
# 0,
x<0,

1 x<2,
_x2 x
5) f(x)= ’ : 6) f(x)=40, x=0,
x-1, x>0;
X, x>2.
4.22. f(x) funksiyaning x = k, [, m, n dagi qiymatlarini
hisoblang, ishoralarining saqlanish va nollari mavjud bo‘lgan
intervallarini aniglang, [a; b] oraligdagi nolini € gacha aniqglikda
toping («kesmani teng ikkiga bo‘lish» va al-Koshiy usullarini tatbiq
eting, mikrokalkulator yoki EHM dan foydalaning):

Df(x)=x3-6x+35,k=-3,1=-2, m=1,5 n=2, a=1,
b=m, £¢=0,001;

D f(x)=x3-4x-3,k=-15,1=-12, m=0,n=4, a=-1,5,
b=-1,2, ¢=0,001;

) f(x)=x3-3x+2=0, k=-3,/=-1, m=2,n=3, a=-3,
b=0, £=0,01.

4.23. x*+x-2=0 tenglama [0,5; 1,5] kesmada ildizga ega
ekanini isbot q111ng va shu ildizni 0,01 gacha aniqlik bilan toping.

4.24. Tengsizlikni yeching:

1) (x +5)(x-4)>0; 2) (x +4)(x-3)<0;

) (x+2)(x+4)(x+5)=0; 4) (x 2 -1)(x +6)<0.
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4.25. Tengsizlikni yeching:

D (x-1D)7(x+2)(x+4)19>0; 2)x3-4x2-x+4>0.
4.26. Tengsizlikni yeching:
1) X : 2) _x*9 >0,

(x*216)(x% -25) ¥ -2x2+4x

3. Ajoyib limitlar. Ko‘pchilik hollarda limitlarni hisoblash masalasi

s osinx
L o

1
)lciir%)(1+x)x =e )

formulalar yordamida hal etilishi mumkin. Ulardan birini,

sin(-x) _ sinx
-x X

tenglik barcha x # 0 sonlari uchun o‘rinli bo‘lgani sababli, (1)

tenglikni x—0 + 0 bo‘lgan hol uchun isbotlash yetarlidir.

x>0 + 0 bo‘lsin. U holda x e (o; g) va sinx > 0 deb hisoblash
mumkin.

Birlik aylananing 2x radianli MN yoyini garaymiz (IV.28-
rasm). U holda M N =2x va MN =2sinx, 2MK = 2tgx tengliklar

o‘rinli bo‘ladi, chunki M nuqtaning ordinatasi sinx ga, MK uzunlik
esa tgx ga tengdir.

masalan, (1) tenglikni isbotlash bilan cheklanamiz.

MN < M N < 2MK yoki 2sinx < 2x < 2tgx, ya’ni sinx < x < tgx
ekanligini ko‘ramiz. Bu tengsizlikning hamma hadlarini sinx > 0

ga bo'lib, 1 <—%—<—1— va demak,
Sin X COS X
sin x )/
COsx <= =< 1 3)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
y = cosx funksiya uzluksiz bo‘l-

gani uchun lin}) cosx= cosO=1 o o K X
X—>
tenglik o‘rinli bo‘ladi. N
1-§, 3-band, 5-teoremaga ko‘ra,

(3) tengsizlikdan limS0X_]
X
ekanligi kelib chigadi.

IV.28-rasm.
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sin kx

l1-misol. hn}) o limitni hisoblaymiz (k#0, m = 0).

Yechish. kx=1tdeb olamiz. x—0 da 0 va, aksincha, 0
da x—0 ekanini ko‘rish giyin emas. U holda (1) tenglikka ko‘ra

lim Sinkx sin kx Lhmksinkx kllm smkx:khm sin ¢ ﬁ.l:ﬁ
x—0 mx mx—0 kx mx0 kx my(0 1! m m
bo‘ladi.
2-misol. lim kX kx limitni hisoblaymiz (k= 0, m = 0).
x—0 sinm
Yechish M:m.smkx. kx  _m sinkx _ 1 bo‘leani
“sinmx k mx sinmx k mx sinmx &
kx
uchun I-misolga ko‘ra
ms‘inkx lim m  sinkx '1 :ﬂ.hmsinkx_hm .1 _
xosinmx x50l kK mx  sinmx k x50 mx x_0 Sinmx
kx kx
—m k. 1 _k
k m m m
13 . k
bo‘ladi.
3-misol. lim M limitni hisoblaymiz.
x—0 X
. cos5x—cos9x _ 2sin7xsin2x _ » sin7x sin2x
Yechish. 5 = 5 =2 . .
X X
bo‘lgani uchun lim S983X=C0S9X _ 9 fjpy SINTX [y Sin2x _
x—0 x2 x—=>0 X x>0 X

-2. % % — 28 tenglikka egamiz.

(1) tenglik birinchi ajoyib limit, (2) tenglik ikkinchi ajoyib limit
deb yuritiladi.

X
4-misol. 1 @ -1 (a>0, a=1) limitni hisoblaymiz.
x—

Yechish. y =a* — 1 tenglik yordamida yangi o‘zgaruvchi
kiritamiz. U holda, x =log (1 + ) bo‘lgani uchun

a* -1 y .oat -l y 1
X logg (1+y) Y X lloga(1+y)
y

1

log, (1+y)”
tenglik o‘rinli bo‘ladi. ¢
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x—0 da y—0 ekanini va, aksincha, y—0 da x—0 ekanini
ko‘rish giyin emas.
1
log, (1+y)? uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun (2) tenglikka

1 1
ko'ra lim log, (1+y)" = log, {;gnlo(1+y)yJ=loga e~ teng-

likka egamiz. U holda

. xi .
lim <=L = lim 1 = I =lna
x—>0 X y—0 1 1 :

log, (1+y)Y lim log, (1+y)Y
y—0

logg (I+y) 1

4-misolni yechish jarayonida lir% tenglik ham
y—

y " Ina
isbotlanganligini eslatib o‘tamiz.
(E‘\‘% Mashgqlar
4.27. Hisoblang:
sin3x . sinb6x .
1)11()3)6’ 2)11()4)6’
tg4x sin5x
3) 1%0 3x » 41 l os1n6x’
tg8x | .
5) lim > 6) )1(11)1% xctgbx.

4.28. Limitlarni hisoblang:

sinl13x sin3x
) 11 50 13x ’ 2)1 ()sm6x’
sinl6x . tg5x
3) lim =575 4) lim -
tg8x | .
5 11 6) lim xctg3x.
) 50 Tx ’ )xeo &

4.29. Limitlarni hisoblang:

tg3x sindx |
1 x—0sin3x° 2)1 502xcos3x’
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3) lim xtg3x 4) lim sinSxtg3x
x-0sin? 2x x>0 x2 ’
5) lim 3xcosdx 6) lim 2X22x.
x—0 sin3x x—0 sin2 6x
lim lzcosx | lim aresin3x
7) x—0 5x2 ’ 8) x>0 Sx ’
9) lim M=cos2x . 10) lim X,
x—0 |x] ’ X0 arctgx ’
11) lim COS X—COS> X . 12) lim x% ctgx )
x—0 x? ’ x—0 sin3x ’
lim 1-cosbx . o 1=cos4x |
13) x—0 1-cos2x > 14) )1512}) 2x-tg2x
. in6xtg2x
) ' _ lim S _
15) )lcl_rz})Sx ctg3x; 16) ame—
sin(ﬂ—x)
17) lim(1-x)tg5F; 18) lim —=—=
x—1 Xk sin(—n+x)
4\ 4
sin(%—x)
19) lim sin 2 xctgx ; 20) lim —.
X—>T T

T ox-=
X*)z 2

4.30. Limitlarni hisoblang:
1

1 -1
1) lim(1+3x)*; 2) lim(1+7x)%
x—0 x—0
3) lim In(1+4 x) : 4) lim In(1+9x) .
x—0 X x>0 7x
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