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Kirish

Vatanimiz mustagqillikka erishgandan so’ng shahdam odimlar bilan olg’a
bormoqda, ilm-fan va texnikaning zamonaviy sohalari rivojlanmoqda va bu
rivojlanish ilm ahli oldiga ko’plab zamonaviy muammolarni hal etishni ko’ndalang
qilib go’ymoqda. Ushbu fikrimizni prezidentimiz Islom Abduganiyevich
Karimovning «O’zbekiston XXI asr bo’sag’asida: havfsizlikka tahdid, barqarorlik
shartlari va taraqqiyot kafolatlarpy noml kitoblarida keltirilgan quyidagi so’zlardan
ham bilib olsak bo’ladi:

«Respublikamizda quyidagiyo 'nalishlar boyicha jahon darajasidagi ilmiy
maktablar yaratilgan bo’lib, ularda tadqiqotlar muvaffaqiyatli olib borilmogda.
Jumladan, matematika, ehtimollar nazariyasi, tabiiy va ijtimoiy jarayonlarni
matematik modellash, informatika va hisoblash texnikasi sohasidagi tadqgiqotlar.

Matematika fanining ehtimollar nazariyasi va matemetik statistika,
differensial tenglamalar va matematik fizika, funksional tahlil sohasidagi yutuglari
respublikadan ancha uzoqda ham mashxury.

Kelajagi buyuk davlat-mustaqil O’zbekistonning milliy mafkurasi bo’lgan
ma’naviyatni ~ shakllantirishda, qaror toptirishda, halg ta’limi tizimining
rivojlanishi eng asosiy ustivor vazifalardan biridir. Respublikamizda “Kadrlar
tayorlash milliy dasturi” va “Ta’lim to’g’risida”gi qonunlari va ishlab chigilgan.
Yuqorida sanab o’tilgan qonunlardan kelib chigadigan vazifalari bosgichma-
bosgich amalga oshirib borilmogda.

Hozirgi zamon fan-texnika taragqiyotining rivojlanishi, yosh avlodga
ta’lim-tarbiya berishda o’qituvchilar oldiga yangi talablar qo’ymoqda. Aynigsa
matematika fani o’sib kelayotgan yosh avlodni kamol toptirishda o’quv fani
sifatida keng imkoniyatlarga ega. Bu fan o’quvchilar tafakkurini rivojlantirib,
ularni magsadga yo’nalgan mantiqly fikrlash malakalarini shakllantiradi. Shu
sababli o’quvchi yoshlarni matematika faniga bo’lgan gizigishlarini kamol

toptirish har bir o’qituvchining eng yuksak vazifalaridan biri bo’lImog’i kerak.

. A. Karimov «QO’zbekiston XXI asr bo’sag’asida: havfsizlikka tahdid, barqarorlik shartlari va taraqqiyot

kafolatlari»



O’tgan asrda va hozirda aynigsa xorij adabiyotlarida, turli xil matematik
turnirlar va olimpiadalarda qatnashchilar uchun yechishga tavsiya etilayotgan
misol va masalalar tarkibida funksional tenglamalar uchramoqda. Ammo bizning
adabiyotlarda bu mavzuga kam e’tibor qaratilganligini hisobga olib, mazkur
dissertatsiya o’rta maxsus ta’limi bilim yurtlarida va oily ta’limda taxsil olayotgan
talabalar ommasi uchun muhum ahamiyatga ega bo’lgan funksional tenglamalarga
bag’ishlanganligi tanlangan mavzuning dolzarbligini anglatadi.

Magistrlik dissertatsiyasining tadqiqot ob’ekti sifatida mavzu doirasida
¢’lon qilingan xorig adabiyotlari, mavzuga oid risolalar hamda turli xil matematik
turnir va olimpiadalardan o’rin olgan, ammo talaba va o’qituvchilar ommasiga
o’ta yahshi ma’lum bo’lmagan misol va masalalar sistemasidir.

Asosly maqgsad funksional tenglamalarni Klassifikatsiyalash, elementar
ko’rinishdagi misollarni yechilish usullarini namoyon qilish, klassik funksional
tenglamalar va ularning yechilish usullarini, trigonometrik funksiyalarni funksional
tenglamalar bilan kiritish usulini, agar  darajali qgatorlar funksional tenglama
ko’rinishidagi ~ rekkurent ~ munosabatlar  bilan  berilsa, darajali  qator
koeffisiyentlarini funksional tenglamalarni yechish yordamida aniglash masalalari
va nihoyat funksional tenglamalarga oid ko’plab misollarni yechishdan namunalar
keltirish ko’zda tutilgan asosiy vazifalardir.

Funksional tenglamalarga bag’ishlangan alohida adabiyotlar juda ham kam

[6-11] bo’lib, bu tenglamalarga oid misollar olimpiada masalalarini
yechishga doir adabiyotlarda uchraydi. Bu adabiyotlar orasidan aynigsa ingliz
tilida chop etilgan.

Artur Engelning “Problem-Solving Strategies™. 1998 Springer-Verlag New
York kitobi qisqa bo’lsada dastlabki tushuncha va ma’lumotlarni olishga qulay.
Keyingi adabiyot uchun o’quvchilarga yaxshi ma’lum bo’lgan [2] adabiyotdir. Shu
bilan birga akademik litsey o’quvchilariga mo’ljallangan o’zbek tilidagi [3] da bir
qator elementar ko’rinishdagi misollar keltirilgan. Funksional tenglamalarni

yechishga [3,5,9,13] maqolalarda ba’zi ko’rsatmalar berilgan. Funksional



tenglamalarga bag’ishlan eng so’nggi ingliz tilidagi [11,12] magolalarni ham
e’tirof etamiz.

Dissertatsiya kirish va uchta bobdan tadhkil topgan bo’lib, birinchi bobda
klassik funksional tenglamalar, funksional tenglamalarni yechish usullarini o’zida
namoyon etgan ko’plab misollar sistemasini 0’z ichiga olgan. Ikkinchi bobda
trigonometrik funksiyalarni funksional tenglamalar vositasida aniglash bilan birga
qatorlar funksional tenglamani o’z ichiga olgan rekkurent munosabatlar bilan
berilgan holda gator koeffisiyentlarini toppish kabi masalalari taxlil gilingan.

Shuningdek funksional tenglamalarni yechish va turli xil turnir va

olimpiadalardan o’rin olgan misollardan namunalar uchinchi bobdan o’rin olgan.



| Bob. KLASSIK FUNKSIONAL TENGLAMALAR VA FUNKSIONAL
TENGLAMALARNI YECHISH USULLARI

1.1-§. Funksional tenglamalar hagida tushuncha

Noma’lum funksiyaga nisbatan qaralayotgan tenglama funksional
tenglama deyiladu. Masalan bir o’zgaruvchili funksiyaning juftlik, toqglik,
qo’zg’almas nuqtaga ega bo’lishi xossalarini ifodalovchi funksional tenglamalarni
mos ravishda

f(x)=f(=x), f(x)=—F(x), fof(x)=x

tenglamalardan iborat. Shu kabi
f(x)= f(%); f(x)= cos% f(gj f(0)=1, f —uzluksiz funksiya

tenglamalar ~ bir o’zgaruvchili funksional tenglamalarga misol bo’ladi.  Ikki

o’ zgaruvchili
F(x+y)=f(x)+ f(y) fx+y)=f(x)(y)

f(xy)=F(x)+ F(y) flxy)=f(x)f(y)
funksional tenglamalar Koshi tenglamalari deyiladi. Shu bilan birga ikki

o’zgaruvchili funksional tenglamalarga

f(xzyjz f(x); fy)_ lyensen tenglamasini va

f(x+y)+ f(x—y)=2f(x)f(y)- Dalamber tenglamasini
misol keltirishimiz mumkin.

Misol sifatida  f(x)=sinx, g(x)=cosx trigonometrik funksiyalarning

qo’shish formulalari asosida tuzilgan ikki noma’lumli ikki o’zgaruvchili

f(x+y)=f(x)g(y)+g(x)f(y)

fx—y)=f(x)aly)-g()f(y)
g(x+y)=g(x)a(y)- f(x)f(y):
g(x—y)=g(x)g(y)+ f(x)f(y)

funksional tenglamalarni yozishimiz mumkin.



Shuningdek yana bir misol sifatida  f(x)=tgx  trigonometrik
funksiyalarning qo’shish formulalari asosida

PO+ F0Y) e vy f
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funksional tenglamalarni yozishimiz mumkin.

f(x+y)=

Odatda funksional tenglamalar ko’plab yechimlarga ega bo’ladi, ammo bu
tenglamalarni bevosita yechish qiyinchilik tug’diradi Ammo izlanayotgan
funksiyaninmg  ba’zi  xarakteristik  xossalari:  uzluksizligi, davriyligi,
chegaralangaligi kabi xossalari berilsa, funksional tenglamani yechish osonlashadi.
Ko’plab matematik turnir va matematik olimpiadalarda funksional tenglamalarni
yechishga oid misollar berilmoqda. Aytilganlarni e’tiborga olgan holda ba’zi
klassik funksional tenglamalarni yechilishini ko’rib o’tamiz.

1.2-§. Elementar funksional tenglamalarni yechish

Akademik litseylar uchun sinov darsligi sifatida nashr etilgan
A.A.Abduaxmedov, H.A.Nasimov, U.M.Nosirov, J.H.Husanov “Algebra va
matematik analiz asoslari” I-qism, Toshkent, O’qituvchi nashriyoti, 2001 yil
kitobida ham funksional tenglamalarga oid bir gator misollar yechishga tavsiya
etilgan, ammo yechimlari keltirilmagan. Biz bu misollarni yechimlari bilan

keltiramiz.

1-misol (7.97). Agar f(sx_lJ X+

1440 L
T bo’lsa f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamani yechish uchun 3x_21:t almashtirish
X+
Kiritamiz. Natijada X=23t—+t1 bo’lib, bu holda berilgan tenglama
t+4
f(t)=
) 5t — 2
ko’rinishga keladi. Demak, f(x)= 5XX+42 .



2-misol (7.98). Agar f(x)+2f(§j = x bo’lsa f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. Bu tenglamani yechish uchun x— L almashtirish bajarilsa
X

berilgan tenglama

f(£j+2f(x)=§

X
ko’rinishni oladi. Hosil bo’lgan tenglamani -2 ga ko’paytirib berilgan tenglamaga
qo’shilsa
2
3f(x)= S~

tenglikni hosil gilamiz. Bundan f(x)=%—§ natijani hosil gilamiz.

3-misol (7.99). Agar (x-1)f(x)+ f(%:i bo’lsa f(x) funksiyani toping.

X x-1

Yechilishi. Bu tenglamani yechish uchun ham x -1 almashtirish bajarilsa

L) -

ko’rinishni oladi. Hosil bo’lgan tenglamani berilgan tenglama bilan birgalikda

berilgan tenglama

yechib

f(x)= b —xeaf 1__)(; 1y

funksiyani topamiz.

4-misol (7.100). Agar f(x)+ xf(2 X

1):2 bo’lsa f(x) funksiyani toping.

X
2X—-1

Yechilishi. Bu tenglamani yechish uchun x — almashtirish bajarilsa

berilgan tenglama

f[ al ]+ T f(x)=2
2x-1) 2x-1

ko’rmishni oladi. Hosil bo’lgan  tenglamani -x ga ko’paytirib berilgan
tenglamaga qo’shilsa



f(x)———— f(x)=2-2x

tenglikni va bundan esa izlangan f(x):4+i1 funksiyani topamiz.
X_

5-misol. Agar af (x—1)+bf(1-x)=cx(1+x) bo’lsa, f(x) funksiyani toping,
bu yerda a,bva ¢ haqiqiy sonlar bo’lib, a=b.
Yechilishi. Bu tenglamani yechish uchun t - x-1 almashtirish bajarilsa
berilgan tenglama
af (t)+bf (—t)=ct(t +1)
ko’rinishga keladi.  Endi t — -t belgilash bajarilsa bu tenglama
af (—t)+bf (t)=—ct(1—t)
ko’rinishni oladi. Oxirgi ikki tenglamalardan birinchisini « ga ikkinchisini —-b ga
ko’paytirib qo’shilsa
(a2 —b?)f (t) = ac(t? +t)+belt —t?)
tenglikni hosil gilamiz. Bundan izlangan

f(x)= aclx’ +aX2): ES(XZ -x)

funksiyani topamiz.
6-misol. Barcha x,y e R lar uchun
f(x+y)=x+yf(x)+@-x)y (1)
tenglamani ganoatlantiruvchi f :R — R funksiyani toping.

Yechilishi. f(x) funksiya barcha x,yeR lar uchun (1) tenglamani
ganoatlantirsin. Agar (1) tenglamada y=0 bo’lsa, u holda f(x)=x bo’lib, bu
funksiya berilgan tenglamani ganoatlantiradi, chunki

X+ yf(X)+(L-X)y=x+yx+y—xy=x+y=f(x+Yy)

Javob: f(x)=x.

1.3-§.Klassik funksional tenglamalarni yechish
1-misol. Ushbu

f(x+y)=f(x)+ f(y) 1)



tenglamani yeching.
Yechilishi. Agar (1) tenglamada y =0 bo’lsa, u holda
f(0)=0 2)
munosabat kelib chigadi.
Agar (1) tenglamada y=-x bo’lsa, u holda (2) munosabat e¢’tiborga
olinsa,
f(0)= f(x)+ f(-x)= f(=x)=—F(x),
f(-x)=f(x) (3)
Bundan izlanayotgan funksiya toq funksiya ekanligi ravshan. Endi x>0
bo’lganda y=x bo’lsa, (1) tenglikdan f(2x)=2f(x) va induktiv mulohazalar bilan
f(nx)=nf(x), neN (4)

tenglikni hosil gilishimiz mumkin.
Agar x:% ratsional son bo’lsa, bundan n-x=m-1 ekanligi ¢’tiborga

olinsa (4) munosabatdan f(n-x)= f(m-1) tenglikdan

F(x)="1(1) (5)
tenglik kelib chigadi. Agar f(1)=c deb belgilasak, u holda (2),(3) va (5)
tengliklarga asoslanib, X —ratsional soni uchun f(x)=cx xulosaga kelamiz.
Endi izlanayotgan funksiya xususiyatlariga garab quyidagi taxlilni amalga
oshiramiz.
a) Aytaylik f —uzluksiz funksiya bo’Isin. Agar x-—irratsional son bo’lsa, u

holda |jmx.,=x tenglikni ganoatlantiruvchi (x,) ratsional sonlar ketma ketligi

n—oo

uchun  f(x)=]im f(x.)=]imecx, =cx bo’lgani uchun barcha haqiqiy xlar uchun

f(x)=cx.
b) Aytaylik f - monoton o’suvchi funksiya bo’lsin. Agar x-irratsional

son bo’lsa, u holda |jmr. =xlimR. =x tengliklarni qanoatlantiruvchi o’suvchi (r,)

n—o0 n—o0

va kamayuvchi (R, )ratsional sonlar ketma ketliklari uchun

10



cr, = f(r,)< f(x)< f(R,)=cR,

tengsizliklarda n—» oo da limitga o’tilsa, barcha haqiqiy xlar uchun f(x)=cx.

c) Aytaylik f — chegaralangan funksiya bo’lsin, ya’ni
[f(x)<M, xelab]
bo’lsin. Biz f funksiyani [0,b—a] kesmada ham chegaralanganligini ko’rsatamiz.
Agar xe[0,b—a] bo’lsa, u holda x+ae[ab] bo’lgani uchun (l)ga ko’ra
f(x)= f(x+a)- f(a) tenglikdan |f(x)<2M, xe[0,b—a] ekanligini ko’ramiz. Agar
b-a=d belgilash kiritilsa, u holda f funksiya [0,d] kesmada chegaralangan
bo’ladi.
Endi
o= g9= (x)-x
belgilashlardan foydalansak, g(x+y)=g(x)+g(y) bo’lgani uchun
g(d)=f(d)—cd =cd —cd =0 va g(x+d)=g(x)+g(d)=g(x)
tengliklardan g(x) davri d ga teng bo’lgan davriy funksiya bo’ladi. Ammo davriy
funksiya butun son to’g’ri chizig’ida chegaralangan. Shuning uchun ixtiyoriy x,
nugta uchun g(nx,)=ng(x,) munosabatga ko’ra yetarlicha katta n lar uchun |ng(x, )
chegaralangan bo’lgani uchun ziddiyat kelib chigadi. Shuning uchun g(x)=0
bo’lishi kerak. Bundan esa bu holda ham f(x)=cx.
Javob: f(x)=cx.
2-misol. Ushbu
f(x+y)=1(x)-f(y) (6)
tenglamani yeching.

Yechilishi. 1-usul. Agar f(a)=0 shartni ganoatlantiruvchi a soni mavjud
bo’lsa, u holda f(x+a)=f(x) - f(a)=0 tenglikdan barcha xlar uchun berilgan

tenglama aynan nolga teng yechimga ega bo’lar edi. Shuning uchun aynan nolga

teng bo’Imagan yechimlar uchun f(x)=0.

11



Agar x=y=% bo’lsa, u holda (1) dan f(t)= fz(%j>0 bo’lgani uchun

berilgan tenglamaning yechimi deyarli barcha x lar uchun musbat bo’ladi.
Agar (6) da y=0 bo’lsa, u holda f(0)=1 ekanligini va y=x bo’lsa, u
holda f(2x)= f?(x) bo’lgani uchun induktiv mulohazalarga binoan
f(nx)=f"(x) (7
tenglikni hosil gilamiz.

Agar x="" ratsional son bo’lsa, bundan n-x=m-1 ekanligi e’tiborga
n

olinsa (7) munosabatdan va f(n-x)= f(m-1) tenglikdan

m
n

()= ()= f (x)= f

®-

Agar oxirgi tenglikda a= (1) belgilash kiritsak, u holda f(x)=a"
ya’ni X — ratsional soni uchun f(x)=a* ekanligini ko’ramiz. f(x)>0 bo’lganligi
uchun (6) dan

Ino f(x+y)=Ino f(x)+Ino f(y) tenglikni va g=Inof belgilash bilan
g(x+y)=g(x)+g(y) tenglamani yozamiz. 1-misolga ko’ra g(x)=cx bu
tenglamaning yechimi bo’lgani uchun In f(x)=cx va nihoyat f(x)=e™ yechimni
hosil gilamiz.

2-usul. y=0 bo’lsa, f(x)=f(x)-f(0)= f(0)=1. f(x+Ax)=f(x) f(AX)
tenglikning har ikkala tomonidan f(x) ayirilsa,

f(x+Ax)— f(x)= f(x)(f(Ax)-1)
tenglik hosil bo’ladi. Tenglikning har ikki tomonini Ax ga bo’linsa,

f O+ Ax)— f(x) _ (x)- f(0+Ax)- f(0)
AX AX

tenglik kelib chigadi. Oxirgi tenglikda Ax—0 da limitga o’tilsa
f'(x)=Cf (x)
differensial tenglama hosil bo’ladi, bu yerda C = £(0). Bu tenglamani integrallash
In|f(x}=InC, +Cx yoki f(x)=Ce™

funksiyani beradi. f(0)=1 bo’lgani uchun f(x)=e funksiyani hosil gilamiz,

12



Javob: f(x)=e™

3-misol. f(xy)=f(x)+ f(y) 9)
tenglamani yeching.

Yechilishi. Barcha x lar uchun f(x)=0 berilgan tenglamaning yechimi
ekanligi ravshan. Xuddi shuningdek f funksiyaning aniglanish sohasi D(f) ga
tegishli bo’lgan x=0 uchun ham yechimlardan biri f(x)=0dir. Hagigatdan ham,
0eD(f) bo’lsa, (9) tenglamada y=0 deb olinsa f(0)= f(x)+ f(0) bo’lib, bundan
f(x)=0.

Endi 1e D(f)bo’lsa, (1) dan x=y =1 bo’lganda f(1)=2f(1) va bundan

f(1)=0. (10)

Agar —1eD(f) bo’lsa, uholda (9) dan x=y=-1 bo’lganda f(1)=2f(-1)
bo’lib, (10) ga ko’ra f(-1)=0.Agar (9) da y=-1 deb olnsa, u holda

f(-x)=f(x)+ f(=1), yani f(-x)=f(x) bo’lib, izlanayotgan funksiya juft
funksiya bo’lishi lozim.

Endi  f(x)-differensiallanuvchi funksiya bo’lsin. Bu holda y ni
maxkamlab (9) ni x bo’yicha differensiallaymiz. Natijada y-f'(xy)= f'(x) tenglik
hosil bo’ladi. Bu tenglikda x=1 bo’lsa, y-f'(y)=f'(1) tenglikni, 0’zgaruvchilarni

almashtirgandan so’ng f’(x):%(l) differensial tenglamani hosil gilamiz. Bundan

x >0 bo’lganda hosil bo’lgan tenglamani integrallab,

(= 10)+ [ T Wex= £/@)inx

X
ni topamiz. Agar f funksiya x <0 bo’lganda ham aniqlangan bo’lsa, izlanayotgan
funksiya f(x)= f'(1)ln|x bo’ladi.
Javob: f(x)=f'(1)in|x]
2-usul. Agar berilgan (1) tenglamada x=e',y=e", f(e")=g(u) belgilashlar
kiritilsa , u holda 1-misolda taxlil gilingan
g(u+v)=g(u)+g(v)

13



ko’rinishdagi tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning yechimi g(u)=cu
bo’lgani uchun Kiritilgan Dbelgilashimizga ko’ra (1) tenglamaning yechimi
f(x)=g(Inx)=cInx bo’ladi.
Javob: f(x)=clnx
4-misol. Ushbu
fxy)=f(x)f(y) (11)
tenglamani yeching.
Yechilishi. Agar berilgan (11) tenglamada x=e",y=e", f(e*)=g(u)
belgilashlar kiritilsa , u holda 2-misolda taxlil gilingan
g(u+v)=g(u)g(v)
ko’rmishdagi  tenglamani  hosil  qilamizz. Bu  tenglamaning  yechimi
gu)=e* =(e"f =x° bo’lgani uchun f(x)=x". Xususiy holda misolning trivial
yechimi f(x)=0 ham bu tenglikda saqlanadi.
Agar (1)  tenglamada x=y=t va X=y=-t bo’lganda

f2(t)= ft?)= f(-t)f(-t) va f(—t):{f(t_)j(ttc)(ilrfc 0) bo’lgani uchun berilgan
tenglamaning uzluksiz umumiy yechimlari:

f(x)=|x"; f(x)=signx-|x"; f(x)=0

funksiyalardan iborat.

5-misol. Ushbu

2 2

f(x+yj: () (g9

lyensen tenglamasini yeching.
Yechilishi. Agar f(0)=a bo’lsa, y=0 bo’lganda (12) tenglama

14



ko’rnishni olgani uchun

f )+ f(y) _ f£x+yj: f(x+y)+a

2 2 2
tenglamani, yoki
f(x+y)=f(x)+f(y)-a
tenglamani hosil gilamiz. Endi g(x)=f(x)-a belgilash kiritilsa, u holda 1-misolda
ko’rilgan g(x+y)=g(x)+g(y) tenglamaga kelamiz.
Bu tenglamaning yechimi g(x)=cx bo’lgani uchun Kkiritilgan belgilashga
ko’ra berilgan tenglamaning yechimi f(x)=cx+a dan iborat bo’ladi.

Javob: f(x)=cx+ f(0)

6-misol. Ushbu
fx+y)+ f(x-y)=2f(x)f(y)  (13)

Dalamber tenglamasini yeching.

Yechilishi. Biz bu tenglamaning uzluksiz yechimlarini tanlaymiz. Berilgan
tenglama f(x)=0trivial yechimga ega ekaligi ayon.

Agar (13) tenglamada y=0 bo’lsa, uholda f(0)=1

Agar (13) tenglamada x =0 bo’lsa, u holda

f(y)+ fl-y)=2f(y)f(0)= f(-y)=f(y).
Bundan izlanayotgan funksiya juft funksiya ekan
Agar x=ny bo’lsa,
fln+y]=2f(y)f(ny)-fl(n-2)y]  (14)
tenglik hosil bo’ladi. Bu tenglikda y=x bo’lsa
f(2x)+ f(0)=212[x]

tenglikka va bundan t=2x bo’lganda
2f2(%j:1+ £(t) (15)

tenglikka o’tamiz. (14) va (15) munosabatlarni cost  va cht funksiyalar
ganoatlantirishi ma’lum. f -uzluksiz bo’lib, f(0)=1 ekanligidan yetarlicha kichik
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a>0 soni uchun xe[-aa] bo’lsa f(x)>0. shuning uchun f(a)>0 quyidagi
hollarni garaymiz.
1I"~hol. 0< f(a)<1 bo’lsin. U holda f(a)= cosctenglikni ta’minlaydigan va

0<c< % tengsizlikni - ganoatlantiruvchi  csoni mavjud. Bizning magsadimiz
ixtiyoriy x = zlm a soni uchun
f(x)= cos% X (16)

tenglikni bajarilishini ko’rsatishdir.
x=a bo’lsa, (16) tenglikning o’rinli ekanligi ¢ ning aniglanishidan kelib

chigadi. Shu bilan birga (15) tenglikda x =% uchun
2f2(gj:1+ f(a)=1+cosc=2cos’c
Bu tenglikka ko’ra f(%) >0, cos% >0 tengsizliklar e’tiborga olinsa
a c
f(Ej =c0s - 17)

xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik (16) tenglik x zzim uchun o’rinli bo’Isin. U holda

(15) munosabatdan

2f2( a1j=1+f(1j=1+cosi:2cosz%,
2ITI+ 2m 2m 2m+
yoki bundan har bir natural m soni uchun
a C
f(2m+1j =C0s 2m+l
Shuning uchun (14) tenglikda n=2 bo’lganda
()=o) -2 - (5
2" 2" 2m ) 2" 2"

c c c 3
=2C0S—C0S—— —C0S— =C0S—C
2 2 2
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(16) munosabat x=[21m}a uchun o’rinli va x={21m}a bo’lganda (14)

munosabatda x=n2—;1a va ,__n  sonlari uchun f(nz—?aj:cosnz—-;lc. Demak,

2m

f(l aj —cos1c, nme{012,..)
2" 2"

Shu bilan birga f -uzluksiz juft funksiya bo’lgani uchun barcha x lar

uchun
C
f(x)= —X.
(x) cos—x

2°—hol. f(a)>1 bo’lganda f(a)=chc tenglikni ta’minlovchi c¢>0 soni
mavjud bo’lib, xuddi 1" —hol.dagidek barcha x lar uchun

c
f(x)=ch—
(x)=c X

tenglikka ega bo’lamiz. Shuning uchun (1) funksional tenglama
f(x)=0, f(x)=cosbx, f(x)=chx
uzluksiz yechimlarga ega bo’lib, bu yechimlar qatoriga b=0 bo’lganda hosil
bo’ladigan f(x)=1 yechim ham kiradi.
Endi (13) tenglamaning ikki marta differensiallanuvchi yechimini topamiz.
Buning uchun
fx+y)+fx—y)=2f(x)f(y)  (13)
tenglamani har ikki o’zgaruvchi bo’yicha ikki marta differensiallaymiz, natijada
x bo’yicha: f"(x+y)+ f"(x—y)=2f"(x)f(y)
y bo’yicha: f"(x+y)+ f"(x—y)=2f(x)f"(y)
Har ikki tenglamadan

. r(y) ) _ £7(y)
f (X)f(Y): f(x)f (Y):> f(X) = f(;/) =C

tenglikni va bundan f"(x)=cf(x) differensial tenglamaga ega bo’lamiz.

Bu tenglama c=-»° bo’lsa, f(x)=acosax+bsin wx yechimga,

c=w’ bo’lsa, f(x)=achax+bshax yechimga ega bo’ladi.
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Ammo f(0)=1 va f(-x)="f(x) ekanligidan bu yechimlardan (13)

funksional tenglamaning f(x)=cosax, f(x)=chax yechimliarini topamiz.

7-misol. f(x+ y)=M tenglamani yeching.

1-£(x)- £(y)

Yechilishi. y =0 bo’lsa, f(x)=% yoki

f(x)— f2(x)- £(0)= f(x)+ f(0)

Bundan esa f(0)=0 boshlang’ich shartni aniqlaymiz. 3-misoldagidek fikr

yuritilsa,

yoki
f(x+Ax)-f(x)  f(ax)-f(0) 1+ f%(x)

AX Ax 1-f(x) f(Ax)

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan Ax —0 da
£/(x)= £'(0)- [+ £2(x))=Cl1+ £2(x))
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikni

df (x)

— __cd
PRI et

ko’rinishida yozib, integrallasak arctgf (x)=Cx+C, munosabatni, f(0)=

0 ekanligi

e’tiborga olinsa, C,=0 bo’ladi. Demak, arctgf(x)=Cx , bundan esa f(x)=tgCx

funksiyani aniglaymiz.
Javob: f(x)=tgCx

I bob boyicha xulosa.

Bu bobda funksional tenglamalarni yechishga oid turli hil

ko rinishdagi misollarning yechilishi, klasifikatsiyalanishi amalga

elementar

oshirilgan

bo'lib akademik litsey va kollejlar o qituvchilari va talabalari uchun mustagil

ishlashlarida foydalidir. Hozirgi kunga kelib ko plab horijiy manbalarda funksional
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tenglamalarga oid risola va magolalar uchraydi, ammo bizning nashrlarimizda bu
masalaga kam ahamiyat berilgan.

Odatda funksional tenglamalar ko’plab yechimlarga ega bo’ladi, ammo bu
tenglamalarni  bevosita yechish qiyinchilk tug’diradi. Ammo izlanayotgan
funksiyaninmg  ba’zi  xarakteristtkk = xossalari:  uzluksizligi,  davriyligi,
chegaralangaligi kabi xossalari berilsa, funksional tenglamani yechish osonlashadi.
Ko’plab matematik turnir va matematik olimpiadalarda funksional tenglamalarni
yechishga oid misollar berilmoqda. Aytilganlarni e’tiborga olgan holda ba’zi
klassik funksional tenglamalarni yechilishi birinchi bobda ko’rib o’tildi.
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Il Bob. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI FUNKSIONAL
TENGLAMALAR YORDAMIDA ANIQLASH

2.1-§. Dastlabki mulohazalar va ~ sonini aniglash

Ma’lumki umumta’lim maktablar matematika kursida asosiy trigonometrik
funksiyalar ~ geometrik tarzda aniqlanadi. Bunday geomerik aniglashlar turli
ko’rinishda bo’lishi mumkin. Masalan, qandaydir burchakning o’Ichovi sifatida «
sonini olibb, ¢« sonining trigonometrik funksiyalarini to’g’ri  burchakli
uchburchakning mos tomonlarining nisbati orgali, yoki mos nuqta radius vektori
proyeksiyalarining bu radius uzunligiga nisbati kabi, yoki bu nugta
koordinatalarini shu nuqtadan koordinata boshigacha bo’lgan masofaga nisbati
kabi aniqlash mumkin va hakozo. Trigonometrik funksiyalarni geometrik tarzda
aniglashda bu funksiyalarning xossalarini keltirishda geometriyaga tayanishga
majburmiz. Ammo maktab matematika kursi o’ta qat’ty talablarga
bo’sunmaganligi uchun  keltirilgan trigonometriyada qo’llanilgan  bir qator
isbotlarda qga’tiylik yetishmaydi. Geometriya bilan bog’liq bo’lmagan tarzda
trigonometrik funksiyalarni aniqlashni differensial tenglamalar asosida amalgam
oshirish mumkin: a)ikkinchi tartibli chizigli

d*y
dx?

+y=0
tenglamaning

x=0 bo’lganda vy, =1, %=O

dx
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi (%) yechimini kosinus deb
nomlaymiz va cosx kabi belgilaymiz.
b) ikkinchi tartibli chizigli
d’y
e +y=0
tenglamaning
’ dyz
= =0, 22=1
x=0 bo’lganda v, ™
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boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvehi  y,(x)  yechimini sinus deb nomlaymiz
va sin x kabi belgilaymiz.

Trigonometrik  funksiyaning keltiriigan bu ta’rifldan ~ uning barcha
xossalarini o’rnatish mumkin va shuningdek x sonini gandaydir burchak o’lchovi
sifatida qaralsa sinx va cosx funksiyalar yugorida aytilgan geometrik xossalarga
ega bo’ladi.

Trigonometrik funksiyalarni darajali gatorlar yordamida ham aniqlashimiz
mumkin.

Bu holda x ning barcha giymatlarida yaginlashuvchi

darajali qatorning yig’indisiga x soning sinusi, x ning barcha giymatlarida
yaginlashuvchi

darajali gatorning yig’indisiga x soning kosinusi deyiladi. Ammo bu ta’rifni
maktab matematika kursiga kiritib bo’Imaydi.
Endi x ning barcha qiymatlarida

S(x+y)=Ss(x)JC(y)+C(x)s(y), 1)
Clx+y)=C(x)C(y)-S(x)s(y), )
S2(x)+C2(x)=1, (3)
lim =2 Q

shartlarni ganoatlantiruvchi ikkita S(x) va C(x) funksiyalarni garaymiz. Bu
munosabatlardan  S(x)=sinx va C(x)=cosx funksiyalarni aniglash mumkin. Biz

bu bobda trigonometrik  funksiyalarni aniglashning funksional tenglamalarga
asoslangan yana bir usulini keltiramiz. Trigonometrik funksiyalarni aniglashda ~
soni muhum o’rin tutadi. Bu sonni analitik ko’rmishda aniqlaymiz.

Ushbu sonlar ketma ketligini garaymiz:

V2, V2+4/2, \/2+\/2+\/§...
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Bu ketma ketlikning umumiy hadini z_ bilan belgilaymiz. Bu ketma ketlik
monoton o’suvchidir, chunki
2,<7,<23<Z,<--.
Bu ketma ketlikini chegaralangan ekanligini ko’rsatamiz. Haqiqatdan ham,

ixtiyoriy natural n soni uchun

Zn+1 = V2+Zn

munosabatga ega bo’lamiz. n=k uchun z, <2 tengsizlik bajarilsin deb faraz

gilamiz. U holda Zya=+2+2, <J2+2=2 . AmMmMO z <2 bo’lgani uchun

z,<2,2,<2 va hakazo. Bundan z, sonlar ketma ketligi limitga ega ekanligi kelib
chigadi.
limz, =t

deb olamiz. Shu bilan birga yana quyidagi

2+\/§, 2+\/2+\/§, 2+\/2+\/2+\/§...

sonlar ketma ketligini garaymiz. Bu ketma ketlikning umumiy hadi (z,)

2

dan
iborat. Shu bilan birga bu ketma ketlikning umumiy hadi z, , +2 ga teng.

Demak,

limlz /)= lim@ +2)

n—o0 n—oo

Bu tenglikni t? =t+2 ko’rinishda yozish mimkin. Bundan t=2 bo’lgani

uchun
Iimzn =2

n—o0

natijaga ega bo’lamiz. Endi

242, 2%42-\2; 2%\ 2-42+4/2;...

ketma ketlikni olamiz. Bu ketma ketlikning umumiy hadini u, bilan belgilaymiz.

un:TJz—J2+J2+JE:T:Q§

(radikallar soni n ta). Bundan
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Un.y :2n+1'\/2—\/2+\/2+m
u 2”'\/2—\/2+\/2+m

(maxrajdagi radikallar soni n ta, suratdagi radikallar soni n+1 ta). Bu tenglikning

0’ng gismi surat va maxrajini n+1 radikallardan iborat \/2+\/2+\/2+\/2+---+\/§

soniga ko’paytiramiz. Natijada yuqorida \/2+\/2+\/2+\/2+---+\/§ <2 ekanligi

ko’rsatilgani uchun radikallar soni nechta bo’lmasin

unl 2t \/ \/2+\/2+\/ﬁ \/2+\/2+\/2+\/ﬁ )
2n'\/2_\/2+\/2+\/m '\/2+\/2+\/Z+m
2

= >1
\/2+\/2+\/2+m

u, musbat sonlar bo’lgani uchun u,,>u,. Demak, u, ketma Ketlik

n
monoton o’suvchidir.

Shu bilan birga quyigagi sonlar ketma ketligini garaymiz:

282 2%2- f 22— 2+f \/2—\/2+\/2+\/—
V2 2442 22442 \/2+\/2+\/2+\/§

Bu ketma ketlikning umumiy hadini v, orqali belgilaymiz:

\/2 \/2+ 2+ V2
" \/2+\/2+ 2+ V2

(maxrajdagi radikallar soni ham n ta, suratdagi radikallar soni ham n ta).

Xuddi yugorida % nisbatga nisbatan bajarilgan ishlarga o’xshash tarzda

n

1 1

v
n — +_
" \/2+\/2+\/2+~-+\/§

ekanligini ko’rsatamiz.
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\/2+\/2+\/2+---+\/§ <2 bo’lgani uchun " >1 bo’ladi. v, musbat sonlar

\Y

n+l

bo’lgani ucgun v, , <v, bo’lib, v, sonlar ketma ketligi kamayuvchi bo’ladi. Endi

Ixtiyoriy natural n soniuchun u, <v, ekanligini ko’rsatamiz. Haqiqatdan ham,

u, _ \/2+\/2+\/2+---+\/§
Vv, - 2

(suratdagi radikallar soni n ta).

\/2+\/2+\/2+~--+\/§ <2 bo’lgani uchun " <1. Demak n ortishi bilan

Y

n

222
J2

sonidan kichikligicha qoladi, chunki u, <v, <v,=4. Bundan u, ketma ketlik

=4

u, ketma ketlik o’suvchi bo’lada, ammo qandaydir sondan masalan v, =

limiotga ega. Biz bu limitni ~ bilan belgilaymiz.

Demak,

7z=|im2”-\/2—\/2+\/2+---+\/§ (radikallar soni n ta).

n—oo

Ikkinchi tomondan n ortishi bilan v, ketma ketlk kamayuvchi bo’lada,
ammo gandaydir sondan masalan u, =22 sonidan Kkattaligicha qoladi, chunki

v, >u, >u, =2+/2. Demak, v, ketma ketlik limitga ega. Shu bilan birga
2

v,
U \/2+\/2+\/2+---+\/§

bo’lgani uchun

.V, . ]
lim==1 va limv. =limu, =~

n—ow Uy n—»o0 n—»o0

Geometrik nugtai nazardan u, va v, ketma ketlikliklar mos ravishda

n

R=1radiusli aylanaga ichki va tashqi chizilgan muntazam n burchaklarning yarim

perimetrlaridir. Shuning uchun z aylana uzunligini diametrga nisbatidir.
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2.2-§. Funksional tenglamalarning dastlabki sistemasi.

Funksional tenglamalarning
S(x—y)=5(x)-C(y)-C(x)-S(y),
Cx—y)=C(x)-Cy)+S(x)-S(y),

sistemalarini

oralikda

{2)-

shart bo’yicha qaramiz va bu shartlarni ganoatlantiruvchi S(x) va

funksiysyalar mavjud deb faraz gilamiz.
C(x) funksiylarning quyidagi xossalari kelib chigadi.
(1) munosabatda x=y deb olib

s(0)=0

munosabatga ega bo’lamiz. (1) munosabatda ng,

munosabatni e’tiborga olgan holda
c(0)=1
munosabatga ega bo’lamiz. (2) tenglikda x =y deb olib,
S?(x)+C?*(x)=1
tenglikni hosil gilamiz. (6) munosabatdan
(/<L [c(oj<1

hamda (6) dan x =% bo’lganda

tenglikni hosil gilamiz. Ammo

(1)-(4) munosabatlardan

1)
2)
©)
(4)
S(x)
()
y=0 deb olib.
(6)
(7)

C(x)

va

()
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bo’lgani uchun C[Zj =0 (8)

munosabat o’rinli bo’ladi.
S(x) funksiyani toq funksiya,  C(x) funksiyani juft funksiya ekanligini
ko’rsatamiz. Hqiqatdan ham, (1) munosabatda x =0 deb olib,
S(-y)=5(0)-C(y)-C(0)-s(y)
va bundan s(0)=0, C(0)=1 bo’lgani uchun
S(-y)=-5(y) ©)
munosabat o’rinli bo’ladi. (2) tenglikda x =0 deb olsak,
C(-y)=c(0)-C(y)+s(0)-s(y)
va bundan S(0)=0, C(0)=1 bo’lgani uchun
C(-y)=Cl(y) (10)
munosabat o’rinli bo’ladi.

Endi S(x) va  C(x) funksiyalar uchun qo’shish formulalarini keltirib
chigarish giyin emas. Hagigatdan ham, (1) va (2) formulalarda y ni —j bilan

almashtirib,
S(x+y)=5(x)-C(~y)-C(x)-S(-y), (11)
C(x+y)=C(x)-C(-y)+5(x)-S(~y), (12)

tengliklarni hosil qilamiz. (11) va (12) qo’shish formulalarida y:% bo’lganda
quyidagi formulalar kelib chigadi:
S(x + %j =C(x) (13), C(x + %) =-S(x) (14).

Bu ikki formula (9) va (10) formulalar bilan birgalikda x ning ixtiyoriy
hagigiy giymati uchun S(x) va C(x) funksiyalarning qiymatlarini bu

funksiyalarning x ning [0, %j oraligdagi giymatlari orgali topish imkoniyatini
beradi. Xususiy holda
S(7Z+X):C[x+zj:—8(x), C(7r+X)z—S(x+%j=—C(x)

2
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2.3-§. s(x) va c(x) funksiyalarning davriyligi va

ularning asosiy xossalari

Endi yugoridagilardan foydalanib, s(x) va C(x) funksiyalarning
davriyligini ko’rsatishimiz mumkin. Haqiqatda quyidagi teorema o’rinli:

1-teorema. S(x) funksiya davriy va 2z soni bu funksiyaning eng kichik
musbat davri bo’ladi.

Isboti. S(27 +x) =S|z + (7 +X)|==S(7 + x) = S(x)
bo’lgani uchun har qanday x soni uchun

S(2z +x)=S(x)

tenglikka ega bo’lamiz.

Faraz gilaylik shunday k (0<k<2z) soni mavjudki, har ganday x soni
uchun

S(k+x)=S(x) )

tenglik o’rinli bo’Isin. k soni ~ soniga teng emas, chunki agar k=7 bo’lsa, u
holda

S(z+x)=5(x) (*)
AmMmo S(z+x)=-S(x) bo’lganiuchun S(x)=-S(x) bo’lib, bundan (3)
ga zid bo’lgan
S(x)=0
ziddiyatni hosil gilamiz.

k soni 37” soniga ham teng emas, chunki agar k =§7r bo’lsa, u holda

S[gﬁ-f- xj =S(x)
Ammo
S(gﬂ' + xj = S|:%+ (7 + x)} —C(7 +x)=—C(-x)=—C(x)

bo’lgani uchun biz S(x)=-C(x) ziddiyatga ega bo’lamiz.
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k soni % soniga ham teng emas, chunki agar k =% bo’lsa, u holda
S(% + XJ =S(x)

Ammo boshga tomondan S(x+%j:C(x) bo’lgani uchun biz S(x)=C(x)

ziddiyatga ega bo’lamiz. (x) munosabatda x=0 deb olib

S(k)=5(0)
tenglikni hosil gilamiz.

T

k soni [O’Ej oraliqgga ham tegishli emas, aks holda biz (3) ga zid

)

0

munosabatga kelamiz.

k soni (%n’j oraliqga  ham tegishli emas, chunki -k soni (0,

NN

oraliqqa tegishli bo’lib, biz  (3) ga zid bo’lgan  S(z—-k)=-S(-k)=5(k)

munosabatga kelamiz.

k soni (z,2z) oraligga ham tegishli emas, chunki 2z-k soni (0,7)
oraligga tegishli bo’lib, biz (3) ga zid bo’lgan

S(2z—k)=S[2z+(-k)]=S(~k)=-S(k)=0

munosabatga kelamiz.

Demak, 2z soni S(x) funksiyaning eng kichik musbat davri ekan.

2-teorema. C(x) funksiya davriy va 2z sonibu funksiyaning eng kichik
musbat davri bo’ladi.

Isboti. C(27 +x)= Clz + (7 + x)] = =C(7 + x) = C(x)
bo’lgani uchun har ganday x soni uchun

C(27+x)=C(x)

tenglikka ega bo’lamiz.

Faraz qilaylik shunday k (0<k<2z) soni mavjudki, har ganday x soni
uchun

Clk +x)=C(x) ()
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tenglik o’rinli bo’lsin. k soni %7[ soniga teng emas, chunki agar k =%7r bo’lsa, u

holda
1
C(Eﬂ' + x) =C(x) ()
Ammo C(%;ﬂrxJ:—S(x) bo’lgani uchun C(x)=-S(x) ziddiyatni hosil
gilamiz.
k soni 7 soniga ham teng emas, chunki agar k=7 bo’lsa, u
holda

C(r +x)=C(x)
Ammo
C(7 +x)=—C(x)
bo’lgani uchun biz C(x)=-C(x) tenglikdan  C(x)=0ziddiyatga ega bo’lamiz.

k soni 37” soniga ham teng emas, chunki agar k =37” bo’lsa, u holda

C(%T + xj =C(x)

Ammo boshga tomondan C(x + 3?”) = CE +(7+ x)} =-S(7+x)=5(x)

bo’lgani uchun biz C(x)=S(x) ziddiyatga ega bo’lamiz, chinki C(0)=1 S(0)=0.

Demak, k = % k= k= 37” . (**) munosabatda x =% deb olinsa

C[£+k]=c(£j=0
2 2
tenglikni hosil gilamiz. Ammo C(x+%)=—8(k). Demak, S(k)=0. Lekin bu

munosabatning bo’lishi mumkin emasligi yuqorida ko’rsatildi.

Demak, 2z soni C(x) funksiyaning eng kichik musbat davri ekan.

Biz kelgusida (1) va (2) qo’shish formulalaridan kelib chiquvchi quyidagi
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formulalarni Kkeltirib chigaramiz.
Masalan, birinchi formula quyidagi tartibda hosil gilinadi.

S(x,)+S(x,) = XitX, X=X ) o Xt Xy X=X | ool Xt X | o[ X=X,
2 2 2 2 2 2

Keyin,
S(2x)=S(x)-C(x)+C(x)-S(x)=2S(x)-C(x),  C(2x)=C?(x)-S?(x)

formulalarga ega bo’lamiz. Nihoyat

S§=J_r 1—Cx' szi/“CiXi
2 2 2 2

formulalarni Kkeltirib chigaramiz.
1—c(x)=2s(5j~s(fj=2sz(5j
2 2 2
S(ij—Jr 1-C(x
2) "\ 2
1+ c(x)zzc(ﬁj-c(—szzcz[fJ
2 2 2
C(§]—+ 1+C(x)
2) "\ 2

3-teorema. C(x) funksiya (0;%) oraligda musbat.

Hagigatdan ham,

bo’lgani uchun

Keyin

bo’lgani uchun
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Isboti. Agar 0< x<% bo’lsa, u holda O<%—x<%. Faraz qgilaylik c(x)<0

bo’lsin. U holda S(%—xjso bo’lib, bu (3) ga zid. Demak, 0< x<g bo’lganda
C(x)>0 ekan.

4-teorema. [o,%} kesmada S(x) funksiya o’suvchi, C(x) funksiya esa
kamayuvchi funksiya bo’ladi

Isboti. Aytaylik, x va x, sonlari [0%} kesmaga tegishli bo’lib, x, > x,
bo’lsin. U holda

X, + X X, — X
O<1—2<% va O<sz<

N

Demak,

s(—xl_x2j>o va C(Xl +x2j>0
2 2

Shu bilan birga

S(x,)-S(x,)= 2(:[)(1 ;xZJ-s[Xl ZXZ)
bo’lgani uchun S(x,)-S(x,)>0, ya’ni
S(x,)>S(x,)
bo’lib S(x) funksiya o’suvchi bo’ladi.

Keyin
X Xy ) o X=X )L oo Xt X ) of X%
C(xl)—C(xz)—ZS( > js{ ; ] 25( > ]S( 5 J<o

bo’lgani uchun C(x,)-C(x,)<0, ya’ni

Cx )< Clx,)
bo’lib C(x) funksiya kamayuvchi bo’ladi.

5-teorema. Ixtiyoriy n natural soni uchun

zc(zlnj=\/2+\/2+m (+)

31



zs(zéj:\/Z—\/Nm (++)

tengliklar o’rinli, bu yerda radikallar soni n-1 ta.
Isboti. Ma’ lumki,

2c(%]=2- ﬁ—ﬁ; zc(%j—z-Jﬂ—z-Jﬁ—m

2

Aytaylik (x) munosabat n=k uchun to’g’ri bo’lsin. U holda k-1 ta

radikallar uchun

20(2%j=\/2+\/2+\/2+---+\/§
bo’lishi kerak. Natijada

1+c(”j V24222
K 1+
ZC(ZQJZZ 22 : : 22 2rivZ

2

bo’lib, bu yerda radikallar soni k ta. Demak, (x) munosabat n=k+1 uchun ham

to’g’ri. Bu tenglik n=2 uchun ham to’g’ri bo’lgani uchun ixtiyoriy natural n

uchun ham o’rinli. Ikkinchi tenglik esa quyidagi mulohazalardan kelib chigadi:

25[%):2 1—02(2—”nj _2\/1— \/2+‘/2+ “42+'“+ﬁ =\/2—\/2+m

radikallar soni n-1 tadan iborat.

6-teorema. Agar n natural son bo’lsa, u holda

ime(2)=1 va  1ims[4]-0

n—oo n—oo

Isboti. Hagigatdan ham, biz yuqgorida, radikallar soni n ta bo’lganda

z, =\/2+\/2+\/2+"'+\/§

belgilash kiritgan edik. Shung uchun
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Bundan

. Vd .oz, -1
lIIC — | = I'l n :1,

n—o0 n—oo

chunki |imz.. =2

N—o0

Ikkinchi tomondan yuqorida belgilashlarni e’tiborga olinsa

{5
2" 2

Bundan esa talab etilayotgan ikkinchi munosabat kelib chigadi.

7-teorema. C(x) va S(x) funksiyalar uzluksizdir.

Isboti. AC(x)= C(x+Ax)—C(x)=—28(%)-3[“%) va shu bilan birga

‘S(x+gJ
2

AS(x)=S(x+ Ax)—S(x) = 28(%) : C(x+%) va shu bilan birga
‘C[xjtgj
2

2.4-§. Asosiy tengsizlik va asosiy natija

<1 va |ims(%j:o bo’lgani uchun |jmAC(x)=0.

Ax—0 AX—0

<1 va |ims(%j:0 bo’lgani uchun |jmAS(x)=0

Ax—0 Ax—0

8-teorema. Agar x soni (Ogj oraligqa tegishli bo’lsa, u holda
f(x)<x
Isboti. Bu tengsizlikni to’g’ri ekanligini dastlab xzzin soni uchun

isbotlaymiz, bu yerda n gandaydir natural son. Yuqorida biz n-1 ta radikallardan

iborat ifoda uchun

u, , :2”’1-\/2—\/2+\/2+---+\/§ <

tengsizlikka ega bo’lgan edik. Bu tengsizlikdan

\/2—\/2+\/2+---+\/§ _z
2

2n
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tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun ixtiyoriy natural n soni uchun
S(£j<£
2") 2"

Endi x soni [O%) oraliqqga tegishli bo’lib

ko’rinishdagi son uchun
S(x)<x
tengsizlikni isbotlaymiz, buyerda m va n natural sonlar bo’lib, m<2".
Agar m=1 yoki m=2 bo’lsa, yuqorida isbotlanganlarga ko’ra f(x)< x
tengsizlikning to’g’riligi ravshan.

Faraz qilaylik f(x)<x tengsizlik x=|;—7nr soni uchun to’g’ri bo’lsin, bu

(k+D)x

n

yerda k —qandaydir natural son bo’lib, k <2"*. Endi bu tengsizlik x = soni

uchun ham o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz. Hagigatdan ham,

S(_(k +1)”j _ s(zﬁ_ﬂj _ S(z).c( kﬂ} S(k_ﬂ}.c(zj
2" 2" 2" 2") "2 2") \2"
S(z}<1, S(k_ﬂ}<kﬂ ,C(z}d va C(k_ﬂ}d
2n 2n 2n 2n 2n 2“
bo’lgani uchun

{E) () A )0

S(x)< x tengsizlik, m=2 bo’lgan hol uchun x=¥ soni uchun to’g’ri

Ammo

bo’lgani uchun bu tengsizlik m =3 uchun ham o’rinli va demak, ixtiyoriy m >1

soni uchun o’rinlidir.

m y . . ) . ) ) ,

2_"7[ ko’rinishdagi sonni r, , bilan belgilaymiz va agar r,, >r,, bo’lsa, u
holda

Fon — Tt > S(rm,n)_ S(rk,l )
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tengsizlikni o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz.

Hagigatdan ham,

)5l =2 B3 o B

2

r-m,n + r-k,l

Agar r,, va r, sonlari [O%} oraliqqa tegishli bo’Isa, u holda

soni ham bu oraliqga tegishli hamda

rmn-i_rkl
0<C T <1

Keyin,
mrz kr 7« V4
ro—r, =————= 2'm-2"k)==——p,
m,n kI 2n 2I 2n+l ( ) 2n+l p
bu yerda
2'm-2"k=p
deb olindi.

r >r, bo’lganiuchun ™ > X va p butun musbat son bo’ladi. Yugorida
) ) 2n 2|

isbotlanganlarda ko’ra

Shuning uchun

Bu tenglikdan agarr,, >r,, bo’lsa, u holda
I’-m,n _S(rm,n)> rk,I _S(rk,l)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Endi (0,%) oraliqdagi gandaydir x uchun va gandaydir natural n va k

sonlari uchun
X > rky,

bo’lsin. Yuqorida isbotlanganlarga ko’ra
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fel — S(rk',)> 0
tengsizlikka ega bo’lamiz.
Biz doimo
fo <fon<xva S(x)-S(r..)<r, -S(r,)
tengsizliklar bajariladigan natural m va n sonlarini topishimiz mumkin.
Ikkinchi tomondan
Mo — S(rmvn)> Mo — S(rkyl)
Bu tengsizliklardan
x—=S(X)+r,, =S(r.)-x+S(X)>r, -S(r,)

X — S(X) > — S(rk,l )+ (X ~Ton )_ lS(X)— S(rm,n )J
Shu bilan birga
Xx-r,,>0 va S(X)—S(rm,n)< e _S(rk,l)

bo’lgani uchun

va hakozo.

funksiyani garaymiz. Bu funksiya %(Zk +1) ko’rinishdagi sonlardan boshqa barcha

haqiqiy sonlar to’plamida aniqlangan, bu yerda k - ixtiyoriy butun son.

Quyidagi munosabatlarga ega bo’lamiz:

7(0)= f:% 0
o
S T

Qandaydir m natural soni uchun x,y sonlaridan biri %(2m+1) ga teng

emas deb faraz qilib oxirgi tengliklarning 0’ng qismlarini C(x)-C(y) ga bo’lib,
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1-T(x)-T(y)
o T()-T(y)
oY) =T 070
formulalarga ega bo’lamiz.
Keltirish formulasi
T
T(E + )Cj = T(x)

formulani beradi. ~ soni 7(x) funksiyaning eng kichik musbat davri ekanligini
isbotlaymiz.

Hagigatdan ham,

Endi barcha x lar uchun
T(k+x)=T(x)
tenglikni ganoatlantiruvchi k (0 <k <) soni mavjud deb faraz gilamiz.
Bu tenglikda x=0 bo’lsa, u holda
T(k)=T(0)=0

k;:% bo’lgani uchun C(k)=0. Demak, S(k)=0, bu yerda 0<k<% yoki,

Z<k<7z
2

Shu bilan birga quyidagi formulalarga ega bo’lamiz:
S (Xl X, )
C(x,)-Clax,)’

T<x1>—T<x2>=%

T(x)+T(x,)=
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Agar x soni [O%) oraliqga tegishli bo’Isa, u holda 7(x) funksiya (0, +oo)
oraligga tegishli bo’ladi.

Agar 0<x, <X, <% bo’lsa, u holda

T()-T()= S )

C(Xl) C xz)
chunki S(x, —x,)>0. Demak, 7(x) funkswa(o 2) oraligda monoton funksiya

bo’ladi. Shu bilan birga
I |m [T(Xl)_T(Xz )] =0

(x=%; )0

Hagigatdan ham,

Ilm S(Xz _Xl)

im S(o-x)=0va [im [rlx)-T - o
(Xll_lx[])l() ( 2 ) (X!]xmo 1 i ||m [C(XI)C(XZ)]

(x,=%, )0

Demak, 7(x) funksiya(o,%j oraligda uzluksizdir.  7(x) funksiyaning
davriyligidan uning bu xossasi ixtiyoriy butun k  sonlari uchun  barcha

(%(Zk ~1); %(2k +1) jko’rinishdagi oraliglarga yoyiladi.

O-teorema. Agar x soni [0,%) oraligga tegishli bo’lsa, u holda
x<T(X)
Isboti. Dastlab bu tengsizlikni x=2£n soni uchun isbotlaymiz, bu yerda

n>1- natural son.

T(ij_s[;j_\/%\/%m
i C(ZJ Vasze2eai2

bu yerda surat va maxrajda n-1 tadan radikallar ishtirok etmogda. Ma’umki,

38



2\/2 V242442
\/2+\/2+ 2+ ++/2

bu yerda ham surat va maxrajda n-1 tadan radikallar ishtirok etmoqda.

Bu mulohazalardan

tengsizlik kelib chigadi.

(0%) oraliqga tegishli bo’lgan x soni x= % ko’rinishga ega bo’lsin , bu

yerda m va n natural sonlar. Demak, n>1 va m<2".
k7

x<T(x) tengsizlik x=5 (n>1 va k<2") bo’lganda o’rinli. Bu

tengsizlikni

w uchun isbotlaymiz:

S e

2"

k+1<2"" bo’lganda x =

(k+D)x

n

0<1- T(kﬂ) T( j<1 va demak T((k”) J>o.
2" 2" 2"

Shuning uchun
T((k +1)7rj >T(k_ﬂJ+T(£) Jkr 7w _(k+d)x
2n 2n 2n 2n 2n 2n

Bundan x= n;—f ko’rinishga sonlar uchun

soni [O%) oraligga tegishli bo’lgani uchun

x <T(x)

tengsizlikni bajarilishi kelib chiqdi, bu yerda m va n natural sonlar bo’lib,

va m<2"*,

n>1
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Xuddi yuqoridagidek ?(n +1,m<2"*) sonini r, . bilan belgilaymiz va

r.. >r, deb faraz gilamiz. U holda
Fon —Tea < T(rm,n )_T(rk,l )
tengsizlikka ega bo’lamiz. Haqiqatdan ham,
T(rm,n )'T(rk,l )> 0

bo’lgani uchun

T(rm,n )_T(rk,l )> T(rm'n )_T(rkYI )) = T(rm.n — Iy, )

1+7(r, ) T(r,
Ammo yugorida

VA

r 2n+| p !

mn r-k,l =
bu yerda 2'm-2"k = p-butun musbat son deb belgilash kiriutilgan edi.

fon—Th, SONI (0%) oraliqga tegishli bo’lgani uchun p<2™'"*. Shuning

uchun
T(rm,n - rk,I )> r-m,n - rk,I
Demak, r, ., r, sonlari (0%) oraliqga tegishli bo’lsa va r,, > r,, bo’lsa,
u holda
T(rm,n )_T(rk,l )> r-m,n - rk,I
yoki

T(rm,n )_ Fon > T(rk,l )_ M

(0,%) oraligdan olingan gandaydir x soni va gandaydir natural k va |

sonlari uchun

X>1I,
bo’lsin. Bu holda
T(rkyI )— f >0
Shu bilan birga doimo
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N <fo.<x va T(x)-T(r,.)<T(r,)-r,
tengsizliklar bajariladigan m va n natural sonlarni topishimiz mumkin.
Keyin,
T(x)=x+T(rp )= Fop +x=T(x)>T(r, )1,
Bundan
T(x)-x>T(r, )-r, —(x=r, . )+[7(x)-T(r,.)|
Ammo m va n natural sonlarni
O<x-r,, < T(rk‘I )— Ml
tengsizlik bajariladigan qilib tanlashimiz mumkin. Ikkinchi tomondan
7(x)-T(r,,)>0

Demak, 7(x)-x>0 va T(x)>x.

10-teorema. Ushbu |im¥ limit mavjud.

x—0

Isboti. Aytaylik xsoni [o,%) oraliqga tegishli bo’lsin. Natijada

S(x)<x <T(x)
tengsizlik o’rinli. Bu tengsizlik
1< % < C(x),
yoki
1580, 1
x = C(x)

tengsizlikka ega bo’lamiz.

limC(x)=1 bo’lgani uchun |im¥ =1

x—>+0 x—>+0

Ammo LXX) = %X) bo’lgani uchun

lim -1

x—0 X

11-teorema. Ushbu munosabatlar o’rinli: S(x)=sin x, C(x)= cos x

Isboti. Ixtiyoriy haqigiy x soni uchun

S(x)=sinx va C(x)=cosx
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tengliklarni ko’rsatamiz. Bu tengliklar x=21n soni uchun bajariladi, bu yerda n

gandaydir natural son. Hagigatdan ham, ixtiyoriy x uchun quyidagi tengliklar:

1-cosx X 1+ cosx
CoS— ==

sin X =+
2
Xuddi yuqorida ko’rsatilganidek n-1 ta radikallardan iborat

\/2 \/2+ 2+ +42 \/2+\/2+ 2+ +42

formulalarni ko’rsatishimiz mumkin. Bu formulalarni yugorida hosil gilingan

sm—_

( j \/2 \/2+ V24442 ( J J2+\/2+ V2442

formulalar bilan taqqoslab

siniz S[ij va cosizc(lj
2" 2" 2" 2"

tengliklarni hosil gilamiz.
Aytaylik x soni

mim
on

x:
ko’rinishda bo’lsin, bu yerda m-qandaydir butun son, n-natural son. Qo’shish

teoremasi yordamida sinx funksiyani s,inzin va cos,zin lar orgali ifodalash

mumkin. S|n2—n1ng o’rniga 8(2 )nl cosz—nmg o’rniga C[Z j ni qo’yamiz.

Natijada

sin mr _ S(m”j
2" 2"

tenglik hosil bo’lasi. Xuddi shu kabi

cos™% _ C(mﬂj
2" 2"

tengliklar hosil gilinadi.

mnﬂ va (m+Dx

x — ixtiyoriy haqiqiy son bo’Isin. Biz doimo ikkita 5 sonlarini
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mrx X<(m+Dﬂ
2n
tengsizlik  bajariladigan  qilib  tanlashimiz  mumkin.  Bundan  sinusning
monotonligidan foydalanib,

(m+Drx

. mn . .
SIn —— < SIN X < SIn
on

S(Mj <sin X < S(—(m +1)7[j
2" 2"

tenglikni yoza olamiz. Ammo s(x) funksiyaning monotonligidan

s(m”j <S(x) < s((m +n1)”)
2 2

tenglikni va bundan esa

tengsizlikni yozamiz.

Faraz gilaylik S(x)=sinx bo’lsin. U holda
1S(%)—sin x| < s((m;l)”j - s[’"”j

2n

S(x) uzluksiz funksiya bo’lgani uchun S((m;nl)”]—S(Zf] ayirmani

istalgancha kichik gilishimiz mumkin. Shuning uchun bu tengsizlikdan S(x)=sin x
tenglik kelib chigadi. Xuddishu kabi C(x)=cosx tenglik ko’rsatiladi.

Bu mulohazalar bizni quyidagi tasdigga olib keladi: agar x ni gandaydir
burchakning o’lchovi sifatida qaralsa va sinx va cosx funksiyalar geometrik
ko ’rinishda aniglansa, u holda sinx va cosx funksiyalar (1)-(4) munosabatlar
o’rinli bo’ladl.

Keltirilgan  shartlarni  ganoatlantiruvchi  boshga funksiyalar  mavjud
emasligi (1)-(4) funksional munosabatlarni trigonometrik funksiyalarni aniglashga
asos sifatida olish mumkin. s(x) va C(x) (1)-(4) munosabatlarni ganoatlantiruvchi
funksiyalar bo’lsin. Aniglaganimizga ko’ra

sin x = S(x), cosx =C(x)
tengliklar bilan biz funksional tenglamalar yordamida trigonometrik funksiyalarni

aniglaymiz.
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2.5-§. Funksional tenglamalar yordamida gator
koeffisiyentlarini aniglash

Agar gatorlar funksional tenglamalar ko’rinishdagi rekkurent formula
bilan berilsa bunday qatorlarning  noma’lum koeffisiyentlarini  funksional
tenglamani  yechish yordamida aniglash mumkin ekanligini  misollarda
ko’rsatamiz.

Biz ushbu bo’limda shu xususda to’xtalamiz.

1-misol. Ushbu

Fl2)=(-w)i-a’zfi-a’z).  (fal<1)
funksiya darajali gatorga

F2)=A+Az+AZ + AL+
ko’rinishda yoyilishi ma’lum.

F(z)=(-a2)F(qz)
funksional tenglama yordamida ko’rsatilgan qatorninig 4, koeffisiyentlarini
aniglang.

Yechilishi. Keltirilgan gator bo’yicha

F(gz)= (1—qsz1—q3zX1—q“z).. (1—q“z)..= A, +AQz+AQ%°2% + AG 2 +--
bo’lgani uchun

M- q2)F(q2) = A, + AGZ+ A2 + AGZE +-— Az + AQ?Z2 + A 2" + Agz* +-)=
= Ao+ (A = AJaz + (A, = A2 + (A= A Jo°2 +-

bo’lgani uchun berilgan funksional tenglama
Ao +(A = A Jaz +(A, = AJa*z" +(A = A Ja°2" +o = Ay + AZ+ AT + AZ 4o
ko’rinishdagi ayniyatni beradi.
z ning bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarini tenglash

(An _'A‘n—l)qn =A , N =172,3,---

n

tengliklarni beradi.
Bu tenglikdan
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n

A a4 A
= ' n=l,2,3,.--
Q-1 "

Nihoyat oxirgi tenglikdan izlanayotgan

koeffisiyentlarni aniglaymiz.
2-misol. Ma’lumki

F(z)=(1-qz)1-q’z)1-g°2).. (|a|<1)
funksiya ko’rinishda bo’lib, bu migdorga teskari migdor
1

2 3
=B, +B,z+B,z° +B,z" +---

F(2)
ko’rinishda qatorga yoyilishi ma’lum.
F(z)=(-az)F(az)
funksional tenglama yordamida ko’rsatilgan B, koeffisiyentlarini aniglang.

Yechilishi. Keltirilgan qator bo’yicha
1
@) =B, +B,qz+B,q°z° +B,q°z° +---

bo’lgani uchun funksional tenglama

ko’rinishga ega ekanligidan foydalanib,

B, +B,qz +B,q°z* +B,q°z* ++--= B, + B,z +B,z* + B,Z° +---—(Boqz +B,g°z* +B,q°z° + B,q*z* +---)=
=B, + (B1 - Boq)z + (Bz - qu)22 + (Bs - qu)23 tee
tenglikni yozamiz. Demak, berilgan funksional tenglama

B, +(B, - B,q)z +(B, —B,q)z* + (B, - B,q)z® +---= B, + B,qz + B,z + B,q°2% +---
ko’rinishdagi ayniyatni beradi.

z ning bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarini tenglash
(B,-B,,q)=B,q" , n=123,...
tengliklarni beragi.

Bu tengliklardan
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B,=— 1 B, ,n=123..
1-q

Nihoyat oxirgi tengliklardan izlanayotgan

koeffisiyentlarni aniqlaymiz.
3-misol. Ushbu

(1+qz)(1+qz‘1X1+q3zX1+q3z‘lX1+qszX1+qsz‘l).. (1+q2”‘1z)(1+q2”‘1z‘1):
=C, +C1(z + z‘1)+ C2(22 + z‘z)+~--+Cn(z” + z‘”)
ayniyatdan C,,C,,C,,... koeffisiyentlarni aniqlang.

Yechilishi. Keltirilgan ayniyatning chap qismini ikki qismga ajratamiz:
f(Z)=(1+qz)(1+q32X1+q5z).. (1+q2”‘1z),
va
92)=(+az i+ o’z i+ gz t). (L+q* iz )

Birinchi va ikkinchi munosabatlardan mos ravishda

fla2)="17 7 va glaz)= (o)

2n+l

funksional tenglamalarni hosil qgililish giyin emas. Demak, berilgan tenglikning
chap qismi ¢, (z) bilan belgilansa, u holda bu funksiya bu ikki funksiyalar
ko’payitmasidan iborat bo’lgani uchun

2n+1

¢n(q22)=tzi—qznz(pn )
funksional tenglamani qanoatlantirishini ko’rishimiz qiyin emas. Bundan,
C.q* -9 ?)=C,,[-g***?) C,=q", v=0412,..,n—1
Demak, gator koeffisiyentlari

. :(1_q2n+2v+2xl_q2n+2v+4)m(l_q4n)’ v o012 -1

o) i)

munosabat bilan aniglanadi.
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Il bob bo'yicha xulosa

Ushbu bobda funksional tenglamalar yordamida trigonometrik
funksiyalarni kiritish amalga oshirilgan. Ma’lumki umumta’lim maktablar
matematika kursida asosiy  trigonometrik  funksiyalar ~ geometrik tarzda
aniglanadi. Bunday geometrik aniqlashlar turli ko’rinishda bo’lishi mumkin.
Masalan, qandaydir burchakning o’lchovi sifatida « sonini olib, « sonining
trigonometrik funksiyalarini to’g’ri burchakli uchburchakning mos tomonlarining
nisbati orqali, yoki bu nugta koordinatalarini shu nugtadan koordinata boshigacha
bo’lgan masofaga nisbati kabi aniglash mumkin. Geometriya bilan bog’liq
bo’lmagan tarzda trigonometrik funksiyalarni aniglashni differensial tenglamalar
asosida amalga oshirish mumkin:

a) ikkinchi tartibli chizigli

d’y
dx?

+y=0 tenglamaning

x=0 bo’lganda y, =1, %:0

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi ¥y(x) yechimini kosinus deb

nomlaymiz va cosx kabi belgilaymiz.
b) ikkinchi tartibli chizigli

2

dy
dx?

+y=0 tenglamaning

x=0 bo’lganda y, =0, %(Zzl

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi  y,(x)  yechimini sinus deb
nomlaymiz va sinx kabi belgilaymiz. Trigonometrik funksiyaning keltirilgan bu
ta’rifidan uning barcha xossalarini o’rnatish mumkin va shuningdek x sonini
qandaydir burchak o’Ichovi sifatida garalsa sinx va cosx funksiyalar yugorida

aytilgan geometric xossalarga ega bo’ladi.
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11 Bob. Funksional tenglamalarni yechish

3.1-§. Funksional tenglamalarni yechishga oid misollar

Biz bu paragrafda turli adabiyt va risolalardan to’plangan bir qator
funksional tenglamalarni yechilishiga oid misollardan namunalar keltiramiz.

1-misol. Barcha x <R lar uchun

xossaga ega bo’lgan uzluksiz f(x) funksiyalarni toping.

Yechilishi. Hg almashtirishdan

X X X . X , .
f(x)= f(zj_ f(?j_---_ f(;) Bundan f(x)=]im f(z—nj_ f(0) bo’lgani
uchun f(x)-o’zgarmas funksiya.

Javob: f(x)=C =const.

2-misol. Ushbu
f(x+y)=g(x)+h(y)
tenglamani qganoatlantiruvchi uzluksiz funksiyalarni toping.
Yechilishi. Bu tenglama Koshi tenglamasiga Kkeltirilishi mumkin, buning
uchun
y=0, h(0)=b deb olamiz. U holda berilgan tenglamani
f(x)=g(x)+b yoki, g(x)= f(x)-b
kabi yozishimiz mumkin.
x=0,9(0)=a deb olsak, x=0 bo’lganda berilgan tenglamadan
f(y)=a+h(y) yoki h(y)=f(y)-a
kabi yozishimiz mumkin. Natijada
f(x+y)=f(x)+ f(y)-a-b
tenglama hosil bo’ladi. Endi f,(z)= f(z)-a-b belgilash Kkiritilsa, u holda

fo(x+ Y)= fo(x)+ fo(Y)
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Koshi tenglamasi hosil bo’ladi. Bu tenglamaning yechimi f,(x)= cx

bo’lgani uchun kiritilgan belgilashlarga ko’ra
f(x)=cx+a+b, g(x)=cx+a, h(x)=cx+b

yechimga ega bo’lamiz.

3-misol. Ushbu
f(x+y)+ f(x—y)=2f(x)cosy
tenglamani ganoatlantiruvchi  f(x) funksiyalarni toping.
Yechilishi. y :% bo’lganda tenglikning 0’ng tomoni nolga teng bo’ladi.
x=0,y=t bo’lsa, tenglama f(t)+ f(-t)=2acost;

x=%+t, yzg bo’lsa, tenglama f(z+t)+ f(t)=0;
x:%, y:%+t bo’lsa, tenglama f(z+t)+ f(~t)=—2bsint

tenglamarga o’tadi. Bu yerda a=f(0), b= f(%} belgilashlar kiritilgan.
Hosil bo’lgan tenglamalardan  berilgan tenglamaning yechimi uchun
f(t)=acost +bsint funksiyani hosil gilamiz.

Javob: f(t)=acost+Dbsint

4-misol. Maxkamlangan a soni va ixtiyoriy x uchun

1+ f(x)

f(x+a)=1_f(x)

tenglikni ganoatlantiruvchi f(x) davriy funksiya ekanligini isbotlang.

Yechilishi.
ea) Tt
1+ f(x+a 1- f(x 1,
f(x+2a):1—f(x+a):1_1+f(X):_f(x)
1 f(x)
f(x+4a)=———— = f(x)

f(x+2a)
tengliklardan f(x) funksiya davriy bo’lib, uning davri 4a ga teng.
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5-misol. Ushbu p(x+1)=p(x)+2x-1 tenglikni ganoatlantiruvchi  p(x)
ko’phadlarni toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamani  p(x)=x*> funksiya ganoatlantiradi.
Berilgan tenglamaning boshga yechimlari mavjudmi? kabi savol tug’ilishi tabiiy.

Shuning uchun f(x)= p(x)-x* belgilash kiritsak,

f(x+1)= p(x+1)—(x+1) = p(x)+2x+1—(x+1f = p(x)— x* = f(x) bo’lib,
bundan f(x)=C =const. Demak, p(x)=x*+C.

Javob: p(x)=x*+C.

6-misol. Barcha x <R lar uchun aniglangan va ixtiyorty x,y lar uchun
Xt (y)+ ¥t (x)=(x+y)t (x)f (y)
tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) uzluksiz funksiyani toping.
Yechilishi. y=x= f(x)=f?(x)= f(x)f(x)-1)=0 , demak, barcha x lar
uchun f(x)=0 va f(x)=1luzluksiz yechimlardir. Uzilishga ega bo’lgan ko’plab
yechimlar ham mavjud. Rning ixtiyorty A qism to’plami uchun

f(x)— 0, agar x e A bo'lsa,
|1, agar xe R\ A bo'lsa

Ammo bu ziddiyatga olib keladi, chunki y=-x bo’lganda f(—x)= f(x)
bo’lib, f(x)-juft funksiyadir.
Javob: f(x)=0 va f(x)=1
7-misol. Barcha x,y lar uchun
FX)f(y)=fx-y)
tenglamani ganoatlantiruvchi noldan fargli f(x) funksiyani toping.
Yechilishi. y=0= f(x)f(0)= f(x) tenglikdan f(x) aynan noldan fargli

yechim bo’lgani uchun f(0)=1.
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y=x= f’(x)=f(0)=1 tenglikdan f(x)=-1 va  f(x)=1 uzluksiz
yechimlarni hosil gilamiz. Shu bilan birga uzilishga ega bo’lgan yechimlar ham
mavjud. Masalan, Rning ixtiyorty A qism to’plami uchun

f(x)— -1, agar x e A bo'lsa,
| 1, agar xe R\ Abo'lsa

yechimni olishimiz mumkin.
Javob: f(x)=-1 va f(x)=1
8-misol. x>0 soni uchun
f(xy)=xf (y)+ yf (x)
tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. g(x):@ belgilash kiritsak,

g(xy)= f(xy) _ xf(y)+yf(x) _ f(y)+ £(x)
Xy Xy y X

Koshi tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning yechimi g(x)=CInx bo’lgani uchun

=g(x)+g(y)

berilgan tenglamaning yechimi f(x)=CxInx bo’ladi.
Javob: f(x)=Clnx
9-misol. Ushbu
f(x+y)+ F(x—y)=2[f(x)+ f(y)]

tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. y=0=2f(x)=2f(x)+2f(0)= f(0)=0
kelib chigadi.

y=x= f(2x)+ f(0)=4f(x)= f(2x)=2%f(x)
matematik induksiya usuli bilan har bir ne N uchun
f(nx)=n’f(x) (1)

ekanligini ko’rsatishimiz mumkin.  x =ap—ratsi0nal son bo’lsa, u holda q-x=p-1

bo’lgani uchun f(q-x)=f(p-1), bundan esa (1) ga asosan q*f(x)=p?f(1), yoki,

f(x)=p—22f(1)=f(1)x2. a=f() belgilash Kkiritsak berilgan tenglamaning yechimi

o)
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f(x)=ax?® dan iborat bo’ladi. Bevosita tekshirish bu funksiya berilgan tenglamani
ganoatlantirishi kelib chigadi.

Javob: f(x)=ax?

10-misol. Ushbu
f(x+y)-fx-y)=2f(y)
tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksiyani toping.
Yechilishi. y=0= f(x)-f(x)=2f(0)= f(0)=0
kelib chigadi.
y=x= f(2x)- f(0)=2f(x)= f(2x)=21(x)

matematik induksiya usuli bilan har bir ne N uchun

f (nx)=nf (x) 1)
ekanligini ko’rsatishimiz mumkin.  x :ap—ratsional son bo’lsa, u holda gq-x=p-1

bo’lgani uchun f(q-x)=f(p-1), bundan esa (1) ga asosan gf(x)= pf(1), Yoki,
f(x)=2 f(1)= f)x. a=f(1) belgilash Kkiritsak berilgan tenglamaning yechimi

f(x)=ax dan iborat bo’ladi. Bevosita tekshirish bu funksiya berilgan tenglamani

ganoatlantirishi kelib chigadi.
Javob: f(x)=ax

11-misol. Ushbu
f(x+y)+ f(x—y)=2f(x)

tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksiyani toping.
Yechilishi.
y=x= f(2x)+ f(0)=2f(x)= f(2x)=2f(x)- f(0)
Endi berilgan tenglamada x ni 2x bilan almashtirsak y=x bo’lganda
f(3x)+ f(x)=2f(2x), yoki f(3x)=3f(x)-2f(0) tenglikni hosil
gilamiz. Matematik induksiya usuli bilan har bir ne N uchun
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f(nx)=nf (x)—(n—1)f (0) (1)

ekanligini ko’rsatishimiz mumkin.  x _ P _ratsional son bo’lsa, u holda q-x=p-1
q

bo’lgani uchun f(q-x)=f(p-1) , bundan esa (1) ga asosan
of (x)-(q-2)f (0)= pf @)~ (p-1) (0),
yoki bundan

yoki
f(x)=xf (1)+(x-1)f(0)
Endi a=f(0)+f(1)b=-f(0) belgilashlar kiritsak berilgan tenglamaning
yechimi f(x)=ax+b chizigli funksiyadan iborat bo’ladi. Bevosita tekshirish bu

funksiya berilgan tenglamani ganoatlantirishi kelib chigadi.

Javob: f(x)=ax+b

12-misol. Ushbu
fO)f(y)

=T 1ly)
tenglamani ganoatlantiruvchi  f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamani

1 1 1

focry) () f(y)

ko’rinishda yozib, g(x):i belgilash Kiritilsa, berilgan tenglama

f(x)

Koshining
g(x+y)=g(x)+g(y)

tenglamasiga o’tadi. Bu tenglamaning yechimi g(x)=cxbo’lgani uchun berilgan

tenglamaning yechimi f(x):% bu yerda a:%

Javob: f(x)=

< | o
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13-misol. Ushbu

f2(x)=f(x+y)f(x-y)

tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamani har ikki gismini logarifmlab,
2In f(x)=In f(x+y)+In f(x—y)

tenglamaga g =Ino f belgilash bilan

2g(x)=g(x+y)+g(x—y)

Koshi tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning yechimi g(x)=ax+b bo’lgani uchun

kiritilgan almashtirishga ko’ra berilgan
f (x)=Ce®ko’rinishda bo’ladi.

Javob: f(x)=Ce?

14-misol. x =021 soni uchun

f(x)+ f(ﬁ]:x

tenglik bajariladigan barcha f(x) funksiyani toping.

tenglamaning

(1)

yechimi

Yechilishi.  Berilgan tenglamada x—>1i almashtirish bajarilsa, (1)

—X

tenglama

f1—£+fx:1—E
1)+ 10

X X

tenglamaga (2) xaﬁ almashtirishda

f(l_lj”(L}L
X 1-x 1-x

tenglamaga o’tadi.

(2)

3)

Endi (1) va (2) tenglamalarni hadlab qo’shib, (3) ¢’tiborga olinsa, u holda

1

2f(X)+ ——=x+1-=

1-x

tenglikni va bundan berilgan tenglamaning
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yechimini hosil gilamiz.

15-misol. Ushbu
f(x—y)=f(x)f(y)+a(x)a(y)

tenglamani ganoatlantiruvchi uzluksiz funksiyalarni toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x va y ning o’rinlari almashtirilsa, f
funksiyaning juft funksiya ekanligi kelib chigadi.

x=y=f(0)=f2(x)+g*(x) va x=y=0= f(0)=*(0)+g*(0)
Shu bilan birga f(0)=1= g(0)=0.
Agar berilgan tenglamaday =0 bo’lsa
f(x)=f(x)f(0)+g(x)g(0)
Agar berilgan tenglamaday =0 bo’lsa
f(2x)= f (x)1 (- %)+ g(x)g(-x)
Oxirgi tenglik f(x)=cosx, g(x)=sin x funksiyalar uchun o’rinli.

Javob: f(x)=cosx, g(x)=sin x

16-misol. Ushbu
f(x+y)f(x=y)=[f()F(y)f

tenglikni ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz funksiyalarni toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamaning har ikkala gismini logarifmlaymiz.
Natijada

In f(x+y)+In f(x—y)=2In f(x)+2In f(y)
tenglama hosil bo’ladi. Endi g =Ino f belgilash Kiritilsa, u holda
g(x+y)+g(x—y)=29(x)+2g(y)

tenglama hosil bo’ladi. Ammo
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(x+y) +(x—y) =2(x2+y?)
ayniyat e’tiborga olinsa, u holda g(x)=ax® deb olishimiz mumkin. U holda

2

kiritilgan belgilashga ko’ra berilgan tenglamaning yechimi f(x)=e® .

Javob: f(x)=e*

17-masala. Arifmetik progressiyaning uchta: x,x+vy,x+2y hadlari
geometrik progressiyaning uchta: f(x), f(x+y), f(x+2y) hadlariga o’tkazuvchi,
ya’ni
[£ e+ y)F = £(0)f (x-+2y)
tenglamani ganoatlantiruvchi f :R — R funksiyani toping.
Yechilishi. Tenglamada x — x—y almashtirish bajarilsa, u holda tenglama
f2(x)= f(x=y)f(x+y)
ko’rinishni oladi. f(x)>0 deb faraz gilib, bu tenglamaning har ikkala gismini
logarimlasak,
2In f(x)=In f(x+y)+In f(x—y)
tenglama hosil bo’ladi. Endi oxirgi tenglamada g=1Inof almashtirish bajarilsa,
oldindan yechilgan
29(x)=g(x+y)+g(x~y)
tenglamani hosil qolamiz. Bu tenglamaning yechimi g(x)=ax+b bo’lgani uchun

kiritilgan o’rin almashtirishga ko’ra berilgan tenglamaning yechimi

f(x)=Ce*™ dan iborat.

Javob: f(x)=Ce*

18-misol. Ushbu
f(x+y)=F(x)+ f(y)+ F(x)f(y)
tenglikni ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz funksiyalarni toping.
Yechilishi. Agar f(x)=g(x)-1 belgilash kiritilsa berilgan tenglama

Koshining
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g(x+y)=9(x)g(y)
tenglamasiga o’tadi. Bu tenglamaning yechimi g(x)=a* bo’lgani uchun berilgan
tenglamaning yechimi f(x)=a* —1 dan iborat.

Javob: f(x)=a* -1

19-misol. Ushbu
f2(x)=1+ f(x+1)
tenglikni ganoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.
Yechilishi. f(x)=ax+b —chizigli funksiya bo’Isin. U holda
(ax+b)’ =1+a(x+1)+b . Bundan
a’x* +(2ab-a)x+b*—a-b-1=0
tenglik barcha XxeR lar uchun bajarilishi  kerak. Demak,

_|_
a=o,b2—b—1=o:b=¥.

Javob: f(x)= 112‘@

20-masala.  Arifmetik progressiyaning uchta hadini  arifmetik
progressiyaning uchta hadlariga o’tkazuvchi funksiyaga misol keltiring.
Yechilishi.  Arifmetik  progressiyaning dastlabki uchta hadi f

almashtirishda arifmetik progressiya tashkil etuvchi  f(x), f(x+y), f (x+2y)

sonlalrga o’tsin. U holda arifmetik progressiyaning ta’rifiga asosan
f(X)+ f(2x+y)=2f(x+Y)

funksional tenglamaga ega bo’lamiz. Bu tenglamada y=0 bo’lsa, f(2x)=2f(x)

tenglamaga va induksiya bo’yicha
f (nx)=nf (x)

funksional tenglamaga ega bo’lamiz.

x:ap—ratsional son bo’lsa, u holda qg-x=p-1 bo’lgani uchun

f(q-x)=f(p-1) , bundan esa qf (x)=pf(1), yoki, a= f(1) belgilash kiritsak berilgan
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tenglamaning yechimi f(x)=ax dan iborat bo’ladi. Bevosita tekshirish bu funksiya

berilgan tenglamani ganoatlantirishi kelib chigadi.
Javob: f(x)=ax

21-misol. Ushbu
3f(2x+1)= f(x)+5x
tenglikni ganoatlantiruvchi funksiyani toping.
Yechilishi. Berilgan tenglamaning yechimini f(x)=ax+b ko’rinishda
izlaymiz. U holda berilgan tenglamadan

6ax+3a+3b=(a+5)x+b

tenglikka kelamiz. Bu tenglik barcha x lar uchun 6a=a+5, 3a+3b=b bo’lganda,

ya’ni a=1b= —g bo’lganda bajariladi. bundan berilgan tenglamaning yechimi

f(x)zx—g ekanligi kelib chigadi.

Javob: f(x)= x—g.

22-misol. X =0 nugtada chegaralangan,

f(x)—% f[g) = x?

tenglamani qanoatlantiruvchi funksiyani toping.
X X X

Yechilishi. Berilgan tenglikda ketma ket Xni ST

N | X

almashtirib, hamda hosil bo’Igan tengliklarni ketma ket % ga ko’ paytirib
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tengliklarni yozamiz. Bu tengliklarni hadlab qo’shib,

f(x) = f[ X j=x2(1+i+i+...+ 1}

o 2n+l 2n+l 23 26 23!‘1
tenglikka kelamiz. Bunda x—o0 da f(x) yaginlashuvchi, n—« da esa bu

1

1
1=

yoki, f(x):gxz natijaga erishamiz.

tenglikdan f(x)-0=x*-

Javob: f(x):?x2
23-misol. Ushbu

f(x)—% fe):x—x2

tenglamani  ganoatlantiruvchi, har qanday chekli oraligda chegaralangan
funksiyani toping.
Yechilishi. 1-misoldagidek bajarilgan ishlarni bajarib,

1 X 1 1 1 1 1 1
fX)-— | — |=X1+S+—+ -+ X I e
() 2n+l (2n+1j ( 22 24 22n) ( 23 2 23nj

tenglikka kelamiz. Bunda f(x) chegaralangan bo’lib, N—oo da esa bu

1 , 1
1 1
- -5

yoki, f(x)=gx—§x2 natijaga erishamiz.

tenglikdan f(x)-0=x-

24-misol. a=+1 hagigiy soniva x=1 da aniglangan ¢(x) funksiya uchun

f(Lj _ af (X)+ 0lx)

x-1

tenglikdan f(x) funksiyani toping.

Yechilishi. y=—"_ belgilash kiritilsa, x=—- va
x-1 y-1

f(y):af( y j¢[ y ]=a<af(y>+¢(y»+¢[ij,

y-1 y—-1 y-1
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yoki
(1-a%)f (y)=ap(y)+ (p[LJ

y—1

y

a¢>(v)+¢[ J
y-1 bo’ladi.

bo’ladi. Bundan esa f(y)=

1-a?

Javob: f(x)=

25-misol. Qanday funksiya
xf (x)+ 2xf (= x) = -1

tenglik bilan xarakterlanadi?

Yechilishi. x ——x almashtirishlar bajarilsa, u holda
—xf (= x)—2xf (x)=-1

tenglama hosil bo’ladi. Ikkinchi tenglamani 2 ga ko’paytirib birinchi tenglamaga

qo’shilsa  —3f(x)=-3 va bundan izlangan funksiya f(x):E ekanligi kelib
X

chigadi.

Javob: f(x)=

X | =

26-misol. Ushbu
f(x+y)=f(x)+ f(y)+xy
tenglikni ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz funksiyalarni toping.

Yechilishi. Agar f(x)=ax?+bx+c bo’lsa , u holda berilgan tenglamadan
hisoblashlar natijasida
(2a-1xy=c
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tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglik a=%,c:0 bo’lganda barcha x,y lar uchun
o’rinli bo’ladi. Demak, f(x)zéx2 +bx berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi.

Javob: f(x):%xz +bx

27-misol. Agar gq>0,g=1bo’lsa

f(x)= f(ax)
tenglamani yeching.

Yechilishi.  Berilgan tenglamada x=q", f(x)=¢(t) belgilash Kiritilsa,
tenglama f(qt)z f(q“l) yoki  ¢(t)=g(t +1) ko’rinishni oladi. Bundan izlangan
funksiya davri 1 ga teng bo'lgan funksiya ekanligini ko’rsatadi. Demak,

In[X

f(X)=0lt)=plt)= p| — |,

)=o)= )= {1
bu yerda p—davri 1 ga teng bo’lgan ixtiyoriy funksiya.
In[X

Javob: f(x)=p| — |,

(x) pilnq]

bu yerda p—davri 1 ga teng bo’lgan ixtiyoriy funksiya.

3.2-§. Turli xil turnir va matematik olimpiadalarda talabalar yechishi

uchun taklif etilgan misollardan namunalar

Dastlab viloyat olimpiadalarida yechish uchun tavsiya etilgan quyidagi
misollarni keltiramiz:

1-misol. Agar x,yeR bo’lsa, ixtiyorly x,y larda f(x—y)= f(x)+ f(y)-2xy
shartni ganoatlantiruvchi barcha f funksiyalarni toping.
Yechilishi. Berilgan tenglamada x=2y deb olinsa, f(2y)=4y* tenglik
hosil bo’ladi. Bundan f(x)=x* ekanligi kelib chigadi.
Javob: f(x)=x?.
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2-misol.  (x) funksiya ixtiyorly y uchun aniglangan va quyidagi
Xossalarga ega:

1) t@)=2,

2) f(x+6)> f(x)+6

3) f(x+1)< f(x)+1;

f(2010) ning giymatini toping.

Yechilishi. Masalaning 2) va 3) shartlaridan
f(x)+6< f((x+5)+1)< f(x+5)+1, ya’ni f(x+5)>f(x)+5. Hosil bo’lgan tengsizlik
va 3) shartdan f(x)+5< f((x+4)+1)< f(x+4)+1, ya'ni f(x+4)> f(x)+4. Xuddi shu
tartibni davom ettirsak, f(x+1)> f(x)+1 bo’ladi. Bu va 3) shartdan

f(x+1)= f(x)+1
funksional tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning yechimini f(x)=ax+b
ko’rinishida izlab, a=b=1 ekanligini aniglaymiz. Demak, f(x)=x+1 bo’lgani
uchun  (2010)= 2011 bo’ladi.

Javob: 2011

3-misol. vxeR haqiqiy sonlari uchun ushbu
(x+DP(x=1)+ (x—1)P(x +1) = 2xP(x)

tenglikni ganoatlantiruvchi barcha P(x) ko’phadlarni toping.

Yechilishi. 1-usul. x=0 bo’lsa, u holda P(-1)=P(1), x=1 bo’lsa, u holda
P(0)=P(1) bo’lgani uchun P(x) ko’phadni P(x)=cx(x*~1) ko’rinishida izlash
mumkin. Bevosita tekshirish  P(x)=cx(x*~1) ko’phad berilgan ayniyatni
ganoatlantirishini ko’rsatadi.

2-usul. Berilgan ayniyatning har ikkala gismini x*-1 ifodaga bo’linsa, u
holda

P(x—1)+ P(x+1) 2x* P(x)

X—1 Xx+1 x*-1 «x

yoki
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F(x—1)+ f (x+1) = Xzfl F(x)

tenglikni beradi. f(x) ko’phadni f(x)=ax?+bx+c ko’rinishda izlaymiz. Natijada

XZ

21

a= (ax? +bx +c) tenglikni hosil gilamiz.

X

Bundan c¢=-a,b=0 ekanligini aniglaymiz.

Javob: P(x)=ax(x* -1)

Endi xorijda talabalar o’rtasida o’tkazilgan xorijning turli matematik
olimpiadalarda yechish uchun tavsiya etilgan funksional tenglamalarga oid bir
gator misollardan namunalar  keltiramiz.  Misollarning  aksariyati  [14-16]
adabiyotlardan tanlangan.

1. (MDPI) Uzluksiz funksiyalar sinfida
f(x)= f(2x)
tenglamani yeching.

2. (MIIT) x=0 nugtada chegaralangan
1.(x 9
f(X)—E f(zj—x

tenglamani ganoatlantiruvchi funksiyani toping.

3. (MEI) Ushbu
f(X+ )_ f(X)+f(y)

1= f(x)f(y)
funksional tenglamani ganoatlantiruvchi barcha differensiallanuvchi funksiyalarni
toping.
4. (MEI) Ixtiyoriy x, va x, lar uchun
f(x, +x,)=f(x) f(x,)
munosabatni ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz f(x) funksiyalarni toping.

5. (MDPI) a =0, haqgigly son bo’lsin. x #1 bo’lganda aniqlangan va

f[ﬁj = af (x)+ ¢(x) 1)

tenglamani ganoatlantiruvchi barcha f(x) funksiyalarni toping.
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6. (MDPI) x>0 yarim 0’qda
f(x")=of (x)
funksional  tenglamani yeching, bu yerda o —maxkamlangan haqigiy son,
n—natural son.
7. (Mexmat) Barcha x laruchun R da
f(x)= f(sin x)
tenglamani ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz (x) funksiyalarni toping.
8. (KDU) x =0 nugtada uzluksiz va barcha x,y e R lar uchun
f(x+2)=F()+ f () +0lx +y)
munosabatni ganoatlantiruvchi barcha uzluksiz f:R — R funksiyalarni toping.
9. (Mexmat) Barcha x,yeR lar uchun P(x) ko’phad
P*(x)=P*(y)= P(x+y) Plx—y)
tenglikni ganoatlantiradi. Qandaydir « soniuchun P(x)=ax ekanligini isbotlang.
10. (KDU) f(x) funksiya [0,1] kesmada Riman bo’yicha integrallanuvchi

f(X):%f(§j+ f(x;rl}r f(x;:zj

1
T

bo’lib, xeR uchun

tenglikni ganoatlantiradi. Shu bilan birga f( j:l. f(x) funksiyani aniglang.

11. (Moskva I-I1l kurs) Barcha xR lar uchun
f(f(x)=e™
munosabatni ganoatlantiruvchi butun haqiqiy son o’qida aniglangan uzluksiz f(x)

funksiya mavjudmi?
12. (MEI) Ushbu

¢=|p(x)dx+y x=0

O e T

tenglamani ganoatlantiruvchi barcha ¢<C[a,b] funksiyalarni toping, bu yerda
@<Cla,b] ma’lum funksiya.
13. (Mexmat) ¢(t) funksiya
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1- (1) + Yat olt)

tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda a, —haqigiy sonlar, k, — musbat butun son.

Agar
o(t)f (to(t)) =

1
1-t
bo’lsa f(t) funksiyani toping.
12. (UDN) p(x):[01]—R, p(0)=p(1)=0 va barcha x,ye[01] lar uchun

%iiﬂﬁp&%pW)

2
a) Barcha xe[01] lar uchun p(x)>0 ekanligini va p(x) funksiya [0]
kesmada cheksiz ko’p nollarga ega bo’lishini isbotlang;
b) Aynan nolga teng bo’Imagan p(x) funksiyaga misol keltiring.
13. (Nyu-York, 1978) f:R — R funksiya
f(xy) = f(x)+ f(y)

X+y

, X, YyeR, x+y=0

ayniyatni ganoatlantiradi. f(x)=0 shartni ganoatlantiruvchi x € R soni mavjudmi?
14. (Bolgariya, 1968) Ushbu
Xt (y)+ yf (x)=(x+ y)f () (y)
ayniyatni ganoatlantiruvchi barcha f:R — R funksiyalarni toping.
15. (Germaniya, 1982) M bilan (0)= 0 shartni va n,m ez sonlari uchun
f(n)f(m)=f(n+m)+ f(n-m)
ayniyatni ganoatlantiruvchi f:zZ — R funksiyalar to’plami berilgan.
a) f(1)=5/2 shartni ganoatlantiruvchi barcha f(n)e M funksiyalarni toping;
b) f(1)=+/3 shartni ganoatlantiruvchi barcha f(n)e M funksiyalarni toping.
16. (Avstriya-Polsha, 1979) Ushbu
f(n+m)+ f(h-m)=f(3n),n,meZ",n>m
ayniyatni ganoatlantiruvchi barcha f:z* — R funksiyalarni toping.
17. (Nyu-York, 1976) f,g:R— R funksiyalar o’zgarmas sondan farqli

bo’lib, x,yeR sonlariuchun
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f(x+y)=f(x)-g(y)+a(x) f(»)
g(x+y)=9(x)-g(y)- f(x)- ()

ayniyatlarni ganoatlantiradi. f(0) va g(0) ning mumkin bo’lgan qiymatlarini
toping.
18. (Lyuksemburg, 1980) f(1)=2 shartni va x,y e Q sonlari uchun
fxy)=F)f(y)-fx+y)+1
ayniyatni ganoatlantiruvchi barcha f:Q — Q funksiyalarni toping.
19. (Yugoslaviya, 1983) f:z — R funksiya nez uchun

n—-10 , agar n>100 bo'lsa,
f(n)= .
f(f(n+11)), agar n <100 bo'lsa

shart bajariladi. Ixtiyoriy n<100 uchun f(n)=91 ekanligini isbotlang.

20. (Xindiston, 1990) Nomanfiy sonlar to’plamida f funksiya aniglangan
bo’lib, bu funksiya 0’z qiymatlarini shu to’plamdan qabul qiladi. Quyidagilar
ma’ lum:

a) nomanfiy X sonlari uchun

X — f(x)=19{19} 90{ fg(o)}

b) 1900 < f(1990)<2000. f(1990) ning qabul giladigan qiymatlari to’plamini
toping.
21. (Ruminiya, 1979) f,g,h:N — N funksiyalar quyidagi:
a) h(n) funksiya neN nugtada bittadan ortiq giymatni gabul gilmaydi;
b) g(n) funksiyaning giymatlari N  to’plamdan iborat;
c) neN uchun f(n)=g(n)-h(n)+1
shartlarni ganoatlantiradi. neN uchun f(n)=1 ayniyatni isbotlang.

22.  (Ruminiya,1978) neN uchun f(f(n))=n®>  ayniyatni

ganoatlantiruvchi f : N — N funksiya mavjudligini isbotlang.

k k
23. (AQSh,1982) fk(x,y)zxk””(j) 6+Y)' pelgilash  kiritamiz.

m+n =0 tengsizlikni va x,y e R sonlari uchun
fu (0 Y)fa (0 y)= frn(xy)
ayniyatni ganoatlantiruvchi noldan fargli barcha m<n sonlarini toping.
Ko’rsatma. m=2n=3 va m=2n=5 juftlar ko’rsatilgan shartlarni

ganoatlantiradi.
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24. (Belgiya,1977) Ushbu
f(x+y)=f(x)+ f(y)+2xy, x,yeR
ayniyatni ganoatlantiruvchi cheksiz marta differensiallanuvchi barcha f:R >R

funksiyalarni toping.

111 bob bo'yicha xulosa

Mazkur bobda hozirgi kunda turli xil matematik turnir va olimpiadalardan
o 'rin olgan funksional tenglamalarni yechish masalalari garalgan. Misol tarigasida
shu yil akademik litsey va kollej talabalari uchun o°tkazilgan viloyat olimpiadasida
Ihtiyoriy vxeR hagigiy sonlari uchun ushbu

(x+DP(x=1)+ (x—1)P(x +1) = 2xP(x)

tenglikni  ganoatlantiruvchi barcha P(x) ko’phadlarni topish masalasi ham
dissertatsiyadan o 'rin olgan. Shuningdek bu bobda jahonning turli xil turnirlar va
matematik olimpiadalarda talabalar yechishi uchun taklif etilgan funksional

tenglamalarga oid misollar jamlangan.

67



Umumiy xulosa

Matematika fanida funksiyalarning ko’plab xossalari o’rganiladi. Ayrim
xossalarini funksiyaning turli nuqtalaridagi qiymatlarini bog’lovchi tenglamalar
yordamida ifodalash mumkin.  Adabiyotlarda bunday tenglamalar funksional
tenglamalar deyiladi. Masalan, o’zining aniqlanish sohasida juft, toq va davriy
bo’lgan funksiyalar mos ravishda

f(x)=f(-=x), f(x)=—f(=x) va f(x)=f(x+T)
funksional tenglamalarni qanoatlantiradi. Shu bilan birga, bizga ma’lum bo’lgan
x", a*, log, x, tgx elementar funksiyalar mos ravishda
fOy)= ) () Flx+y)=FO)F(y) f(xy)= F(x)+ f(y)

00+ 1(y)
)=t Gatly)

tenglamalarni ganoatlantirishini ko’rish qiyin emas.

Funksional tenglamalar ko’plab matematik turnir va olimpiadalarda
berilib, bu funksional tenglamalarni ganoatlantiruvchi funksiyalarni toppish talab
gilinadi. Umuman aytganda funksional tenglamalarni yechishning  traditsion
usullari mavjud bo’lmasdan balki har bir olingan tenglamaga alohida garash lozim
bo’ladi.

Magistrlik  dissertatsiyamizda  asosan  funksional  tenglamalarni
klassifikatsiyalashga e’tiborimizni qaratdik. Shu maqsadda eng sodda elementar
funksonal tenglamalar, klassik funksional tenglamalar hamda funksional
tenglamalar ~ yordamida  qator  koeffisiyentlarini  aniglash,  trigonometrik
funksiyalarni aniqlash kabi bo’limlarga ajratdik. Shuning bilan birga turli xil turnir
lar va matematika olimpiadalarda funksional tenglamalarni yechishga oid taklif
gilingan misollardan namunalar keltirdik.

Mazkur ishimiz talabalarni turli xil matematik turnirlarga tayorlashda

go’llanma bo’lib xizmat qiladi deb hisoblaymiz.
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