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HKKu ynuoenu unmezpainu Xucooaui.
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Uch karrali integral va uni hisoblash.

Avvalo uch karrall integralga keladigan masalalarni ko’rib chigaylik. Ulardan birl jismning
massasini hisoblash hagida masala [1-3].

Massa bilan to’ldirilgan biror ( V) jism berilgan bo’lsin. Uning har bir JW(X, y,z) nuqtasida bu
jismning p = p(M“) = ,0( X, y,z) zichligi ma’lum bo’lsin, Shu jismning # massasini aniglash talab
etilgan bo’lsin. .

Bu masalani echish uchun (V) sohani bo'laklarga ajratamiz: (K),(Vz),,(Vn} uning
bo'laklari bo’lsin va har bir bo’lakdan M, (gff,?)).,é' i.) nuqtani tanlaylik. Har bir (Vl) bo’lakda zichlik
0'zgarmas va p(gf”?]f,,gi) ga teng. U holda bo’lakning massasi m, tagriban

m o~ p(Ean,. )

ga teng. Butun jismning massasi esa tagriban
M
e S p(Em LY,
=1

teng bo’ladi. Bo'laklaming diametrini o (V) desak, bo’linishning diametri o, =maxd (P:) nolga

1<ign

intilsa, v holda bu tagribiy tenglik aniq bo’lib,

m=lim ip(fi,m,g)dV : (0.1)
i=] _

a'y —3{} o

va masala echildi.
Bu masalani echimidan ko’rinadiki, bunday gatorlardan limit olish integral
Yig'indilardan limit olishga o'xshash bo’layapti. Bunday limitlar ko’proq mexanika va fizika

masalalarida uchraydi. Bu limitning giymati uch karrali integral deb ataladi. U holda jismning massasi

m = mp(x,y,z)cﬂ/ (0.2)
()

ko’rinishda yoziladi.

Endi uch karrali integralning mavjud bo’lish shartlarini keltiramiz.

Biror (V) sohada f (x,y,z) funksiya berilgan bo’lsin, Bu sohani fazoviy to’r orqali chekli
sondagi (L’?),(f/z),...,(ffjl) bo’laklarga bo’lamiz. Bu bo’laklar mos ravishda F,V,,...,V, hajmlarga
ega bo’lsin, 7— chi ( V:) bo'lakdan ixtiyoriy (fl,nﬁé’ ,.) nugta olib, bu nugtadagi funksiyaning
F{&.m,.¢)) giymatini shu bo’lakehaning hajmi ¥, ga ko’paytiramiz. Barcha bo’lakchalardagi bunday

ko'paytmalarni yig’ib, ushbu



n

g= Z‘f‘(é"iﬁnﬂé’i)dyi

i=1
integral vig'indini tuzamiz [1.2].

Ta’rif. ( V,) bulaklarning diametri nolga intilganda integral yig'indining chekli J limid

f(x?y, z) funksiyaning (T/) soha bo’yicha uch karrali integrali deyiladi va

J = Hff(x,yjz)dV = ”J‘f(x,y,z)dxdydz
() )

kabi belgilanadi [1].
Bu chekli limit fagat chegaralangan funksiyalar uchun mavjud bo’ladi. Bunday funksiyalar uchun o

integral yig'indidan tashqari yana Darbu yig'indilarini ham tuzib olishimiz kerak:

Szim,f/ﬂ_ S:iﬁﬂfr ;
j=l =1

bu erda

m,zinf{f}, MlmSup{f}.

) ()

Uch karrali integralning mavjud bo’lishi uchun
Im(S~s5}=0
AI/~>O(S )

yoki

lim » @V, =0
G ‘ ,
shartni  bajarilishi zarur va etarli. Bu erda «, =M, —-m, f (x, y,z) funksiyaning (V!) sohadagi
tebranishi deyiladi.
Bundan har ganday uzluksiz funksiyaning integrallanuvchiligi kelib chigadi.
Integrallanuvchi funksiyalar va uch karrali integralning ba’zi muhim xossalarini keltivamiz [3,4].

1°. Agar (V) = (V') + (V’.’) bo’lsa,
[[[ 7 (zyz)ar =[[[ s (zv.z)ar + [[[ f(z..2)aV.
7 i oy

Chap tomondagi integrallarning mavjudligidan o’ng tomondagi integralning ham mavjudligt kelib chigadi
va aksincha.

2%, Agar k = const bo’lsa,

[ e ][ s

Chap tomondagi integrallarning mavjudligidan o’ng tomondagi integralning ham mavjudligi kelib chigad:

va aksincha.



3% Agar (V) sohada f (x, y,z) va g(x, y,z) funksiyalar integrallanuvchi bo’lsa, /g

funksiya ham (V) sohada integrallanuvchi va
(s Gevzy 2 g(wyz))ar = [[[ £ (xy.z)adv £ [[[ e (x.y.2)av
¥ ) (¥
munosabat o'rinli.
4% Agar (V) sohada integrallanuvchi 7 (x, y,Z) va g(x, y,z) funksiyalar uchun < g
tengsizlik bajarilsa,

J;Ij(f(x,y,z)dVSﬂ.)]’g(x)y,z)dy

()
tengsizlik ham ¢’rinli bo’ladi.

50 7 (x, y,z) funksiva integrallanuvchi bo’lsa, } ¥ (x, y,z)! funksiya ham integrallanuvchi

bo’ladi va

| |

g}[f(x,y,z)dlf S";F’:j”f(x,y;,z)“dﬂ

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
6, (V) sohada integrallanuvchi f (x, y,z) funksiya uchun
m= f(x,y,z) <M
tengsizlik o’rinli bo’lsa,

mV < jjff(x,y,z)dV <MV
)

tengsizlik ham o’rinli bo’ladi.

Shu o’rinda o’rta giymat hagida teorsma uchun

J.ﬂf(.x,y,z)dlf:y,v (m<pu<M)
) |

tenglikdan foydalanamiz. f(x, ¥, Z) funksiya uzluksiz bo’lgan holda ushbu formulani quyidagi
[[[f(xy.2)av = F(Z5.2)V (03)
"

ko’rinishda ham yozish mumkin, bu erda (T WV, 2 ) nugta (V) schaning biror nugtasi.
Chegarasi o’zgaradigan soha bo’yicha uch karrali integralni kiritamiz.

(v) - chegarast o’zgaruvchili soha bo’lsin. U holda

O((v))= 'g)ff(x,y,z)df/ 0.4)

munosabat o’rinH.



Endi xuddi shunga o’xshash q)((v)) funksiyadan berilgan A/ nuqtada soha bo’vicha hosila

tushunchasini ham kiritish mumkin, ya’ni ushbu

((v))

fim —)
(vi>d v

limit @((V)) funksivadan (v) soha bo’yicha hosilasini ifodalaydi.

7 Agar integral ostidagi funksiya uzluksiz bo’lsa, (1 4) integraldan M
nugtada soha bo’yicha hosilasi integral ostidagi funksiyaning shu nugtadagi

(iymatiga teng.
F(M)=f(x.y,z).
Shuning uchun yugoridagi (1.4) integral f(x, ysz) funksiya uchun gaysidir ma’noda

«boshlang’ichy funksiya sifatida qabul qilsa bo’ladi.

Uch karrali integralni hisoblashning ba’zi hollarini keltiramiz [3.4].

Faraz gilaylik qaralayotgan sohamiz (T ) = [cz,b, c,dse, | ] to’g’ri burchakli parallelopipeddan
iborat bo’lsin. Shu sohada f(x, y,z) funksiva berilgan bo’lsin, (T ) sohaning )z tekislikdagi
proeksiyasi { R} = {C‘,d e, | ] to’g’ri to’rtburchakdan iborat.

Teorema. Agar [ (x, ¥,z funksiya uchun

_};J;‘.f(x,y,z)dl/ (0.5) |

uch karrali integral maviud va [a,b] oraliqdagi har bir tayinlangan x uchun

](x) = ﬁf(x,y.,z)dR (0.6)

(8)
ikki karrali integral va shuningdek
b ' .
jdx}:[f(x,y)z)d]? 0.7
@ (R)

takroriy integral mavjud bo’sa

”‘J‘f(x,y,z)d]’ = _de”f(x,y,z)d}% (0.8)
(%)

[l

a4
tenglik o’rinli bo’ladi [3,4,5].
Ishot. [a,b}, [cj d] va [e, /| oraliglarni
Yo =a <X <..<X, <.<x =),
Yo =C<) <<y, <<y, =d,

Zyme<z<..<z, <.<z =71,



nuqtalar yordamida bo’laklarga bo’lamiz, o’z navbatida (7'} parallelopiped ham

(]“f“;,k ) = L_x:' ’xf*‘"'l;yj ?-yjm'l ;21{9 Z)’M«I_J
(z’ =0,L,..,n-1; j=0,1... m~Lk=01,.1/[- 1)
elementar  parallelopipedlarga  bo’linadi.  Bir  vagtda (R) to’g’rt to’rtburchar  ham

r . e
(R;, k) = ViV Ze e J elementar to’g’ri to’rthurchakka bo’linadi. Agar

m, = (inf {f}5 M, ,=Sup {f},

Tiss) (%)
deb olsak, 6 xossaga ko’ra Vx € X, X, , | uchun
g ; ol

m, Av,Az, < H f(x,y,z) dydz< M, Ay Az,

{74
ega bo’lamiz. Vx =¢ giymatlarni fiksirlab J va k laning barcha giymatiari bo’yicha tengsizlikda

yig'ib chigamiz va

4

Z m, Ay, Az, < ](f{.) ﬁzz M, Ay Az,
k ik .
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu erda

[(ff) = J.j‘f(cj,y,z)dydz.
(%)

Bu tengsizliknl Ax; ga ko’paytirib / ning qiymatlari bo’yicha yig’ib chigamiz:
ZZZ}‘MM,,{A,Y,AJ/JAZ;( < Z[(g’})&x, < ZZZM!,J.:‘,{AXF.A}»}AZ,{.
i 5k i i j ok
Chetki hadlar (1.5) integral uchun Darbu yig'ndilari hisoblanadi. Ax, Ay j,Azk lar nolga intilganda (1.5)

integralga teng bo’ladi. O'rta had esa /(& ) funksiyanin integral yig’indisi bo’lib, Ax, —>» 0 da (1.7
. i g ;

integralga teng bo’ladi va (1.8) tenglikning bajarilishi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi [3,4].

Agar
/
[/ (xp,2)dz (0.9)

integral ham fiksirlangan Vxe[a,b] va Vye[c,d] lar uchun mavjud bo’lsa, (1.8) dagi ikki karrali

integral takrorly integral bilan almashtirilib
, bood
J-J'J'f(x,yﬁz)dT = fdxfdyff(x,yjz’)dz (0.10)
(n o ¢ e

hosil gilamiz.

Shunday qilib, uch karralli integralni



Iﬁsnblash uchta sodda integralni ketma-ket hisoblashga keltiriladi. (1.10) da x, ¥,2 o’zgaruvchilarni
joylashishini ixtiyoriy ravishda olish mumlin,

Endi ixtiyoriy soha bo’yicha uch karrali integralni hisoblaymiz. (V) ixtiyoriy jism berilgan
bo’lsin, Agar f (x, y,z) funksiya ( V) sohada aniglangan bo’lib, bu funksiya bilan birga (x, y,z)
funksiya ham berilgan bo’lsin. Bu funksiya (V) sohani to’ldiruvchi (f) to’g’ri to’rtburchakli
paraliclopipedda aniglangan, yva’ni

) fx3.2) (V) da |
f (x,y,z): o o
0 (V) ning tashqarisida.

Shu yo’l orqali yugorida keltirilgan usulga kelamiz, (V ) jism x =x, va x = X tekisliklar orasida
joylashgan bo’lsin, (P;) orqali bu jismning yz tekislikdagi proeksiyasini belgilaylik, U holda ikki va
uch karrali integraining mavjudligidan

HJ‘f(x,y,Z)DVSIdxfff(x,y:z)dydz (1.8$)
)

X (P.;)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu (1.8) formulani analogi bo’ladi.

Endi (V) jism mos ravishda yuqori va quyidan N
pA
z= z(x,y) va =7 (x, y) sirtlar ~ bilan ' R4
chegaralangan «silindrik brus»dan bo’lsin. Bu sohaning Xy
, T .
tekislikdagi proeksiyasi (D) figura va (K ) egri chizig *  bilan
chegaralangan bo’lsin. Demak, (V) jism yon tomondan z
o’qiga parallel bo’lgan silindrik  sirt  va (K)
vo'naltiruvchi egri chiziq bilan chegaralangan ekan. U holda
(1.7) formulaning anologi
Z{x.¥)
fﬂf(x,y,z)dV = ” dxdy j Fx,y,z)dz (1.7
U,’) fm R ..\Jk
ko’rinishda bo’ladi. Buning uchun ikki karrali
va oddly integralning mavjudligi talab etiladi,
Agar (D) soha ¥ =y, (1) va
v=¥(x) (%, <x=<X) chiriglar _ bilan
g 4

chegaralangan egri chizigli trapetsivadan O ‘ . ! : - ¥ iborat

i ! t i
bo'lsa, (V) jism yuqoridagi ikkinchi g ; 5 ; 5

------- oy —7 5 |
tipdagidek bo’ladi. Tkki karrali integralni i/ : Fi (1.8
F A i iy




voki (1,77} kabi almashtirsak,

Cv) Z(xy)
J‘Hf (%,¥,2)dV = j'de' dyzf Sf(xy,2)dz (1.109
N S

formulani hosi! gilamiz. Bu formula (1.10) formulaning umumiashgan holi hisoblanadi.
Yuqorida keltirilgan hollar uchun misollar ko’rib chigamiz.

1~misol. Ushbu

K= f f j zaxdydz

2 2
X z : o
integral hisoblansin, Bu erda (V) -+ -?f; + - <1 ellipsoidning yuqori yarim gismidan iborat soha
o ¢
bo’lsin,
e yz
Bu (V) jismning X} tekislikdagi proeksiyasi — + —l—b—f <1 ellipsdan iboratdir. Shuning uchun
a

X ning o’zgarish oralig’i —a dan a gacha bo’ladi, tayiniangan x ning giymatlarida y o’zgaruvchi

SR b 7 = : o ) o .
a”—x" dan —+a" —x" gacha o’zgaradi, Berilgan (V ) Jism pastdan X} tekislik, yuqoridan
i o

2 2
, )
ellipsoid sirt bilan chegaralangan, tayinlangan x va y lar uchun z o'zgaruvchi 0 dan G\/ —Mf**"?;"g
a
gacha o’zgaradi. ‘
Shunday qilib, (1.10 ) formulaga ko'ra
o 2
LN CIIW.{;_% LN PER
a Vo et 2 a X %
fmj.a’\f j dy J zdz=—fdx J ey ldy =
R N y o\ 4 b
a ) i
LN )
LA .
a g 2 20 2 a
X 2be 2\ 2
=c* [ax | (1— e TR | (P )/%fx:
- 3oL a b 3a7 * E
2 “ 3/
T
j’ / P ==abdt
3a . 4
. A
Z2-misol, Ushbu
I = ﬂ f zdxdydz
A il
1 + . aa R hj:
integral  hisoblansin. Bu erda (A) jism PN
e
o \{(4)
2 =—f€2—(x‘ +y ) konusli sirt va z="1 ekislik !\~ N bilan
!
i
]
chegaralangan soha. roy
1 e
wip
t R ¥
(o)At —r vy
b e &



{a) konusii sirtni xy tekislikdagi proeksiyasi (Q) X+ y* £ R* doiradan iborat. (1.7
formuladan foydalanib
A l
=1 dxdy zdz = —
Jodr | s=al]
% mf?‘m\jx -+
bo’ladi. Bundan qutb koordinatalariga o’tib,

ir thz
m’r =z :

2R2
{b) boshqga usulda integralning giymatini
h
I= jzdz ” dxdy
o (D)
ko'rinishda ham hisoblab topish mumkin {1-8]. Bu erda (D) xy tekislikdagi proeksiyasi bilan balandlik

=g

yotgan z tekislikning kesishmasi. Bu proeksiya m};— radiusli doiradan iborat. Shuningdek ikki karrali

L . 7Z’R2 2

integral doiraning yuzi -—Z" gateng. Bundan
TR . aRME
I z°dz = -
0

bo’lishini topamiz.






