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Kirish 

1. Masalaning qo’yilishi. Bitiruv malakaviy ishida ikki karrali integral 

to’g’risida umumiy tushunchalar, uning ta’rifi, xossalari, ikki karrali integralni 

hisoblash, ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni almashtirish, Ostragradskiy 

determinantidan foydalanish, tekis soha yuzasi, jismning hajmini, sirt yuzasini, 

jismning massasini, inertsiya moment, shuningdek jismning og’irlik markazining 

koordinatalarini topish masalalarini hal etish ko’zda tutiladi. 

2. Mavzuning dolzarbligi. Ikki karrali integral matematik analizning 

asosiy masalalaridan biri bo’lib, faqatgina geometriya, fizika masalalarini hal 

etishda emas, balki texnika fanlarining ko’pgina sohalaridagi masalalarni hal 

qilishda ishlatiladi. Shuning uchun bitiruv ishining mavzusi va o’zi dolzarb. 

3. Bitiruv malakaviy ishning maqsadi. Ikki karrali integralning barcha 

xossalari, hisoblash qoidalarini o’rgangan holda, o’zgaruvchilarni almashtirish 

usullarini qo’llab, geometriya, fizikaga oid masalalarni yechishdir. 

4. Ilmiy tadqiqot usullari. Bitiruv malakaviy ishda qo’yilgan masala 

referativ xarakterda bo’lishiga qaramay, ikki karrali integralning yassi sohaning 

yuzini, jismlarning hajmini, jismning massasini, inertsiya momentini, og’irlik 

markazining koordinatalarini kabi amaliy masalalarni hal qilishga bag’ishlanadi. 

5. Ishning ilmiy ahamiyati. Malakaviy bitiruv ishi – matematikada 

qo’llaniladigan barcha, geometriya, mexanika, fizikaga oid amaliyot masalalarini 

yechishga tadbiq etish mumkin. 

6. Ishning amaliy ahamiyati. Malakaviy bitiruv ishida hal qilingan 

ba’zi bir masalalari hayotda uchrashi lozim bo’lib, ular yechimlari ikki karrali 

integralning barcha xossa, hisoblash usullari asosida bajarilgan. 

7. Ishning tuzilishi. Malakaviy bitiruv ishi 2 bob va paragraflardan 

iborat.  

I bob ikki karrali integral to’g’risidagi asosiy tushunchalardan tuzilgan bo’lib, 

8 ta paragrafni o’z tarkibida saqlaydi:  

1-§. Ikki o’lchovli integral 

2-§. Ikki o’lchovli integralni hisoblash 
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3-§. Ikki o’lchovli integrallar yordamida yuzlar va hajmlarni hisoblash 

4-§. Qutb koordinatalaridagi ikki o’lchovli integral. O’zgaruvchilarni 

almashtirish 

5-§. Sirt yuzini hisoblash 

6-§. Modda taqsimlanishining zichligi va ikki o’lchovli integral 

7-§. Yassi (tekis) shakl yuzining inertsiya moment 

8-§. Yassi (tekis) shakl yuzi og’irlik markazining  koordinatalari.  

II bob  ikki karrali integralning tadbiqlaridan iborat bo’lib, 5 ta paragrafni 

o’z tarkibida saqlaydi: 

1-§. Ikki karrali integralni hisoblash 

2-§. Ikki karrali integral yordamida yuzlarni hisoblash 

3-§. Ikki karrali integral yordamida jismlar hajmlarini hisoblash 

4-§. Ikki karrali integral yordamida sirt yuzasini aniqlash 

5-§. Ikki karrali integralning fizikadagi ba’zi tadbiqlari 
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I BOB. IKKI KARRALI INTEGRAL ASOSIY TUSHUNCHALARI 

 

1-§. Ikki o’lchovli integral 

Oxy  tekislikda L  chizik bilan chegaralangan, D  yopiq  sohani qaraymiz. 

D  sohada uzluksiz funksiya, 

),( yxfz  

berilgan bo’lsin. 

D  sohani ixtiyoriy chiziqlar bilan n  ta bo’lakka bo’lamiz: 

nssss ...,,,, 321  

(1-rasm), ularni yuzchalar deb ataymiz. Yangi simvollar kiritmaslik maqsadida 

nss ...,,1  orqali bularning nomlarinigina emas, yuzlarini 

ham belgilaymiz. is  yuzlarning har birida iP , nuqta olamiz 

(bu nuqta yuzning ichida yoki chegarasida yotishining farqi 

yo’q), u holda n  ta nuqta hosil bo’ladi: ....,,, 21 nPPP  

Funksiyaning tanlangan nuqtalardagi qiymatlarini 

)(...,),(),( 21 nPfPfPf bilan belgilaymiz va ii sPf )(  

ko’rinishdagi ko’paytmalarning yig’indisini tuzamiz                         1-rasm                       

      .)()(...)()(
1

2211

n

i
iinnn sPfsPfsPfsPfV               (1) 

Bu yig’indi D  sohada ),( yxf  funksiya uchun integral yig’andi deb ataladi. 

Agar D  sohada 0f  bo’lsa, u holda har bir ii sPf )(  qo’shiluvchini, 

geometrik jihatdan asosi is  ga, balandligi esa )( iPf  ga teng bo’lgan 

silindrchaning hajmi deb qarash mumkin. 

nV  yig’indi, ko’rsatilgan elementar silindrchalar hajmlarining yig’indisi, 

ya’ni qandaydir „pog’onali* jismning hajmi bo’ladi (2-rasm). 

Berilgan D  soha uchun ),( yxf  funksiya yordami bilan tuzilgan integral 

yig’indilarning D  sohani  is  bo’laklarga turli usullar bilan bo’lishdan hosil 

qilingan ixtiyoriy 
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...,,....,
21 knnn VVV                                   (2) 

ketma-ketlikni qaraymiz. kn  da is  yuzlarning maksimal diametri nolga 

intiladi deb faraz etamiz. Bu holda biz quyida isbotsiz keltiradigan teorema to’g’ri 

bo’ladi. 

                   

2- rasm.                                     3- rasm. 

1-teorema. Agar ),( yxf  funksiya yopiq D  sohada uzluksiz va n  da 

is  yuzning maksimal diametri nolga intilsa, (1) integral yig’indilardan hosil 

bo’lgan (2) kеtma-ketlikning limiti mavjud bo’ladi. Bu limit (2) shakldaga har 

qanday ketma-ketlik uchun bir xildir, ya’ni u D  sohani is  yuzga bo’lish usuliga 

va bu is  yuz ichida iP  nuqtani tanlab olish usuliga bog’liq emas. 

Bu limitni ),( yxf  funksiyaning D  soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli 

integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 

D

dsPf )(      yoki   ,),( dydxyxf

D

 

ya’ni: 

D

n

i
ii

isdiam
dxdyyxfsPf .),()(lim

1
0

 

Bu yerda D  soha integrallash sohasi deyiladi. 

Agar 0),( yxf  bo’lsa, ),( yxf  funksiyaning D  soha bo’yicha olingan 

ikki o’lchovli integrali ),( yxfz  sirt, 0z  tekislik va yasovchisi Oz  o’qiga 

parallel, yo’naltiruvchisi esa D  sohaning chegarasidan iborat bo’lgan silindrik sirt 

bilan chegaralangan jismning hajmi Q  ga tengdir (3- rasm). 

Endi ikki o’lchovli integral haqidagi quyidagi teoremalarni ko’rib chiqamiz. 
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2-teorema. Ikki funksiya yig’indisi ),(),( yxyx  ning D  soha bo’yicha 

olingan ikki o’lchovli integrala ularning har biridan shu D  soha bo’yicha ayrim 

olingan ikki o’lchovli integrallar yig’indisiga teng: 

.),(),(),(),(

DDD

dsyxdsyxdsyxyx  

3-teorema. O’zgarmas ko’paytuvchini ikki o’lchovli integral belgisining 

oldiga chiqarish mumkin:  

agar consta  bo’lsa, u holda: 

.),(),(

DD

dsyxadsyxa  

Bu ikkala teoremaning isboti, aniq integralga tegishli moc teoremalarning 

isbotiga o’xshashdir (I t. XI bobining 3-paragrafiga qarang). 

4-teorema. Agar D  soha ikki umumiy nuqtalarga ega bo’lmagan ikkita 1D  

va 2D  sohaga bo’lingan bo’lsa va ),( yxf  funksiya D  sohaning hamma 

nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, u holda: 

21

.),(),(.),(

DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf           (3) 

Isbot. D  soha bo’yicha olingan integral yig’indini quyidagicha tasvirlash 

mumkin (4-rasm): 

,)()()(

21 D
ii

D
ii

D
ii sPfsPfsPf              (4) 

bunda birinchi yig’indi 1D  soha yuzlariga tegishli qo’shiluvchilardan, ikkinchi 

yig’indi esa 2D  soha yuzlariga tegishli qo’shiluvchilardan iborat. Haqiqatan, ikki 

o’lchovli integral sohaning bo’linish usuliga bog’liq bo’lmagani uchun biz D  

sohani 1D  va 2D  sohalarning umumiy chegarasi yuzlarning ham umumiy 

chegarasi bo’la oladigan qilib bo’lamiz. 0is  deb (4) tenglikdan limit olsak, (3) 

tenglik hosil bo’ladi. Qo’shiluvchilar soni har qancha bo’lganda ham bu 

teoremaning to’g’ri ekanligi o’z-o’zidan ma’lum. 
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2-§. Ikki o’lchovli integralni hisoblash 

 

Oxy  tekislikda yotuvchi D  sohani koordinata o’qlaridan biriga, masalan, 

Oy  o’qqa parallel bo’lgan va sohaning ichki nuqtasidan o’tadigan har qanday 

to’g’ri chiziq uning chegarasini ikki 1N  va 2N  nuqtada kesib o’tadigan qilib 

olamiz (5-rasm). 

Qaralayotgan holda D  soha ),(1 xy  ),(2 xy  ,ax  bx  chiziqlar 

bilan chegaralangan, bunda 

baxx ),()( 21  

bo’lib, )(),( 21 xx  funksiyalar ],[ ba kesmada uzluksiz deb faraz etamiz. Bunday 

sohani biz Oy  o’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan soha deb ataymiz. Ox  o’q 

yo’nalishida to’g’ri bo’lgan soha ham shuning singari aniqlanadi. 

 

                       

4- rasm.                                 5- rasm. 

Ham Ox , ham Oy  o’qlar yo’nalishida to’g’ri bo’lgan sohani qisqacha to’g’ri 

soha deymiz. 5- rasmda Ox  va Oy  o’qlar bo’yicha to’g’ri bo’lgan soha D  

ko’rsatilgan. 

),( yxf  funksiya D  sohada uzluksiz bo’lsin. Quyidagi ifodani qaraymiz: 

.),(

)(

)(

2

1

dxdyyxfI

b

a

x

x

D  

Bu ifodani ),( yxf  funksiyaning D  soha bo’yicha olingan ikki karrali integrali 

deb ataymiz. Uni hisoblash uchun x  ni o’zgarmas deb qarab, kavs ichidagi ifodani 
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avval y  bo’yicha integrallaymiz. Integrallash natijasida x  ning uzluksiz  

funksiyasi hosil bo’ladi: 

.),()(

)(

)(

2

1

dyyxfx

x

x

 

Bu funksiyani x  bo’yicha a  dan b  gacha chegarada integrallaymiz 

.)( dxxI

b

a

D  

Natijada biror o’zgarmas son chiqadi. 

Misol. Ushbu ikki karrali integral hisoblansin: 

.)(

1

0 0

22

2

dxdyyxI

x

D  

Yechish. Avval ichki integralni (qavs ichidagini) hisoblaymiz; 

.
33

)(
)

3
()()(

6
4

32
22

0

3
2

0

22

2
2

x
x

x
xx

y
yxdyyxx

xx

  

Hosil bo’lgan funksiyani 0  dan 1  gacha chegarada integrallaymiz 

.
105

26

27

1

5

1

7353

1

0

751

0

6
4 xx

dx
x

x  

              

6- rasm.                             7- rasm. 

 

D  sohani aniqlaymiz. Bu holda D  deb ,0y  ,2xy  ,0x  1x  

chiziqlar bilan chegaralangan soha qaraladi (6-rasm). 
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D  soha x  o’zgaradigan ( ax  dan bx  gacha) oraliqning hammasida 

),(1 xy  )(2 xy  funksiyalardan birini analitik ifodalab bo’lmaydigan soha 

bo’lib qolishi mumkin. 

Masalan, bca  bo’lib, ],[ ca  kesmada ),()(1 xx  ],[ bc  kesmada 

),()(1 xx  bo’lsin, bunda )(x  va )(x  funksiyalar analitik usulda berilgan (7-

rasm). U vaqtda ikki karrali integral quyidagicha yoziladi: 

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

b

c

x

x

c

a

x

x

b

a

x

x

)(

)(

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

2

1

),(),(),(  

.),(),(

)(

)(

)(

)(

22

dxdyyxfdxdyyxf

b

c

x

x

c

a

x

x

 

Bu tengliklardan birinchisi aniq integralning ma’lum xossasiga, ikkinchisi 

esa ],[ ca  uchastkada ),()(1 xx  ],[ bc  uchastkada ),()(1 xx  ekanligiga 

asosan yozilgan. 

Agar )(2 x  funksiya ],[ ba  kesmaning turli uchastkalarida turlicha analitik 

ifodalar bilan berilganida ham ikki karrali integralni yuqoridagi kabi yozish o’rinli 

bo’lar edi. 

Ikki karrali integralning ba’zi bir xossalarini aniqlab olaylik: 

1-xossa. Agar Oy  o’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan D  sohani Oy  yoki Ox  

o’qqa parallel to’g’ri chiziq bilan ikki 21, DD  sohaga bo’linsa, D  soha bo’yicha 

olingan ikki karrali DI  integral 1D  va 2D  sohalar bo’yicha olingan ikki karrali 

integrallarning yig’indisiga teng bo’ladi, ya’ni: 

.
21 DDD III                                     (1) 

Isbot. a) cx  bca  to’g’ri chiziq D  sohani Oy  o’q yo’nalishida 

to’g’ri bo’lgan ikki 1D  va 2D   sohaga bo’lsin. U holda: 

c

a

b

c

b

a

b

a

x

x

D dxxdxxdxxdxdyyxfI )()()(),(

)(

)(

2

1
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b

c

DD

x

x

c

a

x

x

IIdxdyyxfdxdyyxf .),(),(
21

2

1

2

1

)(

)(

)(

)(

 

 

b) Faraz qilaylik, hy  to’g’ri chiziq D  sohani 8-rasmda ko’rsatilganidek 

Oy  o’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan ikki 1D  va 2D  sohaga 

bo’lsin. hy  to’g’ri chiziq bilan D  soha L  

chegarasining kesishish nuqtalarini 1M  va 2M  bilan, bu 

nuqtalarning abssissalarini esa 1a  va 1b  bilan belgilaymiz. 

1D  soha quyidagi uzluksiz chiziqlar bilan 

chegaralangan:                                                                                8-rasm. 

1) );(1 xy  

2) BMMA 211  egri chiziq; bu egri chiziqning tenglamasini shartli ravishda 

)(*
1 xy  

shaklda yozamiz va bunda 1axa  hamda bxb1  bo’lganda  

)()( 2
*
1 xx  

va  11 bxa  bo’lganda 

hx)(*
1  

ekanligini nazarda tutamiz; 

3) bxax ,  to’g’ri chiziqlar. 

2D  soha ushbu chiziqlar bilan chegaralangan: 

)(*
1 xy ,  )(2 xy  bunda .11 bxa  

Ichki integralga integrallash oralig’ini bo’lish haqidagi teoremani tatbiq etib, 

ushbu ayniyatni yozamiz: 

b

a

x

x

x

x

b

a

x

x

D dxdyyxfdyyxfdxdyyxfI

)(

)(

)(

)(

)(

)(

*
1

1

2

*
1

2

1

),(),(),(  
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.),(),(

)(

)(

)(

)(

2

*
1

*
1

1

dxdyyxfdxdyyxf

b

a

b

a

x

x

x

x

 

Tashqi integralga integrallash oralig’ini bo’lish haqidagi teoremani tatbiq 

etib, oxirgi integralni uchta integralga ajratamiz: 

;),(),(

),(),(

1

2

*
1

1

1

2

*
1

1 2

*
1

2

*
1

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

dxdyyxfdxdyyxf

dxdyyxfdxdyyxf

b

b

x

x

b

a

x

x

a

a

x

x

b

a

x

x
 

1, aa  va bb ,1  kesmalarda )()( 2
*
1 xx  bo’lganligidan, birinchi va uchinchi 

integrallar aynan nolga teng. Shuning uchun 

.),(),(
1

1

2

*
1

2

*
1

)(

)(

)(

)(

dxdyyxfdxdyyxfI

b

a

x

x

b

a

x

x

D  

Bu yerdagi birinchi integral 1D  soha bo’yicha, ikkinchisi 2D  soha bo’yicha 

olingan ikki karrali integraldir. Demak, 

.
21 DDD III  

21MM  kesuvchi to’g’ri chiziqning vaziyati har qanday bo’lganda ham isbot 

yuqoridagi singari qilinadi. Agar 21MM  to’g’ri chiziq D sohani uchta yoki undan 

ortiq sohaga bo’lsa, o’ng tomonida mos sondagi qo’shiluvchilar turgan (1) 

munosabatga o’xshash tenglik hosil bo’ladi. 

2-xossa (ikki karrali integralni baholash). ),( yxf  funksiyaning D sohadagi 

eng kichik va eng katta qiymatlari mos holda m  va M  bo’lsin, D sohaning yuzini 

S  bilan belgilasak, u holda quyidagi munosabat o’rinla bo’ladi: 

b

a

MSdxdyyxfmS .),(
2

1

                       (3) 

Isbot. Ichki integralni )(x  bilan belgilab, uni baholaymiz: 
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)],()([),()( 12

2

1

2

1

xxMdyMdyyxfx  

u holda: 

b

a

b

a

D MSdxxxMdxdyyxfI ,)]()([),( 12

2

1

 

ya’ni: 

.MSID                                                     (3') 

Shunga o’xshash, 

)],()([),()( 12

2

1

2

1

xxmdymdyyxfx  

b

a

b

a

D mSdxxxmdxxI ,)]()([)( 12  

ya’ni 

.mSID                                              (3") 

(3') va (3") tengsizliklardan ham (3) munosabat kelib chi-qadi: 

.MSImS D  

Bu teoremaning geometrik ma’nosini keyingi paragrafda tushuntiramiz. 

3-xossa (o’rta qiymat haqidagi teorema). ),( yxf  uzluksiz funksiyaning D 

soha bo’yicha olingan DI  ikki karrali integrali, D sohaning S yuzini funksiyaning 

D sohada olingan biror R nuqtadagi siymatiga ko’payti-rilganiga teng, ya’ni 

b

a

SPfdxdyyxf .)(),(
2

1

                                 (4) 

Isbot. (3) munosabatdan 

MI
S

m D

1
 

tengsizlikni hosil qilamiz. 
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DI
S

1
 son ),( yxf  funksiyaning D sohadagi eng katta va eng kichik 

qiymatlari orasida joylashgan. ),( yxf  funksiyaning uzluksizligiga asosan ikki 

karrali integral D sohaning biror P nuqtasida DI
S

1
 songa teng qiymat qabul qiladi, 

ya’ni: 

),(
1

PfI
S

D  

bundan 

.)( SPfID                                      (5) 

 

 Ikki o’lchovli integralmi hisoblash (davomi) 

Teorema. ),( yxf  uzluksiz funksiyaning D to’g’ri soha bo’yicha olingan 

ikki o’lchovli integrali funksiyaning o’sha D soha bo’yicha olingan ikki karrali 

integraliga teng, ya’ni 

b

aD

dxdyyxfdxdyyxf .),(),(
2

1

 

Isbot. D sohani koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziqlar bilan n  ta 

to’g’ri (to’g’ri to’rt burchakli) 

nsss ...,,, 21  

sohalarga bo’lamiz. 

Oldingi paragrafdagi 1-xossaning (2) formulasiga asosan: 

....
1

21

n

i
ssssD in

IIIII                             (1) 

O’ng tomondagi qo’shiluvchilarning har birini ikki karrali integralning o’rta 

qiymati haqidagi teoremaga asosan almashtiramiz: 

.)( iis sPfI
i

 

U holda (1) tenglik quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 



 

16 

 

n

i
iinnD sPfsPfsPfsPfI

1
2211 )()(...)()(  

bunda iP  nuqta is  sohanig biror nuqtasi. O’ng tomonda ),( yxf  funksiya uchun 

D soha bo’yicha olingan integral yig’indi turibdi. Ikki o’lchovli integralning 

mavjudligi haqidagi teoremaga asosan n  da va is  yuzning eng katta 

diametri nolga intilganda bu yig’indining limiti mavjud va u ),( yxf  funksiyaning 

D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integraliga teng ekanligi kelib chiqadi. (2) 

tenglikning chap tomonida turgan ikki karrali DI  iltegralning qiymati n  ga bog’liq 

emas. Shunday qilib, (2) tenglikda limitga o’tib, quyidagini hosil qilamiz: 

D

n

i
ii

sdiam
D dxdyyxfsPfI

i

),()(lim
1

0
 

yoki 

.),( D

D

Idxdyyxf                                      (3) 

Endi DI  ikki karrali integralning aniq ifodasini yozib olib, oxirgi natijani 

chiqaramiz: 

 

b

a

x

xD

dxdyyxfdxdyyxf .),(),(

)(

)(

2

1

                               (4) 

1-izoh. 0),( yxf  bo’lganda, (4) formulaning geometrik ma’nosi yaqqol 

ko’rinadi. ),( yxfz  sirt, 0z  tekislik va yasovchisi Oz  o’qqa parallel, 

yo’naltiruvchisi esa D sohaning chegarasidan iborat bo’lgan silindrik sirt bilan 

chegaralangan jismni qaraymiz (9-rasm). Bu jismning V hajmini hisoblaymiz. Bu 

jismning hajmi ),( yxf  funksiyaning D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli 

integraliga teng ekanligi yuqorida ko’rsatilgan edi: 

.),(

D

dxdyyxfV                                            (5) 

Endi bu jismning hajmini I t. XII bobining 4- paragrafidagi parallel 

kesimlarning yuzlari bo’yicha jismning hajmini hisoblashga doir natijadan 

foydalanib hisoblaymiz. Qaralayotgan jismni kesuvchi constx  bxa  tekislik 
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o’tkazamiz. constx  kesimda hosil bo’ladigan 

figuraning )(xS  yuzini hisoblaymiz.  

 

9-rasm. 

Bu figura ),( yxfz  ),( constx  ,0z   ),(1 xy  )(2 xy  chiziqlar 

bilan chegaralangan egri chiziqli trapesiyadir. Demak, bu yuz: 

dyyxfxS

x

x

)(

)(

2

1

),()(                                      (6) 

integral bilan ifodalanadi. Parallel kesimlarning yuzlarini bilgan holda, jismning 

hajmini topish oson: 

b

a

dxxSV )(  

yoki )(xS  yuz o’rniga uning (6) ifodadagi qiymatini qo’ysak, quyidagi tenglik 

hosil bo’ladi: 

b

a

x

x

dxdyyxfV .),(

)(

)(

2

1

                                   (7) 

(5) va (7) formulalarning chap tomonlari teng, shuning uchun o’ng tomonlari ham 

tengdir: 

b

a

x

xD

dxdyyxfdxdyyxf .),(),(

)(

)(

2

1

 

Endi ikki karrali integralni baholash haqidagi teoremaning geometrik 

ma’nosini tushuntirish qiyin emas (oldingi paragrafdagi 2-xossa): ),( yxfz  sirt, 

0z  tekislik va yo’naltiruvchisi D sohaning chegarasidan iborat bo’lgan silindrik 
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sirt bilan chegaralangan jismning V  hajmi, asosi S  balandligi m  bo’lgan 

silindrning hajmidan katta, lekin asosi ,S  balandligi M  bo’lgan silindrning 

hajmidan kichik [bunda m  va M  lar ),( yxfz  funksiyaning D sohadagi eng 

kichik va eng katta qiymatlaridir (10-rasm). Bu esa DI  ikki karrali integral o’sha 

jismning V  hajmiga teng ekanligidan kelib chiqadi. 

1-misol. Agar D soha 
2

3
,0,1,0 yyxx  to’g’ri chiziqlar bilan 

chegaralangan bo’lsa, 

D

dxdyyx )4( 22  ikki o’lchovli integral hisoblansin. 

Yechish. Bu integral (7) formulaga asosan hisoblanadi: 

dyxy
x

xdydxyxV
2

3

0

1

0

2
32

3

0

1

0

22 )
3

4()4(  

.
8

35

33

1
4)

3

1
4(

2

3

0

32

3

0

2 y
yydyy  

2-misol. yxyxf 1),(  funksiyaning 0,2,, zyyxxy  

(11- rasm) chiziqlar bilan chegaralangan soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli 

integrali hisoblansin. 

                

10- rasm.                            11- rasm. 
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Yechish. 

dy
yx

xdydxyxV

y

y

y

y

2

0

222

0
22

)1(  

dyy
y

yyy
y

y

2

0

2
2

)
2

()
2

(  

.
3

13
2

12

44

65

2

4

3

3

2

2
)

2

3

2

0

32

5

22

3
2

0

2 yyyy
dy

y
yy

y
y  

 

2-izoh. Ox  o’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan D soha 

dycyyxyx ,),(),( 21  

chiziqlar bilan chegaralangan va bunda )()( 21 yy  bo’lsin (12- rasm). 

Ma’lumki, bu holda 

b

c

x

xD

dydxyxfddxdyyxf .),(),(

)(

)(

2

1

                              (8) 

Ikki o’lchovli integralni hisoblash uchun uni ikki karrali integral shaklida 

tasvirlab olish kerak. Buni yuqorida ko’rib o’tganimiz kabi ikki xil usul bilan: yo 

(4) formula bo’yicha, yoki (8) formula bo’yicha bajarish mumkin. Har qaysi 

konkret hol uchun D sohaning yoki integral ostidagi funksiyaning shakliga qarab 

tegishli formulani tanlab olamiz. 

3- misol. Ushbu 

dxdyyxfI

x

x

1

0

),(  

integralning integrallash tartibi o’zgartirilsin. 

Yechish. Integrallash sohasi xy  to’g’ri chiziq va xy   parabola bilan 

chegaralangan (13-rasm). 
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12- rasm.                    13- rasm.                          14- rasm. 

 

Ox  o’qqa parallel bo’lgan har qanday to’g’ri chiziq soha chegarasini 

ikkitadan ortiq nuqtada kesa olmaydi; demak, integralni 

10,)(,)( 2
2

1 xyyyy  

deb olib, (8) formula bo’yicha hisoblash mumkin, u holda 

.),(

1

0 2

dydxyxfI

y

y

 

4-misol. Agar D soha 1,0, xyxy  to’g’ri chiziqlar bilan 

chegaralangan uchburchak shaklida (14- rasm) bo’lsa, 

dse

D

y

x

 

integral hisoblansin. 

Yechish. Berilgan ikki o’lchovli integralni ikki karrali integral bilan 

almashtiramiz. Bunda (4) formuladan foydalanamiz. (Agar (8) formulani tatbiq 

etsak, u holda y

x

e  funksiyani x  bo’yicha integrallashga to’g’ri kelar edi, biroq bu 

integralni elementar funksiyalarda hisoblab bo’lmaydi), 

dxexdxxedxdyedse

x

y

xx
y

x

D

y

x 1

0

1

0
0

1

0 0

1  
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...859.0
2

1

2
1

1

0

2 ex
e  

5-misol. Agar ichki kvadratning har bir tomoni 2 ga. tashqi kvadratning 

tomoni 4 ga teng bo’lsa, ushbu 

dse

D

yx  

ikki ulchovli integral markazlari koordinatalar boshida bo’lib, tomonlari koordinata 

o’qlariga parallel holda joylashgan ikki kvadrat orasidagi D soha bo’yicha 

hisoblansin (16- rasm). 

Yechish. D noto’g’ri soha. Biroq 1x  va 1x  to’g’ri chiziqlar uni to’rtta 

,1D ,2D ,3D  va D  to’g’ri sohaga bo’ladi Shuning uchun 

.

4321

dsedsedsedsedse

D

yx

D

yx

D

yx

D

yx

D

yx  

         

15-rasm.                             16-rasm. 

Bu integrallarning har birini ikki karrali integral shakliga keltirib, quyidagini 

topamiz: 

.134))(())((

))(())(())((

133222

121122122

2

1

2

2

1

1

1

2

1

1

2

1

1

2

2

2

shshxeeeeeeee

eeeeeeeeeeee

dxdyedxdye

dxdyedxdyedse

yxyx

yxyx

D

yx
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3-§. Ikki o’lchovli integrallar yordami bilan yuzlar va hajmlarni 

hisoblash 

1. Hajm. Biz ),( yxfz  sirt, 0z  tekislik va yo’naltiruvchi D sohaning 

chegarasidan iborat bo’lgan to’g’ri chiziq, yasovchisi esa Oz o’qqa parallel 

silindrik sirt bilan chegaralangan jismning V hajmi, D soha bo’yicha ),( yxf  

funksiyadan (funksiya manfiy emas) olingan ikki o’lchovli integralga teng 

ekanligini 1-paragrafda ko’rgan edik: 

 

1-misol. 0,1,0,0 zzyxyx  sirtlar bilan chegaralangan jismning 

hajmi hisoblansin (17- rasm). 

Yechish. 

D

dydxyxV ,)1(  

bundagi D soha 17-rasmda shtrixlab qo’yilgan  va 1,0,0 yxyx  to’g’ri 

chiziqlar bilan chegaralangan Oxy  tekislikdagi uchburchak shakldagi sohadir. 

Chegaralarni ikki o’lchovli integralga qo’yib, hajmni hisoblaymiz: 

 

dx
y

yxdxdyyxV

x
x

1

0

1

0

21

0

1

0

)
2

)1(()1(  

1

0

2 .
6

1
)1(

2

1
dxx  

Demak, 
6

1
V  kub birlik.  

1-izoh. Agar hajmi izlanayotgan jism, yuqoridan 0),(2 yxz  sirt, 

pastdan 0),(1 yxz  sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtning Oxy  

tekislikdagi proyeksiyasi D sohadan iborat bo’lsa, u holda bu jismning V hajmi 

ikkita „silindrik" jism hajmlarining ayirmasiga teng bo’ladi; bu silindrik jismlardan 

birinchisining pastki asosi D sohadan, ustki asosi ),(2 yxz  sirtdan iboratdir, 
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shuningdek, ikkinchi jismning pastki asosi D sohadan, ustki asosi ),(1 yxz  

sirtdan iboratdir (18- rasm). 

                     

17- rasm.                               18- rasm. 

 

Shuning uchun V hajm ikkita ikki o’lchovli integrallar-ning ayirmasiga teng: 

,),(),( 12 dsyxdsyxV

DD

 

yoki 

.),(),( 12

D

dsyxyxV                                 (1) 

(1) formula faqat ),(1 yx  va ),(2 yx funksiyalar manfiy bo’lmagandagina 

emas, balki bu funksiyalar ),(),( 12 yxyx  munosabatni qanoatlantiruvchi har 

qanday uzluksiz funksiyalar bo’lganda ham to’g’ri ekanini osongina isbot qilish 

mumkin. 

2-izoh. Agar D sohada ),( yxf  funksiya o’z ishorasini o’zgartirsa, sohani 

ikki qismga ajratamiz: 1) 0),( yxf  bo’lgan 1D  soha; 2) 0),( yxf  bo’lgan 2D  

soha. 1D  va 2D  sohalarni, bu sohalar bo’yicha olingan ikki o’lchovli integrallar 

mavjud deb faraz etamiz. U vaqtda D soha bo’yicha olingan integral musbat bo’lib, 

Oxy  tekislikdan yuqorida joylashgan jismning hajmiga teng. 2D  soha bo’yicha 

olingan integral manfiy va absolyut qiymat jihatdan Oxy  tekislikdan pastda 

joylashgan jismning hajmiga tengdir. Demak, D bo’yicha olingan integral mos 

hajmlarning ayirmasini ifodalaydi. 



 

24 

 

2. Tekis sohaning yuzini hisoblash. Agar biz D soha bo’yicha 1),( yxf  

funksiya uchun integral yigindi tuzsak, u holda bu yigindi, bo’lish usuli har qanday 

bo’lganda ham shu sohaning S yuziga teng bo’ladi. 

.1
1

n

i
isS  

Tenglikning o’ng tomonida limitga o’tib, quyidagi integralni hosil qilamiz: 

D

dxdyS . 

Agar D soha to’g’ri bo’lsa (masalan, 296-rasmga qarang), u holda yuz ushbu 

b

a

x

x

dxdyS

)(

)(

2

1

 

ikki karrali integral bilan ifodalanadi. Qavs ichidagi integralni hisoblab, ushbu 

tenglikni topamiz: 

b

a

dxxxS )()( 12  

(I t. XII bobning 1-paragrafi bilan solishtiring). 

2-misol. xyxy ,2 2  egri chiziqlar bilan chegaralangan sohaning yuzi 

hisoblansin. 

Yechish. Berilgan egri chiziqlarning kesishish nuqtalarini topamiz (19-

rasm). Kesishish nuqtada ordinatalar teng, ya’ni 

,2 2xx  

bundan 

.1,2,02 21
2 xxxx  

Biz egri chiziqlar kesishgan ikki nuqtani topdik: ).1,1(),2,2( 21 MM  Demak, 

izlanayotgan yuz: 

.
2

9

23
2)2(

1

2

231

2

2
1

2

2 2

xx
xdxxxdxdyS

x

x
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4-§. Qutb koordinatalaridagi ikki o’lchovli integral. O’zgaruvchilarni 

almashtirish 

, qutb koordinatalar sistemasida shunday D soha berilgan bo’lsinki, 

uning ichki nuqtasidan o’tuvchi har bir nur bu sohaning chegarasini ikkitadan ortiq 

nuqtada kesmasin. D soha )(1 , )(2  egri chiziqlar hamda  va 

 nurlar bilan chegaralangan, bunda )()( 21  va  deb faraz 

qilamiz (20-rasm). Bunday sohani yana to’g’ri deb ataymiz. 

D sohada  va  koordinatalarning ualuksiz funksiyasi berilgan bo’lsin: 

).,(Fz  

D sohani biror usul bilan nssss ...,,,, 321  yuzlarga bo’lamiz. Integral 

yig’indini tuzamiz: 

,)(
1

n

k
kkn sPFV                                               (1) 

bunda kP  nuqta ks  yuzning ixtiyoriy nuqtasi. 

Ikki o’lchovli integralning mavjudligi haqidagi teoremadan ks  yuzlarning 

eng katta diametri nolga intilganda (1) 

             

19-rasm.                                  20- rasm. 

integral yig’indining limiti V mavjud ekanligi kelib chiqadi. Bu V limit, ta’rifga 

asosan, ),(F  funksiyadan D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integralga 

teng: 

.),( dsFV

D

                                               (2) 
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1- misol. Sferik 

2222 4azyx  

va silindrik 

0222 ayyx  

sirtlar bilan chegaralangan jismning v  hajmi hisoblansin. 

Yechish. Bu yerda integrallash sohasi uchun 0222 ayyx  silindrning 

asosini, ya’ni markazi ),( ao  nuqtada bo’lgan, a  radiusli doirani olish va bu 

doiraning tenglamasini  222 )( aayx  ko’rinishda yozish mumkin (20-rasm). 

Izlanayotgan V  hajmining 
4

1
 qismini, ya’ni uning birinchi oktantda joylashgan 

bo’lagining hajmini hisoblaymiz. U vaqtda integrallash sohasi sifatida chegarasi 

,0)(1 yx  ,2)( 2
2 yayyx ,0y  ay 2  

tenglamalar bilan aniqlanuvchi yarim doirani olishga to’g’ri keladi. Integral 

ostidagi funksiya 

2224),( yxayxfz

ifodaga teng bo’ladi. Demak, 

.4
4

1
2

0

2

0

222

2

dydxyxaV

a yay

 

Hosil qilingan bu integralni ,  qutb koordinatalarga almashtiramiz:  

,cosx      .siny  

21-rasm. 



 

27 

 

Integrallash chegarasini aniqlaymiz. Buning uchun berilgan aylananing 

tenglamasini qutb koordinatalarda yozamiz: 

,222 yx  ,siny  

u vaqtda 

0sin22 a  

Demak, berilgan sohaning qutb koordinatalardagi (21-rasm) chegarasi 

,0)(1  ,sin2)(2 a  
2

,0  

tenglamalar bilan aniqlanadi. Integral ostidagi funksiya esa 

224),( aF  

ko’rinishda bo’ladi 

Shunday qilib, quyidagini hosil qilamiz: 

d
a

dda
V

aa 2/

0

sin2

0

2/3222/

0

sin2

0

22

3

)4(
4

4
 

).43(
4

9
)3cos1(

3

8
)4()sin44( 3

2/

0

32/

0

2

3

22

3

22 ad
a

daaa  

O’zgaruvchilarni almashtirish 

Ba’zi hollarda ikki karrali integrallarni hisoblashni tezlashtirish uchun 

o’zgaruvchini almashtirish qulaylik tug’diradi. xOy  tekislikda chegaralangan (D) 

sohada uzluksiz ),( yxf  funksiyadan olingan ikki karrali integralni hisoblash talab 

qilinsin. 

Faraz qilaylik,  

),( vux  va ),( vuy                                   (1) 

funksiyalar xOy tekislikdagi DyxM ),(  nuqta bilan uOv  tekislikning biror 'D  

sohasidagi ),(' vuM  nuqtasi o’rtasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatsin.  
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Demak, (1) formula tekislikning uOv  sohasini xOy  tekislikning D 

sohasiga almashtiradi: 

),(1 vuu ,     ),(1 vuv                                   (2) 

(2) formulalar aksincha. Bu yerda vu,  lar M  nuqtaning egri chiziqli 

koordinatalari deb yuritiladi. Umuman olganda, (1) formula va undan kelib 

chiquvchi (2) formulalarga koordinata almashtirish formulalari deyiladi. v M 

nuqtaning to’g’ri burchakli yx,  koordinatalaridan, uning vu,  egri chiziqli 

koordinatalariga va aksincha o’tishga imkon beradi. Ikki karrali integralda 

o’zgaruvchilarni almashtirish formulasini isbotsiz keltiramiz: 

dudvIvuvudxdyyxf

DD

),();,();(                              (3) 

Bu yerda 

);(');('

);(');('

vuvu

vuvu
I

vv

uu
 

bo’lib, bunda I Ostragradskiy determinant deyiladi. Ikki karrali integralda 

o’zgaruvchilarni almashtirishda ko’p ishlatiladigan hol bu to’g’ri burchakli yx,  

koordinatalarni ma’lum bo’lgan ,cosrx   sinry  formulalarga ko’ra r  va 

 qutb koordinatalariga o’tishdir. Bu holda  

),( yxM

D

x

y

0 b

),(' vuM

'D

u

v

0 a
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,
cossin

sincos
),( r

rryx
r

y

r

x

rI   

u holda (3) tenglik )()(, 21 rrr  (a-chizma) 

.)sin;cos();( rdrdrrfdxdyyxf

DD

                            (4) 

(3), (4) formulalar 

)(

)(

2

1

.)sin;cos()sin;cos(

r

rD

rdrrrfdrdrdrrf  

Misol. xOy  tekislikda D  soha bo’yicha olingan va xOy  tekislikdagi 

,3xy   ,5xy  ,
3

7

3

2
xy  3

3

2
xy  to’g’ri chiziqlar bilan 

chegaralangan. 

Yechish. Bu integralni to’g’ridan – to’g’ri hisoblash qiyinchilik tug’diradi. 

Ammo o’zgaruvchilarni oddiygina almashtirish sohani oddiy ko’rinishga keltiradi.  

,xyu  xyv
3

2
                                              (6)  

ko’rinishda yangi o’zgaruvchilarni kiritamiz. U holda 3xy  va 5xy  

to’g’ri chiziqlar 5,3 uu  to’g’ri chiziqlarga, ,
3

7

3

2
xy  3

3

2
xy  

to’g’ri chiziqlar esa ,
3

7
v  3v  to’g’ri chiziqlarga o’tadi (b-chizma). 

Ostragradskiy determinantini hisoblash uchun x va y larni  u va v orqali ifodalab 

;
5

3

5

3
vux  vuy

5

3

5

3
  

.
5

3

25

15

25

6

25

9

5

3

5

2
5

3

5

3

v

y

u

y
v

x

u

x

I  

(6) formulaga asosan, 
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dudvvuvudxdyyxf

DD
5

3

5

3

5

2

5

2

5

2
)(  

.
5

1
3

5

3

5

3

5

3
3

3

7

3

5

3

3

7

3

5

dvuduududvududv

D

 

         

a-chizma                                                                 b-chizma 

 

5-§. Sirtning yuzini hisoblash 

 chiziq bilan chegaralangan sirtning yuzini hisoblash talab qilinsin (22-

rasm); sirt o’zining ),( yxfz  tenglamasi bilan berilgan, bundagi ),( yxf  

funksiya uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan funksiyadir. 

 

22-rasm. 

 

)(2r

)(1r

D

x

y

0 5 .D 3

D

5n
3n

3u

3

7
v
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 chiziqning Oxy  tekislikdagi proyeksiyasini L  bilan belgilaymiz. Oxy  

tekislikdagi L  chiziq bilan chegaralangan sohani D bilan belgilaymiz. 

D sohani ixtiyoriy yo’l bilan n  ta elementar nsss ...,,, 21  yuzlarga 

bo’lamiz. Har qaysi is  yuzning ichida ),( iiiP  nuqta olamiz. iP  nuqtaga sirt 

ustida 

                                ),(,, iiiii fM  

nuqta mos keladi. iM  nuqta orqali shu sirtga urinma tekislik o’tkazamiz. Uning 

tenglamasi quyidagi shaklda bo’ladi: 

)(),())(,( ''
iiiyiiixi yfxfzs                          (1) 

(I t. IX bobining 6-paragrafiga qarang.) Bu tekislikda, Oxy  tekislikka is  yuz 

shaklida proyeksiyalanadigan, i  yuzni ajratamiz. Hamma i  yuzlarning 

n

i
i

1

 

yig’indisini qaraymiz. 

i  yuzlarning diametrlaridan eng kattasi nolga intilganda bu yig’indining 

 limitini sirtning yuzi deb ataymiz, ya’ni ta’rifga ko’ra: 

.lim
1

0

n

i
i

diam i

                                                  (2) 

 

Endi sirtning yuzini hisoblashga kirishamiz. Urinma tekislik bilan Oxy  

tekislik orasidagi burchakni i  bilan belgilaymiz. Sirtning yuzini analitik 

geometriyaning ma’lum formulasiga asosan quyidagi ko’rinishda yozish mumkin 

(23- rasm): 

iiis cos  

yoki 

                .
cos i

i
i

s
                                              (3)                           



 

32 

 

 

23-rasm. 

i  burchak bir vaqtda Oz o’q bilan (1) tekislikka tushirilgan perpendikulyar 

orasidagi burchak hamdir. Shuning uchun (1) tenglamaga va analitik 

geometriyaning formulasiga asosan 

.
),('),('1

1
cos

22
iiyiix

i
ff

 

Demak, 

.),('),('1 22
iiiyiixi sff  

Bu ifodani (2) formulaga qo’ysak, quyidagi tenglik hosil bo’ladi: 

.),('),('1lim
1

22

0

n

i
iiiyiix

sdiam
sff

i

 

Ta’rifga ko’ra oxirgi tenglikning o’ng tomonida turgan integral yig’indining limiti  

D

dxdy
y

z

x

z
22

1  

ikki o’lchovli integral ko’rinishda bo’lganligi sababli oxirgi natija quyidagicha 

bo’ladi: 

.1

22

D

dxdy
y

z

x

z
                                      (4) 

Bu esa ),( yxfz  sirtning yuzini hisoblash uchun qo’llaniladigan formuladir. 
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Agar sirtning tenglamasi 

),( zyx  yoki ),( zyy  

ko’rinishda berilgan bo’lsa, u holda sirtning yuzini hisoblash formulalari mos 

ravishda  

D

dydz
z

x

y

x
22

1                                              (3') 

D

dxdz
z

y

x

y
22

1                                            (3'') 

 

ko’rinishda bo’ladi, bundagi 'D  va "D  sohalar berilgan sirt proyeksiyalanadigan 

Oyz va Oxz  tekislikda yotuvchi sohalardir. 

1 - misol. Ushbu 

2222 Rzyx  

sferaning  sirti hisoblansin. 

Yechish. Sfera ustki yarmining sir- tini hisoblaymiz: 

222 yxRz  

(24- rasm). Bu holda 

;
222 yxR

x

x

z
      .

222 yxR

y

y

z
 

Demak, 

.1
222222

222

yxR

R

yxR

R

y

z

x

z
 

Integrallash sohasi ushbu 

222 Ryx  

shart bilan aniqlanadi. Shunday qilib, (4) formulaga asosan: 

.
2

1
22

22
222

R

R

xR

xR

dxdy
yxR

R
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Hosil qilingan ikki o’lchovli integralni hisoblash uchun qutb koordinatalarga 

o’tamiz. Qutb koordinatalarda integrallash sohasining chegarasi R tenglama 

bilan aniqlanadi. Demak, 

.4222

2

0

2
2

0

0
22

2

0 0
22

RRdRdRRdd
R

R RR

 

 

24- rasm. 

 

2- misol. Ushbu 

222 ayx  

silindrning 

222 azx  

silindr bilan kesishganidan hosil bo’lgan qismining sirti hisoblansin. 

Yechish. 25- rasmda izlangan sirtning 1/8 qismi tasvirlangan. Sirtning 

tenglamasi quyidagi shaklda bo’ladi: 

22 xay  

shuning uchun 

;0,
22 z

y

xa

x

x

y
  

.11
2222

222

xa

a

xa

x

z

y

x

y
 

Integrallash sohasi doira choragi ko’rinishida bo’ladi, ya’ni:  
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.0;0,222 zxazx  

shartlar bilan aniqlanadi.  

Demak, 

,
8

1 2

00 0
22

0 0
22

22
22

adxadx
xa

z
adxdz

xa

a
aa xaa xa

 

.8 2a  

 

25- rasm. 

 

6-§. Modda taqsimlanishining zichligi va ikki o’lchovli integral 

D sohada biror modda taqsimlangan va D sohaning har qaysi birligi yuziga 

bu moddaning aniq miqdori to’g’ri keladigan bo’lsin. Garchi muhokamamiz elektr 

zaryadlari, issiqlik, miqdori va hokazolarning taqsimoti haqida so’z borganda ham 

to’g’ri bo’lsada, bundan buyon biz massa taqsimoti haqida so’zlaymiz. 

D sohaning ixtiyoriy s  yuzini qaraymiz. Shu yuzga to’g’ri keladigan 

moddaning massasi m  bo’lsin. U holda 
s

m
 nisbat moddaning s  sohadagi 

o’rtacha sirt zichligi deb ataladi. Endi s  yuz kichraya borib, ),( yxP nuqtaga 

aylanib qoladi deb faraz qilamiz va ushbu 
s

m

s 0
lim  limitni qaraymiz. Agar bu 

limit mavjud bo’lsa, umuman aytganda, u P  nuqtaning vaziyatiga, ya’ni bu 
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nuqtaning x  va y  koordinatalariga bog’liq bo’ladi hamda P  nuqtaning qandaydir 

)(Pf  funksiyasidan iborat bo’ladi. Biz bu limitni moddaning P  nuqtadagi sirt 

zichligi deb ataymiz: 

),()(lim
0

yxfPf
s

m

s
                  (1) 

Shunday qilib, sirt zichligi soha nuqtasi koordinatalarining ),( yxf  

funksiyasidan iborat. 

Endi, aksincha, D sohada biror moddaning sirt zichligi qandaydir 

),()( yxfPf  uzluksiz funksiya bilan berilgan bo’lsin va shu moddaning D 

sohadagi umumiy miqdorini aniqlash talab qilinsin. 

D sohani ),...,2,1( nisi  yuzlarga bo’lamiz va har qaysi yuzda iP  nuqtani 

olamiz; u holda )( iPf  funksiya iP  nuqtadagi sirt zichligi bo’ladi. 

)( iPf  is  ko’paytma bizga yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorgacha 

aniqlik bilan is  yuzdagi moddaning miqdorini beradi, 

i

n

i
i sPf

1

)(  

yig’indi esa D sohaga yoyilgan moddaning taqribiy umumiy miqdorini ifodalaydi. 

Biroq, bu D sohadagi )(Pf  funksiyaning integral yig’indisidir. Uning aniq 

qiymatini esa biz 0is  da limitga o’tish bilan topamiz. 

Shunday qilib, 

     

DD

i

n

i
i

s
dxdyyxfdsPfsPfM

i

,),()()(lim
1

0
                        (2) 

ya’ni D sohadagi moddaning umumiy miqdori shu moddaning ),()( yxfPf  

zichligidan D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integraliga tengdir. 

Misol. R radiusli doiraviy plastinkaning har bir ),( yxP  nuqtasidagi 

plastinka materialining ),( yxf  sirt zichligi doira markazidan ),( yx  nuqtagacha 

bo’lgan masofaga proporsional, ya’ni 

22),( yxkyxf  
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bo’lsa, bu plastinkaning massasi aniqlansin.  

Yechish. (2) formula bo’yicha: 

dxdyyxkM

D

22  

bo’ladi, bunda integrallash sohasi D 222 Ryx  doiradir. Qutb koordinatalariga 

o’tib, mana buni hosil qilamiz: 

.
3

2

3
2 2

0

32

0 0

RkkddM

RR

 

 

7-§. Yassi (tekis) shakl yuzining inersiya momenti 

 

Massasi m  bo’lgan moddiy M nuqtaning biror O  nuqtaga nisbatan I  

inersiya momenti deb, m  massaning M dan O  nuqtagacha bo’lgan r  masofaning 

kvadrati bilan ko’paytmasiga aytiladi: 

.2mrI  

nmmmm ,...,,, 321  moddiy nuqtalar sistemasining O  nuqtaga nisbatan 

inersiya momenti shu sistema nuqtalari inersiya momentlarining yig’indisidan 

iborat bo’ladi: 

.
1

2
m

i
iirmI  

Endi D moddiy yassi shaklning inersiya momentini aniqlaymiz. D shakl 

Oxy  koordinata tekisligiga joylashgan bo’lsin. Bu shaklning sirt zichligi hamma 

yerida birga teng deb faraz qilib, uning inersiya momentini koordinatalar boshiga 

nisbatan aniqlaymiz. D sohani ),...,2,1( nisi  elementar yuzlarga ajratamiz (26- 

rasm). Har bir yuzda koordinatalari ii ,  bo’lgan iP  nuqta olamiz. is  yuzning 

elementar iI  inersiya momenti deb, is  yuzning massasi bilan masofa  kvadrati 

222
iiir  ning ko’paytmasiga aytamiz: 

iiii SI
22
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va shunday inersiya momentlarining yig’indisini tuzamiz: 

.
1

22
n

i
iii S  

 

26-rasm. 

Bu esa 22),( yxyxf  funksiyaning D soha bo’yicha olingan integral 

yig’indisidir. D shaklning inersiya momentini har bir iS  elementar yuzning 

diametri nolga intilgandagi shu integral yig’indining limiti sifatida aniqlaymiz: 

.lim
1

22

0
0

n

i
iii

Sdiam
SI

i

 

Ammo bu yig’indining limita 

D

yx 22  ikki o’lchovli integraldan iborat. Demak, 

D shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inersiya momenti 

,22
0

D

dxdyyxI                                      (1) 

integralga teng, bunda D soha berilgan tekis shakl bilan ustma-ust tushadi. Ushbu 

integrallar 

,2

D

xx dxdyyI                                                           (2) 

D

yy dxdyxI 2                                                            (3) 

mos ravishda D shaklning Ox  va Oy  o’qlarga nisbatan inersiya momentlari deb 

ataladi. 
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1-misol. Radiusi R bo’lgan D doira yuzining O markazga nisbatan inersiya 

momenti hisoblansin.  

Yechish (1) formulaga asosan: 

.22
0

D

dxdyyxI  

Bu integralni hisoblash uchun ,  qutb koordinatalarga o’tamiz. Aylananing qutb 

koordinatalaridagi tenglamasi 

.R  

Shuning uchun 

.
2

2

0

4

0

2
0

R
ddI

R

 

Izoh. Agar sirt zichligi  birga teng bo’lmay, x  va y  ning biror funksiyasi, 

ya’ni ),( yx  bo’lsa, iS  yuzning massasi yuqori tartibli cheksiz kichik 

miqdorgacha aniqlik bilan iii S),(  ga teng bo’ladi, shuning uchun yassi 

shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inersiya momenti quyidagicha bo’ladi: 

.),( 22
0

D

dxdyyxyxI                             (1′) 

2- misol. Agar 

0,0;12 yxxy  

chiziqlar bilan chegaralangan D moddiy yassi shaklning har bir nuqtasidagi sirt 

zichligi y  ga teng bo’lsa, uning Oy  o’qqa nisbatan inersiya momenti hisoblansin 

(27- rasm). 

Yechish. 

.
24

1
)1(

2

1

2

1

0

2

1

0

1

0

221

0

1

0

2 dxxxdx
yx

dxdyyxI

xx

yy  

 

Inersiya ellipsi. Koordinatalar boshi deb olingan O nuqtadan o’tuvchi biror 

OL o’qqa nisbatan D yassi shakl yuzining inersiya momentini topaylik. OL to’g’ri 
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chiziq bilan Ox o’qning musbat yo’nalishi orasidagi burchakni  bilan belgilaymiz 

(28- rasm). 

OL to’gri chiziqning normal tenglamasi 

.0cossin yx  

                  

27-rasm.                                      28-rasm. 

 

Biror ),( yxM  nuqtaning bu to’g’ri chiziqdan masofasi quyidagiga teng: 

.cossin yxr  

D soha yuzining OL to’g’ri chiziqqa nisbatan I inersiya momenti ta’rifga 

muvofiq ushbu integral bilan ifodalanadi: 

DD

DDD

dxdyyxydxdy

dxdyxdxdyyxdxdyrI

.coscossin2

sincossin

22

2222

 

Demak, 

,coscossin2sin 22
xxxyyy IIII                   (4) 

bunda 

D

yy dxdyxI 2  shaklning y  o’qqa nisbatan inersiya momenti, 

D

xx xdxdyyI 2  o’ssa nisbatan inersiya momenti va 

D

xy xydxdyI . Oxirgi 

tenglikning hamma hadlarini I ga bo’lsak: 
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.
sincossin

2
cos

22

I
I

II
I

I
II yyxyxx  

OL  to’g’ri chiziqda ),( YXA  nuqtani 
I

OA
1

 bo’ladigan qilib olamiz. OL  

o’qning turlicha yo’nalishlariga, ya’ni  burchakning har xil qiymatlariga A ning 

turli qiymatlari va turlicha A nuqtalar mos keladi. A nuqtalarning geometrik 

o’rinlarini topamiz. Ravshanki,  

,cos
1

I
X                        .sin

1

I
Y                                     (5) 

(5) tenglikka ko’ra X va Y miqdorlar o’zaro 

22 2 YIXYIXII yyxyxx                                    (6) 

munosabat bilan bog’langan. Shunday qilib, ),( YXA  nuqtalarning geometrik o’rni 

ikkinchi tartibli (6) egri chizivdan iboratdir. Bu egri chiziqning ellips ekanligini 

isbot qilamiz. 

Rus matematigi V.Ya. Bunyakovskiy  tomonidan topilgan ushbu tengsizlik 

to’g’ridir: 

DDD

dxdyydxdyxxydxdy 22

2

 

yoki 

.02
xyyyxx III  

Shunday qilib, (6) egri chiziqning diskriminanti musbat ekan, demak, bu egri 

chiziq ellipsdir (29-rasm). Bu ellips inersiya ellipsi deb ataladi. Inersiya ellipsi 

tushunchasi mexanikada   katta ahamiyatga ega.                               
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29-rasm. 

Inersiya ellipsi o’qlarining uzunliklari va tekislikdagi vaziyati berilgan yassi 

shaklning formasiga bog’liqdir. 

Ellipsning ixtiyoriy A nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo’lgan masofa 

I

1
 ga teng bo’lgani uchun (bunda I shaklning OA o’qqa nisbatan olingan inersiya 

momentidir) ellipsni yasab, koordinatalar boshidan o’tuvchi biror to’g’ri chiziqqa 

nisbatan D shaklning inersiya momentini osongina hisoblab chiqarishimiz 

mumkin. Jumladan, shaklning inersiya momenti inersiya ellipsining katta o’qiga 

nisbatan eng kichik va shu ellipsning kichik o’qiga nisbatan eng katta ekanligini 

ko’rish oson. 

 

8-§. Yassi (tekis) shakl yuzi og’irlik markazining koordinatalari 

It. XII bobining 8-paragrafida massalari nmmmm ,...,,, 321  bo’lgan 

nPPPP ,...,,, 321  moddiy nuqtalar sistemasi ogirlik markazining koordinatalari 

,
i

ii
c

m

mx
x        ,

i

ii
c

m

my
y                             (1) 

formulalar bilan aniqlanishi ko’rsatilgan edi. 

Endi D yassi shakl ogirlik markazining koordinatalarini topamiz. Bu shaklni 

juda kichik iS  elementar yuzlarga bo’lib chiqamiz. Agar sirt zichligini birga teng 

deb qabul qilsak, yuzning massasi uning yuziga teng bo’ladi. Agar taqriban iS  

elementar yuzning barcha massasi uning biror iiiP ,  nuqtasiga to’plangan deb 
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hisoblansa, D shaklni moddiy nuqtalarning sistemasi deb qarash mumkin. U vaqtda 

(1) formulaga muvofiq bu shakl og’irlik markazining koordinatalari taxminan 

,

1

1
n

i
i

n

i
ii

c

S

S

x        ,

1

1
n

i
i

n

i
ii

c

S

S

y                             (2) 

tengliklar bilan aniqlanadi, 

0iS  da limitga o’tsak, kasrlarning suratida va maxrajida turgan integral 

yig’indilar ikki o’lchovli integralga aylanadi va biz yassi shakl og’irlik 

markazining koordinatalarini hisoblash uchun aniq formulalar hosil qilamiz: 

,

D

D
c

dxdy

xdxdy

x        .

D

D
c

dxdy

ydxdy

y                                                 (2) 

Sirt zichligi 1 ga teng bo’lgan yassi shakl uchun chiqarilgan bu formulalar hamma 

nuqtalarida o’zgarmas  zichlikka ega bo’lgan har qanday shakllar uchun ham o’z 

kuchida qolishi ravshan. 

Agar sirt zichligi o’zgaruvchan bo’lsa, 

),,( yx  

u holda bu formulalar quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 

 

,
),(

),(

D

D
c

dxdyyx

xdxdyyx

x        .
),(

),(

D

D
c

dxdyyx

ydxdyyx

y  

Mana bu 

D

y xdxdyyxM ),(      va      

D

x ydxdyyxM ),(  

ifodalar Oy  va Ox  o’qlarga nisbatan D yassi shaklning statik momentlari deb 

ataladi. 

xdxdyyx ),(  integral qaralayotgan shaklning massasini ifodalaydi. 
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Misol. Sirt zichligi hamma nuqtalarida 1 ga teng deb olib, 

1
2

2

2

2

b

x

a

x
 

ellips choragi og’irlik markazining koordinatalari topilsin (30- rasm). 

 

30-rasm. 

Yechish. (2) formulaga asosan:                                     

,
3

4

4

1

)(
3

1

4

1
0

2/322

0

22

0 0

0 0

22

22

a

ab

xa
a

b

ab

xdxxa

dxdy

dxxdy

x

aa

a
xa

a

b

a
xa

a

b

c
 

 

.
3

4

4

1

0 0

22

b

ab

dxydy

y

a
xa

a

b

c  
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II BOB. IKKI KARRALI INTEGRALLARNING TADBIQLARI 

 

1-§. Ikki karrali integralni hisoblash 

1-misol. )(P sohada markazi koordinatalar boshoida bo’lgan R  radiusli 

doirada ushbu  

D

dpxRyI 222  

ikki karrali integral hisoblansin. 

Yechish. )(P soha konturining tenglamasi 222 Ryx  ko’rinishga ega, 

bundan 22 xRy  bu esa 22 xRy  yuqori yarim aylananing, 

22 xRy  quyi aylananing tenglamasidir. ],[ RR  dan olingan x  

o’zmaganda, o’zgaruvchi 22 xRy  dan 22 xRy  ga qadar o’zgaradi 

(A-chizma). 

)(

)()( 0

),(),(

xy

xy

b

aP

dyyxfdxdpyxf                                       (A) 

formulaga asosan 

.
45

32

3

4

3

2
)(

3

1
2

2

3

0

222

2222

3

2222

0

222222

2222

22

RdxxR

dxxRxRdxxR

dyydxxRdyxRydxI

R

R

R

R

R

R

R

xRxR

xR

R

R

 



 

46 

 

 

A-chizma 

2-misol. Ushbu  

D

dxdyyx 224  

integralni xyxy ,1,0   to’g’ri chiziqlar bilan tashkil qilgan uchburchak 

bo’yicha hisoblansin. 

Yechish. (A) formulaga asosan 

.
32

3

3

1

32

3

3

1

32

3

2
arcsin24

2
4

1

0

32
1

0

0

222
1

00

22
1

0

xxdx

x

y
xyx

y
dxdyyxdxI

xx

 

3-misol. Ushbu  

1

1

22
2

0

.2 dyyxdxI  

integralni hisoblang. 

Yechish. Dastlab ichki integralni hisoblaymiz, so’ngra tashqi integralni 

hisoblaymiz. 

.8
3

24

3

8

3

16

3

4

3
2

3

4
2

,
3

4
2

3

2

3

2

3

2
2

2

0

32

0

2

222
1

1

1

1

3222

x
x

dxx

xxxyyxdyyx

 

Demak, 

x 

y 

      

0 

22 xR

22 xR
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.82

1

1

22
2

0

dyyxdxI  

4-misol. Ushbu  

1

0
2

4

0

.
)12( yx

dy
dxI  

integralni hisoblang. 

Yechish.  

.
5

9
ln

2

1
5ln

2

1
9ln

2

1
)12ln(

2

1
)1ln(

2

1

12)1(212

1

)1(2

1

12

1

)12(

4
0

4
0

4

0

4

0

4

0

1

0

4

0

1

0
2

4

0

xx

x

dx

x

dx
dx

xx

yx
dx

yx

dy
dxI

 

3) 

D yx

ydxdy
I

2
3

22 )1(  

101,x0soha yD

 

1

0

2

3
22

1

0

.1 dyyxydx  

Ichki integralni hisoblaymiz: 

.
2

1

1

1

1

1
1

22

1

0

1

0
22

2

3
22

xxyx
ydyyx  

Demak,  

.
31

22
ln2ln)31ln()21ln(

21

1

0
2

1

0
2 x

dx

x

dx
I  

4)

 D

dxdyyxI 224  integral D  soha 
2

3
,2,1,0 yyxx

 

lar 

bo’yicha hisoblansin. 
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.
8

35

33

1
4

3

1
4

3
44

2/3

0

32/3

0

2

2/3

0

1

0

2
32/3

0

1

0

22

y
yydyy

dyxy
x

xdydxyxI

 

5) yxyxf 1),(  funksiyadan 0,2,, yyyxxy

 

sohalar 

bo’yicha olingan ikki karrali integral hisoblansin. 

Yechish. 

2

0

22

0
2

1 dy
x

xyxdydxyxI

y

y

y

y

 

2

0

2
2

22
dy

y
yy

y
yyy

 

.
3

13

15

244

64

3

5

2

3

2

22

3
2

0

32
53

2

0

2 yy
yydy

yy
yyy

 

6) 

D

xydxdy  integralni hisoblang. Bu yerda  D soha yuqoridan xy  

to’g’ri chiziq bilan pastdan 2xy  parabola 

bilan chegaralangan (B-chizma). 

Yechish. To’g’ri chiziq va parabola 

tenglamalarini birgalikda yechamiz: 

.

,

2xy

xy
 

.1,0

,0)1(

,

21

2

xx

xx

xx

                                                                                                

2xy

xy

x0

y

chizma -B
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.
24

1

6

1

4

1

2

1

642

1
)(

2

1

2

1

0

1

0

6
1

0

4
42

21

0

1

0

1

0 222

xx
dxxxx

y
xdxydyxdxxydydxxydxdy

x

x

x

x

x

xD
 

7)  

D

dxdyyx 22  integralni hisoblang. Bu yerda  D soha yuqoridan 

,0y ,1xy 1xy 10;11 yyxy  to’g’ri chiziq bilan 

chegaralangan uchburchakdan iborat. 

Yechish. 

1

1

2
31

0

1

1

22
1

0

22

3

y

y

y

yD

xy
x

dydxyxdydxdyyx

 

1

0

2
1

0

3
1

0

3233
1

0

2
3

2
31

0

2)1(
3

2
22)1(

3

2

)1(
3

)1(
)1(

3

)1(

dyydyydyyyyydy

yy
y

yy
y

dy

 

.
3

1

3

2

2

1

6

1

3

2

2

1
)1(

6

1 1

0

3
1

0

4
1

0

4 yyy  

8) 

D

ydxdyx ln  integralni lyxD 1,40:   soha bo’yicha 

hisoblang.  

Yechish. 

.8)1(8ln
2

lnln

0

4

0

2

0

4

0

llyyy
x

ydyxdxydxdyx

l

D

l

 

9) 

D

dxdyyx 22 sincos  integralni lyxD 1,
4

0:  soha 

bo’yicha hisoblang. 

Yechish.  
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.
1642

1

82

1

484

1

8
2sin

2

1

8

4

1

8
cos

4
2sin

4

1

2

4
cos

sincossin2cos

2
4

0

4

0

2
4

0

4

0

2

4

0

22
4

0

2

xxx

dxxdxyxy

dyyxdxdxdyyx

D

 

 

10)  

22

2
2

0

2

0
2

1
2)2(

x

x

x

x

yxydxdyyxdxI  

2

1

354
2

0

2243

2

1

10

1

2

1

2

1
2

2

1
2 xxxdxxxxx  

.
2

1

2

1

10

1

2

1
4

5

16
8  

11) 

D

dxdyyx 2  integralni hisoblang. Bu yerda  D  soha ,xy  

,2xy ,2x  3x  to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan. 

Yechish.  

.
3

1
25

3

4
4

42)2(

3

2

3
3

2

2

3

2

222222
3

2

23

2

xdxx

dxxxxxyxydxdyyxdx
x

x

x

x
 

12)  Qutb koordinata sistemasiga o’tib,  

D

dxdyyx 22  integralni 

hisoblang. Bu yerda  D  soha 222 ayx  doiraning birinchi choragi. 

Yechish. cosx , siny  
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.
6233

1

sincossincos

32

0 0

32

0

32

222222

aa
dadd

ddxdyyx

a

DD

 

13) 

D

dxdyyxyx
23

 integralni hisoblang. Bu yerda D  soha 

,1yx  ,1yx ,3yx  1yx  to’g’ri chiziqlardan tashkil topgan 

kvadrat. 

Yechish.  ,uyx vyx desak, ),(
2

1
vux  ).(

2

1
vuy  U holda 

Ostragradskiy determinant  

;
2

1

4

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

v

y

u

y
v

x

u

x

I  

.
2

1
1

1

2
2

1

3 dvvduuI  

Demak, 

3

1

33
1

1

2
3

1

323

3

1

2

1

2

1
duvudvvduudxdyyxyx

D

 

.
3

20
181

12

1

12

1
)11(

6

1
3

1

4
3

1

3 uduu  (E, E’ – chizmalar.) 

 

2-§. Ikki karrali integral yordamida yuzlarni hisoblash 

1) xyxy ,2 2  chiziqlar bilan chegaralangan yuzani hisoblash.  

Yechish. Chiziqlarning kesishish nuqtalarini topamiz. Buning uchun 

ularning tenglamalarini birgalikda yechamiz: 

022 xx  

.1,2 21 xx  

Biz ikkita ),2;2(1M  )1;1(2M  nuqtalarga ega bo’lamiz (a-chizma). 
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birlik.kvadrat
6

27

2

4

3

8
4

2

1

3

1
2

23
22

1

2

231

2

2
1

2

2

2

2

xx
xdxxxdxdyS

x

 

a-chizma. 

2) xyxy ,6 2  chiziqlar bilan chegaralangan soha yuzi 

topilsin. 

Yechish. Yuzaning chegaralarini aniqlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq 

tenglamalarini birgalikda yechamiz:  

;

,6 2

xy

xy

 

,6 2 xx  ,062 xx  

bundan ,31x  .22x  Demak, chiziqlar ),3;3(1M  )2;2(2M nuqtalarda 

kesishadi. 

3) 6,4 2 yxyyx  chiziqlar bilan chegaralangan yuzani 

hisoblash. 

Yechish. Berilgan chiziqlarning kesishish nuqtalarini topish uchun 

tenglamalarni birgalikda yechamiz:  

6

4 2

yx

yyx
 

yyy 64 2  

0652 yy  

4,3,2,3 2121 xxyy  

)1;1(1M

)2;2(1M

0 x

y

2

1
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6

1
12

3

8
10189

2

45
6

3

1

2

5

65

3

2

32

3

2

2
3

2

4

6

4

6

3

2

2

2

yyy

dyyydyxdxdydxdyS
yy

y

yy

yD
 

4) cos
3

2
,1  aylanalar bilan chegaralangan yuza hisoblansin 

(b-chizma). 

Yechish. Ularning kesishish nuqtalarini topamiz: 

.
6

,
2

3
cos,cos

3

2
1  

Demak, .
6

;1A  U holda 

birlik.kvadrat)33(
18

1

63
sin

3

1
2sin

3

1

12cos2
3

1
12cos

3

2

3

2

1cos
3

4

2

1
2

6
0

6

0

6

0

6

0

2
6

0

cos
3

2

1

2

dd

dddS

D

 

 

b-chizma. 

5) xyayx 222 2  lemniskata bilan chegaralangan yuzani toping. 

Yechish. sin,cos yx  deb olib, egra chiziq tenglamasidan 

qutb koordinatalar sistemasiga o’tamiz. Natijada 

A

0
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2sincossin2 222 aa  tenglamaga ega bo’lamiz. Bu holda 

4
0  bo’ladi. Yuzaning to’rtdan bir qismini olamiz. Demak, 

4

0

2sin

0

2
2sin

0

4

0

244 dddddS
a

a

D

 

0cos
2

cos2cos
2

1
22sin2 224

0

2
4

0

2 aaada  

birlik.kvadrat0 22 aa  

6) axyyx 33   (d-chizma) egri chiziq bilan chegaralangan yuzani 

toping. 

Yechish. Qutb koordinatalar sistemasiga o’tib  

cossin)cos(sin 2333 a  

yoki 

33 cossin

cossina
 

yuza simmetrik bo’lganligi uchun nur 
4

 bo’ladi. Shuning uchun  

4

0
233

22
2

cossin/cossin

0

4

0 cossin

cossin
22

33

daddddS

a

D

4

0
23

324

0
23

224

0
236

42
2

1

1

31

)(3

31cos

cos

tg

tgda

tg

tgdtga
d

tg

tg
a  

birlik.kvadrat
613

24

0

3

2 a

tg

a
 



 

55 

 

 

d-chizma. 

 

3-§. Ikki karrali integral yordamida jismlar hajmlarini hisoblash 

 

1. ,0x  ,0y ,2zyx  0z  sirtlar bilan chegaralangan jism 

hajmi hisoblansin (a -chizma). 

Yechish. D  soha chizmada bo’yalgan. U xOy  tekislikda ,0x  

,0y 2yx  to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan uchburchak shaklidagi 

sohalar. Chegaralarni ikki karrali integralga qo’yib hajmni hisoblaymiz: 

2

0

2
2

0

2

0

22

0

2

0
3

4
2

2

1

2
2)2( dxxdx

y
yxdxdyyxV

xx

 kub 

birlik.  

 

(a - chizma) 

2. ,0x  ,0y ,2zyx  0z  sirtlar bilan chegaralangan jism 

hajmi hisoblansin. 

x

y

z

2zyx

0
2

2
2yx

y

x

0
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Yechish.  

2

0

2
2

0

2

0

2

3

4
2

2

1

2
2)2( dxxdx

y
yxdxdyyxV

x

D

 kub 

birlik. 

3. Oxy  tekisligi bilan, yon tamonlaridan ,0x ,ax ,0y by   

tekisliklar bilan, yuqoridan elliptik paraboloid 
q

y

p

x
z

22

22

 bilan chegaralangan 

jism hajmi hisoblansin. 

Yechish. 

).(
6

)
22

(

)
22

()
22

(

22

0

22

0

22

0],0;,0[

22

q

b

p

aab
dy

q

ay

p

a

dx
q

y

p

x
dydp

q

y

p

x
V

b

ab

ba

 

4. ,1 2xy ,3xz ,5y 0z  sirtlar bilan chegaralangan jismning 

I oktantda joylashgan qismining hajmi hisoblansin. 

Yechish. Jism yuqoridan xz 3  tekislik, yon yog’idan 21 xy  silindr va 

5y  tekislik bilan chegaralangan, ya’ni u silindrik jism. D  soha 

21 xy parabola va 0,5 xy  to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan.  Shunday 

qilib, 

birlik.kub12)48(3
4

23)4(3

333

2

0

4
2

2

0

3

2

0

5

1

5

1

2

0

2

2

x
xdxxx

dxyxdyxdxxdxdyV
x

xD

 

5. 222 ayx va 222 azx sirtlar bilan chegaralangan jism hajmi 

hisoblansin. 

Yechish. Jismning sakkizdan bir qismining hajmini hisoblaymiz (b-

chizma). 
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22

00

2222

8

1
xaa

D

dydxxadxdyxaV

 

birlik.kub
3

2

3

1
)( 3

0

32

0

22 axxadxxa

aa

 

Demak, birlik.kub
3

16 3aV  

 

b-rasm. 

 

4-§. Ikki karrali integral yordamida sirt yuzasini aniqlash 

1. 2222 azyx  sferaning ayyx 22  (1-chizma) silindr ichiga 

joylashgan qismining sirti topilsin. 

 

1-chizma 

Yechish. Sferaning (I oktant uchun) tenglamasidan: 

z

x

y
0
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222 yxaz  

;
222 yxa

x

x

z
      .

222 yxa

y

y

z
 

Demak, 

.1

22

dxdy
y

z

x

z
S

D

 

D soha sirtning xy0  tekislikdagi proyeksiyasi. Sirt tenglamasi ),( yxfz  

ko’rinishda berilgan holda yarim doira, D sohaning integrallash chegarasi bo’ladi. 

Sirt to’rtta oktantda joylashgan bo’lgani uchun, izlangan yuza  

.
1

4
222

dxdy
yxa

aS

D

 

Qutb koordinatalar sistemasi sin,cos yx ga o’tsak, aylana 

tenglamasi  

sincossin 2222 a  

sincossin 222 a  

sin2 a  

bo’ladi.  

birlik.kvadrat
2

4cos4

)1(cos44

44

22
0

2

2

0

2

0

2
sin

0

22

2

0

sin

0
2222

aa

dadaa

a

d
da

a

dd
aS

a

a

D

 

2. 22 yxz  konusning xyx 222  (2-chizma) silindr ichidagi 

joylashgan qismining sirti yuzi topilsin. 
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2-chizma. 

Yechish. Konusning tenglamasidan  

;
22 yx

x

x

z
      .

22 yx

y

y

z
 

Integrallash sohasi doira bo’lib, xyx 222  aylanadan iborat yoki .cosa  

U holda 

cos2

0

2

2

22

2

22

2

221 dddxdydxdy
yx

y

yx

x

DD

 

2

0

2

0

2
2

0

cos2

0

2 )2cos1(22cos4
2

1
22

2

1
22 ddd  

birlik.kvadrat22sin
2

1
22

2

0

 

3. zx 22
 silindrning 22,2,02 xxyyx  chiziqlar bilan 

kesilgan qismining sirtini toping (3-chizma). 

z

x

y

0
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3-chizma 

Yechish. Integrallash chegarasi OAB uchburchak. Silindr tenglamasidan 

,x
x

z
 0

y

z
. U holda  

22

0

2
2

2

22

0

22 1
2

3
11 dxxxdydxxdxdyxS

x

xD

 

birlik.kvadrat13)1(
3

2

4

3
)1()1(

4

3
22

0

2

3

2
22

0

22

1

2 xxdx  

4. 221 zyx  paraboloidning 122 zy  slindr bilan kesgan 

qismining sirti yuzi topilsin. 

Yechish. Integrallash sohasi 122 zy  aylana . Paraboloid tenglamasidan  

;12y
y

x
      z

z

x
2  

ga ega bo’lamiz.  U holda  

DD

dydzzydydz
z

x

y

x
S 22

22

(411  

qutb koordinata sistemasiga o’tib, 

 

x

z

y

BA

0
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2

0

1

0

2

3
2

22

0

2
1

0

2

0

41
8

1

3

2
41 dddydS  

birlik.kvadrat
6

155
155

12

1
2

0

d  

 

5-§. Ikki karrali integralning fizikadagi ba’zi tadbiqlari 

 

1-misol. Sirt zichligi 2),( xyyx  bo’lgan, Ox o’qi, 2xy  parabola va 

6yx  to’g’ri chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli uchburchakdan iborat D 

yupqa plastinkaning massasini hisoblang. 

Yechish. Plastinkaning massasini hisoblash uchun dastlab D sohani 

aniqlaymiz: 

.94;6: yyxyD

 

.
8

1
453

10

4
4

8

13
46

10

9
9

8

13
96

108

13

3
18

22

13
18

22

)6(

2

5
43

5
43

9

4

5439

4

43
2

9

4

3229

4

6
226

2
9

4

yyy
dy

yy
y

dy
yyy

dy
yx

dxxydym

y

y

y

y

 

 

2-misol. Sirt zichligi yxyx ),(  ga teng bo’lgan 24 xy  parabola 

va Ox  o’qi bilan chegaralangan yuz og’irlik markazining koordinatalarini toping 

(a-chizma). 

Yechish. D soha 240;22 xyx  shakl Oy  o’qqa nisbatan 

simmetrik bo’lgani uchun 00x  og’irlik markazining koordinatasini topish uchun 

xM  statik momentni hisoblaymiz.  
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22 4

0

2
2

2

4

0

2

2

)()(),(

xx

D

x dyyyxdxdyyxydxdxdyyxyM

 
2

2

3222

3

)4(

2

)4(
dx

xxx

 

dxxxxxxx

2

2

23456 1284896242432
6

1

 

.
105

34
40128

2
48

3
96

4
24

5
24

6
3

7
2

6

1
2

2

234567

x
xxxxxx

 

Og’irlik markazining ordinatasi 

.37.2

15

1
17

105

34
40

)(

105

34
40

0

D

x

dxdyyxm

M
y

 

 

 

3-misol. Bir jinsli ellipsoid  

1
2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
 

ning koordinata o’qlariga nisbatan inertsiya momentini toping. 

Yechish. Ellipsoidning birgina oktanti (b-chizma) bilan chegaralanib, 

natijasini 8 ga ko’paytirish mumkin. Bu holda P soha 1
2

2

2

2

b

y

a

x
 ellipsning 

kvadranti bo’ladi. 

2 0 2

y

4

x

24 xy

chizmaa
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.
15

4
12

1
8

8

3

0
2

2
2

1

0

2

2

2
2

0

22

2

2

cabdy
b

y
yac

dxx
b

y
adyy

a

c
zdpyI

b

b

y
a

b

P

zx
 

Xuddi shunga o’xshash 

.
15

4
,

15

4 33 abcIbcaI xyyz  

 

4-misol. ,442 xy  422 xy  (d-chizma) chiziqlar bilan 

chegaralangan figuraning og’irlik markazining koordinatalari topilsin. 

Yechish. Figura Ox o’qiga simmetrik bo’lgani uchun 0y . x  ni topish 

qoldi. 

2

0

22

0

2224

44

2

0
4

3
32

4

4

2

4
22

2

2

dy
y

dy
yy

dxdydxdyS

y

yD

 

.8)
3

2
2(6

12
6

2

0

3y
y  

U holda  

.
5

2

80
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8

1
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3

2

1
3

8

1

16

3
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3
3

8

1
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4

4

8

1
2

8

1

8

1

2

0
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2

0
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2

0

222224

44

2

0

2

2

yyydyyy
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xdxdyxdxdyx

y

yD
 

x

z

ya

c

b
0

)(P

chizmab
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5-misol. 1
925

22 yx
 ellips va uning 1

35

yx
 yoyidan  iborat qismining 

yoyidan tashkil topgan qismining og’irlik markazining koordinatalari topilsin. 

Yechish. Sigmentning yuzini topamiz: 

2
4

15

5
1325

5

3
5

0

2

25
5

3

5
13

5

0

2

dx
x

xdydxdxdyS

D

x

x

 kvadrat 

birlik. 

U holda  
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S
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3
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5

0
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3
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x
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5

0
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ydydxydxdy
S

y

x
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5
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5

0
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5
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x
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x
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2

2

3
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2

125

)2(125
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Demak, og’irlik markazi koordinatalari: 

.
2

2
;

)2(3

10
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Xulosa  

 

Ikki karrali integral va uning ba’zi bir tadbiqlari to’g’risidagi ushbu bitiruv 

malakaviy ish talaba tomonidan quyidagi holda bajarilgan: 

1. Ikki karrali integral va uni hisoblash to’g’risida to’liq ma’lumot 

keltirilgan. 

2. Yuzalarni hisoblash misollar asosida hal etilgan. 

3. Hajmlarni hisoblashda qutb koordinata sistemasiga o’tishlardan 

foydalanilgan. 

4. Sirt yuzini topishda ikki o’zgaruvchili funksiya hosilalaridan unumli 

foydalanilgan. 

5. Jismning og’irlik markazi koordinatalarini hisoblashda jism massasini 

hisoblash to’g’ri hal etilgan. 

Umuman Abdullayev Jamshid bakalavr darajasini olishga loyiq va bitiruv 

malakaviy ishni hal eta olgan. 
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