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Kirish

Masalaning go’yilishi.

1, (Z%) fazoda bir zarrachali Fz':l Shroedinger operatorni aniglash.

Mavzuning dolzarbligi.

Qattiq jismlar fizikasi, matematika-fizika, kvant mexanikasining gator masalalarini
o’rganishda diskret Shro’dinger operatorini o’rganish muhim ahamiyatga ega.
Olingan natijalarni boshga fanlar uchun ham muhim ahamiyat kasb etib ishlab
chiqarishning ba’zi sohalarida foydalanish mumkin.

Ishning maqgsadi va vazifalari.
H, va V operatorlarni xossalarini o’rganish va H,, operatorni aniglash

IImiy tadqigot usullari.
Funksiya tushunchasi, chiziqli chegaralangan va 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar va
ularning xossalari, kompakt operatorlardan foydalanildi.

Ishning ilmiy ahamiyati.
Malakaviy bitiruv ishida olingan natijalar ilmiy va ijodiy ahamiyatga ega bo’lib,
fanning shu sohadagi ma’lum bir masalalarning yechimini topishda foydalaniladi.

Ishning amaliy ahamiyati.
Malakaviy bitiruv ishi nafagat ilmiy balki amaliy ahamiyatga ega. Natijadan ishlab
chiqgarishning ba’zi sohalarida foydalanish mumkin.

Ishning tuzilishi.

Malakaviy bitiruv ishi Kirish, ikki bob, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar
ro’yxatidan iborat. Har bir bob paragraflarga ajratilgan va ular ma’lum nomerlar
bilan belgilangan.

Ishning birinchi bobida asosiy natijalarni olishda kerak bo’ladigan tushunchalar va
ta’riflar, ya’ni chiziqli fazo, Evklid fazosi, Hilbert fazosi, chegaralangan va
kompakt operatorlar, operatorlar qo’shmasi, teskarisi ta’riflari keltirilgan. Bundan
tashqari ba’zi bir muhim teorema va lemmalar ham bayon qilinib ularning isbotlari
keltirilgan va misollar orgali izohlangan.

Ikkinchi bobda esa mavzuning asosiy teoremasi isbotlangan .

Olingan natijalarning gisgach mazmuni.

1.H, operatorning 0’z-0’ziga qo’shmaligi va chegaralanganligi hosil gilingan.
2.V operatorning kompaktlik kriteriyasi keltirilgan.

3.1,(Z%) fazoda Fz':l Shroedinger operatori aniglangan.



Bob 1

Boshlang’ich tushunchalar

Bu bobda mazkur malakaviy bitiruv ishini bayon gilishda kerak bo’ladigan asosiy
tushunchalar, ta’rif lar bayon qilib, bazi teoramalar isbotini keltiramiz.

1.1Chizigli fazolar
1.1.1Vektor fazolar

Chizigli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushuncha hisoblanadi.
Quyida C bilan kompleks sonlar, R bilan haqiqiy sonlar to’plamini belgilaymiz.

1.1.1-Ta’rif: Agar elementlari x, y, z, ... bo’lgan L to’plamda quyidagi ikki amal
aniglangan bo’lsa:

I.Ixtiyoriy ikkita x , yeL elementlarga ularning yig indisi deb ataluvchi aniq bir
x + y € L element mos qo 'yilgan bolib, ixtiyoriy x,v, z € L elementlar uchun

Dx+y=y+x  (kommutativlik)
2)x+(y+2z)=(x+y)+z (assotsiativlik)
3) L dashunday @ element mavjud bo’lib, x + 8 = x (nolning mavjudligi)

4) shunday -xeL element mavjud bo’lib, x + (—x) = 8 (qarama —qarshi
elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa;

I1. ixtiyoriy xeL element va ixtiyoriy e son (@eR yoki aeC) uchun x elementning
a songa ko paytmasi deb ataluvchi aniq bir axeL element mos qgo yilgan bo’ lib,
ixtiyoriy x, v €L va ixtiyoriy «, £ sonlar uchun

5) a(Bx) = (aB)x



6)1-x =x
7)(a+F)x=ax+ Bx
8) a(x+vy) = ax + ay

Aksiomalar bajarilsa, u holda L to plam chizigli fazo deb ataladi.

Misol 1.1.1 L = R™ = {x = (x{,%5,...,X,), X;€R, i =1,2,...,n} —n tahaqiqiy
sonlarning tartiblangan guruhlari to’plami. Bu yerda elementlarni qo’shish va
songa ko’paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi. Ixtiyoriy

X = (X,X0, 00, X)) V@ V= (Vy,Vs, -,V JeR™ lar uchun

X+ V= {:xl +.}r11 Xa +.}sz ey X + -}Iﬂj’ (1)
o0y = ((le, {Ixz’ ey {Ixﬂ) (2)

R™ —to’plam (1) va (2) tengliklar bilan aniqlangan qo’shish va songa ko’paytirish
amallariga nisbatan haqigiy chizigli fazo tashkil giladi va u n-o’lchamli haqiqiy
chiziqli fazo deb ataladi.

Misol 1.1.2 1, = {x = (x1,%5, ..., X, .- ): 2ume 4 |2, |* << o0} -kvadrati bilan
jamlanuvchi ketma-ketliklar to’plami. Bu yerda elementlarni qo’shish va songa
ko’paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi:

X+ = (X1 +¥1,% + Vo, s X + Yy o), 3)

ax = al(xy, X5, 0, Xy, ) = (AX;, XX, ..., @x,, ), aceC. (4)

Yig’indi x + yel, ekanligi |a + b|* < 2|a|* + 2|b|* tengsizlikdan kelib chigadi.
(3) va (4) tengliklar bilan aniglangan qo’shish va songa ko’paytirish amallari
chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, 1, to’plan kompleks

chiziqli fazo bo’ladi.

Misol 1.1.3 L = €, — [a, b] kesmada aniqlangan uzluksiz funksialar to’plami.

Funksialarni qo’shish va funksiani songa ko’paytirish amallari mos ravishda



(f+g)(x)=f(x) +g(x)
Va
(af)(x) = af (x)

ko’rinishda aniglanadi. Yuqoridagi tengliklar bilan aniqlangan qo’shish va songa
ko’paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak,
Crap) to’plam chiziqli fazo tashkil etadi.

1.1.2.Chizigli funksionallar.

1.1.2Ta’rif: L chizigli fazoda aniglangan f sonli funksoinal deb ataladi. Agar
barcha x, yeL lar uchun

fx+y)=fx)+fQ)
bo’lsa, f additiv funksional deyiladi.

1.1.3Ta’rif: Agar barcha xeL va barcha aeC lar uchun

f(ax) = af (x)

bo’lsa, f bir jinsli funksional deyiladi. Agar barcha xeL va barcha aeC lar uchun
flax) = af (x)

bo’lsa, u holda kompleks chiziqli fazoda aniglangan f funksional qo’shma bir
jinsli deyiladi, bu yerda & soni @ ga qo’shma kompleks son deyiladi.

1.1.4Ta’rif: Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladi. Additiv
va qo’shma bir jinsli funksional qo’shma chiziqli (antichiziqli) funksional deyiladi.

Misol 1.1.4 R™ = {x = (x;,%5,...,X,,), %;eR,i=12,...,n}—n

o’lchamli vektor fazo va a = (a,,a,, ..., a,,)eR™ belgilangan element bo’lsin. u
holda



mn

FRUSR fO)=) ax,

i=1

Moslik R™ da chiziqli funksional bo’ladi.

mn

u(z) = Z Ay Zy

k=1
Tenglik bila aniglanuvchi u: C* — € akslantirish qo’shma chiziqli funksional
deyiladi.
Misol 1.1.5 1, fazoda chizigli funksionalga misol keltiramiz. k- belgilangan natural

son bo’lsin. [, dagi har bir x = (x,x,, ..., X3, ... ) uchun

fi (x) = x3,
Deymiz. Bu chizigli funksional.

Misol 1.1.6 ygeCy, 1 berilgan element bo’lsin. har bir xeCy, ;1 funksiyaga

b

F&) = f )y, (D)dt

a

sonini mos qo’yamiz. Bu funksionalning chiziqliligi integrallash amalining asosiy
xossalaridan kelib chigadi.

b

F(x) = f X (D)dt

a

Funksional (i, ;) fazoda qo’shma chizigli funksional deyiladi.



1.1.3.Chizigli normalangan fazolar.

1.1.5 Ta’rif: Bizga L chizigli fazo va unda aniglangan p funksional berilgan
bo’lsin. Agar p quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa, unga norma deyiladi:

Dp(x)=0, Vxel px)=0e<x=16
2)plax) = |a|lp(x) VaeC WVxeL
Iptx+y) =p()+p(y)  Vx,yel

1.1.6 Ta’rif: Norma kiritilgan L chiziqgli fazo chizigli normalangan fazo deyiladi
va xeL elementning normasi ||x|| orgali belgilanadi.

Misol 1. 1.7 L = R™ —n —o’lchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda

1
llxIl = / e & lxll, = (Zhy[x17)2

"x"m = maxlgkiﬂlxkl xeR"

Funksionallar norma shartini ganoatlantiradi. R™ chizigli fazoda |||, norma
kiritilgan bo’lsa, uni R} ,agar ||-||., norma kiritilgan bo’lsauni R, deb
belgilaymiz.

Misol 1. 1.8 I, fazoda x elementning normasi quyidagich Kiritiladi:

Misol 1.1.9 ([, 4)- (251 kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosi. Bu
fazoda fe[a, b] elementning normasi



Ifll = max |£Co)l

tenglik bilan aniglanadi. C, ;) chizigli fazoda norma

Il = [T1F(©)de

Formula yordamida kiritilgan bo’lsa, uni C, [a, b], agar norma

Ifllz =

b
f I (0Pt

Tenglik bilan kiritlilgan bo’lsa uni C, [a, b] deb kiritiladi.

1.1.4.Evklid fazolari.

Chizigli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar
ko’paytma kiritishdir.

1.1.7 Ta’rif: Bizga L haqiqiy chizigli fazo berilgan bo’lsin. agar LxL dekart
ko’paytmada aniqlangan p funksional quyidagi to’rtta shartni qanoatlantirsa, unga
skalyar ko’ paytma deyiladi:

Dp(x,x) =0, Vxel, p(x,x)=0<x =20
2p(x,y) =py,x), Vx,yel

plax,v) = ap(x,y) YaeR, WVx,yel

Ap (e +x5,¥) = ply,y) +p(x,y,) VX, X5€L

1.1.8 Ta’rif: Skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi va
x,y elementlarning skalyar ko paytmasi (x,y) orqali belgilanadi.

Evklid fazosida x elementning normasi
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x|l = v/ (x, x)

formula orgali aniglanadi.

Agar (x,v) = 0bo’lsa, u holda xvay vektorlar ortogonal deyiladi.

1.1.9 Ta’rif: Agar ixtiyoriy a # 8 da (x,,%5) = 0 bo’lsa, u holda nolmas {x,}

vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir
elementning normasi birga teng bo’lsa, {x,} ortogonal normalangan sistema,

gisgacha ortonormal sistema deyiladi.

1.1.10 Ta’rif: Agar {x_,} sistemani o’zida saqlovchi minimal yopiq qism fazo E

fazoning o’ziga teng bo’lsa, u holda {x,} sistema to’la deyiladi.

1.1.11 Ta’rif: Agar {x,} ortonormal sistema to’la bo’lsa, u holda bu sistema E
fazodagi ortonormal bazis deyiladi.

Misol 1.1.10 R™ = {x = (x,X5,..., X,,), X;€R}- n  o’lchamli Evklid fazosi.
Bu fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi.

n

(x,y) = Z X Vi

i=1
Bu fazoda {e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)}2_, vectorlar sistemasi ortonormal bazisni
tashkil etadi.

Misol1.1.11 Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma — ketliklar fazosi, ya’ni I, ni
qaraymiz. Bu fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi.

o0

(x,y) = Z X Vi

i=1

[, fazoda ortonormal bazis sifatida
11



{e, = (0,0,...,0,1,0,...) ),
Tenglik bilan aniglanuvchi {e, };=—, vektorlar sistemasini olish mumkin.

Misol. 1.1.12 €5, fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi.

b
(f,9) = f F©Og@)dt

1.1.5.Hilbert fazolari.

To’la Evklid fazolarini qarashda davom etamiz. Bizni faqat cheksiz o’lchamli
Evklid fazolari gizigtiradi. Chunki chekli 0’lchamli Evklid fazolari R" fazoga
izomorfdir.

1.1.12 Ta’rif: Cheksiz o’lchamli to’la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli f,g,... elementlarning H to’plami Hilbert fazosi
bo’lsa, u holda quyidagi uchta shartni ganoatlantiradi:

1)H — Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo

2)p(x,¥) = \/x —y,x — y metrika ma’nosida H-to’la fazo

3)H fazo —cheksiz o’lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chiziqli erkli sistema
mavjud.

Odatda, separabel Hilbert fazolari qaraladi, ya’ni H hamma yerida zich bo’lgan
sanoqli to’plam mavjud.

Misol 1.1.13 G, [a, b] Evklid fazosi to’la emas shuning uchun Hilbert fazosi
bo’lmaydi.

Misol 1.1.14 I, cheksiz o’Ichamli to’la separabel Evklid fazosidir.

12



1.2Chizigli operatorlar

1.2.1.Chizigli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar.

Biz asosan chiziqgli operatorlarni garaymiz. Chizigli operatorlarning aniglanish
sohasi va qiymatlar to’plami chiziqli normalangan fazolarning qism fazolari
bo’ladi. Shunday qilib, bizga X va Y chizigli normalangan fazolar berilgan bo’lsin.

1.2.1 Ta’rif: X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona vy
elementini mos qo’yuvchi

Ax =y (xeX, yeY)
akslantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X ning hamma yerida aniglangan bo’lishi shart emas. Bu
holda AX mavjud va AxeY bo’lgan barcha xeX lar to’lami A operatorning

aniqlanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya’ni
D(A) = {xeX : Ax mavjud va AxeY}

Agar chizigli A operator garalayotgan bo’lsa, D(A) ning chizigli ko’pxillik
bo’lishi talab etiladi, ya’ni agar x,yeD(A) bo’lsa, u holda ixtiyoriy a, BeC lar
uchun ax + SyeD(A).

1.2.2 Ta’rif: Agar ixtiyoriy x,veD(A) € X elementlar va ixtiyoriy a, feC sonlar
uchun

Alax + By) = aAx + BAy
Tenglik o’rinli bo’lsa, A operator chiziqgli operator deyiladi.

1.2.3 Ta’rif: Bizga A: X — Y operator va x,€D(A4) nuqta berilganbo’lsin. agar

v, = Ax,€e¥ ning ixtiyoriy V atrofi uchun, x, nugtaning shunday U atrofi mavjud
bo’lib, ixtiyoriy xelU n D(A) lar uchun Axel bo’lsa, A operator x = x, hugtada
uzluksiz deyiladi.
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1.2.4 Ta’rif:Agar ixtiyoriy £ = 0 uchun shunday & = §(&) = 0 mavjud bo’lib,
llx — x, || < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xeD(A) lar uchun

|Ax — Ax, || < &

Tengsizlik bajarilsa, A operator x=X, nuqtada uzluksiz deyiladi.

1.2.5 Ta’rif: Ax = @ tenglikni ganoatlantiruvchi barcha xeX lar to’plami A
operatorning yadrosi deyiladi va KerA bilan belgilanadi.

1.2.6 Ta’rif: biror xeD(A) uchun y = Ax bajariladigan yeY lar to’plami A

operatorning giymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u ImA yoki R(A) bilan
belgilanadi.

KerA = {xeD(A): Ax =6}

R(A) = ImA = {veY: biror xeD(A) uchun y = Ax}

Misol. 1.2.1 X — ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo’lsin.

Ix =x xeX

Akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish: bu operatorning chizigliligi va uzluksizligi quyidagi tenglikdan bevosita
kelib chigadi:

I{(ax + By) = ax + fy = alx + Bly,
17 (x — x|l = llx — x0 ]l

Uning aniglanish sohasi va giymatlar sohasi uchun quyidagilar
o’rinli: D(I)=X R{I)=X Kerl={0}

14



1.2.2. Teskari operatorlar.

Bizga X ni Y ga akslantiruvchi A operator berilgan bo’lsin. D(A)- uning
aniqlanish sohasi, ImA esa uning qiymatlari sohasi bo’lIsin.

1.2.7 Ta’rif: Agar ixtiyoriy yeImA uchun Ax = y tenglama yagona techimga
ega bo’lsa, u holda A teakarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A teskarilanuvchan operator bo’lsa, u holda ixtiyoriy yelmA ga Ax =y
tenglamaning yechimi yagona xeD(A) element mos keladi. Bu moslikni
o’rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va A™* bilan
belgilanadi hamda

A Y =X, D(A1)=ImA, ImA™=D(4).
Bundan tashqari teskari operatorning aniglanishidan

ArAx=x xeD(A) A*Ay=vy, yeD(4A™)

tengliklar kelib chigadi.

Misol 1.2.2 A:R* — R*,  Ax = (x,,x, + x,,X5) operatorga teskari operator

mavjudmi. Agar mavjud bo’lsa teskari operatorni toping.

Yechish: Berilgan A operatorga teskari operator mavjud bo’lishi uchun, ixtiyoriy
yelmA = R* da Ax = y tenglama yagona yechimga ega bo’lishi kerak. Endi
Ax =y tenglikdan x ni topamiz:

Ax =y o (x1,%;, +x1,%3) = (31,12, ¥3)-

Bundan

X1=M
X1 +X =V,
Xz =V

15



X1 =M
X2 =VY2—0
Xz = V3
Ya’ni
(x1,%2,%3) = (Y, Y2 —V1,02) = A7y
Shunday qilib, A operatorga teskari operator mavjud va u

A:RPo R3], A'x=(xy,x, —xy,X3)

ga teng.

1.2.3. Qo’shma operatorlar. O’z-0’ziga qo’shma operatorlar.

X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga akslantiruvchi
chiziqli uzluksiz A operator berilgan bo’lsin, ya’ni

A:X =Y, y=AxeY, D(A)=X

1.2.8 Ta’rif: Bizga X,Y-chizigli normalangan fazolar va A:X— ¥ chiziqli
chegaralangan operator berilgan bo’lsin. agar biror A*: ¥* — X* operator va
ixtiyoriy xeX, ge¥” lar uchun

(g,4x) = (47g,x)
tenglik o’rinli bo’lsa, A* operator A ga qo’shma operator deyiladi.
Qo’shma operator quyidagi xossalarga ega:

1.4" operator chizigli

16



2(A+B)y =A"+B"
3.Ixtiyoriy k son uchun (kA)* = kA*
4.agar A uzluksiz bo’lsa u holda A* ham uzluksiz bo’ladi.

1.2.9 Ta’rif: H Hilbert fazosi va AeL(H ) operator berilgan bo’lsin. agar biror
A®: H — H operator vas ixtiyoriy x,yeH lar uchun

(Ax,y) = (x, Ay)
tenglik o’rinli bo’lsa, A* operator A ga qo’shma operator deyiladi.

Hilbert fazosi holida A va A* operatorlar aynan bitta fazoda aniglangani uchun,

ba’zan A = A" tenglik ham o’rinli bo’lishi mumkin.
1.2.10 Ta’rif: Agar A = A” bo’lsa, ya’ni ixtiyoriy x, yeH uchun

(Ax,y) = (x, Ay)

Tenglik o’rinli bo’Isa, A operator 0’z-0’ziga qo’shma operator deyiladi.

Misol 1.2.3 [, fazoda ko’paytirish operatorini, ya’'ni
Al = EZ, (‘qxjn = UpXp, Supﬂzllanl =a <o

Operatorni garaymiz. Unga qo’shma operatorni topamiz.

Yechish. X =Y = [, Hilbert fazolari bo’lgani uchun A ga Hilbert ma’nosidagi
qo’shma operatorni topamiz. A operatorning chizigli va chegaralangan. A ga
qo’shmani toppish uchun(Ax, y) skalyar ko’paytmani qaraymiz, [, fazodagi
skalyar ko’paytmadan foydalansak,

(A7) = ) (A0, T = ) autFn =
n=1 n=1

17



o0

= Z XpnOpnVn = EXJAKJ’]'

n=1
Bundan
A%l = L, (A™x), =X,
ni olamiz. Bu yerdan A ning qo’shmasi 0’ziga teng bo’lishi uchun a,,, neN

sonlarning haqiqiy bo’lishi zarur va yetarlidir degan xulosa chiqgadi.

Misol 1.1.4 T:Co1o0] = Coto; (Tx)(t) = (t* + icost)x(t) operatorga

qo’shma operatorni toping.

(Tx,v) = f(tz + icost)x(t)y(t) dt =

— Jl'; x(t) (2 + wcost) y(t)dt=(x, Ty)

(T*y) = (t* —icost)y(t)

1.2.4 Chizigli operatorning spektri va rezolventasi.

Faraz gilaylik, A4: C™* — C™ chiziqli operator berilgan bo’lsin. Agar biror A son
uchun

Ax = Ax

Tenglama nolmas xeC™ yechimga ega bo’lsa, u holda A son A operatorning xos
giymati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esa xos vektor deyiladi.

Chekli o’lchamli fazolardagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi ikki hol sodir
bo’ladi:

1)\ son uchun Ax = Ax tenglama nolmas yechimga ega, ya’ni A son A operator
uchun xos giymat, u holda A — AI ga teskari operator mavjud emas.
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2)A son uchun C™ fazoning hamma yerida aniglangan (4 — AI')~* operator mavjud
va demak, chegaralangan.

Agar A operator cheksiz o’lchamli X fazoda berilgan bo’lsa, u holda yugorida
keltirilgan 1va 2 holatlardan farqli uchinchi holat ham bo’ladi.

3)(A4 — AI)~? operator mavjud, ya’ni Ax = Ax tenglama fagat nol yechimga ega,
lekin (A — Ax)~* operator X ning hamma yerida aniglangan yoki
Im(A—Ax) = X.

1.2.11 Ta’rif: Agar AeC son uchun A — Ax ga teskari operator mavjud bo’lib, u X

ning hamma yerida aniqlangan bo’lsa, A son A operatorning regulyar nuqtasi
deyiladi,

Ry(A) = (4— D)

operator esa A operatorning A nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regulyar
nugqtalar to’plami p(A4) orqgali belgilanadi.

1.2.12 Ta’rif: A operatorning regulyar bo’lmagan barcha nuqtalari to’plami A
operatorning spektri deyiladi va ¢(4) orgali belgilanadi.

Spektr quyidagi gismlarga ajraladi:

1.2.13 Ta’rif: a) Barcha xos qiymatlar to’plami A operatorning nuqtali spektri
deyiladi va g,,,,(A) bilan belgilanadi.

b) Agar A son xos giymat bo’lmasa va Im(4 — AI') # X ya’ni A — AI operatorning
qiymatlar sohasi hamma yerda zich emas. Bunday A lar to’plami A operatorning
qgoldiq spektri deyiladi va o,,;(4) bilan belgilanadi.
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Bob 2

Panjarada bir zarrachali Shroedinger operatorini
aniglash

Faraz gilaylik, Z—bir o’lchamli panjara bo’lsin.

Z% = ZxZx ...2xZ
"'\-\—v—o-’

d marta

Ya’'ni

zZ4 = {z: z=1(24,25,...,24), Z;€Z 1= 1,d}

,(Z%) orgali Z% da aniglangan modulining kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyalar Hilbert fazosini belgilaymiz.

L(Z%) = {f: Z If(9)I* < m]

sezd
1,(Z%) Hilbert fazosida quyidagi funksiyalarni misol keltiramiz.
Misol 2.0.1 1,(Z%) da quyidagi funksiyani garaymiz:

= 1, x=8¢6
f(sz{{], x+0

Funksiyaning normasi

Il = 2, Vel =1

XEEd

20



Misol 2.0.2 1,(Z%) da quyidagi funksiyani garaymiz:

1 x| =1

fe) = {{] aks holda

Funksiyaning normasi quyidagicha

I7I, = 2, Pl = D I = ) 1=2a <

xezd lxl=1 lxl=1

Z% panjarada zeZ® elementning moduli quyidagicha aniglanadi:

d
121 = lzal + 1zal + -+ l2zal = ) |2
i=1

1, (Z%) fazoda aniglangan quyidagi operatorni garaymiz.

Hy:1,(Z%) - 1,(Z%)

Operatorning quyidagicha ifodalaymiz:

(Hf) 0= ) e@fa+s)

sezd

Ko’rsatish mumkinki HH; operator chizigli operator bo’ladi.
H; operatorni chiziglilikka tekshiramiz:

H;(Qlﬁ +{IEE) = Z g(x](ﬂlﬁ+ %E)(?’C‘F s) =

sezd
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= Z ﬁlgtSjﬁtx+ s)+ Z s é\(s]};(x +5) =

sezd sezd
— ) EWRG )+ ) ERG+S) =
seﬂd seEd

= a, (/) () + &, (Ho ) ()
Chiziqli operator shartiga ko’ra E’H; operator chizigli.
Endi uni chegaralanganlikka tekshiramiz:

Teorema: 2.0.1 E’; operator butun fazoda anqgilangan bo’ladi, agar

D 1Ee)l <

sezd

bo’lsa.

Isbot: ||rf1'?.h.f||2 = ||Zeeze £ f (x + 51"2

Bu tenglikda x + s = t belgilash olamiz.

2

»

xEZd

< Z (Zlé‘(_t— :'r:)II,f‘“rE*tJI)2 <

=3 [Zw&—xn - Zw(t—xﬂlftﬂflﬂ

2
=

Z £(t—x)f(t)

5L

Z E(t—x)f ()

tezd

xezd Leezd tezd
. - 2
<c Y- Y - »lfol =
IEZd tEZd
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= C?IIfII7

—c) [If&)lz > lee—)

tezd erd
|H £l = clifll

Tasdiq: Teoremaning shartidan HE, operatorning chegaralanganligini hosil
gilamiz. Teorama isbot bo’ldi.

Teorema: 2.0.2 HH; operator 0°z-0’ziga qo’shma operator bo’ladi, agar

bo’lsa.
Isbot: (Hﬂf, g‘) = (f, Hog) tenglikni tekshiramiz.
1, (Z%) fazodagi skalyar ko’paytmani aniqlanishidan

(of.5) ) Fof G0 = ) ) e@fGr+ 300 =

xezd xeZd sezd

x +s =1t belgilash olamiz.

— Z Z fOERFE—s) = Z Ft)- Z ZG)a(t—s) =

sezd tezd teZ sezd

s = —g almashtirish olamiz.

_ Zf(t). Z 2(—9)g(t+s) = Zf&]'z FS a4 5) =

ted 5L fted 5EZ d
23



= (f.H,9)
Oxirgi tenglikka asosan HH; operator 0’z-0’ziga qo’shma operator ekan. Teorema
isbot bo’ldi.

H, = FH,F

operator Ff; operatorning impuls ko’rinishi deyiladi va quyidagi ko’rinishda
bo’ladi:

Hy:L,(T%) = L,(T%)

(Ho)®) = e@)f (@),  feL (T

Bunda =(p) funksiya quyidagicha:

e(p) = (Zﬂ:]; Z £(s)ei®@s

sezd
F:L,(T%) - 1,(Z%
1

FHG) = —— f F )@ P dp
(2m)

F1:1,(Z2%) - L(T9)

- 1 - .
(FP@) =— ) Fe®?

(Zﬁjixezd

ga teng.

Quyidagi to’plamni kiritamiz.
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X, (e) = {peT? le(@)| = n}
2.0.1Ta’rif: =(p) funksiya muhim chegaralangan deyiladi, agar IneN topilib
u(X,()) =0

bo’lsa.

Bunda p — Lebeg o’Ichovi.

Teorema: 2.0.3 H, operator chegaralangan bo’lishi uchun £(p) funksiya muhim

chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

Isbot: Zaruriyligi. H, operator chegaralangan bo’lsin, ya’'ni VfeL,(T%) uchun
AC =0 ||Hyfll = Clf|| tengsizlik o’rinli bo’ladi. Teskaridan faraz qilamiz.

vneN  u(X,(£)) >0 |=(p)| > n munosabatlar o’rinli bo’lsin. quyidagi
funksiyalar ketma-ketligini aniglaymiz:

| u(x,(®) agar peX, (o)
fr) = {G agar peT\X (&)

Ko’rsatish mumkinki  f; €L, (T%).
Hagigatdan ham

15117 = f alo@)Pdp = [ 1a\y 1fo@IPdp+ [, _1fo@)|*dp =
— [ @l o@Pdp = [n(X@)] [, 1dp =

= k(@) 1(Xu(©) = [1(X @) < o0

£, funksiya L,(T%) ning elementi.
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IHofolI* = J jal (Ho o) @) 1Pdp = [ Lale®)fo (p)IPdp =

=, e@@Pdp > n? [ )If @)|2dp = n*u? (X, (2)) - u(X, (2)) >

> n?p? (X, ()

VneN uchun [[Hofll = nu(X,(£)) [u(X,(2)

Bu zidlik, demak (p) muhim chegaralangan ekan.

Yetarliligi. £(p) muhim chegaralangan bo’lsin.
IHof1I? = [ 1ale@f)1Pdp < n? [ a|f(p)1Pdp=n?|If||?
IHo fIl = nlifll

Bundan kelib chigadiki H, operator chegaralangan ekan. Teorema isbot bo’ldi.

V:1,(2%) = 1,(Z%9

Operatorni quyidagicha aniglaymiz:
VF=90)fx)

Ko’rsatish mumkinki ¥ operator chizigli operator.
Hagigatdan ham,

Viafi+afy) = f:r:l(l?fl) + a, ('?ﬁ,._) =

= () (aufi + azfz) = a; () (0) + a ($£) (x)
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7 operator chizigli operator bo’ladi.

Teorema: 2.04 V operator 0°z-0’ziga qo’shma operator bo’ladi, agar

bo’lsa.
Isbot: (V£,8) = (f,V§) tenglikni tekshiramiz.
(7£.6) = ). (7/)g0o -

xezZd

= ) BfFD = ) FeRma@ = (£.79)

xezd X

Oxirgi tenglikdan ¥ operator 0’z-0’ziga qo’shma operator ekanligi kelib chigadi.

Teorema isbot bo’ldi.
Teorema: 2.0.5 V operator kompakt bo’lishi uchun

lim sup |[#(x)=0

n=2 yezd|xl=n
bo’lishi zarur va yetarli.
Isbot: Yetarliligi. Faraz qgilaylik,

lim sup |#(x)|=0

N2 yezd|xl=n

tenglik bajarilsin. Biz birlik shar I ning aksi nisbiy kompakt ekanini ko’rsatsak,
yetarli.¥s = 0 son olamiz. n sonini

£
sup [P(x)| <5

xezd |x| R 2
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bo’ladigan gilib tanlaymiz. Har bir feV(I) ga

£ = {('?f)f.xj, Xl <n

0, |x = n|

elementni mos qo’yamiz. Barcha f* to’plamni I deb belgilaymiz. Ko’rsatish

mumkinki, bu to’plam ¥ (I) uchun 2 to’r tashkil etadi. Hagiqatdan ham

shartga binoan

I~ 77l = J 2NN -l =

XEZ d

xeZd x| =n

- \/ZIﬁ(xjf(ﬂlzi sup (I2CODIIfI < >

xeZd

Aniglanishiga ko’ra I ckekli o’lchamli. U holda uning chekli 5 to’ri mavjud.

Bu to’r 7(I) uchun ham chekli & to’rni hosil giladi. Demak ¥ (I) nisbiy
kompakt.

Zaruriyligi. Aytaylik, V kompakt bo’Isin. 1, (Z%) dagi ONS ni garaymiz:

n (X) = {i no

, MF*EX
Agar

lim sup |#(x)|+0

M= ez x| =n

bo’lsin, shunday €, > 0 wva neN |x| > n tengsizlik o’rinli bo’ladi. xeZ? lar
uchun

VoO)|>e, xez?
tengsizlik bajariladi. U holda o’sha shartni ganoatlantiruveni k, # k, larda
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175, ~ Pl = (1P + PG > 0> 0

munosabat o’rinli. Bu yerdan {V/¢,,} sistema chegaralangan ketma-ketlik
bo’lishiga garamay undan yaqinlashuvchi qismiy krtma-ketlik ajratib bo’lmaydi
degan xulosaga kelamiz. Bu V ning kompaktligiga zid.

1,(Z%) fazoda aniqlangan quyidagi ko’rinishdagi
1,29 = 1L,(Z%)

operatorni garaymiz.

———

H, operator quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:
H,=H,— AV
Ya’ni

(H.f)0) = (Hof ) — (V) ) (D)

Bunda u = 0.

Faraz gilaylik, £(-) va ©(-) funksiyalar uchun 1,2, 3, 4,5 teoremalarning

shartlari o’rinli bo’lsin.

U holda (1) formula bilan aniglangan operator chiziqli, chegaralangan, 0’z-0’ziga
qo’shma operator bo’ladi va bu operator bir zarrachali Schroedinger operatori
deyiladi.

E’E - operator erkin Hamiltonian deyiladi.

¥V — operator kvant zarrachaning © potensial maydondagi harakatini ifodalaydi.
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Xulosa

Bitiruv malakaviy ishi quyidagi ko’rinishdagi bir zarrachali Shroedinger
operatorini aniglashdan iborat:

(H.f) ) = (Hyf) ) — n(VF) ()

Mazkur ishda ﬁ; va V operatorlar kvadratining moduli bilan jamlanuvchi
funksiyalar fazosi 1,(Z%) ning elementi. Bu operatorlar chizigli chegaralangan va
0’z-0’ziga qo’shma operator hisoblanadi. Isbot gilingan teoremalar yordamida HH;
operator 1, (Z%) panjarada aniglangan. Bu operator chizigli, chegaralanganlikka va
0’z-0’ziga qo’shmalikka tekshirilgan.

Birinchi bobda asosiy natijalarni bayon gilishda foydalaniladigan kerakli

ma’lumotlar, ta’rif, teoremalar va izohlar keltirilgan bo’lib, ikkinchi bobda esa
asosiy teoremalar isbot gilingan va olingan natijalar bayon gilingan.

Bitiruv malakaviy ishidan olingan natijalarni kvant mexnikasi, gattig jismlar
fizikasi, statistik fizika, 0’z-0’ziga qo’shma chiziqli operatorlar spektral
nazariyasini rivojlantirishda qo’llash mumkin.
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