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KIRISH

Prezidentimiz I.A.Karimovning [1] asarida “...korxonalarni modernizatsiya
gilish, texnik va texnologik gayta jihozlashni yanada jadallashtirish, zamonaviy,
moslashuvchan texnologiyalarni keng joriy etish” inqirozga qarshi choralardan biri
sifatida ko’rsatilgan. Prezidentimiz [.A.Karimovning «Vatanimizning kelajagi,
xalgimizning ertangi  kuni, mamlakatimizning jahon hamjamiyatidagi obro’-
¢’tibori, avvalambor farzandlarimizning o’nib-0’sib, ulg’ayib, qanday inson bo’lib
hayotga kirib borishiga bog’ligdir. Biz bunday o’tkir haqiqatni hech qachon unut-
masligimiz kerak» degan oqilona gaplariga amal qilmog’imiz lozim. Bu vazifalarni
zamonaviy kompyuter texnologiyalarining tadbigisiz bajarish mumkin emas. limiy
asoslangan rejalar tuzish, ularni amaliyotga joriy etish eng ilg or axborot- kommu-
nikatsiya texnologiyalardan foydalanishni taqozo etadi [2,3]. Prezidentimizning
2002 yil 31 mayda gabul qilingan “Kompyuterlashtirishni yanada rivojlantirish va
axborot-kommunikatsiya texnologiyalarini joriy etish” to‘g‘risidagi farmonida
kompyuter  texnologiyalaridan  foydalanishning  samaradorligini  oshirish
yo nalishlari belgilab berilgan [4,5].

Mavzuning dolzarbligi. Kompyuterning qo’llanilish sohalaridan biri ma-
tematik, mexanik va fizik jarayonlarni va ob’ektlarning matematik modellarini
hisoblash usullari va kompyuterlarning dasturiy vositalari yordamida tadqiq etish
bo’lib golmogda. Hisoblash matematikasi usullari va kompyuterlarning zamonaviy
imkoniyatlari birgalikda bunday jarayonlar va ob’yektlarning shu paytgacha no-
ma’lum xususiyatlarini ochishga va, shu asnoda, texnologik jarayonlarni takomil-
lashtirishga xizmat gilmoqda. Ushbu bitiruv malakaviy ishning mavzusi ham
hisoblash matematikasi va kompyuterning ilmiy tadqiqot ishlarda qo’llanilishiga
bog'liq bo’lib, ilmiy va amaliy jihatdan dolzarbdir.

Hozirgi kunda fan-texnika rivojlanib borgan sari matematika va
konpyuterning o’rni ortib bormogda. Shu jumladan matematikadan fizika,
mexanika, Dbiologiya, kimyo va astronomiya hamda iqtisodiy masalalarni

yechishda, bu jarayonlarni tahlil etishda va boshqa ko’p sohalarda foydalaniladi.
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Bu sohalardagi jarayonlar —matematik modelining bir gismi nochizigli
tenglamalarga olib kelinadi.

Ushbu ishda nochizigli tenglamalarni Maple va Mathcad dasturlari yordamida
analitik va taqribly yechish masalasi garaladi. Quyida masalaning qo’yilishi va uni
yechishning ketma-ket algoritmi Keltirilgan. Nochizigli tenglamalarni yechish
uchun zarur bo’lgan hisoblash usullari tavsiflanadi.

Masalaning qo’yilishi. Quyida ana shunga erishish uchun avvalo nochizigli
tenglama, ularning yechimlarini analitik usulda topish, gay hollarda matematik pa-
ketlardan ganday foydalanish mumkinligi haqida so’z yuritish. Nochizigli
tenglamalardan iborat bo’lgan bir qator fizik-mexanik jarayonlar modellari
nocizigl tenglamalarini tagribiy yechish masalasi garalib, tagribiy hisob usullari
bo’yicha aniq amaliy masalalar yechish.

Ishning maqgsadi va vazifalari. Ushbu bitiruv malakaviy ishini yozishda
nochizigli tenglamalarni analitik va sonli yechish usullari yordamida Maple va
Mathcad matematik paketidan foydalanib, yechish, aniq amaliy masalalarda bu
jarayonni ko’rsatish, masalani yechishning algoritmi va dasturini yaratish ko’zda
tutilgan.

Muammoning ishlab chigilish darajasi. Bitiruv malakaviy ishida
nochizigli tenglamalardan iborat bo’lgan fizika-mexanikaning bir qator amaliy
masalalarini taqribiy yechish masalasi garalib, taqribiy hisob usullari bo’yicha aniq
amally masalalar yechish. Tadgigotlar anig misollarda bajarildi, ular uchun zarur
algoritm va dasturlar tuzildi.

Ishning ilmiy yangiligi. Nochizigli tenglamalarni matematik paketlardan
foydalanib yechishda bu bo’limlarda qo’llaniladigan (ba’zaviy) metodlarni bilish
zarur. Ular hisoblash matematikasining asosiy bo’limlarida qo’llaniladigan
elementar almashtirishlar va hisoblashlarning buyruglaridan (operatorlaridan)
foydalanish imkonini beradi.

Amalda ixtiyorly matematik paket yordamida amalga oshirish mumkin
bo’lgan “elementar” hisoblashlar va almashtirishlar zanjiri murakkab masalalarni

ham yechish imkonini beradi.



Tadgigot predmeti. Maple va Mathcad dasturiy paketi hisoblash
matematikasining maxsus bo’limlaridagi ko’pgina masalalarning yechimlarini
topishga imkon beradi. Maple va Mathcad muhitida ishlash texnologiyasi bilan [7,
11, 13, 19] larda tanishish mumkin. Bundan tashqari, Internet saytlar [21 - 25]
bizga yanada kengroq tushunchalarni egallash va to’laroq ma’lumotlar olish im-
konini beradi. Ushbu bitiruv malakaviy ishida Maple va Mathcad matematik
paketning nochizigli tenglamalarning ba’zi turlarini yechish uchun qo’llash uslubi
keltirilgan.

Tadqgiqot obyekti. Nochizigli tenglamalar bitiruv malakaviy ishining
tadgigot obyektidir. Nochizigli tenglamalarni taqribiy yechish usullari yetarlicha
mufassal [6, 8 - 10, 12, 14 - 18, 20] adabiyotlarda keltirilgan.

Ishning ilmiy ahamiyati. Bu bitiruv malakaviy ishida nochizigli
tenglamalarni Maple va Matchad matematik paket yordamida analitik va taqribiy
yechish usullari ko’rsatilgan.

Ishning amaliy ahamiyati. Bitiruv malakaviy ishidan «Hisoblash
matematikasi» va  «Hisoblash usullariy  fanlaridan bo’ladigan  amaliy
mashg’ulotlarda, seminar mashg’ulotlarida, nochizigli tenglamalarni sonli yechish
bilan bog’liq tanlov fanlari mashg’ulotlarida foydalanish mumkin.

Ishning tuzilishi. Bitiruv malakaviy ishi Kirish qismi, Asosiy gism, Xulosa,
Foydalanilgan adabiyotlar ro’yxati va llovalardan iborat bo’lib, jami 60 betdan
iborat. Asosiy qism 4 ta bobdan iborat bo’lib, 1-bobda masalaning qo’yilishi,
nochiziqli tenglamalar tushunchasi, masalani yechish bosqichlari, tenglamani
yechishning geometrik talgini va iteratsion jarayonlar tushunchalari berilgan va
bularning qo’llanilishi misollarda ko’rsatilgan. 2-bob nochizigli tenglama ildizla-
rini ajratish muammolari bayon qilingan, misollarda tushuntirilgan. 3-bobda
nochizigli tenglama oddiy ildizlarini topishning har xil tagribiy usullari keltirilgan,
misollar orgali asoslangan. 4-bobda esa nochizigli tenglamalarni Maple va
Mathcad paketi yordamida sonli yechish usullari dasturlar bilan ko’rsatilgan, bir
gator amaliy masalalar sonli yechiilgan. Xulosa gismida bitiruv ishining asosiy

natijalari va uning amaliy tadbiqlari bayon qilingan. Foydalanilgan adabiyotlar
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ro’yxati 20 ta adabiyotdan iborat, foydalanilgan Internet saytlar ko’rsatilgan.
llovalarda esa taqgribiy hisob usullari algoritmlarining blok-sxemalari va dasturlar
matnlari keltirilgan.

Annotatsiya. Bu ishda nochizigli tenglamalarni Maple va Mathcad
matematik paketi yordamida analitik va taqgribiy yechish hisob ketma-ketligi
keltirilgan.  nochizigli  tenglamalar  tadbiglarining, masalan, fizik-mexanik
jarayonlar masalalarida qo’llanilishi ko’rsatilgan. Nochizigli tenglamalardan iborat
bo’lgan bir qator amaliy masalalarni sonli yechish masalasi garaladi. Nochizigli
tenglamalarni yechishning bir gator tagribiy hisob usullar (oraligni teng ikkiga
bo’lish usuli, vatarlar usuli, urimmalar usuli, iteratsiyalar usuli, Steffensen usuli va
boshga usullar)dan iborat. Shu usullardan foydalanib bir qator aniq amaliy
masalalar yechilgan, hisob algoritmi va blok-sxemasi tuzilgan, shunga ko’ra Maple
va Mathcad matematik paketida dastur ishlab chigilgan. Olingan natijalar analitik
yechimlar bilan tagqoslangan, natijalarni ko’rinishida grafiklardan foydalanilgan,

tegishli xulosalar chigarilgan.



1. ALGEBRAIK VA TRANSENDENT TENGLAMALAR,
ULARNI YECHISHNING GEOMETRIK TALQINI

Har xil ob’yektlarni modellar yordamida tadqiq qilishning ko’pgina masala-
lari nochizigli tenglamalarni yechishga olib kelinadi. Xususan, elektron, radioel-
ektron va hisoblash texnikasi qurilmalarini tadqiq qilishda, tebranishlar nazariyasi,
suyuglik va gaz mexanikasi, ximiya-texnologiya va boshqga sohalar masalalari
modellar yordamida yechishda ana shunday masala yuzaga keladi.

1.1. Dastlabki tushunchalar

Ushbu
f(x) =0 (1.1)
nochizigli tenglamaning ildizini (ildizlarini) topish talab etiladi.

Agar f(x) funksiya ko’phad bo’lsa, u holda (1.1) tenglama n-darajali
algebraik tenglama deb ataladi, ya’ni

fX)=P(x) =aX"+ax" " +...+a,x+a,=0 (1.2)
bunda ay, ay, ..., ay1, @, — berilgan P, (x) ko’phadning koeffisiyentlari.

Darajasi to’rtdan yuqori bo’lgan algebraik tenglamalar uchun uning ildizlarini
koeffisiyentlari orgali ifodalovchi anig formula mavjud emas. Algebraik tenglama
ildizlari sonini ko’p-hadning darajasiga qarab, ularning xarakterini esa shu ko’phad
koeffisiyentlarining ishorasiga garab aniglash mumkin. Ko’phadning, ya’ni (1.2)
algebraik tenglamaning ildizlarini ajratish masalasi yaxshi o’rganilgan va ancha
osondir, bunda a; (i=0,1,...,n) koeffisiyentlar ham haqigiy va ham kompleks son-
lardan iborat bo’lishi mumkin. Faqat shuni ta’kidlaymizki, bunda (1.2) ko’phadni
ko’paytuvchilarga ajratish, Gorner sxemasi, o’rniga qo’yish orqali akslantirish
(masalan, x=cy, x=y+a, x=1/y kabi almashtirishlar), Bernulli usuli va boshga usul-
lar bu algebraik tenglamaning ildizlarini ajratish masalasini soddalashtiradi.



Shuning uchun n—darajali algebraik tenglama, ya’ni P, (x) ko’phadning ildizlari
hagida kengroq tushunchalar alohida o’rganish magsadga muvofiq.

Algebraik bo’lmagan har ganday tenglama transendent tenglama (transendent
funksiyalar: ko’rsatgichli, logarifmik, trigonometrik, teskari trigonometrik va

boshga funksiyalarni 0’z ichiga olgan tenglama) deb ataladi. Masalan,

2xtl o
03x+1 0 TV 26 1g(44—x)+5,5sin(x)=0.

sin(2x)

Kamdan kam hollardagina transendent tenglamalar ildizlarining aniq giymati-
ni topish mumkin. Transendent tenglamalar birorta ham hagiqiy ildizga ega
bo’lmasligi, chekli yoki cheksiz sondagi ildizlarga ega bo’lishi mumkin. Masalan,
yuqorida keltirilgan misollardan birinchi tenglama 7 ta, ikkinchisi esa 5 ta haqiqiy
ildizga ega (buni mustaqil aniglang, masalan, Maple dasturi yordamida uning
grafigini chizing).

Shularga ko’ra tenglamaning taqribiy ildizlarini topish usullari va ularning
aniglik darajasi muhim ahamiyatga ega.

Shunday qilib, algebraik va transendent tenglamalar ikki turga bo’linadi:
chizigli (bitta yechimli) va nochizigli (bir yoki bir nechta yechimli) tenglamalarga
bo’linadi. Nochiziqli tenglamalar esa: algebraik (yechimlari n ta) va transendent

(yechimlari soni noma’lum) tenglamalarga bo’linadi.

1.2. Masalaniyechish bosqichlari. Tenglamani yechishning geometrik talgini

Masalani yechish bosqgichlari: Chiziqli bo’lmagan tenglamalarni yechish
usullari ikki turga bo’linadi: to’g’ri (yoki analitik) va taqribiy (iteratsion) usullar.
Analitik usulda tenglamaning barcha yechimlari chekli sondagi operatsiyalarda
(yoki formulalar) orgali aniglanadi. Masalan, shu usulga misol qilib ushbu
ax’+bx+c = 0 — kvadrat tenglamaning yechimini topishni keltirish mumkin. Bu

kvadrat tenglamaning yechimlari quyidagicha:

. :—b+\/b2—4ac :—b—\/b2—4ac
1 2a T2 2a '



Chizigli bo’Imagan tenglamalarni yechish bir necha bosqichga bo’linadi.

e ildizlarning mavzudligini, sonini, xarakterini va ularning joylashishini
tekshirish;

e ildizlarni ajratish;

e ildizlamming taqribiy qiymatlarini topish, ya’ni tengla-maning yagona ildizi
mavjud bo’lgan yetarlicha kichik [a,b] kesmani aniglash (dastlabki
yaginlashuvchi ildiz);

e ildizlarning barchasini yoki ularning bir qismini talab gilingan aniqlikda
topish.

Dastlabki uchta bosqgichda analitik yoki grafik usuldan (ba’zida tadqiqot
obyekti yoki hodisaning fizik ma’nosidan) foydalanish mumkin. Bunda quyidagi
holatlar kuzatiladi: ildiz yagona; cheksiz ko’p yechimlar; ildiz yo’q; bir nechta
yechimlar mavjud bo’lib, ulardan ba’zilari haqiqly, ba’zilari esa mavhum; ildizlar
karrali; ildizlar bir biriga juda yagin va dastlabki yaginlashishni topish murakkab.

Oxirgi bosgichda esa biror tagribiy (iteratsion) usuldan foydalaniladi, bunda
dastlabki tenglamaning ildizini topish juda murakkab bo’lgan holda bu tenglama
uning ildiziga teng yoki unga juda ham yaqin joylashgan ildizli sodda tenglamaga
ham almashtirilishi (masalan, transendent tenglamani algebraik tenglamaga

almashtirish) mumkin.

Tenglamani yechishning geometrik talqgini. Tenglama-ning ildizlari har xil
bo’lishi mumkin. Geometrik nuqtai nazardan bu x ildiz y = f(x) funksiya
grafigining Ox abssissa 0’qi bilan kesishish nuqtasini bildiradi. Agar birinchi tart-
ibli hosila f7(x) # 0 bo’lsa, u holda x — oddiy ildiz, aks holda esa u karrali ildiz
deb ataladi.

Agar barcha k<mva f™(x)=0 uchun f*¥(x)=0bo’lsa, uholda m — bu-
tun son x ildizning karrasi deb ataladi. 1.1-rasmda x; va x; — oddiy ildiz, x, — eng

kamida ikki karrali ildiz, x, — eng kamida uch karrali ildiz.



X4 X2 XS\/M X
f(x)

1.1-rasm. Algebraik tenglama ildizlarining sxematik tasviri.

Boshgacharog qilib aytganda, agar f(x) funksiyani x ildizi atrofida
f(x) = (x-x) P g(x) ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsa, u holda g(x) — chega-
ralangan funksiya (g(x)#0) uchun p — natural son ildizning karrasi deb ataladi. Toq
p larda f(x) funksiya [a,b] da ishorasini almashtiradi, ya’ni f(a) f(b)<O0, juft p larda

esa yo’q.

1.3. Tenglamani yechishning taqgribiy (iteratsion) usullari va iteratsion

jarayon tushunchalari

Tenglamani yechish uchun qo’llaniladigan taqribiy (iteratsion) usullar
quyidagilar: kesmani ikkiga bo’lish wusuli (dixotomiya usuli); proporsional
bo’laklar usuli (vatarlar usuli); urinmalar usuli (Nyuton usuli); oddiy iteratsiya usu-
li; kesuvchi chiziglar usuli; kombinatsiyali usul (bir necha usulning uyg’un biri-
kmasidan tuzilgan usul); kesimlar usuli (chizigli interpolyatsiya goidasi); Stef-
fensen usuli (Eytken-Steffensen usuli);
va hokazo.

Dastlabki f(x) = 0 tenglamani ¢(x) = x + g(x)-f(x) almash-tirish orgali unga
ckvivalent bo’lgan ushbu X = ¢(X) tenglama-ga keltiramiz, bunda g(x) — ishorasini
o’zgartirmaydigan ixtiyoriy uzluksiz funksiya.

Iteratsion usullarda yechimning dastlabki xq — ixtiyorly yaqinlashishi olinadi

va u ketma-ket aniglashtirib boriladi. Natijada yechimning Xg, Xi,..., X,,.. ketma-
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ketligi hosil gilinadi. Tenglamani yechishning iteratsion usuliga ko’ra uning ild-

iziga yaginlashuvchi {x,} ketma-ketlik lim|x,—x|=0 tenglikning bajarilishidan

chiqgariladi.

Agar bunda x,.; ni hisoblash uchun undan oldin hisoblangan bitta x, yaqin-
lashshdan foydalanilsa, ya’ni X,.1 = ¢n(X,), u holda bu usul bir nugtali (bir gadam-
li) yoki oddiy iteratsiya usuli, aks holda esa, ya’ni oldin hisoblangan birnechta ya-
ginlashishdan X,.1 = @,(X,, Xn-1, Xn2,...) Kabi foydalanilsa, u holda bu usul ko’p
nugtali (ko’p gadamli) iteratsiya usuli deb ataladi. Agar bunda ¢, funksiya n dan
bog’liq bo’Imasa, jarayon statsionar, aks holda esa nostatsionar deb ataladi. Masa-
lan, oddiy iteratsiya usuli statsionar va bir qadamli usul bo’lib, birinchi tartibli iter-
atsion jarayonni ifodalaydi, Nyuton usuli esa statsionar va bir qadamli bo’lib,
ikkinchi tartibli iteratsion jarayonni ifodalaydi.

Agarda bunda {x,} ketma-ketllk n—c bo’lganda aniq x yechimga bir
tomonlama (chapdan yoki o’ngdan yaqinlashsa — bir tomonlama usul) yoki ikki
tomonlama (har ikkala tarafidan yaginlashsa — ikki tomonlama usul) intilsa, iter-
asiya jarayoni yaginlashadi deyiladi.

Faraz qilaylik, & - ildizni topish talab qilinayotgan absolyut aniqlik bo’lsin.
Hisoblash jarayonining ikki tomonlama yaginlashishida | Xor1 — X| < & shart yoki
bir tomonlama yaginlashishida |f(xn+1)| <gva |xn+1 — xn| < g shartlar (hisoblash
jarayonini tugallash kriteriyasi) bajarilgunga gadar davom ettiriladi.  Shuni
ta’kidlaymizki, bir tomonlama usullar qo’llanilayotganda ko’proq nisbiy
aniglikdan foydalaniladi.

Iteratsion jarayonning yagqinlashish tezligi qo’llanilayotgan taqribiy usul-
larning samaradorligini tagqoslashda muhim ahamiyatga ega. lteratsion usul m-
tartibga (yoki m — yaqinlashish tezligiga) ega deyiladi, agar m eng katta musbat son
bo’lib, uning uchun shunday g>0 — chekli musbat son mavjud bo’lsaki, u

| %o — X | sq|xn— x|
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shartni ganoatlantirsa. x, — x migdor iteratsiyaning bajarilayotgan gadamidagi ab-
solyut xatosi, q o’zgarmas son asimptotik xatoning konstantasi deb ataladi. Bu q
o’zgarmas son f(x) funksiyaning x = x nuqtadagi hosilasi orgali baholanadi.

Agar m=1 va q € (0;1) bo’lsa, u holda qo’llanilayotgan usul chizigli yaqin-
lashish tezligiga ega deyiladi (ba’zida bu holdagi usul maxraji q ga teng bo’lgan
geometrik progressiya tezligi bilan yaginlashadi deyiladi).

Agar baholash

| Xor1 — X | <Ot | % — xI™, N —o0 da g, —0
kabi bo’lsa, u holda bu usul 0'ta chiziqli yaginlashish tezligiga ega deyiladi. O’ta
chizigli tezlik hagida 1<m<2 bo’lganda ham gap borishi mumkin.

Agar m=2 bo’lsa, u holda yaqinlashish tezligi kvadratik deb ataladi (bunday
holda q ga cheklash qo’yilmaydi). m>2 giymatlarda unga mos usullar yuqori tart-
ibli iteratsion usullar deb ataladi. Bunda m gancha katta bo’lsa usulning yaqinlash-
ishini bajaruvchi shart shuncha qat’iylashib boradi.

Hisoblashlarda g konstantaga nisbatan yaginlashsh tezligi m ning ahamiyati
kattarog.

Agar ikkala usulda ham m bir bo’lsa, u holda q kichik bo’Igani tezroq yaqin-
lashadi.

Dastlabki hollarda chizigli yaginlashunchi usul (g=0 bo’lganda) kattaroq
giymatli kvadratik yaginlashuvchu usulga nisbatan tezrog yaginlashadi. m ning
kattaroq qiymati tezroq Yyaginlashishni ta’minlasada, ¢q ning kichik giymatida
chizighi tezlik ma’qul. Ammo ¢ konstanta 1 ga yaqin bo’lsa, u holda chiziqli te-

zlikning yaginlashishi juda sustlashadi.
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2. TENGLAMANING ILDIZLARINI AJRATISH

Tenglama ildizlarini ajratish — bu ildizlarning mavjudligini va sonini aniqlash
hamda ularning har biri yotgan yetarlicha kichik [a,b] kesmani topishdan iborat.

Birinchi gadamda ildizlarning soni va turi aniglanadi, ularning sonlar o’qida
tagsimlanishini baholanadi. Keyin esa ana shu ildizlar yotgan interval yoki ularn-
ing tagribiy qiymatlari topiladi.

Ildizlarni ajratish uchun ko’pincha quyidagi teoremalardan foydalaniladi.

1-teorema (Boltsman-Koshi teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] kesmaning

chetlarida har xil ishorali gqiymatlarga ega bo’lsa, u holda bu kesmaning ichida f(x)

= 0 tenglama hech bo’Imaganda bitta ildizga ega. Agar (a,b) intervalda f1{x) hosila
mavjud bo’lib, u 0’z ishorasini almashtirmasa, u holda bu ildiz yagona.

2-teorema. f(x) funksiya [a, b] oraligda analitik funksiya bo’lsin. Agar [a, b]
oraligning chetki nugtalarida f(x) har xil ishorali giymatlarini gabul gilsa, u vagtda
(1) tenglamaning a va b nuqtalar orasida yotadigan ildizlarning soni toqdir. Agar
f(x) funksiya [a, b] oraligning chetki nuqgtalarida bir xil ishorali gqiymatlarni gabul
gilsa, u vagtda (1.1) tenglamaning ildizlari yoki [a, b] oraligda yotmaydi yoki
ularning soni juftdir (karraliligini hisobga olgan holda). Transendent tenglamalar
ildizlarining soni ixtiyorty bo’lishi mumkin.

Chizigli bo’lmagan tenglamalar uchun ildizlarni ajtatishning umumiy usuli
yo’q. Buning uchun ma’lum bir qadam bilan o’zgaruvchi X larda f(x) funksiyaning
qiymatlarini hisoblab ko’rish mumkin. Agar yonma-yon ikkita a va b nuqtalarda
f(x) funksiya har xil ishorali gqiymatlar qabul qilsa, ya’ni masalan, f(a)< 0 va f(b) >
0 bo’lsa yoki f(a)f(b) = 0 shart bajarilsa, u holda [a,b] kesmada f(x) funksiya
uzluksiz bo’lganligi uchun uning shu kesmada hech bo’lmaganda bitta ildizi
mavjud bo’ladi.

Digqat giling, f(a)- f(b) < 0 tengsizlik bajarilmagani bilan [a,b] kesmada bir
nechta ildizlar yotishi mumkin (2.1-rasm).
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Muhandislik hisoblarida asosan haqiqiy ildizlarni topish talab etiladi. Haqiqiy
ildizlarni ajratish masalasi umumiy holda ikki usul bilan yechiladi: analitik va
grafik usullar.

Tenglama ildizlarini ajratish grafik usulda (f(x) funk-siyaning grafigini qurish
orgali) yoki oralarida ildizlar yotgan ekstremumlarni analitik yo’l bilan qurish or-

qgali bajariladi.

2.1-rasm. Tenglamaning kesmada bir nechta ildizlar
yotishi mumkin bo’lgan hol.

Tenglama haqiqiy ildizlarini baholashning grafik usuli yuqori aniglik talab
gilinmaydigan texnik hisoblarda juda ham keng qo’llaniladi. Bu usul ikki uslubda
amalga oshiriladi:

oy = f(X) funksiyaning grafigi quriladi va uning abssissa 0’qi bilan kesishish
nuqtalari aniqlanadi — bu f(x) = 0 tenglama ildizlarining taqribiy qiymati.

e f(x) = 0 tenglama f (X) = f,(X) ko rinishga keltiriladi (bu yerda f (x) va f,(x) —
elementar funksiyalar), keyin esa bu funksiyalar grafiklari kesishish nugtala-
rining abssissalari aniglanadi.

Tenglamaning barcha ildizlarini analitik usul bilan ajratishda f(x) funksi-
yaning barcha kritik (uzilish, ekstremum, burilish va hokazo) nugqtalari, ya’ni f’
(x)=0 bo’lgan yoki f’ (x) hosila mavjud bo’lmagan nuqtalar topiladi. Buni sonli
usullar bilan, soddaroq hollarda esa analitik yo’l bilan bajarish mumkin. Buning

14



uchun f7(x) = 0 tenglama x ga nisbatan yechiladi. Bundan tashgari bu funksiyaning
hosilasi biror sababga ko’ra mavjud bo’lmagan barcha nugqtalar topiladi (masalan
funksiya ifodasining maxraji nolga teng, logarifm ostida nol paydo bo’ladi va
hokazo). Ana shu nuqtalar (kritk nuqtalar) yoki ularga juda yaqin bo’lgan
nuqtalarda f(x) funksiyaning ishorasi, ya’ni signf(x) tekshiriladi. Shundan keyin
kritik nuqtalar (sonlar o’qining chetki -0 va oo nugtalari ham) atrofida funksi-
yaning ishorasi aniqlanadi, bu qgatordan jadval tuziladi. Bu gatorda funksiyaning
f(x;) giymatlari ishorasi almashinishlari soni ildizlar sonini bildiradi, chetlarida sign
f(x) har xil bo’lgan va o’zida ildizlarni lokallashtirgan intervallar aniglanadi. Ildiz
yotgan intervalni qisqartirish magsadida ekstremum nugtalardan tashgari shunday
qo’shimcha nuqtalar kiritiladiki (masalan, kesmaning chegaralaridan biri oo
bo’lganda), natijada ildiz lokallashtiriladi.

Agar f(z) = 0 tenglamaning kompleks ildizlarini topish talab etilsa, u holda z
= x + Iy almashtirish olinib, bu tenglama f (x,y) +i f,(x,y) = 0 ko’rinishga
keltiriladi, bu yerdan esa ikkita f (x,y) = 0 va f(x,y) = O tenglamalar sistemasi
yechilib, shu egri chiziglarning kesishish nuqtalari topiladi. Topilgan kesishish
nugtalarning mos absissa va ordinatalari f(z)=0 tenglama ildizlarining mos hagqigiy
va mavhum qismlarini ifodalaydi.

Nochizigli tenglama ildizlarini ajratishning quyidagi analitik usullari mavjud:

Bosh usul — bu tenglamaga kirgan funksiyalarning xossa-larini bilish usuli.
Masalan, (x*-3x+5)/(2+x*)=0 tenglamaning maxrajini qarab o’tirishga hojat yo’q,
chunki u hech gachon nolga aylanmaydi.

Kichik parametr usuli. Faraz gilaylik, f(z) = 0 ni quyidagicha f(z) = Q(z) +
gz) = 0 ifodalash mumkin bo’lsin, bunda &(z) << Q(z) va Q(z) ning ildizlari
ma’lum. U holda f(z) ning ildizlari Q(z) ning ildizlari yaginida yotadi. Masalan,
0,001x* + x* — 5x+6 = 0 tenglamaning ildizlari £(z) = 0,001x> va Q(z) = X° — 5x+6
belgilashlarga ko’ra x = 2 va x = 3 dan bir 0z qo’zg’algan bo’ladi (2.2-rasm).

Tenglamaning hagqiqiy ildizlarini ShEHM lar yordamida ajratish. Bu
algoritm haqiqly 1ildiz atrofida funksiya ishorasining o’zgarishini tekshirishga
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asoslangan. Hagigatdan ham, agar ildiz haqiqiy bo’lsa, u holda funksiya grafigi
abssissa 0’qini kesib o’tadi va bunda funksiya o’zining ishorasini qarama-
garshisiga almashtiradi.

Funksiyaning aniglanish sohasida berilgan kesmada nochizigli tenglamaning
ildizlarini ajratish algoritmi va uning sxemasini garaylik (ilova, 1-rasm). Bu
algoritm  berilgan [a,b] kesmadagi barcha haqigly ildiszlarning tagribiy
giymatlarini topish imkonini beradi.

@)
i

2(z)

Y

(A 2\7

2.2.-rasm. Tenglama ildizlarini ajratishning kichik parametlar

usulini ifodalovchi misol grafigi.

Bu algoritmda ozgina o’zgartirish kiritish yo’li bilan undan maksimal yoki
minimal ildizlar taqgribiy giymatlarini aniglash uchun ham foydalanish mumkin.
Ikkita ildizdan «sakrab o’tib ketmaslik» uchun noma’lumning AX orttirmasini
uncha Kkatta olmaslik kerak. Bu usulning kamchiligi shundaki, undan
fodalanilganda ko’p mashina vaqti sarflanadi.

Shunday qilib, f(x) = 0 tenglamaning ildizlarini ajratish jarayonida quyidagi
holatlar kuzatiladi:

e f(x) funksiyaning aniglanish sohasida grafigi chizilib, uning Ox o’qi bilan
kesishgan nuqtalari topiladi. Bu nugtalarga mos keluvchi x lar tagribiy
yechim deb gabul gilinadi;

o f(x) funksiyaning grafigi chiziladi va uning abssissa 0’qi bilan kesishish

nugtalari yotgan tagribiy oralig aniqlanadi;
16



e ba’zi hollarda f(x) = O tenglamani f(x) = f,(x) ko’rinish-dagi ekvivalent
tenglamaga keltirish magsadga muvofig, chunki bunday holda y = f(x)
funksiyaning grafigidan ko’ra y = f (X) va y = f,(x) funksiyalarning grafiklarini
chizish osonrog. Bunday holda f(x) = 0 tenglamaning ildizini y = f (x) vay =
f,(x) funksiyalar grafiklarining kesishish nuqtasi abssissasi ifodalaydi.

e Tagribly ildiz yotgan [a,b] kesmaning haqiqatda to’g’ri olinganligini analitik
yo’l bilan tekshirib ko’rish mumkin. Buning uchun yana ildizning mavjudlik
sharti f(a)f(b)<O dan foydalanamiz. Agar bu shart bajarilsa, u holda [a,b]
oraliq to’g’ri tanlangan bo’ladi.

Xulosa qilib aytganda, ildizlarni aniqlashtirishni uchta yo’nalishga
guruhlashtirish mumkin:

o f(x)=0 tenglamaning yechimi bo’lishi mumkin bo’lgan barcha x; argument-
larni saralash yo’li bilan izlash;

e f(x) funksiyaning ildizlarini topishni unga yaqin bo’lgan soddaroq funksiya
(chizigli, parabolik) ildizlarini topishning iteratsion proseduralariga al-
mashtirish;

e f(x)=0 tenglamani ushbu x = ¢(x) formulaga keltirish va iteratsion yo’l bilan
tenglikning o’ng va chap taraflari tengligini ta’minlashga intilish.

Bularga ko’ra, masalan, skanirlash va biseksiya usullari birinchi yo’nalishga,
vatarlar va urinmalar usullari ikkinchi yo’nalishga va oddiy iteratsiya usuli esa

uchinchi yo’nalishga kiradi.

1-misol. x* +2x-1=0 tenglamaning ildizlarini ajrating.

Yechish. 1-uslub. Berilgan misolda f(x) = x* +2x—1 va /(x) = 3x°+2 bo’lib,
bu f(x) funksiya uchun barcha x larda f’(x) > 0 bo’lsa, u holda f(x) funksiya (-
o,00) oraligda o’suvchi bo’ladi. Berilgan tenglamaning ildizi yotgan chekli [a,b]
kesmani topaylik. Tanlash usuli bilan f(x) funksiya kesmaning oxirgi nugtalarida
har xil ishorali giymatlar gabul giladigan [a,b] kesmani topamiz. Buning uchun ar-

gumentning bir necha giymatlarida funksiyaning giymatlarini hisoblaymiz, masa-
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lan, f(-1) =—4 < 0, f(0) = -1<0, f(1) = 2 > 0. Boltsman—Koshi teoremasiga ko’ra
berilgan tenglamaning ildizi [0;1] kesmada yotibdi va u yagona, chunki f’(x) hosila
(0;1) intervalda musbat va 0’z ishorasini saqlaydi.

2—-uslub. Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.
Buning uchun tenglamani X = —2x+1, ya’ni f,(x) = f,(x) ko’rinishda ifodalaymiz.
Endi y = x> va'y = —2x+1 funksiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu grafiklar ab-
sissasi (0,1) oraligda bo’lgan M nuqtada kesishadi (2.3-rasm).

2—-misol. x-Inx-1 = 0 tenglamaning ildizlarini grafik usulda ajrating.

Yechish. Berilgan tenglamani Inx=1/x ko’rinishda yozib olib, y = Inx vay =
1/x elementar funsiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu funksiyalarning grafiklari
absissasi (1;2) oraliqga tegishli yagona M nuqtada kesishishadi. Shunga ko’ra, be-
rilgan tenglamaning yagona ildizi (1;2) oraligda yotadi (2.4-rasm).

V* yh

\ y=x°

1

M
0| _A | .
1 X | 0
y=-2x+1 \
2.3-rasm. x> +2x—1=0 tenglamaning '
ildizini grafik usulda ajratish.
3-misol. Ushbu

x-sinx =1 yoki f(x) =xsinx—1=0
tenglamaning ildizlarini toping.
Yechish. f(x) funksiyani sinx = 1/x ko’rinishda ifodalab, uning ildizlarini graf-
ik usulda aniglaylik (2.5-rasm).
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2.5-rasm. Cheksiz ko’p ildizga ega tenglamaning
ildizlarini grafik usulda ajratish.

Tenglamaning ildizlari Oy o’qqga nisbatan simmetrik, shuning uchun uning fa-
gat musbat ildizlarini garashimiz yetarli. X1, X 5, ... larning qiymatlarini yetarlicha
aniglikda hisoblashimiz mumkin, ammo n—e da X, ning giymatini aniglab
bo’lmaydi. Shunga qaramasdan grafikdan ko’rinadiki, n>>1 da X', ildizlar nz ga
yagin. Bu olingan giymatlarni tenglama ildizlarining (x;)°, (X,)° ... boshlang’ich
yaginlashishlari giymatlari deb gabul qgilib, ildizlarni biror tagribiy usul yordamida

aniglashtirishimiz mumkin.

4-misol. Ushbu
X—4x+2 = 0

tenglamaning ildizlarini ajrating.

Yechish. Avvalo bu tenglamani quyidagi ko’rinishga keltiramiz:

X(X~4)+2 =0 yoki x=-2/(x-4).
Bunga ko’ra quyidagi ikkita funksiyaning grafigini chizamiz (2.6-rasm):
Yyi= X Va Yy, = —2/(x-4).
Bu funsiyalar grafiklarining kesishish nugtalari abssissalari ildizlarning tagribiy
giymatini beradi:
X1 ~05 X~16; X3~-22.
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Shunday qilib, berilgan tenglama uchta haqgigiy ildizga ega ekan, ularning
giymatlari esa tanlangan taqribiy usulga ko’ra aniqlashtiriladi. Bu aniqlashtirishlar

amalga oshiriladigan kesmalar quyidagilar:
X1 € [-2,0;-2,5]; % € [1,2;1,8]; X3 € [0; 0,8].

2.6-rasm. Bir nechta ildizga ega tenglamaning
ildizlarini grafik usulda ajratish.

5-misol. 5 — 6x — 3 = 0 tenglamaning ildizlarini analitik yo’lbilan ajrating.
Yechish. Bu yerda f(x) = 5 — 6x — 3 = 0 kabi belgilash kiritamiz. Hosilasini
topamiz: f/(x) = 5In5 — 6. Hosilaning ildizlarini topamiz:
5°In5 — 6 = 0; 5 = 6/In5;  x'lg5 = Ig6 — Ig(In5);

« = lg6—1g(In5) _ 0,7782-0,2065 _ 05717 _ g5
1g5 0,6990 06990

f(x) funksiya ishoralari jadvalini x ning giymatini; a) funksiyaning kritik
giymatlariga (hosila ildizlariga) yoki ularga yaqin qiymatlarga; b) chegaraviy
qiymatlariga (noma’lumning aniqlanish sohasi qiymatlaridan kelib chiqib) teng

deb tuzamiz:

sign f(x) + — +
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Jadvaldan ko’rinadiki, funksiya ishorasining ikki marta o’zgarishi kuza-
tilmogda, shunga ko’ra berilgan tenglama ikkita haqiqiy ildizga ega. Ildizlarni
ajratish operatsiyasini yakunlash uchun ildizlarni 0’z ichiga olgan va uzunligi 1
dan katta bo’lmagan oraliqni aniqlashimiz lozim. Buning uchun f(x) funksiya
ishoralarining yangi jadvalini tuzamiz:

X -1 0 1 2

sign f(x) + — — +

Shunday qilib, haqiqgiy ildizlar yotgan oraliqlar:
x1€[-1; 0]; x€[1; 2].

6-misol. X*> = 6° tenglamaning ildizlarini Maple matematik paket yordamida
ajrating.

Yechish. Bu tenglamani f(x) = x%/6* — 1 = 0 ko’rinishda yozib, f(x) ning
grafigini [-1;7] kesma uchun Maple matematik paket yordamida chizamiz (2.7-

rasm):
>with (plot): plot(x*6/6*x-1,x=-1..7);
57
4
3
2

2.7-rasm. Rasmdan ko’rinadiki, berilgan tenglama quyidagi uchta haqiqiy ildizga

ega va ular ko’rsatilgan oraliglarga tegishli: x; = —0,789877 € [-1;0]; x, = 1,62424

€ [1;2]; X3 = 6 € [6,5;7,5]. Bu ildizlarni tagribiy hisoblashni quyidagi usullardan
biri orgali topish mumkin.
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3. NOCHIZIQLI TENGLAMANING ODDIY ILDIZLARINI TOPISH
USULLARI

Quyida f(x) = 0 tenglamaning fagat oddiy ildizlarini topish masalasi garaladi.

Buning uchun masala umumiy holda quyidagi shartlar bilan qo’yiladi.

Masalaning qo’yilishi. Chekli [a,b] kesmada aniglangan, uzluksiz, ikki marta
differensiyalanuvchan, ya’ni birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari shu kesmada
mavjud va unda bu hosilalari 0’z ishorasini saqlaydigan (birinchi hosilasi nolga
aylanmaydigan), f(x) funksiya uchun f(x) = 0 tenglama [a,b] kesmada yagona
yechimga ega bo’lsin va bu yechimni berilgan ¢ > 0 aniglikda tagribiy hisob
usullari yordamida topish talab gilinadi.

3.1. Skanirlash usuli

Berilgan f(x) = 0 tenglamaning [a,b] kesmadagi ildizi ajratilgan bo’lIsin. [a,b]
kesma berilgan yetarlicha kichik & uzunlikdagi kesmalarga bo’linadi va hosil
bo’lgan kesmalarning oxirlarida y= f(x) funksiyaning giymatlari hisoblanadi. Bu
qiymatlarni tahlil qilish bilan gqaysi oraliqda funksiya o’z ishorasini al-
mashtirayotganligini (yoki qiymati aniq nolga teng ekanligini (bu juda kamdan
kam holda kuzatiladi)) aniglash mumkin (3.1-rasm). f(x) = 0 tenglamaning yechimi
sifatida tanlangan kesmaning chegaralaridagi xoxlagan x; — chap yoki x;;; — o’ng
uchi nugtasini, yanada aniqroq bo’lishi uchun esa, kesmaning o’rtasidagi x = (x; +
Xi+1)/2 nugtani olish mumkin. Bu bilan biz talab gilingan & aniglikdagi yechimga
erishgan bo’lamiz. Amaliyotda bu usul qo’llanilganda ko’pincha [a,b] kesma 2¢
yoki &/2 uzunlikdagi kesmalarga bo’linishi ham mumkin, bu asosiy natijaga deyarli

ta’sir qilmaydi.
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0

f(a)

3.1-rasm. Skanirlash usulining sxematik tasviri.

Usulning samaradorligini oshirish magsadida aniglashtirishni bir necha bos-
gichda bajarish ham mumkin. Dastlabki bosgichda [a,b] kesma & ning kattaroq
qiymatlarida bo’laklarga bo’linadi, ya’ni qo’pol yechim topiladi. Keyingi bos-
gichda esa shu topilgan oxirgi kesma bo’lagi yana bo’laklarga bo’linadi va yanada
anigroq yechimga erishiladi. Bu jarayon bir necha marotaba takrorlanishi ham
mumkin. Bu bilan kamrog gadamlar bilan berilgan xatolikdagi yechimga erishish
mumkin.

Bu usul juda ham sodda bo’lganligi uchun uning tahliliga va tadbigiga oid mi-

sollarga to’xtalib o’tirmaymiz.

3.2. Kesmani teng ikkiga bo’lish usuli (dixotomiya usuli)

Bu usul f(x) funksiya hagida ma’lumotlar juda ham kam bo’lganda foyda-
lanishga qulay. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda nolga aylanishini
anigladik, bunda ildizdan chaprogda f(x)<0 va o’ngroqda esa f(x)>0. Bunday holda
izlanayotgan ildizni topish murakkab bo’lmaydi. Kesmani teng ikkiga bo’lamiz va
hosil bo’lgan x; nuqgtada funksiyaning ishoraini garaymiz. Agar f(x)>0 bo’lsa,
yuqori chegarani b = x; deb, aksincha esa quyi chegarani a = x; deb siljitamiz va
hokazo (3.2-rasm).

Bularni quyidagicha ham ifodalash mumkin:
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Faraz gilaylik, f(a) f(b) < 0. a; = a va by = b deb belgilash kiritamiz. U holda
ketma—ket yaginlashish quyidagicha:

Xna1 :an+%6n_an: n:1,2,...;

agar f (an) f (Xn+1)<01

n+l 2L

ln+l' bn : agar f (Xn+1) f (bn)<0

n’X

ln+l’ bn+l = {

Bu jarayon f(x,.1) = 0 bo’lganda to’xtatiladi va x = X+, deb gabul gilinadi.
Bu usul kesmani teng ikkiga bolish usuli, dixotomiya usuli (grekchadan diyo

— ikki gismga toun — kesish), biseksiyalar usuli yoki vilka usuli deb ataladi.

A Dastlabki interval (h-a)
] =
1 qadam: interval (b-a)/2
- -—

2 qadam: (b-a)/4

5

3 qadam: (b-a)/8 |
I
0 a Xy X3 X b x

3.2—rasm. Kesmani ikkiga bo’lish usulining sxematik tasviri.

Agar tenglamaning golgan ildizlarini ham aniqlash zarurati tug’ilsa, u holda
g(x) = f(x)/(x-x) tenglikdan ketma-ket foydalanib, har safar topilgan x ildiz
chigarib tashlanadi (endi g(x) = 0 va f(x) = 0 tenglamalarning x (bu nugta g(x)
funksiya uchun qutb, f(x) funksiya uchun esa ildiz) dan boshqga barcha ildizlari mos
keladi).

Talab gilingan aniglikdagi yechimga erishish uchun avvalo g(x) funksiyaning
ildizi qo’pol holda bo’Isa ham topiladi, keyin esa bu ildiz f(x) funksiyadan foydala-

nib aniglashtiriladi.
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Bu usulning yaqinlashish tartibi 1 ga teng, ya’ni bu usul chiziqhi yaqinlashish
tezligiga ega, ya’'ni {x,} ketma-ketlik maxraji 1/2 ga teng bo’lgan geometrik pro-
gressiya tezligi bilan ildizga yaqginlashadi.

Bu usul uchun hisob tugashining kriteriyasi ushbu
b-a

2n+1

| Xn+1_)_(|S| Xn+1_Xn|S <g

shartning bajarilishidan iborat, bunda ¢ — berilgan absolyut aniglik. Bu yerdan
kelib chigadiki, berilgan € aniqlik bilan ildizni hisoblash uchun zarur bo’lgan N —

iteratsiyalar soni giyidagi tengsizlikdan aniqlanadi:

b-a . In(b—a)-Inge . b-a
< oki N>——~—— yoki N=>log,—.
v =8 n2 7 9:

Usulning qulayliklari:

e f(x) funksiya haqida ma’lumotlar kam bo’lganda ham undan foydalanish juda
qulay;

e kesmani ikkiga bo’lish algoritmi juda sekin, ammo barcha noqulayliklardan
holi.

Usulning kamchiliklari:

e ko’p hollarda funksiyaning holati juda murakkab bo’lib, bu chetki nugtalarida
funksiyaning ishorasi har xil bo’Igan [a,b] oraligni oldindan aniglashga giyin-
chilik tug’diradi;

e yaginlashish juda sekin;

e uni tenglama Kkarrali (jufr karrali) va kompleks ildizlarga ega bo’lganda
qo’llab bo’Imayds;

e sodda bo’lmagan ildiz, masalan, ildiz funksiyaning ekstremum nuqtasi bilan
mos kelganda (2.2-rasmda X, nuqta), bu usulni qo’llab bo’Imaydi, chunki bu
holda ildiz atrofida funksiya o’z ishorasini almashtirmaydi.

e agar tenglama [a,b] oraliqda bir nechta ildizga ega bo’lsa, u holda hisoblash
jarayonida shu ildizlardan gaysi biri topilishi noma’lum.

¢ uni bir nechta tenglamalar sistemasiga qo’llab bo’Imaydi.

Usulning algoritmi:
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1. f(a) va f(b) ni hisoblang;

2. ¢ = (a + b)/2 deb f(c) ni hisoblang;

3. agar sign(f(c)) = sign(f(a)) bo’lsa a = ¢ deb, aks holda esa b=c deb
almashtirish oling (bunda sign ishora funksiyasi);

4. agar b — a > ¢ bo’lsa, u holda gqadam 2 ga o’ting, aks holda hisob jarayonini
to’xtating (chunki biz talab qilingan & — absolyut aniqlikka erishdik). Oxirgi
kesma uchlaridan xoxlagan bittasi yoki ular yig’indisining yarmini berilgan
f(x)=0 tenglamaning yechimi deb gabul gilishimiz mumkin.
llova 2-rasmda kesmani teng ikkiga bo’lish (dixotomiya) usulining blok-

sxemasi tasvirlangan.

1-misol. Ushbu x*-x*-2x*+3x-3 = 0 tenglamaning ildizlarini analitk yo’l
bilan ajratining va uning ildizlaridan birini € = 0,01 aniglik bilan kesmani teng
ikkiga bo’lish usulidan foydalanib toping.
Yechish. f(x) = x*-x*~2x*+3x-3 = 0 belgilash kiritsak, u holda f”(x) = = 4x° —
3X° — 4x + 3. Hosilaning ildizlarini (kritik nugtalarni) topamiz:
IC-3—4x+3=0; 4x- (X*—1)-3(x*-1) = 0; (*-1)-(4x-3) = O;
X1=—1, X =1, x3=23/4

f(x) funksiya ishoralarining jadvalini tuzamiz:

X —00 -1 3/4 1 +00
sign
+ - — — +
f(x)

Jadvaldan ko’rinadiki, berilgan tenglama ikkita haqigiy ildizga ega: x, e (—o0; —

1]; X, €[1; +o0). lldizlar yotgan oraliglarni kichraytiramiz:

X —2 -1 1 2
sign
+ — — +
f(x)
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Natijada: x,€[-2; —1]; Xe[l; 2].Tenglamaning, masalan x;e[-2; -1]
oraliqdagi ildizini ¢ = 0,01 aniglikda topaylik. Barcha hisoblashlar natijalarini

jadval ko’rinishida ifodalash juda qulay:

a,+b

ni a, b, %= )
0 | —2,00 | —1,00

-1,50 —-3,5625
1| -2,00 | -1,50

-1,75 0,3633
2 | -1,75 | -1,50

-1,63 —-1,8140
3| -1,75 | 1,63

-1,69 —-0,7981
4 | -1,75 | -1,69

-1,72 —-0,2363
5 | -1,75 | 1,72

-1,73 —0,0406
6 | 1,75 | -1,73

-1,74 0,1592
7| -1,74 | -1,73

Javob: x; = -1,73.
Ikkinchi ildizni ham xuddi shunday topish mumkin.

2-misol. Kesmani teng ikkiga bo’lish usulidan foydalanib, x> + 3x* — 3 =0
tenglamaning [-3;—2] kesmadagi ildizini & = 0,1 aniqlik bilan hisoblang.
Yechish. Yuqorida keltirilgan algoritga asoslanib, tenglamani yechish ja-

rayonini quyidagi hisob jadvali ko’rinishida yozamiz:

(b
an)/2
of 3| -2 | -3 1 | -25 0125 0,5
1| -3 | -2,5| -3 |0,125] -2,75 |-1,11| 0,25
2(-2,75) —2,5(-1,11}0,125|-2,625| 0,42 | 0,125

ni an | by | f(an) | fbn) | xn | f(xn)

3 —2,5-0,42(0,125-2,5625—-0,129| 0,0625
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Jadvalga ko’ra ildiz x =-2,5625 + 0,0625 yoki natijani yaxlitlasak, u holda x
=-2,6+0,1.

3.3. Proporsional bo’laklar usuli (vatarlar usuli)

Usulning mazmuni.
Quyidagi shartlarning bajarilishini talab qilamiz:
o f(X) funksiya o’zining f”(X) va f”(X) hosilalari bilan [a,b] kesmada uzluksiz;
e funksiyaning f(a) va f(b) giymatlari kesmaning oxirgi nugtalarida har xil
ishorali, ya’ni f(a) - f(b) <0;
e har ikkala f/(X) va f”(X) hosilalar [a,b]kesmaning barcha nuqtalarida o’z
ishorasini saqlab qoladi;
Berilgan [a,b] kesma f(x) funksiya hosilasining 0’z ishorasini saqlashi bu shu
funksiya monotonligining yetarli sharti.
Bularga asosan 3.3-rasmda tasvirlangan quyidagi to’rtta holat bo’ladi:
a) Agar [a,b] kesmada f(a)- f”(x) >0 bo’lsa,u holda

_a__ 1@ _ 3.1
Xpp =2 f(Xn)—f(a)(Xn a)’ ( )

bunda x,=Db.
b) Agar [a,b]kesmada f(b)- f"(x) >0 bo’lsa,u holda

VN 1 ) B 3.2
K =K T - f o) 42
bunda x,=a.
6) Agar [a,b] kesmada f(a)- f"(x) >0 bo’lsa, u holda
P £ C) _ 3.3
Xn+1_a f(Xn)—f(a)(Xn a)’ ( )
bunda x,=Db.
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A f1x)<0 Y >0 M
S1x) >0 x)>0

a=a, a} ﬂ"'

fx)<0
[x) <0

M’

a=a, ar-. \

3.3-rasm. Proporsional bo’laklar usuli (vatarlar usuli)ning

har xil hollari uchun sxemalar.
llova 3-rasmda vatarlar usulining blok-sxemasi tasvirlangan.
3.4. Nyuton usuli (urinmalar usuli)

Usulning mazmuni. Quyidagi shartlarning bajarilishini talab gilamiz:
o f(X) funksiya o’zining f”(X) hosilasi bilan [a,b] kesmada uzluksiz;
¢ funksiyaning f(a) va f(b) giymatlari kesmaning oxirgi nugtalarida har xil
ishorali, ya’ni f(a) - f(b) <0;
e f/(X) hosila [a,b]kesmaning barcha nuqtalarida o’z ishorasini saqlab qoladi;
Berilgan [a,b] kesma f(x) funksiya hosilasining 0’z ishorasini saqlashi bu shu
funksiya monotonligining yetarli sharti.

Nyuton usulining umumiy formulasi quyidagicha:
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., f(x) 3.4
Xn+1 - Xn f,(xn) ' ( )

bunda [a,b] kesmada x,=a, agar f(a)- f"(x)>0 bo’lsa va X;=b agar f(b)- f"(x)>0
bo’lsa.
Shakli o’zgartirilgan formula:

Xog =Xy — f(X”). (3.5)

)

=Y

J(x)>0 f'(x)>0

X

f(x)<0 f(x)>0

L J
]

0 1 2
0 X{}X{}X{J\
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F(x)=0 f'(x)<0

0

Ay y=f(x) Fx)<0 f(x)<0
—\x'j' ‘x'l]l x||ll|
0 x | LT X
|
|
|
Puc. 5

3.5-rasm. f(x) funksiyaning har xil holatlari uchun Nyuton usulining geometrik

interpretatsiyasi.

3.5. Vatarlar va urinmalar usullarining aralash varianti

Usulning mazmuni. Faraz gilaylik, x,.; va X ., —ildizning quyidan va yuqor-
idan yaginlashgan qiymatlari bo’Isin.
A) Agar [a,b]kesmada f(a)- f"(x) >0 bo’lsa,u holda
1 = Xy _M :
fF'(x,)

)_(n+1 =Xy~ _f (Xn) ()_(n - Xn) 1 (36)
f(Xn)_ f(xn)

X

bunda x,= a; X, =D.
B) Agar [a,b] kesmada f(b)- f"(X) >0 bo’lsa,u holda

F(%)

Xy =X, — — ()_(n - Xn);
f(xn)_ f(xn) (37)
. o f(X)
X . =X — ,
n+1 n fy()—(n)
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bunda x,=a, X, =D.
3.6. Oddiy iteratsiya usuli

Dastlabki f(x)=0 tenglamani x=¢(x) ko’rinishga keltirish mumkin, masalan,

ushbu
p(x)=x—+ 8 (3.8)

formula bilan, bunda k shunday tanlash kerakki,

kl>Q/2 bo’lsin, bu yerda

=max
Q [a.b]

f'(x)| va k ning ishorasi [a,b] kesmada f'(x) ning ishorasi bilan mos tushi-

shi lozim. Agar [a,b] kesmada |'(x)|<1 shart (bu yetarli shart) bajarilsa, u holda

iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo’ladi, aks holda esa, ya’ni | ¢ '(X) |>1 bo’lsa, U
uzogq/lashuvchi.

Faraz qilaylik, ildizning boshlang’ich yaqinlashishi X = X, bo’lsin. Bu giymat-
ni X=¢(x) tenglamaning o’ng tarafiga qo’yib, X; = ¢(X,) yangi yaqginlashishni hosil
gilamiz. Bu jarayonni har safar yangidan takrorlab, ushbu

Xw1=0X), n=0.1 2, .. (3.9)
ketma-ket qiymatlarga ega bo’lamiz.

Agar ¢ (x) funksiya uzluksiz va uning limiti mavjud bo’lsa, u holda

fm s, = im ] = ol fim 1= flim .

va X1 ketma-ketlikning £=Ilimx, limiti Xx=¢(x) tenglama-ning va o’z navbatida

f(x)=0 tenglamaning ham ildizi bo’lad.i.

Tanlangan (1.2) iteratsion jarayon bir gadamli.

Iteratsiya usuli ba’zan ketma-ket yaginlashishlar usuli deb ham ataladi.

Agar |p'(x)| <1 bajarilganda ¢ '(X)>0 bo’lsa, u holda ildizga yaqinlashish
monoton va bir tomonlama, aksincha, ya’ni ¢ '(X)<0 bo’lsa, ikki tomonlama

bo’ladi. Ko’rinib turibdiki, |(o '(X)| gancha kichik bo’lsa, iteratsion jarayon
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shuncha tez yaginlashadi. Agar bunda ¢ '(X)=0 bo’Isa, u holda iteratsion jarayonni
maxsus tekshirish talab qilinadi. Agar dastlabki yaginlashish ildizga juda yagin

olingan bo’lsa, u holda iteratsion jarayon juda tez yaqinlashadi.

Talab gilinayotgan ildizni berilgan & aniglikda topish uchun zarur bo’lgan

(oo

tengsizlikdan aniglanadi, bunda q o’zgarmas |(p '(x)| < g < 1 tengsizlikdan

iteratsiyalar soni taxminan ushbu

olinadi.

Bu (3192) iteratsion jarayonning ildizga yaqinlashishi quyidagi tengsizliklar
zanjiri bilan baholanadi:

0<¢p’'(X)<1 bo’lganda | Xn—§| <g/(1-q) | XXt | <€

~1<@'(X)<0 bo’lganda |X;—&| <|X—X01 | <e.

Bu zanjiming oxirgi qismi ikkita qo’shni X, va X, iteratsiyalarning hisob
hatijalari bo’yicha hisobni tugallash kriteriyasini beradi, ya’ni bu iteratsion jarayon
| X=X |<e (1-9)/q yoki | Xna1—Xn |<e
shart bajarilgunga qadar davom ettiriladi va x,..= & Yyoki x, = & yechim deb

olinadi.
Geometrik nugtai nazardan y=x va y=¢(x) funksiyalar grafiklari kesishgan
nugtasining absissasi f(x)=0 tenglamaning yechimi bo’ladi.

Faraz qilaylik, x=¢(x) tenglama uchun

¢'(x)| <1 shart bajarilsin. Dastlabki

Ag[Xo, (Xo)] nugtadan boshlab Ox va Oy o’qlariga parallel AjB1A:B,A,... ketma-ket
sinig chiziglarni bo’g’inlari «zinapoya» shaklida qilib quramiz (1,a-rasm), bunda
A, A;, Ay, ... uchlar y=¢(x) egri chizigda, B;, B,, Bg,... uchlar esa y=x to’g’ri
chiziqda yotadi. Ko’rinib turibdiki, bunga mos X, X,, ... ketma-ket giymatlar &
ildizga yaginlashadi. Bunda boshqga holat ham yuz berishi, ya’ni AjB1AByA...
ketma-ket siniq chiziglar «spiral» shaklida bo’lishi ham mumkin (1,b-rasm). Agar
¢ '(X)>0 bo’lsa, u holda yechimga yaginlashish «zinapoya» shaklida, aksincha,
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ya’ni ¢ '(X)<0 bo’lgan-da esa «spiral» shaklida bo’ladi. |p'(x)|>1 shart bajarilganda

esa iteratsion uzoqlashuvchi bo’ladi (3.6-rasm).

3.7-rasm. Uzoglashuvchi iteratsion jarayon.

Iteratsion  ketma-ketlikning yaqinlashuvchanligi va yechimning yagonaligi
hagida-gi teoremani isbotsiz keltiray-lik.

Teorema. Faraz qilaylik, ¢(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan, uzluksiz va

uning barcha giymatlari uchun ¢(x)e[a,b]. Agar xe (a,b) lar uchun shunday q
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to’g’ri kasr mavjud bo’Isaki, bunda ushbu | o '(X) | < q < 1 tengsizlik o’rinli bo’lsa,
u holda:
1) boshlang’ich Xy,e[a,b] ni qanday tanlashdan qat’iy nazar ushbu (3.9)
iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo’ladi;

2) ushbu ¢£=limx, limitik giymat x=¢(x) tenglamaning [a,b] kesmadagi

yagona ildizi bo’ladi.
Iteratsion jarayonning yaginlashish tezligi ushbu
% —¢l<mg/(1-q)
tengsizlikdan aniglanadi, bunda m = |x, — p(Xo) | .

Shuni ta’kidlaymizki, ¢(x) funksiyani tanlashda juda -ehtiyotkorlik talab
gilinadi. Masalan, f(x)=x’ — ¢ tenglamani x=x*—c+x yoki x=c/x yoki x =
0,5(x+c/x) ko’rinishga keltirish mumkin. Shulardan ¢(x) = x*~c+x ko’rinishni tan-
lasak, —1<x<0 oraliqdagina |¢'(x)|<1 shart bajariladi va iteratsion jarayon —Jc
ildizga yaginlashadi. Agar ¢(x) = c/x desak, u holda ¢ '(x)= —c/x* va iteratsion
jarayon uzoglashuvchi bo’lib chiqadi.

Oddiy iteratsiya usulining blok-sxemasi 4-rasmda tasvirlangan.

1-misol. Ushbu f(x)=x’-x-1=0 tenglamaning ildizini oddiy iteratsiya usuli
yordamida £=0,01 aniglik bilan toping.

Yechish. Ushbu f(x)=x>-x—1=0 tenglama [1;2] kesmada yagona ildizga ega,
chunki f(1) = -1 < 0va f(2) = 5> 0. Agar berilgan tenglamani x=x’-1 ko’rinishda
yozib olsak, p(x)=x’-1 va ¢'(X)=3x". Bunda xe[1;2] lar uchun ¢'(x)>3, demak

iteratsion jarayon uzoglashuvchi. Agar berilgan tenglamani x=3%x+1 deb

0’ zgartirsak, u holda p(X)=3/x+1 va ,(x)=— 1+ . Bunda g<¢' 1.1
g @(X) ?'(X) oD <)<y

tengsizlik barcha xe[1;2] lar uchun o’rinli, demak iteratsion jarayon

yaginlashuvchi. Shunga ko’ra x,,,=3/x,+1 iteratsion formuladan foydalanib
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ildizni topamiz. Topilgan giymatlar 1,0; 1,260; 1,312; 1,322; 1,3243 ekanligidan
izlangan yechim £=0,01 aniglik bilan £=1,324 ga tengligi kelib chigadi.

2-misol. Ushbu sinx — 2x + 0,5 = 0 tenglamaning [0;r/2] kesmadagi ildizini
oddiy iteratsiya usuli yordamida £=0,001 aniglik bilan toping.

Yechish. Berilgan tenglamani unga teng kuchli bo’lgan x=0,25 + 0,5sinx =
¢o(x) tenglamaga almashtirib olamiz. Buning uchun xe[O;n/2] qiymatlarda
¢ (X)=0,5cosx va |¢)(x)|s0,5<1 o’rinli. Demak x, =0,25 + 0,5sinx, iteratsion
jarayon X, = 0,5 boshlang’ich giymat uchun ketma-ket 0,4897; 0,4852; 0,4832;
0,4823; 0,4819; 0,48175; 0,48165; 0,4816 giymatlarni beradi. Bu yerdan berilgan
tenglamaning talab qilingan aniglikdagi yechimi x ~ 0,4816 degan xulosaga
kelamiz.

3.7. Kesuvchilar usuli (chizigli interpolyatsiya goidasi)

Bu usul Nyuton usulida f'(x) hosilani )= (%) fynksiyaga al-
X = Xi4

mashtirishdan hosil gilinadi. Natijada quyidagi iteratsion formulaga ega bo’lamiz:

X f ) = xF ()
) - (%)

Bu usuldan foydalanilganda ikkita dastlabki x,e[a,b] va x,€[a,b] qiymatlarni ber-

X

—X;_4|>¢ laruchun x

ish lozim bo’ladi. Buusul X; # X, da f(x,)— f(x_;) #0 bo’lsagina o’rinli.

3.8. Steffensen (Eytken-Steffensen) usuli

Urinmalar usulining yaginlashish tezligini oshirish uchun (3.9) ifodadagi
f'(x,) hosilaning approksimatsiyasi o’rniga quyidagi ifodadan foydalalanish lo-

zim:
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f '(Xn) ~ f (X;+l) : ; (Xn) . (310)

Agar (3.9) ni chap ayirmali approksimatsiya desak, u holda (1.14) ni o’ng
ayirmali approksimatsiya deb olish mumkin.
(3.10) dan ko’rinadiki, unda hali aniglanmagan X,.; noma’lum had
gatnashmogda uni hisoblash uchin (3.9) oddiy iteratsiyadan foydalanamiz:
Xo =09(X,) =X, + F(X,)-
Natijada biz quyidagi approksimatsiyaga ega bo’lamiz:

f,(xn) ~ f(Xn + ff(z(;);_ f(xn) .

Bu ifodadan Nyuton usulida foydalanish bilan yangi iteratsion algoritmga ega

bo’lamiz:

Xnp1 =Xy — f(Xn) f
f(Xn + f(Xn))_ f(Xn)

Bu iteratsion algoritm sonli usullarda Steffensen usuli deb ataladi.

Steffensen usuli kvadratik yaginlashishga ega, ammo bu yerda qo’shimcha
ravishda f(x,+ f(x,)) ifodaning giymatini hisoblash hisobiga yuqori yaqinlashish
tezligiga erishiladi. Bu usul har bir iteratsiyada funksiyaning giymatini ikki marta
hisoblashni talab giladi, bu jihatdan Steffensen usuli kesuvchilar usuliga garahanda
kamroq samara beradi.

Yuqoridagi (1.15) iteratsion algoritmni Eytken tomoni-dan taklif etilgan
chizigli yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning yaqginlashishini tezlashtirish uslubidan
ham olish mumkin.

Buning uchun quyidagi ketma-ketlikni qaraylik:

z,=z+Cq". (3.12)
Bu ketma-ketlik |g|<l1 da z limitga yaqinlashadi. Uncha qiyin bo’lmagan
akslantirishlar yordamida z limitik giymatni {z,} ketma-ketlikning uchta z,, , z, va

Z,+1 ketma-ket elementlari orqali ifodalash mumkin. Buning uchun bizga ko’rinib

f=f g va laT2_ g ikkita tenglikdan ushbu (z,., - 2)(z, , - 2) = (z, — 2)?
Z,1—1 Z,—1Z

turgan
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tenglikka kelinadi. Bu yerdan esa o’z navbatida z ning quyidagi ifodasi kelib
chigadi:

2
Zn+1zn—1 B Zn

= .
Zng— 22n +Z,4

Bu natijaga asoslanib, {z.} ketma-ketlikni boshga ketma-ketlikka
almashtirishning quyidagi Eytken taklifini qaraylik:

Y Zr% . (313)

S =
" 2,27, 417, 4

n+1
Agar bu almashtirishni  (3.12) ko’rinishidagi ixtiyoriy ketma-ketlikka
qo’llasak, u holda n ning ixtiyoriy gqiymatida &£ =z=Ilimz, tenglk o’rinli bo’ladi.

Agar {x,} ketma-ketlikning yaqinlashish turi (3.12) nikiga yaqin bo’lsa, u holda
(3.13) almashtirish (n ning ixtiyoriy giymatida uning limitini bermasada) z ga
dastlabkisiga nisbatan tezrog yaqginlashuvchi yanqi ketma-ketlikni beradi.

Endi oddiy iteratsiya usulida ildizga taqribly yaqinlashishning tezligini
oshirishni tahlil gilaylik. Buning uchun avvalo x. ,=g(x,) iteratsion formulaning
o’ng tarafini Teylor qatoriga yoyaylik, ya’ni

90%,) = 90X + (X, = %)) =% +9"(% )X, =% )+ O((%, = %)),
Bunga ko’ra
X0 — % = 9" (X )(X, — %) +O((x, —%,)%).

Shunday qilib, e, =x,—x kvadrat aniglik bilan har bir iteratsiya uchun

quyidagi tagribiy yenglikni yozish mumkin:
Xnjg =X = g,(xr)(xn - Xr) .
Bu yerdan {x,} ketma-ketlikni quyidagi formula bilan ifodalash mumkin:
Xn ~ X +[9'(X)]" (X0 — %)
Bu ketma-ketlikning ham yaginlashishi turi (3.12) ketma-ketlikniki kabi. Demak,
oddiy iteratsiyadagi ildizga yaginlashish ketma-ketligi yaginlashishni tezlashtirish
protsedurasini qo’llash uchun mos ekan,
Yagqinlashishni tezlashtirish protsedurasini qo’llashda hisoblangan har bir

yaxshilovchi giymatnining keyingi hisoblashlarda ham hisobga olinishin
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ta’minlash maqgsadida uni shu zahoti hisobga kiritish lozim. Bu iteratsiyaning har
bir gadamida quyidagicha bajariladi: Faraz gilaylik, hisoblashlar x, ning qiymatini
hisoblashgacha bajarildi; uning yordamida ikkita yordamchi x® =g(x,) va
x =g(g(x,)) giymatlarni hisoblaymiz. Uchta x, x® va x(? giymatlarga (3.13) te-
zlatgich formulani qo’llaymiz va uning natijasini navbatdagi X,.; Yyaqginlashish deb
gabul gilamiz:

_ X% 9(906:) -9 (%) | (3.14)
9(9(%,)) —29(x,) + X,

Bu tenglik (3.11) Steffensen iteratsion formulasining yozilish shakllaridan biri
ekanligi ko’rinib turibdi.

n+1

1-misol. (3.14) formulani ushbu
X—x*—8x+12=0
tenglamaning ikki karrali ildizini topishga qo’llang.
Yechish. Buning uchun Nyuton iteratsiyasiga mos

f(X)
f'(x)
deb olib, (3.14) formula bo’yicha hisoblashlardan
{0,5; 1,87215909; 1,99916211; 1,99999996; 2,00000000}

g(x) =x~

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Bu qiymatlarni &, ning yugoridagi jadvalning
to’rtinchi ustunidagi qiymatlari bilan taqqoslab, tezlatgichni ketma-ketlikka emas,
balki hatja olingan algoritmga kiritish bilan samaradorlik oshganligini ko’rishimiz

mumkin.
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4. QIZIQARLI AMALIY MASALALARNI MATEMATIK
PAKETLAR YORDAMIDA YECHISH

4.1. Nochizigli tenglamalarni Maple dasturi yordamida yechish

Nochizigli tenglamalarni yechishning matematik paketlaridan biri Maple ning
asosly funksiyalari quyidagilar:

1) solve(<tenglama>,<o’zgaruvchi>) — bu nochizigli tenglamani analitik
ko’rmnishda yechish uchun qo’llaniladi, masalan:

solve(F(x),x) — bu f(x)=0 tenglamani X o’zgaruvchi bo’yicha yechish;

solve(F(x),G(x),x) — bu f(x)=g(x) tenglamani X o’zgaruvchi bo’yicha yechish;

2) fsolve(<tenglama>,<o’zgaruvchi>,<opsiya>) — bu nochizigli tenglamani
haqiqiy sonlar shaklida sonli yechish uchun qo’llaniladi, bunda <opsiya>:

complex — ko’phadning bitta yoki barcha kompleks ildizlarini topadi;

folldigits — berilgan Digits funksiyalarining barcha ragamlari uchun
hisoblashlarni bajaradi;

maxsols — ko’phadning fagat n ildizlarini hisoblash;

interval — tenglamaning a..b yoki x=a..b intervaladagi ildizlarini topishni
ta’minlaydi.

3) bulardan tashgari maxsuslikka ega funksiyalar ham mavjud, bular, masa-
lan,

rsolve — rekkurent tenglamalarni yechish;

isolve — tenglamani butun qiymatli ko’rinishda ychish;

msolve — tenglamani m moduli bo’yicha yechish;

root(<ro’yxat>) — buning natyjasi [(rl,ml), ..., [m,mn)], bu yerda ri —

ko’phadning ildizlari; mi — shu ildizning karraligi.

1-misol. Quyidagi ko’phadning ildizlarini toping:
2x* -8 +8x°-1=0,
Yechish. Bu tenglamani Maple paketi yordamida yechib, uning 4 ta haqigiy

yechimga ega ekanligini ko’rsatamiz:
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>solve (2*x*4 - 8*x*3 + 8*x*2 - 1,x);

1_4/4+2ﬁ 1+4/4+2ﬁ 1_4/4—2ﬁ 1+4/4—2ﬁ
2 2 2 2

fsolve(2*x*4 - 8*x"3 + 8*x*2 - 1,x);
-0.3065629649 , 0.4588038999 , 1.541196100 , 2.306562965

Hagigatan ham bu ildizlarni f(x) = 2x* - 8x* + 8x* - 1 funksiyaning grafigini
Maple paketida chizish orqali ham ko’rishimiz mumkin

>with(plot): plot(2*x*4 - 8*x*3 + 8*x*2 - 1,x=-0.5..2.5);

1.5

0.5+

05

2-misol. Ushbu 0.2x+x+1=0 nochizigli tenglamani x,=5 boshlang’ich ya-
ginlashish bilan ¢ = 0.0001 aniqlikda Nyuton usuli bilan yechishning Maple
bo’yicha oynali dasturi matni quyidagicha:
> restart;
Newton:=proc(f,a::numeric,epsilon::numeric)
local x,i,x0,x1,Err,r,l,ur;
If nops(indets(f,symbol))<>1 then ERROR("' funksiya uzgaruvchilari soni bit-
tadan ortiq');end if;
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x:=op(indets(f,symbol));

r:=rhs(f):

I:=lhs(f):ur:=l-r;

x0:=a;

Err:=1000;

for i while Err>epsilon do

x1:=x0-subs(x=x0,ur)/subs(x=x0,diff(ur,x));

Err:=abs(x1-x0);

x0:=x1;end do;

return(evalf(x1));

end proc;

Newton(0.2*x+x+1=0,5,0.0001);

with(Maplets[Elements]):

maplet ;= Maplet (Window ( 'title’=""Nochizigli tenglamani Nyuton usuli bi-
lan yechish™, [ ["" Tenglamani f(x)=0 kabi kiriting: **, TextField['TF1'](],
['Boshlangich yaqinlashishni Kkiriting: **, TextField['TF2']()], ['* Xatolikni ki-
riting: "', TextField['TF3"]()], ['' Tenglamaning sonli
yechimi:"'], TextBox['TB1"]( not editable, width="40", height="3"), [But-
ton(*"Hisob",Evaluate("TB1' = ‘Newton(TF1, TF2, TF3)"), But-
ton(*"Tamom",Shutdown(['TF1','TF2","TF3","TB1')]])):
Maplets[Display](maplet);
Hisob natijasi quyidagicha:

Mewian = proc(f, aiuumeric, € numeric)
local x, i, x0, xi, Bre, r, I, ur,
if nops{mdetz(f, owebal’)) # 1 then EEEOR{ "byuxmua umeer bonee oguoi nepemerroi”) end if;
x = oplindets(f, ornbal)],
r=rhs{{,
I=1lhz(f7;
ur=I{—-r,
x=ua;
Hrr = 1000,
foriwhile £ < Brrdo x! =x0— subs{x =20, wr) / subs(x = x0, difflwr, 233, Brr = abs(xd — x0), 0 =x/! end do;
return evalff xJ )

end proc

-0.8333333333
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[>
@ Mochizigli tenglamani Nyuton usuli bilan 10l x|

Tenglamani F{x)=0 kabi kiriting: ID.2*x+x+1=D

Boshlangich yaqinlashishni kiriting: |5

*atolikni kiriting: f0.0001

Tenglamaning sonli yechimi:

- G22222I222

Tarmarn |

Demak, hisob natijasi quyidagicha: x = -0.833333333

3-misol. Ushbu x=1+0.25/x nochiziqli tenglamani x, = 0,25 boshlang’ich ya-

ginlashish bilan € = 0.0001 aniqlikda iteratsiya usuli bilan yechishning Maple
bo’yicha oynali dasturi matni quyidagicha:
> restart;

Iteratsiya:=proc(f,a::numeric,epsilon::numeric)

local x,1,x0,x1,Err,r,l,ur;

if nops(indets(f,symbol))<>1 then ERROR(" ¢pynkmus funksiya uzgaruvchi-
lari soni bittadan ortig');end if;

x:=op(indets(f,symbol));

r:=rhs(f):

I:=lhs(f):

ur:=r;

X0:=a;

Err:=1000;

for i while Err>epsilon do

x1:=subs(x=x0,ur);

Err:=abs(x1-x0);

x0:=x1;end do;

return(evalf(xl));

end proc;
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Iteratsiya(x=1+0.25/x,0.25,0.0001);

with(Maplets[Elements]):

maplet ;= Maplet (Window ( 'title'=""Nochizigli tenglamani iteratsiya usuli
bilan yechish™, [ ['" Tenglamani x=fi(x) kabi Kiriting: **, TextField['TF1"]()],
["*Boshlangich yaqginlashishni Kiriting: ", TextField['TF2']()], ['*Xatolikni Ki-
riting: **, TextField['TF3"]()], ["Nochizigli tenglamaning sonli
yechimi:"'], TextBox['TB1"]( not editable, width="40", height="3"), [But-
ton(""Hisob",Evaluate("TB1' = 'lteratsiya(TF1, TF2, TF3)")), But-
ton(""Tamom",Shutdown(['TF1',TF2',"TF3", "TB1D)]])):
Maplets[Display](maplet);

Hisob natijasi quyidagicha:

lteraiziva = proc(f, a numeric, S.RUMEric)
local =, i, =0, x{, Brr, r, I, ur;
if nops{mdetz(f, gyembal)) # 1 then EEEOR( "dvarnna ameet Gonee ogHoH nepemeraci” ) end if;
x = op{mdets(f, mmbal)),
r=rha({);
{ =lhs(f7;
ur =r,
xl=a;
Hrr=1000
for i while = < Zrr do 2/ = subs(x = x0, wr), Brr =abs(xi — x0); 20 =x! end do,
return evalf{ x 1)

end proc

[1 207119741

roe

o Mochizigli tenglamani iteratsiya usulibila - |EI|1|

Tenglamani x=fi{x) kabi kiriting: |><=1+D.25,|'><

Boshlangich yaqinlashishni kiriting: |5

watolikni Kiriting: ID.DDDI

Mochizigli kenglamaning sonli yechimi:

1. 20710&E02

Tamam |

Demak, hisob natijasi quyidagicha: x = 1.207119741
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4-misol. Radiusi r bo’lgan silindrik quvurning yotgan shaklida neft bilan q
qismi to’ldirilgan. Quvurdagi neft sathining balandligini h = r (1 —

cos(a/2)) formuladan aniglang, bunda o — markaziy burchak ‘
bo’lib, u ushbu Pt

o —Sina —2nq =0
tenglikdan topiladi.
Yechish. Bu tenglamani g = 0.25 bo’Igan hol uchun Maple paketi yordamida
yechib, r = 1.2 m bo’lgan hol uchun h (m) ni toping:
>q:=0.25; Pi:=3.14159; alfa:=solve (x-sin(x)-2*Pi*q,x);
alfa:=fsolve (x-sin (x)-2*Pi*q,x); r:=1.2; h:=r*(l-cos(alfa/2));
q:=0.25
alfa :=2.309881460
alfa := 2.309881460
r=12
h :=0.7152326960

4-misol. R qarshilikli xalga (yoki to’g’ri to’rtburchakli to’r) shaklidagi r
radiusli (yoki quvurchalarining jami uzunligi L = 6xI) yerlagich tuproqga h
chuqurlikka o’rnatilgan. h>>r da uning garshiligi ushbu

, ‘ C T2
: : I 4,95
o re Ll Jm ool w e
47 rG| h d R=——"""—
2nlG
;\‘ %777777777
od N\ r _ h |

/B
\(_/L_,_;
formula bilan hisoblanadi, bunda 7 = 3,14159, G — tuprogning solishtirma elektr

o’tkazuvchanligi, d — xalga (yoki to’g’ri to’rtburchakli to’r) shaklida tayyor-
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langan o’tkazgichning diametri. Yerlagichning talab qilingan R garshiligini
ta’minlovchi r — quvurcha radiusini, berilgan h, d , G parametrlar uchun aniqglang.
Yechish. Bu tenglamanih =12 m; 1 =12 m;d=0.03m;R =17 0m; G =

0.02 "/Om'm bo’lgan hol uchun Maple paketi yordamida r ga nisbatan yechamiz:
>h:=1.2; d:=0.03; 1lm:=1.2; R:=17; L:=6*1m; G:=0.02; pi:=3.14159;
radll:=solve (R-1/ (4*pi~2*r*G)* (pi*r/h+1ln(16*r/d)),r);
radl2:=fsolve(R-1/ (4*pi”*2*r*G) * (pi*r/h+ln(l6*r/d)) ,r);
rad21:=solve (R- (1ln (L*2/ (2*r*h) )+4.95) / (2*pi*L*G) ,r) ;
rad22:=fsolve(R-(1n(L*2/(2*r*h))+4.95) / (2*pi*L*G) ,r) ;

h=12
d:=0.03
Im:=1.2
R =17
L=72
G =0.02
7 = 3.14159

radll :=0.001914182673 , 0.5207658886
rad12 :=0.001914182673
rad21 :=0.0006371335151
rad22 :=0.0006371335151
Demak, hisob natijasi quyidagicha:
a) r = 0.5207658886 yoki r = 0.001914182673;
b) r = 0.0006371335151.
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4.2. Nochizigli tenglamalarni Mathcad dasturi yordamida yechish

Nochizigli tenglamani Mathcad paketi yordamida yechishning uchta dasturi
keltirilgan bo’lib, ular modulli dastur ko’rinishida tuzilgan va sarlavhalari

quyidagicha:
FunZero_Sec(a,b,F,¢) - bu biseksiyalar va kesuvchilar usullari algoritmi
bo’yicha tenglamani yechish dasturi;
FunZero_Stff(a,b,F,) - bu biseksiyalar va Steffenson usullari algoritmi
bo’yicha tenglamani yechish dasturi;
FunZero_I(a,b,F,s) - bu teskari parabolik interpolyatsiya algoritmi

bo’yicha tenglamani yechish dasturi;

Misol. Quyidagi nochizigli tenglamani Mathcad paketi yordamida sonli yech-
ing:
f(x) =e*—x=0.
Yechish. Nochizigli tenglamani yechish dasturlariga murojjat va ularning na-
tijalari quyidagicha:

FunZero_Sec(0,1,F,10°)" =[0.567143 -6.84075-10™ 1J;
FunZero_Stff(0,1,F,10°)" = [0.567143 0 6];

FunZero_1(0,1,F,10°)" = [0.567143 0 3];

Demak berilgan nochizigli tenglamaning ildizi x = 0.567143 ekan.
Quyida ana shu uchala dasturlarning matnlari keltirilgan:

47



FunZera Secla b, F, ) =

Fa—Fia)

FbeF (b

[0

while |b - a[>01

a+b
2

FoceFic)
if FaFedn

C—

bt
Fb — FI:
athetrurze
a+—C

Fa—Fc

I—=I+1

while |b— ] |}‘-£
Fb

EFt - Fa

ce—hk —

(b - a)

a—k
Fa—Fh
Fhe—Firc)

berc

I—T+1
b

Fh
1

Nochizigli tenglamani biseksiya va kesuvchilar usuli bilan yechishning Mathcad
dasturi
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Fundero StH{a. b, F, o) =

Fa—F(a)
FheF(b)

Ie—n

while |b— a|}lil.1
ce—05Ta+b)
Fe—Fi(c)

if Fa-Fc<o
bec

Fb—Fc

otheraise

d+—

Fa—Fr

I—I+1
aerC
Fa—Fc
while 1
F&'
F(a+Fa) - Fa
Fto F(b)
b

be—a-

return | Fh if|b—a|£5
[

a—b

Fae—Fb

le—1+1

Nochizigli tenglamani biseksiya va Steffensen usuli bilan yechishning Mathcad

dasturi.
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FunZere I{a. b B 5) =

zlea
e b
vl—F(z1)
yoe Fiza)

a+hb
2

A

v F{z3)
L0
whie 1
vayailye - v3xl - vlyd (vl - w3 =2
T Gl-y) Gl - ) (52 - 9)
yly2iy] - w2y =3
(vl -ya)(xl - y3)(y2 - 53)

24

w2 e—d +

®lex2

y1leyi

2 — 23

w2 —y3

ol

73— F(x3)

TeT+1
pii!

retun |3 | if |23 - 22 [<s
I

Nochizigli tenglamani teskari parabolik interpolyatsiyalash usuli bilan yechishning
Mathcad dasturi.
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XULOSA

Mazkur bitiruv malakaviy ishining muhim natijalari quyidagilar:
nochizigli tenglamalarni yechish ancha murakkab va bu masala hisoblash ma-
tematikasining mukammal yechilmagan muammosi ekan;
nochizigli tenglamalarni yechishning boshlang’ich muammosi — bu nochizigli
tenglama yechimlarining mavjudligi, soni va ular yotgan oraligni topish muam-
molari o’rganilgi, bular aniq misollarni yechish orgali izohlandi;
nochizigli tenglamaning ajratilgan ildizini topish muammosi bir nechta taqribiy
usullarda bayon gilindi, anigq misollar yechimlari bilan izohlandi;
nochizigh tenglamaning ildizlarini topishning tagribiy usullari soddadan mu-
rakkabga va ularning xususiy hollari bilan o’rganildiki, bu shu mavzuni batafsil-
roq yoritish imkonini berdi;
nochizigli tenglamalarni Maple va Mathcad paketi yordamida yechishning
muammolari o’rganildi, uni amalga oshirishning bosqichlari ishlab chiqildi;
nochizigqli tenglama funksiyasining grafigini Maple Maple va Mathcad paketi
yordamida chizish orgali tenglama haqiqiy yechimlari mavjudligi, ularning soni,
bu yechimlar yotgan oraliglarni topish muammolari o’rganildi;
nochiziqli tenglamalarning analitik yechimini Maple va Mathcad paketi
yordamida yechish o’rganildi, hisob algoritmiga oid tushunchalar bilan tan-
ishildi, amaliy masalalar yechildi;
nochizigli tenglamalarni Maple va Mathcad paketi yordamida sonli yechishning
algoritmi, dasturi, matematik paketlardan foydalanish bosqichlari bajarildi, har
xil amalty masalalar yechildi;
go’yilgan masalani matematik paketlar yordamida samarali yechishga oid
tavsiyalar ishlab chiqildi, undan foydalanishning mumkin bo’lgan imkoniyatlari
ketma-ket tahlil gilindi;
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e olingan sonli yechimlar analitik yechimlar bilan tagqoslandi, hisob jarayonining
to’g’ri ekanligi, algoritm va dasturdan samarali foydalanish mumkinligi
ko’rsatildi;

e ishlab chigilgan hisob metodikasi va yaratilgan hisob dasturiy vositasidan har xil
nochiziqli tenglamalarga oid amally masalalarini yechishda samarali foydalanish
mumkin;

e nochizigli tenglamalarni tagribiy yechish usullaridan Nyuton usuli juda samarali
ekan, ammo uning go’llanilish sohasi juda kam;

e iteratsiyalar usuli ham juda qulay, ammo yaqginlashuvchi funksiyani topish ko‘p
hollarda mushkulrog;

e oraligni ikkiga bo’lish usuli juda qulay, ammo uning yaqinlashish tezligi juda
sust va karrali ildizlar uchun muannoli;

e iteratsion usullarning takomillashtirilan har xil variantlari juda samarali, ammo
bu boshlang’ich yaqinlashishni yakkalashtirilgan ildizga juda yaqin olinganda va
yaginlashish shartlari bajarilgandagini bu usullarning yaginlashsh tezligi keskin
oshadi.

Shunday qilib, nochizigli tenglamalarni yechish muammosi qo’yilgan ama-
liy masala turiga garab to’g’ri taqribiy usulni va boshlang’ich shartni tanlash, bu

usullardan va matematik paketlardan samarali foydalanishdan iborat ekan.
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ILOVALAR

Boshlang'ichlar:
a — ildhrlar 1rlanavotgan kesmaning boshy
b —ildizlar izlanayotzan kesmanng o
A3 — norma'lumning o'zgarish gadati

v, — finksivaning navbatdags ddizm
gidirish boshlanizhidan avwvalgl giymati

Iz — ddiz nomen

Va= Y
k=k-+
9 IMatyjalar:
Chirarish k— ildiz nomen
kx-dx /] % - A — ildiz mavjud kesma boshi
Y % — ldiz maviud kesma oxn
¥ - funksiyaning  dagi f{x) qiymati

10
| Tamom J

I.1-rasm. Tenglamaning hagqiqiy ildizlarini ajratishning blok-sxemasi.
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Boshlash

.

Kesma oxirlarida
funksiva har xil  f=====--
ishoralimi?

c:=(atb)y2
n:=n-+ 1

Sikldan chigish
. ghartini tekshirish
yoq

I.2-rasm. Kesmani teng ikkiga bo’lish usulining blok-sxemasi.
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/ a,b. e /

l

c=3 _i[b_a]
f(b)-f(a)

yo'q w

I.3.-rasm. Vatarlar usulining blok-sxemasi.



Boshlang'ich
vagqinlashshni tanlash

X,, h=0

A

Hisoblash

X . FP(x,), d=x_,,X

n+1_

n=n+1

Ha Ha

' 1
Tamom Tamom

I.4-rasm. Oddiy iteratsiya usulining blok-sxemasi
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Nochizigli tenglamani X, boshlang’ich yaqinlashish bilan € aniglikda Nyuton

usuli bilan yechishning Maple bo’yicha oynali dasturi matni

> restart;
Newton:=proc(f,a::numeric,epsilon::numeric)

local x,i,x0,x1,Err,r,l,ur;

If nops(indets(f,symbol))<>1 then ERROR(** funksiya uzgaruvchilari soni bit-
tadanortiq'');end if;

X:=op(indets(f,symbol));

r:=rhs(f):

I:=lhs(f):ur:=l-r;

x0:=a;

Err:=1000;

for i while Err>epsilon do

x1:=x0-subs(x=x0,ur)/subs(x=x0,diff(ur,x));

Err:=abs(x1-x0);

x0:=x1;end do;

return(evalf(x1));

end proc;

Newton(0.2*x+x+1=0,5,0.0001);

with(Maplets[Elements]):

maplet := Maplet (Window ( 'title’=""Nochizigli tenglamani Nyuton usuli bi-
lan yechish™, [ ['" Tenglamani f(x)=0 kabi kiriting: **, TextField['TF1'](],
['Boshlangich yaqinlashishni kiriting: **, TextField['TF2']()], ['* Xatolikni ki-
riting: "', TextField['TF3']()], ["Tenglamaning sonli

yechimi:"'], TextBox['TB1"]( not editable, width="40’, height="3"), [But-
ton(*"Hisob",Evaluate("TB1' = 'Newton(TF1, TF2, TF3)"), But-
ton(*"Tamom",Shutdown(['TF1','TF2","TF3","TB1'])]])):
Maplets[Display](maplet);

59



Nochizigli tenglamani X, boshlang’ich yaqginlashish bilan ¢ aniqlikda iter-
atsiyalar usuli bilan yechishning Maple bo’yicha oynali dasturi matni

> restart;

Iteratsiya:=proc(f,a::numeric,epsilon::numeric)

local x,1,x0,x1,Err,r,l,ur;

If nops(indets(f,symbol))<>1 then ERROR(** funksiya uzgaruvchilari soni bit-
tadanortiq'');end if;

x:=op(indets(f,symbol));

r:=rhs(f):

I:=lhs(f):

ur:=r;

x0:=a;

Err:=1000;

for i while Err>epsilon do

x1:=subs(x=x0,ur);

Err:=abs(x1-x0);

x0:=x1;end do;

return(evalf(xl));

end proc;

Iteratsiya(x=1+0.25/x,0.25,0.0001);

with(Maplets[Elements]):

maplet := Maplet (Window ( 'title’=""Nochizigli tenglamani iteratsiya usuli
bilan yechish™, [ ['" Tenglamani x=fi(x) kabi kiriting: **, TextField['TF1"]()],
['Boshlangich yaqinlashishni kiriting: **, TextField['TF2']()], ['* Xatolikni ki-
riting: **, TextField['TF3']()], ["Nochizigli tenglamaning sonli

yechimi:"'], TextBox['TB1"]( not editable, width="40’, height="3"), [But-
ton(*'Hisob",Evaluate("TB1' = 'lteratsiya(TF1, TF2, TF3)"), But-
ton(*"Tamom",Shutdown(['TF1','TF2","TF3","TB1'])]])):
Maplets[Display](maplet);
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