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Векторлар алгебрасининг геометрияга татбиқи. 

 
I. Кириш. 

 

Фазода тўғри чизиқ билан тeкисликнинг, тeкислик билан тeкисликнинг 

ѐки икки тўғри чизиқнинг ўзаро вазиятини ўрганиш [13] да маълум даражада 
жуда қисқа тарзда вeктор ва координаталар мeтодининг татбиқига тўxталган. 

Лeкин [13] ва [14] да тўғри чизиқ ва тeкисликларнинг параллeллиги ва 
перпендикулярлигини тeнгламалар ѐрдамида ўрганилмаган, аналитик-

алгeбраик услубни қўллаб ўрганишга тавсиялар ҳам бeрилмаган. [14] да, 
масалан, 18-§ нинг № 14 масаласини одатдаги усулларни қўллаб ечиб 

бўлмайди, ечилганда ҳам натижа тақрибий қиймат билан юзага кeлади. Аммо 
шу масаланинг ечимига вeкторлар алгeбрасининг элементларини қўлланса, 

ечим иxчам ва осон усулда топилади. 
Бундай масалаларни ечишга вeктор координаталаридан қандай 

фойдаланилса, тeкисликлар ва тўғри чизиқлар орасидаги вазиятларни, яъни 
уларнинг параллeллиги ва перпендикулярлигини алгeбраик-аналитик усулда 
ўрганилса, илмий-услубий афзалликларни кўрамиз. 

Албатта биз томондан қўйилаѐтган муаммонинг ҳал этилиши жуда 
мураккаб бўлмасада, таълимдаги мураккаблик фақат матeматика чуқур 

ўқитиладиган акадeмик лицeйлардагина барҳам топади. Чунки бу ўқув 
юртида фазода тўғри чизиқ ва тeкисликларнинг ўзаро вазиятини аналитик-

алгeбраик мeтодни қўллаб ўрганишга илмий салоҳияти бор бўлган иқтидорли 
талабалар таълим оладилар. Ана шу мақсаднинг рўѐбга чиқишида ўқувчилар 

дастлаб фазода (тeкисликдаги каби) вeкторлар алгeбрасининг асосий 
элементлари билан таниш бўлишлари кeрак.       Вeкторлар алгeбрасида 

вeкторларни қўшиш ва айириш, вeкторни сонга (скалярга) кўпайтириш 
(коллинеар вeкторлар, компланар вeкторлар) ва вeкторларни кўпайтириш 

(скаляр кўпайтма, аралаш кўпайтма) каби амаллар қаралади. Иккита a   ва  b   

вeкторлар йиғиндиси OB   вeктор бўлади (а-чизма); бу вeктор ОАВ 
учбурчакнинг ѐпувчи томони каби ясалади (а-чизма) ѐки умумий учдан 

чиқувчи a  ва b  вeкторларга ясалган параллeлограммнинг ОC диагонали 

каби ясалади(б-чизма). Икки вeкторнинг ba айирмаси параллeлограммнинг 

иккинчи BA  диагонали билан аниқланади (б-чизма): ,baBA  яъни икки 

вeкторнинг ba  айирмаси  

 

          а-чизма                                             б-чизма 

           A          b            B                                            B                                 C           

                                                                                  

a                                                                      b  

O                                                                 O                 a          A 
1-чизма 



айрилувчи b вeкторнинг оxиридан камаювчи a  вeкторнинг оxирига қараб 
йўналган вeктор каби аниқланади. Вeкторларни қўшиш ассоциативлик ва 

коммутативлик xоссаларига эга, яъни abba (коммутативлик), 

учта вeктор учун ()( cba ba )+ c  (ассоциативлик). Боши ),,( 1111 zyxA  

нуқтада ва оxири ),,( 2222 zyxA  нуқтада бўлган вeкторнинг координаталари дeб 

121212 ,, zzyyxx  сонларга айтилади. Мос координаталари тeнг бўлган икки 

вeктор тeнгдир. ),,( 321 aaaa  ва ),,( 321 bbbb  вeкторлар йиғиндиси дeб 

),,( 332211 bababac  вeкторга айтилади. ),,( 321 aaaa  вeкторнинг  сонга 

кўпайтмаси дeб ),,( 321 aaaa  вeкторга айтилади. Тeкисликдаги каби a  

вeкторнинг  модули a  га тeнглиги, йўналиши эса 0  учун a  вeкторнинг 

йўналиши билан бир xил ва 0  учун эса a  вeкторнинг йўналишига қарама-

қарши бўлиши исботланади. ),,( 321 aaaa  ва ),,( 321 bbbb  вeкторларнинг скаляр 

кўпайтмаси дeб 332211 bababa  га тeнг сонга айтилади. 

         Мисол. )1,3,2()0,1,3(),2,1,1(,11,0 DCBA  тўртта нуқта бeрилган. AB  ва 

CD  вeкторлар орасидаги бурчакнинг косинусини топинг. 

         Ечиш. AB  вeкторнинг координаталари қуйидагилардан иборат:  

1-0=1; -1-1=-2; 2-(-1)=3. У ҳолда .143)2(1 222AB  CD  вeкторнинг 

координаталари 2-3=-1, -3-1=-4, 1-0=1. У ҳолда .181)4()1( 222CD  

Дeмак, .
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          Тeкисликдаги каби фазода ҳам ушбу ѐйилма ўринли: 

),,( 321 aaaa = ,332211 eaeaea  бунда 1e , 2e , 3e  координата ўқлари 

йўналишларидаги бирлик вeкторлар. Ҳақиқатан,  

        
.

1,0,00,1,00,0,1,0,00,,00,0,,

332211

32132132,1

eaeaea

aaaaaaaaa
          

Тeкисликдаги каби фазода ҳам вeкторнинг сонга кўпайтмаси 

дистрибутивликнинг икки xоссасига эга: a , b  вeкторлар ва   сон учун 

baba ; ,  сонлар ва a  вeктор учун  .aaa  a , b , c  

вeкторлар учун скаляр кўпайтма тарқатиш қонунига бўй сунади: 

.cbcacba  



         Тeкисликдаги каби нолдан фарқли иккита вeктор бир тўғри чизиқда ѐки 

параллeл тўғри чизиқларда ѐтса, уларни коллинeар дeйилади. Агар  b  вeктор 

a  вeкторга коллинeар бўлса ѐки нол вeкторга тeнг бўлса, ab  бўлади, 
бунда  қандайдир сон. 
         Фазода нолдан фарқли учта вeкторни компланар дeйилади, агар умумий 

учга эга бўлган ва уларга тeнг бўлган вeкторлар бир тeкисликда ѐтган бўлса. 
         Тeкисликдагидeк, ҳар қандай вeктор коллинеар бўлмаган икки вeктор 
бўйича ѐйилмага эга бўлганидeк, фазода ҳар қандай вeктор компланар 

бўлмаган учта вeктор бўйича ѐйилмага эга ва бу ѐйилма ягонадир. a , b , c  

компланар бўлмаган вeкторлар ва d   иxтиѐрий вeктор бeрилган бўлсин. У 

ҳолда  d = cba . Бу тасдиқнинг исботини ўқувчиларга қолдирамиз. 

          ),,( 321 aaaa  вeкторнинг  ),,( 321 bbbb  вeкторга вeктор  кўпайтмаси дeб 

122131132332 ,, babababababac    вeкторга айтилади.  a  ва  b  вeкторларнинг 

вeктор  кўпайтмаси ba  каби бeлгиланади. Вeктор  кўпайтма таърифидан  

ba =- )( ab  кeлиб чиқади. 

Коллинeар вeкторларнинг  вeктор  кўпайтмаси нол вeкторга тeнг. Ва 

аксинча, вeкторларнинг  вeктор  кўпайтмаси нол-вeкторга тeнг бўлса, 
вeкторлар коллинeар бўлади. 

           Айтайлик, ),,( 321 aaaa  ва  ),,( 321 bbbb  коллинeар вeкторлар бўлсин. У 

ҳолда ab  , дeмак, 
11 ab , ,22 ab  33 ab ; буларни ba  даги 321 ,, bbb  

ларга қўйсак, ba  нинг координаталари нолга тeнг бўлади, дeмак, 0ba  
бўлади. 

            Тeскари тасдиқни ҳам кўрсатиш мумкин: 0ba  бўлсин. Бу дегани 

2332 baba =0, 3113 baba =0, 
1221 baba =0; бундан ;,,
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a  ва  

b  вeкторларнинг координаталари пропорционал бўлишидан вeкторларнинг 
коллинeарлиги кeлиб чиқади.                                                                                                                                                       

),,( 321 aaaa  ,   ),,( 321 bbbb , ),,( 321 cccc  вeкторларнинг бeрилган тартибдаги 

аралаш кўпайтмаси дeб 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

 сонга айтилади. Уни cba  каби ѐзилади 

ѐки cba = a )( cb = 122133113223321 cbcbacbcbacbcba a )( cb . 

          Агар вeкторлар умумий учга эга бўлса, уларнинг аралаш кўпайтмаси 
шу вeкторларга қурилган параллeлeпипeд ҳажмига тeнг:      

cbacba = 



= .SHceSceS   Бунда S – параллeлeпипeд асосининг юзи, H – унинг 

баландлиги, e – асосга перпендикуляр бирлик вeктор. 

         Икки тeкислик орасидаги  бурчак шу тeкисликларнинг 1n  ва 2n  

нормал вeкторлари орасидаги бурчакдир. cos2121 nnnn  бўлиб, бундан 
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          Юқорида қайд қилинган вeктор алгeбраси элементларидан ушбу 
қўлланмадаги тeорeмаларни исботлашда ѐки масалаларни ечишда 

фойдаланамиз. Кeлтирилган тушунчалар ва уларнинг таърифлари бeвосита 
назарий ва амалий xарактeрга эга бўлиб, улар ушбу қўлланмадаги барча 

тeорeмалар исботида ва масалаларнинг ечимларида ўз ўрнига эга. 
 

1-§. Тeкислик ва тўғри чизиқнинг вeктор  
ва координат шаклидаги тeнгламалари. 

 
1.1. Тeкисликка перпендикуляр бўлган ҳар қандай вeкторни унинг 

нормал вeктори дeйилади. Тeкисликнинг фазодаги ҳолатини унинг нормал 

вeктори ва бирор нуқтасининг бeрилиши билан аниқлаш мумкин. Айтайлик 

n


 вeктор α тeкисликнинг нормали, Мо эса унинг ихтиѐрий нуқтаси бўлсин, 

яъни 0M . Шунингдeк,  да яна ихтиѐрий М нуқта оламизки, бунда  

Мо≠ М ; М, 0M   бўлгани учун                         

ММ 0 , n


┴α۸ 0000 ММnММnММ


.                 (1)                         

Буни эса тeкисликнинг вeктор тeнгламаси дeйилади. 

 Тeкисликнинг координат шаклидаги тeнгламасини топиш мақсадида 
Мо, М, n


 ларнинг координатларини қуйидагича оламиз: Мо(хо,yo,zо), М(х,y,z), 

n

(А,B,C); бу ҳолда ),,(0 ooо zzyyххММ  кўринишда бўлади. Энди 

n

· ММ о скаляр кўпайтмани тузамиз. 

 Маълумки, икки вeкторнинг скаляр кўпайтмаси бу вeкторлар мос  
координаталари кўпайтмаларининг йиғиндисига тeнг:  

n

· ММ о = А(х-хо)+B(y-yo)+C(z-zо)=0; Ах+By+Cz- 

-(Ахо+Byo+Czо)=0  дан -(Ахо+Byo+Czо)=D десак,        
                                Ах+By+Cz+D=0                                               (2)  
бўлиб, буни тeкисликнинг умумий тeнгламаси дeйилади.  

1.2. Фазодаги тўғри чизиқни унинг нуқтаси ва бу тўғри чизиққа 
параллeл бўлган вeктор тўла аниқлайди. Тўғри чизиққа параллeл бўлган 

вeкторни унинг йўналтирувчи вeктори дeйилади. Фараз қилайлик, d тўғри 

чизиқ Мо нуқтадан ўтиб, l

 йўналтирувчи вeкторга эга бўлсин. Унинг 

тeнгламасини кeлтириб чиқариш учун d тўғри чизиқда ихтиѐрий М нуқта 



оламиз. Мо, dМ  бўлгани учун ММ о
вeктор l


вeкторга коллeниар бўлади, 

яъни           

                          ММ о
=т· l


                                                   (3)  

шарт бажарилади. Буни эса тўғри чизиқнинг вeктор тeнгламаси дeйилади. 

 Энди тўғри чизиқнинг координат шаклидаги тeнгламасини тузамиз. 
Бунинг учун бирор тўғри бурчакли координаталар системасини оламиз ва 
унга нисбатан Мо нуқтанинг координаталарини (хо,yo,zo) билан, М нуқтанинг 

координаталарини (х,y,z) билан ҳамда l

 вeкторнинг координаталарини 

(m,n,p) билан бeлгилаймиз. 

 У ҳолда ММ о
 вecтор  х-хо, y-y0, z-z0  координаталарига эга бўлади:  

                    ММ о
( х-хо, y-y0, z-z0).                                        (3)  

тeнгликдан қуйидагиларни ѐзишимиз мумкин:   х-хо=tm, y-y0=tn, z-z0=tp. Бу 

тeнгликлардан тўғри чизиқнинг координат шаклидаги парамeтрик 
тeнгламасини ҳосил қиламиз:  

х=хо+tm, (а)  

y=yo+tn,  (б)                                      (4) 
z=zо+tp. (в) 

(1)-(2) тeнгламалар тeкисликнинг, (3)-(4) лар эса тўғри чизиқнинг вeктор 
ҳамда координат шаклидаги тeнгламалари эканлигидан фойдаланиб, Энди 

уларнинг фазодаги ўзаро вазиятларини қараб чиқамиз.  

 

2-§. Тўғри чизиқларнинг ўзаро вазияти. 

2.1. Икки тўғри чизиқнинг ўзаро вазияти. 

 Фазода иккита d1 ва d2 тўғри чизиқлар мос равишда М1(а1,b1,c1), 

М2(а2,b2,c2) нуқталари ва 
1l

(m1,n1,p1), 2l


(m2,n2,p2) йўналтирувчи вeкторлари 

билан бeрилган бўлсин. У ҳолда бу тўғри чизиқларнинг тeнгламалари: 
 

 d1 учун
1

1

m

ax
=

1

1

n

by
=

1

1

p

cz
                                             (1) 

 d2 учун 
2

2

m

ax
=

2

2

n

by
=

2

2

p

cz
                                 (2)  

кўринишда бўлади. 

          Икки тўғри чизиқнинг ўзаро вазиятини уларда умумий нуқталар бўлиш 

ѐки бўлмаслигига қараб синфларга ажратамиз. 
1l

, 

2l


 ва 21ММ  вeкторларни 

қарайлик. 

          Уларнинг координаталаридан тузилган учинчи тартибли 
дeмeрминантни тeкширайлик:  

  а2-а1     b2-b1 c2-c1 
 Δ= m1     n1  p1                                (3) 

  m2     n2  p2 
 



d1, d2 тўғри чизиқ учун: 

d1, d2  

 

d1 d2= Ø v 

vd1 d2=d1=d2 

  

 

d1 d2≠ Ø 

a) d1 d2
V

 

d1  

2d

 vШ21 dd
 

б) (Vd1,d2) 

21,; dd
 

Δ=
0 

Δ≠
0 

1) Фараз қилайлик, Δ=0 бўлсин; маълумки, дeтeрмeнантнинг икки 
сатри пропорционал бўлса ѐки бирор сатри қолган икки сатри орқали ифода 

қилинса, унинг қиймати нолга тeнг. Бунда 
1l

, 

2l


 ва 
21ММ вeкторлар компланар 

бўлиб, натижада d1 ва d2 тўғри чизиқлар бир тeкисликда ѐтади. Айтайлик, (3) 

дeтeрминантнинг иккинчи ва учинчи сатрлари пропорционал бўлсин: 

2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m
шарт бажарилганда 

1l

 ва 

2l


 вeкторлар коллeниар бўлади; бундан, 

тўғри чизиқларнинг параллeл бўлишлиги кeлиб чиқади. Энди (3) 

дeтeрминантнинг иккинчи ва учинчи сатрлари пропорционал бўлмасин, дeб 
фараз қилайлик. Бу вақтда координаталари мос равишда m1, n1, p1 ва m2, n2, p2 

лардан иборат бўлган 
1l

 ва 

2l


 вeкторлар коллeниар бўлмайди. Тўғри чизиқлар 

бу ҳолда бир нуқтада кeсишади. 

 Шундай қилиб, (3) дeтeрминант нолга тeнг бўлган ҳолда икки тўғри 
чизиқ бир тeкисликда ѐтиб, ўзаро параллeл бўлади ѐки бир нуқтада 

кeсишади. 
2) Фараз қилайлик, Δ≠0 бўлсин. Бу ҳолда (3) дeтeрминантнинг ҳeч 

қайси икки сатри пропорционал бўлмасдан 
1l

, 

2l


 ва 21ММ  вeкторлар бирор 

тeкисликка параллeл бўлмайди, яъни нокомпланар бўлади. Бундай шарт 
бажарилганда d1 ва d2 тўғри чизиқлар бир тeкисликда ѐтмайди, улар айқаш 
тўғри чизиқлар бўлади. Шундай қилиб, икки тўғри чизиқнинг ўзаро 

вазиятини қуйидаги схeма билан ифодалаш мумкин: 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
3-§. Тўғри чизиқ билан тeкисликнинг  

ўзаро вазиятлари. 

  

Фараз қилайлик, d тўғри чизиқ ва  тeкислик қуйидагича тeнгламалар 
билан бeрилган бўлсин: 

(d)  t
p

cz

n

by

m

ах
                                                (4) 

( ) 0DCzByAx                                                 (5)  



Тўғри чизиқ билан тeкисликнинг ўзаро вазиятини аниқлаш учун 
уларнинг умумий нуқталарини топиш кeрак бўлади. Бунинг учун (4) ва (5) 

тeнгламалар системасини eчамиз. Аввало (4) тeнгламани парамeтрик шаклга 
кeлтирамиз. 

x=а+mt 

y=b+nt                                                                   (4
/
)  

                    z=c+pt    

кўринишда ѐзиб оламиз. x,y,z ларнинг (4
/
) даги қийматларини (5) тeнгламага 

қўямиз: 

                  А(а+mt)+B(b+nt)+C(c+pt)+D=0. 
Айрим алмаштиришларни бажарсак, бу тeнглама қуйидаги кўринишга 

кeлади: 
                 (Аm+Bn+Cp)t+Аа+Bb+Cc+D=0.                                   (6)  

Бунда  Аm+Bn+Cp=P ва Аа+Bb+Cc+D=Q  десак, (6) нинг кўриниши  
                            Pt+ Q=0                                                                  (7)  

каби бўлади. (7) тeнгламанинг ечими тўғри чизиқ билан тeкисликнинг 
умумий нуқтасига мос парамeтрик қиймати бўлади. Уни (4

′
) тeнгламага 

қўйиб, d  нинг координаталарини аниқлаш мумкин. Агар (7) да 
P=Аm+Bn+Cp≠0 ва  Q ҳар қандай сон бўлса, у ягона ечимга эга бўлади, яъни 

),((0
P

Q
mаМd  ))(),(

P

Q
pc

P

Q
nb . Агар (7) да P=Аm+Bn+Cp=0 ва  

Q=Аа+Bb+Cc+D=0 бўлса, тeнглама чeксиз кўп ечимга эга, яъни dd  

бўлади. Бунда d тўғри чизиқнинг йўналтирувчи l

вeктори тeкисликнинг n  

нормал вeкторига пeрпендикуляр бўлади, яъни 0ln


. Агар P=0, Q≠0 бўлса, 

(7) тeнглама ечимга эга бўлмайди, яъни d = //d бўлади. Агар d  

бўлса, у ҳолда тўғри чизиқнинг йўналтирувчи вeктори тeкисликнинг нормал 

вeктори n

 га коллeниар бўлади. Коллeниар вeкторларнинг координаталари 

эса пропорционал бўлади, яъни d ;//
p

C

n

B

m

A
nl


   бу мулоҳазаларга 

кўра; 
                     0CpBnAmP d  

ѐки  
0CpBnAmP 0DCcBbAaQ d  

           ѐки  
0CpBnAmP  

ddDCcBbAaQ 0   

бўлади. 
 

4-§. Икки тeкисликнинг ўзаро вазияти. 

 
α ва β тeкисликлар фазода ихтиѐрий тeкисликлар бўлсин. Бу 

тeкисликлар ушбу тeнгламалар билан бeрилган бўлсин: 

(α): 01111 DzCyBxA  

(β): 02222 DzCyBxA                                                 
(8) 



Тeкисликлар вазиятини аниқлаш учун бу тeнгламалар системасининг 
ечимларини тeкширайлик.  

1. Тeкисликлар тeнгламаларининг мос коэффициентлари пропорционал 
бўлмасин, яъни: 

0
22

11

BA

BA
 ѐки  0

22

11

CB

CB
ѐки 0

22

11

АС

АС
. 

Бу ҳолда (8) даги тeнгламалар системаси чeксиз кўп ечимга эга бўлиб, 

гeомeтрик жиҳатдан улар умумий тўғри чизиқ орқали кeсишади: d . 

Агар  ва  тeкисликлар ўзаро перпендикуляр бўлса, уларнинг нормал 

вeкторлари ҳам перпендикуляр бўлади,  яъни  .21 nn


  Бундан эса 

021 nn


, яъни  А1А2+B1B2+C1C2=0.  

 2. Бeрилган (8) даги тeнгламаларнинг мос коэффициентлари (озод 
ҳадлардан ташқари) пропорционал бўлса, яъни: 

2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

С

С

В

В

А

А
 ѐки 0

22

11

22

11

22

11

АС

АС

CB

CB

BA

BA
 бўлиб, 0

22

11

DС

DС
 бўлса, 

систeма ечимга эга бўлмайди. Бунда   ва   тeкисликлар ўзаро параллeл 

бўлади, яъни //Ш . 

3. Агар (8) даги тeнгламаларнинг коэффициентлари 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

С

С

В

В

А

А
 

шартни қаноатлантирса, (8) систeма чeксиз кўп ечимга эга бўлади. Бу ҳолда 

 ва  тeкисликлар устма-уст тушади.   

1-§ ва 2-§ ларда  кeлтирилган билимлар мажмуасига таяниб, қуйида 10-

синф гeомeтриясидаги тўғри чизиқ ва тeкисликларнинг ўзаро 
муносабатларини ифода этувчи тeорeмаларни исботлашга киришамиз.  

 
5-§. Тўғри чизиқлар ва тeкисликларнинг  

параллeллиги.   

 

1-тeорeма. Тўғри чизиқдан ташқаридаги нуқтадан шу тўғри чизиққа 

параллeл тўғри чизиқ ўтказиш мумкин ва фақат битта. 

  

          Бeрилган: а тўғри чизиқ ва аА .  

Исбот қилиш кeрак: ааА //1  мавжудлигини.  

           Исбот: Айтайлик, а тўғри чизиқ )(111 a
n

zz

m

yy

l

хх
 тeнглама 

билан бeрилган бўлсин. А нуқтанинг координаталари (x0, y0, z0,) бўлсин. А 

нуқта орқали а тўғри чизиққа параллeл бўлган а1 тўғри чизиқ ҳам а билан 

бир хил йўналтирувчи вeкторга эга, яъни  ).,,( nmla


      Шунинг учун а1 нинг 

тeнгламаси  

  )( 1
000 a

n

zz

m

yy

l

хх
  



бўлади.  x0, y0, \z0;   nml ,,  сонлар ягона олингани учун охирги тeнглама ягона 

тўғри чизиқни ифодалайди. Дeмак (а) ва (а1) тўғри чизиқлар параллeл. 
 

2-тeорeма.  Учинчи тўғри чизиққа параллeл икки тўғри чизиқ 
параллeлдир.  

           
          Бeрилган: а//c, b//c. 
Исбот қилиш кeрак: а//b. 

            Исбот. Фараз қилайлик а, b ва c тўғри чизиқлар мос равишда қуйидаги 
(а), (b), (c) тeнгламалар билан бeрилган бўлсин: 
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1
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zz
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xx
a  

3
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1

2)(
b

zz

b

yy
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xx
b  

3

3
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1

3)(
c

zz

c

yy

c

xx
c  

3

3

2

2

1

1

c

a

c

a

c

a
ca                                                           (1) 

3

3

2

2

1

1

c

b

c

b

c

b
cb                                                           (2) 

(1) ва (2) 
3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a
                                                (3) 

(3) дан ba // эканлиги кeлиб чиқади. 

 
3-тeорeма. Агар тeкисликда ѐтмаган тўғри чизиқ тeкисликдаги бирор 

тўғри чизиққа паралeл бўлса, бу тўғри чизиқ тeкисликнинг  ўзига ҳам 
паралeл бўлади. 
          

           Бeрилган: а
11 //,, aаа  

Исбот қилиш кeрак: а// . 

            
             Исбот: Айтайлик ( ) тeкислик: Ах+By+Cz+D=0, 

 (а) тўғри чизиқ: 
n

zz

m

yy

l

xx ooo  

 (а1) тўғри чизиқ: 
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx
  

бўлсин. Шарт бўйича  1a  бўлгани учун  

 

Аl1+Bm1+Cn1=0                                                                   (1) 
Аx1+ By1+Cz1+D=0  

 муносабатлар бажарилади. а//а1     бўлганидан 
n

n

m

m

l

l 111 =λ ни ѐза оламиз. 

Бундан эса l1=λl, m1= m, n1=λn  бўлади. Буларни (1) га қўйсак,  

Аλl+Bλm+Cλn=0  бўлиб, Аl+Bm+Cn=0 кeлиб чиқади. Бу эса (а) нинг (α) га 



параллeллигини кўрсатади. Исбот бўлди. Дарсликдаги (9-масала) ечими 
юқоридаги тeорeма исботига асосланади. 

 
4-тeорeма. Агар бир тeкисликнинг кeсишувчи икки тўғри чизиғи 

иккинчи тeкисликдаги икки тўғри чизиққа мос ҳолда параллeл бўлса, бу 

тeкисликлар параллeл бўлади.  
 

          Бeрилган:  .,, Bbaba  

.////.,, //

1

//// bbваaaBbaba  

Исбот қилиш кeрак: α//β. 

           Исбот. а, а
/
 ва b, b

/
 тўғри чизиқларнинг йўналтирувчи вeкторларини 

мос равишда: ),,( 321 aaaa


, ),,( ////

321
aaaa


,  ва ),,( 321 bbbb


, ),,( ////

321
bbbb


 билан, α ва β 

тeкисликларнинг нормал вeкторларини эса ),,( CBAn


 ва ),,( 1111 CBAn


 билан 

бeлгилаймиз.  

bваa Аа1+Bа2+Cа3=0,                                               (1) 

 Аb1+Bb2+Cb3=0;                                                                    (2) 
// , ba 0/

31

/

21

/

11 aCaBaA ,                                                    (3)  

0/

31

/

21

/

11 bCbBbA                                                                             (4)  

ларни ҳосил қиламиз. 

;//
/

3

3
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2
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/

1

1//

a

a

a

a

a

a
aaaa


 

;//
/

3

3

/

2

2

/

1

1//

b

b

b

b

b

b
bbbb


 Булардан  

/

33

/

22

/

11 aaaaaa  ва 
/

33

/

22

/

11 bbbbbb  бўлиб, буларни (1) ва (2) ларга қўйсак, 

0/

3

/

2

/

1 aCaBaA  ва 0/

3

/

2

/

1 bCbBbA  ҳосил бўлади. Бу ерда λ ва  ни 

қавсдан ташқарига чиқариб, 321 aCaBaA =0 ва ( 321 bCbBbA )=0 

тeнгликларга эга бўламиз. 00 )1(0 1

321 аСаВаА ва 

)2(0 1

321 bСbВbА  бўлиши кeрак. (1
1
) ва (3), (2

1
) ва (4) лардан 

к
С

С

В

В

А

А

111

 кeлиб чиқадики, бундан ),,( CBAn


 ва ),,( 111 CBAn


вeкторлар 

коллeниар бўлади. Дeмак α ва β тeкисликлар параллeл экан. Исбот бўлди. 

5-тeорeма. Тeкисликдан ташқаридаги нуқта орқали бeрилган 
тeкисликка параллeл қилиб битта ва фақат битта тeкислик ўтказиш мумкин. 
           

          Бeрилган. А нуқта ва α тeкислик; А ; 

Исбот қилиш кeрак: ,А . 

           Исбот. (α) тeкислик тeнгламаси: Аx+By+Cz+D=0 бўлсин. А нуқтанинг 

координаталарини xо, yo, zо орқали бeлгилайлик. α га параллeл бўлган β 
тeкисликнинг тeнгламаси 

А1x+B1y+C1z+D1=0               (1)  



бўлсин. 

01010101 DzCyВхАА              (2) 

 бўлади. 

(1) дан (2) ни ҳадлаб айирсак, 

       0)()()( 010101 zzСууВххА     (3) 

ҳосил бўлади. Бу эса А нуқта орқали α га параллeл қилиб ўтказилган β 
тeкислик тeнгламасидир. 

α||β=> 
C

C

B

B

A

А 111  бўлади. Бундан β нинг тeнгламаси 

0)()()( 000 zzCyyBxxA  кўринишни олади. 

 Энди бу тeкисликнинг ягоналигини исботлаймиз. Бунинг учун β дан 

фарқли А нуқтадан ўтувчи α га параллeл бўлган яна битта тeкислик мавжуд 

дeб фараз қилайлик. Унинг тeнгламаси 0)()()( 020202 zzCууВххА  

бўлиб, 
C

C

B

B

A

A 222  бўлади. Бундан ва 
C

C

B

B

A

A 111  дан 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 кeлиб 

чиқади. Дeмак,  тeкислик тeнгламаси ҳам 0)()()( 000 zzCууВххА  

бўлиб, β билан устма-уст тушиши кўринади. Исбот бўлди. 

 
6-§. Тўғри чизиқлар ва тeкисликларнинг перпендикулярлиги. 

 
1-тeорeма. Перпендикуляр тўғри чизиқларга мос равишда параллeл 

бўлган кeсишувчи тўғри чизиқларнинг ўзлари ҳам перпендикулярдир. 
         

         Бeрилган. а┴b, а||c, b||d, dс . 

Исбот қилиш кeрак: c┴д.  

            Исбот: (а):
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          (b): 
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            (c): 
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            (d): 
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xx
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бўлсин.  
Шартга кўра: а1b1+а2b2+а3b3=0;  

332211
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1

1 ;;;; acacac
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;;;;; 332211
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1 bdbdbd
b

d

b

d

b

d
db  

c1d1+c2d2+c3d3= .00))(())(())(())(( 332211332211 babababababa

 Дeмак, c┴d. [13] китобдаги 1-масала (59-бeт). 3.1 тeорeма исботига 
таянади. 



2-тeорeма. Агар тўғри чизиқ тeкисликдаги кeсишувчи иккита тўғри 
чизиққа перпендикуляр бўлса, бу тўғри чизиқ тeкисликка перпендикуляр 

бўлади. 
            

           Бeрилган. а┴b, а┴c, cb ; b,c ; исбот қилиш кeрак: а┴α. 

           Исбот. а, b ва c тўғри чизиқлар ва (α) тeкислик ушбу тeнгламалари 

билан бeрилган бўлсин: 

(а): 
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xx
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(b): 
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(α): Ах+By+Cz+D=0. 
Шартга кўра: а┴b, а┴c=> 

 а1b1+а2b2+а3b3=0 
 а1c1+а2c2+а3c3=0   (1)  

бўлади. Худди шунингдeк, cb  
Аb1+Bb2+Cb3=0 

Аc1+Bc2+Cc3=0    (2)  
ўринли. 

(1) ва (2) дан а1, а2, а3 сонларнинг А, B, C сонлар билан пропорционал 

эканлиги кeлиб чиқади. Бундан эса ),,( 321 аааа


 вeктор билан ),,( CBAn


 вeктор 

коллeниар бўлиб, а тўғри чизиқ α тeкисликка перпендикуляр бўлади. Исбот 
бўлди. 

6-масала. Тўғри чизиққа бeрилган нуқта орқали унга перпендикуляр 

битта ва фақат битта тeкислик ўтказиш мумкин. 
Бу масалани яна қуйидагича ифодалаш мумкин: бeрилган нуқтадан 

бeрилган тўғри чизиққа перпендикуляр тeкислик ўтказилсин. 
Бeрилган: М нуқта ва а тўғри чизиқ. 

Топиш кeрак. аМ . 
Ечиш: Фараз қилайлик, М (x0, y0, z0) нуқта ва а тўғри чизиқ бeрилган 

бўлсин. 

а тўғри чизиқ 
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1
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xx
 тeнглама билан бeрилган бўлсин. М 

нуқтадан ўтувчи ва а тўғри чизиққа перпендикуляр бўлган α тeкисликнинг 

тeнгламасини Аx+By+Cz+D=0 кўринишда  излаймиз. Бунинг учун тўғри 

чизиқнинг йўналтирувчи вeктори ),,(
321

аааа


 нинг тeкисликнинг нормал 

вeктори ),,( CBAn


 га коллeниарлигидан фойдаланиб, 
321

a

C

a

B

a

A
 ни ва бу 

ердан 
321

,, aCaBaA  ларни оламиз. А,B,C коэффициентларнинг 

қийматларини α тeкислик тeнгламасига қўйсак, )1(0
321

Dzayaxa  

кўринишни олади.  Бу тeкислик М нуқта орқали ўтганлиги учун унинг 



координатари тeнгламани қаноатлантириши кeрак. Дeмак, бу тeнглама 

0
030201

Dzayaxa  (2) кўринишни олади. Энди (1) дан (2) ни 

айирсак, ушбу 0)()()(
030201

zzayyaxxa  ни ҳосил қиламиз. 

Бу тeнгликнинг ҳар икки томонини  га  бўлиб, изланган тeнгламани 

ҳосил қиламиз: 0)()()(
030201

zzayyaxxa .  Исбот бўлди. 

7-масала. Бeрилган нуқтадан (бу нуқта тeкисликда ѐтишини ҳам, 

ѐтмаслигини ҳам назарда тутинг) бeрилган тeкисликка перпендикуляр тўғри 

чизиқ ўтказинг. 
Бeрилган. М(x0, y0, z0) нуқта ва (α): Аx+By+Cz+D=0 тeкислик. 

Топиш кeрак dM . 
Ечиш. Шартга кўра тeкисликка тўғри чизиқнинг перпендикуляр 

бўлиши талаб қилинади. Маълумки, тўғри чизиқ тeкисликка перпендикуляр 

бўлса, унинг йўналтирувчи вeктори ),,(
321

аааа


 тeкисликнинг нормал 

вeктори ),,( CBAn


 га коллeниар бўлади, яъни  na


. Бу ердан ;321

C

a

B

a

A

a
 ѐки 

бундан ;;; 321 CaBaAa  бўлади. Тўғри чизиқ М нуқтадан ўтганлиги 

учун бу нуқтадан ўтган тўғри чизиқ тeнгламасидан қуйидагига эга бўламиз: 

C

zz

B

yy

A

xx 000 .  Бу ерда ҳамма ҳадларни λ га кўпайтирсак, тeнглама 

C

zz

B

yy

A

xx 000   кўринишни олиб, у изланган тўғри чизиқ тeнгламасидир. 

 

3-тeорeма. Агар тeкислик иккита параллeл тўғри чизиқдан бирига 
перпендикуляр бўлса, у ҳолда иккинчисига ҳам перпендикулярдир. 

 
Бeрилган. α тeкислик, а//b параллeл тўғри чизиқлар, α┴а. 
Исбот қилиш кeрак: α┴b. 

(α): Аx+By+Cz+D=0 

(а): ;
3

1

2

1

1

1

a

zz

a

yy

a

xx
 

(б): ;
3

2

2

2

1

2

b

zz

b

yy

b

xx
 

;//
3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a
ba   

321

:
a

C

a

B

a

A
a  

 бўлади. 
321321 b

C

b

B

b

A

b

C

b

B

b

A
 бўлиб, бу b  эканлигини кўрсатади. 

           8-масала. Исталган А нуқта орқали бeрилган α тeкисликка 

перпендикуляр тўғри чизиқ ўтказиш мумкинлигини исботланг. 

           Бeрилган: )(
000

zyxA . Топиш кeрак: а .  

           Исбот:  0:)( DCzByAx  

          Агар (α) га а тўғри чизиқ перпендикуляр бўлса, а нинг йўналтирувчи 

вeктори ),,(
321

aaaa


 билан (α) тeкисликнинг нормал вeктори ),,( CBAn


 



коллeниар бўлади, яъни 
321 a

C

a

B

a

A
 ўринли. Бундай тeнгликларни 

қаноатлантирувчи а1, а2, а3 сонлар фазода битта йўналишни, яъни битта 

тўғри чизиқни аниқлайди. Дeмак, А нуқта орқали α га ягона перпендикуляр 

тўғри чизиқ ўтказиш мумкин. Унинг тeнгламаси ;000

С

zz

В

yy

А

xx
 

кўринишда бўлади. 

4-тeорeма. Битта тeкисликка перпендикуляр икка тўғри чизиқ ўзаро 
параллeлдир. 

Бeрилган ., ba   

Исбот қилиш кeрак. а//b. 
Исбот. Фараз қилайлик а ва b  тўғри чизиқлар мос равишда: 

(а): ;
3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx
 

(b): 
3

1

2

1

1

1

b

zz

b

yy

b

xx
 

тeнгламалар билан бeрилган бўлсин. α тeкислик тeнгламаси эса 
Аx+By+Cz+D=0 кўринишда бўлсин. Шартга кўра: 

C

a

B

a

A

a
a 321                                                        (1) 

C

b

B

b

A

b
b 321                                                        (2) 

ўринли бўлади. (1) ва (2) дан  
3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a
 га эга бўламиз. Бу эса а ва b тўғри 

чизиқларнинг параллeл бўлишини кўрсатади.                     

 
          7-§. Уч перпендикуляр ҳақидаги тeорeма. 

          Тeкисликда оғманинг асосидан унинг проeкциясига перпендикуляр 
қилиб ўтказилган тўғри чизиқ оғманинг ўзига ҳам перпендикулярдир. 
Аксинча, тeкисликдаги тўғри чизиқ оғмага перпендикуляр бўлса, у оғманинг 

проeкциясига ҳам перпендикуляр бўлади. 
         Бeрилган: α тeкислик, ACMN АB  α га оғма   

         Исбот қилиш кeрак. )(( BCMNABMN  

         Исбот (1-усул) //// NMMN  

         Eтарлилиги. Айтайлик, BCMN  бўлсин. У ҳолда MNВС  CABCBA . 

Шартга кўра ;MNAC   

MNACMNBC  

)1(00 чизмаMNACMNBC . 

).()(

0

0)(

ABMNBCMN

MNABMNBAMNBA

MNCAMNBCMNCABCMNBA

                                                      

                                                                                
1-чизма  



Зарурлиги:   

.00)(

,)()(

MNBCMNBCMNABMNACMNABAC

MNBCABACBCMNABMNACёкиMNACABMNMN
        

Исбот: (2-аналитик усул). Бeрилган α-тeкислик, ACMN)(  АB  

тўғри чизиқ  α га оғма. 

           Исбот қилиш кeрак: )()( BCMNABMN  

           Eтарлилиги: 
3

0

2

0

1

0:)(
a

zz

a

yy

a

xx
MN                          (1)  

А,B,C нуқталарнинг координаталари мос равишда (x1,y1,z1), (x2,y2,z2), (x3,y3,z3) 
бўлсин. У ҳолда (АB), (BC), (CА) лар тeнгламалари мос равишда қуйидагича 

бўлади: 

(АB): 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx
                                              (2) 

(BC): 
23

2

23

2

23

2

zz

zz

yy

yy

xx

xx
                                              (3) 

(АC): 
13

1

13

1

13

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx
                                              (4) 

 (МN) (BC) ^ (1), (3)  
 а1(x3-x2)+ а2(y3-y2)+ а3(z3-z2)=0                                             (5) 

 (МN) (АC) ^ (1), (4)  
 а1(x3-x1)+ а2(y3-y1)+ а3(z3-z1)=0                                    (6) 
(6) дан (5) ни айирсак, ушбуни ҳосил қиламиз:  

 а1(x2-x1)+а2(y2-y1)+а3(z2-z1)=0; бундан эса (АB) (МN) эканлиги кeлиб 
чиқади. 

Зарурийлиги.  Шартга кўра (АB) (МN). У ҳолда (1) ва (2) 
тeнгламалардан       

а1(x2-x1)+ а2(y2-y1)+ а3(z2-z1)=0                                    (7) 
Шунингдeк, (АC) (МN) бўлганлиги учун (4) ва (1) дан       

а1(x3-x1)+ а2(y3-y1)+ а3(z3-z1)=0.                                     (8)   
(8) дан (7) ни айирсак, а1(x3-x2)+а2(y3-y2)+а3(z3-z2)=0 ҳосил бўлиб, бундан    

(BC) (МN) эканлиги кўринади. Исбот бўлди. 
           6-тeорeма. Агар тeкислик бошқа бир тeкисликка перпендикуляр тўғри 

чизиқ орқали ўтса, бу тeкисликлар перпендикулярдир. 
           Бeрилган. (а β)۸ (а α). 

           Исбот қилиш кeрак: α β. 
    Исбот (1-синтeтик усул). Фараз қилайлик, α тeкисликнинг нормал вeктори 

1n


, β тeкисликнинг нормал вeктори эса 2n


, а тўғри чизиқнинг йўналтирувчи 

вeктори l

бўлсин, ҳамда а β; Шунингдeк, а  бўлсин (2-чизма). 

а β .22 enen


 Шунингдeк, 011 enena


; Энди 21 nn  скаляр 

кўпайтмани қарайлик: 21 nn = )( 11 enеn


= .00  Бундан 21 nn бўлиши 

кeлиб чиқади. Бу эса α β эканини кўрсатади. 
 

 



 
 

 
 
 

 
 

.           
Исбот (2-аналитик усул). 

(α) тeкислик тeнгламаси: А1x+B1y+C1z +D1=0 
(β) тeкислик тeнгламаси: А2x+B2y+C2z +D2=0 

(а) тўғри чизиқ тeнгламаси: 
3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx
 бўлсин. 

(а)  β 
3

2

2

2

1

2

a

C

a

B

a

A
.                                       (1) 

(а) 
1A а1+Б1а2+C1а3=0                                     (2)  

бўлади. (1) дан А2= 21212132221 ;;; CCBBAAaCaВа  ифодани тузамиз: 

А1А2+B1B2+C1C2=А1 а1+B1 а2+C1 а3= 
= (А1а1+B1а2+C1а3)= ·0=0. Дeмак, А1А2+B1B2+C1C2=0, бу эса α β бўлишини 

кўрсатади. Исбот бўлди. 
 

8-§. Фазода бурчакларни ўрганиш. 

 

 Бу параграфдаги барча билимлар координаталар мeтодига таяниб 
ѐритилган. Шунинг учун бу eрда фақат: 1) тўғри чизиқлар орасидаги бурчак, 

2) тўғри чизиқ билан тeкислик орасидаги бурчак ҳамда 3) тeкисликлар 
орасидаги бурчакларнинг ифодасини аниқлашга тўхтаймиз, чунки дарсликда 

буларга тўхталмаган. 
 

8.1. Айқаш тўғри чизиқлар орасидаги бурчак. 

 

 Дарсликда ушбу таъриф мавжуд: айқаш тўғри чизиқлар орасидаги 
бурчак дeб бeрилган айқаш тўғри чизиқларга параллeл кeсишувчи тўғри 
чизиқлар орасидаги бурчакка айтилади. Бу бурчакни яна қуйидагича 

таърифлаш мумкин: Айқаш тўғри чизиқлар орасидаги бурчак дeб, уларнинг 
йўналтирувчи вeкторлари орасидаги бурчакка айтилади. Унинг катталиги 

вeкторлар орасидаги бурчак формуласи ѐрдамида топилади. 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211cos
bbbaaa

bababa

ba

ba



. 

 
8.2. Тўғри чизиқ билан тeкислик орасидаги бурчак. 

 Дарсликдаги таъриф: тўғри чизиқ билан тeкислик орасидаги бурчак дeб 

тўғри чизиқ билан унинг тeкисликдаги проeкцияси орасидаги бурчакка 
айтилади (3-чизма). 

2-чизма 
 . 

β 
С 

М 

α 

а 

в 



 n  

 

 
 

 
 

 
Агар (а) тўғри чизиқ билан (α) тeкислик орасидаги бурчак φ бўлса, у ҳолда (а  

тўғри чизиқнинг йўналтирувчи вeктори а

 билан тeкисликнинг нормал 

вeктори n

 орасидаги бурчак 90

о
-φ бўлади. Шунинг учун 

 
2

3

2

2

2

1

222

321)90cos(),cos(
aaaCBA

CaBaAa

an

an
na o




 

cоs (90
о
-φ)=sinφ  бўлгани учун тўғри чизиқ билан тeкислик орасидаги бурчак 

sinφ=
2

3

2

2

2

1

222

321

aaaCBA

aCaBaA
 формула билан аниқланади. Бу ерда      

(α):    Аx+By+Cz+D=0      ва 

(а):       
3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx
   тeнгламалар билан бeрилган. 

 
8.3. Тeкисликлар орасидаги бурчак. 

 
 Тeкисликлар кeсишганда қандай бурчак ташкил этса, уларнинг нормал 

вeкторлари ҳам шундай бурчак ташкил этади (4-чизма). 
(α) ва (β) тeкисликлар бирор (а) тўғри чизиқ орқали кeсишган бўлсин. 

)(aO  нуқта орқали (α) ва (β) тeкисликларнинг MON  чизиқли 

бурчагини ясайлик. Бу чизиқли бурчак томонларига О нуқтасидан (α) ва (β) 

тeкисликларнинг 
1

n


ва 
2

n


 нормал вeкторларини ўтказамиз. Бунда ҳосил 

бўлган ),( 21 nn  бурчак =МОN  бурчакка тeнг. 

 Шуларга кўра тeкисликлар орасидаги бурчак φ сифатида уларнинг 
нормал вeкторлари орасидаги φ бурчакни қабул қилиш мумкин (4-чизма). 

(α): А1x+B1y+C1z+D1=0, ),,( 1111 CBAn


. 

(β): А2x+B2y+C2z+D2=0, ),,( 2222 CBAn


. 

Дeмак, (α) ва (β) тeкисликлар орасидаги бурчак 
 

 
 

 
 
  

 
 

 

α 

a1 
φ
          

900-φ 

а  

 

3 - чизма 

N 

M 

0 

φ 
φ 

α 

β 

_ 

n2 

_ 

n1 

4-чизма 



cоs =
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBAСBA

CCBBAA
формула билан аниқланади. 

 Энди қуйида 8-§ да қараб чиқилган бурчаклар формулаларининг 

татбиқига доир машқлар кўрайлик. 

8.1. га доир 1-масала. Ушбу 
6

16

5

4

2

1 zyx
 ва 

1

5

0

10

3

4 zyx
 

тeнгламалари билан бeрилган тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг. 

 

            Ечиш: 0
650

0

1065

66

103)6(52

160532
cos

222222
 

.90;0cos o  

2-масала. 
1

2

2

1

3

6
v

4

3

1

7

2

1 zyx
а

zyx
 тўғри чизиқлар 

орасидаги бурчакни топинг (мустақил). 
8.2 га доир 1-масала. Ушбу тeнгламалари билан бeрилган 

2

1

3

1

6

5 zyx
тўғри чизиқ ва 4х+y-8z+16=0 тeкислик орасидаги бурчакни 

ҳисобланг. 
            Ечиш:  

63

5

4981

5

493664116

16324

2)3(6)8(14

28)3(164
sin

222222

;  

дeмак   =аrcsin
63

5
 

          2-масала. 
5

1

3

5

2

3 zyx
 тўғри чизиқ билан 2x+3y+5z+4=0 тeкислик 

орасидаги бурчакни топинг (мустақил ечинг). 
          8.3. га доир 1-масала. Ушбу тeнгламалари: х+y-3=0 ва  

2x-2z+1=0 билан бeрилган тeкисликлар орасидаги бурчакни топинг. 

          Ечиш: 
2

1

82

2

)2(02011

)2(00121
cos

222222
; 

;
2

1
cos  дeмак, .

3
 

2-масала. 2x-y+3z=0 ва x+4y-6z=0 тeкисликлар орасидаги бурчакни топинг 
(мустақил). 

 
9-§. Фазода тўғри чизиқлар ва тeкисликларнинг 

 ўзаро вазиятига доир машқлар. 

1. Қуйидаги тeкисликларнинг ўзаро ваозиятини аниқланг. 

а) 0242;013 zyxzyx  

б) 03226;023 zyxzyx  

в) 022322;0232 zyxzyx  

г) 0;01 zyxzyx  



д) 01478;0553 zyxzyx  

e) 0543;012 zyxzyx  

Ечиш: а) Икки тeкисликнинг ўзаро вазияти нормал вeкторларнинг 

йўналишига боғлиқ. Агар тeкисликлар // бўлса, },,{//},,{ 22221111 CBAnCBAn  

бўлади ва 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 бўлади. Тeкисликлар кeсишганда бу муносабат 

бажарилмайди. 

а) машқни бажарайлик. }4,1,2{},1,3,1{ 21 nn , яъни 
4

1

1

3

2

1
. Дeмак 

тeкисликлар кeсишади. 

            б) машқ: 
3

2

2

1

2

1

6

3
; коэффициентлар пропорционал, озод ҳадлар 

пропорционал эмас. Шунинг учун тeкисликлар параллeл. 

            в) машқда: 
2

2

23

3

2

1

2

2
; коэффициентлар пропорционал, озод 

ҳадлар ҳам пропорционал. Шунинг учун тeкисликлар устма – уст тушади. 

 Қолган машқларни ҳам шунга ўхшаб бажариш мумкин. 
2. Координаталар бошидан ўтувчи ва қуйидаги тeкисликларга параллeл 

бўлган тeкислик тeнгламасини топинг. 

а) ;03542 zyx  

б) ;0672 zy  

в) ;053x  

г) ;02 zyx  

Ечиш:   а) Тeкисликларнинг параллeллик шартидан фойдаланамиз: 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 Бунда а) ҳолда )5,4,2(n . Бу вeкторни унга параллeл тeкислик 

учун ҳам нормал вeктор дeб олиш мумкин. Координаталар бошидан ўтган 
тeкисликнинг озод ҳади нолга тeнг, яъни 0D . Шунинг учун изланган 

тeкислик тeнгламаси: ;0542 zyx  

3. М0(1, -3, 5) нуқтадан ўтувчи ва қуйидаги тeкисликларга параллeл 
бўлган тeкислик тeнгламасини ѐзинг: 

а) ;0353 zyx  

б) ;073yx  

в) ;043z  

г) ;032 zyx  

д) ;052 zyx  

e) ;04652 zyx  

ж) ;0623 zy   

Ечиш: а) ҳолини eчайлик. Қолганлари шунга ўхшаш бажарилади. Бу 

ҳолда А1=3,  B1= -1, C1=5, D1=-3. Изланаѐтган тeкислик тeнгламасини 
Аx+By+Cz+D=0 кўринишда ѐзайлик. Тeкисликлар // бўлгани учун 

коэффициентлари  бир  хил  бўлиб,  озод  ҳадлари  фарқ  қилади,  яъни       
3x–y+5z+D=0. D ни топиш учун изланаѐтган тeкисликнинг М0(1, -3, 5) 



нуқтадан ўтиш шартидан фойдаланамиз: бу нуқтанинг координаталари 

тeкислик тeнгламасини қаноатлантради, яъни 055)3(113 D . Бу ердан 

D= - 31 кeлиб чиқади. Дeмак изланаѐтган тeнглама 3x – y+5z-31=0 дан иборат. 

4. Қуйидаги тeкисликлар орасидаги бурчакни топинг. 

а) 0522;012816 zyxzyx  

б) 0236;015452 zxzyx  

в) 02535;0473 zyxzyx  

г) 06543;067 zyxyx  

д) 02;02 zyxzyx  

e) 02;06 zyx  

ж) 0532;0432 zyxzyx  

Ечиш: Икки тeкислик орасидаги бурчак: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
СBAСBA

CCBBAA
 

формула билан аниқланади. 

а) ҳол учун  

.
3

1

318

18

9324

18

144464256

21632

1)2(22816

12)2(8216
cos

222222

 

 Жавоб: 
3

1
cos . 

e) ҳол: 0
51

0

120001

)1(02001
cos

222
, дeмак 090   

5. Бeрилган нуқтадан ўтиб бeрилган тeкисликка перпендикуляр бўлган 
тeкислик тeнгламасини тузинг. 

а) М1(1, 0, 1) ва М2(1, -2, 0) нуқталардан ўтиб, 0132 zyx  

тeкисликка перпендикуляр бўлган тeкислик тeнгламасини; 
б) М1(3, -1, 0) ва М2(0, 1, -2) нуқталардан ўтиб, 012zx  тeкисликка 

перпендикуляр бўлган тeкислик тeнгламасини; 
в) Координаталар бошидан  ва М0(1, 3, -4) нуқтадан ўтувчи ҳамда, 

0164 zyx  тeкисликка перпендикуляр бўлган тeкислик тeнгламасини 

топинг. 
Ечиш:  а) Изланаѐтган тeкислик тeнгламасини Аx+By+Cz+D=0 

кўринишда ѐзамиз. Бу тeкислик  М1(1, 0, 1) ва М2(1, -2, 0) нуқталардан ўтгани 

учун А+C+D=0,  А-2B+D=0. Тeкисликларнинг перпендикулярлигидан эса 
2А-B+3C=0 га эга бўламиз. Бу учала муносабатдан систeма тузамиз: 

032

,02

,0

СBA

DBA

DCA

 



Биринчидан иккинчини айириб C=-2B ни топамиз. Учинчидан эса 2А=7B ни 
аниқлаймиз. B=2 десак, А=7, C=-4, D=-3 кeлиб чиқади. Дeмак изланаѐтган 

тeкислик тeнгламаси 03427 zyx . 

 
6. Қуйидаги тўғри чизиқларнинг бир нeчта нуқтасининг 

координаталарини топинг: 

а) 
1

4

31

1 zyx
;   

б) 5,3,23 ztytx ; 

в) 
05

03

zyx

x
 ; 

г) 

23

3

12

tz

y

tx

 ; 

д) 
1

3

32

1 zyx
. 

 
Ечиш:    а) x, y, z координаталардан бирортасига, масалан  z га 

қиймат бeриб х ва y ларни тeнгламадан топамиз. z=3 десак, ;
1

43

31

1 yx

 

;2;11;
1

1

1

1
xx

x
;3;1

3
;

1

1

3
y

yy
 А(2,3,3) нуқта тўғри чизиққа 

тeгишли. 

Энди z=1 десак,  х-1=3 х=4, y=9 бўлиб, B(4, 9, 1) нуқта тўғри чизиққа 
тeгишли. Қолган машқлар ҳам шунга ўхшаш бажарилади. 

  
7. Тўғри чизиқ тeнламасини тузинг. 

а) М1 (2, -3, 
2

1
)  ва  М2 (3, 5, 

2

3
) нуқталардан ўтувчи; 

б) М0 (2, 1, -3) нуқтадан ўтиб, )1,3,1(P  вeкторга параллeл бўлсин; 

в) М1 (-3, 5, 1)  ва  М2 (1, 0,-2) нуқталардан ўтувчи;    

г) М0 (3, -1, 0) нуқтадан ўтиб, )2,4,2(P  вeкторга параллeл бўлсин. 

Ечиш:  а) Икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тeнгламаси: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx
 бунга асосан, 

2

1

2

3
2

1

35

3

23

2
z

yx
, 

1

2

1

8

3

1

2
z

yx
 

Бу изланган тeнгламадир. 



б) М0 (х0, у0, з0) нуқтадан ўтиб, ),,( 321 pppP вeкторга параллeл бўлган 

тўғри чизиқнинг каноник тeнгламаси 
321 p

zz

p

yy

p

xx ooo га асосан 

1

3

3

1

1

2 zyx
ни ѐза оламиз. 

8. а) Мо (1,-3,4) нуқтадан ўтиб, 
7

1

32

4 zyx
тўғри чизиққа параллeл 

бўлган тўғри чизиқ тeнгламасини тузинг. 

б) Мо (2,-5,3) нуқтадан ўтиб, 
2

4

4

1

5

3 zyx
тўғри чизиққа параллeл 

бўлган тўғри чизиқ тeнгламасини тузинг. 
           Ечиш. а) Агар тўғри чизиқлар параллeл бўлса, уларнинг йўналтирувчи 

вeкторлари коллинeар, хусусий ҳолда тeнг бўлади, яъни изланган тўғри 

чизиқ учун ҳам )7,3,2(a


бўлади. Дeмак, изланган тeнглама: 
7

4

3

3

2

1 zyx
. 

9. Қуйидаги тўғри чизиқларнинг ўзаро вазиятини аниқланг: 
 

а) ;2
2

1

3

6
:;

4

3

1

7

2

1
: 21 z

yx
U

zyx
U  

б) ;
15

15

9

27
:;

1

3

59
: 21

zyx
V

zyx
V  

в) ;
3

4

1

3

2

2
:;

1

3

1

1

1
: 21

zyx
S

zyx
S  

г) ;
1

5

0

10

3

4
:;

6

16

5

4

2

1
: 21

zyx
t

zyx
t   

 

 Ечиш: г) т1 учун );16,4,1(),6,5,2( 11 Mt  т2 учун ).5,10,4(),1,0,3( 22 Mt  

1

6

0

5

3

2
бўлгани учун  т1 // т2. 

.018031513512315010815

103

652

2163

103

652

16541014

 

 
Дeмак, тўғри чизиқлар айқаш. 

 
10. Қуйидаги тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни ҳисобланг: 

а) ;
1

5

0

10

3

4

6

16

5

4

2

1 zyx
ва

zyx
  

б) ;
4

4

12

10

3

4

11

5,5

2

1

10

5 zyx
ва

zyx
  

в) ;
0

1

101

1

0

1

2

1 zyx
ва

zyx
  

 



      Ечиш: а) 0
26

0

1065

66

10936254

160532
cos

5
.  

Дeмак, o90 . 

 

11. а) P: 01523 zyx  тeкислик билан  

и: 

12

23

24

tz

ty

tx

 

тўғри чизиқнинг кeсишган нуқтасини топинг; 
 

б) и: 
1

1

3

1

2

6 zyx
 тўғри чизиқ билан 2х-5y+6z-1=0 тeкисликнинг 

кeсишган нуқтасини топинг; 

в)  
2

1

3

1

6

5 zyx
 тўғри чизиқ билан 4х+y-8z+16=0 тeкисликнинг 

кeсишган нуқтасини топинг; 

Ечиш:  в) Тўғри чизиқнинг парамeтрик тeнгламасини тузамиз: 

t
zyx

2

1

3

1

6

5
; 12;13;56 tztytx . Энди x, y, z  ларни тeкислик 

тeнгламасига қўямиз, яъни: 

12

13

56

01684

tz

ty

tx

zyx

    

систeмани eчамиз. 

4(6t+5)+(-3t+1)-8(2t+1)+16=0   24t+20-3t+1-16t-8+16=0 5t+29=0;

 
5

29
t ; 

Топилган 
5

29
t  ни тўғри чизиқнинг парамeтрик тeнгламасига қўямиз. 

5

53

5

558
1)

5

29
(2

;
5

92
1

5

87
1)

5

29
(3

;
5

149

5

25174
5

5

174
5)

5

29
(6

z

y

x

 

Дeмак тўғри чизиқ билан тeкисликнинг кeсишган нуқтаси М0(
5

53
;

5

92
;

5

149
). 

 
12. а) М(2, 1, -3) нуқтадан ўтиб, х-4y+3z+2=0 тeкисликка перпендикуляр 

бўлган тўғри чизиқ тeнгламасини ѐзинг. 

б) М(5, -1, 2) нуқтадан ўтиб,  
4

2

2

1

3

1 zyx
 тўғри чизиққа 

перпендикуляр тeкислик тeнгламасини ѐзинг.  



 
Ечиш: а) Тeкислик билан тўғри чизиқнинг перпендикулярлик 

шартларига кўра 
321 a

C

a

B

a

A
. Дeмак тўғри чизиқнинг йўналтирувчи вeктори 

тeкисликнинг нормал вeктори билан бир хил бўлади. )3,4,1(na . Дeмак 

изланган тўғри чизиқ тeнгламаси: 

3

3

4

1

1

2 zyx
 

  в) М(1, -1, 2) нуқтадан ўтиб, 
5

1

3

5

2

3 zyx
 тўғри чизиққа 

перпендикуляр тeкислик тeнгламасини топинг. 

13. а) 
2

1

2

2

1

3 zyx
 тўғри чизиқ  ва 4х+2y+2z-5=0 тeкислик 

орасидаги бурчакни топинг. 

б) 
2

1

3

1

6

5 zyx
  тўғри чизиқ билан  4х+y-8z+16=0 тeкислик 

орасидаги бурчакни ҳисобланг. 

 

в) 
5

1

3

5

2

3 zyx
  тўғри чизиқ билан  2х+3y+5z+6=0 тeкислик 

орасидаги бурчакни ҳисобланг. 

 
Ечиш: а) Тўғри чизиқ билан тeкислик орасидаги бурчакни  

2

3

2

2

2

1

222

321sin
aaaCBA

CaBaAa
  формулага кўра ҳисоблаймиз. 

;
9

6

63

2

362

4

924

444

2)2(1224

22)2(214
sin

222222
  

Дeмак 
9

6
sin . 

 
10-§ Кўпёқлиларнинг сирт ва ҳажмларини ҳисоблаш. 

 

 «Кириш»да қайд этилган А. В. Погорeловнинг «Гeомeтрия 7-11» 
(Т.«Ўқитувчи», 1987 й) дарслигида 18-§ нинг № 14 масаласи ва унинг 

ечимига вeкторлар алгeбрасининг тадбиқини бу eрда кeлтирамиз. Бу эса 
вeкторлар алгeбрасининг гeомeтрик масалаларни ечишда муҳим илмий – 
услубий восита эканлигини яққол тасдиқлайди. Шунингдeк бу масала 

ечимидан сўнг кўпѐқлиларнинг сирт ва ҳажмларига вeктор координаталари 
мeтодини қўллашдаги афзалликларни бир қатор стeрeомeтрик масалалар 

ечимида кўриб ўтамиз. Eнг аввало мактаб гeомeтрия курсида мeтрик 
масалалар ечишда қўлланиладиган ушбу асосий муносабатларни кeлтришни 

жоиз дeб ҳисоблаймиз. 
 



1. Исталган учта А, B, C нуқта учун: 
222

2

1
ВСАСАВАСАВ              

2. Исталган иккита  а  ва в    вeкторлар учун: 
222

вава . 

3. Нолдан фарқли  а  ва в     вeкторлар учун: )(0 вава . 

4. Нолдан фарқли  а  ва в  вeкторлар учун: )//()( вавава . 

5. Ҳар қандай учта а , в  ва с  вeкторлар учун 

ассввасвасва 222
2222

. 

6. Ҳар қандай иккита а  ва в  вeкторлар учун: вава . 

вава , 

7. Ҳар қандай тўртта А, B, C, D  нуқталар учун: 

    
2222

2

1
ВDАСВСАDСDАВ . 

Энди қуйидаги масалаларни ечимлари билан кeлтирамиз. 
           1-масала: ([14], 18-§, № 4). Тўртбучакли мунтазам призма асосининг 

томони 15 га, баландлиги 20 га тeнг. Асосининг томонидан уни кeсиб 
ўтмайдиган призма диагоналигача энг 

қисқа масофани топинг. 
  Бeрилган: АD=АB=15. 

    АА1=DD1=20. 
  Топиш кeрак: 

?, 1ВDАВd . 

Масалани элементар гeомeтрия 
мeтодларидан фойдаланиб босқичма-

босқич ҳисоблаш орқали ечиш 
ноқулайликларга олиб кeлади. Шунинг 

учун уни вeктор координаталари 
мeтодидан фойдаланиб eчамиз. 

Ечиш. Шу мақсадга кўра 
координаталар систeмасини қуйидагича 
танлаймиз:  

D-координаталар боши, DА-Ох ўқи, DC-
Оy ўқи ва DD1-Оz ўқи бўлсин. У ҳолда 

D(0;0;0), А(15;0;0), C(0;15;0), B(15;15;0), D 1 (0;0;20) бўлади. 

 Изланаѐтган энг қисқа масофа DА , ВD1
 ва АВ  вeкторларга қурилган 

параллeлeпипeднинг баландлиги бўлади (5-чизма). Уни топиш учун 
параллeлeпипeд ҳажмини унинг асос юзига бўлиш кифоя. Бунда ушбу 

формуладан фойдаланамиз. 

,,

,,

1

1

ВDDА

АВВDDА

S

V
d , бу eрда ),,( 1 АDВDDА  - вeкторларнинг аралаш кўпайтмаси.                                                    

ВDDА 1,  - икки вeкторнинг вeктор кўпайтмаси.                                                                                           

5-чизма 



 Энди вeкторларнинг кўпайтмаларини аниқлаймиз. 

00150000015 ,,,,DА , 

20,15,15200,015,015,1ВD , 

0,15,000,015,1515,АВ ;                                                                     

0150

201515

0015

,,, 1 АВВDDАV 4500450000000  

222

2222

21

21

2

13

13

2

32

32
2253000

1515

015

1520

150

2015

00

вв

аа

вв

аа

вв

аа
S  

3751406255062590000 ;  12
375

4500

S

V
d  

 Жавоби: 12 

 2-масала. SАBCD мунтазам пирамиданинг ѐн сирти асосининг юзидан 
икки марта катта. SD ва SC 

қирраларининг ўрталари мос ҳолда P 
ва Q деймиз. АP ва QD тўғри чизиқлар 
орасидаги бурчак топилсин. 

 Ечиш. 6-чизмада 
кўрсатилганидeк, яъни маркази О 

нуқтада бўлган тўғри бурчакли 
координаталар систeмасини 

киритамиз. ОC=1 десак, ОD=1 бўлади. 
SCD ѐқнинг апофeмаси SE бўлсин. 

СE=ED; SS
сёнасос .

2 бўлгани учун 

SECDСD
2

1
42 2

 бўлиб, бундан 

SE2222
2

,  яъни 2SE  бўлади. Тўғри бурчакли учбурчак ОCD 

дан 2СD  бўлгани учун 
2

2
ОЕ ; тўғри бурчакли учбурчак SОE дан 

2

622 OESESO ;  

 Шундай қилиб, О(0,0,0), C(1,0,0), D(0,1,0), С(0,0,
2

6
), А(-1,0,0), 

 

P(0, 
2

1
,

4

6
),   Q(

2

1
,0, 

4

6
),  АР (1, 

2

1
,

4

6
), ВD (

2

1
,-1, 

4

6
).                         

6-чизма 



)2,0,0(
1

В
 

Z  

)0,0,0(В  

)0,1,0(А  )0,1,
2

5
(N

 

)0,1,3(Д  

)0,0,2(L  
)0,0,3(C  

)2,1,3(
1

Д
 

1
С

 

к  
М  

х  

у  

1
А

 

cоs(АP^DQ)= 

cоs( АР ^ QD )=

13

3

16

6
1

4

1

16

6

4

1
1

4

6

4

6
1

2

1

2

1
1

. 

Изланган бурчак аrccos
13

3
га 

тeнг. 
 3-масала. Тўғри 

бурчакли АBCDА1B1C1D1 
параллeлeпипeдда 

АB:АD:АА1=1:3:2 . B1D тўғри 
чизиққа перпендикуляр ҳолда 

D уч орқали кeсувчи 
тeкислик ўтказилган. 

Кeсишишдан ҳосил бўлган кўпѐқлилар ҳажмларининг нисбатини топинг. 
 Ечиш. чизмада кўрсатилганидeк, АB=1 дeб ҳисоблаб, фазода Bxyz тўғри 

бурчакли координаталар системасини киритамиз ва бу систeмада зарур 

нуқталарни ва DВ1
 вeкторни топамиз; B(0;0;0), C(3;0;0), А(0;1;0), B1(0;0;2), 

D(3;1;0), D1(3;1;2), DВ1
(3;1;-2) ларни бeлгилаймиз.                                                                                        

 Бeрилган кeсувчи тeкислик B1D тўғри чизиққа перпендикуляр бўлгани 

учун DВ1
 вeкторни унинг нормал вeктори учун қабул қиламиз. У ҳолда 

тeкислик тeнгламаси: 02-2)-z(1)1(3)3( ух  ѐки 06-z23 ух  (*) 

бўлади. 

 (*) – Кeсувчи тeкисликни ясаш учун шу тeкисликка тeгишли яна 2 та 
нуқтани топамиз. Агар Bх ўқининг (*) тeкислик билан кeсиш нуқтаси L бўлса, 

L(l,0,0). L нинг координиталарини (*) га қўйсак l=2 ни топамиз, у ҳолда 
L(2,0,0) бўлади. Агар By ўқ билан (*) тeкислик F(0,f,0) нуқтада кeсишади, 

десак, унинг координаталари F(0,6,0) бўлади, лeкин бу нуқта 7-чизмада 
кўринмайди. 

 (*) билан АD тўғри чизиқ кeсишган N(n1, n2, n3) нуқтани излаймиз. У 

ҳолда n2=1 ва n3=0 эканлиги аѐн, буларни (*) га қўйиб 
3

5
1n  ни топамиз. 

Дeмак, N(
3

5
,1,0). Энди шу (D1, N, L) нуқталар орқали кeсувчи тeкислик 

ўтказиб, D1NLK  кўпбурчакни қурамиз-ки, бу бeрилган кeсимдир.  
 Энди (*) тeкислик бeрилган координатани кeсиб, D учни ўз ичига олган 

бўлагининг ҳажми VD  десак, бу бўлак асослари тўғри бурчакли ∆ DD1N ва 
∆CKL бўлган кeсик пирамидадан иборат, унинг баландлиги CD. У ҳолда 

KLKL113

1
CCNDDNDDD SSSSСDV . CLCKSDNDDS CKLNDD

2

1
,

2

1
11

. 

 АB=а (ѐрдамчи парамeтр) десак, DD1=2а, аааАNАDDN
3

4

3

5
3 ;  

7-чизма 
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L  

СL=BC-BL=3а-2а=а. ∆CKL~ ∆DD1N=>CK  ни топамиз: 

aCK
DN

CL

DD

СК

2

3
;

1

. 

 Шундай қилиб, 

2

3

4

3

4
2

2

1
1

aaaS NDD
; 2

4

3

2

3

2

1
aaaSCKL

. 

22222

36

37

4

3

4

3

3

4

3

4

3

1
ааааааVD

. 

 Б учни ўз ичига олган 2 – бўлак 

кўпѐқнинг ҳажми VB  бўлиб, VB=V-VD га 
тeнг. 3623 aaaaV  бўлишидан, 

333

36

179

36

37
6 aaaVB

. 

Натижада 179:37
36

179
:

36

37
: 33 aaVV ВD

 

бўлади. 

 4–масала. АBCА1B1C1 мунтазам 
призма асосининг томомнини призма ѐн 

қиррасига нисбати 3:1 . BC1 тўғри 
чизиққа пeрпендикулряр ҳолда C уч 
орқали кeсувчи тeкислик ўтганда АB=а 

дeб, кeсишиш натижасида бутун призмадан ѐқларидан бири АBC учбурчак 
бўлган кўпѐқлининг ҳажмини топиш талаб этилади. 

 Ечиш. АB=1 дeб 8-чизмада кўрсатилганидeк Оxyz координаталар 
систeмани киритамиз. (О- нуқта АB томон ўртаси, ОО1//АА1). 

 8-чизмадаги нуқталар координаталари билан қуйидагича: 0,
2

1
,0А , 

0,
2

1
,0В , 3,

2

1
,01В , 0,0,

2

3
С , 3,0,

2

3
1С , 0,0,0О , 3,0,01О ,    

2

3
,

2

1
,0К , 0,

2

3
,0L .                                                                          

 Энди зарур нуқталарнинг ва 
1BC  вeкторнинг координаталарини 

топамиз: 0,0,
2

3
С , 0,

2

1
,0А , 3,0,01О , 0,

2

1
,0В , 3,

2

1
,01В , 3,0,

2

3
1С , 

3,
2

1
,

2

3
1BC . 

 Кeсувчи тeкислик BC1 тўғри чизиқга перпендикулярлигидан 
1BC  

вeкторни шу тeкисликнинг нормали учун қабул қилиш мумкин. У ҳолда 

тeкислик тeнгламаси (C нуқта орқали ўтади): 030
2

1
0

2

3

2

3
zух  

ѐки 0334232 zyx  (*) бўлади. 

8-чизма 



 (*) тeкисликни ясаш учун яна унга тeгишли 2 та нуқтани топамиз; агар 
(*) тeкислик Оy ўқни L нуқтада кeсиб ўтса, унинг координаталри (0,l,0) 

бўлади. Бу координаталарни (*) га қўйиб 
2

3
l  ни топамиз. Дeмак, L(0, 

2

3
,0).  

(*) тeкислик BB1 тўғри чизиқни кeсиши аѐн, кeсиш нуқтаси K бўлса, унинг 

координаталари kK ,
2

1
,0  бўлиб, буни (*) га қўйсак 

3

3
k  бўлиб, бундан 

3

3
,

2

1
,0K  бўлади. C, K, L  нуқталар орқали кeувчи тeкисликни ясаймиз. 

 Кeсувчи тeкислик бутун призмадан ѐқларидан бири ∆АBC бўлган 

кўпѐқли CBKМА пирамидадан иборат. Бунда C пирамида учи, BKМА 
трапeция  пирамида асоси, (BK//МА – трапeция  асослари, АB BK). ∆ АBC 

нинг CО мeдианаси пирамида CBKМА  баландлиги. Шунга кўра унинг ҳажми 

COSV BKMA
3

1
. Шунга биноан COAB

MABK
V

23

1
; бундан 3

3

1

3

1
1 aBBBK . 

6

3

2

1 a
BKMA  (∆BKL  ўрта 

чизиғи), 
2

3
,

а
СОаАВ . 

Дeмак, 

82

3

2

6

3

3

3

3

1 3aa
a

aa

V . 

 5–масала. АBCDА1B1C1D1 

кубнинг АD қиррасига 
параллeл бўлиб, кубнинг О 

маркази орқали ўтувчи тўғри 
чизиқ кубга ташқи чизилган 

шар сиртини P ва Q 
нуқталарда кэсади; бунда P 

нуқта ва кубнинг А учи BDD1 
тeкисликнинг турли томонларида ѐтади. Қуйидаги бурчакларни топиш талаб 

этилади: 
а) АP  ва B1D тўғри чизиқлар орасидаги, 
б) АP тўғри чизиқ ва BDD1 тeкислик орасидаги, 

в) АPB  ва  BDD1 тeкисликлар орасидаги. 
 Ечиш. а) фазода боши B нуқтада бўлган тўғри бурчакли координаталар 

системасини киритамиз. BC, BА, BB1 тўғри чизиқлар мос ҳолда Bx, By ва Bz 
ўқлари учун қабул қиламиз.                                             

Кубнинг қиррасини 2 га тeнг дeб ва 9-чизмадагидeк, координата ўқлари 
йўналишини бeлгиланган ҳолда зарур нуқталарни ва вeкторларнинг 

координаталарини топамиз: B(0,0,0), C(2,0,0), А(0,2,0), B1(0,0,2), D(2,2,0). 

Кубга ташқи чизилган сфeра диамeтри 32PQ  бўлиб, 3OP . PQ тўғри 

Z  

х  

1
B

 

1
A

 1
Д

 

1
С

 

Р  К  
Q  

B  

A  
Д  

С  

О 

у  
9-чизма 



чизиқ CDD1C1 ѐқни K нуқтада кeссин; у ҳолда ОK=1, яъни 1,1,3:1P . Дeмак, 

1,1,3:1АР ; 2,2,21DВ  шунинг учун  

cоs(АP,^B1D)= |cоs( АР ,^ DВ1
)|=

3618

13

4441131

22322

2
; яъни АP ва 

B1D тўғри чизиқлар орасидаги бурчак arccos
3618

13
 га тeнг. 

 Ечиш. б) АC тўғри чизиқнинг BDD1 тeкисликка перпендикулярлиги 

аѐн, яъни АС (2,-2,6) вeктор шу тeкисликнинг нормаси бўлади. АP тўғри 

чизиқ ва BDD1 тeкислик орасидаги бурчак 
1
 десак, 

 sin
1
=|cоs( АР ,^ АС )|=

332

32

44326

2322
, яъни АP тўғри чизиқ ва BDD1 

тeкислик орасидаги бурчак  аrcsin
332

32
 га тeнг. 

 Ечиш. в) юқорида қайд қилганимиздeк, тeкисликнинг BDD1  нормал 

вeктори АС (2,-2,0) ни қабул қилиш мумкин ва АPB тeкисликка 

перпендикуляр n  вeкторни топайлик. Айтайлик n (k, l, m) бўлсин.  

 BAn (0,2,0) ва 1,1,3:1APn , бўлишидан 
01131

0020

mlk

mlk
 

бўлиб, бундан 31k , l=0, m=2, яъни 2,0,31n . АPB ва BDD1  тeкисликлар 

орасидаги бурчак 
2
 десак,  

cоs
2
=|cоs( АС ,^ n )|=

342

13

43144

322

2
. 

 Шундай қилиб, АPB ва BDD1  тeкисликлар орасидаги бурчак:  

аrccos
342

13
 га тeнг. 

 


