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ANNOTATSIYA

Ushbu ma’ruza matnlari oliy matematika fani 5521100-yer usti transport
tizimlari, 5521200-transport vositalarini ishlatish va ta’mirlash, 5524100-ko’tarish
tashish, yo’l va qurilish mashinalaridan foydalanish va ta’mirlash, 5850100-atrof
muhit himoyasi mutaxassisliklarining bakalavriati |1 - kurs, | - semestrga
mo’ljallab tuzilgan.

Ishlatilayotgan yangi ishchi dasturlarning hali tajribadan to’la o’tmaganligi
sababli, keyinchalik mumkin bo’lgan o’zgarishlarni ham iloji boricha e’tiborga
olgan holda mavzularni kengroq vyoritishni afzal ko’rdik. Shu sababli ham,
go’llanmadan foydalanishda ko’rsatilgan mavzularni ganday hajmda o’gitishni
ishchi dasturlari bilan solishtirgan holda rejalashtirdik.

Qo’llanma talabalarga to’g’ri yo’nalish berish, ganday adabiyotlardan
foydalanish mumkinligini ko’rsatish magsadida yozilgan bo’lib, u yosh
o’gituvchilar hamda aspirant va mutahassislik kafedra xodimlari uchun ham
foydalidir.
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Bilimga chanqoq,
istedodli yoshlarni topib,
ularni Vatanga fidoiy
insonlar gilib tarbiyalash
mugaddas vazifadir.

Islom Karimov

KIRISH

O zbekiston Respublikasi Oliy majlisi Qonunchilik palatasi va Senatining
qo 'shma majlisidagi prezident . A. Karimovning ma ruzalarida “Bugungi kunda
davlat va jamiyat qurilishi sohasida mamlakatimiz oldida o zining miqyosi va
qamroviga ko 'ra ulkan vazifalar turibdi” deb aytgan edilar.

Bu vazifalar”Jahon moliyaviy — iqtisodiy inqirozi hali — beri davom
etayotgan og'ir bir sharoitda iqtisodiyotimizni yanada barqaror rivojlanishini
ta'minlash, uni diversifikasiya va modernizasiya qilish, ishlab chiqarishni qayta
Jjixozlash borasidagi ishlarni izchil davom ettirishimiz zarur.

Mintaqamizda va butun dunyoda yuzaga kelayotgan murakkab geosiyosiy
sharoitda bizning zimmamizda mamlakatimizning xavfsizligi va barqarorligini
ta'minlash, shu muqaddas zaminimizda hukm surayotgan tinch-osoyishta
hayotni saqlash kabi bir-biridan ma sulyatli va keng qo lamli bir qator vazifalar
borki, yurtimizning, jondan aziz farzandlarimizning bugungi va ertangi kuni ana
shu masalalarni ganchalik muvaffaqiyat bilan hal etishimizga bog liqdir.

O zbekiston Respublikasi Prezidenti I.A. Karimov O zbekiston
Respublikasi Konstitusiyasining 17 yilligiga bag ishlangan tantanali majlisida:

“O’quy jarayonini yangi axborot va pedagogik texnologiyalarni keng joriy
etish, ta'lim tarbiya tizimini sifat jixatdan butunlay yangi bosqichga ko tarish
digqat markazida bo lishi lozim. Bunda ta’lim sohasida zamonaviy axborot va
kompuwyuter texnologiyalari, internet tizimi nafaqat maktab, lisey, kollej, oliy
o quv yurtlariga, balki har qaysi oila hayotiga keng kirib borishi uchun zamin
tug dirishning ahamiyatini chuqur anglab olishimiz darkor” deb aytgan so zlari
harbir ta'lim dargohi professor-o qituvchilarining shioriga aylanganligi sir
emas.

Talabalarga bilim berishda zamonaviy ta'lim texnologiyalarining
ahamiyati to g risida so’z borganda Prezidentimiz I.A. Karimov “O quv
Jjarayoniga yangi axborot va pedagogik texnologiyalarni keng joriy etish,
bolalarimizni komil insonlar etib tarbiyalashda jonbozlik ko rsatadigan
0 qituvchi va domlalarga e tiborimizni yanada oshirish, qisqacha aytganda,
ta'lim-tarbiya tizimini sifat jixatdan butunlay yangi bosqichga ko ‘tarish
digqatimiz markazida bo lishi darkor” degan so zlarini ta’kidlash o rinlidir. Bu
masala “Barkamol avlod yili” Davlat dasturida ham asosiy yo nalishlardan biri
sifatida e tirof etilgan.



1-MAVZU.

MATRITSA VA ULAR USTIDA AMALLAR.
a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:

Matritsa va ular ustida amallar.

3.Mavzuga oid 0'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqalar. Oliy matematika qgiska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning 0'quv magsadi: talabalarga matritsalar xagida umumiy

tasavvurni berish , ularda matritsa ta'rifi va xossalari hagida bilim, ko'nikma,
malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Ustun, element, o’lchov, matritsa, to’gri burchakli matritsa,
kvadrat matritsa, yo’l matritsa, ustun matritsa, diagonal matritsa, birlik  matritsa,
nol matritsa, matritsaning determinanti, teskari matritsa, transponirlangan matritsa.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:

Matritsa, matritsa o’lchovi, bosh dioganal, dioganal matritsa, birlik matritsa,
transponirlangan matritsa, minor va algebraik to’ldiruvchi, determinant, teskari

matritsa, matritsaning rangi xaqida tushunchalar hosil gilish.



b) Matnlar

1.1. Matritsa va ularning turlari.
Berilgan a; (i=1,., m; J=1,..., n) sonlardan tashkil topgan quyidagi

8y 8p e 8y 8y Ap e 8y

yoki | % fz B ()

21 a22 a2n

a a a a a a

ml m2 mn ml m2 mn

ko’rinishdagi jadvalga matritsa deyiladi. (1) ga m ta yo’lli, n ta ustunli, Mxn
o’lchovli matritsa deyiladi. a,; larga matritsaning elementlari deyiladi.

Agar mxn bo’lsa, (1) ga to’gri burchakli yoki o’rta matritsa deyiladi. Agar
M =N bo’lsa, (1) ga kvadrat matritsa deyilib, uning o’lchami Nx N bo’ladi.

a11
8 - 8y a
...||-Kvadrat matritsa. #l-ustun matritsa deyiladi.
a, .. a
n nn aml
la, a, ... a,|-yo’l matritsa deyiladi.

Matritsa fagat jadval bo’lib, u biror aniqg sonni ifodalamaydi. Matritsada
katta, kichik degan tushuncha bo’Imaydi.
Matritsalar odatda A,B,C,- harflar orgali belgilanadi.
Fagat kvadrat matritsalar uchun ularning elementlaridan tuzilgan determinantni
Kiritish va hisoblash mumkin.
a; . Ay, a; . 8
A=|... ... .| , detA=|Al=]....

ay ... @ a, .. @

n

nn nn

Hamma elementlari nol bo’lgan matritsaga nol matritsa deyiladi.
Bosh diagonal elementlaridan boshga hamma elementlari nol bo’lgan kvadrat
matritsaga diagonal matritsa deyiladi.
Bosh diagonal elementlari bir bo’lib, boshga barcha elementlari nol bo’lgan
kvadrat matritsaga birlik matritsa deyiladi va odatda E harfi orgali belgilanadi.
1 00

E=|l0 1 0|, |[E[=1, bo’lishi ravshan.
0 01

Har ganday A va B matritsalarning A=B bo’lishi uchun ular bir xil o’Ichovli va
barcha mos elementlari teng bo’lishi shart:



all alZ b11 b12

b21 b22

A= B=

a21 a'22

a,=b,, a,=b,, a,=b,, a,=Db, bo’lganda A=B bo’ladi.

1.1. Matritsani songa ko’paytirish.

Biror A matritsani k songa ko’paytirish deb, A matritsaning hamma
elementlarini shu k songa ko’paytirishdan hosil bo’lgan matritsaga aytiladi va kA
ko’rinishda yoziladi.

ka,, ... ka,
KA=Ak=| ...
ka,, ... ka,,
Misol.
2 -5 4 |6 -15 12
3A=3 = ,
3 1 0 9 3 0

1.2 Matritsalarni gqo’shish.
Matritsalarni qo’shish amali fagat bir xil o’lchovli matritsalar uchun o’rinli
bo’ladi.
Agar A va B matritsalar bir xil o’Ichovli bo’lsa, ularning yigindisi deb
shunday C matritsaga aytiladiki, bu C matritsaning elementlari A va B
matritsalarning mos elementlarining yigindisidan iborat bo’ladi.

a, 8, .. a, b, by, .. by
A= Ay 8y . Ay, . B= by, by, . Dy
a,; a a,, by by o by
;... Ay, b, ... by a,+b, ... a,+b,
C=A+B=| ... + .. e | = =
aml amn bml ) bmn aml + bml amn + bmn
Cll ClZ Cln
C21 C22 C2n
Cy C . C

Misol.

982+574_14156
313)1312) 1l 25



1.3 Matritsalarni ko’paytirish.

Bizga
a11 a12 a1n bll b12 b1q
A= a21 8.22 a‘2n B = b21 b22 2q
= va =
a‘ml a‘m2 amn bpl bp2 bpq

matritsalar berilgan bo’lsin.

Berilgan matritsalarni ko’paytirish uchun A matritsaning ustunlari soni n, B
matritsaning yo’llar soni P ga teng bo’lishi shart. Aks holda Ax B ma’noga ega
bo’Imaydi. Ikkita matritsani ko’paytirganda Ax B = C yana matritsa hosil bo’lib,
hosil bo’lgan matritsaning yo’llar soni ko’payuvchi matritsaning yo’llar soniga,
ustunlar soni esa ko’paytuvchi matritsaning ustunlar soniga teng bo’ladi.

Cy Cp e Cy
Cy  Cp .« Cy
A xBoy =Chy, C=AxB =
le Cm2 Cmq

Shunday qilib ikkita matritsaning ko’paytmasi yana matritsa hosil bo’lib,
uning
Cij elementi A matritsaning i - yo’lidagi hamma elementlarini B matritsaning
J-ustunidagi mos elementlariga ko’paytmalarining yigindisidan iborat bo’ladi:

Cij:ai1b1j+ aizbgj +...+ ainbnj . (i=1,.,m; j=1,.n)

8; 8, aj by, by,
A=lay 8y, ay , B=\by by

a31 a'32 a33 b31 b32



all a‘12 al3 bll b12
C=AB=|ay @, ay||by by|=
d3 83 Ay b31 b32
a‘ll bll + a'12 bZl + a13 b3l all b12 + a'12 b22 + a'13 b32
aZl bll + a22 b21 + a23 b31 a21 b12 + a22 b22 + a'23 b32
aSl bll + a32 b21 + a'31 b3l a31 b12 + a‘32 b22 + a33 b32
Matritsalarni ko’paytirganda quyidagi
(AB)C =A(BC) va (A+B)C=AC +BC
gruppalash va tagsimot gonunlari orinli bo’lib, o’rin almashtirish gonuni esa o’rinli

bolmaydi, ya’ni
AB = BA

Misol.
1

2 10 5 B 2:1+1.2+0.-2 2-2+1-1+0-2 B 4 5
Lol3 11 , (3141-241-2 3-2+41-1+41-2) |7 9
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QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

Matritsa va deterinantning fargi.

Kvadrat va birlik matritsalar deb ganday matritsalarga aytiladi?
Diognal matritsa nima?

Qanday matritsalar teskari matritsaga ega bo’ladi?

A’ matritsaning teskari ekanligini ganday bilish mumkin?
Minor nima?

ok owdE



2-MAVZU.

DETERMINANTLAR VA ULARNI HISOBLASH
a)Mavzusining pedagogik texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
qo'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:

Deteminantlar va ularni hisoblash.

3.Mavzuga oid 0'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning 0'quv_magsadi: talabalarga determinant xagida umumiy

tasavvurni berish , ularda determinant ta'rifi va xossalari hagida bilim, ko'nikma,
malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Elementlar, yo’l, ustun va diagonal elementlari,

determinant, minor, algebraik to’ldiruvchi, determinantning yoyilmalari.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv maqgsadi:

Elementlar, yo’l, ustun va diagonal elementlari, determinant, minor, algebraik
to’Idiruvchi, determinantning turlari, determinantning yoyilmalari, determinantni

hisoblash xaqgida tushunchalar hosil gilish.



b) Matnlar
2.1. Ikkinchi tartibli determinant.
Ta’rif  Agar, a;;,ap,an,d» sonlar berilgan bo’lsa, shu sonlar orgali

aniqlangan ajja,, - apay; ushbu songa ikkinchi tartibli determinant deyiladi va
odatda quyidagicha belgilanadi:

a a
TRz agia0 - apay (1)

dy  dy

a11,a12,821,822 larga determinantning elementlari deyiladi. aj;,a5; larga
determinantning birinchi, ay;,az, larga esa ikkinchi yo’l elementlari deyiladi. a;1,821
larga determinantning birinchi a;p,a; larga esa ikkinchi ustun elementlari
deyiladi. a;j,a, larga determinantning bosh, a,;,a;, larga determinantning
iIkkinchi yoki yordamchi diagonal elementlari deyiladi.

(1) dan ko’rinadiki ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun, bosh
diagonal elementlar ko’paytmasidan yordamchi diaganal elementlari
ko’paytmasini ayirish kifoya ekan. Determinant lotincha so’z bo’lib, aniglovchi
degan ma’noni ifodalaydi.

Misol. ‘7 9‘=21-81: .60
9 3

2.2. Uchinchi tartibli determinant.

Ta’'rif. Berilgan a;; a;0a13821 ,822823831 832 azz sonlar orgali aniglangan va
quyidagicha belgilangan

songa uchinchi tartibli determinant deyiladi.

Uchinchi tartibli determinant uchta yo’l va uchta ustun elementlaridan iborat
bo’lib, a,;, (1=1,2,3;j=1,2,3) hammasi 9 ta element bo’ladi.
;; dagi birinchi indeks I yo’lning nomerini ya’ni nechanchi yo’l elementi
ekanligini bildiradi. Ikkinchi indeks j esa ustunning nomerini ya’ni nechanchi
ustun elemnti ekanligini bildiradi. Determinantlar har vaqt biror aniq son bo’lgani
uchun uchunchi tartibli determinant ham biror anigq sonni ifodalaydi, bu son esa
guyidagicha hisoblanadi.

Birinchi diagonal elementlar ko’paytmasi va asoslari shu diagonalga parallel
bo’lgan ikkita teng yonli uchburchaklar uchlaridagi elementlar ko’paytmalarining

a



algebraik yig’indisidan ikkinchi diagonal elementlar ko’paytmasi va asoslari shu
diagonalga parallel bo’lgan ikkita teng yonli uchburchak uchlaridagi elementlar
ko’paytmalarining algebraik yig’indisini ayirganiga teng bo’ladi.

dy Ay Ayl
331 a32 333 o ° . . . ° . ° . . . . o . °

=ajy8p0833 T Ag2823831 T Ag3821832 - 3822831 - Ag2821833 - A118233832,

a;; 4y a,

. . . a a
n-tartibli determinant | * % an
App dpp e i

ko’rinishdagi simvolga n-tartibli determinant deyiladi. Bu yerda ham yo’l, ustun,
element va diagonal tushunchalari 0’z kuchlarini saglab qgoladi.

n-tartibli determinant ham biror aniq sonni ifodalaydi. Yugori tartibli
determinantlarni hisoblashni minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalaridan
keyin ko’ramiz.

2.3. Determinantning xossalari.

1-xossa. Agar determinantning yo’llarini mos ustunlari bilan almashtirilsa
determinantning giymati o’zgarmaydi.

2-xo0ssa. Determinantning ixtiyoriy ikkita yo’lini (yoki ustunini) o’zaro
almashtirilsa, determinant giymati 0’z ishorasini o’zgartiradi.

3-xossa. Determinantning biror yo’lining (yoki ustunining) barcha
elementlari nol bo’lsa, determinantning giymati nol bo’ladi.

4-xossa. Ixtiyoriy ikkita yo’li yoki ikkita ustuni bir xil bo’lgan determinant
giymati nol bo’ladi.

5-xossa. lIstalgan yo’l (yoki ustun) ning umumiy elementini determinant
belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

6-xossa. Determinantning biror yo’l (yoki ustun) elementlariga boshga yo’l
(yoki ustunining) elementlarini  biror songa ko’paytirib  qo’shganda
determinantning giymati o’zgarmaydi.

Bu xossalarning to’g’riligini bevosita determinantlarni hisoblab ishonch hosil

gilish mumkin.

2.4. Minorlar va algebraik to’ldiruvchilar.

1-ta’rif. Biror n-tartibli determinantning a;; elementining minori deb, shu

element turgan yo’l va ustunni o’chirishdan hosil bo’lgan (n-1) - tartibli
determinantga aytiladi va odatda M;; orgali belgilanadi.



Masalan.

uchinchi tartibli determinantning a,s elementining minori M= 2| jkkinchi

dz  dy

tartibli determinant bo’ladi.

2-ta’rif. n-tartibli determinantning a,; elementining algebraik to’ldiruvchisi
deb shu element minorini (-1)" ishora bilan olinganiga aytiladi va A; orqali
belgilanadi.

A; = (-1)MMy
Misol.

1 -2 31

4 3 1 2

5 0 6 1

3 1 2 2

determinantning a4z elementining minorini va ap; elementining algebraik
to’Idiruvchisini hisoblang.

1 -2 1
My=4 3 2/=3-20-15+8=-24
5 0 1
—2 31
An=(-1)""My=-Myu=-0 6 1|=-24+3-6+4=-23.
1 2 2

Minor va algebraik to’ldiruvchilar tushunchalari kiritilgandan keyin
determinantning yana uchta xossasini ko’rib o’taylik.

7-xossa. Agar determinantning biror i-yo’lida (yoki j-ustunida) a;
elementdan boshga hamma elementlari nol bo’lsa, u holda bu determinant shu
element bilan shu elementning algebraik to’ldiruvchisi ko’paytmasiga teng bo’ladi.

ay  dp ayj ay,
ay  dpy ay; a,,

sane _ _ _ |+J -
N a, 0| i A =(-1)"a; M.
anl an2 anj ann

8-xossa. Har ganday determinant, biror yo’li (yoki ustuni) elementlari bilan
shu elementlarning algebraik to’ldiruvchilari ko’paytmalarining yig’indisiga teng
bo’ladi.



Ay Ay Ay = Q1A HAAnt a3Ags YOKI a1iA11481A01t a31Agy

dy  dyp  dgp
Determinantning 8-xossasidan foydalanib istalgan tartibli determinantni hisoblash
mumkin.

Misol.
-51 -4 1
1 4 -15 1+14 Lo 1+2 ' -Los
i1 g TN -8 11(1) e -8 -1+
2 6 2 3 6 2
3 2 6 2
1 4 5 1 4 -1
+(-4).(_1)1+3_4 1 _ +1_(_1)1+4_4 1 _g=-264

9-xossa. Determinantning biror yo’li (yoki ustuni) elementlarining boshqga
yo’li (yoki ustuni) elementlarining algebraik to’ldiruvchilari ko’paytmalarining
yig’indisi nol bo’ladi.
Masalan. Ikkinchi ustun elementlarini birinchi ustun elementlarining algebraik
to’Idiruvchilariga ko’paytirsak  a;pA1+axnAz+ asAsz=0 bo’ladi.

Adabiyotlar.

1. [1] 23-29 betlar.
2. [2] 36-42 betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.
4-tartibli determinantda nechta element bor?
Qanday hollarda determinantning giymati nol bo’ladi?

Minor va algebraik to’ldiruvchining fargi nima?

=l

Determinantning gqiymati uning elementlarini ganday almashtirganda
0’zgarmaydi?

5. Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash usullari.



3-MAVZU.

TESKARI MATRITSA.
a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:

Teskari matritsa .

3.Mavzuga oid 0'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika qgiska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning 0'quv magsadi: talabalarga teskari matritsa xaqida umumiy

tasavvurni berish , ularda teskari matritsa ta'rifi va xossalari hagida bilim,
ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Kvadrat matritsa, matritsaning determinanti,
transponirlangan matritsa, teskari matritsa, matritsaning rangi.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:

Transponirlangan matritsa, minor va algebraik to'ldiruvchi, determinant, teskari

matritsani topish, matritsaning rangi xaqida tushunchalar hosil gilish.



b) Matnlar

3.1. TESKARI MATRITSA TA'RIFI.
Teskari matritsa tushunchasi fagat kvadrat matritsalarga nisbatan kiritiladi.

1-ta’rif. Agar har ganday A va B kvadrat matritsalar uchun AB=BA=E
tenglik o’rinli bo’lsa ,u holda B matritsani A matritsaga (va aksincha) teskari
matritsa deyiladi.
Odatda A matritsaga teskari matritsa A™ ko’rinishda yoziladi va
AA'= ATA=E bo’ladi. (E-birlik matritsa).

2-ta’rif. Agar A kvadrat matritsaning determinanti |A|0 bo’lsa, A
matritsaga maxsusmas (yoki xosmas) matritsa deyiladi. Agar |A|=0 bo’lsa, u holda
maxsus (yoki xos) matritsa deyiladi.

3-ta’rif. Biror A matritsaning barcha mos yo’l va ustunlarining o’rinlarini
almashtirishdan hosil bo’lgan matritsaga A ga nisbatan transponirlangan matritsa
deyiladi va odatda A* ko’rinishda belgilanadi.

da;; a,, a,, a11 a21 aml

a, a, a,, 8, 8y Ay
A= . A*=

aml am2 amn a'1n a2n amn

Agar A= A* bo’lsa u holda A matritsaga semmetrik matritsa deyiladi.

Teorema. Har ganday A kvadrat matritsa teskari A™ matritsaga ega bo’lishi
uchun A matritsaning maxsusmas matritsa bo’lishi zarur va kifoya.

Isboti.
Zarurligi. Faraz gilayliq A matritsa teskari A™ matritsaga ega bo’lsin, bu holda
|A]0 ekanligini ko’rsataylik. Agar A matritsa teskari A™ matritsaga ega bo’lsa u
holda  AA™=E tenglik o’rinli, undan
IAAE[E| = |AIIATFEIFL= A 0
Kifoyaligi. Qulaylik uchun uchinchi tartibli matritsa uchun ko’raylik.
all alZ a13

A=|Gn Adyp Ay | |A[20
dy dyp Ay



bo’lsin. A™* ning mavjud ekanligini ko’rsataylik. Shunday B matritsa tuzaylikki
uning har bir elementi A matritsaning xar bir mos elementlarining algebraik
to’Idiruvchlarini shu A matritsa determinantiga bo’lishdan hosil bo’lIsin.

ATIAL A TTA] Ayl A
B=| A/ |Al AylIA] AgllA]

Aul| AL A lIAl Al TA|

Endi B matritsaga transponirlangan matritsani tuzsak hosil bo’lgan matritsa
A™ bo’ladi.
. AulTAL AgTIAL Ayl TA] 1 An Ay Ay
A"=B*= A12/|A| A22/|A| A32/|A| =K A, A, Ay

AslTTAL AglIAL Ayl Al As Ay Ag
Misol.
120 120 3 -4 2
A=3 2 1|, A'=?, |A=]3 2 1|=-9=%0. A‘lz—% -6 2 -1
01 2 01 2 3 -1 -4

Hagigatan A*A=AA'=E tenglikni o’rinli ekanligini hisoblab ko’rish mumkin.

3.2. Matritsaning rangi va elementar almashtirishlar.

Bizga mxn o’lchovli to’gri to’rt burchakli

all a12 aln
A: a21 a22 aZn
a a a

matritsa berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. A matritsaning k-tartibli minori deb, uning k ta ustuni va
k ta yo’li kesishishidan hosil bo’lgan kxk o’lchovli  kvadrat matritsaning
determinantiga aytiladi (k=min(m,n)) mxn o’Ichovli matritsaning k- tartibli

minorlar soni C%- C* bo’ladi.

2-ta’rif. Matritsaning rangi deb, uning noldan fargli bo’lgan minorlarining
eng yugori tartibiga aytiladi.
Agar matritsaning rangi k bo’lsa , u holda bu matritsaning k +1 tartibli
minoridan boshlab barcha yuqori tartibli minorlari nol bo’ladi.
Matritsaning rangiga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.



3-ta’rif. A matritsaning rangi deb uning chiziqli bogliqli bo’lmagan
yo’llarining (yoki ustunlarining) maksimal soniga aytiladi.

Yugqoridagi ta’rifdan ko’rinidiki biror matrisaning rangini hisoblash uchun
uning noldan farqli bo’lgan barcha minorlarini hisoblashga to’g’ri keladi. Bu esa
har xil tartibli ko’p determinantlarni hisoblashga olib keladi.

Bu noqulaylikni bartaraf qilish uchun elementar almashtirishlarni Kiritish,
matrisaning rangini hisoblashda maqgsadga muvofiq bo’ladi.

a

mn

A  matrisa ustida quyidagi elementar almashtirishlar deb ataluvchi
almashtirishlarni bajarish mumkin.

1. A matrisaning istalgan biror yo’l (yoki ustun) elementlarini ixtiyoriy A #0
songa ko’paytirish mumkin.

2. A matrisaning ixtiyoriy ikkita yo’llarini (yoki ixtiyoriy ikkita ustunlarini)
o’zaro almashtirish mumkin.

3. A matrisaning ixtiyoriy biror yo’l (yoki ustun) elementlarini biror 4 #0

songa ko’paytirib boshqa biror ixtiyoriy yo’l (yoki ustun) elementlariga

go’shish mumkin.

Bu elementlar almashtirish yordamida har qanday A matritsani quyidagi
ko’rinishga keltirish mumkin.

1 0 0 .. 00 .. 0

Bosh diaganalda turgan bir ragamlarining soni matrisaning rangi deyiladi va
odatda r (A) ko’rinishda belgilandi.

Elementar almashtirishlar natijasida hosil bo’lgan matrisalar ekvivalent
matrisalar deyiladi.
Ekvivalent matrisalarning rangi bir xil bo’ladi.

Misol.
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Ko’p tarmogli iqtisod modeli (Balans modeli)

Matritsalar nazariyasizamonaviy texnologiya rivojlanish jarayonida asosiy
muxim igtisodiy msalalarni yechishda katta rol o’ynamoqgda. Jumladan quyidagi
ko’p tarmogli igtisod modeli masalasida ko’rish mumkin.

Balans modelining asosiy masalasi, makroigtisodiyotni tashkil etadigan
ko’p tarmoqli iqgtisodiyot faoliyatini magsadga muvofiq tarzda samarali olib
borishdan iborat bo’lib, bu masala quyidagicha qo’yiladi: n ta tarmoqli
xo’jalikning har bir ishlab chigargan mahsulot migdori ganday bo’lganda ehtiyoj
to’la gondiriladi? Bu yerda shuni e’tiborga olish kerakki, n ta tarmogning har biri
ishlab chigargan mahsulotning bir gismi shu tarmoq ehtiyoji uchun, bir gismi
boshga tarmoglar ehtiyoji uchun va yana bir gismi ishlab chigarish bilan bog’lig
bo’Imagan ehtiyojlar uchun sarf etiladi.

Ishlab chigarishning ma’lum bir davridagi, aytaylik, bir vyillik faoliyatini
garaylik. x, deb i - tarmogning shu davr davomida ishlab chigargan yalpi mahsulot
hajmining pul birligida ifodalangan giymatini, bu yerda i=1,2,..., n. x; deb i -

tarmoq mahsulotining j tarmoq ehtiyoji uchun sarf etilgan hajmining pul
miqdorini belgilaymiz. y, deb i — tarmog mahsulotining noishlab chigarish ehtiyoji
hajmining pul miqgdorini belgilaymiz. Tabiiyki, i tarmoq ishlab chigargan
mahsulot hajmi x., n ta tarmoq ehtiyojlari va noishlab chigarish ehtiyojlari uchun

sarf etilgan mahsulotlar hajmlarining pul miqgdorlari yig’indisiga teng bo’lish
kerak, ya’ni

xi:ixij+yi, i=12,....n (1)
=1

(1) tenglamalar balans munosobotlari deb nomlanadi.



Agar a; =% (i, J =12,..., n) belgilash kiritsak, a;, -j - tarmogning

J
mahsulot hajmi birligi uchun sarf etilgan i — sarf tarmoq mahsulot hajmi giymatini
bildiradi. a;- bevosita harajatlar koeffitsienti deb nomlanadi. a; - koeffitsientlarni

garalayotgan davrdagi ishlab chigarish jarayonida go’llanilayotgan texnolagiya
aniglaydi. Qanchalik yangi, samarador texnologiya qo’llanilsa, a; - koeffitsientlar

shunchalik kichik, sarf-harajatlar shunchalik kam bo’lib, samaradorlik yuqori
bo’ladi. Qaralayotgan davr ichida a; koeffitsientlarni o’zgarmas deb olib, ya’ni

sarf-harajatlarni yalpi harajatlarga chizigli bog’liq deb garaymiz.
xg=a;-%, (i,]=12,...,n)

Shu munosabat bilan ko’rilgan ko’p tarmogqli igtisodiyot modelini chizigli
balans modeli deb ham nomlanadi. (1) tenglamalar sistemasi quyidagi ko’rinishga
keladi:

xi:iaijxj+yj, 1=1,2,...,n (2)
=1

Endi quyidagi belgilashlarni kiritaylik,

a'lla'lZ' ) 'aln Xl yl
a,a,,..a X y
A= 21722 2n ’ X: '2 ’ — : 2
anlanZ"'ann XI"I yn

bu yerda A - texnologik matritsa, X — yalpi mahsulot vektori, Y — yakuniy
mahsulot vektori deb nomlanadi. Bu belgilashlarga asosan (2) tenglikning quyidagi
matritsa ko’rinishini hosil gilamiz.

X=AX+Y (3)

Ko’p tarmoqli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy mahsulot vektori
va bevosita harajatlar matritsasi A — ga ko’ra X — yalpi mahsulot vektorini
topishdan iborat bo’ladi, ya’ni (3) tenglamani noma’lum vector X ga nisbatan
yechish kerak. Bunig uchun uni quyidagi ko’rinishga olib ketamiz (E-A)X=Y .

Agar det (E-A)=0 bo’lsa, u holda teskari (E-A)" matritsa mavjud bo’lib,
yechim quyidagi ko’rinishda bo’ladi.

X=(E-ATY (4)

S=(E-A)"- matritsa bevosita harajatlar matritsasi deb nomlanadi. Bu
matritsaning igtisodiy ma’nosini tushunish uchun v, (0,0,...1,...,0), (i=121,2,...,n)1i
— o’rnida 1, golgan joylarda 0 bo’lgan yakuniy mahsulot birlik vektorlarini
garaymiz.



Ularga mos keluvchi (4) tenglama yechimlari quyidagiga teng bo’ladi.

s11 s12 sln
Xl — 521 ’ XZ — ?22 ’ Xn — ‘?Zn
Snl SnZ Snn
Demak, S=(s;) matritsaning s, - elementi i — tarmogning j — tarmoq birlik

yakuniy mahsuloti Y/ ni, ishlab chigarish uchun sarfc qilinishi zarur bo’lgan

mahsulot migdori giymatini bildiradi.

Qaralayotgan masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko’ra, (4) tenglamada y, >0,
(i=1n), a; >0 (i, j=1n) bo’lishi kerak. Bu holatni biz Y >0, A>0 va X >0 deb
belgilaymiz.

Agar istalgan Y >0 vektor uchun X >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi (4) ning
yechimi mavjud bo’lsa. A>0 matritsa samarali matritsa deyiladi. Bu holda
Leontev modeli ham samarali model deyiladi.

A matritsaning samarali bo’lishi uchun, bir nechta kriteriylar mavjud.
Ulardan biri shundan iboratki, agar A matritsaning har bir ustun
elementlari yig’indisi 1 dan katta bo’Imay, hech bo’Imaganda biron — bir
ustun elementlari yig’indisi 1 dan kichik bo’lsa, u holda A samarali

matritsa bo’ladi, ya’ni: maxzn:aij <1 bo’lib,
i i-1

shunday j, mavjudki, uning uchun Zn:aijo <1 o’rinli bo’lsa,
i=1

A-samarali matritsabo’ladi.



4 -MAVZU
CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR SISTEMASI.

a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi.
3.Mavzuga oid o'guv adabiyotlar:
1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994,
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987

3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.
4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv_magsadi: Talabalarga chiziqli algebraik tenglamalar

sistemasi xagida umumiy tasavvurni berish , ularda chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi ta'rifi va uni yechimlari xagida bilim, ko'nikma, malaka va shaxsiy
fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Tenglamalar sistemasi, noma’lumlar, yechimlar,
determinant, birgalikda bo’lgan va bo’lmagan sistema, aniq va anigmas sistema,
elementar almashtirishlar, uchburchak va pog onasimon (pog onali) ko’rinishdagi
sistema.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:

Tenglamalar sistemasi, noma’lumlar, yechimlar, birgalikda bo’lgan va bo’Imagan

sistema, elementar almashtirishlar xagida tushunchalar hosil gilish.



b) Matnlar

4.1. Kroneker — Kapelli teoremasi.

Bizga quyidagi N ta noma’lumlar M tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:

a, X +a,X, .. +a,X, =b

8y Xy + Xy +on + 8y X, = b,
................................................ (1)
A X +aX, +....+a,, X, =0,

a,;lar noma’lumlarning oldidan koeffisientlar bo’lib, a;; dagi birinchi
indeks i tenglama nomerini, ikkinchi indeksi j da noma’lumg nomerni

bildiradi, b, lar esa ozod hadlar, x; lar esa noma’lumlar
(i=1,.., m; j=1,..n)

1 — ta’rif. Agar (1) sistema yechimga ega bo’lsa, unga birgalikda bo’lgan
sistema, agar yechimga ega bo’lmasa birgalikda bo’Imagan sistema deyiladi.
2 — ta’rif. Agar birgalikda bo’lgan sistema yagona yechimga ega bo’lsa, uni
aniq sistema deyiladi. Agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa, uni anigmas
sistema deyiladi.

Endi (1) sistemadagi noma’lumlarning koeffisientlaridan tuzilgan matrisa

a; &,
a d a
A _ 21 22 2n
(2)
am amz amn

tuzaylik. So’ngra A matrisaning ustunlariga ozod hadlardan iborat bo’lgan
ustun go’shgan holda quyidagi matrisani tuaylik.

a; ap a, |b

A _ a21 a22 a2 n b2
3)

aml am 2 am n bm




(3) kengaytirilgan matrisa deyiladi.

Endi qachon (1) sistema birgalikda bo’ladi degan savol tug’iladi.
Bu savolga quyidagi Kroneker — Kapelli teoremasi javob beradi.

Teorema. (1) Chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda bo’lishi uchun A va B
matrisalarning ranglari teng, ya’ni I (A) =r (B) bo’lishi zarur va kifoya.

Bu erda bo’lishi mumkin:

1) Agar r(A)<r(B) bo’lsa sistema birgalikda bo’lmagan sistema bo’lib
yechimi mavjud bo’lmaydi.

2) Agar I (A) =TI (B): N bo’lsa sistema birgalikda bo’lib yagona yechimga ega
bo’ladi.

3) Agar I (A) =T (B)= I <N bo’lsa sistema cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.
Boshqgacha aytganda tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik bo’lsa, sistema
cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.

Endi quyidagi bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasini ko’raylik:
a; X +a,X, +....+a,X, =0

1n"*n

Ay X +3,X, +.o + 3y, X, =0

2n*n

(4)

Agar (4) sistemaning A =0 bo’lsa bu sistema har vaqt birgalikda bo’lgan sistema
bo’lib yagona X, =0, X, =0, ... ,X, =0 yechimga ega bo’ladi.
Agar A=0 bo’lsa (4) sistema cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.

Bu erda kengaytirilgan matritsa

&; Qp . &, |0

ay Ay ... 3, |0
A: 21 22 2

a, a, - a,0

ko'rinishda bo’lib, A matrisadan fagat nollardan iborat bo’lgan bitta ustun bilan
farq qilgani uchun, har vaqt

r (A)=r (B)=n bo’ladi.
Bu esa (4) sistemaning yagona X, =0, X,=0,...,X,=0 yechimlar mavjud
ekanligini ko’rsatadi.



Teorema. (4) sistema faqat nolmas yechimlarga ega bo’lishi uchun A matrisaning
rangi noma’lumlar soni n dan kichik bo’lishi zarur va kifoya.

r(A)<n.

Eslatma. Agar bir jinsli sistemada tenglamalar soni m noma’lumlar soni ndan

kichik bo’lsa, u holda r (A) <M <N bo’lib sistema cheksiz ko’p yechimlarga ega
bo’ladi.

4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer
usulida yechish.

Faraz qilaylik birinchi darajali, ikkita noma’lumli ikkita algebraik
tenglamalar sistemasi berilgan bo’lIsin:

{311)(1 +a,x, =0 1)

ayX +ayx, =0,

(1) sistemaning 1-tenglamasini a,, ga, 2-tenglamasini -a;, ga ko’paytirib qo’shsak

ba,—ba
(a11822-812801)X1= Drago-bo81, = x=—"2—"22(2)
anazz - a12‘721

Agar (1) sistemaning 1-tenglamasini -a,; ga, 2-tenglamasini a;; ga ko’paytirib
go’shsak
bz ay — bla21

(a11820-810801)Xo= boay1-b1ay; = X, = (3)
ady —dpdy

(2) va (3) larga e’tibor bersak ikkinchi tartibli determinantning ta’rifiga ko’ra

bl a12 all bl
X_bz a5 _Al. _|an b _Az. 4
= “a X Y )

a‘ll a'12 all alZ

a21 a‘22 aZl a22

(4) ga Kramer formulasi deyiladi.

(1) sistema yagona yechimga ega bo’lishi uchun A = 0 bo’lishi zarur va kifoya.

(4) ga e’tibor bersak A berilgan (1) sistemadagi noma’lumlarning oldidagi
koeffisiyentlardan tuzilgan 2-tartibli determinant A;, A, lar esa mos ravishda A
ning birinchi va ikkinchi ustunlarini ozod hadlar bilan almashtirishdan hosil
bo’lgan determinantlar.

Agar uch noma’lumli uchta algebraik tenglamalar sistemasi



apx +apx, +agX =4 dy; 8 Qg3
ayx +ay,x, +axXx =>b, Dberilganbo’lib, A=la, a, ay/#0 bo’lsa

Ay X, + az X, + a3 X, = b, dzp a3z dg;

berilgan sistemaning yechimi
A A
X,= —1 : X :_2; X.= =3, 5
1 A 2 A 3 A ( )

B>

Kramer formulalari orgali aniglanadi. Bu yerda ham A, A, A3 lar
A ning ustun elementlarini mos ravishda ketma-ket ozod hadlar bilan
almashtirishdan hosil bo’ladi.
Agar birinchi darajali n ta noma’lumli n ta algebraik tenglamalar sistemasi

ayX +anX +..+a,X, =4 ay Ay e Gy
_ a a a
AyX +a,X, +..+a,,X, =0, _ . A=t Y22 2l
berilgan bo’lib,
b dy dgp ..o @
a x +a,x,+..+a,x =0, nn

bo’lsa, berilgan sistemaning yechimi Kramer formulasiga ko’ra quyidagicha
aniglanadi.

A A
X1= =L Xo= =2 L XS T” (6)

A1, Ay, ..., Ay lar A ning ustun elementlarini mos ravishda ketma-ket ozod hadlar
bilan almashtirishdan hosil bo’ladi.

5 x+5 Y8 5x-3y+2z=9
Misol. 1){ YIOVEE (k=13 u=2), 2) {2x+2y-52=3, (x=1y=-2; z=-1).
3x+ y=-1
2x— y-3z=17

Agar uch noma’lumli bir jinsli ikkita tenglamalar sistemasi

ax+by+cz=0 .
ax+b,y+c,z=0 (")
berilgan bo’lib,
A]_: bl cl ’ AQ: cl al A3: al bl
b, ¢ C, |’ a b

determinantning loaqgal bittasi noldan fargli bo’lsa, u holda (7) sistemaning barcha
yechimlari
X=At, Y=Axt, z=Ast (8)

formula bilan aniglanadi. (t-ixtiyoriy son).

ax+by+cz=0

a,X+b,y+c,z=0 9)

a,x+d,y+c;z=0
(9) da A=0 bo’lsa, x=0 ,u=0 ,z=0 lar sistemaning yagona yechimi bo’ladi.
Agar A=0 bo’lsa, (9) ning cheksiz ko’p yechimi bo’lib,ular (7) kabi aniglanadi.



Misol.

1) {3)(_ SYH2=0 o3t u=atiz=111),
x+2y—-z=0

x-y-2z=0
2) Ix+4y+22z=0 (x=2t;y=-3t; z=5t).
3x+7y+3z=0

4.3. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss
usuli bilan yechish.

Quyidagi n ta noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lIsin:
anX +a,Xx, +..+a,x,=58
ayX +apnX, +.+3a,,X, =0,

(1)

a,X +a,X +..+a,x =0,

a; (i=1,., m; j=1,.. n)koeffisiyentdagi birinchi indeks tenglama nomerini,
ikkinchi indeks esa noma’lum nomerini bildiradi.

Chizigli tenglamalar sistemasida ustida quyidagi elementar almashtirishlarni
bajarish mumkin.

1. Istalgan ikkita tenglamani o’rinlarini almashtirish mumkin.

2. Tenglamalarning ixtiyoriy bittasining ikkala tomonini noldan fargli istalgan
songa ko’paytirish mumkin.

3. Ixtiyoriy bitta tenglamasining har ikkala tomonini biror haqgigiy songa
ko’paytirib, boshga biror tenglamaga go’shish mumkin.

Bu elemantar almashtirishlarni bajarganimizda hosil bo’lgan sistema
berilgan sistemaga teng kuchli bo’ladi.

Endi (1) sistemani Gauss usuli bilan yechishga o’taylik. Bu usulning
mohiyati shundan iboratki elementar almashtirishlar yordamida noma’lumlarni
ketma-ket yo’qotib, berilgan sistemaga teng kuchli bo’lgan uchburchak (yoki
pogonasimon) ko’rinishdagi sistemaga keltiriladi.

Xagigatdan a;;#0 deb (1) ning birinchi tenglamasini a;; ga bo’lib, so’ngra
uni -a,; ga ko’paytirib, ikkinchi tenglamaga go’shamiz.

Keyin -az; ga ko’paytirib, uchinchi tenglamaga qo’shamiz va shu jarayonni davom
ettiraversak natijada shunday sistema hosil bo’ladiki, u sistemaning fagat birinchi
tenglamasida x; gatnashib qolganlarida gatnashmaydi.

Shu jarayonni (1) sistemaning golgan tenglamalariga ketma-ket tadbiq etsak,
quyidagi ikkita sistemaning bittasiga kelamiz.



g X, +Cpp X, +C3Xg +.+Cp X, =0
X; +C, X, + CraXy + .0+ Cp X =
1 1272 1373 1n"*n dl X, + CpyXg + ..+ Cyy X, =d,
X, +C Xy +...+C, X, = :
2 ¥ CaXs 2n%n =72 L (2) yoki 3
........................................... X +. . +c.% =d
X, =d, p P”p”<n ”

(2) sistemaga uchburchak sistema, (3) ga esa pogonali sistema deyiladi.

Agar (1) sistema (2) ko’rinishdagi sistemaga keltirilsa, u holda (1) sistema
birgalikda bo’lgan sistema bo’lib yechimi yagona bo’ladi. Agar (1) sistema (3)
ko’rinishdagi sistemaga keltirilsa u holda (1) sistema birgalikda bo’lib, yechimi
cheksiz ko’p bo’ladi.

Misol. 1)
2Xx +7x +13x =0
3x +14x, +12x, =18
5x +25x, +16x =39

Yechish. a;;=2#0 bo’lgani uchun birinchi tenglamani 2 ga bo’lamiz.

7 13
X1+EX2 +?x3 =0

3x, +14x, +12x, =18
SX, + 25X, +16X%, =39

Bu sistemaning 1-tenglamasini (-3) ga ko’paytirib 2-tenglamaga, (-5)ga ko’paytirib
3-tenglamaga qo’shsak

7 13
X1+EX2 +?x3 =0

Endi dyp = % #0 bo’lgani uchun 2-tenglamani % ga bo’lib , so’ngra uni % ga
ko’paytirib 3- tenglamadan ayirsak:
X, +Zx2 +Ex3 =0
2 2

15 36
Xz —7X3 -7 = X1=-4; Xo=3; X3=-1.

3,3
7% 7

2)



X +2x,-4x =1
2X + X, —5x =-1
X—X%—X=-2

1-tenglamani (-2) ga ko’paytirib 2-tenglamaga, (-1) ga ko’paytirib

X +2x,—-4x =1
3-tenglamaga go’shsak -3x%+3x%=-3 = ¥ 2% - 4% _1}
X% —x%=1
-3Xx,+3x =-3

Xo=1+X3; X1=1-2-2X3+ 4X3-= 2X3-1.
Shunday qilib  x;=2x3-1; X,=1+X3,
Demak berilgan sistema cheksiz ko’p yechimga ega ekan, chunki x; ga ixtiyoriy
son berib, X1, X, larning cheksiz ko’p giymatlarini hosil gilamiz.

Ba’zi hollarda (1) chizigli tenglamalar sistenasini Gauss usulida
kengaytirilgan matritsa yordamida yechish magsadga muvofig bo’ladi.

Buning uchun (1) sistemadagi noma’lumlarning oldidagi koeffisientlaridan
va 0zod hadlaridan tashkil topgan quyidagi kengaytirilgan matritsani tuzamiz:

a; A, ... &, |b

A= a21 a'22 aZn bz
4)

aml am2 amn bm

So’ngra elementar almashtirishlar yordamida (4) matritsa quyidagi ko’rinishdagi
birlik matritsaga keltiriladi.

1 00...0 ¢,
0 10...0|¢,
—————— - (5)
0 00..1]c,

Bu holda sistema yagona yechimga ega bolib, x;=c;, x,=c,, x3=c3-...,
Xp=c, ko’rinishda bo’ladi.

Eslatma:

1. Agar elementar almashtirishlar natijasida (2) matritsa biror yo’lining barcha
elementlari nol bo’lsa, u holda bu yo’Ini tashlab yuborish mumkin. Bu holda
berilgan sistema cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.

2. Agar elementar almashtirishlar natijasida (2) matritsaning biror yo’l
elementlari (0 O......... 0 |c) ko’rinishda bo’lsa, sistemaning yechimi



mavjud bo’Imaydi. Ya’ni sistema birgalikda bolmagan sistema
deyiladi.

1-misol.
X, +4x, +2x; =-1
2x;, = 3x, + x3 =—1
x; —4x, =-5
Echish. Endi elementlari noma’lumlarning oldidagi

koeffisientlardan Ba ozod hadlardan tuzilgan kengaytirilgan matrisa
tuzaylik:

1 4 2|-1
2 -3 1| -7
1 -4 0|-5

Birinchi yo’l elementlarini -2 ga ko’paytirib, ikkinchi yo’l

elementlariga, -1 ga ko’paytirib uchinchi yo’l elementlariga
go’shamiz:

1 4 2|-1

0 -11 -3| -5

0 -8 -2|-4

Ikkinchi yo’l elementlarini -1—11 ga, uchinchi yo’l

elementlarini -% ga ko’paytirsak,

1 4 2| -1
0o 1 3| >
1| 11
o 1 | %
4l 2

kelib chiqadi.
Ikkinchi yo’l elementlarini -4 ga ko’paytirib, birinchi yo’l
elementlariga, -1 ga ko’paytirib, uchinchi yo’l elementlariga qo’shsak:

1 o 0. 3
11 11

0 1 2| 21| tosil bo’ladi.
11 11

0o o -4 L
44 22

Uchinchi yo’l elementlarini -44 ga ko’paytirsak,



1 0 —|-=
1] 11
11| 11

hosil bo’ladi.
Uchinchi yo’l elementlarini —1—31 ga ko’paytirib, ikkinchi yo’l

elementlariga, so’ngra, -% ga ko’paytirib, birinchi yo’l

elementlariga qo’shsak,

hosil bo’ladi.
Bundan x;=-1; x,=1; x3=-2 ekanligi kelib chiqadi.

2-misol.
X, +2x,4+3x; =-1
X, —3x, —2x;, =3
2X, — X, + X3 =2
Echish.
1 2 3|-1
1 -3 -2| 3
2 -1 1| -2

Birinchi yo’l elementlarini -1 ga ko’paytirib, ikkinchi yo’l
elementlariga, so’ngra -2 ga ko’paytirib, uchinchi yo’l elementlariga
qo’shamiz:

1 2 3 |-1
0 -5 -5| 4
0 -5 -5 0

Ikkinchi yo’l elementlarini -1 ga ko’paytirib, uchinchi yo’l
elementlariga qo’shsak,

1 2 3|-1
0 -5 -5 4
0O 0 0]-4

hosil bo’ladi.



Elementar almashtirishlar natixkasida oxirgi yo’l elementlari
(0 0 0 |-4) ko’rinishga kelib qoladi. Bunday holda berilgan

sistemaning echimi masxud bo’lmaydi. Demak, berilgan sistema
birgalikda emas.

3-misol
X +2x,—4x; =1
2x, +x, —5x; =-1
X=X, =Xy =—2
Echish.
1 2 -4|1
2 1 -5|-1
1 -1 -1|-2

Birinchi yo’l elementlarini -2 ga ko’paytirib, ikkin-chi yo’l
elementlarini -1 ga ko’paytirib, uchinchi yo’l elementlariga qo’shsak:

1 2-1|1
0 -3 3|/-3
0 -3 3|-3

hosil bo’ladi.
Ikkinchi yo’l elementlarini -1 ga ko’paytirib, uchinchi yo’l
elementlariga qo’shsak,

1 2 -1|1
: 1 2-1|1
0 -3 3|/-3 yoKi
0 -1 1/-1
0 0 0] O

hosil bo’ladi. Bundan ko’rinadiki, berilgan sistema cheksiz ko’p
echimga ega ekan.



4.4. Matritsalar yordamida chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechish.

Qulaylik uchun uchta noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini
ko’raylik.
dpX tapX, +azX =0
AnX +aypX, +dxX =0

Ay X +apX, tasX, =0

Elementlari noma’lumlarning koeffisiyentlaridan, noma’lumlardan va ozod
hadlardan tuzilgan quyidagi matritsalarni ko’raylik.

all alZ alS )q Cl
A= aZl a22 a23 ! X= )(2 ! C= CZ
aSl a32 a33 )(3 C3

Bu holda (1) sistemani quyidagicha yozish mumkin.

all alZ 313 )q Cl
ay d, ayu|X| X |=|lc | = AX=C (2).
aSl aSZ 333 )(3 03

Agar A matritsa maxsusmas matritsa bo’lsa, u holda unga teskari bo’lgan A’
! matritsa mavjud bo’ladi. Shuning uchun (2) ning har ikkala tomonini A™ga
ko’paytirsak
A(AX)= A'C = (ATA)X=A'C
Agar ATA=AA" =E va EA=AE=A tengliklarni e’tiborga olsak
(A'AX=A'CEX=A'C = X=A'C (3),
(3) (1)-sistemaning yechimini ifodalaydi.
Misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda yeching:

3x, —x, =5
-2x+x,+Xx=0
2x, —x, +4x =15

Yechish. Sistemani matritsa ko’rinishida yozaylik:
3 -1 0 X 5
-2 1 1X|x|[=|0
2 -1 4) (x) |15

3 -10 3 -10
=|-2 1 1|, detA=|A|=|-2 1 1|=50
2 -1 4 2 -1 4

Demak A matritsa uchun A™ matritsa mavjud. Berilgan A matritsa
elementlarining algebraik to’ldiruvchilarini hisoblab teskari matritsani topamiz



1 4/5 -1/5
A'=|2 12/5 -5/3
0 1/5 1/5
Endi (3) formulaga asosan

x) (1 4/5 -1/5
x, |=|2 12/5 -5/3
X

2
=1
0 1/5 1/5 )\15 3

X1=2; Xo=1; X3=3 .

Adabiyotlar.
1.[1] 55-60 betlar.
2. [2] 43-48; 87-90 betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.
Tenglamalar sistemasi ganday masalalarni yechishda ishlatiladi?
Sistemani yechish usullari, ularni bir-biridan farqi.

Qanday holda sistema cheksiz ko’p yechimga ega?

H w np e

Qanday almashtirishlar natijasida berilgan tenglamalar sistemasiga teng

kuchli bo’lgan sistema hosil bo’ladi?

o

Gauss usulini mohiyati nimadan iborat?

6. Anig sistema nima?



5-MAVZU.

VEKTORLAR ALGEBRASI
a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi
1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:Vektorlar algebrasi.

3.Mavzuga oid o'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga vektorlar algebrasi xagida umumiy
tasavvurni berish , ularda tekislik va fazoda vektorlar algebrasi hagida bilim,
ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Vektor, vektorning boshi, oxiri (uchi), vektorlar.
Vektorlarni qo’shishdagi uchburchak va parallelogramm qoidalari. Vektorning
proyeksiyalari, chiziqli bogliqli va chiziqli bog’ligsiz vektorlar. Bazis.
Yo’naltiruvchi kosinuslar. Vektorning koordinatalari. Vektorlar orasidagi burchak.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:
Vektorlar. Vektorlarni qo’shishdagi uchburchak va parallelogramm qoidalari.
Vektorning proyeksiyalari, chizigli bog'ligli va chizigli bog ligsiz vektorlar. Bazis.
Yo’naltiruvchi kosinuslar. Vektorning koordinatalari. Vektorlar orasidagi burchak
va parallelik,perpendikulyarlik shartlari. Skalyar ko’paytma. Vektor ko’paytma.
Uchta vektorning aralash ko’paytmasi xagida tushunchalar hosil gilish.




b) Matnlar

Tayanch so’zlar: Vektor, vektorning boshi, oxiri (uchi), vektorlar.
Vektorlarni qo’shishdagi uchburchak va parallelogramm qoidalari. Vektorning
proyeksiyalari, chiziqli bogligli va chiziqli bogligsiz vektorlar. Bazis.
Yo’naltiruvchi kosinuslar. Vektorning koordinatalari. VVektorlar orasidagi burchak.

5.1. Vektor.

1-ta’rif. Anig yo’nalishga ega bo’lgan chekli kesmaga vektor deyiladi.

a _~B
/

A nugtani vektorning boshi, B nugtani esa vektorning oxiri yoki uchi deyiladi.
Odatda vektor =z Yyoki « ko’rinishda yoziladi. Kesmaning uzunligi 7z

vektorning modulini ya’ni son giymatini ifodalaydi va |4z| yoki |§| ko’rinishda
yoziladi. Vektor degan so’z asli lotincha bo’lib, ko’chiruvchi, siljituvchi yoki
tortuvchi degan ma’noni bildiradi.

2-ta’rif. Agar vektorlar bitta to’gri chiziqda yoki parallel to’gri
chiziglarda yotsa, bunday vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi.

Kollinear so’zi lotincha «com» ya’ni birgalikda yoki umumiy ma’nosidagi
va «Linia» ya’ni chizig ma’nosidagi so’zlardan tuzilgan bo’lib, «chizigdosh»
degan ma’noni bildiradi.

3-ta’rif. Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlarga
komplanar vektorlar deyiladi.

4-ta’rif. Har ganday ava b vektorlarning
1) modullari teng bo’lsa;
2) kollinear bo’lsa;

3) yo’nalishlari bir xil bo’lsa, uholda = b deyiladi.
5-ta’rif. Uzunliklari teng bo’lib, yo’nalishlari  garama-garshi bo’lgan
vektorlarga garama-qarshi vektorlar deyiladi.

5.2. Vektorlar ustida chizigli amallar.

Vektorlarni go’shish, ayirish amallari o’rta maktab dasturidan ma’lum
bo’lgan uchburchak va parallelogramm goidalariga asosan amalga oshiriladi.



Vektorni songa ko’paytirish. a vektorni biror o haqiqiy songa ko’paytirganda shu
a ga kollinear bo’lgan b vektor hosil bo’lib, uning uzunligi |b|= |oc||g| ga teng
bo’lib, yo’nalishi esa o >0 bo’lsa, a vektor yo’nalishi bilan bir xil , o <0 bo’lsa,
Zyo’nalishiga garshi bo’ladi. Vektorlarni songa ko’paytirish qoidasidan
ko’rinadiki 5=a.abo’lsa « va b vektorlar kollinear vektorlar va aksincha.

Demak « va b vektorlarning kollinear vektorlar bo’lishi uchun b=aa tenglik
o’rinli bo’lishi zarur va kifoya.

5.3. Vektorlarning o’qqga proyeksiyasi.

Proyeksiya so’zi lotincha «projectiv» so’zidan olingan bo’lib, «tasvir» yoki
«soya» degan ma’noni bildiradi. Biror A nuqtaning u o’qdagi proyeksiyasi deb,
shu nugtadan u o’qga tushirilgan perpendikulyarning A; asosiga aytiladi va
quyidagicha yoziladi

B
A B A/ﬁ
| | u ] | u
A, B, o A B,

Pr,A=A;, Pr,B=B; TBvektorning 0’qdagi geometrik proyeksiyasi deb, vektor
boshining proyeksiyasi bo’lgan A; dan uchining proyeksiyasi bo’lgan B; nugta

—

tomon yo’nalgan AfB1 vektorga aytiladi. Pr, AB= AB,

Har ganday vektorning biror o’qdagi geometrik proyeksiyasi vektordir, lekin
uning algebraik miqgdori biror aniq sondir. Shuning uchun vektorning proyeksiyasi
deb shu son gabul gilinadi.

Demak Kﬁl vektorning uzunligi AB vektorning u o’qdagi proyeksiyasi deyiladi.

Agar A; va B; nugtalarning koordinatalarini mos ravishda x;,X, desak Pru@=x2 -
X1 bo’ladi.

Teorema. Zvektorning u o’qdagi proyeksiyasi shu vektor uzunligini, shu
vektor bilan u 0’q orasidagi ¢ burchak kosinus ko’paytmasiga teng bo’ladi:

Pr uZ=|Z|coscp

v



chizmadan: |AC|=| AB|cose=| « [cose, |ACIZ|AB,|,

pry AB=| A B, |=| AC|=| ABlcosp => prya =|a [cosg.
Agar ¢ burchak o’tkir bo’lsa proyeksiya musbat, ¢ burchak o’tmas bo’lsa,
proyeksiya manfiy bo’ladi. Bizga OA=a va OB=b vektorlar berilgan bo’lsa,
PraE:|B|cosm, PrbZ:|Z|c03(p tengliklarning o’rinli ekanliklarini ko’rsatish
mumkin.

Vektor koordinatalari deganda vektorning uchi bilan boshining bir xil

koordinatalari ayirmalariga shu vektorning koordinatalari deyiladi va quyidagicha
yoziladi

a ={XXs; Y-y}
Vektor koordinatalar kvadratlarining yisindisidan olingan kvadrat ildizga
vektor uzunligi deyiladi.

a6 = %)% + (Y, — ¥2)°

5.4. Chiziqli bogligli va chizigli bogligsiz vektorlar.

1-ta’rif. Agar A, Zl+ Ao 22+ N ™ Zn=0 (1) A1, A2,..., Ay larning hammasi
bir paytda nolga teng bo’Imagan holda o’rinli bo’lsa , u holda

> >

Zn vektorlarga chiziqli bogligli vektorlar deyiladi.

2-ta’rif. Agar (1) tenglik fagat A,;=A,=...=A, =0 bo’lganda o’rinli bo’lsa, u
holda 21, 22 ,,,,, Zn vektorlarga chiziqli bogligsiz vektorlar deyiladi.

Tekislikdagi har ganday ikkita vektorning chizigli bogligli bo’lishi uchun
ularning kollinear vektorlar bo’lishi zarur va kifoya. Fazodagi har ganday uchta
vektorning chiziqli bogligli bo’lishi uchun , ularning komplanar vektorlar bo’lishi
shart.

Tekislikdagi har ganday ikkita vektorning va fazodagi har ganday uchta
vektorning chiziqli bogliksiz vektorlar bo’lishi uchun ularning mos ravishda
kollinear va komplanar vektorlar bo’Imasliklari zarur va kifoya.

5.5. Vektorni bazislar bo’yicha yoyish.

1-ta’rif. Tekislikdagi bazis deb ikkita kollinear bo’Imagan, ya’ni chizigli
bogligsiz 21, 22 vektorlarga aytiladi.

1-teorema. Tekislikdagi biror 2 vektorning 21 va 22 bazislar orqali
yoyilmasi a= 421+ A, a» ko’rinishda bo’lib, yagona bo’ladi.



2-ta’rif. Fazodagi bazis deb, undagi har ganday uchta komplanar bo’Imagan,
ya’ni chiziqli bogligsiz bo’lgan 41,22, vektorlarga aytiladi.
2-teorema. Fazodagi biror a vektorning a1, a»,as bazislar orgali yoyilmasi

a=har+ Ay arthsas  (2)
ko’rinishda bo’lib, yagona bo’ladi.

Endi dekart koordinata sistemasidagi bazis va ular bo’yicha vektorlarni
yoyishni ko’raylik. Dekart koordinata sistemasida  Ox, Oy, Oz o’glar

yo’nalishida mos ravishda uzunliklari birga teng bo’lgan T,T,Q vektorlarni
17 |=| 1=k |=1 olaylik. Uzunliklari birga teng bo’lgan vektorlarga birlik vektor
yoki ort deyiladi. Bu vektorlar o’zaro perpendikulyar bo’lib komplanar

bo’Imagani uchun, ya’ni chiziqli bogligsiz vektorlar bo’lgani uchun bazislarni
tashkil giladi. Shuning uchun ularga dekart ortogonal bazislar deyiladi.

> o —5

a = OB+ 0D+ OE z £
oBva i ; oDva | ; OEva k vektorlarning A
kollinear vektorlar ekanligini e’tiborga olsak S
OB=Mi : OD=M\;j . OE=Ask Kelib chigadi A
a=hii+M; j+Ask  vektorning koordinata O i/ D ‘y >
| A

o’glaridagi proyeksiyalarini  mos ravishda

ProxOA=a,= Ay , ProyOA=ay= Az, Pro;OA=a = A3 desak

a :axf+ ayT +aZE formula kelib chigadi.
Agar a vektorning koordinata o’qlaridagi proyeksiyalarini x,y,z desak,

a:x7+yf+z§ yoki a={X,y,z},

a=(x1) i+ (VoY1) i +Hzzz) K yoki a= {xex Yry1z221}
ko’rinishlarda ham yozish mumkin.

5.6. Vektorlarning yo’naltiruvchi kosinuslari.

Zz{x,y,z} vektor Ox,0y,0z koordinata o’qlari bilan mos ravishda «,p,y
burchaklar tashkil gilsin.

Ta’rif. « vektorning koordinata o’qlari bilan hosil gilgan burchaklar

kosinuslariga ya’ni coso ,cos[3,cosy larga a vektorning yo’naltiruvchi
kosinuslari deyiladi.
Proyeksiyalash goidalaridan foydalansak chizmadan ko’rinadiki



- -
X=a,=Prox a =| a |cosa , COSat = =7 = =
a Xy +z°

z a
Y
B y
Y:ay:proYZ:|Z|cos[3 cos 3 _y__ Yy X'/u

yA z

Z=a,=proz a =| a [cOSY COSy = = = ===
a Xy 4z’

Misol. A(1,2,3) V(2,4,5) bo’lsa, a=AB vektorning yo’naltiruvchi kosinuslarini
toping.
Yechish. @:{1;2;2} : |;\E’|=3 , cosa=1/3 ; cosp=2/3 ; cosy=2/3.

5.7. Kesmani berilgan nisbatda bo’lish.

A(X1, Y1, Z1) N(xLy,Z) B(X2, Y2, gz)

X=?, y=7?, z=?

AN

-—

NB
AN ez NB vektorlarning kollinearlik shartidan

AN =ANB = (X-X1) | +(y-Y1) | +(z-21) K=2-[(xzX) | +(Y2-y) | +(z2-2) K]

—

1 => AN=ANB.

_)(1+le ] _yl+/1y2 ] z_zl+/1z2
1+ 1+4 1+ A
xususiy holda A=1 bo’lsa, x:% ; y:% ; z=¥

5.8. Skalyar ko’paytma.

1-ta’rif. « va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi deb, shunday songa
aytiladiki, bu son shu vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi

ko’paytmasiga teng bo’ladi va odatda ab yoki (Z B) ko’rinishda yoziladi.



Demak ta’rifga ko’ra a B:|Z||B|c05cp ; cp:Z"B
Misol. |a|=3, |b|=2, 9=60° bo’lsa (a B)=3~2-%=3
Skalyar ko’paytmani quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

2-ta’rif. Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi deb, ihtiyoriy bittasining
uzunligini ikkinchisining birinchi vektor yo’nalishidagi proyeksiyasi bilan

ko’paytmasiga aytiladi. PraE=|E|COS(p yoki Prb2:|2|cos(p tengliklardan
foydalansak

a b=al|blcose=|a|Pr.b=|b| Prya; Preb=22: Pryq=22
|al b

Skalyar ko’paytmaning fizik ma’nosi: F kuchning moddiy nugtani s masofaga

ko’chirgandagi bajargan ishdir. A=F-s yoki A:|E||§|cos(p.
Skalyar ko’paytmaning xossalari.
1. a-b=b-a 0’rin almashtirish xossasi.
2. (Z+B)Z=Z c+b e tagsimot xossasi.
3. /1-(2-3):(/1-5)-3:5-(1-3) guruhlash xossasi.
4. Agar a va b vektorlar bir xil yo’nalishdagi kollinear vektorlar
bo’lsa, ZE:|Z||E| chunki cos 0=1.
Agar garama-garshi yo’nalgan bo’lsa, ZB=—|Z||B| chunki co0s180°=-1.
5. aa=|al|lalcosO=|af = a’=|af
6. a perpendikulyar b bo’lsa, « b=0 bo’ladi.

Eslatma. 5 va 6 xossalardan foydalanib 7,?,? birlik vektorlarning skalyar
ko’paytmalarini ko’rsak

T'T =
i
tengliklarning o’rinli bo’lishi ravshan.
Skalyar ko’paytmaning koordinatalari orgali ifodasi.
Agar Z:{xl, Vi, Z1}, B:{xz, Y, Zo} vektorlar koordinatalari orgali berilgan
bo’lsa, a-b ni hisoblaylik.

ab ={ xlf +y1 T +2; K )(X2 i +Y, T +2; K )=(eslatmaga ko’ra)= X1 Xo+Yy1Y,+21Z,
Demak koordinatalari bilan berilgan ikkita vektorning skalyar ko’paytmasi mos
koordinatalari ko’paytmalarining yigindisiga teng bo’lar ekan.

a va b vektorlar yigindisi esa quyidagicha hisoblanadi:

- —
a + b={X1+Xp; Y11V>; Z1+ 25}



5.9. Ikki vektor orasidagi burchak va parallelik,
perpendikulyarlik shartlari.

Agar a va b vektorlar orasidagi burchakni ¢ desak bu vektorlarning
skalyar ko’paytmasidan

- -
a-b
.

— (@
lal-[b]

ikki vektor orasidagi burchak kosinusini hisoblash formulasi kelib chigadi.

s B=|Z||B|COS(p = CO0S¢ =

Agar Zz{xl, Y1, 21}, Bz{xz, Y, Z,} koordinatalari bilan berilgan bo’lsa,
XlXZ + y1y2 + ZlZZ (2)

VE+Y+Z B+ +2
Agar alb bo’lsa, gpz% bo’lib cose =0 bo’ladi va (2) dan

CoSs @ =

X1Xo+Y1Yo+Yy1Yo+21Z, =0 3)

(3) ikki vektorning perpendikulyarlik sharti. Agar ava b vektorlar parallel bo’lsa,
u holda bu vektorlarning kollinearlik shartidan ya’ni 2=\b dan
X1 i +y1 T +2, K = ( XZT +y, T +2, K ) =>X1=AXo ; Y1=AYo § Z1=AZ; .

XN _NHh_4a (5)

X V. 4
(5) ikki vektorning parallelik sharti.
2z
3
(a+b)’=a?+2(a b)+b? =9-12+16=13

Misol. [a|=3, |b|=4 , ¢ = a b=2Z bo’lsa (a+b)>=q,

5.10. Vektor ko’paytma.

Ta’rif. « vektorning b vektorga vektor ko’paytmasi deb , quyidagicha
aniqlanadigan shunday c vektorga aytiladi:

A

1. ¢ vektorning moduli son jihatidan tomonlari a va b vektorlardan
b

tuzilgan parallelogramning yuziga teng |Z|:|Z||B|sin(p ,(p=§
2. ¢ |a,c |b.
3. ¢ vektorning musbat yo’nalishi shundayki, agar c vektorning uchidan

(oxiridan) garalsa, « vektordan b vektorgacha bo’lgan eng gisqa masofa soat
strelkasi aylanishiga garama-garshi yo’nalishda bo’ladi.

Vektor ko’paytma [Z B] yoki axb ko’rinishlarda belgilanadi.



Se=|c[=|la b][=|allb]sing c
1,.2 1,2, .
Such=§|[a b]|=5|a||b|sm(p b S

Vektor ko’paytmaning xossalari.

1.[ab]=[b a].

2. avab vektorlar parallel bo’lsa , axb=0.

3. Maxb)=(La)x b=ax (Ab)

4. Zx(5+g)=2x5+2x3.

Endi 1,2 xossalardan foydalanib T,T,E birlik
vektorlarning vektor ko’paytmalarini chigaraylik.

—

2-xossaga ko’ra ixi :TXT:EXE:O ekanligi ravshan.

[CI=ILT 311 Tl i Isin 2 =1
Ikkinchi tomondan TXT:Z bu vektor i va T vektorlarga perpendikulyar
bo’lib z 0’gining musbat yo’nalishi bo’yicha yo’nalgan va i dan T gacha eng
gisqa masofa soat strelkasiga garshi yo’nalgan bo’ladi. Demak bu vektor c=k
ekan, i x T:E xuddi shuningdek golganlarini yozsak:

i x I—O,Ixj:k,le:-T,
Tx?:-E,TxTZO,TXKZT,
Kxi=],Kxj=i, kxk=0

Koordinatalari bilan berilgan vektorlarning vektor ko’paytmasi.

Z:{xl, Y1, Z1} va ZXB:{XZ, Yo, Zo}  vektorlar berilgan bo’lsin.

aXb=(Xg ity j+zok)X(Xo i Y5 j +Zok )=(Y122-21Y>)

2 - - 2|7 |Z X, 72 X -
I+(-X122+21X2) ]t (X]_yg-y1X2) k= Y il ! ]+ 1 N k,
2 2 ZZ X2 XZ y2
i j K
axb=x vy, 1z, ko’rinishda ham yozish mumkin.
XZ y2 ZZ

Misol. o={2:5:7}, b={1:2:4}, |[a b]|=q
ZXBZG?-T-E; |[ZB]|:«/36+1+1=\/§



5.11. Uchta vektorning aralash ko’paytmasi.

a={x1, Y1, 1}, b={%e, V2, 2} Va ¢ ={X, y3, Zs}
vektorlar berilgan bo’lsa, bu vektorlarning aralash ko’paytmasi deb , aXb vektor

ko’paytma bilan c vektorning skalyar ko’paytmasiga aytiladi va odatda (ZXB)Z
ko’rinishda yoziladi

> o 2> |z, x|» |x - S
axb=t Al Myt ylk,C:X3l+y3j+23k,
y2 22 ZZ X2 X2 y2
- - - Z X, =2 X - - - -
(axb)e=(" 2" Tl ) (a0 +ys | +25K )=
y2 ZZ 22 X2 X2 2
X N 4
N a 1 XA X N, —
ly, ZX3+Z Xy3+X yZS—XZ Yo 4
2 2 2 2 2 2
X5 N 4

Aralash ko’paytmaning geometrik ma’nosi girralari berilgan Z,B,Z vektorlarning
modullaridan tashkil topgan parallelopepedning hajmini ifodalaydi.

Fazodagi ixtiyoriy Z, B,Z vektorlarning komplanar vektorlar bo’lishi
uchun ularning aralash ko’paytmasi nol bo’lishi zarur va kifoya.

Misol. Uchlari O(0;0;0) , A(5;2;0), B(2;5;0) , C(1;2;4) nuqgtalarda bo’lgan
parallelopipedning hajmini toping.

5 2 0
V =(04x0B)-0C=12 5 0] =84 kub birlik.
12 4
Adabiyotlar.

1. [1] 8-23, 30-38 -betlar.
2.[2] 49-65 -betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

Vektor proyeksiyasi nima?

anday vektorlarni chiziqli bogli deymiz?

Bazis nima?

Vektorlar ustida ganday amallar bajarish mumkin?
Vektorning koordinatalari ganday aniglanadi?
Komplanar vektorlar nima?

Skalyar va vektor ko’paytmalarning farqi.

Vektor ko’paytmaning geometrik ma’nosi.

. Aralash ko’ paytmanmg geometrik talgini.

O Vektorlarning o’zaro joylashuvi skalyar ko’paytma orgali ganday
aniglanadi?

'—‘CO.OO.\‘.C”.U"PPO!\’!—‘



6-MAVZU.
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA.
a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan
magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:Tekislikdagi analitik geometriya.

3.Mavzuga oid o'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994,
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga tekislikda to g ri chizig tenglamalari
va egri chiziq tenglamalari xagida umumiy tasavvurni berish , ularda to g ri chiziq
egri chizig tenglamalarining turlari va ular orasidagi tafavvutlar hagida bilim,
ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: Burchak koeffisiyent, burchak, parallel, perpendikulyar,
kesma. vektor. Kollinear, normal vektor, yo’naltiruvchi vektor, normal tenglama,
kanonik tenglama, normallovchi ko’paytuvchi. Fokuslar, o’qlar, ekssentrisitet,
direktrisa, fokal radiuslar, asimptotalar.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv_magsadi: To'gri chizig tenglamalari
turlari hagida, normal vektor, burchak koeffisiyentli, kesmalar bo’yicha,
parametrik va normal tenglamalar, ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri tenglamasini
tuzish va aylana, ellips, giperbola, parabola tenglamalarini topa olish xagida
tushunchalar hosil gilish.




b) Matnlar

Tekislikdagi to’gri chiziqg tenglamalari.

Umuman aytganda F(x,y)=0 (1) ko’rinishdagi tenglama tekislikda biror
chizigni ifodalaydi va aksincha tekislikdagi har ganday chizig tenglamasi (1)
ko’rinishda bo’ladi.

Agar (1) da x, y lar birinchi darajada gatnashsa, u holda (1) tenglama albatta
biror to’gri chizigni ifodalaydi. Agar x, y lar birinchi darajadan yuqori darajada
gatnashsa, u holda (1) tenglama albatta biror egri chizigni ifodalaydi.

6.1. To’gri chizigning burchak koeffisiyentli tenglamasi.

Ox 0’gining musbat yo’nalishi bilan ¢ (¢ ¢%) burchak tashkil gilib, Oy

o’qidan b kesma ajratib o’tuvchi to’gri chiziq tenglamasini tuzaylik. Bu to’gri
chiziqg tenglamasini tuzish degan so’z wundagi ixtiyoriy M(X,y) nugta
koordinatalarini o’zaro boglovchi tenglamani topish demagkdir.

OB=b, AM= y—- b, AB=x, AABM dan y

o :be = Yy=xtgop+b, tge=k desak M(X;y. _

y=kx+b. (1) to’gri chizigning burchak

koeffisiyentli tenglamasi deyiladi. B(0;b), <le——A(x;b)

k=tgo (2) to’gri chizigning burchak 0 X S
0

koeffisiyenti deyiladi.
k=0 bo’lsa, y=b; b=0bo’lsa y=kx bo’ladi.

Misol. b=-2, k=45° bo’lsa, to’gri chiziq tenglamasi y=x-2 b
o’ladi.

6.2. To’gri chizigning umumiy tenglamasi.

Ax+By+C=0 (1) ko’rinishdagi birinchi darajali tenglamaga to’gri
chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

1. Agar (1) da C=0 bo’lsa, Ax+By=0 bo’lib koordinata boshidan o’tgan
to’gri chizigni ifodalaydi.

2. Agar (1) da A=0 bo’lsa, By+C=0* y=-C/B bu esa (0,-C/B) nuqgtadan
0’tib Ox o’qiga parallel bo’lgan to’gri chiziqdir.

3. Agar B=O bo’lsa, x = —% bo’lib Oy o’qiga parallel to’gri chiziq bo’ladi.

4. C=0, B=0 bo’lsa, Ax=0 =x=0 -bu Oy o0’qining tenglamasi.
5. C=0 A=0 bo’lsa, By=0 = y=0 - bu Ox 0’qgining tenglamasi.



Misol. 2x+3u +7=0 umumiy tenglamani burchak koeffisyentli ko’rinishda yozing.
2x+3y+7=0, 3y=-2x-7, y=-2x/3-7/3; k=-2/3; b=-7/3.

6.3. IkKki to’gri chiziq orasidagi burchak va ularning
parallellik, perpendikulyarlik shartlari.

Bir - biri bilan kesishadigan L, L, to’gri chizigqlarning tenglamalari mos
ravishda

Ll: Y= k1X+b1 Yy

L,: Y= Kox+b, 1 2

bo’lsin. tg ¢=?

Chizmadan @, =@+ @1, @ =@2- @1 ¢y Ly
190, —

9o = tglp, - p,) =22 _T 1

1+ 99,190, I
tg(p1:k1 , tg(p2:k2 /
ekanliklarini e’tiborga olsak »X

1o =2 =K (1) ikki to’ gri chiziq orasidagi burchak.
1+ Kk,
Agar 0< ¢ <90° bo’lsa, tgp>0 ; 90° < ¢ <180° bo’lsa, tgp <0 .
Agar Ly, L,to’gri chiziglar parallel bo’Isa =0 bo’lib tge=0 bo’ladi.
Bu holda (1) dan ko-k;=0 )
(2)-ikki to’gri chizigning parallellik sharti.
Agar L; L,to’gri chiziglar perpendikulyar bo’lsa, =90 bo’lib

P2=¢ +¢1=90+0¢1; tgp,= tg(90+@,)=-ctge, = 1 . tgpo=- 1 g=-tL yoKi
gy, gy, kl
(3)

(3) ikki to’gri chizigning perpendikulyarlik sharti.

Misol. 1)3x+y-6=0 x+2y+1=0 to’g’ri chiziglar orasidagi burchak

¢ =45°,
2) My (-3;1) nugtadan o’tib 2x+y-3=0 to’gri chiziqga perpendikulyar bo’lgan to’gri
chizig tenglamasi X-2y+5=0 bo’ladi.



6.4. Berilgan nuqtadan o’tib, berilgan vektorga
perpendikulyar bo’lgan to’gri chiziq tenglamasi.

xOy tekisligidagi biror L to’gri chiziqgda yotgan M;(X;,y;) nuqta va bu to’gri
chizigga perpendikulyar bo’lgan ﬁzA?+BT vektor berilgan bo’lsin. N vektorga
L to’gri chizigning normal vektori deyiladi. L to’gri chizigning xOy tekislikdagi
holati My(xy,y1) nugta va ﬁ:{A,B} normal vektorlarning berilishi bilan to’liq

aniqlanadi.

L to’gri chizigda biror M(X,y) nuqta olaylik va bu nuqta koordinatalarini o’zaro
boglovchi shu to’gri chizigning tenglamasini chiqaraylik.

N=Ai+B] va MM =(x-X1) i +(y-y1) }
vektorlar perpendikulyar bo’lgani

uchun ularning skalyar ko’paytmasi
nol bo’ladi.

N-M,M =0 dan (A7 +B [)((xx) T +(y-y1) 1)=0,
A(X-X1)+B(y-y1)=0
izlanayotgan to’gri chiziq tenglamasi.

Misol. M(-1,3) nugtadan o’tib ﬁ:27-3f vektorga perpendikulyar bo’lgan
to’gri chiziq tenglamasi 2x-3y+11=0 bo’lishi ravshan.

6.5. To’gri chizigning kanonik tenglamasi.

XOY tekisligidagi biror L to’gri chizigda yotgan M
biror M(X1,y1) nuqta va bu to’gri chiziqga parallel / S
bo’lgan yoki ustma-ust tushgan Ss—mi+ nT vector M,

berilgan bo’lIsin. s vektorni L to’gri chizigning /
yo’naltiruvchi vektori deyiladi. >
L to’gri chizigning holati My(X1,y;) nugta va 0 X

v

s= {m,n} larning berilishi bilan to’la aniglanadi.
L ustida M(x,y) nugta olsak A7, M va s vektorlar kollinear bo’lgani uchun
MM =2s=  (XX0) T +(y-y) j= 2mi+nj),

XX _ VW
m n

- to’gri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.



6.6. Berilgan ikki nuqtadan o’tgan to’gri chiziq tenglamasi.
Tekislikda berilgan My (X1 Y1), M2(X2Y2) nuqtalardan o’tgan to’gri chiziq

tenglamasini tuzaylik. L da biror M(x,y) nuqgta olib, 5= Mj\/l vektorni L to’gri
A

chizigning yo’naltiruvchi y

vektori sifatida olsak

MM =2 MM, =, (XX0) T +(y-y1) = A ™

e\ Ta(y v X=X _ V-0 M

=AM, =x)i+(y,—=y) j) = = 1 >
X=X Vo= N

-berilgan ikki nugtadan o’tgan to’gri chiziq tenglamasi. 0

X

Misol. My(1,2), M(2,3) nuqtalardan o’tgan to’gri chiziq tenglamasi.
X-y+1=0

6.7. Berilgan nuqtadan berilgan yo’nalishda
o’tuvchi to’gri chiziq tenglamasi.

xQy tekisligidagi Ox o’qining musbat yo’nalishi bilan ¢ burchak tashkil
qiluvchi biror L to’gri chiziq berilgan bo’lsa, bu to’gri chizigning holati shu ¢
burchak bilan shu to’gri chizigda yotuvchi biror M;(X3iy:) nugtaning berilishi bilan
to’liq aniqlanadi. L to’gri chizigning yo’naltiruvchi vektori sifatida shu L to’gri
chizigga parallel bo’lgan

>
I

cosa+sina ;|s|=1; [coso=cos(90%-a.)=sina ]

N
S =

birlik vektorni olaylik. L to’gri chiziq ustida

biror M(x,y) nugta olsak s va A;l_j\//vektorlar

kollinear vektorlar bo’lgani uchun D X

A;l_17l//=/1- s = (X-Xy) T+(y—y1) T :ﬂ-(?003a+rsina)

X— X, = AC0S - - - _
{ g L Pk, S U b/ ST i, WP ot/ SV VRSV

y-y,=Asina = cosa sina cosa  sina
(k= lga)

Bu tenglamaga berilgan nugtadan berilgan yo’nalishda o’tuvchi to’gri chiziq
tenglamasi deyiladi.



Misol. M(2,-1) nugtadan o’tgan Ox o’qi bilan « :% burchak tashkil giluvchi

to’gri chiziq tenglamasini toping. k= tga=+/3 ~3x— y—1-243=0.
6.8. To’gri chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi.

Koordinata o’glaridan mos ravishda

a va b kesmalarni kesib o’tuvchi to’gri y
chiziq tenglamasini chigaraylik. I1zlanayotgan “NF(0;b)
to’gr1 chiziq tenglamasini Ax+By+C=0 (1)
ko’rinishda olaylik. A=0, B=0, C=0,

A

deb, E(a,0), F(0,b) nuqtalar to’gri chiziqda X
yotgani uchun,bu nugtalar koordinatalarini (1) ga 0 NE(a;0)
qo’ysak
C C . N :
A= g B= ) kelib chigadi. Bularni (1) ga qo’ysak
XV
P 1 (2

to’gri chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi kelib chiqadi.

6.9. To’gri chizigning normal tenglamasi.

Izlanayotgan to’gri chiziq tenglamasini
g t JZ/ ~1 (1) ko’rinishida olaylik.

Koordinata boshidan to’gri chiziggacha
bo’lgan masofani OC=p deylik.
p masofa va « burchaklar berilgan bo’lsin.

u holda AOC uchburchakdan , a=—~—
COS«x

BOC uchburchakdan (%: cos(90° — &) = b=—F—

Sina

topilgan a,b larni (1) ga qo’ysak
XCOSa +ysina -p=0 (2)
to’gri chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Agar to’gri chizigning tenglamasi Ax+By+C=0 (3) umumiy ko’rinishda
berilgan bo’lsa , uni normal ya’ni (2) ko’rinishga keltirish uchun (3) ning har
ikkala tomonini normallovchi ko’paytuvchi deb ataluvchi L

—— = ga
2 +VA + B J



ko’paytirish kifoya . Ildiz oldidagi * ishora (3) dagi C ning ishorasiga teskari
olinadi.

A B C . ]
X+ + =0 (4) normal tenglama (2) bilan (4) ni
++/A? + B2 J_r\/A2+Bzy +J A+ B ) J @) 4)
solishtirsak
COSaZ#; Sina = ¢

B D=
+JA? + B A+ B P + A&+ B

Misol. 4x-3y-10=0 to’gri chizigning umumiy tenglamasini normal ko’rinishga
keltiring.

ﬂx—§y—2=0 -bu normal tenglama.

'5° 5

Yechish. u= t 1
16+9 5

6.10. Nuqtadan to’gri chiziqgacha bo’lgan masofa.

Tekislikda tenglamasi Ax+By+C=0 (1) bo’lgan L to’gri chiziq va My(Xo,Yo)
nuqta berilgan bo’lsin. M, nuqtadan to’gri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning
to’gri chiziq bilan kesishgan nuqtasini M;(X;,y;) deylik. Bu holda berilgan
Mo(Xo,Yo) nugqtadan L to’gri chiziqgacha bo’lgan masofa

N

d=M,M, =(Xo-X1) i +(Yo-y1) | vektorning moduliga teng bo’ladi. d va N
vektorlar kollinear vektorlar bo’lgani uchun ular orasidagi burchak yoki 0 yoki =
ga teng bo’lib, cose=+1 bo’ladi.

Shuning uchun ﬁ-5:i|ﬁ|-|5|cos¢:> ﬁ-5=|ﬁ|-|5| (2). Ay
Ikkinchi tomondan l:l)-a):(A_i)+B_j>)[(xo—xl)_i)+(yo—y1)_j)]

N-d =AXotBYo-(Ax1+By1) (3)

M;(X1,y1) nuqta L to’gri
chizigda yotgani uchun
Ax;+By;+C=0 , C=- (Ax;+By;) bu holda
(3) quyidagicha bo’ladi.

N-d =AX+Byo+C (4), |d|=d,N|=vAZ+B? L larni e’tiborga olib (2) va (4)
larning 0’ng tomonlarini tenglashtirsak

> o AX+BJ/+C . |AX+BJ/+C|
il N-d |—AXO+By0+C =q=""2 0 éxkn d= 0 0
tNA + B VA + B

izlanayotgan masofa formulasi kelib chigadi.

Misol. Uchlarining koordinatalari A(1,2); B(-2,1); C(2;3) bo’lgan uchburchakning
A uchidan tushirilgan balandlikning uzunligini toping.

Yechish. BC: x-2y+4=0 A nuqtadan BC to’gri chiziggacha bo’lgan masofa



11-2.2+4] 1

a — ~0,45
Vi+4 V5
Adabiyotlar.

1.[1] 39-40, 53-54 betlar.
2.[2] 120-129 Detlar.
QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

. Tekislikdagi chizigning tenglamasi ganday ko’rinishda yoziladi?
To’gri chiziglarning o’zaro joylashuvini ifodalovchi munosabatlar.
To’gri chizigning har xil tenglamalari.

Normallovchi ko’paytuvchi nima?

Ikkita to’gri chiziglar

To’gri chiziglar dastasining tenglamasining ko’rinishi.

Koordinata o’glarining tenglamalari.

© N o g &~ w -

Berilgan nugtadan berilgan yo’nalishida o’tuvchi to’gri chiziq tenglamasi
ganday ko’rinishga ega?

7-MAVZU
IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

7.1. Aylana.
Tayanch so’zlar: Fokuslar, o’qlar, ekssentrisitet, direktrisa, fokal radiuslar,
asimptotalar.

Ta’rif. Berilgan nuqtadan baravar uzoglikda yotuvchi nugtalarning geometrik
o’rniga aylana deyiladi.

Berilgan C(a,b) nugtadan R masofada turgan M(X,y) nugtani olaylik. Ikki
nugta orasidagi masofa formulasiga ko’ra
R=y(x-a)’ +(y- b’ = (x-a)+(y-b)’ =R* | markazi C(a,b) nuqtada radiusi R
bo’lgan aylana tenglamasi . Agar C(0,0) bo’lsa, x*+y* =R? bo’ladi.

Misol. 2x*+2y?-8x+5y-4=0 aylananing markazi va radiusini toping.
25_121 2_121 Rlel ; C(2;-§).

2 Sy\2_ 2 5
2y +(y+ ) =244+ 5= = (X2 +(y+7)=75

7.2. Ellips va uning tenglamasi.



1-ta’rif. Har bir nugtasidan fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo’Igan masofalarining yigindisi o’zgarmas bo’lgan nuqtalarning geometrik
o’rniga ellips deyiladi.

Fokuslarini Fy(-c,0), F»(c,0) desak , ular orasidagi masofa 2c bo’lib
0’zgarmas masofani 2a deb belgilasak 2a>2c bo’ladi.

Shartga ko’ra \V

FIM+F,M=2a = B,(0:b)| M X,y)
\/(x+ 0% + ) +\/(X— O’ +y =2a= ry
(a?-c%)x*+a%y*=a’(a’-c?) A (42:0) F‘/O FA A(@)) | x

a’-c’= b* desak b°x*+a”y* =a’b* =
ﬁ + i =1 X=- ﬁ . X= ﬁ
at v c c
Ellips shaklini birinchi chorakda ko’raylik.

(1) ni y ga nisbatan yechsak y:i;b\/az - X -bundan ko’rinadiki 1-chorakda x

0 dan a gacha o’sganda (0<x<a),y b dan0 gacha kamayadi (b<y<0).
Demak ellipsning 1-chorakda yotgan gismi A,(a,0) va B,(0,b) nuqgtalar orasidagi
yoydan iborat bo’lar ekan. Ellipsning simmetrikligidan A;(-a,0), va B(0,-b)
nuqgtalarning kelib chiqishi ravshan. A;A,=2a , B;B,=2b larga mos ravishda
ellipsning katta va kichik o’qlari deyiladi, a va b larga esa katta va kichik yarim
o’glar deyiladi.

2-Ta’rif. Ellips fokuslari orasidagi masofaning katta o’giga nisbati
ellipsning eksiyentrisiteti deyiladi va odatda e harfi orgali belgilanadi.

2 2
0=26_C : c<a, Pl b = =Y =0
2a a a
3-Ta’rif. Ellipsning biror nuqgtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofa shu

nugtaning radius vektori deyiladi. r=F,M =/(x+0° + y*,
r=F,M=.(x-¢)* + )/ Yyoki ri=a+ex, r,=a-ex ko’rinishda bo’ladi.

2
x=+% to’gri chiziqlarga ellipsning direktrisalari deyiladi. Ellipsning biror
c

M; (X1, y1) nugtasiga o’tkazilgan urinma va normal tenglamalari quyidagi
ko’rinishlarda bo’ladi:

XX . a2
2 +%=1 urinma, J/—y1=b2—f(x— x) normal

a 1

Misollar.

1.) 2c=6, 2b=8. Ellips tenglamasini tuzing. c=3, b=4, a’=b*+c*=25 ;
£+£:l ,
25 16

2) 3x%+ 5y*-16=0 ; a=? ; b=? ; Fy(-c; 0)=7.

2_16 . 2 16, 2_32 32 32
a’=—; b'==; c’==,; Fi(-,/=,;0), FA(,= 0
3 5 5 0 2(\/; )



7.3. Giperbola va uning tenglamasi.

Ta’rif. Har bir nugtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo’lgan masofalar ayirmasining absolyut giymati o’zgarmas bo’lgan nugtalarning
geometrik o’rniga giperbola deyiladi.

Fokuslari Fy(-c;0), F»(c;0)

bo’lsa ular orasidagi masofa
F.F, =2c bo’ladi. O’zgarmas miqgdorni y
esa 2a desak | F;M- F,M|=2a ; 2a<2c. =

JX+0)2 +y? =2a+4/(x-c)°+y* =
(a2 cA)x* + a’y?=a’ (a’-c?) , a>-c?<0 F/ AN ANE, X
chunki a<c, shuning uchun a-c*=- b?

b _ a? a b

a

desak §—§=1 1) =

giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi
(1) niy ga nisbatan yechsak y=i§\/xz —a® bo’ladi. Birinchi chorakda

y:Eb\/xZ —-a® bo’lib, x adan cheksizgacha o’sganday 0 dan cheksizgacha

o’sadi. Demak, bu holda giperbolaning birinchi chorakdagi gismi A,M yoydan
iborat bo’ladi. Giperbola koordinatalar o’qiga simmetrik joylashgani uchun uning
golgan choraklardagi geometrik o’rni chizmadagi kabi bo’ladi.

Ox-hagigiy 0’q , Oy-mavhum o’q deyiladi.

A1A;=2a ga giperbolaning haqgiqgiy o’qi, A; A, nugtalarga giperbolaning uchlari
deyiladi. B;B,=2b ga giperbolaning mavhum o’qi deyiladi, chunki u giperbola
bilan kesishmaydi.

a va b larga mos ravishda giperbolaning hagigiy va mavhum yarim o’qlari
deyiladi. Giperbola fokuslari orasidagi masofaning hagigiy o’qga nisbati
giperbolaning ekssyentrisiteti deyiladi .

p_20_c¢. _ vat + b

28 a a

2
tenglamalari x= J_r% bo’lgan to’gri chiziqlarga giperbolaning direktrisalari

deyiladi. Giperbolaning M(x,, y;) nuqgtasiga o’tkazilgan urinma va normal
tenglamalari quyidagicha bo’ladi.

XXy W
a2 2

2
ay,

oo (x — x,) - normal
1

=1-uUrinma,y-y, =-




Giperbolaning asimptotalari.
(1) tenglamani y ga nisbatan yechib y:gm grafigini birinchi
chorakda ko’raylik. Bu funksiyaning 1-chorakdagi grafigining nuqtalari koordinata
boshidan yetarli darajada uzoglashgan sari tenglamasi y:;bx bo’lgan to’sri

chizigdagi M;(x4,y1) va giperboladagi M(x,y) nugtalar ordinatalarining ayirmasini

ko’rsak
b b > 1 ab
yl—y=gX—gVX —a =y -Yy=

X++/x*—a’
bundan ko’rinadiki x o’sganda y-y; — 0 ,chunki surat 0’zgarmas, maxraji esa X
0’sgan sari o’sadi . Giperbola koordinata o’glariga simmetrik bo’lgani uchun

y = —gx to’ari chiziq ham mavjud bo’ladi. Shunday gilib y = igx to’ gri
chiziglarga giperbolaning asimptotalari deyiladi.

Misollar. 1. 5x*-9y*-45=0 giperbolaning ekssentrisiteti va asimptotalarini
toping.

2 2
Yechish. %—y? —1:a’=9, b? =5, ¢’>=a’ +b’*=14
c=\/1_4,y=§=g; y=i§x.

2. Mavhum o’gi 2+/3 va deriktrisasi x=+2 bo’lgan giperbola tenglamasini tuzing.
2 2
Yechish. 20=23 ; b=+3; 2 =‘% dan c= a? CC=al+b’ o aLf=a2+3 NP

42%-12=0. a’=z, desak z%*-4z-12=0 — z,=6, z,=-2; a°=6,
_ a2 o X2y
a—\/g a4 % -2, 6 3 =1.

7.4. Parabola va uning tenglamasi.

Ta’rif. Fokus deb ataluvchi berilgan F nugtadan va direktrisa deb ataluvchi
berilgan to’gri chizigdan bir xil uzoqlikda yotuvchi nuqtalarning geometrik
o’rniga parabola deyiladi.

Fokus direktrisada yotmaydi deb faraz qilib, direktrisadan fokusgacha bo’lgan
masofani p deylik. Agar koordinata boshini p ning o’rtasidan olsak, direktrisa

tenglamasi x = —% bo’lishi ravshan. Ta’rifga kura NM=FM ;

NM = J(x+2)2;FM = (x =% +y? ; NM=FM - (1) - parabolaning

kanonik tenglamasi; p ga parabolaning parametri deyiladi.

(1) da y ning fagat juft darajalari gatnashgani uchun parabola Ox 0’giga
nisbatan simmetrik joylashgan bo’ladi.

Parabolaning simmetrik o’qi uning fokal, ya’ni haqigiy o’qi deyiladi.



Parabolaning simmetriya o’qi bilan N(-2;y) M(X;y)
kesishish nuqgtasi uning uchi deyiladi. C(-&;M—ot—FE20) X
Parabolaning biror nugtasidan fokusgacha X=-2

bo’lgan masofa shu nugtaning radius vektori \
deyiladi.

r=FM:x+% parabola tenglamalari y*=-2px, xX’=2py, y* =-2py

bo’lgan hollarni chizmada ko’rish mumkin. Shunday qilib, x:i% yoki yzi%

to’g ri chiziqlar parabolaning direktrisalari deyiladi . Parabolaning biror M;(Xy,Y1)
nuqtasiga o’tkazilgan urinma va normal tenglamalari quyidagicha bo’ladi.

yyi=p(x+xy) -urinma;  y-y;=- % (X-X;) - normal.

Misollar.
1. y*=20x parabolaning parametri, direktrisasini va absissasi 7 bo’lgan
nuqtasining radius vektorini toping.
Yechish.2p=20; p=10; x=-%, x=-5, r=x+2%, r=12.
2. y*=12x parabolaning absissasi 3 va ordinatasi musbat bo’lgan nugtasidan
0’tgan urinma va normal tenglamasini tuzing.

Yechish. 2p=12, p=6, x,=3; y:>0, y;=6. Demak x;=3; y;=6; 6y=6(x+3), X-
y+3=0 urinma y—6:g(x-3), x+y-9=0 normal.

Adabiyotlar.
[1] 98-108- betlar.
[2] 131-140- betlar .

QYTARISH UCHUN SAVOLLAR.
1. Ikkinchi tartibli chizig deb ganday chizigga aytiladi?
2. Aylana ganday ta’riflanadi?

w

Ellips, giperbola va parabolaning kanonik tenglamalarining umumiy
Xususiyati.

Ellipsning yarim o’qglar va ular orasidagi munosabatlar.

Giperbolaning mavhum o’gi nima?

Ikkinchi tartibli egri chiziglarning urinma va normalining tenglamalari.

Parabolaning uchi ganday topiladi?

L N o a &

Ellipsning radius vektori ganday topiladi.



8-MAVZU
TEKISLIK VA UNING TENGLAMALARI.

a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi
1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi:Tekislik va uning tenglamalari

3.Mavzuga oid o'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994,
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga fazoda tekislik va to’g'ri chiziq
tenglamalari xagida umumiy tasavvurni berish , ularda tekislik bilan to'g ri chiziq
tenglamalarining orasidagi bog liglik va tafavvutlar hagida bilim, ko'nikma,
malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: : normal vektor, umumiy tenglama, ikki yoqli burchak,
normallashtiruvchi ko’paytuvchi, normal tenglama, chetlanish. Umumiy tenglama,
vektor, parametrik,kanonik tenglamalar, tekisliklar dastasi.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:
Tekislik va to'g'ri chiziq tenglamalarini keltirib chiqgarish, tekislik va to'g'ri chiziq
orasidagi burchakni topa olish xagida tushunchalar hosil gilish.




b) Matnlar

8.1. Sirt tenglamasi.

Fazoda biror S sirt berilgan bo’lsa, uning tenglamasi
F(x,y,2)=0 (1)
ko’rinishda bo’ladi va aksincha (1) tenglama fazoda biror sirtni ifodalaydi. Agar
(1) tenglamada x,y, z lar birinchi darajada gatnashsa, u holda (1) fazoda biror
tekislikni ifodalaydi. Agar x , y , z lar birinchi darajadan yuqori darajada
gatnashsa biror sirtni ifodalaydi. Agar biror sirtning hamma nugqtalari (1)
tenglamani ganoatlantirsa, u holda (1) ni shu sirtning tenglamasi deyiladi.

8.2. Berilgan nuqtadan o’tib, berilgan vektorga
perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasi.

Fazodagi biror Q tekislikda yotgan Ms(XyYy1,2;) nugta va bu tekislikka
perpendikulyar bo’lgan N = Ai + Bj + Ck  vektor berilgan bo’lsin. N={A,B,C}
vektorga Q tekislikning normal vektori deyiladi. Fazodagi Q tekislikning holati

undagi My(Xyy1,21) nukta va ﬁz{A,B,C} normal vektorning berilishi bilan to’liq
aniklanadi. Tekislikda ixtiyoriy M(x,y,z) nugta olsak , M nugtani Z tekislikning

gayeridan olmaylik M,M L N bo’ladi. i
Shuning uchun ularning skalyar ko’paytmasi

MM -N =0 =[A(x-X1)+B(y-y1)+C(z-21)=0] (1)
(1) ga My(Xy1Y1,21) nugtadan o’tib berilgan

N vektorga perpendikulyar bo’Igan tekislik ktoj
y >
tenglamasi deyiladi. Agar (1) dagi A,B,C larga i

har xil giymatlar bersak, boshgacha aytganda X

N vektorning yo’nalishini o’zgartirib borsak,
M (X1 Y1,Z1) nugtadan o’tgan tekisliklar to’plamini hosil gilamiz.

Misol. My(1,1,1) nugtadan o’tgan va N ={2,2,3} vektorga perpendikulyar bo’lgan
tekislik tenglamasi 2(x-1)+2(y-1)+3(z-1)=0, 2x+2y+3z-7=0

8.3. Tekislikning umumiy tenglamasi.

Agar A(x- X1)+B(y-y1)+C(z-z,)=0 tenglamada gavslarni ochib so’ngra
'AXl'Byl'CZ]_:D desak
Ax+By+Cz+D=0| (1)
tenglama kelib chigadi. (1) ga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.




1. Agar (1) da D=0 bo’lsa , Ax+By+Cz=0 bo’lib, koordinata boshidan o’tgan
tekislikni ifodalaydi.

2. Agar (1) da A=0 bo’lsa, By+Cz+D=0 tekislik Ox o’giga parallel.

Agar B=0 bo’lsa, Ax+Cz+D=0 tekislik Oy o0’qiga parallel bo’ladi. C=0 bo’lsa,
Ax+By+D=0 tekislik Oz o’qiga parallel bo’ladi.

3. Agar C=0 D=0 bo’lsa, Ax+By=0 tenglama Oz o’qgidan o’tgan tekislikni
tasvirlaydi. Agar A=0, D=0 bo’lsa, tekislik Ox o’gidan o’tadi. Agar B=0, D=0
bo’lsa, tekislik Oy o’gidan o’tadi.

4. A=0,D=0, B=C=0 bo’lsa, Ax+D=0 yoki x:—% yoz koordinatalar

tekisligiga parallel bo’lgan tekislik tenglamasi bo’ladi.

Shuningdek A=C=0, B=0, D=0 bo’lsa, By+D=0 xoz

tekisligiga parallel, A=B=0, C=0, D=0 bo’lsa, Cz+D=0 xoy tekisligiga parallel
tekisliklarni ifodalaydi.

5. Agar A=0, B=C=D=0 bo’lsa, Ax=0 yoki x=0 tenglama yoz tekislikni
tasvirlaydi.

B=0, A=C=D=0 bo’lsa, By=0 yoki y=0 xoz tekislikni,

C+0, A=B=D=0 bo’lsa, Cz=0 yoki z=0 xoy tekisliklarni ifodalaydi.

8.4. Tekislik tenglamalari.

Endi amaliy mashsg’ulotlar uchun zarur bo’lgan tekislikning ba’zi
tenglamalarini ko’rib chigaylik.
1. Tekislikda biror My(Xy y1,21) nuqgta va shu tekislikka parallel bo’lgan

a, (4 my, ny), a, (4 myn,) vektorlar berilgan bo’lsa, u holda MM , a, , a,

vektorlarning komplanarlik shartidan , shu M; nuqtadan o’tib zfl : a: vektorlarga
parallel bo’lgan tekislik tenglamasi kelib chigadi.

X-X Yy-% z-2 A
/1 ,nl /71 :O ali aZ
/, m, n, /

2. Shuningdek berilgan My(X1 Y1,21) , M2(X2Y2,22) nuqtalardan o’tib, berilgan
a={/, m, n} vektorga parallel bo’lgan tekislik tenglamasi

X=X Y-¥ Z-Z

%-% Yp-% 2-470

/ m n

3. Agar My(X1Y1,21) , Ma(X2Y2,22) va Ms(X3ys,23) nuqtalar berilgan bo’lsa , bu
uchta nugtadan o’tgan tekislik tenglamasini chigarish uchun tekislikda ixtiyoriy
M(x,y,z) nugta olsak , MM ,M,M, , MM, vektorlarning komplanarlik shartidan
ya’ni bu uchta vektorning bitta tekislikda yotish shartidan biz izlayotgan tenglama
kelib chigadi.




X=X y-¥ z-Z
%=% Yo-% 2-2570
X=X Yi-K z-2
4. Berilgan My(x; Y1,z1) nuqtadan o’tib, berilgan A;x+B;y+C,z+D;=0, va
A x+B,y+C,z+D,=0 tekisliklarga L bo’lgan tekislik tenglamasi
X=X Y=Yy, -1,
Ai Bl Cl :0
A2 BZ C2
ko’rinishda bo’ladi.
5. Berilgan M(X1 Y1,21) , Ma(X2Y2,2,) nugtalardan o’tib berilgan Ax+Vx+Sx+D=0
tekislikga 1 Dbo’lgan tekislik tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi.

X=X y-¥ Z-Z
%=X Yo=Y 2-5=0
A B C

8.5. Tekislikning kesmalar buyicha tenglamasi.

Koordinata boshidan o’tmagan va koordinata o’glariga parallel bo’Imagan
tekislik tenglamasi ~ Ax+By+Cz+D=0 (1) ko’rinishda bo’lib,
A=0,B=0,C=0,D=0 bo’lsin. (1) ni quyidagicha yozib olaylik:

AX N By N Cz X y z

=1 yoki —+—F+—=1
-b -D -D ~aA “B ~cC
Agar az—R,bz—E,c:—2 desak ~+Y1+Z-1
A B C a b c

bo’ladi.

Oxirgi tenglamaga tekislikning kesmalar bo’yicha tenglamasi deyiladi. a,b,
c lar tekislikning mos ravishda Ox,0y,0z o’glaridan ajratgan kesmalardir.
Misol. -3x-2y+1,5z=6 tenglamani kesmalar ko’rinishga keltiring.

X y Z _1 =-2° b=-3: =
—St+t—gtz=1 a 2; b=-3; c=4.

8.6. Tekisliklar orasidagi burchak va ularning
parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

Fazoda o’zaro kesishuvchi ikkita tekislik quyidagi tenglamalar bilan berilgan
bo’lsin. Q;: Ax + Byy+ C,z+D,=0,

Q. Axx + Byy+ C,z+D,=0 Ikkita tekislik kesishganda

ikkita ikki yogli burchak hosil bo’lib, ularning bittasi

shu tekisliklarning normal vektorlari
orasidagi ¢ burchak bo’lib, ikkinchisi esa 180°- ¢ bo’ladi



Tekisliklarning normal I\T1 =A iB, +C1E N2 = A, i+ B, T+ CZE vektorlari

orasidagi burchak:

AA,+B,B,+C,C,
2 2 2 2 2 2 (1)

JA? +BZ+C2.\JA? + B2 +C!

Agar tekisliklar o’zaro perpendikulyar bo’lsa, ¢ =90° bo’lib

cos ¢ =0 bo’ladi. Bu holda (1) dan

A1A2+BlBg+ C1C2 =0 (2)
ikki tekislikning perpendikulyarlik sharti kelib chigadi .

Agar tekisliklar parallel bo’lsa, I\T1 , I\T2 normal vektorlar kollinear bo’lib, ularning
koordinatalari proporsional bo’ladi.

A_B_G
AZ_BZ_CZ (3)

(3) ikkita tekislikning parallellik sharti.
Misol. 2x+3y-z+2=0, x+y+5z-1=0 tekisliklar orasidagi burchak
9=90° bo’lishini ko’rish giyin emas.

Ni-N2=/N:|-|N2|cosg = cose=

8.7. Tekislikning normal tenglamasi.
Tekislikdan berilgan nuktagacha bo’lgan masofa.

Bizga biror Q tekislik berilgan bo’lsin. “z

Koordinata boshidan shu tekislikka tushirilgan
perpendikulyarni shu tekislikning normal
vektori sifatida olaylik. Normal vektorning

tekislik bilan kesishish nugtasini A deb,
OA=p deylik.

Tekislikning N normal yo’nalishida

no ={ cosa ; cosP;cosy } birlik vektorni va biror B(x,y,z) nugtani olaylik. Bu holda
mp; OB = OA=p (1) bo’ladi. Ikkinchi tomondan proyeksiyalar hagidagi
nazariyaga ko’ra

|F])o|np_, OB = no-OB (2) |Fl)0 |=1 (1) va (2) larning chap tomonlari teng bo’lgani
uchun o’ng tomonlarini tenglashtirsak

no-OB =p yoki (cosa T+cosB T+cos«/ E)(x_|)+ yT+ zE)= p
yoki Xcosa tycosp+zcosy-p =0 (3)
tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Agar tekislikning tenglamasi Ax+By+Cz+D=0 (4) ko’rinishda berilgan bo’lsa

, uni (3) normal ko’rinishga keltirishni ko’raylik . (3) va (4) lar bitta tekislik
tenglamasi bo’lgani uchun bu tenglamalarning koeffisiyentlari proporsional



bo’lishi kerak. Shuning uchun (4) ni & ga ko’paytirib (3) ga tenglasak
A (Ax+By+Cz+D)= X cosa +Yy cosp+z cosy -p ,
LA=cosa ; AB=cosp; AC=cosy; LD=-p (5)
1
+/A? + B? + C?
deyiladi, uning ishorasi (4) dagi D ning ishorasiga teskari olinadi.
AAX+ABy+1Cz4D=0 = XD (5)
J_r\/A2 + 52 + 6‘2
(6) tekislikning normal tenglamasi bo’ladi.
A , COSB= 5 , COSy = ¢
+yA? +B2+C? A+ B+

(5)dan A= kelib chigadi . A ga normallovchi ko’paytuvchi

(5) dan cosa =

+A? + B2 + C?
o D
++A* +B? +C?
Endi Q tekislikdan berilgan F(Xo; Yo; Z,) hugtagacha bo’lgan masofani hisoblashni
ko’raylik.
Bu masofa F(Xo; Yo; Zo) nugtadan tekislikka tushirilgan d=EF perpendikulyar
bo’lishi ravshan. Agar tekislik tenglamasi
X cosa +Y cosB+z cosy-p =0
normal ko’rinishda berilgan bo’lsa, izlanayotgan masofa
d=| Xocosa +Yy cosp+zgcosy-p | (6)
formula bilan hisoblanadi.
Agar tekislik tenglamasi Ax+By+Cz+D=0 umumiy ko’rinishda berilgan bo’lsa
g | Axy + Byy + Czy+ D (7) bo’ladi.

\/A2+BZ+C‘2

Isboti. Berilgan F(X.;Yo; Z,) nugtaning A normal vektorga proyeksiyasi D nugta
bo’lsin, u holda AD=EF=d, AD=0OD-OA dan d=|AD|=|OD-0A| : bizga ma’lumki,

OA=p; OD=mnp,_ OF = no-OF =(cosa T+cos[3 T+COSy E)( Xg 14 Y, J+2Z,K)=
=Xpcosa +Yo cosp +Zcosy

ekanligi ravshan.

—
Demak , d:|AD|:|OD-OA|:|np_) OF —p| = d=| Xocosa +Y,cosp+zycosy -p|
no
(8) formula kelib chigadi. N ={A.B,C} normal vektor bilan

EF ={ Xo-X1;Yo-Y1; Zo-Z1} Vvektorlarning kollinearlik shartidan foydalanib, bu
vektorlarni skalyar ko’paytirsak (7) kelib chigadi.
Misol. F(3,-2,1) nugtadan 3x+6y-5z+2=0 tekislikgacha bo’lgan masofani

toping.

Yechish. Tenglamani normal ko’rinishga keltiraylik.

o L 3,,6,.5,,2 4,433 62 51 12, 6
J70°  J70° V707 470 470 J70 470 70 70 470



Adabiyotlar.

1.[1] 42-45, 53-54- betlar.
2.[2] 149-155-betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

1. Sirtning umumiy ko’rinishidagi tenglamasi.

2. Tekislikni fazodagi holati gachon to’la aniglangan deyiladi?

3. Berilgan nugtadan o’tib berilgan vektorga perpendikulyar tekislik
tenglamasi ganday ko’rinishga ega?

4. Tekislikning ganday tenglamalarini bilasiz?

5. Tekisliklarning o’zaro joylashuvi ifodalovchi munosabatlar.

6. Uch nugtadan o’tuvchi tekislikning tenglamasi ganday ko’rinishda
bo’ladi?

7. Uch tekislik o’zaro kesishganda ganday holatlar yuz beradi?

8. Tekislikdan nugtagacha masofa ganday aniglanadi?

9-MAVZU
FAZODAGI TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMALARI

Fazodagi chiziqg deganda, ixtiyoriy ikkita sirtning kesishishidan hosil
bo’lgan nugtalarning geometrik o’rnini tushunamiz. Shuning uchun fazodagi
chizigning umumiy tenglamasi

ARG
2 (X2 =0
ko’rinishda bo’ladi.

Agar (1) tenglamadagi X, y ,z lar birinchi darajada gatnashsa, ular
tekisliklarni ifodalab, bu tekisliklarning kesishish nuqgtalarining geometrik o’rni
to’hri chiziq bo’ladi. Shuning uchun fazodagi to’hri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+Cz+D =0 )

Ax+ B y+C,z+ D, =0



ko’rinishda bo’ladi.

9.1. Fazodagi to’g’ri chizigning vektor, parametrik
va kanonik tenglamalari.

Fazoda biror ¢ to’g’ri chiziq berilgan bo’lsa, bu to’sri chizigning holati, shu
to’g’ri chiziqda yotuvchi A(Xy,Yy1,z1) nugta bilan shu to’g’ri chiziqga parallel
bo’lgan yoki ustma-ust tushgan §={£,m,n} vektorning berilishi bilan to’liq
aniglanadi. §=£i+mj+nk vektorni ¢ to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori
deyiladi.

¢ 10’ g’ri chiziq ustida ixtiyoriy V(x,y,z) nuqgta olaylik.

Chizmadan ko’rinadiki
OB=0A+AB AB va s vektorlar ~
kollinear vektorlar bo’lgani uchun ot B
_ AB=t3s A r
Yoki /I’/ /S
F=ri+ts (1) y
(1)ga fazodagi to’g’ri chizigning vektor
tenglamasi deyiladi. X

Agar r=0B=Xi+yj+zK, r =0 A=xii+yij+z:K, ts =tli+tmj+tnk
ekanliklarini e'tiborga olsak

X=X+t
Xityj+zk=(x+thi+(y;+tm)j+(z; +tn)k = Y=y, +tm (2)
Z=2Z+ n

(2) ga fazodagi to’g’ri chizigning parametrik tenglamasi deyiladi.

To’sri chizigning (2) ko’rinishdagi parametrik tenglamasidan to’g’ri chiziq
bilan tekislikning kesishish nugtasining koordinatasini topishda foydalanish
qulaydir.

Hagigatan, to’g’ri chiziqg tenglamasi (2) ko’rinishda, tekislik tenglamasi

Ax+By+Cz+D=0 (3)
ko’rinishda berilgan bo’lsa, (2) ni (3) ga qo’ysak:



t:_Ax1+By1+Czl+D (4)
Al+ Bm+ Cn
hosil bo’ladi. Al+Bm+Cn =0 chunki to’g’ri chiziq bilan tekislik parallel emas.
(4) ni (2) ga go’ysak izlanayotgan nugtaning koordinatasi kelib chigadi.Agar
(2) dan

t ni topsak , t=

XX e Vg 2TA XA VR 74 (g

m n / m n
(5) ga to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi yoki berilgan nugtadan
o’tgan va berilgan yo’nalishdagi to’g’ri chiziqg tenglamasi ham deyiladi.

Xususiy holda 3 yo’naltiruvchi vektor koordinata o’qlari bilan «, 8, »
burchak tashkil giluvchi birlik vektor bo’lsa, u holda (5) tenglama quyidagi
ko’rinishda bo’ladi:

X% _ Y-Hh_1-1 (6).
cosa cosf  cosy

Agar ¢ to’g’ri chiziq koordinata o’glarining biriga masalan Ox ga
perpendikulyar bo’lsa, u holda /=0 bo’lib, (2) va (5) formulalar quyidagicha
bo’ladi:

X=X
y=yrm () A= LA=IE(5)

Z=z+1mn
Agar to’g’ri chiziq koordinata o’glarining biriga masalan Oz ga parallel

bo’lsa, s LOX, s LOy bo’lib, s={0,0,n} bo’ladi. Bu holda to’g’ri chizigning
kanonik tenglamasi
T ASh-24 ko’rinishda bo’ladi.
0 0 n
Agar to’g’ri chizigning tenglamasi
Ax+ By+Cz+ D, =0 7
Ax+ B y+C,z+ D, =0
umumiy ko’rinishda berilgan bo’lsa, (5) kanonik tenglamasiga o’tish uchun
quyidagi amallarni bajarish kerak.
1.(5) dagi A(Xxy,y1,Z:) nugtaning koordinatasini topish kerak. Buning uchun (7)
dagi Xx,y,z larning ixtiyoriy bittasiga biror anig giymat berib, golgan ikkitasini shu
(7) sistemadan topamiz.

2. ¢ to’g’ri chizigning gz{l,m,n} yo’naltiruvchi vektorini topish kerak. ¢ to’g’ri
chiziq A x+By+C,z+D;=0 va Ayx+B,y+C,z+D,=0 tekisliklarning

kesishishidan hosil bo’lgani uchun bu tekisliklarning |\T1 =A;i+Bj+Ck va

|\T2 =A,i+B,J+C,k normal vektorlariga perpendikulyar bo’ladi. Shuning uchun ¢
to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori sifatida

-

N, va I\T2 vektorlarning vektor ko’paytmasini olsa bo’ladi:



3

N
|

K

J

> - - B, C|. |C - B, |- ,. .
s=N, «x N,=|A, B, C,=| " i+ " Alj+Al Yk =li+mj+nk;

A B C BZ CZ C2 AZ A2 BZ

2 2 2
- Gl |G
s:{l;m;n}:{ 2} 1), G 4H4 B }

B, GG AllA B

to’g’ri chizigning kanonik tenglamasini tuzaylik.

. 3x+2y+4z-11=0
Misol. 4
2x+ y—3z-1=0

1) x;=1 desak {y+22:4 vi=2; z:=1. A(X1,y1,21)=A(1,2,1).
y-3z=-1
[
2)s=|3 2 4|=-10i+17jk; Demak , X1z Y=2- 271
> 1 3 “100 17 -1

9.2. Berilgan ikki nugtadan o’tgan to’g’ri
chizig tenglamasi.

Berilgan Mj(X1,y1,21) va My(X2,¥2,Z;)  nugtalardan o’tgan ¢ to’g’ri
chizigning tenglamasini tuzaylik. Buning uchun to’g’ri chizigda ixtiyoriy

M(x,y,z) nugta olib, ¢ to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori sifatida Msz =5
vektorni olaylik. U holda M?/V/ va E:M;MZ vektorlar kollinear vektorlar
bo’lgani uchun Mf/\//:;t;, ya’ni

MM= 3 MM, < (xXa)iH(y-Y)i+(2-20)k= 2 [06X0)i+ (VoY) +(2-20)K]

X=X = A(% - X)

Y=Y=40%-%) <
7-3=M2-2)

berilgan ikki nugtadan o’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi deyiladi.

X—x _ V- h _ Z2-4
X-x Vo= N Z, =4

- bu hosil bo’lgan tenglamaga

9.3. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak va ularning
parallellik, perpendikulyarlik shartlari.

Fazodagi ikkita to’g’ri chizig orasidagi burchak deb, bu to’g’ri chiziglarning
yo’naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.
Agar to’g’ri chiziglar kanonik tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, ya’ni



X=X _ YKo Z-4 y-%_ z2-2
/1 ml /71 /2 m2 /72

X— X

bo’lsa, bu to’g’ri

chiziglarning yo’naltiruvchi vektorlari glz{ll,ml,nl} , gzz{lz,mz,nz} bo’lishlari
ravshan.
Bu vektorlar orasidagi burchak

> > > > 5,5, Ll +mm,+nn,
$155=|s4||s2COSp =cosp=—2" < cosp=

(1)
|51l \//12 +m’+n’ \//22 +m? +n)}
Agar to’g’ri chiziglar parallel bo’lsa, u holda 3;, 3, yo’naltiruvchi
vektorlar kollinear bo’lib, ularning koordinatalari (proyeksiyalari) proporsional
bo’ladi, ya’ni

- - /, m, n,
S1=15S,, A= "1=
m,

i@
(2) formula fazodagi ikki to’g’ri chizigning parallellik shartidir.
Agar to’g’ri chiziglar perpendikulyar bo’lsa, (p=% bo’lib, COSgoZCOS%:O

bo’ladi. U holda (1) dan 4/, + mym, + n,n, =0 (3)

fazodagi ikkito’g’ri chizigning perpendikulyarlik shartini hosil gilamiz.

X—X%_ Y- WV_2-%
/ m n

berilgan bo’lsa, ularning o’zaro parallel bo’lishi uchun to’g’ri chizigning

Zz{l,m,n} yo’naltiruvchi vektori va tekislikning normal vektori §={A,B,C}Iar
o’zaro perpendikulyar bo’lishi shart, ya’ni
Al+Bm+Cn=0 (4).

Agar to’g’ri chiziq bilan tekislik perpendikulyar bo’lsa, §|| s bo’ladi.
Bundan

Agar to’g’ri chiziq va Ax+By+Cz+D=0 tekislik

()

1_4: E:
/ m

S

shart kelib chigadi.

9.4. Tekisliklar dastasi.

Berilgan ¢ to’g’ri chiziq orqgali o’tuvchi tekisliklar to’plamiga tekisliklar
dastasi deyiladi. ¢ to’g’ri chiziq esa dasta 0’qi deyiladi.
Dasta 0’qi ya’ni ¢ to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi berilgan bo’lsin:
Ax+By+Cz+ D =0
Ax+B y+C,z+ D, =0 (1)
(1)ning ikkinchi tenglamasini o’zgarmas 1 ga ko’paytirib birinchisiga
go’shamiz.
A x+By+C,z+D 1+ 1 (Ax+B,y+C,z+D,)=0 (2



tenglama A ning har ganday giymatida (1) to’g’ri chizig orgali o’tuvchi
(Ax+B,y+C,z+D, tekislikdan tashgari ) har ganday tekislik tenglamasini
ifodalaydi.

Hagigatan (2) dastaning ixtiyoriy tekisligi uning dasta o’gida yotmagan
M(X1,Y1,21) nugtasi bilan aniglanadi. Shuning uchun M nugtaning
koordinatalarini (2) ga qo’ysak,

A6 +B6 +C,z, + D,

1M1 lyl 141 1 (/ \2A1 2Y1 21 2) = ] ,,,1 ] ,l 2, )

(3) ni (2) ga qo’ysak, My(x1,y1,21) nuqgta orgali o’tuvchi tekislik tenglamasini hosil
gilamiz. aning turli giymatlarida esa, (1) to’g’ri chiziq orgali o’tgan har xil
tekisliklar tenglamasini hosil gilamiz. Shuning uchun (2) ga tekisliklar dastasining
tenglamasi ham deyiladi.

Misollar.
1 {2x+ 3y-5z+1=0
3x— y+2+28=0
tenglamasini tuzing.
Yechish. 2x+3y-5z+1+ 1 (3x-y+z+28)=0 bunga berilgan M; nugtaning

koordinatalarini qo’ysak 1 =% 2x+ 3y - 52 +1+%(3x— y+2+28)=0

to’g’ri chiziq va My(1,-2,3) nugta orgali o’tuvchi tekislik

7X+5y-92+30=0
x-1_ y+1_ V4 . g . . ., . _ -
2. T a1 to’g’ri chiziq orqgali o’tuvchi va 3x+3y-z+1=0 (a) tekislikka

perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasini tuzing.
x-1_ y+1_ z {éx—Zy—S:O

Yechish. =—= £ "= =% &
2 3 1 y-3z+1=0

Bu holda tekisliklar dastasining tenglamasi
3x-2y-5+ 1 (y-3z+1)=0 < 3x+(1-2)y-341z-5+ 1 =0 (b).
(@) va (b) tekisliklar o’zaro perpendikulyar bo’lgani uchun ularning N;={3;3;-1}
va
N,={3; 1-2;-32} normal vektorlari perpendikulyar bo’ladi. U holda
N1N,=0=> (3i+3j-K)[3i+(1-2)j-3 1 Kk]=0 = z:-%, 3x-2y-5-%(y-32+1):0 — 6x-

5y+3z=0.
Adabiyotlar.

1.[1] 47-55- betlar.
2. [2] 155-162- betlar.



AEEIR A

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

Fazoda chiziq tushunchasi ganday kiritiladi?

To’g’ri chizigning fazodagi umumiy tenglamasi

To’g’ri chizigning har xil tenglamalarining ko’rinishlari.

To’g’ri chizigning parametrik tenglamasini izoxlang.

To’g’ri chizigning kanonik tenglamasi uning umumiy tenglamasidan
ganday hosil gilinadi?

To’g’ri chiziglarning o’zaro joylashuv va ularn ifodalovchi analitik
munosabatlar.

Tekisliklar dastasini ganday tushunasiz?

To’g’ri chiziqg va berilgan nugtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi.



10-MAVZU

SONLAR KETMA-KETLIGI. FUNKSIYA VA UNING LIMITI
a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan
magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi: Sonlar ketma-ketligi, funksiya va uning limiti.

3.Mavzuga oid 0'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga sonlar ketma-ketligi, uning limiti,
0 zgaruvchi va o' zgamas miqdorlar, funksiya va uning limiti hagida bilim,
ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: : sonlar ketma-ketligi, atrof, kamayuvchi, o’suvchi, limit,
yaginlashuvchi, uzoglashuvchi, o’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar, oraliqg
(interval), kesma (segment), o’zgarish va aniglanish sohasi, 0’zgaruvchining
limiti.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:

Talabalarda sonlar ketma-ketligi, uning limiti, o°zgaruvchi va 0zgamas
miqgdorlar, funksiya va uning limiti, xossalari, anigmasliklarni yechish, ajoyib
limitlar va ularni echish xagida tushunchalar hosil gilish.




b) Matnlar
10.1. Sonlar ketma-ketligi.

1-ta’rif. Agar biror qonunga ko’ra 1,2,3,...,n,...(ne N) natural sonlarga
X, X, X,,...hagiqiy sonlar mos keltirilgan bo’lsa, u holda x, x,, x,,... sonlar ketma-
ketligi berilgan deyiladi.

Qisgacha ketma-ketlik {x,} ko’rinishda yoki {x }={x,x,, x,,...} ko’rinishda
yoziladi.
x-larga (/i=12,..,n..) {x,} ketma-ketlikning elementlari , x -ga esa ketma-
ketlikning umumiy hadi deyiladi.

Misol. {%};{1%%}

{n?+1}={2,51017,...
{1+(-1"}={0.20.2....

2-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning istalgan x, elementi uchun x, < ar
(yoki x,>m) tengsizlikni ganoatlantiruvchi M (yoki m) soni mavjud bo’lsa, u
holda {x,} ketma-ketlikni yugoridan (pastdan ) chegaralangan deyiladi.

M va m larga yugori va quyi chegaralari deyiladi. Ham pastdan, ham
yugoridan chegaralangan ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

3-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun x <x , (yoki x >x ,) tengsizlik
o’rinli bo’lsa, u holda {x,} ketma-ketlikni kamaymaydigan (0’smaydigan ) ketma-
ketlik deyiladi.

4-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun x <x

. bo’lsa, {x} ketma-ketlik
o’suvchi ketma-ketlik, agar x,>x_, bo’lsa {x} ketma-ketlikni kamayuvchi
ketma-ketlik deyiladi.

O’suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklarga monoton ketma-ketliklar
deyiladi.

5-ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik £>0 son uchun shunday ~
natural son mavjud bo’lsaki, n>~ bo’lgan barcha nlar uchun |x, -a<e

tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
lim x, =a yoki x, — a ko’rinishlarda yoziladi.

n—ow

a-e<a<a+e tengsizlikni X, —al<e
ganoatlantiruvchi nugtalar to’plamiga X,

a nugtaning ¢ atrofi deyiladi. 0 a—¢ 2 ate X



Ta’rifning geometrik ma’nosi quyidagicha: agar a berilgan {x,} ketma-
ketlikning limiti bo’lsa, u holda a nugtaning & atrofida {x,} ketma-ketlikning

cheksiz ko’p hadlari joylashgan bo’ladi. Shunday hadlarning nomerlari A~ dan
katta bo’lib, bu atrofdan tashgarida esa {x,} ketma-ketlikning x dan x, gacha

bo’lgan chekli hadlari bo’ladi.

6-ta’rif. Limiti mavjud bo’lgan ketma-ketliklarga yaginlashuvchi ketma-
ketliklar deyiladi. Aks holda uzoglashuvchi ketma-ketliklar deyiladi.

1-teorema. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklar fagat bitta limitga ega
bo’ladi.
Ishoti. Faraz gilaylik {x,} ketma-ketlik ikkita a2 va & limitlarga ega bo’lsin,

u holda 2 va & nugtalarni 0’z ichiga a b
olgan va bir-biri bilan kesishmaydigan C d e f X
|f,d [ va

|e, f [ intervallarni olaylik. lim x, = a, lim x, = 4 bo’Isin, bu holda lim x, = abo’lgani

Nn—x Nn—x© Nn—x

uchun {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko’p elementlari |f,d[ da bo’lib ]e, f[ da
sanogli elementlari goladi. Bundan ko’rinadiki, {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko’p
elementlari |e, f [ da bo’la olmaydi. Bu esa farazimizga garama-garshi.

2-teorema. Har qanday yuqoridan chegaralangan kamaymaydigan va
guyidan chegaralangan o’smaydigan sonli ketma-ketliklar yaqginlashuvchi bo’lib,
limitga ega bo’ladi.

3-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, u albatta

n

chegaralangan bo’ladi. Lekin aksi garvaqt to’g’ri emas, ya’ni zarur lekin kifoya
emas.

4-teorema. (Bolsiano-Veyershtrass). Ixtiyoriy cheksiz, chegaralangan va
monoton bo’lgan {x, } ketma-ketlik limitga ega bo’ladi.

Agar cheksiz {x,} ketma-ketliklar yuqoridan yoki quyidan chegaralanmagan

bo’lsa, u albatta uzoglashuvchi bo’ladi, ya’ni chekli limitga ega bo’Imaydi.
Agar limx,=0 bo’lsa, {x,} ketma-ketlikka cheksiz kichik ketma-ketlik

n

deyiladi. Boshga so’z bilan aytganda, ixtiyoriy >0 uchun shunday ~nomer
topish mumkin bo’lsaki, barcha > n lar uchun |x, -0/ < tengsizlik bajarilsa {x,}

ketma-ketlikka cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
Agar limx,=x bo’lsa, {x, | ketma-ketlikka cheksiz katta ketma-ketlik

deyiladi. Boshga so’z bilan aytganda, ixtiyoriy >0 uchun shunday A~ nomer
mavjud bo’lsaki, barcha 7> N lar uchun |x,| > M tengsizlik bajarilsa {x,} ketma-

ketlikka cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.
Sonli ketma-ketliklarning limiti uchun quyidagi xossalar o’rinli:



1° lim(x, £ y,)=lim x +lim y,
n—0

Nn—© n—0

20 lim(x, -y, )=lim x, -lim y,
n—oo n—w0 1—>©

30 lim—=2= lim y, #0)
n>o I/ ||my n—w
N—>0

10.2. O’zgaruvchi va o0’zgarmas migdorlar.

Biz amaliy faoliyatimizda mazmun jixatidan turlicha bo’lgan uzunlik, yuza,
hajm, temperatura, tezlik kabi turli migdorlarga duch kelamiz. Bu miqgdorlar aniq
sharoitda ba’zan turli giymatlarni gabul gilsa, ba’zan bir xil giymatga teng
bo’ladi. Masalan, tasodifiy 10 ta mashinaning tezligi tekshirilsa, ular har xil
bo’lishi mumkin. Demak tezlik o’zgaruvchi migdor.

Maglumki har ganday aylana uzunligi ¢ ning diametri 2R ga nisbati har
doim o’zgarmas son (mikdor) ~=3,14... ga tengdir. Jismlarning erkin tushish
tezlanishi ham o’zgarmas miqdordir.

Shunday qilib ikki xil 0’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar bo’ladi.

Odatda o’zgaruvchi miqgdorlar x,y,z,... 0’zgarmas miqdorlar esa a,b,c,...harflar
orgali belgilanadi. Agar x 0’zgaruvchi miqdor berilgan bo’lsa, bu migdorning
gabul gilishi mumkin bo’lgan giymatlar to’plamiga x 0’zgaruvchi migdorning
0’zgarish sohasi deyiladi. X 0’zgaruvchi migdorning o’zgarish sohasini sonlar
o’gida tasvirlasak, a<x<b yoki a<x<b tengsizliklardan x ning gabul qilishi
mumkin bo’lgan giymatlari (a,b) ,]a,b[ oraliqda yoki [a,b] kesmalarda bo’lishi
ravshan.

O’zgaruvchi va 0’zgarmas migdorlarni quyidagicha ham taqriflash mumkin.

Ta’rif. Har xil son giymatlarni gabul gilishi mumkin bo’lgan har ganday x
migdorga o’zgaruvchi miqgdor deyiladi. Barcha gabul gilishi mumkin bo’lgan
giymatlari bir xil bo’lgan migdorga o0’zgarmas miqdor deyiladi.

10.3 Funksiya.

Elementlari hagiqgiy sonlardan iborat bo’lgan D va E to’plamlar berilgan
bo’lib, o’zgaruvchi x miqgdorning gabul gilishi mumkin bo’lgan giymatlari D
to’plamda, y o’zgaruvchi migdorning gabul gilishi mumkin bo’lgan giymatlari E
to’plamda bo’lsin.

1-Ta’rif. Agar x o’zgaruvchining D to’plamdagi har bir giymatiga biror qoida
yoki qonunga ko’ra y o’zgaruvchining E to’plamdagi fagat anig bitta qiymati
mos qo’yilgan bo’lsa, u holda o’zgaruvchi y ni o’zgaruvchi x ning funksiyasi
deyiladi va odatda y=f(x) ko’rinishda yoziladi.

X ga erkli o’zgaruvchi yoki argument, y ga esa erksiz o’zgaruvchi yoki x
0’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.



X 0’zgaruvchining gabul gilishi mumkin bo’lgan giymatlar to’plami D ga
funksiyaning aniglanish sohasi  deyiladi va D(f) yoki D(y) ko’rinishda
belgilanadi. E to’plamga esa funksiyaning o’zgarish sohasi deyiladi va E(f) yoki
E(y) ko’rinishda yoziladi.

Misol. y=+v1-x*  funksiyaning aniglanish sohasi [-1,1] to’plamdan ya’ni
D(y)=[-1,1] iborat bo’ladi. O’zgarish sohasi esa E(y)=[0,1] bo’ladi.

2-Ta’rif. Funksiyaning aniglanish sohasi D dagi har ganday Xx;, X, lar uchun
X1<X, tengsizlikdan f(x;) < f(xy) kelib chigsa, u holda f(x) funksiyani D da
o’suvchi deyiladi, agar f(x;) > f(x,) kelib chigsa, funksiyani D da kamayuvchi
deyiladi.

Funksiyaning berilish usullari. a) x va y o’zgaruvchi miqdorlar orasidagi
bog’lanish matematik formulalar orgali berilishi mumkin, u holda funksiya
analitik usulda berilgan deyiladi;

b) o0’zgaruvchi x vay lar orasidagi bog’lanish grafik usulda berilishi mumkin;

v) X va y lar orasidagi bog’lanish jadval usulida ya’ni argument x ning
giymatlariga mos keluvchi y ning giymatini jadval ko’rinishda berilishi mumkin.

10.4 Funksiya limitining ta’rifi.
Biror berilgan a nuqtani 0’z ichiga olgan har ganday oraliqga shu a nugtaning
atrofi deyiladi. Masalan, (a-5; a+s) oralig a nugtaning s atrofi deyiladi.
1-Ta’rif. Har ganday &>0 son uchun shunday >0 son topish mumkin
bo’lsaki, x ning O<|x-a|<s tengsizlikni ganoatlantirgan barcha giymatlari uchun
[f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x —a)
limiti deyiladi va odatda
limf(x)=b
X—a
ko’rinishda yoziladi.

Bu ta’rifning geometrik magnosi y
istalgan £>0 son uchun shunday >0 y=b+¢ y=f(
soni mavjud bo’lsaki, x ning (a-6; —y=b
a+s) intervaldagi barcha giymatlari y=h-¢
uchun f(x) funksiyaning giymati (b-
g;b+g) oraligda, ya’ni y=b-¢; y=b+s¢
to’g’ri chiziqlar orasida bo’ladi. 0 X=a-5 X=a x=a+s

1-ta’rifni quyidagicha ham ifodalash mumkin:

Har ganday s >0 son uchun shunday N va M (N<a<M) sonlarni ko’rsatish mumkin
bo’lib, x ning N<x<M tengsizlikni ganoatlantiradigan (x=a dan tashqgari) hamma
giymatlari uchun [f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funksiyaning a
nugtadagi (x—a) limiti deyiladi:



1im F(X)=b.

X—>a

2-Ta’rif. Har ganday & >0 son uchun shunday N sonni ko’rsatish mumkin
bo’lib, x>N tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |f(x)-bl<e
tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funksiyaning x -« limiti deyiladi va
lim f(X)=h ko’rinishda yoziladi.

Y

3-Ta’rif. Har ganday & >0 son uchun shunday M>a sonni ko’rsatish
mumkin bo’lib, a<x<M tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun [f(x)-
bl|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funksiyaning a nuqtadagi (Xx—a+0
ya’ni X a ga o’ngdan intilganda) o’ng limiti deyiladi va
1im (X =p ko’rinishda yoziladi.

X—>a+0

Xuddi shuningdek , f(x) funksiyaning a nugtada chap limiti deb, /im f(x)=b

x—>a-0

ga aytiladi. O’ng va chap limitlarga bir tomonlama limitlar deyiladi.
Agar f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi limiti chekli mavjud bo’lsa, u holda
albatta
Iim f(X) = 1im f(X)
X—>a+0 x—>a-0

bo’lishi shart.
10.5. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar.

1-Ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning limiti x—a da nol bo’lsa ya’ni
/imf(x=0bo’lsa, u holda y=f(x) funksiyani x —a da cheksiz kichik funksiya

deyiladi.
2-Ta’rif. Agar /imf(x)=« bo’lsa , y=f(x) fuksiyani x —»a da cheksiz katta

X—a

fuksiya deyiladi.

Misol. 1) y=x*-1 fuksiya x—1 da cheksiz kichik fuksiya chunki
1im(x —1)=0

x-1

2) y:% fuksiya ham x—» o da cheksiz kichik fuksiya  /im-~ =0

X—>0

3) y=x* fuksiya esa x— o da cheksiz katta fuksiya /imx= «.

X—>0

Endi cheksiz kichik fuksiyalarning xossalari xagidagi quyidagi
teoremalarni isbotsiz keltirib o’taylik

1-Teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik fuksiyalarning algebraik
yig’indisi cheksiz kichik fuksiyadir.

2-Teorema. Cheksiz kichik fuksiyaning chegaralangan fuksiyaga
ko’paytmasi cheksiz kichik fuksiya bo’ladi.

3-Teorema. Cheksiz kichik fuksiyalarning ko’paytmasi cheksiz kichik
fuksiyadir.



4-Teorema. Cheksiz Kkichik fuksiyaning limiti noldan fargli bo’lgan
fuksiyaga bo’linmasi cheksiz kichik fuksiyadir.

10.6. Funksiya limiti hagidagi asosiy teoremalar

1-Teorema. Agar /im f(x)=b chekli limit mavjud bo’lsa, u holda f(x)

X—a

funksiyani b son bilan « (x) cheksiz kichik fuksiya yig’indisi ko’rinishda ifodalash
mumKkin:
f(xX)=b+ « (x) vaaksincha f(x)=b+ « (x) bo’lsa, //m f(x)=b bo’ladi.

X—>a

Isbot. //m f(x)=b bo’lganda

fx)-b=a(x) (1)
ayirmani ko’raylik va x —a da «(x) cheksiz kichik fuksiya ekanligini
ko’rsataylik. //m f(x)=b degan so’z, limitning ta’rifiga ko’ra ixtyoriy s musbat son

X—>a

uchun shunday >0 son topish mumkinki, x ning O<[x-al<s tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun [f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’ladi. (1)
ni hisobga olsak |«(x)|<e bo’ladi. Bu esa « (x) fuksiyani cheksiz kichik fuksiya
ekanligini ko’rsatadi.

Teoremaning ikkinchi gismi ham shunga o’xshash isbotlanadi.

Agar /imFA(X) va /img(x) mavjud bo’lsa, quyidagi teorema o’rinli

bo’ladi. ’ o
2-teorema. 1) 1/MA(X) £ g(x))=1imf(x)£/img(X)
2) Llim (f(x)-g(x))=lim f(x)-1img(x)

Xususan g(x)=k (k —0’zgarmas son)

limx- F(X)]=x-1im f(X)

o lim f (x)
. f(x) . :
)M " limg ('X'L‘Z 9()#0)

Isbot. 1) Faraz qilaylik /im f(x)=a va 1img(x)=b bo’lsin, bu holda

X—>a X—>a

1-teoremaga ko’ra 7(X)= a+ a(X), g(x)=b+ p(x) bo’ladi, bunda « (x) va
B(X) lar x— ada cheksiz kichik fuksiyalar bo’ladi.

F(X) £ g(X)=a + b+[a(x)+ B(x)]- bundan ko’rinadiki, 7(x)+ g(x) funksiya
a+ b sonva a(x)+ B(x) -cheksiz kichik funksiya yig’indisi ko’rinishida
iIfodalangan.

1-teoremaning ikkinchi gismiga ko’ra
IIim (XN g(X)=axb=1imf(xX)+/img(x)

X—>a X—>a X—>a

2) va 3) ham yuqoridagi mulohazalar orgali oson isbotlanadi.



Eslatma. 2-teorema chekli sondagi funksiyalar yig’indisi,
ko’paytmasi uchun ham o’rinlidir.
3-teorema. (oraliq o’zgaruvchining limiti hagidagi teorema).
Agar u(x), Ax) va fx) fuksiyalarning tegishli giymatlari orasida
Ux) < AX) < UX)
tengsizliklar bajarilsa va x— «oda «(x), Ux) fuksiyalar birgina slimitga
intilsa, u holda x— wda Ax) fuksiya ham shu slimitga intiladi.

Isbotni chizmada ko’raylik. y \

ot \‘M‘
\ /-\ -

10.7. Ajoyib limitlar.

Birinchi ajoyib limit.
. sinx _
1-teorema.  lim——=1 po’ladi.
x>0 X

Isboti. Radiusi birga teng bo’lgan y
birlik aylanani ko’raylik . /
S,- OAB uchburchakning yuzasi C
S,- OAB sektorning yuzasi

S,- OCB uchburchakning yuzasi

bo’lsin.
U holda s5<5,< S, bo’ladi. 5
OA=0B=R=1 ekanligini e’tiborga olsak 0 D B X

= 1 OB AD= L Sinx,
2 2

5= 10BAB = X va 5=
2 2
bo’ladi.



Demak smx—ﬂ—AD; tgx=C—B=CB.
OA OB
Lsinx< X< —tgx = 1<—<L:>
2 2 sin x cosx
COSX<M<1 < lim COSX<I|m SMX <lim1 = lim M—l
X x>0 x>0 X Xx—0 Xx—0 X
1-cos Zsinz(;(j 1
Misol. lim =—“SX =|im ==,
x>0 XZ x—0 X2 2

Ikkinchi ajoyib limit.

Ta’rif. (1+1)” 0’zgaruvchi migdorning n— o« dagi limiti e soni deyiladi,
e=2,7182818284../.7
2-teorema. (1+1)X fuksiyaning x — « dagi limiti mavjud bo’lib e soniga
teng bo’ladi. g
lim (1+= ) =e (3)

Isboti. Agar x fagat butun musbat giymatlarni gqabul gilsa, (3) ning o’rinliligi
(2) dan kelib chigadi.Endi, x musbat va manfiy kasr giymatlarni gabul gilgan holda
cheksizlikka intilsin.

1. Xx— o deylik, bu holda x ning har ganday giymati ikki musbat butun

sonlar orasida yotadi.

n<x<n+1l— L<lgl 1+L<1+ <1+_ (1+_) <(1+= )<(1+ )
n+l x n n+1 X

Agar Xx—> o bo’lsa, n ham n—-w chunkl n X ning butun gismi, OXII’gI
tengsizlikdan limitga o’tsak ikki chekkadagi limitlar e ga intilgani uchun

lim (1+= ) =e

X—0

kelib chigadi.

2. X——oo fda t=-(x+1) yoki x=-(t+1) almashtirish bajarsak t — + da
X— —0 .

. 1.x_ .. 1 \t1_,. 1.t
lim (1+=)=Ilim(1 -— =lim(l+=)=e.
X—>—0 ( X) w0 ( [+ 1 ) J RN ( l‘)
1

3. lim (1+x) - = e ekanligini ham quyidagicha hosil gilamiz:

1
xz%‘ desakt -« da x—0, Iirrg(1+X)x:I[im(l+%)t= e.

Amaliy mashsg’ulotlarda ko’p uchraydigan quyidagi limitlarni ham talabalarning
bilishi magsadga muvofiq bo’lar edi.



lim (1- £ )*=e™ ; lim (1+ %)% =e¥,

1. [1]
2. [2]

9.

—~=Ina; lim
X x=0 X

O N o g bk~ w DN PE

X X—>®© X

N lim % =
X ! Xx—0 X

In@+ %) _4

-n’

Adabiyotlar.

129-145 betlar.
20-30, 178-203 betlar.

QAYTARSH UCHUN SAVOLLAR.
Funksiya tushunchasiga olib keluvchi ganday masalalarni bilasiz?
O’zgaruvchi va 0’zgarmas miqgdorlar nima?
Funksiyaning ta’rifi.
Funksiyaning o’zgarish va aniglanish sohalari.
Berilgan nugtadan aniglanmagan fuksiyaga misol keltiring.
Funksiya ganday usullarda berilishi mumkin?
Funksiyaning berilgan nuqtadagi giymati ganday topiladi?
Funksiya giymatlari bo’yicha argument giymatlarini aniglash
mumkinmi?

Limit tushunchasi ganday Kkiritiladi?

10.Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarning ta’rifi.



11-MAVZU
FUNKSIYA UZLUKSIZLIGI.

a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi

1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan
magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi: Funksiyaning uzliksizligi va xosilasi.

3.Mavzuga oid 0'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994.
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika giska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga funksiyaning uzliksizligi va
xosilasi, differesiali, yuqori tartibli xosila va differesial, ularning tadbiqi hagida
bilim, ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: : bir tomonlama uzluksizlik, uzilish turlari. O’rtacha
tezlik, oniy tezlik, kesuvchining burchak koeffiyesiyenti, urinmaning burchak
koeffiyesiyenti, funksiya, orttirma, differensiallanuvchi funksiya.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:
Talabalarda funksiyaning uzliksizligi, uzilush turlari, differensiallanuvchi
funksiya, xosila bilan differensial orasidagi bjg lanish, yugori tartibli xosila,
xosilaning tadbiglari, Lopital qoidasi yordamida anigmasliklarni ochish
xagida tushunchalar hosil gilish.




b) Matnlar
11.1. Argument va funksiya orttirmasi.

Berilgan y=f(x) funksiyaning x=a nuqgtadagi giymati yo,=f(a) bo’lsin.
Argument x ning boshlang’ich a va biror x giymatlarini ko’raylik. x-a ayirma
argument x ning a nugtadagi orttirmasi deyiladi va A x orgali belgilanadi.

y-Yo=Ff(x)-f(a) ayirmaga f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi orttirmasi deyiladi
va Ay orgali belgilanadi.
AX=X-3, AYy=y-yo=f(X)-f(a) yoki x=a+AX, y=Yyo+Ay DboO’lib
Ay=f(at+Ax)-f(a) .
Misol. y=x* funksiyaning x=a nuqtadagi funksiya orttirmasini hisoblang.

Ay=f(a+ A x)-f(a)=(x+a) -a°=2aA x +(A X)° .

Endi funksiyaning uzluksizligiga o’taylik. y=f(x) funksiya biror x=a nuqtada va

uning atrofida aniglangan bo’lib, x=a da u=f(a) bo’lIsin.

1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x—a da limiti mavjud bo’lib  lim f(x)=f(a)

bo’lsa f(x) funksiya x=a nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak f(x) funksiya x=a nuqgtada uzluksiz bo’lsa,

lim f(x)=f(a) (1)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Bu ta’rifni boshgacha ham tushuntirish mumkin.

Agar X=a nuqtaga AX orttirma y

bersak, funksiyaning orttirmasi

Ay=Ff(a+ A x)-f(a) edi. y=F(x)

Bundan limitga o’tsak (a+ A X,Yot AY)

lim Ay= lim [f(a+ A x)-f(a)]= (a,Yo) !

=f(a)- f(a)=0, lim Ay=0 (2) Ay |
Ax—0 —

(2) dan ko’rinadiki, funksiya x=a nugtada 0 a atAX x

uzluksiz bo’lishi uchun Ax—0 da | |

Ay —0 bo’lishi kerak ekan. ' '

Berilgan nuqtada funksiya uzluksizligining geometrik ma’nosi shuni
bildiradiki, agar |A x| yetarli kichik bo’lsa, u holda a va a+ A x nuqgtalarda funksiya
grafigi ordinatalarining ayirmasi absolyut giymat bo’yicha yetarli darajada kichik
bo’ladi.

2-Tagrif. Agar y= f(x) funksiyaning x=a nugtadagi o’ng limiti

Xlimof(x)z f(a+0) yoki chap limiti Xﬂgjof(x)z f(a-0) lar mavjud bo’lsa, u
holda f(x) funksiyani x=a nuqtada o’ngdan yoki chapdan uzluksiz deyiladi.

O’ng va chap uzluksizlikka bir tomonlama uzluksizlik ham deyiladi. ~ Agar
f(X) funksiyaning x=a nuqtadagi o’ng va chap limitlari mavjud bo’lib, o’zaro teng
bo’lsa lim f(x)= Xﬂgjo f(x), funksiya shu a nugtada uzluksiz bo’ladi.



3-ta’rif. Agar f(x) funksiya biror intervalning har bir nuqgtasida uzluksiz
bo’lsa, funksiyani shu intervalda uzluksiz deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiya x=a nugtada aniglanmagan bo’lsa yoki |XI£72 f(x)

limit mavjud bo’lmasa yoki (1) tenglik o’rinli bo’lmasa, f(x) funksiyani a
nugtada uzlukli (yoki a nuqtada uzilishga ega) deyiladi. a nugtaga f(x)
funksiyaning uzilish nuqgtasi deyiladi.

5-ta’rif. Agarxﬂmof(x): f(a+0), XﬂTof(X): f(a-0) chekli limitlar mavjud

bo’lib, lekin ular o’zaro teng bo’lmasa, f(x) funksiyani a nugtada 1-tur uzilishga
ega deyiladi.
1-tur uzilishga kirmaydigan, barcha uzilishlarga 11-tur uzilish deyiladi.

Misol. 1. f(x)=+x+4 funksiyaning x=5 nugtada uzluksiz ekanligini ko’rsating.
f(5)=+v5+4=3; Iin;f(x)= lim Vx+4=45+4=3; Iin;f(x): f(5)=3.
1

2. 10)=— (x20). 1Lm0i=+oo; lim & =-o0

Demak funksiya x=0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega.

11.2. Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning uzluksizligi.

Teorema. Agar f£(x), f,(x) funksiyalar x=a nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda

£, £ F(x), F1(X) e Fo(X) va%(fz(a);tO) funksiyalar ham shu x=a nugtada
uzluksiz bo’ladi.

Isboti: Isbotini  f(x)=fy(X)+f,(x) yig’indi uchun ko’raylik, shartga ko’ra
lim f;(X)=f1(a), lim f,(x)=f,(a), tengliklar o’rinli bo’lgani uchun

lim F(x)=lim [f,(x)+f5(X)]= lim fy(X)+ lim f5(x)=f, () +f2(a)

bu esa f;(x)+f,(x) yig’indining x=a nugtada uzluksiz ekanligini ko’rsatadi.

Endi kesmadagi uzluksiz funksiyalarning quyidagi ikkita xossasini ko’rib
o’taylik.

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiya shu kesmada 0’zining eng katta va eng kichik giymatiga erishadi.

2-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lib, bu kesma
uchlarida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, u holda a va b nuqtalar orasida hech
bo’Imaganda shunday bir x=c (a<c<b) nugta topiladiki, bu nugtada f( c)=0
bo’ladi.

Natija. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lsa, shu kesmada f(x)
funksiya chegaralangan bo’ladi.



Adabiyotlar.

1. [1] 150-159 betlar.
2. [2] 207-215 betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLAR.

Uzluksiz tushunchasini ganday tasavvur gilasiz?

Uzluksizlik ta’rifini limit ta’rifi bilan solishtiring, gaysi biri umumiyroq?
Berilgan nugadan uzluksiz funksiyaga misol keltiraolasizmi?

Qachon funksiyani chekli kesmadan uzluksiz deyiladi?

Kesmada uzluksiz funksiyaning grafigini tasavvur giling.

Uzluksiz funksiyaga misollar.

Uzulish turlari. Ularning fargi nimadan iborat?

Berilgan funksiyaning berilgen nugtadan uzluksizligini ganday
tekshiriladi?

O N O~ WDNE

12-MAVZU
FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI

Tayanch so’zlar. O’rtacha tezlik, oniy tezlik, kesuvchining burchak
koeffiyesiyenti, urinmaning burchak koeffiyesiyenti, funksiya, orttirma,
differensiallanuvchi funksiya.

12.1. Funksiyaning hosilasi.

Ta’rif. Agar y= f (x) funksiyaning X=X, nuqtadagi orttirmasi Ay ning
argument orttirmasi A x ga nisbatining A X nolga intilganda chekli limiti mavjud
bo’lsa, bu limit f (x) funksiyaning X o huqtadagi hosilasi deb ataladi va y' yoki
Yy'(Xo) Yoki f'(xo) yokl yokl g{ ko’rinishlarda belgilanadi.

Ay T+ A%)- fx)

Demak ta’rifga ko’ra f (xo)— lim

—0 AX Ax>0 AX
Misollar.
1. y=f(x)=s=const bo’lsin. A y=f(x+ A x)-f(x)=c-c=0 y—hmoA—zo
AX— X
_ Ay (X+AX)-X _a. i Ay _
2. y=f I TRV 1 y'=im =
y=f (X)=x bo’lsin. o o Y= lim o

3. y=x? funksiyaning x=3 nuqtadagi hosilasini toping:
Yo=9; Yo+ A y=(3+ A X)*=9+6 A X+( A X)?

y'=lim A= im (6+AA¢(= I|Xm0(6+AX)=6;

Ax—>0 AX Ax>0



4, y:f(x) \/_ (x>0)
y'= I|m = |jm YT AXTNVA Ax - \/_ L
Ax—>0 AX Ax—0 AX AX—>O m_i_\/_ 2\/}

12.2. Funksiyaning differensiallanuvchanligi.

1-ta’rif. Agar y=f(x) funksiya x=x , nugtada chekli f '(x,) hosilaga ega
bo’lsa, uni shu nugtada differensiallanuvchi funksiya deyiladi.

2-ta’rif. Agar y=f(x) funksiya ixtiyoriy Xxe[a,b] da differensialla-nuvchi
bo’lsa, bu funksiyani shu kesmada differensiallanuvchi deyiladi.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya x=x, nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, bu
funksiya shu nuqgtada uzluksiz bo’ladi.

Eslatma. f(x) funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, shu nugtada
uzluksiz bo’ladi. Lekin aksi har vakt o’rinli emas. Masalan y=3%/x funksiya x=0
nugtada hosilaga ega emas.

Hosilaning geometrik ma’nosi.

Biror (a,b) oraligda aniglangan Y
y=f (x) funksiyaning  grafigi egri y/

chizigdan iborat bo’lsin. L da M (X o,o)

va M;i(Xo+AXy,Yot AY) nugtalar olib, g
ularni birlashtiruvchi MoM;_kesuvchini ko’rayli M L (M,
Agar M, nugtani M, nugtaga cheksiz AY
yaqinlashtirsak M ,M; kesuvchi- o A X

ning limit holati bo’lgan M,T to’g’ri D) X

chizigga L egri chizigning M, nuqgtasiga
o’tkazilgan urinma deyiladi.

Yugoridagi chizmadan ko’rinadiki Ox o’gining musbat yo’nalishi bilan urinma «
burchak, MM kesuvchi esa g burchak tashkil giladi. tg 8= i—J; ekanligi ma’lum.

AX—0 da M; ->M, intilib ﬂ—>a
Bundan tga_llmtgﬁ_llm f(x) =T'(X)=tg«.

Shunday qilib, y=f(x) funk3|yan|ng X=X , nugtadagi hosilasining giymati
funksiya grafigidagi shu Mq(Xo,Y,) nugtaga o’tkazilgan urinmaning Ox 0’qining
musbat yo’nalishi  bilan hosil kilgan burchak tangensiga teng bo’lar ekan.
Boshgacha aytganda urinmaning burchak koeffisiyentiga teng bo’lar ekan:
k=tg o =f '(X o)

Agar My(Xo, Yo) Ya’ni My(X,; f(X,) nugtaga o’tkazilgan urinma tenglamasini
y=kx+b ko’rinishda olsak, urinma shu Mqy(X,,f (X,)) nugtadan o’tgani uchun

f (Xo)=kX otb= b=f(X,)-kX,.



Bu holday = kx+b = y = kx+f(Xo)-kxo, = Yy =f(Xo) + K(X-X,) = y = =f(X o)+ '(X
o)(X-X o) urinma tenglamasi.

Misol. y:l giperbolaning x=x,=1 ya’ni (1;1) nuqtasiga o’tkazilgan urinma
X

tenglamasini tuzing.
VX)WL 0= L FW=1 y=1-10e1) = y=2x

Hosilaning mexanik ma’nosi.

Moddiy M nugta y=f(t) gonun bo’yicha to’g’ri chizig bo’ylab harakatlansin.
Moddiy nugta boshlansich holatda 0 nugtada bo’lib, t , momentda esa Mo holatni
olib, y ,=f(t ,) masofani bossin.t=t;+ At momentda esa M; holatni olib, bosib
o’tgan yo’li y=f(t))=f(t,+At) bo’ladi. At vagtda bosib o’tgan yo’li esa Ay=f(
to+ A t)-(t,) bo’ladi.

% nisbat moddiy nugtaning At vaqtdagi o’rtacha tezligi deyiladi. v= im%
moddiy nugtaning t momentdagi tezligini beradi. lim %=u'.

f(5) ay f(t)]
0 My, At M; i
Demak hosilaning mexanik ma’nosi harakatlanayotgan
moddiy nugtaning ma’lum momentdagi tezligini ifodalar ekan.

Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning hosilasi.

Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar xe(a,b) nugtada u'(x) va v'(x)
hosilalarga ega bo’lsa, u holda ularning algebraik yig’indisi, ko’paytmasi va
bo’linmasi shu x nugtada hosilaga ega bo’lib, quyidagi formulalar bo’yicha
topiladi:

(uxv)'=u'tVv'
(uv)'=u'v+uv'

(4) = (v(x) #0)

Isboti. [u(x)+v(x)]'=u'(xX)+V'(x) ekanligini ko’rsataylik. y=u(x)+v(x) deb x ga
A X orttirma bersak u(x), v(x) funksiyalar ham orttirma oladi:
A u=u(X+ A x)-u(x)
A V=V(X+ A X)-V(X)

AY=Y(X+ A X)-y(X)=[u(Xx+ A X)-u(X)]+[v(X+ A X)-V(X)]|= AutAvV
teoremaning shartiga ko’ra u(x), u(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo’lgani
uchun

Au , Av

tim 2= 1im [ 22+ 21=000+v/00 = [UG0+VT=U (9 +v(4)

Qolganlari ham shunga o’xshash isbot gilinadi.




Teskari funksiyaning hosilasi.

Teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltirib o’taylik.
1-teorema. Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo’lib, shu kesmada o’suvchi (kamayuvchi) bo’lsa, bu funksiyaga teskari bo’lgan
x=¢ (y) funksiya mavjud bo’ladi. y=f(x) ga teskari bo’lgan funksiyani topish uchun
tenglamani x ga nisbatan yechish kerak.
2-teorema. Agar y=f(x) funksiya x nugtada chekli f '(x) =0 hosilaga ega
bo’lsa, u holda bu funksiyaga teskari bo’lgan x=¢ (y) funksiya ham shu nuqgtada

1 ) .
'(y)=——— hosilaga ega bo’ladi.
2'(y) ) gaeg

Isboti. y'y=f '(X) mavjud bo’lsin. x= ¢ (y) funksiya argumentiuga Ay
orttirma bersak

Ar 1 . Ax_ .. 1 1 1
= - = '=p'(y)=lim === —= = —
AxEerAY»e ) o= ay SR ORI LTI T AT
Ax Ax A0 Ax
Q'(Y):L yokix':#
F(X) Ty

Murakkab funksiyaning hosilasi.

Agar y o’zgaruvchi u o’zgaruvchining y=f(u) funksiyasi bo’lib, u esa 0’z
navbatida x ning funksiyasi u=¢ (X) bo’lsa, u holda y=f(¢ (x)) funksiyani x ning
murakkab funksiyasi deyiladi.

Teorema. Agar u=¢ (x) funksiya o’zgaruvchi x nuqtada u,'=¢'(x) hosilaga,
y=f(u) funksiya esa 0’zgaruvchi u bo’yicha y,'=f '(u) hosilaga ega bo’lsa, u holda
y=f(¢ (X)) murakkab funksiya ham shu x nuqgtada

hosilaga ega bo’ladi.

Parametrik ko’rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.

x=o(1)

parametrik ko’rinishda berilgan bo’lib, ¢ (t),
y=w(1)

Agar tenglamamiz{

w (t) funksiyalar differensiallanuvchi va ¢'(t)=0 bo’lsa yxz% ya’ni
(2

A
X, (0

v, formula o’rinli bo’ladi.



Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari.

1. y=x" (x>0) darajali funksiyaning hosilasini topaylik. Funksiya hosilasining

ta’rifiga ko’ra A y=(x+ A X) "-x"=x ”[(1+ g‘} -1],
X

] ]

Ax Ax Ax ’
X
l:(1+AXj —1}
X e el ge e .
lim =n ajoyib limitni e’tiborga olsak
X— X
X
lim 2 = lim XM=
A0 Ax  Axs0 AXx
X
y|:(Xn)|:an-1.

2.y=a* (a>0, a=1)ko’rsatkichli funksiyaning hosilasi.
AYy=a**"-a"= 2” (a*-1);
Ay_ a*(a™-1)

Ax Ax
im -2 =In, ajoyib limitga kora
x>0 X
, . A . X Ax_l . Ax_l
y'=lim =Z= lim @) o iy 2 =a"Ina.

A0 Ax Ax>0 AXx Ax—0 Ax
Demak, y'=(2")'=a"Ina

3. y=logx (a>0,a=1) logarifmik funksiyaning hosilasi ham
y‘=(|ogax)'=i log.e formula bilan topiladi.
X
Agar Iogae=i; logea=Ina ; logex=Inx ; Iogxe=i. ekanligini e’tiborga
Ine In x
olsak y'=(log.x)'=—~— kelib chigadi.
xlna

Agar a=e desak Ina=Ine=1 bo’lib, y=Inx ; y':(lnx)':%( bo’ladi.

4. y=sinx funksiyanig hosilasini topish uchun x ga A x orttirma bersak y ham

Ay orttirma olib A y=sin(x+A X)-Sinx:ZSin(%‘)cos[ (2XJ2r Ax) 1,



. AXx AX
SIn—CcoS| X+ —

2 ]]:cosx.

_ Ay _
y=lim —==lim [ Ax

2
y'=(sinx)'=cosx
xuddi shuningdek o’rta maktab dasturidan bizga ma’lum bo’lgan boshga
trigonometrik funksiyalarning hosilalarini hisoblash mumkin:
1

sin? x°

(cosx)'=-sinx ; (tgx) ':Lz; (ctgx) '=-
cos X

5. Endi y=arcsinx teskari trigonometrik funksiyaning hosilasini hisoblashni
ko’raylik.
y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga teskari funksiya bo’lgani uchun, teskari
funksiyalarning hosilalariga ko’ra

: Loy 1 1 1 1
=(arcsinx) '= = = =
Y= ) (siny) cosy f1-sin?y 1-X
(arcsinx) '= , (-1<x<1).
1- X
Xuddi shuningdek
(areees) =ﬁ - (arotp0'= s areelg) = -
6. y=Inx bo’lsa, y'=1. :%( . Agar y=Inu bo’lib u=Ff(x) bo’lsa,
X
_ _U _ (X,
=(lnu) '== =222
y'=(Inu) 0

Agar y=u"®(x) bo’lsa, Iny=vinu — bundan hosila olsak
Y =y Inuv- E, y'=u"[v"Inut+v- —]
y u

Hosila jadvali (Umumiy hol).

u=u(x), v=v(x) funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin.

1.C'=0; C-0’zgarmas. 7. (e")'=e"u’ 13. (ctgu)’ = u
2. x'=1, x-argument 8. (I0g,U)'= ' sin® u
3. (U)=nu"u, ) ' na 14. (arcsinu)'=
(ne ~v,u>0) (u>0;a>0,a¢ 1) 1— 2
n [lj-z_iz 9. (Inuy=4 15. (arccosu)'=

u u u u

. 10. (sinu)'=cosu-u' N

S, (@):m 11. (cosu)'= -sinu-u' v
6. (a")'=a"lna-u'; 12. (tgu)'=

. COS u
(a>0;a+1) 17. (arcctgu)'=- y ~.

1+u




Differensiallash goidalari:

1. (utv)=u'tv' 5. y=f(u),u=¢ (X),y=f[» (X)] bO’lsa, yx'= y,"ux" Yyoki
yx'=t'(u) @x'(X) -
2. (uv)=u'vtuv' 6. y=f(X) va x=¢ (y) funksiyalar o’zaro teskari
bo’lsa, yx'=i'.
X}’
3. (Cu)=C-u' (C-0’zgar) 7. (u")'=vu"‘u+u'lnuv'
Sy x= (1) , ,
4. (Y=Y 8.1y=w(® bo'lsa, y= Y yoki y=2 .
v I/2 (pxl Xf'
altsp

12.3. Differensial va hosila orasidagi bog’hlanish.

Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, bu
funksiyaning Xe[a,b] nugtadagi hosilasi f '(x):AIim0 i—J; (1) tenglik bilan

aniglanar edi. Limitning ta’rifiga ko’ra Ax—0 da i—i nisbat f '(x) ga intiladi.

Boshgacha aytganda ular orasidagi farq cheksiz kichik migdor bo’ladi.
Shuning uchun

%:f (X)+a=Ay=f'(X)-Ax+ a AX (Ax—>0 da a0 ).

Bundan ko’rinadiki funksiya orttirmasi Ay ikkita qo’shiluvchidan iborat
bo’lar ekan. Shularning birinchisi f '(x) A x ga funksiyaning differensiali deyiladi
va dy orgali belgilanadi.

dy=f'(x) AX 2
desak (2) dan dx=x'AXx = dx=AXx ekanligini e’tiborga olsak
dy=f"(x)dx (3)
yoKi
Y t(x) (4)
ax

(4) dan ko’rinadiki f '(x) hosilani funksiya differensialining argument
differensialiga nisbati deb garash mumkin ekan.

Endi differensialning geometrik ma’no- y

sini ko’rib o’taylik. Tenglamasi y=f(x)

bo’lgan egri chizigning M(x,y) nugtasiga I\%/
urinma o’tkazib, bu urinmaning Ox %
0’qgining musbat yo’nalishi bilan tashkil X N

gilgan burchagini « deylik. Agar x ga
A X orttirma bersak y ham Ay orttirma
olib natijada M(x+ A X,y+ A y) nugta N
hosil bo’ladi. MN=A X, M;N=AY, 1 M, X




tg o« =f '(X) ekanliklarini eqtiborga olsak
MNT uchburchakdan

NT=MNtga =f'(X) A x=dy.
NT=dy kelib chigadi. Bundan ko’rinadiki f(x) funksiyaning M(x,y) nuqtadagi
differensiali, shu nugtadagi urinma ordinatasining orttirmasiga teng bo’lar ekan.
(3) tenglikdan ko’rinadiki differensialni topish uchun uning hosilasini topib,
argument differensialiga ko’paytirish kifoya ekan. Shuning uchun hosilaga tegishli
barcha nazariya va formulalar differensial uchun ham o’z kuchini saglab qoladi.
Jumladan quyidagi formulalar ham o’rinli bo’ladi:

1.dC=0 (C-0’zgarmas)
2. d(Cu)=Cdu
3. d(u+v)=du+dv
4. d(uv)=vdu+udv
5. d(¥) =2 V=4 (%) £0)
v V
12.4. Differensialning tagribiy hisoblarga tatbiqi.

Agar y=F (x)= lim i_i chekli limit mavjud bo’lsa,

AYy=f'(X) AX+ aAX (AX—0da a«— 0cheksiz kichik funksiya)
yoki

Ay=dy+ aAx = =14 PBX=qy OAX g, @
ay ay F(xAx (%
lim fy_fv/z lim (1+ %)ﬂ = Ay ~dy =Fx+AX)-FX)~F'(X) AX
yoki
f(x+ A X) = f(X)+f '(X) AX
Misol.
sin31%=sin(30°+1%)=sin( X+~ ); ax="_: x+Aax=30"+1°_%+ " -
6 180 180 6 180

§in(30°+1%)=sin( %+ 7 ) ~sinT4(sinx) - T =1,V T o515
6 180 6 == 180 2 2 180

6

12.5. Yuqori tartibli hosila

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu
funksiyaning hosilasi f '(x) umuman aytganda yana x ning funksiyasi bo’ladi.
Shuning uchun undan x bo’yicha hosila olsak, hosil bo’lgan hosilaga berilgan
funksiyadan olingan ikkinchi tartibli hosila deyiladi va y" yoki f "(x) lar bilan
belgilanadi. Shunday qilib y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

y'= 1" ()=(y)=(f'(x))".



y'=f "(x) ikkinchi tartibli hosiladan olingan hosilaga y=f(x) funksiyaning
uchinchi tartibli hosilasi deyiladi:
y||l=f III(X):(f Il(X))I
Shu jarayonni n marta davom ettirsak y=f(x) funksiyaning n tartibli hosilasi
yO=f(x)=(y™ V) = (F"(x))" ko’rinishda bo’ladi.

Misol. y=Ff(x)=2x *+3x >-5x * +6x-8

y'=8x® +9x ? -10x+6

y'=24x? +18x-10

y"'=48x+18.
Adgar u(x), v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo’lib, u™(x), v(”(x) hosilalarga
ega bo’lsa, u holda
1. (Cu) "=cu® gC-o’zgarmas son)
2. (utv) W=y Oy
mn-Du"2

1-2

tengliklar o’rinli bo’ladi. Oxirgi tenglikka Leybnis formulasi deyiladi.

Endi yuqori tartibli qosila tushunchasi kabi,yuqori tartibli differensial
tushunchasini kiritaylik. Agar y=f(x) funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, uning
differensiali dy=f '(x)dx=y'dx formula bilan hisoblanishini ko’rgan edik. Bu yerda
x ga fagat f '(x) bog’lig bo’lib, dx bog’lig bo’lmaydi, chunki dx=Ax bo’lib
argument orttirmasini ifodalaydi. Shuning uchun dy differensialidan yana
differensial olsak, hosil bo’lgan differensialga y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deyiladi va d °y yoki d*f(x) lar bilan belgilanadi:

d?y=d(dy)=d(y'dx)=d(y")dx=(y")'dxdx=y"dx*
d?y=y"dx*
yoki  d?y=Ff"(x)dx? .

Xuddi shuningdek uchinchi, to’rtinchi va xokazo tartibli differensiallarni

topish mumkin:
d3y=y"dx®, dfy=y™Vdx*...., d"y=y Vdx" .

+ ..+uv®,

3. (uv) @=uv+nuHy+

Misol.  y=4x>-3x*+6, d'y=?
dy=(20x*-6x)dx, d’y=(80x3-6)dx?, d’y=240x%dx?,  d'y=480xdx"

Adabiyotlar.

1.[1] 161-171, 179-191-betlar.
2.[2] 223-251-betlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.
1. To’g’ri chizigli noteks harakatning o’rtacha tezligiga ta’rif bering.
2. Oniy tezlik nima?
3. Funksiya hosilasini ta’rifini bering. Hosilani belgilanishlari.



4. Hosila ganday geometrik va mexanik ma’noga ega?

5. Qanday funksiyaning hosilasi nol bo’ladi?

6. Hosila olish goidalari.

7. Asosiy elementar funksiyalarning hosila jadvalini yozing.

8. Murakkab funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

9. Differensialning ta’rifi, geometrik ma’nosi.

10.Funksiya giymatini tagribiy hisoblashda differensialning o’rni.
11.1kkinchi tartibli hosilani ta’rifi va uni geometrik ma’nosi.

13-MAVZU
DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR
XAQIDA BA’ZlI TEOREMALAR.

Tayanch so’zlar: Uzluksiz, differensiallanuvchi funksiya, urinma, hosila.

Roll teoremasi (1652-1719y. fransuz).

Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va uning barcha ichki
nuqgtalarida differensiallanuvchi bo’lib, kesmaning chetki nugtalarida f(a="1
(b) yoki f (a)=f (b)=0 bo’lsa, u holda shunday x=c (a<c<b) nuqgta topiladiki, unda
f'(c) =0 bo’ladi.

Teoremaning geometrik ma’nosi. y
Agar har bir nugtasida urinmaga

ega bo’lgan uzluksiz egri chiziq
abssissalari a va b bo’lgan nugtalarda
f (a)=f'(b) yoki f (a)= f(b)=0 bo’lsa, f
u holda bu egri chiziqda shunday bir
x=c (a<c<b) nugqta topiladiki, i
bu (c; f (c)) nugtaga o’tkazilgan urinma 0 A c Db

OX o’qiga parallel bo’ladi.

Lagranj teoremasi (1736-1813 y. fransuz).

Agar y= f (x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va uning barcha ichki
nuqtalarida differensiallanuvchi bo’lsa,u holda [a,b] kesmada shunday x=c (a<c<b)
nugta topiladiki, bu nugtada hosila

f(c)=w 1)  boladi.

Bu teorema ba’zi hollarda chekli orttirmalar haqidagi Lagranj teoremasi
deyilib, quyidagicha ham ifodalanadi; [a,b] da differensiallanuvchi bo’lgan y=f(x)
funksiyaning shu kesmadagi orttirmasi, shu kesma uzunligi bilan c(a<c<b)
nuqtadagi funksiya hosilasi ko’paytmasiga teng bo’ladi:

f (b)- f(a)=(b-a) f'(c) .




Endi Lagranj teoremasining geometrik ma’nosini ko’raylik. Chizmadan
ko’rinadiki, (1) ning chap tomonidagi f '(c) kattalik y= f (x) egri chizigning
X=C nuqtasiga o’tkazilgan urinmaning Ox y
0’gining musbat yo’nalishi bilan tashkil
gilgan burchagining tangensidir:
f'(c)=tga
(1) ning 0’ng tomoni esa A va B
nuqtalardan o’tuvchi vatarning Ox
0’qining mushbat yo’nalishi bilan o o !
tashkil gilgan burchakning a c D X
tangensidir:
f(b) - f(a)
195 = Py
Demak tg o =tgp.
Bundan chigadigan xulosa:
Agar y= f (x) funksiya grafigining hamma nugtalarida urinma mavjud
bo’lsa, u holda A va B (x=a, x=Db) nugtalar orasida shunday bir C (x=c) nuqgta
topiladiki, bu C nugtada o’tkazilgan urinma A va B nugtalardan o’tgan vatarga
parallel bo’ladi.
Misol. f(x)=x" funksiya [0,1] da berilgan. Urinmasi x=a=0, x=b=1
nugtalardan o’tgan vatarga parallel bo’lgan nuqgtaning ordinatasini toping.
Yechish. f (a)=f (0)=0; f (b)= f(1)=1, 1-0=(1-0) f '(c), f'(c) =1
iIkkinchi tomondan
f'(x)=4x, f'(c)=4c®, 4c’=1, ¢=0,63

Koshi teoremasi. Agar f(x),o(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz va
uning barcha ichki nuktalarida differensiallanuvchi bo’lib, ixtiyoriy xe (a,b) uchun
¢'(X)=0 bo’lsa,

u holda shunday bir x=c(a<c<b) nuqta topiladiki, unda
fh)- fa) _ f(9 )
p(b)-p(a) ¢'(0)

tenglik o’rinli bo’ladi.

Isboti: ¢ (b)- ¢(@) =0 chunki aks holda ¢'(b)= ¢ (a)=0 bo’lib, Roll
teoremasiga ko’ra kesma ichida ¢'(X)=0 bo’lib golar edi. Bu esa teoremaning
shartiga ziddir.

Quyidagi yordamchi funksiyani ko’raylik:

F)= F00 - (@) -T2 1@ 000 _o@]  (3)
p(b) - p(a)
(2) Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi, u holda shunday x=c
(a<c<b) nugta topiladiki, bu nugtada F'(c)=0 bo’ladi.
Bu holda (3) dan

FI(C): f\(c)_ f(b)_ f(a) 1

0'()=0= f(h) - Ha)_ F9
@(b) - p(a) p(b)-p(a) ¢'(0)




13.1. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidasi.

Ba’zi hollarda % kasr ko’rinishidagi funksiyalarni tekshirganimizda
@

X— +00, X— —0, X— a, Xx— 0 Intilganda % yoki 2 ko’rinishdagi anigmasliklarga
(e8]

uchraymiz. Bu anigmasliklarni hosila yordamida Lopitalg goidasiga ko’ra ochishni
ko’raylik.
Teorema. Agar f (X), ¢(X) funksiyalar x=a nuqta atrofidagi (x=a dan
tashqari) barcha nugtalarda differensiallanuvchi bo’lib,
im f (x)=lim ¢ (x)=0 (yoki limf(x)= lim ¢ (x)=<0) va ¢'(2) =0
bo’lsa, u holda
lim (X)—I 9 (1)
o1 p(x) o 9 (X)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Aniglik uchun lim f(x)= lim ¢ (X)=f(a)=¢ (a)=0 hol uchun isbotlaylik.
Bu holda f(x), ¢(x) funksiyalar [a,b] kesmada Koshi teoremasining shartlarini
ganoatlantiradi. Jumladan [a,x] (a<x<b) kesma uchun ham o’rinli bo’ladi:
(X)) _ f(9- fa) (o )
(X)) o(XN)-pa ¢'(0)
(2) dagi c kattalik x ga bo’lig bo’lib, x»>a da ¢ ham a ga intiladi, chunki
a<c<x bo’lgani uchun.

Demak, lim-" — jim fl(c)=lim f.(X) = lim T i T
PEY @(X) x> @ (c) x> @ (X) X->a ¢(X) x> @ (X)
1-eslatma. Agar lim E)):)) limit yana % yoki = ko’rinishdagi
X—>a (0 o0

anigmaslikka olib kelsa, va f '(x), ¢'(xX) funksiyalar esa f (x), ¢(x) funksiyalar

ganoatlantirgan barcha shartlarni ganoatlantirsa, u holda Eg ga yana Lopitalqg
9’

goidasini go’llash mumkin:
lim 70 = i L0 = iy 700
x—>a¢)()0 X—)aw()() x—>a¢)()()
Agar zaruriyat bo’lib, teorema sharti ganoatlantirilsa shu jarayonni davom
ettirish mumkin.

2-eslatma. 0-o,00—o0 Ko’rinishdagi anigmasliklar ham % yoki 2
o0

ko’rinishdagi anigmaslikka keltiriladi.

3-eslatma.  0°1",° ko’rinishdagi anigmasliklar odatda ( #(x))""”
ko’rinishdagi ifodani logarifmlash natijasida % yoki 2 ko’rinishdagi

anigmasliklarga keltiriladi.



Misollar.

1. lim sinbx =% )_ (sm5x) —I 5c035)(=5
A0 Sx (629) 1
2. Ilm——( “)=lim 2_)(_( )=lim 2 =0
X—0 X—0 X—>0 e
1
Inx_ X
3. I|m(X|nX) (0-0)= lim ——( —) lim —l—-lmgx =0
} X
4 “m( 1 _smxj_(oo »)= lim 1- smx_( ) _C_OSX:O
COS X COS X T COSX H% —sin x

5. 1im L+ )+ ; bu =° ko’rinishdagi anigmaslik

y= (1+ Xz)%( desak Iny:%(ln(l+ XZ);

2X
limIny=tim M@+ %) _ i 1+ X g

X—>0 X—>0 X X—>0

In(Ilmy) I|m(|ny) 0 = limy=1 = lim (1+ xz)x—

X—0

Adabiyotlar.

1. [1] 193-204 —Dbetlar.
2. [2] 263-270 —betlar

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.
Rollg teoremasining mohiyati.
Lagranj teoremasini keltiring.
Koshi teoremasining ma’nosi nimadan iborat?
Anigmasliklar turlari.
Anigmaslliklarni ochishda Lopitalg qoidalari.

Bir anigmaslikni boshga anigmasliklarga keltirish usullari.

N o g bk~ DN

Lopitalg qoidalarining qulayliklari nimadan iborat?



14-MAVZU.
FUNKSIYALARNI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH.

a)Mavzuning ta'lim texnologiyasi
1.Fanning umumiy magsadi: "Oliy matematika" fanini o'zlashtirishdan

magsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda
go'llashda ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir

2.Mavzu nomi: Funksiyalarni xosila yordamida tekshirish.

3.Mavzuga oid o'quv adabiyotlar:

1. Soatov Ya.U Oliy matematika. 1,11, jild.1992, 1994,
2. Shneyder V. va boshqgalar. Oliy matematika qgiska kursi.l, 11, jild.1985-1987
3. Kletenik D. Sbornik zadach po analiticheskoy geometrii.1987.

4. Pod redaksiyey Yefimova A.V.i Demidovicha B.
Sbornik zadach po matematike dlya VTUZov 1986.

5. Berman G.N. Sbornik zadach po matematicheskomu analizu,

1985.

6. Pod redaksiyey Zadachi i uprajneniya po matematicheskomu
Demidovicha B. analizu. VTUZov.

4.Mavzuning o'quv magsadi: Talabalarga funksiyaning xosilasi yordamida
tekshirib, uning grafigini yasash mumkinligi hagida bilim, ko'nikma, malaka va
shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir.

5. Tayanch so’zlar: : funksiya, o’suvchi va kamayuvchi funksiyalar, urinma,
hosila, maksimum, minimum, Kritik nugtalar, differensiallanuvchi funksiyalar.

6.Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:
Talabalarda funksiyaning xosilasi yordamida unung monotonlik oraliglari,
ekstremum qiymatlari, kesmada eng kichik va eng katta giymatlar, funksiya
grafigining botiglik va gavariqlik holatlari, asimptotalari xagida tushunchalar
hosil gilish.




b) Matnlar

14.1. Funksiyaning o’sishi va kamayishi.

1-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi bo’lib unda
o’suvchi bo’lsa, uning hosilasi shu intervalda f '(x) >0 manfiy bo’Imaydi va
aksincha (a,b) da f '(x)>0 bo’lsa funksiya o’suvchi bo’ladi.

2-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi bo’lib unda
kamayuvchi bo’lsa, uning hosilasi shu intervalda f '(x) <O musbat bo’Imaydi va
aksincha (a,b) da f '(x)<0 bo’lsa, funksiya kamayuvcti bo’ladi.
Bu teoremaning isboti chizmadan kelib y

chigadi. Hagigatan AB yoyda funksiya o’sadi. B (N
Demak AB egri chizigning istalgan nuqgtasiga C

o0’tkazilgan urinmaning Ox 0’gining musbat AL N
yo’nalishi bilan tashkil gilgan burchak tangensi a B
musbat tgea >0ya’ni tga =f '(x) >0 .BC yoyda

funksiya kamayadi. Demak BC egri chizigning 0 X
istalgan nuqgtasiga o’tkazilgan urinmaning Ox
0’qi bilan tashkil gilgan burchagi o’tmas burchak z.

Shuning uchun  tg #<0 bundan tg B =-f '(x)<0;
Misol. y=x*; y'=4x® - x>0 da y">0 bo’lib, funksiya o0’sadi; x<0 bo’lsa, y'<0
bo’lib, funksiya kamayadi.

14.2. Funksiyaning ekstremum qiymatlari.

f(x) funksiya (a,b) da aniglangan bo’lib x;  (a,b) bo’lsin.

1-ta’rif. Absalyut miqdori bo’yicha yetarli darajada kichik bo’lgan ixtiyoriy
(musbat yoki manfiy) A x uchun f(x;+A x)<f(x,) tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda
f(x) funksiyani x; nugtada maksimumga ega deyiladi.

2-ta’rif. Absalyut migdori bo’yicha yetarli darajada kichik bo’lgan ixtiyoriy
(musbat yoki manfiy) A x uchun f(X,+ A X)>f(x,) tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda
f(x) funksiyani x, nugtada minimumga ega deyiladi.
Ta’riflardan ko’rinadiki f(x) fuknsiya (a,b) kesmada bir nechta nuqgtalarda
maksimumga va bir nechta nuqgtalarda minimumga erishishi mumkKin.
Funksiyaning maksimum va minimum giymatlariga funksiyaning ekstremum
giymatlari ham deyiladi.

1-teorema. (ekstremum mavjudligining zaruriy sharti) (a,b) intervalda
differensiallanuvchi bo’lgan f(x) funksiya x;e (a,b) nugtada ekstremumga ega
bo’lsa, u holda f '(x;)=0 bo’ladi. Lekin f(x) funksiyaning biror X=X, (a,b) nugtada
chekli hosilasi mavjud bo’lib, f '(x,)=0 bo’lsa, f(x) funksiyaning x=x, da
ekstremumga ega bo’lishi har doim kelib chigmaydi. Masalan f(x)=x> funksiya
uchun f '(x)=3x*> bo’lib, x=0 da f(0)=0 bo’lsa ham x=0 nugtada funksiya
ekstremumga ega emas, chunki bu funksiya gat’iy o’suvchi funksiyadir.



Demak 1-teorema funksiya ekstremum giymatlariga erishishi uchun zarur lekin
yetarli emas. Odatda funksiyaning hosilasini nolga aylantiradigan nugtalarga
funksiyaning kritik (tursun, stasionar) nuqgtalari deyiladi.

a)f(x)=|x| funksiyaning x=0 nuqgtada (f '(+0)=1 ; f '(-0)=-1) hosilasi mavjud emas.
Lekin funksiya x=0 nuqgtada minimumga ega bo’lishi ravshan. Demak
funksiyaning hosilasi mavjud bo’lmagan nugtalarda uning ekstremum gqiymatlari
mavjud bo’lishi mumkin.

b) f(x)=x*"* funksiyaning x=0 nuqtadagi hosilasi cheksiz, lekin funksiya x=0 da
minumimga ega ekanligini ko’rish giyin emas. Demak funksiya hosilasi cheksizga
aylanadigan nugtalarda ham ekstremum giymatlariga erishar ekan.

y

y=X2/3
@) X O X

Shunday qilib, f(x) funksiyaning ekstremum giymatlarga erishadigan nuqtalarini:
1)funksiyaning kritik nugtalari;
2)funksiyaning hosilasi mavjud bo’Imagan nuqtalari;
3)funksiyaning hosilasi cheksiz bo’ladigan nuqtalari orasidan izlash kerak ekan.

2-teorema. (ekstremum mavjudliginig yetarli sharti) Agar f(x) funksiya x=x;
kritik nugtani 0’z ichiga olgan biror intervalda uzluksiz va uning barcha
nuqtalarida f '(x), x=x; kritik nugtadan chapdan 0’nga o’tganda 0’z ishorasini «+»
dan «-» ga o’zgartirsa funksiya bu x; nugtada maksimumga erishadi. Agar «-» dan
«+» ga 0’zgartirsa esa minimumga ega bo’ladi.

Isboti. f'(x) hosila x=x; kritik nugtadan o’tishda 0’z ishorasini «+» dan «-
» ga 0’zgartirsin. Bu esa hosilaning x; nugtaning chapida musbat, o’ngida manfiy
ekanligini ya’ni x<x; da f'(x)>0, x;<x da f'(x)<0 ekanini bildiradi.
Funksiyanin o’sish va kamayish hagidagi teoremaga ko’ra, agar X1- A X<X<X;
bo’lsa, f'(x)>0, agar x;<x<x;+AX bo’lsa, f'(x)<0 bo’ladi.
Bu esa f(x) funksiyamiz [X;- A X;X;] da o’sadi [X;;x;+A X] da kamayadi degan so’z.
Demak funksiyaning x; nuqtadagi qiymati [X;-A X ; X;+A X] kesmadagi eng katta
giymati bo’ladi, bu esa funksiya x; nugtada maksimumga ega ekanligini bildiradi.
Minimumga ega bo’lgan hol ham shu yo’l bilan isbotlanadi.

Eslatma. Agar f'(x) hosila kritik nugtadan o’tayotganda o’z ishorasini
0’zgartirmasa, u holda funksiya bu nugtada maksimumga ham minimumga ham
erishmaydi.



f '(X) hosilaning x; kritik nugtadan o’tishdagi Kritik
ishorasi nuqgtaning
X<X1 X=X x>X; | harakteri

+ f'(X)=0 yoki mavjud emas _ | Maksimum

_ f'(x)=0 yoki mavjud emas + | Minimum
f'(x)=0 yoki mavjud emas + | Funksiya

+ 0’sadi
_ f'(x)=0 yoki mavjud emas _ | Funksiya
kamayadi

Shunday qilib, differensiallanuvchi funksiyalarning birinchi tartibli hosila
yordamida maksimum va minimumlarini topish uchun:
1.f'(x) topiladi.
2.f'(x)=0 tenglamani yechib kritik nugtalar topiladi.
3.Hosilaning kritik nugtalardan chapdan o’ngga o’tishdagi ishoralari aniglanadi.
4.Kritik nugtalardagi funksiyaning giymati hisoblanadi.
Misol. y=Ff(x)=x?(x-5)
1. y'=5x2(x—32(x—5)
2. Y'=0 < 5x°(x-3)(x-5)=0 = Xx;=0; X,=3;X3=5.
3.Topilgan kritik nugtalar funksiyaning aniglanish sohasi (-« ;+ ) ni to’rtta
intervalga bo’ladi: (-«;0), (0;3), (3;5);(5; »);
Bu intervallarda hosilaning ishoralarini tekshiramiz.
4.Kritik nugtalarda funksiyaning giymatlarini hisoblab hammasini quyidagi
jadvalga kiritamiz

X | (-0;0) 0 | (0;3) 3 (3,5 | 5 (5; =)
y |+ 0| + 0 —|o +
y > 0 _> | max “ min -

ymax:108 Ymin:0

108




14.3. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari.

[a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo’lgan f(x) funksiyaning shu
kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari quyidagicha aniglanadi.
1.f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi hamma maksimum va minimum giymatlari
topiladi.
2.f(a) va f(b) lar hisoblanadi.
3.f(x) funksiyaning [a,b] dagi barcha maksimum giymatlari va f(a),f(b) larning
ichidagi eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng katta gqiymati bo’ladi.
f(x) funksiyaning [a,b] dagi barcha minimum giymatlari va f(a),f(b) larning
ichidagi eng kichigi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng kichik qiymati bo’ladi.

Misol. y=x>-3x*-45x+225 funksiyaning [0,6] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatini toping.
1. y'=3x*-6x-45;
2. y=0 3x°-6x-45=0 < Xx*-2x-15=0, x;=-3; X,=5, x;=-3¢ [0,6]; X,=5¢[0,6]
=0=225; y(0)=225; y(5)=50; y(6)=63.
y(0)=225 eng katta giymati; y(5)=50 eng kichik giymati.

14.4. Funksiyaning ekstremumini ikkinchi tartibli
hosila yordamida topish.

Faraz gilaylik y=f(x) funksiyaning f '(x) ,f "(x) hosilalari mavjud bo’lib,
X=X, nugtada f '(x;)=0 , f "(x;) #0 bo’lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiyaning x=x; nuqtadagi hosilasi f '(x;)=0, f "(x;) #0
bo’lib, f"(x;)>0 bo’lsa, f(x) funksiya x=x; nugtada minimumga erishadi.
Agar f "(x1)<0 bo’lsa funksiya x=x; nuqtada maksimumga erishadi.

Misol. f(x)=x-2sinx funksiyaning [0; 2xt] da ekstremumini toping.

1. f'(x)=1-2cosx

2.f'(x)=0 <1-2cosx=0 = XF%; XZZS%

3. f "(x)=2sinx. f"(%)zZsin%z\@m. Demak x1:% nugtada funksiya
minimumga ega.
fmin(%)Z%-ZSin%:%-\/_ ~-0,68. f"(S%):ZsinS%Z-ﬁ <0 Demak funksiya
X225% nugtada maksimumga erishadi. fmax(S%):S%-Zsin(5%):5%+\/_ ~
6,96.



14.5. Funksiya grafigining qavariqligi, botigligi va
egilish nuqtalari.

Bir giymatli va differensiallanuvchi bo’lgan y=f(x) funksiyaning grafigini
ko’raylik.

1-ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi grafigi shu intervaldagi
Ixtiyoriy nugtasiga o’tkazilgan urinmadan pastda bo’lsa, funksiya grafigini shu
intervalda qgavariqg deyiladi; Agar yuqorida bo’lsa funksiya grafigini shu
intervalda botiq deyiladi.

’ / y y
gavarig ' \/\

0 a b x ol 4 b\x 0 X

2-taqrif. y=f(x) funksiya grafigining gavarig qismini botig gismidan
ajratuvchi nugtaga egri chizigning egilish (yoki burilish) nugtasi deyiladi.
1-teorema. Agar y=f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi f "(x) hosilasi
mavjud bo’lib, f "(x)<0 bo’lsa, u holda funksiya grafigi shu intervalda gavariq
bo’ladi, agar f "(x)>0 bo’lsa botiq bo’ladi.
Misollar. 1.y=2-x* = y"=-2<0 . Demak egri chizik hamma joyda gavarig.
2. y=ye* = y"=ye*>0 Demak egri chizik hamma joyda botik.
3. y=x’= y"=6x; x<0 da qavariq, x>0 da botig. x=0 burilish nugtasi bo’ladi.
2-teorema. Agar y=f(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi hosilasi f'(x)=0 (yoki
mavjud bo’Imasa) bo’lib, f "(x) ning ishorasi X, dan o’tganda o’zgarsa, u holda
X=X, nugta f(x) funksiyaning burilish nuqtasi bo’ladi.
Misol. y=x>-3x funksiyani tekshiring.
Yechish. y'=3x*-3 ; y=6x= y"=0 =6x=0 = x=0; x<0 da f(x)=6x<0
demak funksiya (- «;0) da gavarig, x>0 da f "(x)=6x>0 demak funksiya (0; «) da
botig. x=0 nuqgta esa burilish nugtasi bo’ladi.

14.6. Funksiya grafigining asimptotalari.

Ta’rif. Agar egri chizigning o’zgaruvchi M(x,y) nugtasi koordinata
boshidan cheksiz uzoglashganda uning biror to’g’ri chiziggacha bo’lgan masofasi
5 nolga intilsa bu to’g’ri chiziq egri chizigning asimptotasi deyiladi.

Biz vertikal ya’ni ordinata o’giga parallel va og’ma y
ya’ni ordinata o’qgiga parallel bo’lmagan asimptota-
larni ko’ramiz. 5 M(X,y)
Vertikal asimptotalar. Asimptotaning
tagrifidan ko’rinadiki agar x=a to’g’ri
chizig y=f(x) egri chizigning asimptotasi bo’lsa, @) X




11 mf(x)= o yoki ///77f(x)— -0 yoki /7 mf(X)= o

X—>a+0 X—>a-0 X—>a

bo’ladi va aksincha bu munosabatlarning birontasi o’rinli bo’lsa, x=a to’g’ri chiziq
y=f(x) egri chizigning asimptotasi bo’ladi.

Demak y=f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotalarini topish uchun
abssissasining shunday x=a giymatini topish kerakki x shu a ga yaginlashganda
y=f(x) cheksizlikka intilsin. Bu holda x=a to’g’ri chiziq berilgan egri chizigning
vertikal asimptotasi deyiladi.

y

Misol. y:i5 egri chizikning vertikal L
—

asimptotasi Jim—2—=+ ©,

x-5+0 X —
//mi: - o lardan ko’rinadiki @) X
x>5-0 X—
x=5 to’g’ri chiziq bo’lar ekan. x=5

Od’ma asimptota. Faraz gilaylik y=f(x) egri chizig osma ya’ni OY o0’qiga
parallel bo’Imagan asimptotaga ega bo’lib, uning tenglamasi y=kx+b (1)
ko’rinishda bo’lsin. k va b larni aniglaylik. M(X,y) nugta egri hizigda yotgan
0’zgaruvchi nugta, N(X,y) asimptotada yotgan nuqgta bo’lsin. MP
asimptotadan M(x,y) nuqgtagacha bo’lgan masofa.

Asimptota ta’rifiga ko’ra //mMP=0 (2) y
NMP uchburchakdan NI\/I—? (2) gako’ra M(X,y)
/imNM=0  (3). 1 bep

X—>+00

Ikkinchi tomondan
NM=QM-QN=Ye/ch-y asim=f(x)-(kx+b)
bundan (3) ga ko’ra /7/m (f(x)-kx-b)=0 (4)= X

X—>+00

1i mx[TX f(X) k-—] 0 (5)

X—>+0

(5)or|nI|bo lishi uchun 7/im[—*~ (X) -Kk-= ] 0= k=/imLXX) (6) kni

X—>+0 X—>+00

topgandan keyin uni (4) ga qo ysak b= //m [f(x)-kx] (7) (6) va (7) lardan

X—>+00

aniglangan k va b larni (1) ga qo’ysak asimptota
tenglamasi kelib chigadi.

X +2x-1

Misol. y= egri chizigning asimptotalarini

toping.
1.Vertikal asimptotalarni topaylik. ; 0

y= X +2x-1
X



imf)= 1imX T2y

x—>-0 x—>-0 X

X 1imfx)=1im X F2x1

Xx—>+0 X—>+0

Demak x=0 to’g’ri chiziq berilgan egri chizigning vertikal asimptotasi.

2.Endi osma asimptotasini topaylik. k=/im 2= [imX 21y

x>+0 X = xotw X

b=1imly-x]= 1im[ X2 0= rim(e-1)=2.

X—>too X—>too X—>to0 X

k=1; b=2; y=kx+b = y=x+2 0g’ma asimptota.

Adabiyotlar.
1.[1] 217-234 betlar.
2.[2] 271-286 Detlar.

QAYTARISH UCHUN SAVOLLAR.

Funksiyaning o’sish, kamayish shartlari.

Funksiyaning maksimum (minimum) ta’rifi.

Ekstremumning mavjud bo’lishini yetarli sharti nimadan iborat?
Funksiyani tekshirishning umumiy goidasini keltiring.

Ikkinchi tartibli hosila va uning ekstremum topishdagi roli.
Funksiya grafigining gavariqligi, botigligi ganday ta’riflanadi?
Funksiya gafigini asimptotasi nima?

Vertikal asiptotalar ganday topiladi?

Og’ma asimptotalar ganday topiladi?
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