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Differensial tenglamalar

1. Differensial tenglamaning ta'rifi va xossalari

a) Mavzusining pedagogik mazmuni

1.Mavzu nomi. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

2.Mavzuning o'quv__magsadi: Talabalarda oddiy differensial tenglama,

differensial tenglamaning Yyechimi, tartibi, xususiy Yyechimi, umumiy Yechimi
hagida bilim, ko'nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni rasmlantirishdir. Ularga
o’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan, bir jinsli, chiziqli, Bernulli, to’liq
differensialli tenglamalar, integrallovchi ko’paytuvchi hagida ma’lumot berish.

3. Mavzu tayanch so 'z va iboralarining nomi:

Oddiy differensial tenglama, differensial tenglamaning Yyechimi, tartibi,
xususiy Yechimi, umumiy Yechimi, o’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan, bir
jinsli, chizigli, Bernulli, to’liq differensialli tenglamalar, integrallovchi
ko’paytuvchi.

4. Tayanch so'z va iboralarning o'quv magsadi:

Differensial tenglamaning yechimi, tartibi, xususiy yechimi, umumiy yechimi
iborasini tushuntirish, o'rgatish, differensial tenglamaning turlarini aniglashga
o'rgatish.

5.Tayanch so'z va iboralar o'quv magsadiga go vilgan talab:

@ddiy differensial tenglama va differensial tenglamaning
tartibi, xususiy Yechimi, umumiy yechimini topa bilish.
6.Mavzuga oid o'quv- ilmiy adabiyotlar:
Soatov Yo.U. Oliy matematika. 1- gism, T.: 418-431 b., Soatov Yo.U. Oliy
matematika. 2- gism, T.: 198-214 b., [llunauee B.C. Briciias matemaTtuka. M.:
Brrcmr.mk.,1989-479c.




b) Matnlar

1.1. Umumiy tushunchalar

Differensial tenglamalar umuman fizika, mexanika va texnika masalalarini
yechishdan kelib chiggan.

Masalan, massasi m bo’lgan biror qattiq jism ma’lum balandlikdan og’irlik
kuchi ta’sirida erkin tushmoqda. Jismning harakat qonunini havoning garshiligini
hisobga olmasdan toping.

N yutonning ikkinchi qonunidan foydalansak F=ma ko’rinishda

bo’ladi. Bu erda F- ta’sir qilayotgan kuch ( osirlik kuchi ) F=mg , 1 0

m-massa, a-jismning tezlanishi, ya’ni yo’ldan vaqt bo’yicha

. T d? s
olingan ikkinchi tartibli hosila a= Fzs Bularni e’tiborga olsak

2
m—=mg = ——5=g (1), buniikki marta integrallasak

2
§=gt+cl (2), bundan s:Tt+C1t+C2 3).

Bu esa izlanayotgan harakat qonunini beradi.

Agar t=0 da tezligini v, desak, holatini s, desak (2) dan % =v,=C, =>v,=C,

2
(3) dan s,=C,=>s= %4‘ Vot +5,. (1) va (2) tenglamalarga e’tibor bersak noma’lum

funksiya S ning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari qatnashgan tenglamalardir.
1-ta’rif. Differensial tenglama deb erkli o’zgaruvchi x, noma’lum funksiya
y va uning har xil tartibli hosilalari yoki differensiallari gatnashgan
dy dy
"dx® " dx”

2-ta’rif. Agar noma’lum funksiya bitta erkli o’zgaruvchining funksiyasi

FOGY,Y' - y™) = 0 yoki F(x,y,j—i ) = 0 ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi.

bo’lsa, bunday differensial tenglamaga oddiy differensial tenglama deyiladi.
3-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qatnashgan

noma’lum funksiya hosilasining eng yuqori tartibiga aytiladi.



Masalan, y'=2x, y'-y'=5x, yV-y=0

4-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb, shunday
y = ¢(x) funksiyaga aytiladiki, uni noma’lum funksiyaning o’rniga qo’yganimizda
tenglamani ayniyatga aylantiradi.

Birinchi tartibli differensial tenglama Yyechimining umumiy ko’rinishi
F(x,y,c)=0 yoki F(x,y,c1,Cy,...,n)=0 Yyoki y = ¢(x,c) ko’rinishda bo’ladi.

Birorta  n-tartibli ~ tenglama  yechimining  umumiy  ko’rinishi
F(x,Y,C1,Co,...,C0)=0 yoki y = ¢(x,C1,Cp,...,Cy) bo’ladi bunda cy,Cy,...,C, lar ixtiyoriy
0’zgarmaslar.

Agar ¢y,Cy,...,Cq larning biror boshlang’ich shartlar yordamida konkret aniq
giymatlarini topsak, u holda umumiy yechimlardan xususiy yechimlarini aniglagan

bo’lamiz.

1.2. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

F(x,y,y") =0 Yyoki y'=f(x,y) ko’rinishdagi differensial tenglamaga birinchi
tartibli differensial tenglama deyiladi. Birinchi tartibli differensial tenglamalar
yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremani ya’ni Koshi masalasini
isbotsiz ko’rib o’taylik.

Teorema. Agar y'=f(x,y) (1) tenglama berilgan bo’lib, f(x,y) funksiya va

) of : - . _ . :
uning EY xususiy hosilasi (x,,y,) nugtani 0’z ichiga olgan biror D sohada uzluksiz

bo’lsa , u holda (1) ning y|X:X0 =y, Dboshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi

y = ¢(x) bo’lgan yagona yechimi mavjud bo’ladi.
(1) ning umumiy yechimi y=¢(x,C) (2) ko’rinishda bo’ladi, chunki yechimda
ixtiyoriy 0’zgarmas C gatnashgan. Boshlang’ich shartlar yordamida C ga aniq

giymat bersak umumiy yechimdan quyidagi xususiy yechimni hosil gilamiz

y=0(x,Cy).



Differensial tenglamaning yechimiga odatda differensial tenglamaning
integral chizig’i ham deyiladi.

Endi birinchi tartibli differensial tenglamaning geometrik interpretasiyasini
ko’raylik.

y'=f(x,y) tenglamaning umumiy yechimi y=¢(x,C) ko’rinishda bo’ldi, bu
yechim umuman egri chiziglar oilasini ifodalaydi. (2) dagi 0’zgarmas C ga harxil
giymatlar berish bilan 0’zaro parallel bo’lgan egri chiziglar to’plamini olishimiz
mumkin. Demak, bundan ko’rinadiki differensial tenglama yechimi cheksiz ko’p
bo’lar ekan. Lekin boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi

yagona bo’ladi, ya’ni egri chiziglar oilasidan fagat bittasi xususiy yechimga mos

keladi.Analizdan ma’lumki y'=tge = k. Shuning uchun %:f(x,y) tenglamaning

chap tomoni integral egri chizig’ining (x,y) nugtasiga o’tkazilgan urinmaning
burchak koeffisientidir.

Agar x,y larga ixtiyoriy giymatlar bera borsak y'=k 0’zgarib boradi va
natijada tekislikda yo’nalishlar maydoni hosil bo’ladi.
Shunday qilib, differensial tenglamani yechish geometrik nugtai nazardan shunday
egri chizigni topish degan so’zki, bu egri chizigning ixtiyoriy nugtasidagi

urinmaning yo’nalishi shu nugtadagi maydon yo’nalishi bilan bir xil demakdir.

Misol. 1. y'=x-y  differensial
tenglama y'=tgo = k=60°  bo’lsa y
tg60° = /3 ; x-y =+/3 X

. dy
2. = n —
ydy +xdx =0 Yya ix

X
- =
y 0 X



x> y? .

S+ =C. x+y?=C"  umumiy f\
. . | . (D

yechimning geometrik o’rni cheksiz \/ x

ko’p konsentrik aylanalarni ifodalaydi.

y,_,=4  boshlang’ich  shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechim

4=C*=C=2=>x’+y?’=4

1.3. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

M(x)dx+N(y)dy=0 (1)
ko’rinishdagi tenglamaga o’zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi.
(1) ning umumiy yechimini topish uchun uni bevosita integrallash kifoya:
[ M(X)dx+] N(y)dy =C.
M (X)N,(y)dx + M, (X)N,(y)dy =0 (2)
ko’rinishdagi tenglamani o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama deyiladi.

(2) ning har ikkala tomonini N,(y)-M,(x) = 0 ga bo’lib, so’ng integrallasak

M, (x) Ny(Y) o~ : :
JMZ(x)dX+I Nz(y)dy =C -umumiy yechim.

Misol. 1. y'=3x* —-10x +5 differensial tenglamaning x=1 da y=2 boshlang’ich
shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

y = x> —5x? +5x+C umumiy yechim.

2=1-5+5+C = C=1= y=x>-5x? +5x+1 xususiy yechim.

2. (1+y®)xdx— (1+x%)y?dy =0 , y(0) =1 boshlang’ich shart



(L+y3)xdx — (L+x2)y?dy = 0 |: (L+y*)(1+%?)

xdx yZdy 1 2 1 3 1
1+X2_1+y3:O = Eln‘1+x‘—§ln‘l+y‘=glnc
3
Demak, EJF;;Z = C -umumiy yechim.
+

1 . . .
y|X=O =1 desak C= 2 bo’lib (1+y®)? —4(1+x%*)*=0 xususiy yechim.

1.4. Birinchi tartibli birjinsli differensial tenglamalar va ularga

keltiriladigan differensial tenglamalar

1-ta’rif. Agar A ning istalgan qiymati uchun f(ix,1y) = A"f(x,y) ayniyat

o’rinli bo’lsa, u holda f(x,y) funksiyaga n- o’Ichovli birjinsli funksiya deyiladi.

Masalan. f(x,y)=3x3+y%. fOxy) =3 0x)+ 0y)® = 23x3 +y® = Af(x,y)
demak bir o’Ichovli funksiya.

%2 _\2

f(x,y) = . fOx,y) = 2% (x,y) = f(x,y) — demak nolq o’Ichovli

funksiya.

2-ta’rif. Agarda f(x,y) funksiya x,y argumentlariga nisbatan nol o’lchovli

d—i =f(x,y) (1) birinchi tartibli differensial tenglamaga birjinsli tenglama

bo’lsa, g

deyiladi.
Demak ta’rifga ko’ra f(ix,Ay)=f(x,y) bu ayniyatda A ni é bilan
almashtirsak

fOx,ay) = f(x,y)= f(l,%j — demak nol o’Ichovli bir jinsli funksiya

argumentlarining nisbatiga bog’liq bo’lar ekan. Bu holda (1) ni



% =f(x,y) = f( ) (2) ko’rinishda yozish mumkin. Agar u=~= desak y =Xu
- dy du . R

bo’lib dy = udx + xdu dan Pl Rl e Bularni (2) ga qo’ysak

u+ xg—i =f(l,u) = udx+xdu="f(1,u)dx = (u—f(Lu))dx+xdu=0=

——ﬂL—-i_OQ¢OUfﬂwimzj—————-%:C

u- f(1,u) - v X

Misol. (y-x)ydx +x?dy = 0 tenglamaning umumiy echimini toping.
y = ux Oesak dy = udx+xdu bo’lib,

(ux — x)uxdx + x* (udx + xdu) = 0 = udu — udx + udu + udx + xdu = 0

dx du 1 X
—+—5=0=>Inx-—=C=Inx-—-=C.
X U u y
C . . . dy ax+hby+c
uyidagi  ko’rinishda berilgan —:f(—j 3
Quyidag a g dx a;Xx+by+c ( )

tenglamaga birjinsli tenglamaga keltiriladigan tenglama deyiladi.

X=U+a =du
y=V+B} deSak dy = dv } bo’lib, (a va pg- ixtiyoriy 0’zgarmaslar)
dv au+bv+aa+bp+c j . . .
3) dan d (a1u+b1v+a1a+b1[3+cl tenglamani yozish mumekin.

ao+bB+c=0

Endi o,p larni shunday tanlab olaylikki natijada: a0+ b+ G, = 0

} bo’lsin.
So’ngra yuqoridagi tenglama birjinsli tenglamaga keladi.

X+y—3

. dy
Misol. 1. X~ _x+yil

X=U+a . dx =du dv Uu+v+o+p-3
y=v+p dy = dv du —u+v+(—a+B+1)

a+B-3=0

Endi o,p larni shunday tanlab olaylikki natijada: o +B+1=0

} bo’lsin.



Buholda ¢=2, p=1, 2 _U*V

, bu esa birjinsli tenglama,

du —-u+v
dv dz, ...
bu erda v =uz desak — =z+u—>bo’lib,
du du
dz u+uz dz 1+z dz 1+z+z-7° (z-1)dz du
Z+U—— = =>Z+U—= = uUu—-= = 5=
du -u+uz du -1+z du -1+1z 1+2z-z2 u

1 (2z+2)dz du 1 2
_———:>—Elnh+22—z ‘:Inu—InC:—In‘1+22—z

— — 2 —
2(1+2z-2%) u ‘

2lnu=-2InC &

2
VAR,
u?(l+2z-2%)=C* = u*(l+ ZU_F) =C?’= u?+2uv—-Vv® =C?

x:u+a} u=Xx-2

2 2 _~2 ..
y=V+p :>sz_1} dan (x-2)°+2(x-2)(y-1)-(y-1)° =C° -umumiy integral.

dy 3x-4y-2
“dx  3x—4y-3
dy 3 1ldz 3 1dz z-2

4
3x -4y = z desak d_X:Z_Zd_X:Z_Zd_X: 2_33(Z+1—1)dZ:dX:>

4Inz+1-z=x+4C=In3x—4y+1]=x-y+C

1.5. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama

dy _
o P(X)-y=0(X) (1)

ko’rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi

( chunki noma’lum funksiya y va uning hosilasi y' lar birinchi darajada ya’ni
chizigli gatnashgan ).

(1) ning umumiy yechimini y=u(x)-v(x) (2) ko’rinishda izlaymiz. Bu erda

u(x),v(x) lar hozircha noma’lum funksiyalar. (2) dan a_ uﬂwdu

dx  dx  dx (3).

- yoak 0 v b u oy 2000 o [N 4 poy s
(2) ,(3) larni (1) ga qo’ysak U TVt P-u-v=Q(x) :{dx +P vJu s Q(x).(4)

yordamchi o’zgaruvchi v(x) ni ixtiyoriy tanlash mumkin bo’lgani uchun v(x) ni

shunday tanlaymizki natijada %+ Pv=0 bo’lsin, bu holda



ﬂz—Pv = ﬂ=—de:> Inv:—dex+InC :V:CefdeX bu erda C=1 desak

dx Y

—.[de

(5). Endi (5) ni (4) ga qo’ysak gavs nol bo’lib ketadi va

V =

vd—uzQ(x):> Q()dx:>u IQ(X)dx+C (6)
dx v(x)

y=u(x)-v(x) = vy :D%dxjtc}v(x) (1) ning umumiy yechimi bo’ladi.

Agar chizigli tenglamamiz bir jinsli bo’lsa
Y o px)-y=0=Y - prdx=Iny-InC= -[PO)dx = In—= jP(x)dx:> = g0
dx y C
Demak y=C-e "™ - umumiy yechim.

(1) ning umumiy yechimini 0’zgarmasni variasiyalash (Lagranj usuli) usuli
bilan ham topish mumkin. Buning uchun birinchi bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi topiladi

Q+P(x)-y:0:> y=C-e

dx

1P9% by echimda c=c(x) deb faraz gilib, x bo’yicha hosila

dy _ dC(x) .e—J.P(x)dx P(x)dx

dx dx

dC(x) . e—jP(x)dx
dx

olsak: —C(x)P(x)-e_I

. So'ngra y,% larni (1) ga qo’ysak:

—IP(x)dx

_C)P(x) e PO L C(0P(x) e = Q(x) bo’ladi.

IP(X)dx IP(x)dx

dC(x) =e .Q(x)dx ni integrallab C(x):jQ(x)-e dx+C, ni topamiz.

J'P(x)dx —IP(x)dx

U holda (1) ning umumiy yechimi y=DQ(x)-e dx+Cl}e ko'rinishda

bo’ladi.
Misol. 1. xy'-3y = x?
Y=UV ; Y'=UVHvU' = XUVHXVU'-3UV = X2 = (XV'-3V)U + XU'V = X* = xv'-3v =0 =
dv_dx

= —=3"=Inv=3Inx=>v=Xx°
v X

, dx 1
x-ux®=x*=>du=—=u=-=+C.
X X

Demak vy = x{C —%j



2. g—y —ctgx = asin x o’zgaruvchini variasiyalash usuli bilan yeching.
X

%—thQX=O:Iny—Insinx=InC:> y =C-sinx
X

S=S(x) desak y= C(x)sinx ;% = C'(x)sinx + C(x)cosx bularni berilgan tenglamaga

go’ysak
C (X)-sin x+C(x)-cosx —C(X) - ctgx -sin x = asin x
C (x)=a=dC(x) =adx = C(x) =ax+C,

y = (ax+C,;)sin X umumiy yechim.

1.6. Bernulli tenglamasi

dy ~ m
it p(x)-y=0Q(x)-y (1)

ko’rinishdagi tenglamaga m= 0,m=1 bo’lgan holda Bernulli tenglamasi deyiladi,
aks holda chiziqli yoki o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo’ladi.
(1) ning har ikkala tomonini y™ ga bo’lsak

_md_y

Ve y ™p(x) =Q(x) agar z=y ™! desak

y

dz mdy omdy 1 dz
dx_(_erl)y ax Y dx  1—mdx

1 dz dz N o
m&+zp(x) =Q(X) = o (L-m)zp(x) = (1-m)Q(x) bu chizigli tenglama, uni biz

bilamiz.

Misol. y'-2xy = 2x°y?
y2y'-2xy = 2x°
2=y ;2'=—y %y ;z9w2xz = 2x° ;dz + 2xzdx = —2x%dx;z = u-v desak dz =udv +vdu
udv + v(du + 2xudx) = —2x%dx = du + 2xudx =0=u = e
udv = —2x%dx = dv = —2e* x3dx = v = —Ixzexzd (x?) = bo'laklab integrallab =
—(x%7* —Iexz . 2xdX) = Iexzd(xz) —x%¥ =¥ —x%¥ +C=e(1-x?)+C

z=u-v=Ce™¥ +1-x’ ;z:£:> y=1 IR
z



1.7. To’liq differensialli tenglama

Agar M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (1) tenglamaning chap tomoni biror u(x,y)
funksiyaning to’lig differensiali, ya’ni M(x,y)dx + N(x,y)dy = du(x,y) bo’lsa,
(1) ga to’liq differensialli tenglama deyiladi. Bu holda (1) ni quyidagicha yozish
mumkin: du(x,y) = 0= u(x,y) =C
Savol tug’iladi: ganday hollarda (1) to’lig differensialli tenglama bo’ladi?
Teorema. (1) tenglama to’lig differensialli tenglama bo’lishi uchun biror D
sohada uzluksiz va differensiallanuvchi bo’lgan M(x,y),N(x,y) funksiyalar uchun
oM ON

— = 2
oy oX @
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Misol. (7x+ 3y)dx + (3x—5y)dy = 0
oM oN oM  ON
M(X,y) = 7x + 3y,N(X,y) = 3x - 5y; & 3 - 3;dema oy~ ox
A X+ 3y
ox 7 0
()E(u =u= I(?x + 3y)dx +o(y) = EXZ +3xy +o(y) = a—UBX +¢'(y) =3x-5y
5 =3X -5y y

5 7 5 7 5
= ¢'(y) = -5y = o(y) = —Eyz +C=u(x,y) = Exz +3xy—5y2 +C :>Ex2 +3xy—§y2 =C

1.8. Integrallovchi ko’paytuvchi

M N N ;
Agar %—y;sf;—x bo'lsa, M(xy)dx+N(xy)dy=0 (1) tenglama to’lig

differensialli tenglama bo’lmaydi. Lekin (1) ni u(x,y) funksiyaga ko’paytirgandan
keyin uning chap tomoni biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi. Bunday

holda p(x,y) funksiyaga integrallovchi ko’paytuvchi deyiladi.



uM(x,y)dx + uN(x,y)dy = 0 - bu to’liq differensialli tenglama bo’lishi uchun

ouM  ouN I i oM ou OoN ou ou ou
—— =——(bo’lishi zarur va kifoya —+M—=p—+N—=>M—-N—=
oy OX ( a a kifoya)= “aer oy Hax+ ax:> oy OX
ON oM . . ]
M(&_Ej har ikkala tomonini p ga bo’lsak
oln oln ON oM i . C
M ay“ ~N aX“ = oy 2 bu tenglamani ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

n(x,y) funksiya integrallovchi ko’paytuvchi bo’ladi.
(2) xususiy hosilali tenglama uning cheksiz ko’p yechimlari bo’ladi. Umumiy
holda (2) ni yechish (1) ni yechishdan giyin.

Lekin ba’zi xususiy hollarda p(x,y) ni topish mumkin.

1) u=p(y)bo’lsin, bu holda aé%: 0 bo’lib (2) dan
aN_am aN_am
ag/u _ X v Y@ == j%cjx
M _oN
2) Agar p=p(x) bo’lsa a:3%:0 bo’lib alr)](“ _ N ox 4)

Misol. (x? +y)dx—xdy =0

M(x,y) = x* + a—M—l
’y - y ay_ aM ,
—#—— Yyan 1l+-1
N(X,y) = =X 8_N_ o 0
Y) = ox
ON oM oM ©ON

Nazariyaga ko’ra axTy = F(y) yoki yTax =d(x) bo’lishlari kerak.

oN oM oM ©ON

X oy -2 oy ox _ 2 2
= . —_— e — = -— = k = f
M 1y = F(y); -y D(x) demak p=pn(x) faqat x ga

bog’liq bo’lar ekan.

oM ON

olnu  ay ox 2 olnp 2 2 .
W_o%y ox_ 2 “:_; = olnp=-"" dx integrallasak

OX N X OX




1
X2

Inp=-2Inx=pn=

1, 1 ( 1) 1
— Ddx——-xdy =0 1+—|dx——dy=0
Xz(x+)x szy = +X2 X » y

y oM 1
M(x.y) =(1+27) oy 11
demak — =—.
Mooy = - N1 @ x
V=7 ox X

N ooy = e Dy o umxY
~ = MOY) = @) = u=x—>+o(y)

L () =0 _c
ay——x+<p(y):cp(y)— = o(y) =

x—% = C umumiy yechim.

1.9. Namunaviy tatbigiy masalalar

1- Misol. . Normalining uzunligi va |y y’| yig'indisi 0'zgarmas a songa teng

bo’lgan egri chiziq tenglamasini toping.

Yechish: Normal uzunligi ‘y\/1+(y’)2 ga teng bo'lib, masala shartiga ko ra

guyidagi tenglikni yozamiz
= a.

ly y'|+‘y\/1+(y')2

Butenglamani y ga nisbatan yechib

' a -y
==
Y 2ay

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada o zgaruvchilarini ajratib,

2ydy _ ox
a’-y*> " a




0 zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani yechamiz. Bu tenglamaning

umumiy yechimi Inja® - y°|= i(ln c —gj ko'rinishda boladi. Potinsirlab quyidagi

X
i7 - - - - -
tenglamani yozamiz y>=a’-ce 2. Bu izlangan egri chizig tenglamasi.

2- Misol. Balandligi 6m , asosining diametri 4m bo’lgan silindrik idish

vertical holda qo yilib suv bilan to’ldirilgan. Idish asosidagi radiusi 2—10m ga teng

bo lgan teshikdan gancha vagtda suv ogib ketadi?

Yechish: Bernulli formulasiga ko ra suyuglikning idishdan chiqib ketish tezligi

v=0,2gh, g=98 m/c2 —og irlik kuchi tezlanishi, o —suyuqglik xossasiga boglig bo’lgan
koeffisient (o ~ 0,6).

t vagtdan so'ng idish ichidagi suv balandligi h m balandlikda boIsin va dt vaqt
davomida dh m ga pasaygan bo’lsin. dt vagt davomida oggan suvning hajmini
ikki usulda hisoblaymiz.

Bir tomondan dh m balandlikdagi , asosining radiusi r ga teng bo'lgan silindrik

idishning hajmi de ga teng. U holda de = 7 r?|dh| = —z r2dh. IKkinchi tomondan bu

idish asosidagi radiusi p=12"m ga teng bo'lgan teshikdan iborat balandligi v dt
ga teng bo’lgan silindrik idish  hajmiga teng. Shunday qilib,

2 _ 2
do=7p’v dt = "0 200 dt. \kpala tenglikdan  ~ " 91 =92 V200 dienglama kelib

chigadi. Bu tenglamada o’ zgaruvchilarini ajratib,

2 2
Integrallab dt ___rd . t:C—ﬂni topamiz. t=0 da h=hy=6 m bo’lib

op?2gh’ op®A29

2
C= 2r2\/E ga teng.Shunday qilib, tva h orasida quyidagi tenglikni yozish
ap*\29

i 2r2\/h_
mumkKin t= bu erda h=0 deb to’lig vagtni topamiz T = L
— 7 h(J ~h) g vagtni top e

Masala shartidan r=2m, h,=6m, o=06; p =%2m, g=98m/c* ho'lib,
T~1062 sek~17,7 min kelib chigadi.



3- Misol. 20°C li xonada biror jism 20 min. davomida 100°C dan 60°C gacha
soviydi. Qancha vaqtda 30°C gacha sovishi mumkin bo’lgan sovish gonunni
toping.

Yechish: Nyuton gonuniga binoan (sovish tezligi temperaturalar ayirmasiga
proporsional) quyidagi tenglikni yozish mumkin

d—Tzk(T—ZO) yoki d—Tzkdt, yani InT-20/=kt+Inc, T =20+ce".
dt T-20

Bu erdan t=0va T=100 dac =80 bo’lib, t=20 va T=60 da In40 =20k+In80

dan k :—ilnz
20

kelib chigadi. Shunday qilib sovish gqonunni T = 20+80-2*2t*o ko rinishda bo’ladi.
Bundan T=30° da t=60 min.=1 soat ekani ma'lum bo'ladi.

4- Misol. Teng yonli uchburchak asosining ixtiyoriy nugtasida urinuvchi va
A(0;1) nugtadan o'tuvchi egri chiziq tenglamasini toping. Bunda uchburchakning
OY o0'qda yotgan tomoni koordinata boshidan urinish nugtasigacha bolgan masofa
(uchburchakning ikkinchi tomoni)ga teng.

Yechish: y=f(x) funksiya gidirilayotgan egri chizig tenglamasi bolsin.
Ixtiyoriy M(x;y) nugtava OY oqdagi N(0;Y) nugtadan MN urunma o tkazamiz.
Shartga ko'ra [ON|=|oM| bo'lib, [OM|=/x*+y? va |ON| esa Y-y=y (X-X) urunma

tenglamasidan topiladi. N(0;Y) ) nugta urunmada yotgani uchun Y-y=-y’x

tenglamadan Y=y-yx kelib chigadi. |ON|=[OM|=4/x*+y? dan x*+y* =y-xy.

Bu yerda y=tx deb begilasak a__ & yoki In(t++1+t*)=Inc—Inx kelib

chigadi. Bundan x*=c(c-2y) bo'ladi. Bu OY 0°qga simmetrik bo'lgan parabolalar
oilasi bo’lib, A(0;1) nugtaning kordinatalarini parabola tenglamsiga goyib, c=0 va

c=2 giymatlarini topamiz. Bu holda c=2 giymatda izlanayotgan parabola tenglamasi

X2 =4(1-y) yoki y=1_XTZ korinishda bo’ladi.



5-Misol. x=ay” (a-parametr)parabola oilasining orthogonal trayektoriyasini
toping.

Yechish: Egri chiziglar oilasining tuzish trayektoriyasi deb shunday egri
chiziglar tushuniladiki, ularning har biri avvalgi egri chiziglar bilan to'g'ri
burchak ostida kesishadi. Agar egri chiziq tenglamasi F(x,y,y’)=0 berilgan
bo’lsa, uning orthogonal trayektoriyasini tuzish uchun;

1) berilgan egri chizigni ifodalovchi differensial tenglamani tuzish kerak
f(xy,y)=0,

2) orthogonallik shartidan y1y2=-1 bo'lib, x=ay’ ning differensialida y’ ni

_i, bilan almashtirish kerak ,
y

3) hosil bo'lgan f(x, y,—%j =0 differensial tenglamani yechish kerak bo’ladi.

Qo'yilgan masalani yechish uchun x=ay* va 2ayy'=1 tenglamalardan

a-parametrni yo'qotish natijasida 2Xy’ =Y differensial tenglamani topamiz. Bu

tenglamada y' ni —i, bilan almashtirib orthogonal trayektoriyalarning differensial
y

tenglamalarini yozamiz
2x+Yy' =0 yoki 2xdx+ydy=0.

Differensial tenglamalarni yechib orthogonal trayektoriyalar oilasining tenglamasini

2 2

yozamiz x* +%y2 —c yoki X—+;’—C - 1. Shunday qilib, orthogonal trayektoriyalar

c

o0'xshash ellipslar bo'lib, ularning katta yarim o"qlari kichik yarim o"qlaridan 2
marta katta ekan.

6-Misol. O'q (qalinligi 10 sm bo'lgan taxtaga 200 sm/sek, tezlik bilan kirib,
50 m/sek tezlik bilan chiqib ketadi. Taxtaning o'Q xarakatiga garshiligi o’gning
tezligi kvadratiga proporsional” bo'lsa, 0'q taxtani teshib chiqquncha ketgan vaqt
topilsin.

Yechish: m- o'gning massasi, S- 0 gning taxtaga sanchilgan vaqtdan

boshlab t vagt ichida o'tgan yo'li bo'lsin. U holda, Nyuton qonuniga binoan,



0'(gning taxta ichidagi xarakatining diffrensial tenglamasi m Oclj—'f = —k$?
ko rinishga ega bo'ladi.

O zgaruvchilarni ajratib, dg—‘?:—adt bunda a=X ni topamiz.
m

ni hosil gilamiz.

Bu tenglamani integrallab l=at+c, 9=
4 at+c

Boshlang'ich shartga ko'ra t=0, tezlik 200 m/sek.

Shuning uchun

200-1 dan c- % Demak, o'qning taxta ichidagi tezligi bilan
c

200

— (1) ko'rinishda bo’ladi.
200at +1

vaqt orasidagi bog'lanish 2

Oxirgi tenglamada 2 = % ekanini hisobga olib, 0 zgaruvchilarni ajratib va

200dt

————— ni hosil gilamiz.
200at +1

integrallab ds =
Demak, o'gning taxta ichida o'tgan yo'li va vaqt orasidagi bog lanish
S zién(1+ 200at) + ¢, (2) bo'lib, (1) tenglikda 2 =50 m/sek (2) tenglikda esa

$s=0,1m deb,

200

T 1+ 200at

0,1 = %En (1 + 200at)

50

t va a ikki no'malumli tenglamalar sistemasini  hosil gilamiz. Birinchi
tenglamadan 1+200 at =4 ni topib, ikkinchi tenglamaga qo'yib, a ni topamiz:

0,1:££n4, a=10¢n4.
a

Nihoyat, a ning bu giymatini birinchi tenglamaga go’yib, 0°q taxtani teshib

3

chigquncha ketgan vaqt t = 2000/n4

= 0,001 ni topamiz .



7-Misol. Atomning radioaktiv tezligi boshlang’ich momentda atom yemirilish
soniga to'g'ri proporsional” bo'lsa, boshlang ich massasi my (t=0) bo’lg an radiy
massasining vaqt birligida o zgarish gonunini yozing.

Yechish: t vaqtda radiy massasi m ga t+At  vagtda massasi m+Am ga

teng bo‘lsin,AA—T- radiy atomlarining o'rtacha yemirilish tezligi bo'lsa, t vagtda

tezlik
|imAA—T = Z—T ga teng boladi. Masala shartiga ko'ra Z—T =-km (1) bo’lib,
AX—0

k-proporsionallik koeffisienti atom yemirilish holatini xarakterlaydi (temperatura,

agregat holati va h.k)
(1) differensial tenglamani yechib, Inm = —kt +Inc  yoki In% =kt, m=ce™ radiy

atomlarining yemirilish gonuni kelib chigadi. Bu erda c-ozgarmas son bo’lib, uni

topish ushun boshlang ich shartdan foydalanamiz  m,=ce™® dan m,=c.
Shunday qgilib, m=m,e™ (2) radiy massasining t vaqt birligida o’ zgarish
gonunini kelib chiqdi. Bu formuladan radiy massasining yarmi golguncha gancha

vagt sarflanishini topamiz, m:% dan (2) formulaga ko'ra e‘k‘=% bo'lib tzmTZ'

8-Misol. Qalinligi h=20 sm bo’lgan devorga 0°q 2, =400m/c tezlik bilan

kirib, £ =100 m/c tezlik bilan uchib chigadi. O gning devor orasida xarakatlanish
vaqgtini hisoblang, agar devorning garshilik kuchi o0’q tezligining kvadratiga
proporsional” bo'lsa.

Yechish: O gning massasi m ga, o gning devordan chiggandan so ng t
vagtda bosib o'tilgan masofa s ga teng bo’Isin. U holda Nyuton gonuniga asosan

0 qning harat tenglamasi quyidagi ko rinishda bo"ladi; mc:j—'f = —k9?

bu erda c:5 ni

at+c m

Bu differensial tenglamani yechib, % =at+c,yoki 9=

hasil gilamiz.. Boshlang ich shartdan foydalanamiz; 2, =400m/c da



400="1; c=iga ko'ra @ =29 yelib chigadi. 2 _0s ekanligini e’tiborga
c 400 400at +1 dt

olsak, ds_ 400
dt  400at+1

differensial tenglamani yechib, s = iln(1+ 400at + ¢, ) ni topamiz.. =0 da s=0 (0q

devorga kiradi), ¢;=0; t vagtda s=h (0'q devordan chigadi), shuning uchun,

h= l|n(1+ 400at +c,) va & =100m/c bolib, 0,2 = 1|n(1+ 400at) va 100 = 400
a a 400at +1
tenglamalarni yechib, 0,2 e 4, a=5In4bo'lib, t= 3 ~0,0011sek ni topamiz..
a 20001In4

c) Test topshiriglari
Quyidagi differensial tenglamalarning umumiy yechimi gaysi bandda to"g’ri

ko rsatilgan
1. xyJ1+ y?dx + yv1+x°dy =0
A) V1+x2 —\/1+ y?> =c ;B) ¥1-x’ —\/1+ y> =c; C) V1+x2 +\/1+ y: =c.

2. y(l+ ex)dy—eX dx=0

2

A)y72—ln(1—ex):c; B) y7—In(1+ex):c; C) y?2+ln(1+ex):c.

3. yIny+xy'=0

A)xlIny=0; B) xIny=c; C)x-Iny=c.
4. 2xCos’y — (x*+1)y' =0

A) Inx*+1-tgy =035 B) Inx’ +1l-tgy=c; C) In|x’+1+tgy=c -

Quyidagi differensial tenglamalarning Xususiy yechimi gaysi bandda

to g ri ko'rsatilgan
5. xy'-y=x y{)=0

A) y=xIny+c; B) y=xInx; C) y=xInx+c.
6. ySinx—tgxy' =0, y(0)=e.

A)Sinx—Iny+1=0; B)Sinx—-Iny=0; C)Sinx+Iny+1=0



7. yln%—xy’ =0, y@@)=1
A)y=xe™; B)y=xe"; C) y=x+e*

8.0’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama gaysi bandda to'g ri
ko rsatilgan. A) M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 ; B) M, (X)N,;(y)dx + M,(x)N,(y)dy =0 ;
C)M (x)dx + N(y)dy =0 .

9 ._Nol o'Ichovli bir jinsli funksiya ganday ko rinishda yoziladi.

X

A) f(x,y)=(p(1,§j; B) f(x,y)=¢(1,yj; C) f(xy)=p(x+y).

10. Chiziqgli differensial tenglama gaysi bandda to'g ri ko rsatilgan.
A) y'+P(xy)=Q(x); B) y'+P(x)y=Q(x); C) y+P(xy)y=Q(xy)-

d) Vazifalar

1.Motorli qayiq turg'un suvda V=12 km/s tezlik bilan xarakatlanadi.
Xarakatlanayotgan qayiq motori O chirilgandan 10 sek. dan so'ng uning tezligi
vi=6 km/s ga kamaydi. Suvning qarshilik kuchi qayiqning xarakatdagi
tezligiga proporsional. Motori 0 chirilgandan 1min. keyingi qayiqning tezligi
topilsin.

2.Massasi m=2kg bo'lgan moddiy nuqta suyuqlikka botirilgan. Suyuqlikning
qarshilik kuchi suyuqlikka botish tyezligiga proporsiional, proporsionallik
koeffisenti k =0,002 kg/s.Agar boshlang ich xolatda nuqtaning suyuqlikka botish
tezligi nolga teng bo'lsa 1s.dan keyingi tezlikni toping.

3.0°q vo=400 m/s tezlik bilan xarakatlanib, qalin devorga uriladi. Devor
qarshilik kuchi o°gning urilish tezligiga proporsional, k =7 m™. O gning devorga
urilganidan 0,001 sek.dan keyingi tezligini toping.

4 Massasi m=lg bo'lgan moddiy nuqta to'gri chiziq bo yicha
xarakatlanmoqda. Unga xarakat yo'nalishi bo'yicha proporsionallik koeffisienti
ki=210°kg m/s® bo'lgan vaqtga proporsional kuch va tezlikka proporsional,

k,=0,003 kg/s bilan tashqi muhitning gqarshilik kuchi ta'sir ko'rsatadi.Xarakat



boshlanishidan 3sek. dan keyin moddiy nuqtaning tezligini toping,agar uning
boshlag ich tezligi nolga teng bo'lsa.

5. Idishda 100 litr tuz aralashmasi bor. Idishdga g=5 litr/min tezlik bilan toza
suv oqadi. Hosil bo'lgan yangi aralashma shu tezlik bilan idishdan oqib chiqadi.
Boshlang'ich holatda aralashmada me=10 kg tuz bo'lgan bo'lsa, 20 min. so'ng
aralashmada qancha tuz bo'ladi?

6.A(2,-1)nugtadan o'tuvchi egri chiziqga o’tkazilgan urunmaning burchak
koeffisienti urunish nuqtasining ordinatasining kvadratiga proporsional
(proporsionallik koeffisienti k=3). Egri chiziq tenglamasini toping.

7.A(2,-1)nuqtadan o'tuvchi egri chiziqga o tkazilgan urunmaning burchak
koeffisientining urunish nuqtasining koordinatalarining yig indisiga ko paytmasi
ordinatasining uchlanganiga tyeng. Egri chiziq tenglamasini toping.

8. A(2,-1)nuqtadan o'tuvchi egri chizigning ixtiyoriy nugqtasi ordinatasining
uning abssiissasiga bo’lgan nisbati shu nuqtada o'tkazilgan urunmaning burchak
koeffisientiga proporsional (proporsionallik koeffisienti k=3). Egri chiziq
tenglamasini toping.

9. A(1,5)nuqtadan o'tuvchi egri chizigning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan
urunmaning ordinata o'qigacha bo'lgan masofa urunish nuqtasi abssiissasining
uchlanganiga teng. Egri chiziq tenglamasini toping.

10. A(1,5)nuqgtadan o'tuvchi egri chizigning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan
urunmaning abssissa o'qigacha bo'lgan masofa urunish nuqtasi abssissasining

uchlanganiga teng. Egri chiziq tenglamasini toping.



2.Yugori tartibli differensial tenglamalar

a) Mavzusining pedagogik mazmuni

1. Mavzu nomi: Yugqori tartibli differensial tenglamalar

2. Mavzuning 0’quv magsadi: Talabalarda n-tartibli differensial tenglama,

xususiy va umumiy yechimlar, integral chiziglarni hisoblash formulasi va usullarini
bilish hamda ularni amalda go’llashda ko’nikma, malaka va shaxsiy fazilatlarni
rasmlantirishdir.

3. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi:

Bir jinsli va bir jinsli bo’Imagan differensial tenglamalar, chizigli bog’ligli,
chizigli bog’ligsiz yechimlar, fundamental yechimlar sistemasi, Vronskiy
determinanti, ko’phad, xarakteristik tenglama, xarakteristik tenglamaning karrali
yechimlari, 0’zgarmaslarni variasiyalash usuli.

4. Tayanch so’z va iboralarning o’quv magsadi:

Bir jinsli va bir jinsli bo’Imagan differensial tenglamalar, chizigli bog’ligli,
chizigli bog’ligsiz yechimlar, fundamental yechimlar sistemasi, Vronskiy
determinanti, ko’phad, xarakteristik tenglama, xarakteristik tenglamaning karrali
yechimlarini topish, 0’zgarmaslarni variasiyalash usulini o’rgatish

5.Tayanch so'z va iboralar o'quv magsadiga go vilgan talab:

Bir jinsli va bir jinsli bo’lmagan differensial tenglamalarning
chizigli bog’ligli, chizigli bog’ligsiz echimlar, fundamental yechimlar
sistemasini  aniqlab yozish, Vronskiy determinanti, ko’phad,
xarakteristik tenglama, xarakteristik tenglamaning yechimlarini topa
bilish.

6. Mavzuga oid 0’quv- ilmiy adabiyotlar:
Soatov Yo.U. Oliy matematika.1- qism,T.: 441-442, 450-455, 459-465, 470-477 b.,
Soatov Yo.U. Oliy matematika. 2- gism, T.: 215-232 125-234 b., Hlunaven

B.C. Bricirag maremaruka. M.: Beici.mk.,1989-479c.



B )Matnlar

2.1. Koshi masalasi

Biz differensial tenglamalar nazariyasini boshlaganimizda yugori tartibli
differensial tenglamalarni, jumladan
y'=fyyy eyt (1)
ko’rinishdagi n-tartibli differensial tenglamani ko’rgan edik. Bu erda ham birinchi
tartibli tenglamaning yechimi hagidagi teoremaga o0’xshash (1) tenglama

yechimining mavjudligi va yagonaligi haqgidagi Koshi teoremasini isbotsiz keltirib

o’taylik.
Teorema. Agar (1) tenglamada f(x,y,y'.y",...y"™) funksiya va uning
. . . of of of of .
Pyt gD , a o
ARV argumentlari  bo’yicha olingan Ny oy Xususiy

hosilalari x=x,,y = yy.y'= Yo',y =y, giymatlarni 0’z ichiga olgan biror D
sohada uzluksiz bo’lsalar, bu holda (1) tenglamaning
Y(Xo) = Yo ¥(Xe)'= Yo' s Y(X0) " =y "V (2)
shartlarni ganoatlantiruvchi
y =o(X) 3)
yechimi mavjud va yagona bo’ladi.

Agar y'=f(x,y,y"") Ikkinchi tartibli tenglamani olsak boshlang’ich shart
y(Xo) = Yo.Y' (Xo) = y', DO’lib, Koshi masalasining geometrik ma’nosi tekislikning
(Xo,Yo) huqgtasidan fagat bitta egri chiziq o’tishini va bu egri chizigning shu
nuqtasiga 0’tkazilgan urinmaning burchak koeffisienti y,' bo’lishini ifodalaydi.

(1) tenglamaning umumiy yechimi

y=0(x.C.Cy....C.)  (4)



Agar ixtiyoriy o’zgarmas C,,C,,..,C, larning (2) boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi aniq konkret C,=c°C,=C)°...C,=C son giymatlarini
topsak va (4) ga qo’ysak u holda

y=0(xC.C°....C,°) ()
ga (1) ning xususiy yechimi deyiladi.

Umumiy va xususiy yechimlarga mos ravishda umumiy va xususiy integral
chiziglari ham deyiladi.

Endi eng sodda ko’rinishdagi ba’zi bir tartibini pasaytirish mumkin bo’lgan
ikkinchi tartibli tenglamalarni ko’rib o’taylik.

I. y'=f(x) Kko’rinishdagi tenglamani ko’raylik, buerda y,y' lar bevosita

gatnashmagan:

d%y . d (dyj (dyj .
02 =f(x) yoki i Udx =f(x)=>d ™ = f(x)dx integrallasak

% = [f(x)dx+C, = % = ¢, () +C;, = dy = ([ f(x)dx+ C, )dx integrallasak
y= I((pl(x) + Cl)dx +C, =,(X)+Cx+C,
Endi eng sodda ko’rinishdagi y™ =f(x) n-tartibli differensial tenglamani

ko’raylik. y™ = f(x) ning har ikkala tomonini x bo’yicha integrallasak

d (d-D gD )
&(an) =f(x) = d[wnl))/ = f(x)dx = integrallasak

dn—ly
dx"?

X
=y = [f(x)dx+ C, - yana integrallasak
Xo
X X X X X
y" = [f(x)dx+ [Cdx+C, = [ JF(x)dx+Cy(Xx—Xp) +C,
Xg Xo Xo Xo Xo

Shu prosessni n marta davom ettirsak

Cy(x— Xo)n_1 C,(x- Xo)n_2
(n—1)! -2y e

— X

X X
y= [ [..[f(x)dxdx...dx +
Xo Xo

x

0



Il. y"=f(x,y') ko’rinishdagi tenglamani ko’raylik, ya’ni noma’lum funksiya y

bevosita qatnashmagan. Bunday tenglamalarni echish uchun %: y'=z(x) desak

(z(x)-noma’lum funksiya) y'=2z'(x) bu holda z'=f(x,z) Yyoki % =f(x,z) - bu esa

birinchi tartibli tenglama, bo’lishi mumkin o’zgaruvchilari ajraladigan , bir jinsli

yoki  chizigli, uni  yechsak  z(x) =2z(x,C,), z(x)=y' bo’lgani  uchun

d
y'=2(x,C,)) = d—i =2(x,C;) = dy = z(x,C,)dx

y = Jz(x,C,)dx+C, umumiy yechim.

. y"'=f(y,y) ko’rinishdagi, erkli o’zgaruvchi bevosita qatnashmagan
: : d : : .
tenglamani ko’raylik. Bu erda d—i:y': z(y) ya’ni noma’lum funksiya kiritsak

dy
d(dy) d? dz dz dy dz

d_y(&jzﬁz&:d_y dx ~ “dy

z:—f/ = f(y,z) - bu ham birinchi tartibli differensial tenglama, echsak z = z(y,C,)

dy dy , y
-l T z(y,C,) buni ham  Yyechsak Iz(y,Cl) =x+C,. Demak
CD(X,y,Cl,CZ) = O

Misol. 1. y'=1-x* ; y'=z desak y'=7

\ 2 dz 2 2
=7=1-X"= &:1—x = dz=(1-x7)dx
x3 x3

integrallasak z=x- 3t C, hosil bo’ladi, y'= z ni hisobga olsak y'= x -3t C,

3
buni integrallasak y = [ (x - X? +C)dx+C,.

2 4

Demak y = TN Cx+C, -umumiy yechim.



2. yy'-y?=0 tenglamaning y(0)=0, y'(0)=2 boshlang’ich shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimini toping.

dy dy dz dz dy dz
dx 2(x) desak dx2 dx dy dx Zdy

y.z_z—zz:O:yiz:z:iz:ﬂ/:lnz:lnyjtlncl:z:Cly
ay ay z y

ley Cy=—= y_ = Cdx=In y=C,x+ C, = y= %% - umumiy yechim.
X Y

Demak y'= C,g“*"%

l=e¢ C,=0
= , demak y = e* - xususiy Yechim.
{2 = C.e% {Cl = vy

3. y"=sinkx , y|x: 0= 0,y'|X: , = 1 boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi

xususiy yechimni toping.

X coskx/* coskx —1
y'=[sinkxdx+C; =———— +C;=————+C,
0 K | k
X coskx 1 X sm kx X
{) dx+£J C,dx+C, = —Z Tk +Cx+C, — umumiy yechim
y|x_ =0 =C,=0 sinkx X
- ’ demak y=-—5—+—+Xx Xususiy yechim.
y'|X:O =1 = C, =1 k Kk

2.2. Chizigli bir jinsli va bir jinsli bo’Imagan yuqori

tartibli differensial tenglamalar

1-ta’rif. Noma’lum funksiya y va uning y,",.., *” hosilalariga nisbatan
birinchi darajali bo’lgan



a, " +a )"+ va, yvra,y= f(X) (1)
ko’rinishdagi tenglamaga 7- tartibli chiziqli differensial tenglama deyiladi.
a,#0 deb faraz qilinib, umumiy holda a,a,,.4,, 4, f(¥) lar x ning
funksiyasi bo’lib, xususiy hollarda o’zgarmas sonlar bo’lishi mumkin.
Agar (1)da f(x)=0 bo’lsa, u holda
a " +a )" +..+a, y+ra,y=0 (2)
ko’rinishdagi tenglamaga n- tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglama
deyiladi.
Agar f(x)=0 bo’lsa (1) ga n- tartibli chizigli bir jinsli bo’lmagan

differensial tenglama deyiladi.

2.3. O’zgarmas koeffisientli ikkinchi tartibli bir jinsli

differensial tenglamalarni yechish

O’zgarmas koeffisientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalarni
umumiy ko’rinishi y'+py+qgy=0 (1) ko’rinishda bo’ladi,bu erda p, ge R (1) ning
umumiy yechimini topish uchun chizigli bog’ligsiz bo’lgan ikkita xususiy
yechimini, ya’ni boshgacha aytganda fundamental echimlar sistemasini topish
kifoyadir.

(1) ning ko’rinishi uning xususiy yechimlarini 0’z hosilalariga teng bo’lgan
funksiyalar orasidan izlash kerak ekanligini ko’rsatadi. Ma’lumki, elementar
funksiyalar ichida ko’rsatkichli funksiya shunday xossaga ega. SHuning uchun (1)
ning xususiy yechimini y=¢* (2) ko’rinishda izlaymiz.

Bu holda (2) ni va uning y=ke*, y'= k*e* hosilalarini (1) ga qo’ysak

K e + pke®™ + ge™ =0 = e (K* + pk+ g)=0 (3)

(3) o’rinli bo’lishi uchun & + pk+ g=0  (4) bo’lishi kerak, chunki e* #0.
Bundan ko’rinadiki & (4) ning ildizi bo’lgan holda va fagat shu holdagina (2) (1)

ning xususiy yechimi bo’ladi.



(4) algebraik tenglamaga (1) differensial tenglamaning xarakteristik

2
P
— 2 q

tenglamasi deyiladi.

2
(4) ning ildizlari k, = -§+,/%-q; K, = -

Buerda quyidagi uchta hol bo’lishi mumkin:

N | T

2

1) k,,k,-haqiqiy va har xil D= pT— q>0
2) k,,k, —haqiqgiy va bir biriga teng, ya’ni k, =k,, D=0
3) k;,k,—lar kompleks sonlar D <0
I. k; va k, lar haqiqiy va harxil bo’lsin, u holda (1) ning umumiy Yyechimi
y=Cy, +Cyy, =y=Ce“+C,e** ko'rinishda bo’ladi. C; va C, lar ixtiyoriy
0 zgarmas sonlar.

Misol. y'"'-y'-2y=0
y=e*=y=ke® =>y=k?e“=k?-k-2=0=k, = 2;k, = -1 demak y, = ey, = e
y=Cy, +Cyy, =y=Ce*+Cue™

Il. k;,k,—lar haqiqiy va o’zaro teng, k, = k,=k bo’lsin. U holda (1) ning
umumiy yechimi  y=Cy,+C,y, =y=(C+C,x) e**.

Misol. y'"+2y'+y =0
y=e* = y'=ke* = y''= k%
(K> +2k+1)e* =0= (k* +2k+1) = 0=k, =k, =-1
Demak, y = (C, + C,x)e” - umumiy yechim.

. ky,k,—lar xarakteristik tenglamaning kompleks ildizlari bo’lsin. Bu

holda
2 2 2
P i __ P e PP
2 g<0 bo’lib k= S\ a+ip; k, = >\ "4=¢ ip

2
bo’ladi. Bulardan o = —g P B= ,/%— q ckanliklari ravshan.

D

Bu holda xususiy yechimlar y, =e“* va vy, = el*"* ko’rinishdagi haqiqiy

argumentli kompleks funksiyalar bo’lib, u holda (1) ning umumiy yechimi



y=C,y, +C,y, =e“*(C, cos fx + C, sin #x) ko rinishda bo"ladi.
Agar xarakteristik tenglamaning ikkita ildizi ham sof mavhum sonlardan

iborat bo’lsa, ya’ni « :—g =0 bo’lsa; k, =ig; k, =—i4 bo’lib, umumiy yechim

y = C,cospx + C, sinpx ko’rinishda bo’ladi.

Misol.

1) y"+2y+5y =0

y=e% ; kP +2k+5=0= Kk, =-1+2i , k, = -1- 2]
Demak a=-1; B=2.y,=e%cos2x; y, =€ *sin2x

y = e7*(C, cos2x + C,sin2x) - umumiy yechim.

2) y'+9y =0

y=e% ; k?+9=0= k, = 3i,k, = -3i
Y, = C0S3X ;Y, =Sin3x

y = C,c0s3x + C,sin3x - umumiy yechim.

3) Masala. Og’irligi P bo’lgan yuk tinch holatdagi uzunligi [ bo’lgan
vertikal prujinaga osilgan bo’lsin. Yuk biroz pastga tortilib keyin qo’yib yuboriladi.
Prujinaning massasini va havo qarshiligini hisobga olmay yukning harakat qonuni

topilsin.

T —— Echish. A - prujinaning ayni momentdagi uzayishi,
Aor-  statik  cho’zilishi, ya’ni  cho’zilmagan

momentdagi prujina  oxiridan keyingi muvozanat

$ holatigacha bo’lgan masofa, u holda A=A +X=X=A-Act
U i her harakat differensial tenglamasini N yutonning
W - oo A 2- gonunidan topamiz F=ma. Bu erda m-yukning
X massasi, a — harakat tezlanishi, F —yukka qo’yilgan

kuchlarning teng ta’sir etuvchisi.

F-prujinaning taranglik kuchi bilan yukning og’irlik



2

T d
kuchi yig’indisiga teng m?:( =—CA+p

cr- Guk qonuniga ko’ra prujinaning taranglik kuchi bo’lib, uning
cho’zilishiga proporsional bo’ladi. Muvozanat holatda prujinaning taranglik kuchi

og’irlik kuchi bilan muvozanatlashgani uchun p=si.; bo’ladi.

2

Demak m zt;( =—CA+CAz =—C(A— A ) = —CX

2 2
X . dox c
m—+cx=0 YoKi — +r’x=0 bunda r?>=—
dt? y dt? m

x=e; x=ke! ; x"= k%M

s o _ . Xy =cosrt
kK°+r°=0=Kk;, =ik, =-ir=

X, = sinrt

X = C;X; + C,x, = C, cosrt+ C, sinrt

2.4. Bir jinsli bo’lmagan chiziqli ikkinchi tartibli

differensial tenglamalar

Bizga y'+py+qy= f(X) (1) ko’rinishdagi bir jinssiz ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglama berilgan bo’lsin. (1) ning umumiy yechimi topish
quyidagi teoremaga asoslanib topiladi.

1-teorema. (1) ning umumiy yechimi 0’zining biror y* xususiy yechimi bilan
Y4py+qy=0  (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y larning

yig’indisidan iborat bo’ladi , ya’ni y = y+y* (3) bo’ladi.

2.5. Ikkinchi tartibli 0’zgarmas keffisientli birjinssiz chizigli

differensial tenglamalarni yechish



Faraz qilaylik bizga y"+py'+ay = f(x) (1) ko’rinishdagi bir jinsli bo’lmagan
chizigli tenglama berilgan bo’lIsin. p,q-lar ixtiyoriy o’zgarmas haqiqiy sonlar. Biz
(1) ning umumiy yechimi y=y+y* ko’rinishda bo’lishini bilamiz va y ni ham
topishni ko’rganmiz, chunki u Yy"+py'+qy =0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi. Shuning uchun bu erda biz faqat y* ni topish bilan shug’ullanamiz. Bu
erda (1) ning o’ng tomonidagi f(x) funksiya har xil ko’rinishlarda bo’lishi mumkin.
l. f(x)= (Boxn +B X" + B, X" +...+ B, X+ Bn)e"’X =P, (x)e“*

By,B,,...,B, - lar ixtiyoriy o’zgarmas aniq ma’lum sonlar.

Bu hollarda (1) tenglama y" + py +qy =P, (x)e** (2) ko’rinishda bo’lib uning
o’ng tomoni n- darajali ko’phaddir. SHunday qilib f(x)=P,(x)e** ko’rinishda
bo’lganda bo’lishi mumkin bo’lgan quyidagi hollar:

a) a son k*+pk+q=0 (3)xarakteristik tenglamaning yechimi bo’Imasin. Bu
holda (2) ning y™* xususiy yechimini

y* = (on“ FAX"THAXTE LA X+ An)e”‘X =Q,(x)e”* (4)
ko’rinishda izlaymiz. Bu erda Q,(x) ham n- darajali ko’phad bo’lib, Ay, A,...,A
lar hozircha noma’lum bo’lgan o’zgarmas koeffisientlardir.

Y*=Qu(0e™; () =[Qn(0+a Q,(0]e; () =[Q7(0+2a Q' (0 +a’ Q, (x) |
larni (2) ga qo’ysak:

[Q, () +20Q,' () +a°Q, () + PQ, () + paQ, (%) + aQ, (x)|e** = P, ()e**

Q"' (N +Q2a+ PO, (N +(a® + pa+gQ,(X)="F, (X ()

Oxirgi ifodaning o’ng va chap tomoni n-darajali ko’phad, ular o’zaro teng
bo’lishi uchun bir xil darajali noma’lumlarning oldidagi koeffisientlar teng bo’lishi
kerak. Ularni tenglashtirib hosil bo’lgan algebraik tenglamalar sistemasini ychib
noma’lum bo’lgan Ay, A,,...,A, koeffisientlarni topamiz. So’ngra topilgan
Ay A, A, larni (4)ga qo’yib y* xususiy Yechimni topamiz.

b) a (3) xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lsin, bu holda (5) dagi Q, (x)
ning oldidagi «® + pa + g=0 bo’lib natijada (5) ning chap tomonida n-1 darajali

ko’phad, o’ng tomonida esa n-darajali ko’phad bo’ladi. Ularning o’zaro bir biriga



teng bo’lishi mumkin emas. SHuning uchun (1) ning y* xususiy Yechimini
V*=x-Q,(x)- e~ (6) ko’rinishda izlanadi.

V) a (3) xarakteristik tenglamaning karrali ildizi bo’lsin. Bu holda
a’ + pa+q=0 va 2 a+r=0 bo’lib (5) ning chap tomonida ( #-2) darajali ko’phad,
o’ng tomonida esa n-darajali ko’phadlar hosil bo’ladi. SHuning uchun bu holda y*

xususiy Yechimni y*= x*-Q,(x)-€” (7) ko’rinishda izlash kerak.

b) va v) hollarda ham A, A,,...,A, lar a) holdagi kabi aniqlanadi.

Misol. y'-3py+2y=6e* (X + X)

(=X +X);P(N)=xX+Xxa=3

Y'-3y+2y=0 y=¢€" desak kK -3k+2=0=k =2 ,k,=1
Demak, y=C,e* + C,e" - bir jinsli tenglamaning umumiy Yyechimi.

a =3 xarakteristik tenglamaning ildizi emas, chunki xarakteristik tenglamaning
ildizlari & =2 ,k, =1.
Endi birjinssiz tenglamaning y* xususiy yechimini y* = (4x* + Bx+C)-e“*

ko’rinishda izlaymiz. Bunda - Q,(X) = Ax’ + Bx+ C, A,B,C-lar noma’lum
koeffisientlar, ularni topsak bo’ladi.

P*'=(3Ax° +3Bx+3C+2Ax+ B)e*
P'=(9AX +9Bx+9C+12 Ax+ 6B+ 2 A&’

y*, ¥,y larni berilgan tenglamaga qo’yib ixchamlasak
2A¢ + (6A+2B) X+ 2A+3B+2C=X + X

X 2A=1
X: 6A+2B=1 :A:%;B:—l;(,‘:l
x°: 2A+3B+2C=0

Y= (; — X+ 1J ¥ xususiy yechim.

y=y+ Y- =Ce" +Ce" + (;- X+ 1]9“ umumiy yechim.



1. f(x)=P,(x)-e**-cos fx+Q,(x)-e**-sin fx =[P, (x)cos B x+Q, (x)sin B xe”"
ko’rinishda

bo’lsin. Bu erda bo’lishi mumkin bo’lgan quyidagi hollar:

a) Agar o+ /B (3) xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lmasa u holda (1) ning
xususiy yechimi

y*=u,_(x)-e**cos B x+V,(x)-e**sin Bx =[u, (x)cos B x+V, (X)sin B xfe* ko’rinishda
izlanadi.

Bu erda ~P,(X),Q,(x) lar berilgan ma’lum darajali ko’phadlar, v, (X), v, (x)lar esa
hozircha noma’lum bo’lgan va mos ravishda ~,(x),Q,(x) ko’phadlar bilan birxil
darajali bo’lgan ko’phadlardir. Bu ko’phadlar ham /. holdagi kabi aniqlanadi.

b) Agar a+ /B (3) xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lsa u holda (1) ning
xususiy Yechimi y*=x-e**[u, (x)cos #x+V, (x)sin #x] ko’rinishda izlanadi.

/1. f(X)= Mcos px+ Nsin gx ko’rinishda bo’lib, M, N lar o’zgarmas sonlar bo’lsin.
Bu erda ham quyidagi hollar bo’lishi mumkin:

a) agar f 7 xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lmasa, u holda (1)ning xususiy
yechimi y*= Acos S x+ Bsin g x ko’rinishda izlanadi.

b) agar g/ xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lsa, u holda (1)ning xususiy
yechimi y*= x(Acos B x+ Bsin #x) ko’rinishda izlanadi.

Noma’lum o’zgarmas A,B lar /. holdagi kabi aniglanadi.

Misol. 1) y'+y-2y=e*(cosx—T7sinx) a=1,5=1
Echish. y'+y-2y=0, y=e* =k + k-2=0= k =1k, =—2 demak y=C,e*+ C,e>
a + B =1+ i xarakteristik tenglamaning ildizi emas.

¥ = €"(Acos x+ Bsin X)
V¥ = (Acos x+ Bsin x— Asin x+ Bcos x)e*
y*''= (Acos x+ Bsin x— Asin x+ Bcos x— Asin x+ Bcos x— Acos x— Bsin x)e* = (-2 Asin x+2Bcos x)e*

[ 2 Asin x+ 2 Bcos X+ Acos x+ Bsin x— Asin x+ Bcos x— 2 Acos x— 2 Bsin xle* = e*(cos x— 7sin X)

-(3A+ B)sin x+ (3B— Acos x=cos x—7sin x



3A+ B=7 A=2
=
3B- A=1 B=1

} demak y*=e*(2cos x+sin x)

V= y+ y*=C,e* +C,e ¥ + e*(2cos x+sin X) umumiy yechim
2) Y'+y=2sinx a=0,p=1

Y4+y=0, K +1=0=k =i k,=—i y=C,cosx+ C,sinx
Bi=1i-demak g/ xarakteristik tenglamaning ildizi.

y*= Acos Bx+ Bsin fx ko’rinishda izlaymiz. A,B -?

P*'= Ac0s X+ Bsin x+ x(— Asin x+ Bcos X)
Y= —Asin x+ Bcos x— Asin x+ Bcos x+ X(— Acos x— Bsin X) = -2 Asin x+ 2 Bcos x— x( Acos x+ Bsin x)
— 241N x+ 2 Bcos x— Axcos x— Bxsin x+ Axcos x+ Bsin x= 2sin x

-2 Asin x+ 2Bcos x=2sin x

—2A=2] A=-1
=
2B=0 B=0

} demak p*=-xcos x

Y= y+ y* = C,cos x+ C,sin x— xcos x umumiy yechim.
2.6. O’zgarmaslarni variasiyalash usuli

Bizga y'+py+qy= f(x) (1) birjinsli bo’Imagan tenglama berilgan bo’lsin va
uning yechimini topish talab gilingan bo’lsin. (1) ning umumiy Yechimini topish
uchun y'+py+qr=0 (2) tenglamaning umumiy Yechimini y=C y +C,y, (3)
ko’rinishda olamiz.

(1) ning umumiy yechimini ham (3) ko’rinishda izlaymiz. Lekin bu erda C,, C, larni
o’zgarmaslar sifatida emas, x ning noma’lum funksiyasi C,(x),C,(x) sifatida
qaraymiz.

Uholda (3)dan y=C y'+C'y + C,,'+C," ¥, hosil bo’ladi.

Endi ¢, C, larni shunday tanlab olaylikki, natijada C,' y; + C,' y, =0 bo’lsin, u holda
Y=Cy,'+Cy,' A=y =Cu"+C )" "+C ' y,'+C, ¥, (5) hosil bo’ladi.

Endi (3),(4) va (5) larni (1) ga qo’ysak

G+ +an) + L+ +a,) + G Y+ G Y, = (X)



birinchi va ikkinchi gavslar nolga teng, chunki y;,), lar (2) ning xususiy
yechimlari. Demak C,' y,'+C,' y,'= f(x) (6)
Shunday qilib (3) (1) ning yechimi bo’ladi, agarda C,,C, lar

C'y+G'y,=0
G'W+G'y,'= (X

(7) dan tuzilgan Vronskiy determinanti noldan farqli bo’lgani uchun (7) dan C,,C,

(7) sistemaning yechimi bo’lsa.

larni aiglash mumkin:

G = colw}: G =] p(Ae+ G

. —(topilgan C,,C, larn1 (3) ga go’ysak
G'=0.(0] T = [ py(nax+ G | OPHE GG lami () gadory

yzclyl"'czyzzyl_[ (01()()01)("‘)/2_[ (02()()0’)("'61)/1"'?2)/2 - bu (1) ning umumiy

yechimi.

C) Test topshiriglari
Quyidagi differensial tenglamalarning umumiy yechimi gaysi bandlarda to'gri
ko rsatilgan
1.y" = Sinx

A) y=-Sinx+c,x+c,; B) y=Sinx+cx+c,; C) y=-Sinx+c,x.

2. xy"+y' =0

A) y=Inx+cx+c,; B)y=c/Inx+c,; C) y=Inx+c
3. yw+y?=0

A) y=4ex+c,; B) y=ycx*+c,; C) y=c,x+c,
4.yy" —y'?=0

A) y=e*; B) y=c,+e%; C) y=c,e®
5.y"-y' -2y=0

A) y=ce ™ +c,e*; B) y=ce* +c,e?; C) y=ce*+c,e™
6. y"-y"+y' -y=0

A) y=ce ™ +c,cosx+c,sinx; B) y=ce™+c,cosx—c,sinx;



C) y=c,e* +c,cosx+c,sinx
7. y"+4y=0, y(%) =1 v (%) = -1 differensial tenglamalarning Xususiy yechimi
gaysi bandda to'g'ri ko'rsatilgan

A) y:%c032x+sin 2x; B) y=cos2x+sin2x; C) y= %cost—sin 2X

8.y -5y’ + y=0 differensial tenglamalarning xarakteristik tenglamasini ko rsating.
A)K’+5k+y=0;  B) k*+5k+1=0;  C)k*-5k+1=0
9. y"+2y' +5y=0; y(0)=0, y'(0)=1 differensial tenglamalarning xususiy yechimi

gaysi bandda to'g ri ko rsatilgan
A) y:%eX sin2x ; B) y=esin2x; C) y:%exsinZX

10. Moddiy nugtaning to g ri chizigli harakat tenglamasini ko rsating.

d?x

F
d?t

A) mv=F; B)m%zF; C) m

d) Vazifalar

1.Turg un suvda 12 km/soat tezlik bilan harakatlanayotgan katerning dvigateli
o'chirib qo’yildi. Suvning qarshiligi qayiq tezligiga proporsional deb, qayigning
dvigateli o' chirilgandan boshlab, 3 minut o'tgandan keyingi tezligi aniqlansin.

k-proporsionallik koeffisientini 20 t ga teng deb hisoblansin, bunda m - gayigning
massasi.

2. Jismning harakat tezligi uning o'tgan yo'liga proporsional bolib, 5 sek. da 75
m, 10 sek. Da esa, 225 m masofa 0'tsa, jismning xarakat tenglamasi tuzilsin.
3.Havosining harorati 20° bo'lgan uydagi jism xarorati 100° dan 60° gacha soviydi.
Jismning sovish tezligi jism xarorati bilan uni orab turuvchi havo harakatining
ayirmasiga proporsional deb hisoblab, jism 30° gacha sovishi uchun gancha vaqt
kerakligi topilsin.
4.Radiyning yemirilish tezligi uning migdoriga proporsiolnal ekanligi va uning
dastlabki migdorining yarmisi 1600 yilda yemirilishi ma’lum. 100 yildan so'ng

radiyning necha prosenti yemiriladi?



5.0x 0'gi bo'ylab harakatlanayotgan jism, 0"z harakatini M (4,0) nugtadan

9 =2t +3t? tezlik bilan boshlagan bo’lsa, uning harakat gonuni (tenglamasi)
topilsin.

6.Jism muvozanat holatidan chigib, vaqtning har bir momenti 9 =5t* + 2
formula bilan aniglanadigan tezlik bilan harakatlanadi. Jism harakat gonuni va 3
sek da otgan yo'li topilsin.

7.Jismning tezligi o'tilgan yo lga proporsional ravishda ortib borsa, va xarakatning
boshlanishi momentida jism yo'l hisobining boshlanishi nugtasidan 8 m
masofada turgan bo’lib, 24 m/sek tezlikga ega bo'lgan bo’lsa, jism harakatining
gonuni va tezligi topilsin.

8. 20° xaroratli jismni 0° xaroratli muhitga sovitish uchun qo'yildi. N yuton
gonuniga binoan jism sovish tezligi jismning xararatiga proporsional.

9.Jismning sovish vagqti t bilan harorati 0° orasidagi boglanishi topilsin.
10.Jismning xarakat tezligi SZ%bO‘Iib, S(0)=0bo’lsa, uning t=5 sek.da

0 tgan yo'li va harakat tenglamasi topilsin.
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