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ELLIPS

Tayanish tu'sinikler: ellips, u’lken ha'm kishi yarim ko sherleri,
ekssentrisiteti, direktrisasi, fokal radiuslarijpd urinbasi, ellips diametri

1-ani'glama Tegislikte yekinshi ta’rtipli si'zi'q ten’lemesiranday da bir
Oxy dekart koordinatalar sistemasi nda
:—z + Z—j =1 (1)

ko rinisinde jazi'w mu mkin bolsa, wellips dep ataladi’.

Bul jerde koefficientlera>b > 0qatnaslardi ganaatlandi'radi’.

Eger (1) ten’lemedea=b bolsa, onda ten’leme&? + y? = a® koriniske
keledi. Bul bolsa, orayl koordinatalar basinda,radliusi ag'a ten" bolg an
shen’ber ten’lemesi. Demek shen’ber ellipstin® gayalay! boladi.

(1) ten’lemeni u'yreniw na'tiyjesinde ellipsti simi'z ha'm wolardi'n’
ga'siyetlerin  keltirip shi'g’arayi'q. Ten'lemeden o #nip turg ani nday
X, ywo zgeriwshiler-a< x<a, —-b< y< b ten'sizliklerdi ganaatlandi radi'.

(1) ten’lemenix ha'my ke garata sheship, to'mendegilerge iye bolami z:
y=19\/a2— X (2)
a
x:i% 0 -y (3)

(2) ten’lemeden ellipstin'Ox ko sherine sali'stirg'anda simmetriyali’
yekenligi, al (3) ten'lemeden ellipsti®y ko sherine garata simmetriyali® figura
yekenligi kelip shi'g'adi’. Demek ellips koordinat&o sherlerine garata
simmetriyali” jaylasgan boli'p, koordinata basi’ lardi'n™ simmetriya worayi’
boladi’ (1-si zi'Ima).

(3) ten’lemedey ti nolge ten’lesek, abscissalari’ sa ykesta bolg anOx

ko sheri menen kesilisiwshA ha’m B noqatlarg'a iye bolami'z. (2) ten’lemede



x=0 dep alsaq, wonda ellipstin® ordinata ko sherleenen kesilisiwshi sa'ykes
ordinatalari'y =+b bolg'anC ha’m D noqatlari'na iye bolami'z.

Bul A(a,0), B(-a0, C(0,b), D(0,~b) nogatlari’ ellipstin® tobeleri dep
ataladi*. BundgAB =2a,|CO= 2b arali‘glari" ellipstin® ko'sherleri dep ataladi'.

\\\\\\\\\\

ko'sherdep ataladi’, ah ha'mb bolsa sa'ykea lken yari'm ko sheriha mkishi

yari'm ko'sheridep ataladi’. Abscissa ko'sherinde jati'wshic, 0), F,(-c, 0)

T o . : . a .
nogatlar ellipstin® fokuslari' Oy ko sherine parallel ha'mx+—=0 ten’lemeler
€

menen ani'glani'wshid, ha'md, tuwri® si'zi'glar ellipstin direktrisalari’ dep

ataladi .
d2 y dl
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D
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Bul jerde c=+va2-b2, e=Z boli'p, e sani' ellipstin® ekscentrisiteti dep
a

ataladi’. Ellips ekscentrisiteti ellipstin® gi siWw da'rejesin xarakterleydi. Ellipstin®
O<ec<l, yeger ekscentrisitet gansha u'ken bolsa, elbpsitza gi'si'lg an boladi'.
Yeger e nolge ten” bolsa, wonda ellips shen'berge aylanadibebi fokuslar

birigip ketip, ellips ko'sherleri wo z-ara ten” bplqaladi’, yag ni'ya=b. Yeger

------



fokuslari® u'lken ko'sherdin® ushlari” menen u'stpst tu'sip galadi’, al kishi
ko sher bolsa nolge aylanadi'.

Ellipstin® gqa siyetleri:
1°. Ellipstin® ga’legen nogati'nan wolardi’n" fokuslaa shekemgi arali*glar
gosi ndi'si° wo zgermes sang aten'.

Bul ga’siyet tuwri'dan- tuwrir, +r, =2a ten’lemeni tekseriw ja rdeminde
da’liyllenedi. FM =r, ha'm F,M =r, belgilewlerin kiriteyik. Bul jerde M
ellipske tiyisli nogat. Joqarida keltirip o'tkenzdey ellips fokuslari
F(c, 0) F,(-c 0) nogatlardan ibarat. Sonligtan

P =(x+c)®+y?, r7=(x-c)’+y?* r?-r/ =4cx ten'liklerin jazip alamiz.

Soninanr/ = (2a-r)*=4a° +r’ —4ar, = dar, =r’-r}+4a’.
I =Ex+a. Bul agi‘'rg’i° ten’likti kvadratga ko'terip, jodatag’i’ r? ti'n’
a

orni'na apari p goyami'z ha'm a piwayi lasti ri- wai nlaymi'z. Sonda ten’leme

X_2+ zy ~=1ko'riniske  keledi. Bizde a>c bolg anli"gtan
a‘ a‘-c
2 5 _ 1.2 i en s N x 2 y2 < .
a“—-c”=b°dep aliwimi'z mu mkin. Bunnan=-+ = =1 ten like iye
a b

bolamsi z. Bul bolsa ellips ten’lemesi ekenligi hma.

2°. Ellipstin® ga’legen nogati'nan wolardi'n" fokuslaa shekemgi arali*glar
sa'ykes direktrisalarina shekemgi arali glardiatingsi” wo zgermes ha'ne
sani'naten’.
Bul ga'siyet bolsa, tuwri dan tuwnr—1 =—2 =e ten’lemeni tekseriw ja'rdeminde

1 02
da’liyllenedi.

2112
r=(x+c)? +y? =\/x2+c2+2xc+b2—x 2 =
a

2,2 [ 2
X“b ac-b
\/xz— > +2aex+a2:\/x2 +2aex+a’ =|xe+4d

a a’
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Ellipstin® geometriyali'q ani glani wi"

1. Tegislikte yeki nogat berilgen bolsa, bul nog#trg a shekemgi bolg an
arali'glardi'n” qosi'ndi'si° wo zgermes sang a tenbolatug'i'n noqgatlardi'n’
geometriyali'q worni" ellips boladi'.

Da’liylleniwi. Tegislikte F F, noqgatlar berilgen bolsi'n. Biz tegisliktin’
nogati'nan bul noqatlarg'a shekemgi bolg an adalicyy sa'ykesr,,r, ko'riniste
belgilep

rn+r,=2a
ten'lemeni  ganaatlandi'riwshi-  noqatlardin®  getmgaliq  worni'n

ani'glawi'mi'z kerek. Bul arali'glarellipstin”_fokal radiuslari dep ataladi’.

Berilgen nogatlar arasi'ndag’i’ arali@ menen belgilesek,AFMF, den
rn+r,>2a tensizlikten a>c qatnas kelip shi'g'adi’. Tegislikte dekart
koordinatalar sistemasi'n to'mendegishe kiritenBerilgen F;,F, nogatlardan

wo tiwshi tuwri® si'zi'qtii abscissa ko sheri sitpada alami'z, wonda won’

bag'i't F, nogatdanF, nogatqa garap bag'itlang an boladi". Koordinaai'n
F,,F, nogatlardi'n” wortasi na jaylasti'ri'p, ordinata &heri si pati nda abscissa
ko sherine perpendikulyar qa’legen ko sherdi alamirali"glar ushi'n
n=y(x-c)+y , r,=y(x+c)’ +y?
an’latpalardi’ jogari'dag’i’ ten'likke qoyi' p
+

J(x=¢)+y =2a—(x+ 9"+ ¥

ten’lemeni payda yetemiz. Bul ten’liktin® yeki #pmde kvadratga ko terip, ko'p

ag zali'lardi” a’piwayi lasti rami z:

ay(x+ o) + ¥ =( Cx+ é).



Bul an’latpanic jane bir ma'rte kvadratga ko teripyesaplawlar
wori nlaymiz:

a’x’+2a’cx+ £C+ dy¥= ¢ X+2 dcx &
Bul an’latpani’x’* ha’my* ga garata gruppalaymi*z:
(a2-c2) e+ aty= & d- ).
Buni’ az(a2 - cz)qa bo’li'p ha'ma’® — ¢ = b* belgilew kiritsek
2 2
ten’lemeni payda yetemiz. Bul ten’lenadlipstin® kanonikali'g ten'lemesiep
ataladi’.

2. | tuwri’ si'zi'q ha’m wog an tiyisli bolmag an nogatF berilgen bolsa,
tegislikte berilgen nogatga shekemgi bolg'an araly i ni'n” berilgen tuwri’
sani'na ten” bolg an noqatlardi'n” geometriyali'q vorni" ellips boladi’.

Bul faktti da’liyllew ushi'n berilgen F noqgatdan tuwri® si'ziqga
perpendikulyar tuwri® si'zi'qg wo'tkizip, woni® ahkissa ko sheri sipati'nda
alami'z. Na'tiyjede abscissa ko shefnnoqat yeki bo'lekke aji'ratadi". Berilgen

F nogatdan tuwri® si'zi'qga shekemgi arali'qti’ ‘@ sani'na ko beymesirp

menen belgilep, to'mendegi ten'likler menen

a=—P _ hamc=ea, b=+a? -c2

1-¢€®

a, b c sanlardi” kiritemiz. Koordinata basi n abscissaskerinin™ | tuwri’

si'zi'qti- kespeytug'i'n bo'legind& nogatdanc birlik arali'qta jaylasti rami z.
Na'tiyjede koordinata basi ndntuwri” si'zi qga shekemgi arali’'q
( _ 2’
p1+c=£+ea= alee +ea=%

shamalarg'a ten” boladi’. Bul jerdg; menen F noqatdan| tuwri® si'zi'qga

shekemgi arali'q dep belgilengen. Denlekuwri™ si'zi"gti'n” ten’lemesi

a
X——=
€



ko'riniste boladi". Yekinshi koordinata ko sherihtuwri® si'zi'qga parallel
ju'rgizip, tegisliktin® M (x,y) nogatinan F nogatqa shekemgi arali’gti’

I menen,| tuwri® si‘zi'qqa shekemgi arali’qti’ menen belgilesek,

r=-ed
ten’likten

2 2

a b

ten’lemeni alami z.
Biz jogari'da tegisliktin® nogati nan berilgen ndaeg a shekemgi (ellips

fokuslarina shekemgi) bolg an arali'glardellipstin”_fokal radiuslari dep

keltirgen yedik. Yendi ellipstin® qa‘IegelM(x, y) nogati na ju'rgizilgen fokal
radiuslari’

n=a-ex L=a+ ex 4) (

\\\\\

Bizge belgilir, =MF, ha'mr, =MF, arali'glar sa'ykes

:‘/(x+c)2+y2=\/x2+20x+ ¢+ V¥,
r,=y(x—c)’+y? =X -2cx+ ¢+ ¥

ten’lemeleri menen ani‘glanadi’. Ellips ten’lemeasiry’ = b{l——zj ti- tawi p,
a

bul jerdegiy?® ti'n" worni‘na goysag, to'mendegige iye bolami'z:

2 w2
rlz\/x2—20x+c2+ bz(l—x—zj \/a b 22w ¢+ B=

a a’

2 2
:\/C—2x2—20x+ & = (a—Exj
a a

Bul jerde x<0 bolsa, a—§x>0 boladi’, al x>0 bolsa, x<a boladi'.

Demek a—gxz a—gliaz a- c0 boladi. Ha'r yeki jag'day ushinda

a—§x>0 boladi” yeken. Sonli‘qgtan,



a a
r, ushi'nda jogari dag day tu rlendiriwlerdi wori sk

o= [a-Sx) =a-x ©

2
;= (a+£xj —a+Sx (6)
a a

ten’ligine iye bolami z. Yeger9=e yekenligin yesapga alsaq, wonda (5)
a

ha'm (6) ten'liklerden (4) ten'likke iye bolami'Bemek (4) ten’leme ellipstin
fokal radiuslari'ni'n” ten’lemeleri boladi.

1-mi'sal. Yarim ko'sherleri sa'ykes 5 ha'm 4 ke ten  bolgdilipstin®
kanonikali'g ten’lemesin du'zin'.

Sheshiliwi: Demek, ma'sele sha'rtine kor@=5  b=4, wonda ellips
ten’lemesi

koriniste boladi'.
2-mi'sal. Ha'r gi'yli' to'beleri arasindag'i arali'q fokasl arasi ndag'i

arali'gtan yeki yese u’lken bolg an ellipstin® elsirisitetin ani glan'.

Sheshiliwi: Ma'sele sha'rtine k’or,F,| = 2c, |AB = 4c, ezg—’?

:




3-mi'sal. x =8 tuwri si zi'glari” ellipstin™ direktrisalari’, kihi ko sheri 8 ge

ten". Ellipstin® ten’lemesin duzin".
2
Sheshiliwi: Demek 2b=8= b=4, al X:i%IiS.

c’=a’-b*=a’-16 bul tabi’lg’andi’ direktrisa ten‘lemesine apari'p
goyami z ha'm a pi wayi lasti ri"wlar wori nlaymi z

2

ﬁ=83 a.2=8’\/a.2_16

a'-64a’ +64[16=0, a’ =t
t? —64t +64[(16=0 =t =t, =32. Bunnana® =32.

2 2
Wonda ellips ten’lemesinin’ ko‘rinisi% +% =1 boladi’.

Ellipstin® uri nbasi’

Yendi biz ellipstin™ uri'nbasi'ni'n" ten’lemesinltep shi'g arayi q.
Bizge

2 2
X_+y_:1
a® b?
ellipsi berilgen ha’m woni'n®  bazi*-bitM (x,, y,) nogati'nan ju'rgizilgen

uri'nbasi'ni'n” ten’lemesin du ziwdi garayi(2tsi zi' Ima).

N
. M (%)

F O F X

1

[ ]
v

2-si zi'lma



Bizge mektep kursi'nan belgili uri'nbani'n” ten’kesn
y_yo=Y(X_ )6) (7)
menen beriledi. Bul ten’lemedegi ti" tabi'w ushi'n ellipstin® kanonikali'q ali'q

ten’lemesin, yag ni'y (1) ten'lemeri boyi nsha differenciallaymi’z, yag ni'x

boyi'nsha tuwi ndi” alami z:

a
Bul jerde y quramali” funktsiya dep qaraladi’. Bunnah ti" tapsaq ha'm
wo zgeriwshi noqgattin® koordinatalari'n berilgerivi (xo, yo) nogati ni-n’
koordinatalari” menen almasti‘rsaq:
b2
Y=

2
a Yo

ten’ligin payda yetemiz.

Bul tabi'lg andi” (7) ten'lemege goyami z.

N Y
y yo_ azyo(x )8)
yamasa
a’y,(y- %)+ B x( x %) =0 (8)

Tiyisli a'piwayi lasti'ri'wlardi® wori'nlasaq, toendegi ten'likke iye
bolamiz:

b?xx, + & yy= 1 ¥+ & ¥
Bul ten’liktin® yeki ta'repina’b® ga bo’lsek:

ﬁ+ﬁ—§+ )g (9)

@ b a
Bul jerde M(X,Y,) nogati' ellipske tiyisli bolg anli’gtan, woni'n’

koordinatalari” ellipstin™ ten’lemesin ganaatlandi tiyis, yag ni'y:
a® b
Sonli"gtan (9) ten'likti to'mendegi ko riniste jazami z:

X



Bul (10) ten’leme ellipstin® M(x, Y,) nogati' argali® ju'rgizilgen
uri'nbasi ni'n” ten’lemesi boladi.
X2 y2
4-misal. §+E=1 ellipske M(43) nogatta ju'rgizilgen uri'nbasi'ni'n’
ten’lemesin du'zin" .
Sheshiliwi: Berilgen mag li'wmatlardi’ ellips uri'nbasi’ temiesindegi
worni na apari p qoyami z:

4x+ﬂ_

32 18
a piwayi lasti'riwlar wori'nlaymi'z ha'm 3x+4y-24=0 tenlemege iye

bolami'z. Demek soralg an uri'nba ten’lem@si+ 4y —24=0.

2 2

5-mi sal. X—+i/—6=1 ellipske N(104) nogattan o'tiwshi uri’nba

ten’lemelerin jazi'n.

Sheshiliwi Bul mi'sal sha'rtine ko're 4-mi'salg a ugsap ket&dil mi'saldi’
talabalarg'a bergenimizde da'rhal 4-mi sal shegimtiey etip isleydi. Lekin bul
ga'te. Sebebi ma’'sele sha'rtinde berilip turg aganellipske tiyisli emes , demek

da’'slep bul noqgatti'n’ ellipske garata awhali' n@aymi z.

2
ﬁ+4—=1:> 2000>1 . Demek noqat ellipstin® si‘rti'nda jaylasgan, and

25
ellipske bul nogattan o tiwshi eki uri'nba ten ksm jazi wi mi'z mu mkKin.
Ellipstin® uri'nba ten’lemesin jaziw ushi'n ellggs tiyisli nogatti'da
ani glawi'mi'’z kerek. Ol ushi'n ellipske tiyisli bgan noqatti’ to mendegi
ten’lemeler sistemasi nan ani glaymi'z :
2 2
&+y_0:1
25 16
10x, +ﬁ_

25 16

Bul jerden x,,y, lerdin® ma'nisleri tabi'ladi’, soni'nan (10) tkme
ja’rdeminde N(10;4) ha’m M (x,,y,) nogatlari'nan o'tiwshi uri'nba ten’lemeleri
jazi'ladi".Juwap y=4 ha'ml1l6x -15y -10C=0.

Ellipstin® diametrleri



Mektep kursi'nda shen'berdin’ diametri degen tikkeiye bolg an yedik.
Wol jerde shen ber diametri dep shen ber worayimartiwshi yen™ u’lken xorda
dep keltiriler edi. Birag bul ani'glama yekinshirtapli si'zi'glar ushi'n toli'q
ani'glama bola almaydi’. Sonli'qtan yekinshi talrtisi zi'glardi'n” diametrleri
haqgi'nda so'z bolg'anda, ha'r ganday yekinshtip rsi zi'glarg'a uli'wma
bolg an diametrge ani glama beriwimiz kerek.

2-ani'glama Yekinshi ta'rtipli si'zi'glardin® wo'z-ara palal bolg an
xordalari'ni'n” wortalari'n tutasti'ri'wshi® tuwrisi'zi'q, woni'n” diametri dep
ataladi'.

Usi® ani'glamadan ellipstin® diametrinin™ ten’lenmekeltirip shi'g arami z:

Bizge
2

+=—=1
a? b?

ellips ha'm usi" ellipstina vektor bag'i'ti'na parallel bolg*an

X2y
2

y=kx+ m
ten’lemesi menen ani glani'wshi’ xordasi" berilgeisi n.

Berilgen ellips ha'm xordani'n” kesilisiw nogatlariani glaymi'z. Buni'n®

ushi'n

2 2

. ¥ _

__ + 72 =

a’> b’ (11)

y =kx+ m
ten’lemeler sistemasi'n sheshiwdi qarasti rami ebe®i kesilisiw noqatlari’
ellipskede, xordag ada tiyisli boliwi® kerek. Toemdegi turlendiriwlerdi

wori nlaymiz:



b?x?+a®(kx+ n)" = &8,
b*x?+a’k®*x+2 a&km¢ d - & B=0,
(b2 + azkz) X+ 2 a kmx é( nM- @ = 0.
Keyingi ten’liktin® yeki ta'repindéd’ + a’k* ga bo’lemiz ha'm:
sy, akm @ (mi-b)
+2 +

b+ ke | bt 2K
ten’lemesine iye bolami'z.

Bul kbadrat ten’lemenin® korenleri ellips ham xorda’ kesilisiw
nogati ni'n’ abscissalarin beredi. Xordani" terekige bo’liwshi noqattin®

koordinatalarin sa'ykesx ha'm y penen belgilesek, kesindini ten” wortadan

bo’liw formulasi nan
+
X:M (12)
2
ten’lemege iye bolami'z. Kvadrat ten’leme ushi et\Meoremasi nan ha'm (12)

ten’lemesinen to'mendegini jaza alami z:

ka*m
T P+ Ak (13)
Bul tabi'lg'an X ti" (11) sistemani'n” yekinshi ten’lemesine qoyip tin’
ma nisin tabami ' z:
y=m-k ka’m
b® + a’k®



Bul ten’leme ushi'n a piwayi lasti'ri'wlar wori rdaq, ten’leme
b’m

= 14
Y T 2K (14)
ko'riniske keledi.
Yeger (14) ten'likti (13) ten’likke bo’lsek
y__ P
<= 15
x  a’k (15)

ten’ligine iye bolami'z. Bul ten’likten gatnaspaydi’, demek bul gatnas berilgen
bag'i'tga parallel bolg'an barli'q xordalardi'n'ntewortasi'ndag’i’ noqatlar
ushi'nda wori'nli". Bul nogatlardi'n” ko pligi, yag'y bul nogatlardan wo tiwshi
tuwri® si'zi'q diametrden ibarat. Demek (15) temé&e diametrdin® ten’lemesi
boli'p tabi'ladi". (15) ten’lemeni a piwayi lastiy

a_X2 + kF{ =0 16}

ko'riniske keltiremiz. (16) ten'leme ellipstin” diatrinin” ten’lemesi boladi.

Tekseriw ushin sorawlar
Ellipstin’ kanonik ten’lemesi ganday ko riniste adl?
Ellipstin® ekssentrisiteti, direktrisasi, fokal iadlari dep nege ayyiladi?
Ellipstin’ urinbasinin™ ten’lemesi galay keltirilighig ariladi?
Ellipstin® diametric hagginda aytip berin™?
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