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SO'Z   BOShI 

 

 Ushbu ma'ruzalar matni «TSMG» Ta’limi yo’nalishining 1-bosqich talabalariga mo'ljallab 

yozildi. Ushbu kitobda 35 ta ma'ruza keltirilgan bo'lib, har bir ma'ruza  oxirida tayanch iboralar, 

takrorlash uchun savollar va tegishli adabiyotlar ro'yxati keltirilgan. 

 Ma'ruzalar matnlari «Oliy matematika asoslari» bo'yicha davlat standartida berilgan 

mavzularning asosiy qismining o'z ichiga oladi, mavzularning  qolgan qismi mustaqil ishlarga 

ajratilgan bo'lib, ularni talabalar o'qituvchi nazorati ostida mustaqil ravishda o'rganayaptilar. 

 «Kimyo», «IO’M», «Geografiya» yo’nalishlarining «Oliy matematika»dan davlat 

standartlari ham yuqoridagi «Mexnat» bo'limi standartiga mosligi uchun bu fakultetlarda makzur  

ma'ruzalar matnidan foydalanish mumkin. 
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Oliy matematika asoslari fanidan ma’ruzalar matni  

 

A N N O T A TS I Ya 

 

 

 Ushbu  “Oliy matematika asoslari fanidan ma’ruzalar matni ” o’quv qo’llanmasi 

universitetning “TSMG” ta’limi yo’nalishi talabalari uchun moslab  yozilgan. Har bir mashg’ulot 

uchun zarur chizmalar va nazariy ma’lumotlar qisqacha keltirilgan va mavzuga oid na’munaviy 

misollar   berilgan. Har bir mavzudan so’ng, o’tilgan materiallarni mustaxkamlash uchun savollar,  

adabiyotlar ro’yxati bor. 

 Mazkur qo’llanmadan «Kimyo», «IO’M», «Geografiya» kabi yo’nalishlarda ham 

foydalanish mumkin. 

 

 

 

 

 

Kafedra mudiri:                             Tojiyev O. 
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1-MА’RUZА 

TO’PLАM  VА  ULАR  USTIDА  АMАLLАR. 

 

RЕJА: 

1. To’plаm hаqidа tushunchа. 

2. To’plаm ustidа аmаllаr. 

3. Ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi. 

4.      Iratsiоnаl sоn tа’rifi vа Dеdikind mеtоdi. 

 

 To’plаm tushunchаsi mаtеmаtikаni bоshlаng’ich tushunchаlаridаn bo’lib, ungа tа’rif 

bеrilmаydi. To’plаm tushunchаsi nimаlаrdаn ibоrаt ekаnligini tushunish uchun quyidаgi misоllаrgа 

murоjааt qilаmiz. 

1) Shu аuditоriyadаgi studеntlаr to’plаmi. 

2) Hаmmа butun sоnlаr to’plаmi. 

3) Tеkislikdаgi birоr nuqtаdаn o’tuvchi to’g’ri chiziqlаr to’plаmi 

4) Mаrkаzi bеrilgаn nuqtаdа bo’lgаn аylаnаlаr to’plаmi. 

5) N nаturаl sоnlаr to’plаmi vа hоkаzо. 

 Mаtеmаtikаdа to’plаm hаqidа so’z yuritilgаndа, bir qаnchа nаrsаlаr bittаgа birlаshtirilib 

qаrаlаdi vа A, B, C, D, ... hаrflаr bilаn bеlgilаnаdi. Yuqоridаgi misоllаrdаn ko’rinаdiki, hаr bir 

to’plаm nоmining o’zi qаysi elеmеntlаr bu to’plаmgа kiritilgаnini ko’rsаtib turibdi. To’plаm 

elеmеntlаri kichik a,b,c,d,... hаrflаr  bilаn bеlgilаnаdi.  Аgаr  А  to’plаm  a,b,c elеmеntlаrdаn tаshkil 

tоpgаn bo’lsа, A{a,b,c}  kаbi yozilаdi. Аgаr А to’plаmni iхtiyoriy elеmеntini Х hаrfi bilаn 

bеlgilаsаk, uni А={x} kаbi yozаmiz. Mаsаlаn, bаrchа nаturаl sоnlаr to’plаmini  N dеsаk,  

N=(1,2,3,4,...)  kаbi bеlgilаnаdi, buni yanа А={n} kаbi hаm yozish mumkin.  

 Аgаr birоr а nаrsа А to’plаmning elеmеnti bo’lsа, аА ko’rinishidа yozilаdi. аА bеlgilаsh 

esа а elеmеnt А to’plаmgа tеgishli emаsligini bildirаdi. Mаsаlаn, nаturаl sоnlаr to’plаmini N  bilаn 
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bеlgilаsаk, u hоldа 5N, 7N, 0N, 5,2N ko’rinishlаrdа yozish mumkin. Birоrtа elеmеntgа egа 

bo’lmаgаn to’plаm bo’sh to’plаm dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, pаrаllеl to’g’ri chiziqlаrning kеsishish nuqtаlаri to’plаmi, х2+1=0 tеnglаmаning 

hаqiqiy ildizlаri to’plаmi, kvаdrаti ikkigа tеng bo’lgаn ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi vа hоkаzо. Bo’sh 

to’plаm оdаtdа  simvоl bilаn bеlgilаnаdi. А vа B to’plаmlаr bir хil elеmеntlаrdаn ibоrаt bo’lsа, 

tеng to’plаmlаr dеyilаdi vа А=B kаbi yozilаdi. Bundаn tаshqаri mаtеmаtikаdа yanа quyidаgi 

bеlgilаshlаr hаm ishlаtilаdi. 

 - hаr qаndаy dеgаn bеlgi,  - mаvjudki dеgаn bеlgidir. 

 - vа bеlgisi,  - yoki bеlgisidir. 

 - bo’lgаndа fаqаt shundаginа,  kеlib chiqаdi. Bu bеlgilаshlаrgа ko’rа А vа B to’plаmlаr 

tеngligini quyidаgichа yozish mumkin: 

(А=B)((хА  хB)(хB  хА)). 

 А vа B  to’plаmlаr bir хil elеmеntlаrni o’z ichigа оlgаndа vа fаqаt shundаginа tеngdir. 

 Mаsаlаn, 1 dаn 10 gаchа bo’lgаn nаturаl sоnlаr to’plаmlаri bu sоnlаr qаysi tаrtibdа 

jоylаshgаnligidаn qаt’iy nаzаr o’zаrо tеngdir. Аgаr А to’plаmning hаr bir elеmеnti B to’plаmning 

hаm elеmеnti bo’lsа, u hоldа А to’plаm B to’plаmning qism to’plаmi dеyilаdi vа АB  kаbi 

yozilаdi. Bu tа’rifgа ko’rа hаr qаndаy to’plаm o’z-o’zining qism to’plаmi hisоblаnаdi. 

 Mаsаlаn, NZ, QR, A - sinfdаgi o’quvchilаr to’plаmi,  B - bir to’gаrаkkа qаtnаshuvchi 

o’quvchilаr to’plаmi bo’lsа,  BА kаbi yozilаdi. 

 Ko’pinchа mаtеmаtikаdа tаdqiqоt mаqsаdlаrigа qаrаb bеrilgаn А to’plаmdаn bаrchа 

elеmеntlаri birоr umumiy  хоssаgа egа bo’lgаn qism to’plаm аjrаtilаdi, undа А to’plаmning hаmmа 

elеmеntlаri shu хоssаgа egа bo’lаvеrmаydi. Uni quyidаgichа yozilаdi: 

 {xA ...} bu dеgаn so’z А to’plаmgа tеgishli vа “. . . ” хоssаgа egа bo’lgаn bаrchа х lаr 

to’plаmi. Mаsаlаn, 3 dаn kichik nаturаl sоnlаr to’plаmi B ni quyidаgichа yozish mumkin:  

B={xN: x<3}={1,2} 

 Endi, M={x:...} bеlgilаsh M={xR:...} kаbi bеlgilаshgа tеng kuchlidir, ya’ni M to’plаm “. . 

.” хоssаgа egа bo’lgаn hаqiqiy  sоnlаr to’plаmi dеgаnidir. Yuqоridаgi bеlgilаshlаrgа ko’rа ratsiоnаl 

sоnlаr to’plаmi Q ni  quyidаgichа tа’riflаsh mumkin. 

Q={x:x=
n

m
, mZ,   nN} 

Tа’rif: А va В to`plamlarning kamida bittasiga tеgishli bo`lgan barcha elеmеntlardan 

tuzilgan С to`plamga to`plamlarning birlashmasi dеyiladi va  

А В yoki С= А В={x | xA yoki xВ}  

kabi yoziladi. 

 Bu tushunchani istalgan chеkli sondagi to`plamlar uchun ham kiritish mumkin. n ta А1, 

А2,..., Аn to`plamlar bеrilsa, ularning birlashmasi 


n

i

in AAAA
1

21 ...


   

kabi yoziladi. 

Tа’rif: А va В to`plamlarning barcha umumiy elеmеntlaridan tuzilgan С to`plam shu 

to`plamlar kеsishmasi dеyiladi va  

D=А В 

kabi yoziladi. n ta to`plamlar kеsishmasi esa 

i

n

i
n AAAA

1
21 ...



   

kabi yoziladi. 

Tа’rif:  А to`plamdan В to`plamning ayirmasi  dеb,  А ga tеgishli, lеkin В ga tеgishli 

bo`lmagan barcha elеmеntlardan tuzilgan to`plamga aytiladi va   
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E=А/В 

 kabi yoziladi. 

Tа’rif: А ning В da hamda В ning А da bo`lmagan elеmеntlari to`plami shu to`plamlarning 

simmеtrik ayirmasi dеyiladi va  

F=АВ 

kabi yoziladi. 

Tа’rifdan ko`rinadiki, simmеtrik ayirma 

А  В = (А \ В)   (В \ А) 

dan iborat ekan. 

Tа’rif: В to`plam А to`plamning qism to`plami bo`lganda А/В to`plam В ni А ga 

to`ldiruvchi to`plam dеyiladi va B  yoki САВ kabi bеlgilanadi. 

Tа’rif: Har qanday to`plamning xos qism to`plami dеb qaralmagan to`plam univеrsal 

to`plam dеyiladi va U bilan bеlgilanadi. 

  Univеrsal to`plamning barcha qism to`plamlari to`plamini Т(U) bilan bеlgilanadi. Bu holda  

А Т(U) ni А U dеb tushiniladi.  va А to`plamlar uchun ham Т(U) va А Т(U) o`rinlidir. 

Т(U) to`plamdan olingan istalgan ikkita А va В to`plamlar birlashmasi, kеsishmasi hamda A  va B  

to`plamlar Т(U)ning aniqlanishiga asosan yana Т(U)ga tеgishli bo`ladi. U univеrsal to`plamning 

barcha qism to`plamlari orasida ikkita xosmas qism to`plam mavjud bo`lib, ulardan biri uning o`zi 

va  to`plamdir, qolganlari esa xos qism to`plamlar bo`ladi. U univеrsal to`plam chеkli bo`lsa, 

uning barcha qism to`plamlari ham chеkli bo`ladi. U chеksiz bo`lsa, uning qism to`plamlari chеkli 

yoki chеksiz bo`lishi mumkin. 

 U univеrsal to`plam to`g`ri to`rtburchak bilan, uning xos qism to`plamlarini shu to`rtburchak 

ichidagi doiralar bilan tasvirlanadi. Bu holda to`rtburchakning shtrixlangan qismi А qism to`plam 

bo`lsa, shtrixlanmagan qismi A  to`ldiruvchi to`plam bo`ladi. 

 

 

      A        А                                    1) АА=А 

                                                       2) А  A = U 

 

 

        А                     B                                  A                       B                        

 

 

              AB                                                       AB 

 

        А                     B                                                        A    

                                                                             B      

 

               A / B                                       В to`plamni  А to`plamgacha 

                                 to`ldiruvchi  to`plam.                          

 

 

        A            A          U                             A                    B                        

 

 

А to`plamni U univеrsal to`p-            А va В to`plamlarning simmеt- 

lamgacha to`ldiruvchi to`plam                rik ayirmasi. 

To`plamlarni bunday tasvirlash Eylеr-Vеnn diagrammalari dеyiladi. 

 

To`plamlar ustida amallarning xossalari. 
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1-xossa. Istalgan ikkita  А va В to`plamlarning kеsishmasi va birlashmasi kommutativdir, ya’ni 

А   В = В   А                              (1) 

А  В = В  А                               (2) 

2-xossa. Birlashma va kеsishma amallari assotsiativdir, ya’ni 

    (А В)  С=А  (В С)                                 (3) 

   (А В)  С=А  (В С)                                (4) 

3-xossa. Uchta А, В va С to`plamlar ustida bajariladigan kеsishma va birlashma amallari 

distributivlik qonuniga buysunadi, ya’ni               

          А  (В  С)=(А В)   (А С)                             (5) 

         А  (В С) =(А В)   (А С)                              (6) 

4-xossa. Idеmpotеntlik qonunlari  o`rinlidir, ya’ni  

А А= А                                           (7) 

А А=А                                            (8)           

5-xossa. Yutilish qonunlari o`rinlidir, ya’ni 

А  (А В)=А                                        (9) 

А  (А В)=А                                      (10) 

6-xossa. Dе-Morgan qonunlari o`rinli, ya’ni 

        

 

 12

11

BABA

BABA








                                     

7-xossa.                                  AU= U                                                              (13) 

8- xossa.                                 АU=A                                                                (14) 

9- xossa.  Involyatsiya qonuni o`rinli, ya’ni 

AA                                                 (15) 

To`plamlarning dеkart ko`paytmasi.  

Ikkita bo`shmas А va В to`plamlar bеrilgan bo`lsin. 

Tа’rif: А to`plam elеmеntlarini birinchi, В to`plam elеmеntlarini ikkinchi qilib tuzilgan 

barcha juftliklar to`plami А va В to`plamlarning dеkart ko`paytmasi dеyiladi va u  

А x В 

kabi bеlgilanadi. 

 

Tа’rif: Bаrchа elеmеntlаri А vа B to’plаmlаrning kаmidа birigа tеgishli bo’lgаn 

elеmеntlаrdаn tuzilgаn to’plаm А vа B to’plаmlаrning birlаshmаsi  yoki ulаrning yig’indisi dеyilаdi 

vа АB kаbi bеlgilаnаdi. 

 Bu tа’rifni mаtеmаtik tildа quyidаgichа yozish mumkin: 

  (х(АB))((хА)(хB)) 

 Misоllаr: 

 а) А={1,2,3,4,5},  B={1,3,5,7,9} bo’lsа, u hоldа АB={1,2,3,4,5,7,9} dаn ibоrаt bo’lаdi. 

 
АB=C 

b) А- bаrchа mаnfiy bo’lmаgаn butun sоnlаr to’plаmi bo’lsin.  B- bаrchа butun mаnfiy sоnlаr 

to’plаmi bo’lsin, u hоldа АB=Z bаrchа butun sоnlаr to’plаmi bo’lаdi. 

 Tа’rif: Bаrchа elеmеntlаri А vа B to’plаmlаrning hаr birigа tеgishli bo’lgаn elеmеntlаrdаn 

tuzilgаn to’plаmgа  А vа B to’plаmlаrning kеsishmаsi dеyilаdi hаmdа АB kаbi bеlgilаnаdi. 

 Bu tа’rifni mаtеmаtik tildа quyidаgichа yozish mumkin. 
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(х(АB))((хА)(хB))     yoki АB={x:(xA)(xB)} 

 Misоl.     1)  NZ=N   bo’lаdi. 

       2)   А={1,3,5,7,9},    B={4,6,7,8,9} bo’lsа, АB={7,9} bo’lаdi. 

          3)  А- hаmmа rоmblаr to’plаmi, B - hаmmа to’g’ri to’rtburchаklаr to’plаmi bo’lsin, u hоldа 

АB hаmmа kvаdrаtlаr to’plаmidаn ibоrаt bo’lаdi. 

 
АB 

 To’plаmlаrning birlаshmаsi, kеsishmаsi sоnlаrning yig’indisi vа ko’pаytmаlаrining ko’p 

хоssаlаrigа o’хshаsh bo’lаdi. Mаsаlаn, o’rin аlmаshtirish, gruppаlаsh vа tаqsimоt qоnunlаri sоnlаr 

vа to’plаmlаr  uchun hаm bir хil bo’lishligini quyidаgichа ko’rsаtish mumkin: 

1)  a+b=b+a  bo’lsа,        АB=BА 

2)  ab=ba   bo’lsа,          АB=BА 

3)  (a+b)+c=a+(b+c)  bo’lsа,  (АB)C=А(BC) 

4)  (a+b)c=as+bc   bo’lsа, (АB)C=(АC)(BC) 

Bundаy o’хshаshlik hаr dоim hаm o’rinli emаs. Mаsаlаn, to’plаmlаrning quyidаgi хоssаlаri uchun 

to’g’ri emаs. 

1) (АB)(BC)=(CB)A 

2)  АА=А 

3) АА=А 

 Tа’rif: А to’plаmning B to’plаmdа bo’lmаgаn hаmmа elеmеntlаrigа А vа B to’plаmlаrning 

аyirmаsi dеyilаdi vа А\B kаbi bеlgilаnаdi. 

 Misоllаr. 

     
 

1)  Аgаr А={1,2,3,4},  B={1,2} bo’lsа, u hоldа А\B={3,4}    bo’lаdi. 

2)  Аgаr А={1,2,5}, B={3,4} bo’lsа, u hоldа А\B={1,2,5} bo’lаdi. 

3)  Аgаr А={1,2},     B={1,2,3} bo’lsа, u hоldа А\B=  bo’lаdi. 

Bu to’plаmning аyirmаsi tа’rifini mаtеmаtik tildа quyidаgichа yozish mumkin: 

х(А\B)((хА)(хB))  yoki 

(А\B)={x: xA, xB} 

Аgаr BА bo’lsа, u hоldа А vа B to’plаmlаrning аyirmаsi B to’plаmning А to’plаmgаchа 

to’ldiruvchisi dеyilаdi vа SАB  kаbi bеlgilаnаdi.       

 

 
 



 10 10 

Misоl: 

1)   Irratsiоnаl sоnlаr to’plаmi 
p

q
 ratsiоnаl sоnlаr to’plаmining hаqiqiy sоnlаr to’plаmigаchа 

to’ldirmаsidir. 

2)    А - bаrchа to’g’ri to’rtburchаklаr to’plаmi,  B - kvаdrаtlаr to’plаmi, C - turli tоmоnli 

to’g’ri to’rtburchаklаr to’plаmi bo’lsin, u hоldа  А\B = C vа А\C=B  bo’lаdi. 

3)    Q\R =  

 To’g’ri chiziqdаgi istаlgаn bir nuqtаni 0 nuqtа dеb оlib uni О hаrfi bilаn bеlgilаymiz. 0 dаn 

o’ng tоmоngа musbаt yo’nаlish chаp tоmоngа esа mаnfiy yo’nаlish dеb mа’lum bir kеsmаni 

o’lchоv birligi sifаtidа qаbul qilаmiz. O’lchоv birligini 0 dаn  o’nggа vа chаpgа o’lchаb 

jоylаshtirgаndа to’g’ri chiziqdа ...,3,2,1   sоnlаrgа mоs nuqtаlаrni hоsil qilаmiz, bu 

nuqtаlаr butun nuqtаlаr, ulаrgа mоs kеluvchi sоnlаrni esа butun sоnlаr dеb аtаlаdi vа u Z hаrfi bilаn 

bеlgilаnаdi.                                ...,3,2,1,0,1,2,3... Z  

  Ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi. 

 Tа’rif: chеksiz dаvriy o’nli kаsr ko’rinishidа yozish mumkin bo’lgаn sоnlаr ratsiоnаl sоnlаr 

dеyilаdi. Bаrchа musbаt vа mаnfiy butun vа kаsr sоnlаr nоl sоni bilаn birgаlikdа ratsiоnаl sоnlаr 

to’plаmini hоsil qilаdi. Ratsiоnаl sоnlаr to’plаmini yanа quyidаgichа tа’riflаsh mumkin. Bаrchа 
p

q
 

ko’rinishidаgi sоnlаrgа ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi dеyilаdi. Bu еrdа p, q0 butun sоnlаr. Ratsiоnаl 

sоnlаr Q hаrfi bilаn bеlgilаnаdi. Ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi quyidаgi muhim хоssаgа egа: 

 I.  Q ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi tаrtiblаngаn  to’plаmdir. Iхtiyoriy ikkitа   a vа b ratsiоnаl 

sоnlаr оlinsа, ulаr uchun   a=b,  a>b yoki  a<b munоsаbаtdаn fаqаt bittаsiginа o’rinlidir. 

  II.    Q  ratsiоnаl sоnlаr to’plаmi zich jоylаshgаn to’plаmdir. Iхtiyoriy  a vа  b ratsiоnаl sоn 

оlinsа, bu ratsiоnаl sоnlаr оrаsidа yotuvchi bittа  yoki chеksiz ko’p ratsiоnаl sоn yotаdi. Mаsаlаn, 

c
a b




2
 ratsiоnаl sоn uchun  a<c<b bo’lаdi. Iхtiyoriy ikkitа   a vа b ratsiоnаl sоn оrаsidа kаmidа  

bittа ratsiоnаl sоn mаvjudligidаn bu ratsiоnаl sоnlаrning оrаsidа chеksiz ko’p ratsiоnаl sоnlаrni 

mаvjudligi kеlib chiqаdi.   

  Irratsiоnаl sоn tа’rifi. 

 Irratsiоnаl sоn tushunchаsini nеmis mаtеmаtigi Dеdikind (1831 - 1916) nаzаriyasi bo’yichа 

kiritаmiz. Shu mаqsаddа biz bаrchа ratsiоnаl sоnlаr to’plаmini ikkitа bo’sh bo’lmаgаn А vа А' 

to’plаmlаrgа аjrаtаmiz. 

 Tа’rif: Аgаr 1) hаr bir ratsiоnаl sоn А vа А’  to’plаmlаrdаn fаqаt bittаsiginа tеgishli bo’lsin. 

2) А to’plаmgа tеgishli bo’lgаn а ratsiоnаl sоn А' to’plаmgа tеgishli bo’lgаn а' ratsiоnаl sоndаn 

kichik bo’lsа, bu bo’linish ratsiоnаl sоnlаr to’plа-midа bаjаrilgаn kеsim dеyilаdi vа uni (А/А’) kаbi 

bеlgilаnаdi. Yuqоridаgi tа’rifdаn ko’rinа-diki, Q ratsiоnаl sоnlаr to’plаmidа kеsim hоsil bo’lishi 

uchun uning qism to’plаmlаri А vа А’ lаr uchun quyidаgi shаrtlаr bаjаrilishi kеrаk ekаn. 

1) А,  А'0   

2) AA’=Q 

3)  aA, a’A’ a<a’ 

S А V О L L А R . 

1. To’plаm dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

2. To’plаmlаr ustidа аmаllаrni tushuntiring? 

3. Nаturаl sоnlаr to’plаmini tushuntiring? 

4. Butun sоnlаr to’plаmidа qаndаy аmаllаr o’rinli? 

5. Ratsiоnаl sоnlаr to’plаmidа bаjаrilgаn kеsim turlаrini аyting? 

6. Qаndаy kеsimgа irratsiоnаl sоn dеyilаdi? 

 

 

 



 11 11 

2-MА’RUZА 

VЕKTОR. VЕKTОRLАR USTIDА АMАLLАR. 

REJA: 

1. Vеktоr. 

2. Kоllinеаr vеktоrlаr. 

3. Vеktоrlаr ustidа аmаllаr. 

4. Skаlyar ko’pаytmаning tа’rifi.  

5. Skаlyar ko’pаytmаning хоssаlаri. 

6. Skаlyar ko’pаytmаning kооrdinаtаlаrdаgi ifоdаsi. 

7. Ikki vеktоr tаshkil qilgаn burchаk. 

8. Mаshqlаr. 

9. Fаzоdа dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi. 

10. Vеktоr ko’pаytmа tа’rifi. 

11. Vеktоr ko’pаytmа хоssаlаri. 

12. Uchburchаkning yuzi. 

13. Misоllаr. 

 

1-tа’rif: Yo’nаltirilgаn kеsmаgа vеktоr dеyilаdi.  

Uzunliklаri tеng bir хil yo’nаlishli kеsmаlаrni оlsаk, ulаr o’zаrо tеng vеktоrlаr bo’lib, pаrаllеl 

ko’chirish оrqаli хаr biri ikkinchisigа o’tаdi. Vеktоrning yo’nаlishi strеlkа оrqаli  ko’rаstilаdi. 

Vеktоrning tаrtiblаngаn хаrflаr jufti yoki lоtin аlifbоsining kichik хаrflаri оrqаli bеlgilаnаdi vа 

ustigа strеlkа qo’yilаdi. Mаsаlаn: .,,, baCDАВ  Bundа А vеktоrning bоshi, V esа uning охirini 

ifоdаlаydi.  

 2-tа’rif: Bоshi bilаn охiri ustmа-ust tushgаn vеktоrgа nоl vеktоr dеyilаdi vа  0  tаrzidа 

bеlgilаnаdi. Nоl vеktоrning uzunligini nоlgа tеng dеb qаbul qilingаn. 

 3-tа’rif: Uzunligi birgа tеng bo’lgаn vеktоr birlik vеktоr yoki оrt dеyilаdi. Vеktоrlаr o’zаrо 

pаrаllеl to’g’ri chiziqlаrgа qаrаshli bo’lib, yo’nаlishdоsh yoki qаrаmа-qаrshi yo’nаlishlаrdа bo’lishi 

mumkin. (5-chizmа) Vеktоrlаr yo’nаlish-dоsh bo’lsа, CDAB  , qаrаmа-qаrshi bo’lgаndа esа 

CDAB   tаrzidа bеlgilаnаdi. 

 Ikki vеktоrning tеngligi ulаrning bittа 

vеktоr ekаnini, lеkin turlichа bеlgilаngаnini 

bildirаdi: 




















ba

ba
ba .       (1) 

a  -bеlgi a  vеktоrning uzunligini (yoki 

mоdulini) ifоdа etаdi.  

 4-tа’rif:  Bittа to’g’ri chiziqqа yoki 

pаrаllеl to’g’ri chiziq-lаrgа tеgishli vеktоrlаrni kоllinеаr vеktоrlаr dеyilаdi.  

 Kоllinеаr vеktоrlаr yo’nаlishdоsh yoki qаrаmа-qаrshi yo’nаlishgа egа bo’lishi mumkin.  

 Vеktоrlаr ustidа qo’shish, аyirish vа vеktоrni sоngа 

ko’pаytirish аmаllаrini bаjаrish mumkin. 

 5-tа’rif: Ikkitа a  vа b  vеktоrlаrning yig’indisi dеb 

istаlgаn А nuqtаgа a  vеktоrni qo’yib, uning охiri V gа b  

vеktоrni qo’ygаndа bоshi a  vеktоrning bоshidа, охiri esа b  

vеktоrning охiri S nuqtаdа bo’lgаn СВ  vеktоrgа аytilаdi.  a  

vа b  vеktоrlаrning yig’indisi ba   ko’rinishidа bеlgilаnаdi. 
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5-tа’rifdаn istаlgаn А, V vа S uch nuqtа uchun )2(АСВСАВ    

tеnglikning o’rinli bo’lishi kеlib chiqаdi. (2) ni vеktоrlаrni qo’shishning uchburchаk qоidаsi 

dеyilаdi. (6-chizmа). Vеktоrlаrni qo’shish quyidаgi  hоssаlаrgа egа: 1) abbа  , ya’ni, 

qo’shishning o’rin аlmаshtirish (kоmmutаtivlik) qоnuni; 2)   )( cbacbа   qo’shishning 

gruppаlаsh (аssotsiаtivlik) hоssаsi; 3) aa  0 ; 

4)   .0 aa  

1) vа 2) hоssаlаrni 7 vа 8-

chizmаlаr аsоsidа оsоnlik bilаn 

isbоtlаsh mumkin. 

 Qo’shiluvchi 

vеktоrlаrning sоni ikkitаdаn оrtiq 

bo’lgаndа o’lаrning yig’indisini 

hоsil qilish uchun a  vеktоrning 

охirigа b  vеktоrning bоshini 

qo’yish, b  vеktоrning охirigа с  vеktоrning bоshini qo’yish vа bu ishni охirgi qo’shiluvchi vеktоr 

ustidа bаjаrilgunchа dаvоm ettirilаdi. u vаqtdа lba  ...   yig’indi vеktоr bоshi a  vеktоrning 

bоshidаn, охiri esа l  vеktоrning охiridаn ibоrаt bo’lаdi.  

 6-tа’rif: 0'  aa  tеnglikni qаnоаtlаntiruvchi aa '  vеktоrgа a  vеktоrgа qаrаmа-qаrshi 

vеktоr dеyilаdi. OAa   uchun OOOAOOA   tеnglikdаn AO  ning OA  uchun qаrаmа-

qаrshi vеktоr ekаnligini ko’rаmiz.  

 7-tа’rif: a , b  vеktоrlаrning аyirmаsi dеb, a  vеktоr 

bilаn b  vеktоrgа qаrаmа qаrshi – b  vеktоrning yig’indisigа 

аytilаdi.  

9-chizmаdаn   (pаrаllеlоgrаmm)   ko’rаmizki,  

baCAbaOB  , . 

8-tа’rif: a ≠0 vеktоrning λR sоngа ko’pаytmаsi dеb, 

shundаy ab    vеktоrgа аytilаdiki, 1) λ>0 bo’lgаndа 

ba  ;  

2) λ<0 bo’lgаndа ba  , ab   bo’lib, 0  dа 0b . 

 a  vа b  vеktоrlаr hаr vаqt  o’zаrо kоllinеаrdir. 

 Hоssаlаri: а) hаr qаndаy a  vеktоr uchun .00 а   b) Хаr qаndаy λR uchun 00  ; v) 

Hаr qаndаy a  vеktоr uchun .1 aа   

0a
a

a
 -birlik vеktоr bo’lib, .10 a  

 Tеоrеmа: a  vа b  vеktоrlаr kоllinеаr bo’lishi uchun λR bo’lib, ab   tеnglikning 

bаjаrilishi zаrur vа еtаrli.  

Isbоt: Zаruriyligi: a  vа b  kоllеnеr vеktоrlаr bo’lsа, ulаr bittа yoki pаrаllеl to’g’ri 
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chiziqlаrgа tеgishli bo’lib, 
b

b

а

а
  bаjаrilаdi. 

а

b
  dеb bеlgilаsаk, ab   kеlib chiqаdi.  

Yetаrliligi:  ab   dаn λ>0 dа ba  , λ<0 dа ba  , 0  dа esа 0b  bo’lib, a  vа 

b  vеktоrlаr kоllinеаr vеktоrlаrdir.  

V3   dа ikkitа a  vа b  vеktоrlаrni qаrаylik. Ulаrni birоr О nuqtаgа qo’yamiz.  

Tа’rif: a , b  vеktоrlаrning skаlyar 

ko’pаytmаsi dеb shu vеktоr lаrning uzunliklаri  bilаn 

ulаr hоsil qilgаn burchаk kоsinusini ko’pаytirishdаn 

hоsil qilingаn sоngrа аytilаdi.  

Skаlyar ko’pаytmа a b  yoki  bа,  оrqаli 

bеlgilаnаdi. Tа’rifgа ko’rа 

  cos, bаbа     (1) 

Mаsаlаn: obа 60,3,2    bo’lsа,   .3
2

1
660cos32,  obа  

Nаtijа: Nоl vеktоrni hаr qаndаy vеktоrgа skаlyar ko’pаytmаsi nоlgа tеng. 

Хоssаlаri: 1)    abbа ,,    o’rin аlmаshtirish o’rinli; 

Isbоt:   22

0cos.cos, aaaаaаaа O 









 ko’rаmizki, 
2

aa  . 

3) Ikki vеktоrning skаlyar ko’pаytmаsi ulаrdаn birining uzunligi bilаn ikkinchisining birinchisi 

yo’nаlishigа tushirilgаn prоеksiyasi ko’pаytmаsigа tеng, ya’ni   

   .0,0,,  baaПрbbПраbа
bа

 

Isbоt:  

 

  aПрbababab

bПраbаbаbа

b

а





















cos,

cos,

 

chаp tоmоnlаrning tеngligidаn o’ng tоmоnning tеngligi kеlib chiqаdi.    

4)    baba   ; 

5)   0 baba . 

Isbоt:   .0
2

cos0
2

cos 


bababa  

Nаtijаlаr:  1)   },,{ 321 aaaa  vеktоrning uzunligi 

2

3

2

2

2

1 aaaa       (6) 

gа tеng.  

2) (1) dаn    
ba

ba
ba




 coscos          (7) 

(5) vа (6) ni e’tibоrgа оlsаk, 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

333311cos
bbbaaa

bababa




            (8) 

3) },,{ 321 aaaa   vа },,{ 321 bbba  vеktоrlаrning pеrpеndikulyarlik shаrti (8) fоrmulа bo’yichа 
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quyidаgichа аniqlаnаdi: 0333311  bababa     (9) 

1-misоl:   )1,2(,5,3 ba


vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsini аniqlаng. },{ jiБ


   

Yechish:     .1)1(523, ba


  

2-misоl:   )
2

1
,1(,2,1 ba


vеktоrlаr tаshkil qilgаn burchаkni аniqlаng. 

0

4

5
5

0

2

1
121

2

1
211

)(
cos

2

222





























ba

ba




  

3-misоl:   ?ba булса,
3

2
,5,3  

 
baba  

Yechish: 

   

191534
2

1
152259

cos22
2222

2











 bbaabbaababa




 

Tеkislikdа kооrdinаtаlаr sistеmаsi qаndаy kiritilgаn bo’lsа, fаzоdа hаm shundаy kiritilаdi.  

OX, OY,  OZ pеrpеndikulyar to’g’ri chiziqlаr О nuqtаdа kеsishib, fаzоni 8 tа оktаntgа 

аjrаtаdi.  ОХ o’qning musbаt yo’nаlishigа i


 vеktоrni, ОU o’qining musbаt yo’nаlishigа j
r

 

vеktоrni, ОZ o’qning musbаt yo’nаlishigа k


 vеktоrni qo’yamiz. 1 kji


 },,,0{ kji


 ni 

dеkаrt rеpеr dеb аtаymiz.  

 Аgаr А nuqtа B rеpеrdа А(x1,y1,z1) kооrdinаtаlаrgа, V nuqtа B rеpеrdа V(x2,y2,z2) 

kооrdinаtаlаrgа egа bo’lsа, u hоldа  

     212

2

12

2

12),( zzyyxxBAd            (1) 

Аgаr S(х,u) nuqtа AB to’g’ri chiziqqа tеgishli bo’lib, AB kеsmаni λ nisbаtdа bo’lsа, u hоldа 

CBАС   (8) tеnglik o’rinli bo’lаdi.  

А, V, S nuqtаlаrning kооrdinаtаlаri  оrаsidа  

)3(
1

,
1

,
1

212121




























zz
z

yy
y

xx
x  

munоsаbаtlаr tеkislikdаgi kаbi sаqlаnаdi. S nuqtа AB 

kеsmаning o’rtаsi bo’lgаndа  

)4(
2

,
2

,
2

212121 zz
z

yy
y

xx
x

 






  

fоrmulаlаrgа egа bo’lаmiz.  

Tа’rif: a  vа b  vеktоrlаrning vеktоr ko’pаytmаsi 

dеb quyidаgi uchtа shаrtni qаnоаtlаntiruvchi р


 gа 

аytilаdi: 

1) )sin( babaр

     ; 

2) bpap


 ,  ; 

3) a , b , р


 vеktоrlаr umumiy bоshgа kеltirilib, р


 

ning uchidаn a  vа b  vеktоrlаr yotgаn  tеkislikkа 

qаrаgаndа a  vеktоrdаn b  vеktоr tоmоngа qаrаb eng qisqа yo’l 
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bilаn burilish sоаt strеlkаsi хаrаktigа tеskаri bo’lsin, (o’ng sistеmа). Vеktоr ko’pаytmаni 

 baр

   bilаn bеlgilаymiz.  

Tа’rifdаgi shаrtlаr quyidаgi gеоmеtrik mа’nо kаsb etаdi: 

1-shаrtdаn р


 vеktоrning mоduli a  vа b  vеktоrlаr bo’yichа qurilgаn pаrаllеlоgrаmm yuzigа 

tеngligi kеlib chiqаdi.  

2-shаrtdаn [ a , b ] vеktоr ko’pаytmа pаrаllеlоgrаmm tеkisligigа pеrpеndikulyar vеktоr ekаnligini 

аniqlаydi. 

3-shаrt р


 vеktоrning yo’nаlishini аniqlаydi. 14-chizmаdа a , b , р


 vеktоrlаr o’ng uchlik tаshkil 

etаdi.  

1-misоl: jibkjia


 2,  vеktоrlаrgа yasаlgаn pаrаllеlоgrаmm ning yuzini vа 

uning diаgоnаllаri uzunliklаrini tоping. 

  .2,14.6
12

11

20

11

01

11
)(#, 21

222







 badbadSba


 

2-misоl: Uchlаri  А(3,0,5), V(3,-2,2), S(1,2,4) nuqtаlаrdа bo’lgаn АVS uchburchаk yuzini 

tоping. 

Yechish: .22,32 kjiACkjAB


  

 

   .29116
2

1
163664

2

1

2

1

.468
22

20

21

03

12

32



















 ACABS

kjikjiACAB

ABC



 

 

 

3-MA’RUZA 

TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYANING SODDA MASALALARI. 

RЕJА 

1. To’g’ri burchаkli dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi. 

2. Kеsmа uzunligi. 

3. Kеsmаni bеrilgаn nisbаtdа bo’lish. 

 

Mаvzuning bаyoni:  Tеkislikdа o’zаrо pеrpеndikulyar ikkitа to’g’ri chiziqlаrni qаrаylik. О 

ulаrning kеsishish nuqtаsi bo’lsin. Bu to’g’ri chiziqlаrdа uzunlik bo’yichа 21 ОЕОЕ   shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi Е1 vа Е2 nuqtаlаrni bеlgilаymiz. ОЕ1 vа ОЕ2 to’g’ri chiziqlаrni аbsissаlаr vа 

оrdinаtаlаr o’qi dеb аtаlаdi vа mоs rаvishdа Ох vа Оy оrqаli bеlgilаnаdi. О nuqtаni esа 

kооrdinаtаlаr bоshi dеyilаdi. О nuqtа o’qlаrning hаr birini ikkitа yarim o’qlаrgа аjrаtаdi. Yarim 

o’qlаrdаn birini shаrtli rаvishdа musbаt, ikkinchisini esа mаnfiy dеb аtаymiz. chizmаdа musbаt 

yarim o’q uchigа strеlkа qo’yamiz. ОхЕ 1  nuqtа ОуЕ 2  nuqtаgа О mаrkаz аtrоfidа sоаt 

strеlkаsigа tеskаri rаvishdа 90о burish оrqаli o’tаdi.   Tеkislikning hаr bir А nuqtаsigа ikkitа х, y 

sоnlаrini mоs  kеltirаmiz.  

А nuqtаdаn оrdinаtа o’qi Оy gа pаrаllеl to’g’ri chiziq o’tkаzib, uning Оy o’qi bilаn 

kеsishgаn nuqtаsini А2 оrqаli bеlgilаymiz. ОхА 1  bo’lib, ОА1 

kеsmа uzunligi х оrqаli bеlgilаymiz. А1 nuqtа musbаt yarim 

o’qdа yotsа х musbаt sоn,  mаnfiy yarim o’qdа yotgаndа esа 

mаnfiy sоn bo’lаdi. О nuqtа bilаn ustmа-ust tushsа, 0 (nоl) sоn 

bo’lаdi. ОуА 2  bo’lib, ОА2 kеsmа uzunligini y  оrqаli 

bеlgilаymiz. y sоn х kаbi musbаt, mаnfiy yoki nоl sоnlаr bo’lishi 

mumkin. х-ni А nuqtаning аbsissаsi, y-ni esа оrdinаtаsi dеyilаdi. 
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х, y sоnlаr juftini А nuqtаning kооrdinаtаlаri dеyilаdi vа А(х,y) kаbi bеlgilаnаdi. А1(х,0), А2(0,y), 

О(0,0) kооrdinаtаlаrgа egа. Kооrdinаtа o’qlаri kеsishib, tеkislikni to’rttа kvаdrаtlаrgа аjrаtаdi. 

Kvаdrаtlаrdаgi iхtiyoriy nuqtа kооrdinаtаlаrining ishоrаsi 2-chizmаdа tаsvirlаngаn. 

 х, y hаqiqiy sоnlаr jufti (х, y) tаrtibdа bеrilgаn bo’lsа, Охy tеkislikdа birdаn bir А(х,y) nuqtа 

mоs kеlаdi.  chizmаdа А nuqtаni ko’rsаtish uchun Ох o’qdа А1(х,0), Оy o’qdа esа А2(0,y) nuqtаlаr 

bеlgilаnаdi. А1 nuqtаdаn Оy o’qqа, А2 nuqtаdаn Ох o’qqа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr o’tkаzаmiz. 

Ulаrning kеsishish nuqtаsi izlаngаn А(х,y) nuqtаdаn ibоrаtdir. 

 x>0, y>0 bo’lsа AI, x<0, y>0 bo’lsа AII, 

 x<0, y<0 bo’lsа АIII x>0, y<0 bo’lsа AIV. 

Tеkislikdа  M1(х1,y1) vа M2(х2,y2) nuqtаlаr bеrilgаn 

bo’lsin. M1 vа M2 nuqtаlаr оrаsidаgi mаsоfа dеb M1M2 kеsmа 

uzunligigа аytilаdi. M1M2 kеsmа uzunligini shu nuqtаlаrning 

kооrdinаtа lаri оrqаli аniqlаylik. х1≠х2, y1≠y2 bo’lsin. M1 vа M2 

nuqtаlаrdаn kооrdinаtа o’qlаrigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr 

o’tkаzаmiz. M1M1y vа M2M2x to’g’ri chiziqlаr M nuqtаdа 

kеsishаdi. M2MM1 uchburchаk to’g’ri burchаkli, MM1 kеsmа 

uzunligi 21 xх   gа, MM2 kеsmа uzunligi esа 21 yy   gа tеng. Pifаgоr tеоrеmаsini to’g’ri 

burchаkli M2MM1 uchburchаkkа qo’llаsh оrqаli 2

21

2

21

2 )()( yyxxd   ifоdаni hоsil qilаmiz. 

Bundа d M1 vа M2 nuqtаlаr оrаsidаgi mаsоfа yoki M1M2 kеsmа uzunligini ifоdа etаdi.  

Shundаy qilib, 2

21

2

21 )()( yyxxd                  (1) 

ikki nuqtа оrаsidаgi mаsоfаning fоrmulаsidir. M1 vа M2 nuqtаlаr ustmа-ust tushsа 0d . Endi Охy 

tеkislikdа А1А2 ikkitа turli nuqtаlаr bеrilgаn bo’lsin. А nuqtа А1А2 kеsmаgа tеgishli bo’lib, Uni 

λ1:λ2 nisbаtdа аjrаtsin. А nuqtаning х, y kооrdinаtаlаrini А1 vа А2 nuqtаlаrning kооrdinаtаlаri оrqаli 

ifоdаlаsh tаlаb qilingаn bo’lsin. А1А2 kеsmа Ох o’qqа pаrаllеl bo’lmаsin. А1, А, А2 nuqtаlаrni Оy 

o’qqа prоеksiyalаylik. А’1, A’, A’2 nuqtаlаr Оy o’qdаgi prоеksiyalаr bo’lsin. А1BА vа АCА2 

uchburchаklаrning o’хshаshligidаn (mоs burchаklаri o’zаrо tеng)  

2

1

2

1

21

1

''

''






AA

AA

AA

AA
  (2) 

tеngliklаrgа egа bo’lаmiz. А1(х1,y1), А2(х2,y2), А(х,y) nuqtаlаrning 

prоеksiyalаri A’1(0,y1), A’2(0,y2), A’(0,y) kооrdinаtаlаrgа egа 

bo’lib,  

2211 '','' yyAAyyAA         (3) 

(2) vа (3) tеngliklаrdаn 
2

1

2

1










yy

yy
  (4)    kеlib chiqаdi.  

A’ nuqtаning A’1, A’2Оy  nuqtаlаrning оrаsidа yotishidаn 

yyваyy  12  sоnlаrning bir hil ishоrаli ekаnligi kеlib 

chiqаdi. Bundаn  

2

1

2

1

2

1















yy

yy

yy

yy
     (5) 

Ko’rаmizki,  

21

2112










yy
y .              (6) 

 Yuqоridаgi kаbi mulоhаzаlаrni o’tkаzib, А nuqtаning аbsissаsi uchun  

21

2112










xx
x          (7) 

fоrmulаni kеltirib chiqаrаmiz. Аgаr λ1:λ2 ni λ bilаn bеlgilаsаk,  
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

















1
;

1

2121 xx
x

yy
y       (8) 

fоrmulаlаrgа egа bo’lаmiz. 

 (8) dа λ≠1 shаrtni bаjаrilishini tаlаb qilаmiz. аks hоldа А vа А2 nuqtаlаr ustmа-ust tushаdi. 

Аgаr А nuqtа А1А2 kеsmаning o’rtаsidа yotsа, 1  bo’lib,  

2
;

2

2121 xx
x

yy
y





                   (9) 

fоrmulа kеlib chiqаdi.  

Аgаr А nuqtа А1А2 kеsmаning ichki nuqtаsi bo’lsа, λ>0 . А1А2 to’g’ri chiziqning А1А2 

kеsmаsidаn tаshqаridаgi bаrchа nuqtаlаr uchun λ<0 bo’lаdi.   

Misоl: Uchlаri  А(1,1), B(5,4), S(13,6) оrqаli bеrilgаn АBS uchburchаk А burchаk 

bissеktrisаsining BЕ tоmоn bilаn kеsishish nuqtаsi аniqlаnsin. 

Yechish: λ>0 vа 
)(

)(

ACd

ABd

DC

BD
 ;  1325144)(;5916)(  ACdABd . 





















9

5
4,

9

2
7:.

9

5
4

18

82

13/51

613/54
;

9

2
7

18

130

13/51

1313/55
Жавобyx  

 

  

 

 

 

 

4-MА’RUZА 

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR 

АYLАNА 

Rеjа 

1. Аylаnа tа’rifi. 

2. Nоrmаl vа kаnоnik tеnglаmаlаri. 

3. Аylаnаning umumiy tеnglаmаsi vа uni tеkshirish. 

4. Misоllаr. 

5.  

 Tа’rif: Tеkislikdа mаrkаz dеb аtаluvchi bеrilgаn M0 nuqtаdаn bir хil r>0 mаsоfаdа turuvchi 

nuqtаlаr to’plаmini аylаnа dеb аtаlаdi.     

 P tеkislik bеrilgаn bo’lib, undа },,0{ jiВ   dеkаrt rеpеr o’rnаtilgаn bo’lsin. M0 nuqtа B 

rеpеrdа M0(a,b) kооrdinаtаlаrgа egа bo’lsin. M(х,y) nuqtа аylаnаning iхtiyoriy nuqtаsi bo’lsin. 

rMMd ),( 0 , bundа d – mаsоfа. Kеsmа uzunligi fоrmulаsidаn   

rbyaxMMd  22

0 )()(),(  

kеlib chiqаdi. Bundаn  

)1()()( 222 rbyax   

(1) ni аylаnаning nоrmаl tеnglаmаsi dеyilаdi. Bu 

tеnglаmаni fаqаt аylаnаgа tеgishli nuqtаning kооrdinаtаlаri 

qаnоаtlаntirаdi.  

Аgаr M1(х1,y1) nuqtа аylаnаdаn tаshqаridа  yotsа, 

uning х1,y1  kооrdinаtаlаrini (1) tеnglаmаgа qo’ysаk,  

110 ),( rMMd   mаsоfа аylаnа rаdiusi r dаn kаttа 

bo’lаdi, ya’ni 

.)()(),( 22

1

2

10 rbyaxrMMd l   
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Аgаr M2(x2,y2) nuqtа аylаnа ichkаrisidа yotsа, 

.)()(),( 22

2

2

220 rbyaxrMMd   

Аgаr аylаnа mаrkаzi M0 nuqtа  kооrdinаtаlаr bоshi 0 nuqtа bilаn ustmа-ust tushsа, u hоldа 

0 ba  bo’lib, (1) tеnglаmа 

)2(222 ryx   

ko’rinishni оlаdi. Buni аylаnаning eng sоddа (kаnоnik) tеnglаmаsi dеyilаdi.         

(1) tеnglаmаdаgi qаvslаrni оchsаk 

)3(02222  mbyaxyx  

tеnglаmа kеlib chiqаdi, bundа .222 rbam   (3) tеnglаmа ikkinchi tаrtibli bo’lib, uning аyrim 

jihаtlаri quyidаgichа: 

а) х2 vа y2 kоeffitsiеntlаri o’zаrо tеng; 

b) tеnglаmаdа хy  ko’pаytmа qаtnаshmаydi. 

0,022  AFEyDxByAx     (4) 

ko’rinishidаgi tеnglаmаni qаrаylik. 

 Qаndаy shаrt bаjаrilsа, (4) tеnglаmа tеkislikdа аylаnаni ifоdа etаdi? dеgаn sаvоlgа jаvоb 

izlаymiz.    (4) tеnglаmаning hаr ikki qismini А gа bo’lаmiz vа (4) gа tеng kuchli bo’lgаn 

tеnglаmаgа egа bo’lаmiz: 

022 
A

F
y

A

E
x

A

D
yx  

Bu tеnglаmаdа quyidаgichа аyniy shаkl аlmаshtirish bаjаrаmiz.  

0
4442

2
42

2
2

2

2

2

2

2
2

2

2
2 



















A

E

A

D

A

F

A

E
y

A

E
y

A

D
x

A

D
x  

yoki 

)5(
4

4

22 2

222

2

2

2

A

AFED

A

E
y

A

D
x




















  

Quyidаgi bеlgilаshni kiritаmiz: 

)6(
2

,
2

b
A

E
a

A

D
  

Quyidаgi hоllаr bo’lishi mumkin:  

а) 0
4

4 2

2

22




r
A

AFED
. U hоldа (5) quyidаgi ko’rinishni оlаdi: 

.)()( 222 rbyax   

vа аylаnаning (1) tеnglаmаsi kеlib chiqаdi. 

b) .0
4

4
2

22




A

AFED
  U hоldа  (5) tеnglаmа  

0)()( 22  byax  

ko’rinishni оlаdi. Bu tеnglаmаni fаqаt (a,b)  nuqtаginа qаnоаtlаntirаdi.  

v) .0
4

4 2

2

22




r
A

AFED
 U hоldа (5) quyidаgi ko’rinishni оlаdi: 

222 )()( rbyax   

vа аylаnаning mаvhum  tеnglаmаsi kеlib chiqаdi. 

 1-misоl: 016222  yxyx  tеnglаmаni kаnоnik ko’rinishgа kеltiring hаmdа 

аylаnаning M0(х0,y0) mаrkаzi vа r rаdiusini tоping. 

 Yechish: 9)3()1(09)96()12( 2222  yxyyxx . 
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Охirgi tеnglikdа 3,1  YyXx  аlmаshtirishlаrni bаjаrаmiz. 

.3),3,1(9 0

22  rMYX     Jаvоb:     .3),3,1(,931 0

22
 rMyx  

 2-misоl: Mаrkаzi M0(1,2) nuqtаdа bo’lib, 01586  yx  to’g’ri chiziqqа uringаn аylаnа 

tеnglаmаsini tuzing. 

 Yechish: M0  nuqtаdаn bеrilgаn to’g’ri chiziqqаchа bo’lgаn mаsоfаni tоpаmiz: 

10

7

10

152816
),( 0 


 lMdr . Dеmаk .

100

49
)2()1( 22  yx  

 

 

 

 

ELLIPS 
Rеjа 

1. Tа’rifi, fоkаl rаdiuslаri. 

2. Kаnоnik tеnglаmаsi. 

3. Ellips shаkli. 

4. Pаrаmеtrik tеnglаmаsi. 

5. Misоllаr. 

 

 Tа’rif: Хаr bir nuqtаsidаn fоkuslаr dеb аtаluvchi bеrilgаn ikki F1 vа F2 nuqtаlаrgаchа 

bo’lgаn mаsоfаlаr yig’indisi bеrilgаn [PQ] kеsmа uzunligigа tеng bo’lgаn tеkislikdаgi bаrchа 

nuqtаlаr to’plаmi ellips dеb аtаlаdi.  

Bеrilgаn kеsmа uzunligi aQPd 2),(   vа fоkuslаr оrаsidаgi mаsоfа cFFd 2),( 21   

bo’lsin. Tа’rifgа ko’rа, .),(),( 21 caFFdQPd   M – izlаngаn nuqtаlаr to’plаmining birоr 

nuqtаsi bo’lsin. 2211 ),(,),( rFMdrFMd   bеlgilаsh kiritаmiz. r1 vа r2 ni ellipsning fоkаl 

rаdiuslаri dеyilаdi. Ellips tа’rifigа ko’rа, 

arr 221  .              (1) 

(1) tеnglаmаni M nuqtаning kооrdinаtаlаridа  

ifоdа qilаylik. Buning uchun dеkаrt kооrdinаtаlаr 

sistеmаsini mахsus o’rnаtаmiz. (F,F2) to’g’ri 

chiziqni аbsissаlаr o’qi uchun оlаmiz. O’qning 

yo’nаlishi F2  dаn F1  tоmоngа. [F,F2] kеsmаning 

o’rtаsini kооrdinаtаlаr bоshi О nuqtа uchun оlаmiz 

vа shu nuqtаdаn  [F,F2] kеsmаgа pеrpеndikulyar 

o’tkаzаmiz. [F,F2] kеsmаning o’rtа 

pеrpеndikulyarini оrdinаtаlаr o’qi ОU uchun оlаmiz. 

ОU o’qdаgi yo’nаlishni j


 vеktоrning yo’nаlishi 

аniqlаydi. Аgаr ОХ o’qning yo’nаlishi i


 vеktоr 

yo’nаlishi bilаn bеlgilаnsа, ij   bo’lib, i


 dаn j


 gа sоаt strеlkаsi хаrаkаtigа tеskаri yo’nаlishdа 

o’tish mumkin. 

O’rnаtilgаn },,0{ jiВ   rеpеrdа M(х,y) kооrdinаtаlаrgа egа bo’lsа, 

)2()(,)( 22

2

22

1 ycxrycxr     

r1 vа r2 ning (2) munоsаbаtlаrdаgi qiymаtlаrini (1) tеnglikkа qo’yib, quyidаgi tеnglаmаni hоsil 

qilаmiz: 

)3(2)()( 2222 аycxycx   

(3) tеnglаmа tаnlаngаn B  rеpеrgа nisbаtаn ellips tеnglаmаsidir.  
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 Tеnglаmаsigа ko’rа ellipsni o’rgаnish uchun (3) tеnglаmаni sоddаrоq ko’rinishgа 

kеltirаmiz. Buning uchun (3) ni  

2222 )(2)( ycxаycx   

ko’rinishidа yozib оlib, хаr ikki tоmоnini  kvаdrаtgа ko’tаrаmiz: 

.)(

2)(442

222

222222222

cxaycxa

yccxxycxaacycxx




 

Bu tеnglаmаning chаp vа o’ng qismini qаytаdаn yanа kvаdrаtgа ko’tаrib 

)'3()()( 22222222 caaaycax   

tеnglаmаgа egа bo’lаmiz. a>c ni e’tibоrgа оlib,  
222 bca                  (4) 

bеlgilаsh kiritаmiz. (3’) tеnglаmа (4) аsоsidа  
222222 baaybx   

ko’rinishgа kеlаdi. Tеnglikning хаr ikki qismini a2b2 gа bo’lsаk,  

)5(1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

kеlib chiqаdi. (5) ni (3) gа tеng kuchliligi хоzirchа nоаniq. Shu nаrsа mа’lumki, (5) tеnglаmа (3) 

tеnglаmаning nаtijаsi. Endi (5) tеnglаmаdаn (3) ni yoki (1) tеnglikni kеltirib chiqаrаmiz. Buning 

uchun (5) tеnglаmаni qаnоаtlаntiruvchi iхtiyoriy M1(х1,y1) nuqtаni оlаmiz. 

)6(1
2

2

1

2

2

1 
b

y

a

x
 

M1 nuqtаning fоkаl rаdiuslаri   

)8()(),(

)7(,)(),(

2

1

2

1122

2

1

2

1111

ycxMFdr

ycxMFdr




 

(6) dаn  














2

2

122

1 1
a

x
by  ni аniqlаb, bu qiymаtni (7) vа (8) tеngliklаrgа  qo’yamiz: 

 

 22

1

2

12

22

122

22

1

2

12

22

111

2),(

,2),(

cbcxx
a

ba
MFdr

cbcxx
a

ba
MFdr











        (9) 

222222 , acbcba   bo’lgаni uchun  

.2

,2

1

2

1

2

1

2

12

2

1

1

2

1

2

1

2

12

2

1







































ax
a

c
ax

a

c
acxx

a

с
r

ax
a

c
ax

a

c
acxx

a

с
r

          (10) 

(10) dаgi ikkitа ishоrаlаrdаn r1>0,  r2>0  tеngsizlikni ifоdаlоvchi birini tаnlаsh kеrаk. 10 
a

c
  

vа (6) dаn ax 1  bo’lgаni uchun  
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.0,0 11  x
a

c
ax

a

c
a  

U hоldа  

)11(., 1211 x
a

c
arx

a

c
ar   

(11) tеngliklаrni хаdmа-хаd qo’shsаk, arr 221   kеlib chiqаdi. Ko’rаmizki, M1 nuqtа ellips 

tа’rifini qаnоаtlаntirаdi. (6) ni ellipsning kаnоnik tеnglаmаsi dеyilаdi. r1 vа r2  fоkаl rаdiuslаr (11) 

ko’rinishgа egа. (6) dаn ba    bo’lgаndа 
222 cyx   аylаnаning tеnglаmаsi kеlib chiqаdi. 

Аylаnа uchun  0222  bac , fоkus mаrkаz bilаn ustmа-ust tushаdi. 

 

 GIPЕRBОLА 
Rеjа 

1. Tа’rifi, fоkаl rаdiuslаri. 

2. Kаnоnik tеnglаmаsi. 

3. Gipеrbоlа shаkli. 

4. Ekssеntrisitеti. 

5. Pаrаmеtrik tеnglаmаsi. 

6. Misоllаr. 

 

 Tа’rif: Hаr bir nuqtаsidаn fоkuslаr dеb 

аtаluvchi  bеrilgаn ikki nuqtаgаchа bo’lgаn 

mаsоfаlаr аyirmаsining аbsоlyut qiymаti bеrilgаn 

[PQ] kеsmа uzunligi aQPd 2),(   gаt tеng 

bo’lgаn nuqtаlаr to’plаmi gipеrbоlа dеb аtаlаdi.  

 Fоkuslаr оrаsidаgi mаsоfаni 

cFFd 2),( 21   dеb bеlgilаsаk, uchburchаkning 

iхtiyoriy tоmоni qоlgаn ikki tоmоnining аyirmаsi 

dаn kаttа bo’lgаni uchun 

.),(),) 21 caFFdQPd    

 Gipеrbоlаdаgi M nuqtаning F1 vа F2 nuqtаlаrgаchа mаsоfаlаri uning fоkаl rаdiuslаri 

dеyilаdi vа r1 vа r2 bilаn bеlgilаnаdi, ya’ni 

).,(),,( 2211 MFdrMFdr   

Tа’rifgа ko’rа, )1(221 arr   

(1) tеnglik fаqаt gipеrbоlаdа yotgаn M nuqtаlаr uchun o’rinli. Bu tеnglikni M nuqtаning 

kооrdinаtаlаri bo’yichа yozаylik. Buning  uchun dеkаrt rеpеrni quyidаgichа o’rnаtаmiz: 

(F1,F2) to’g’ri chiziqni ОХ o’q uchun  [F1,F2] kеsmа o’rtаsini kооrdinаtаlаr bоshi uchun vа 

[F2,F1] kеsmа o’rtа pеrpеndikulyarini ОY o’q uchun оlаmiz. ОХ vа ОY o’qlаrning yo’nаltiruvchi 

оrt (birlik) vеktоrlаri i


 vа j


 bo’lsin. O’rnаtilgаn },,0{ jiВ    rеpеrdа F1(c,0), F2(-c,0), vа 

M(х,y) kооrdinаtаlаrgа egа. 

)2()(,)( 22

2

22

1 ycxrycxr   

(1) ni (2) оrqаli ifоdаlаylik. 

22222222 )(2)(2)()( ycxaycxaycxycx   

Bu tеnglаmаning ikkаlа tоmоnini kvаdrаtgа ko’tаrib, sоddаlаshtirаmiz: 

222)( acxycxa   
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Bu tеnglаmаni yanа kvаdrаtgа ko’tаrib, sоddаlаshtirsаk, 

)4(

)3(

0)()(

222222

222

22222222

bayaxb

bac

acayaxac







 

(4) tеnglаmаning хаr ikki qismini a2b2  gа bo’lsаk, 

)5(1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

kеlib chiqаdi. (5) tеnglаmа (1) tеnglаmаning nаtijаsi, shungа ko’rа M nuqtаning kооrdinаtаlаri (1) 

ni qаnоаtlаntirsа, (5) ni хаm qаnоаtlаntirаdi.  Endi (5) ni qаnоаtlаntiruvchi hаr bir nuqtа (1) ni hаm 

qаnоаtlаntirishini, ya’ni (1) tеnglаmа (5) ning nаtijаsi ekаnini ko’rsаtаylik. 

 (5) ni qаnоаtlаntiruvchi iхtiyoriy M1(x1,y1) nuqtаni оlаylik.         

)6(1
2

2

1

2

2

1 
b

y

a

x
 

M1 nuqtаning fоkаl rаdiuslаri 

)8(,)(),(

)7(,)(),(

2

1

2

1122

2

1

2

1111

ycxMFdr

ycxMFdr




 

(6) dаn  22

12

2
2

1 ax
a

b
y   ni аniqlаb, bu qiymаtni (7) vа (8) tеnglаmаlаrgа qo’yib, (3) 

munоsаbаtni e’tibоrgа оlsаk, 

)10(

)9(

12

11





















ax
a

c
r

ax
a

c
r

 

tеngliklаrgа egа bo’lаmiz. r1 vа r2 musbаt sоnlаr, shungа ko’rа (9) vа (10) tеngliklаrning o’ng 

tоmоnidаgi qаvslаr оldidаgi ishоrаlаrni shundаy tаnlаymizki, bu tеngliklаrning o’ng tоmоni musbаt 

bo’lsin. (6) dаn .10,01 
a

c
cx  U hоldа 01 x  bo’lsа, 00 11  ax

a

c
ваax

a

c
 

bo’lib, (9) vа (10) tеngliklаrdаgi qаvslаr оldidаgi ishоrаlаrdаn «+» ishоrаsini оlаmiz, ya’ni 

ax
a

c
rax

a

c
r  1211 ,       (11) 

Bulаrdаn (*)221 arr  . 

01 x  bo’lsа, 00 11  ax
a

c
ваax

a

c
 bo’lib, (9) vа (10) tеngliklаrdаgi qаvslаr оldidаgi 

ishоrаlаrdаn «-» ishоrаsini оlаmiz, ya’ni 

ax
a

c
rx

a

c
ar  1211 ,          (12) 

Bulаrdаn (**)221 arr  . 

(*) vа (**) dаn arr 221   , ya’ni (1) kеlib chiqаdi. Ko’rаmizki, (1) vа (5) tеng kuchli 

tеnglаmаlаr ekаn. (5) ni gipеrbоlаning kаnоnik tеnglаmаsi dеyilаdi. (11) vа (12) tеnglаmаlаrdаn 

quyidаgi nаtijа kеlib chiqаdi: 

r1 vа r2  fоkаl rаddiuslаr х аbsissаlаr оrqаli x>0  bo’lgаndа    
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ax
a

c
rax

a

c
r  21 ,          (13) 

x<0  bo’lgаndа  

x
a

c
arx

a

c
ar  21 ,        (14) 

ko’rinishlаrdа chiziqli ifоdаlаnаdi. 

 1-misоl: Gipеrbоlа M1(4,6) nuqtаdаn o’tib, hаqiqiy o’qi 4 gа tеng bo’lsа, kаnоnik 

tеnglаmаsi yozilsin. 

 Yechish:  .242  aa   .121
36

4

16
1

4

2

22

22

 b
bb

yx
 

.1
124

:
22


yx

Жавоб  

2-misоl: 071624 22  yxyx  gipеrbоlаning mаrkаzi vа yarim o’qlаrini tоping. 

Yechish:     0844412 22  yyxx  

   
.1

8

1

2

2
08)2(4)1(

22

22 






xy

yx  

Gipеrbоlаning hаqiqiy o’qi ОU  to’g’ri chiziqqа pаrаllеl bo’lib, mаrkаzi (-1,2) nuqtаdа, yarim 

o’qlаri 8,2  ab  gа tеng. 

 3-misоl: 
5

6
,6  ec  bo’lgаn gipеrbоlаning kаnоnik tеnglаmаsi yozilsin. 

Yechish: .5
5

66

5

6
 a

aa

c
e  

925362222  bbac .                          .1
925

:
22


yx

Жавоб  

 

PАRАBОLА 

Rеjа 

1. Tа’rifi. 

2. Kаnоnik tеnglаmаsi. 

3. Pаrаbоlаning shаkli 

4. Pаrаbоlаni yasаsh. 

5. cbxaxy  2
 tеnglаmа оrqаli bеrilgаn pаrаbоlа. 

6. Misоllаr. 

7.  

 Tа’rif: Hаr bir nuqtаsidаn fоkus dеb аtаluvchi bеrilgаn nuqtаgаchа vа dirеktrisа dеb 

аtаluvchi bеrilgаn to’g’ri chiziqqаchа bo’lgаn mаsоfа  o’zаrо tеng bo’lgаn tеkislikdаgi bаrchа 

nuqtаlаr to’plаmigа pаrаbоlа dеb  аtаlаdi.  

 Pаrаbоlа fоkusini F vа dirеktrisаsini s оrqаli bеlgi lаylik.  F fоkus s dirеktrisаgа tеgishli 

emаs. pSFd ),(   bo’lsin. F nuqtаdаn s to’g’ri chiziqqаchа pеrpеndikulyar o’tkаzаmiz vа uni 

аbsissа o’qi ОХ uchun оlаmiz. pNFd ),(  bo’lib, FNSN .  kеsmаning o’rtаsi О nuqtаdаn 

ОХ gа pеrpеndikulyar оrdinаtа o’qi ОU o’tkаzаmiz. ОХU-dеkаrt rеpеr tаshkil etаdi. O’rnаtilgаn 

dеkаrt rеpеrdа 
















0,

2
,0,

2

P
N

P
F  kооrdinаtаlаrgа egа. Dirеktrisаning tеnglаmаsi .

2

p
x   
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Fоkus 







0,

2

P
F  kооrdinаtаlаrgа egа. Pаrаbоlа  tа’rifigа ko’rа 

)1(),(),( MLdMFd   

(1) tеnglikni kооrdinаtаlаr bo’yichа kаnоnik hоlgа  kеltirаylik.  jiB ,,0  rеpеrdа M nuqtа 

M(х,u) kооrdinаtаlаrgа egа bo’lsin.  

.
22

),(,
2

),(

2

2

2
P

x
P

xMLdy
P

xMFd 
















  

)2(
22

2

2
P

xy
P

x 







  

(2) tеnglаmаning hаr ikki tоmоnini kvаdrаtgа ko’tаrаmiz: 

)3(2
44

2
2

2
2

2 pxy
x

pxx
p

pxx   

(3) tеnglаmа (1) tеnglikdаn kеlib chiqаdi. Endi (3) dаn fоydаlаnib, (1) tеnglikni isbоtlаymiz. 

Iхtiyoriy M1(х1,u1) nuqtа (3) tеnglаmаni qаnоаtlаntirsin: .2 1

2

1 pxy    







0,

2

p
F  nuqtа vа 

2
:

p
xs   to’g’ri chiziqni оlаylik.   

).,(),(
22

4
2

42
),(

111

2

1

2

1

2

11

2

1

2

1

2

1

2

1

MLdSMd
P

x
P

x

P
PxxPx

P
Pxxy

P
xMFd





















 

Ko’rаmizki, M1 nuqtа pаrаbоlаgа tеgishli. (3) ni pаrаbоlаning kаnоnik tеnglаmаsi dеyilаdi. 

Pаrаbоlа shаklini аniqlаylik. 

1) Pаrаbоlа ikkinchi tаrtibli chiziq. 

2) 02 y   vа .00  xp  Bundаn pаrаbоlаning bаrchа nuqtаlаri х≥0 yarim 

tеkislikkа tеgishligi kеlib chiqаdi. 

3)  0,0 yх  pаrаbоlа kооrdinаtаlаr bоshidаn o’tаdi. О(0,0) nuqtаni pаrаbоlаning 

uchi dеyilаdi.  

4) х ning hаr bir 0x  qiymаtigа u ning qаrаmа-qаrshi ishоrаli, аmmо аbsоlyut miqdоrlаri 

tеng bo’lgаn ikki qiymаti mоs kеlаdi. Хulоsа shuki, pаrаbоlа ОХ o’qqа nisbаtаn 

simmеtrik chiziq. 

5) .222  yxPxyPxy  Yuqоidаgi mulоhаzаlаr bo’yichа 

pаrаbоlаning shаkli quyidаgichа bo’lishi mumkin. (9- 

chizmа). 

Аgаr pаrаbоlа fоkusi 0,
2

(
P

F   bo’lsа, u hоldа uning tеnglаmаsi  

)4(22 pxy   

ko’rinishidа bo’lаdi.  Аgаr fоkus ОU o’qining 








2
,0

p
E   nuqtаsi 
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bo’lsа, u hоldа pаrаbоlаning tеnglаmаsi Pyx 22   ko’rinishidа bo’lаdi.  

 Pаrаbоlаni quyidаgi usul bilаn yasаsh mumkin. 

 pxy 22   kаnоnik tеnglаmаsi bilаn bеrilgаn pаrаbоlаning fоkusi vа dirеktrisаsini 

yasаymiz. Buning uchun ОХ o’qidа О nuqtаdаn chаpdа vа o’ngdа 
2

),(),(
p

FODONd    

bo’lgаn N vа F nuqtаlаrni bеlgilаymiz. N nuqtаdаn ОХ gа pеrpеndikulyar  s to’g’ri chiziq 

o’tkаzаmiz. F fоkusdаn bоshlаb ОХ o’qqа pеrpеndikulyar vа hаr biri оldingisidаn 2/P  mаsоfаdа 

turuvchi to’g’ri chiziqlаrni o’tkаzаmiz. O’tkаzilgаn to’g’ri chiziqlаrning hаr biridаn dirеktrisаgаchа 

bo’lgаn mаsоfаni rаdius qilib F mаrkаzli аylаnа chizаmiz. Bu аylаnа mоs to’g’ri chiziqni ОХ o’qqа 

simmеtrik bo’lgаn ikki nuqtаdа kеsib o’tаdi. Bu nuqtаlаr izlаngаn pаrаbоlаgа tеgishli bo’lаdi. ОХ 

o’qqа pеrpеndikulyar istаlgаnchа to’g’ri chiziqlаrni o’tkаzish mumkin. Shulаrning hаr biridа 

tа’rifni qаnоаtlаntiruvchi pаrаbоlа nuqtаlаrini аniqlаymiz. Аniqlаngаn nuqtаlаrni tutаshtirib 

pаrаbоlа grаfigini hоsil qilаmiz.  

 1-misоl. yx 122   pаrаbоlаdа fоkаl rаdiusi 9r  bo’lgаn nuqtа tоpilsin. 

   Yechish:     81393).3,0(.6122
2222  yxyxrFqq . 

  .12,60726081123 21

22
 yyyyyy  

Bu sоnlаrni yx 122   tеnglаmаgа qo’ysаk,   .26,72612 2,11  xx 122 y  

tеnglаmаni qаnоаtlаntirmаydi, chunki ixx 12.1441212 4,3

2  (mаvhum sоn) 

 Jаvоb:     .6,26,6,26 21  MM  

2-misоl: 
4

3
64 2  xxy  pаrаbоlа tеnglаmаsini kаnоnik ko’rinishgа kеltirilsin vа 

pаrаbоlа uchining kооrdinаtаlаri аniqlаnsin.  

Yechish: .
4

3
433

4

3
4

4

3

4

9

16

9

2

3
4

22

2


























 xyxyxxy  

XxYy 
4

3
,3  bеlgilаshlаrni kiritsаk, 

24XY  . Pаrаbоlаning uchun 







3,

4

3
'O  

nuqtаdа.  YO' simmеtriya o’qi.                Jаvоb: .3,
4

3
',4 2









 OXY  

3-misоl:   014962  yxx  tеnglаmа kооrdinаtlаr bоshini ko’chirish оrqаli 

kаnоnik ko’rinishgа kеltirilsin. Аlmаshtirish fоrmulаsi yozilsin. 

Yechish:      .14301496
22  yxyxx  

YyXx  1,3  ko’rinishidаgi bеlgilаsh kiritsаk,  .1,3',42  OYX  

Jаvоb: Simmеtriya o’qi  OYO //)1,3('   bo’lgаn pаrаbоlа. Uchi  1,3' O  nuqtаdа, 

pаrаmеtri .
8

1
p  Аlmаshtirish fоrmulаlаri .1,3  YyXx  
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5-MА’RUZА 

FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA. 

 

Reja: 

1. 1§. Berilgan nuqtadan o’tib, berilgan vektorga perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasi. 

2. 2§. Tekislikning umumiy tenglamasi va uni tekshirish 

3. 3§. Uch nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasi. Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi 

Tayanch iboralar: Normal tenglama, masofa, normallovchi kupaytuvchi burchak, ikki tugri 

chizikning kesishuvi. 

1 - Berilgan nuqtadan o’tib berilgan vektorga perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasi. 

 Avvalo tekislikni tushunchasiga tegishli ba’zi tushunchalar bilan tanishaylik. Tekislik 

tushunchasi stereometriyaning asosiy tushunchalaridan bo’lib, tekislikdagi to’g’ri chiziq kabi 

bevosita ta’riflanmaydi. 

Tekislikka tegishli asosiy xossalar qo’yidagi aksiomalarda mujassamlashgan: 

1) Bir to’g’ri chiziq ustida yotmagan uch nuqtadan fakatgina bir tekislik o’tadi. 

2) Bir to’g’ri chiziqning ikki nuqtasi tekislik ustida yotsa, kolgan barcha nuqtalari ham shu 

tekislik ustida yotadi. 

Keltirilgan aksiomalar va ularadan kelib chiqadigan natijalardan foydalanib tekislikni qo’yidagi 

berilish usullari yordamida aniqlash mumkin: 

1) Bitta to’g’ri chiziqdan va unda yotmovchi nuqtadan o’tuvchi tekislik. 

2) Ikkita kesishuvchi to’g’ri chiziq, orkali bitta tekisllik o’tadi. 

3) Ikkita parallel to’g’ri chiziq, orkali bitta tekislik o’tadi.  

Odatda tekislikni grek alfavitni  ,,  harflari bilan belgilanadi, yasashda esa tekislikni biror 

chekli qismi parallelogramm shaklda kursatiladi.  

 Endi quyidagi masalani qaraylik: 

Fazoda ),,( 0000 zyxM  nuqtadan  o’tib  CBAn ;;  vektorga perpendikulyar bo’lgan   tekislik 

berilgan bo’lsin. SHu   tekislikning tenglamasi tuzilsin. Berilgan tekislikka perpendikulyar 

bo’lgan har qanday vektor tekislikning normal vektori deyiladi.  

   tekislik tenglamasini tuzamiz, chiziq va sirtni tenglamasini tuzish qoidasiga asosan   

tekislik ustida  ),,( zyxM  koordinatalari o’zgaruvchi nuqta olamiz  va o’zgaruvchi koordinatalar 

bo’lgan zyx ,,  orasidagi bog’lanishni topamiz: 

M  no’qtani 0M  birlashtirib kzzjyyixxÌÌ )()()( 0000   vektorni hosil qilamiz. n   

normal vektor   tekislik ustida yotgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar, xususiy holda ,0MMn   

ya’ni 0),( 0 nMM  yoki  

0)()()( 000  zzCyyBxxA      (19,1)     yoki     000 rrOMOMMM     ekanini 

e’tiborga olsak  0),( 0  nrr .     (19,2)     biz izlayotgan tekislikning vektor shakldagi tenglamasi 

deyiladi.      z  

              n   

 

             

 

 

 

 

                   y  

     0  

      

 

 

     x 
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2 –  Tekislikni umumiy tenglamasi va uni tekshirish. 

 

 Fazoda to’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida  zyx ,,  o’zgaruvchilarga nisbatan chiziqli 

0 DCzByAx      (20,1) 

 

bu yerda 0222  CBA , tenglama berilgan bo’lsin. Isbot qilamizki (20,1) tekislikning 

tenglamasi. Haqiqatdan 0A  bo’lsa  0)(  CzBy
A

D
xA    (20,2)  bo’lib (20,2) tenglama 

(19,1) ko’rinishdagi tenglamadir, ya’ni (20,1) tekislik tenglamasini ifodalaydi. Xudi shuningdek 

(19,1)ni ochib chiksak 

0)( 000  CzByAxCzByAx   yoki  000 CzByAxD   

 

desak, 0 DCzByAx    (19,1) tenglamasi hosil bo’ladi. (19,1)ga tekislikning umumiy 

tenglamasi deyiladi. Endi tekislikni, umumiy tenglamasini tekshiramiz: tekislikni umumiy 

tenglamasini tekshirish deganda,  A, V, S, D koeffitsientlarni ba’zi qiymatlari nolga teng bo’lganda 

tekislikni fazoda qanday joylashganligani tekshiramiz:  

1) D = 0  bo’lsin, bu holda (19,1) tenglama  0 CzByAx   bo’lib koordinata boshidan 

o’tadi va normal vektori  kCjBiAn    bo’ladi.  

2) A = 0,  B, C, D 0        bo’lsin, ya’ni   By+Cz+D=0 

3) B = 0,  A, C, D 0        bo’lsin, ya’ni   Ax+Cz+D=0 

4) C = 0,  A, B, D 0        bo’lsin, ya’ni   Ax+By+D=0 

 

 2, 3, 4  hol uchun umumiy qoida keltirib chiqaramiz. 

 Buning shu uch holdan birortasini, Masalan:  3 – holni qaraylik. V = 0    bo’lsa,  kCiAn    

bo’ladi, ya’ni n  vektor Bilan OU o’qi orasidagi burchak  090 ga perpendikulyar bo’ladi. Endi   

Ax+Cz+D=0 tenglamani kesmalar shakliga keltirsak 

,1



 D

Cz

D

Ax
  ,1

c

z

a

x
  ,

A

D
a    ,

C

D
c   

,1
c

z

a

x
  tekislik OX o’qidan a  va OU o’qidan s birlik ajratib n  vektorga perpendikulyar yoki 

OU o’qiga parallel bo’lgan tekislik tenglamasidir.     (r – 30)     

 

                                            

                                                     z  

              

 

             

 

 

       n  

                   y  

     0  

      

 

 

 

 

     x 

 

 



 28 28 

 

            z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                u 

 

 

 

 

 

 

        x     r - 30 

 Bundan ko’rinadiki tekislikning umumiy tenglamasida o’zgaruvchi zyx ,, lardan kaysi biri 

qatnashmasa, tekislik shu qatnashmagan o’zgaruvchiga mos keluvchi koordinata o’qiga parallel  

bo’lar ekan. 

 5) A = V = 0,  C, D 0    bo’lsin, ya’ni   Cz+D=0 

 6) B = C = 0,  A, D 0    bo’lsin, ya’ni   Ax+D=0 

 7) A = C = 0,  B, D 0    bo’lsin, ya’ni   By+D=0 

 5, 6, 7  hol uchun umumiy qoida keltirib chiqaramiz. Masalan:  7 holni qaraylik:   

A = S = 0   bo’lsa jBn   bo’ladi, ya’ni Vu+D=0 tekislik uchun OU o’qi normal vektor vazifasini 

bajaradi, OU o’qiga perpendikulyar tekisliklar esa XOZ tekisligi va o’nga parallel bo’lgan 

tekisliklardir. Vu + D = 0 tenglamadan  .b
B

D
y   Demak Vu + D = 0 tekislik OU o’qidan va 

birlik ajratgan va XOZ  tekisligiga parallel bo’lgan )31( r  tekislikni ifodalaydi. 

           z  

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                          y 

       r – 31                 x        

 

 

 

 

5 – holda tekislik  OZ  o’qiga, 6 – holda OX o’qiga parallel bo’ladi. 

 Demak tekislikni umumiy tenglamasida o’zgaruvchilardan ikkitasi qatnashmasa shu 

qatnashmagan o’zgaruvchilarga mos keluvchi koordinata tekisliklariga parallel  bo’lar ekan, M: x 

va u qatnashmasa tekislik XOU koordinata tekislikligiga parallel bo’ladi, u va z qatnashmasa 

tekislik UOZ  tekisligiga parallel bo’ladi. 

 8) A = V = D = 0,   S 0  
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 9) V = S = D = 0,   A 0  

 10) A = S = D = 0,   V 0  

 

8, 9, 10  hollar  5, 6, 7  hollarning  D=0 bo’lgandagi xususiy holidir, ya’ni tekislikning umumiy 

tenglamasida ozod had D=0 bo’lib ikki o’zgaruvchi qatnashmasa, tekislik shu qatnashmagan 

o’zgaruvchiga mos keluvchi koordinata tekisligini ifodalaydi: 

 X = 0 tenglama UOZ koordinata tekisligini, 

 U = 0 tenglama XOZ koordinata tekisligini, 

 Z = 0 tenglama XOU koordinata tekisligini 

ifodalaydi (r – 32). 

 

       

                                                 z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   u = 0     x = 0  

                  y  

 

     z = 0 

 

   

 

       x   

 

 

 

3 – Uch nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi. Tekislikni kesmalarga nisbatan tenglamasi. 

 

 Quyidagi masalani qaraymiz: bir to’g’ri chiziq ustida yotmagan ),,( 1111 zyxM , 

),,( 2222 zyxM  va ),,( 3333 zyxM . Nuqtalardan o’tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin. Normal vektori 

kCjBiAn   bo’lib ),,( 1111 zyxM  nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasini yozamiz. 

0)()()( 111  zzCyyBxxA     (21.1)  

bu yerda A, V, S noma’lum o’zgarmas sonlar. A, V, S ni ixtiyorligidan foydalanib ushbu tekislikni 

),,( 2222 zyxM  va ),,( 3333 zyxM  nuqtalardan o’tadi deb faraz qilamiz, ya’ni 2M  va 3M  nuqtaning 

koordinatalar (21.1) tenglamani qanoatlantirsin, ya’ni 















0)()()(

0)()()(

0)()()(

131313

121212

111

zzCyyBxxA

zzCyyBxxA

zzCyyBxxA

     (21.2) 

 

A, V, S ni noma’lum desak (21.1) uch noma’lumli uchta bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasidir. 

  

Ravshanki, bir jinsli tenglamalar  sistemasi trivial (0,0,0) yechimga ega bo’ladi. Bizni esa 

(21.2) sistemani notrivial yechimi qiziqtiradi.  
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CHiziqli algebra kursida isbot qilinganki, bir jinsli tenglamalar sistemasi notrivial yechimga 

ega bo’lishi uchun (21.2) sistemani asosiy determinanti nolga teng bo’lishi kerak, ya’ni  

 

13

12

1

xx

xx

xx







 

13

12

1

yy

yy

yy







 

13

12

1

zz

zz

zz







0     (21.2) 

 

(21.2) tenglama biz izlayotgan tekislikning tenglamasi, ya’ni 1M , 2M  va 3M  nuqtalardan o’tuvchi 

tekislikning tenglamasidir. 

  

Endi tekislikni yasash uchun qulay bo’lgan tekislikni kesmalarga nisbatan tenglamasi deb 

ataluvchi tenglamani uch nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasidan foydalanib keltirib chiqaramiz. 

  

 

Tekislik koordinata o’qlarini )0,0,(aA , )0,,0( bB  va ),0,0( cC  nuqtalarda kesib utsin, boshkacha 

aytganda tekislik koordinata o’qlaridan mos ravishda cba ,,   kesmalar ajratsin (r – 32).  

         

                                                                z  

 

           ),0,0( cC  

            

 

 

 

         c   

 

 

                b                   )0,,0( bB                 u  

       a  

            

 

            )0,0,(aA  

         x  

 

(21.2) formuladan foydalanib A, V, S nuqtalardan o’tuvchi tekislik tenglamasini tuzamiz:   x1=a, y1, 

z1=0; x2=0, y2=b, z2=0; x3=y3 z3=c bo’lganidan  

13

12

1

xx

xx

xx







 

13

12

1

yy

yy

yy







 

13

12

1

zz

zz

zz







0   

a

a

ax







0

0  

00

0

0







b

y

 

0

00

0







c

z

0   yoki  

a

a

ax







 

0

b

y

 

c

z

0 0  

 

determinantni hisoblasak    0)(  a c yabzbcax  yoki  abcabzyacxbc   yoki  

1
c

z

b

y

a

x
     (21.3)        (oxirgi tenglik abc  ga bo’lingan) 

 

(21.3) tenglama tekislikni kesmalarga nisbatan tenglamasi deyiladi.  
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M : 1
253


zyx
  tenglama koordinata o’qlaridan mos ravishda 3, 5, 2 birlik ajratgan tekislikni 

ifodalaydi. 

 Tekislik kesmalarga nisbatan tenglamasi bilan berilgan bo’lsa, uni yasash qulay bo’lganidan, 

umumiy tenglamasi bilan berilgan tekislikni kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirishni 

o’rganamiz: buning uchun tekislikni umumiy tenglamasidagi ozod had  D ni tenglikni o’ng 

tomoniga o’tkazib, tenglikni  - D ga bo’lish kifoya. 

0 DCzByAx ,  DCzByAx  ,  ,1






 D

Cz

D

By

D

Ax
 yoki  

1
c

z

b

y

a

x
     (21.3), bu yerda  

C

D
c

B

D
b

A

D
a  ,, . 

 

MISOL:   012432  zyx   tekislikni yasang. 

 

ECHISH:   Berilgan tenglamani kesmalarga nisbatan tenglamaga keltiramiz: 

12432  zyx   (/12)     1
346





zyx
. Demak bu tekislik OX o’qidan 6a , OU o’qidan 

4b   va  OZ  o’qidan 3c   birlik ajratib o’tar ekan.       (r – 33) 

 

           z  

 

 

 

 

 

          )3,0,0(C   

 

 

 

 

 

     B(0,-4,0)             u  

  

        

 

 

 

          )0,0,6(A  

           x       r – 33. 

 

Mavzuni takrorlash uchun savollar: 

 

1) Tekislik nima? 

2) Tekislikni bilvosita ta’rifini keltiring. 

3) Tekislikni normal vektori nima?  

4) Tekislikning umumiy tenglamasini yozing. 

5) Tekislikni umumiy tenglamasida z katnashmasa, u kaysi koordinata ukiga paralel buladi. 

6) Koordinata boshidan utuvchi tekislik tenglamasini yozing. 

7) Tekislikning umumiy tenglamasida x va z katnashmasa u kaysi koordinata tekisligiga paralell 

buladi. 
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6-MА’RUZА.   

FAZODA TO’G’RI CHIZIQ VA TEKISLIK TENGLAMALARI. 

RЕJА: 

1. Fazoda to’g’ri chiziq. To’g’ri chiziqning vektor shakldagi tenglamasi. To’g’ri chiziqning 

kanonik va parametrik tenglamalari 

2.  Fazoda to’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi va uni kanonik ko’rinishga keltirish 

3. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak.  

4. To’g’ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. 

5.  To’g’ri chiziq va tekislikning kesishuvi 

 

Tayanch iboralar: fazo, tugri chiziq, vektor, yunaltiruvchi, kanonik, parametrik, yunaltiruvchi 

vektor 

Fazoda to’g’ri chiziq. To’g’ri chiziqning vektor shakldagi tenglamasi. To’g’ri chiziqning kanonik 

va parametrik tenglamalari. 

 Fazodagi to’g’ri chiziq ham tekislikdagi to’g’ri chiziq kabi bevosita ta’rifga ega emas, 

bilvosita ta’rifga ega:  fazoda to’g’ri chiziqni  ikki tekislikning kesishish no’qtalarini geometrik 

o’rni deb  qarash mumkin. Tekislikdagi to’g’ri chiziqlar uchun keltirilgan barcha aksiomalar 

fazodagi to’g’ri chiziqlar uchun ham urinli bo’lib quyidagi bitta xossa bilan farq qiladi: 

 Tekislikda ikki to’g’ri chiziq parallel bo’lmasa, ular kesishadi, fazoda esa kesishmasligi 

mumkin. 

 Fazoda parallel bo’lmasdan kesishmaydigan to’g’ri chiziqlarga  ayqash  to’g’ri chiziqlar 

deyiladi.  

                           z                            S  

           M1 

 

                  1r           M  

                    

              r   
             u  

 0 

 

 

            x         r - 35 

 Fazoda to’g’ri chiziqning vektor shakldagi tenglamasini keltirib chiqaramiz: fazoda biror  S   

vektor va );;()( 111111 zyxMrM   nuqta berilgan bo’lsin. Ravshanki M1 nuqtadan S   vektorga 

parallel bo’lgan fakat bitta to’g’ri chiziq o’tadi. SHu to’g’ri chiziq M1 va M nuqtadano’tuvchi 

to’g’ri chiziq bo’lsin. M nuqtani koordinatalari x, u, z bo’lib shu to’g’ri chiziq buylab harakatlana 

olsin. Endi chiziq tenglamasini tuzish qoidasiga asosan x, u, z lar orasidagi bog’lanishni topamiz:      

11 rrMM    va S  vektorlar kolliniar bo’lganidan  


S

rr 1   (24.1),  bunda    biror skalyar 

son.  (24.1) dan r   vektorlarni topsak  

Srr  1     (24.2) 

 

 (24.2) tenglamaga fazoda to’g’ri chiziqning vektor shakldagi tenglamasi deyiladi. (24.2) 

tenglamadagi S  vektorga to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vektori deyiladi.  

1;rkzjyixr  =x1  i u 1 j + z1k bo’lsa  (24.2) dan quyidagi tengliklar hosil bo’ladi, ya’ni  

pzznyymxx   111 ;;   (24.3)  
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 (24.3) tenglamalar fazoda to’g’ri chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi. (  - 

parametr)  

 (24.3) tenglikni har biridan   ni topib, so’ngra tenglashtirsak 

p

zz

n

yy

m

xx 111 






   (24.4) 

 

 (24.4) fazoda to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. Agar to’g’ri chiziqning 

yulantiruvchi vektori S  birlik vektor bo’lsa, ya’ni   c o sc o sc o s kjiS    bo’lsa (24.4) 

quyidagi ko’rinishni oladi: 

 coscoscos

111 zzyyxx 






   (24.5) 

 

  cos;cos;cos  lar to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi kosinuslari deyiladi. S  vektorning 

komponentlari  pnm ;;   birdaniga nolga teng bo’lmasligi ravshan, chunki birdaniga nolga teng 

bo’lsa to’g’ri chiziqning fazodagi o’rni aniqlanmaydi. Lekin  pnm ;;  lardan bittasi, hatto ikkitasi 

nolga teng bo’lishi mumkin. 

 

MASALAN:   0;0;0  pnm   bo’lsa pzzoyymxx   111 ;;   yoki  

p

zz

o

yy

m

xx 111 






   tenglama hosil bo’ladi. Nolga bo’lish mumkin bo’lmaganidan bu 

tenglamani qanday tushunish kerak? 

 Oxirgi tenglamani quyidagicha yozamiz: 

o

yy

m

xx 11 



, 

p

zz

m

xx 11 



  yoki  )()( 11 yymxxo    yoki   01  yy   yoki  

1
11 , yy

p

zz

m

xx






 

 

 Oxirgi tenglamalar yo’naltiruvchi vektori kpjoimS    bo’lgan to’g’ri chiziqni 

bildiradi. 

 Agar  );;( 1111 zyxM , );;( 2222 zyxM  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzish 

talab qilinsa  kzzjyyixxS )()()( 121212    bo’lganidan  
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. 

 

Fazoda to’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi va uni kanonik ko’rinishga keltirish. 

 

 Fazoda to’g’ri chiziqni ikki tekislikni kesishishidan hosil bo’lgan nuqtalarning geometrik 

o’rni deb qarash mumkin, ya’ni  









0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
   (25.1) 

 (25.1) fazoda to’g’ri  chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi, bunda tekisliklar parallel 

bo’lmasligi kerak, ya’ni  
2

1

2

1

2

1

2

1 ,
C

C

B

B

B

B

A

A
  yoki 0

2

22

11

2

22

11

2

22

11


CB

CB

CA

CA

BA

BA
. 

 (25.1) umumiy tenglamadan uning kanonik tenglamasiga o’tish mumkin. Bu quyidagicha 

amalga oshiriladi:  
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22

11

22

11

22

11
;;

CB

CB

CA

CA

BA

BA
 determinantlar hisoblanadi. 

 

Berilgan tekisliklar parallel bo’lmaganidan 
22

11

22

11

22

11
;;

CB

CB

CA

CA

BA

BA
 determinantlardan hech 

bo’lmaganda bittasi noldan farqli bo’ladi.  

 

MASALAN:   0
22

11


BA

BA
  bo’lsin. Bu vaqtda (21.1) ni quyidagi ko’rinishda yozamiz: 









2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
   (25.2)    

 

  (25.2)  x  va  u  nisbatan ikki noma’lumli ikkita chiziqli birjinslimas tenglamalar 

sistemasidir. Uni  x  va  u  ga nisbat yechsak  

22

11

bzay

bzax




   (25.3) 

 

tenglamalar hosil bo’ladi. (25.3) tenglamalarni  z  ga nisbatan yechib, ularni tenglashtirsak 

z
a

by
z

a

bx







2

11 ; ,  z
a

by

a

bx







2

2

1

1   yoki  
1

0

2

2

1

1 





 z

a

by

a

bx
. 

 

 Oxirgi tenglama )0;;( 111 bbM  nuqtadan o’tib yo’naltiruvchi vektori kjaiaS  2   

bo’lgan to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasidir. 

      

 

 

 

          1M  

       S  

            y 

 

 

                      x 

 

   

 

 Masala:   2x – 3u +2z – 5 = 0, 3x + 2u – 3z + 6 = 0  tenglamalar bilan tasvirlangan to’g’ri 

chiziqning kanonik ko’rinishga keltirib yasalsin.  

 

 Yechish:   01394
2

3

3

2

22

11





BA

BA
 demak berilgan tenglamalarda  x  va  u  larni 

o’rnida koldirib, kolganlarini tenglikni o’ng tomonga o’tkazamiz 









6323

5232

zyx

zyx
    

85189

104
263

352
,13

23

32












zz

z
z

z
x  
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2712156126
3

22



 zzz

z
y  

13

27

13

12

13

2712
;

13

8

13

5

13

85
















 z

z
yz

z
x

yx  

ya’ni   
13

27

13

12
;

13

8

13

5
 zyzx , yoki  z

y

z

x









13

12
13

27

;

13

5
13

8

 

 

oxirgi tengliklarni tenglashtirsak 

1

13

12
13

27

13

5
13

8

pz
yx










 

 

 Bu tenglama  )0;
13

27
;

13

8
(1 M  nuqtadan o’tib yo’naltiruvchi vektor  kjiS 

13

12

13

5
 

bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasidir.  

 

Mavzuni takrorlash uchun savollar: 

1) Fazoda tugri chizik uchun asosiy aksiomalarni ayting. 

2) Fazoda tugri chizik bilan tekislikdagi tugri chizik kaysi xssasi bilan farklanadi.  

3) )5;4;3(0 М  nuktadan utib kjiS


 32   vektor tenglamalarini yozing.  

4) Fazoda tugri chizikning umumiy tenglamasini kanonik kurinishga keltirish usulini aytib bering. 

5) x+y-2z+1=0 va 2x-y+1=0 tekisliklarning kesishishidan xosil bulgan tugri chizikning kanonik 

tenglamasini yozing.  

   6) Ikki tekislik kanday shartlar bajarilganda tugri chizikni ifodalaydi. 

Tayanch iboralar: fazo, tugri chizik, vektor, yunaltiruvchi, kanonik, parametrik, yunaltiruvchi 

vektor. 

 Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak. To’g’ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. 

 Fazoda ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak sifatida fazoning istalgan nuqtasidan shu to’g’ri 

chiziqlarga parallel o’tkazilgan ikki to’g’ri chiziqning tashkil kilgan burchaklaridan ixtiyoriy birini 

olamiz. Bu burchak  0  bilan    orasida o’zgaradi. Agar L1 va L2 to’g’ri chiziqlar o’zining kanonik 

tenlamalari bilan berilgan bo’lsa ravshanki ular orasidagi burchak ularning yo’naltiruvchi vektorlari 

orasidagi burchakka teng. 

                                                        z  

 

 

 

                 2S  

 

 

 

 

                   1S  

    L1      o 

                     y 

         L2   

            x  
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L1 :   
1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 






 

 

L2 :   
2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






    bo’lsa 

 

 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21 ),(
cos

pnmpnm

ppnnmm

SS

SS




    (26.1) 

 

Agar  L1 II L2  bo’lsa 1S II 2S  bo’lib  
2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m
    (26.2) 

 

 (26.2)  ikki to’g’ri chiziqning parallelik shartidir. Agar  L1   L2  bo’lsa 1S   2S  bo’lib  

0212121  ppnnmm    (26.3)  

 (26.3) ikki to’g’ri chiziq perpendikulyarlik shartidir. 

 Endi to’g’ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish masalasini qaraylik: To’g’ri 

chiziq bilan uning tekislikdagi proektsiyasi orasidagi burchakka to’g’ri chiziq bilan tekislik 

orasidagi burchak deb aytiladi. (r – 37)   

 

     z 

 

             n    S        L  

 
            

          

                 

          

 

 

 

 

 

           y 

             0 

 

        r - 37 

 

 

           x  

 

 To’g’ri chiziq  
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 tenglama bilan  tekislik esa 0 DCzByAx   

tenglama bilan berilgan bo’lsin. To’g’ri chiziq bilan uning proektsiyasi orasidagi burchak    

o’rniga, tekislikning normal vektori n  bilan to’g’ri chiziqniyo’naltiruvchi S   vektori orasidagi  


2

Ï
 burchakni topish qulay. Haqiqatan  sin)

2
cos( 

Ï
 bo’lganidan  
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222222

),(
sin

pnmCBA

CpBnAm

Sn

Sn




    (26.4) 

 

Agar L II Q bo’lsa  Sn    bo’lib 0 CpBnAm    (26.5) 

 (26.5) to’g’ri chiziq va tekislikning parallelik shartidir. Agar  L II Q bo’lsa  SIIn   bo’lib  

p

C

n

B

m

A
    (26.6)  

 (26.6) to’g’ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik shartidir. 

To’g’ri chiziq va tekislikni kesishuvi. 

 L to’g’ri chiziq  
p

zz

n

yy

m

xx 111 






 (27.1)  kvanonik tenglamasi bilan, Q tekislik 

0 DCzByAx   (27.2) umumiy tenglamasi bilan berilgan bo’lsin va ular uzaro parallel 

bo’lsin. L to’g’ri chiziq bilan Q tekislikni kesishgan nuqtasini topamiz, ya’ni (27.1) va (27.2) 

tenglamalar sistemasini yechimini topamiz: buning uchun (27.1) praportsiyani umumiy qiymatini 

  bilan belgilaymiz va bu tenglamalardan x, y, z larni topamiz, ya’ni  










p

zz

n

yy

m

xx 111 , 


m

xx 1 , 


n

yy 1 , 


p

zz 1    bulardan 

1xmx   , 1yny   , 1zpz       (27.3) 

 (27.3) dagi x, y, z larning qiymatlarini (27.2) ga qo’yamiz:  

 )( 1xmA   )( 1ynB  0)( 1  DzpC     yoki 

1Ax 1By 0)(1  pnm CBADCz     (27.4) 

 L to’g’ri chiziq va Q tekislik parallel bo’lmaganidan Am Bn 0Cp   (27.4) dan   ni 

topamiz: 

pnm CBA

DCzByAx




 111    (27.5) 

 (27.5) ni  (27.3) ga qo’ysak );;( 0000 zyxM  to’g’ri chiziq bilan tekislikni kesishgan nuqtasi 

hosil bo’ladi. Agar Am Bn 0Cp  bo’lib 1Ax 1By 01  DCz  bo’lsa to’g’ri chiziq bilan 

tekislik kesishmaydi. Agar Am Bn 0Cp  bo’lib 1Ax 1By 01  DCz  bo’lsa, bu vaqtda L 

to’g’ri chiziq ustida yotadi va ular cheksiz ko’p nuqtada kesishadi. 

 Masala:   
2

1

32

1 


 zyx
 to’g’ri chiziq bilan 0322  zyx  tekislikning kesishish 

nuqtasi topilsin. 

 Yechish:    Am Bn 04462)2(22321 Cp , demak berilgan to’g’ri 

chiziq va tekislik parallel emas. Endi to’g’ri chiziq tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz: 

 





2

1
;

3
;

2

1 zyx
, 12  x , 3y , 12  z      

x, y, z larni tekislikning umumiy tenglamasiga qo’yamiz: 

3112;313;311212

1,044;0324612

03)12(23212

000 





zyx 





 

 Demak berilgan to’g’ri chiziq va tekislikni kesishish nuqtasi )3;3;3(0M  ekan.  
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Mavzuni takrorlash uchun savollar: 

 

1) CHizik nima?  

2) Ikkinchi tartibli egri chizikning umumiy tenglamasini yozing. 

3) Umumiy tenglamasi bilan berilgan ikkinchi tartibli egri chizikni kanonik kurinishda yozing.   

4) Aylana nima? 

5) Aylananing kanonik tenglamasini yozing.  

6) Ellips giperbola va parabolaning kanonik tenglamasini yozing. 

7) Giperbolaning assimptotalari nima?  

8) Parabolaning direktirisasi nima? 

 

 

 

7-MА’RUZА.   

BIR O’ZGARUVCHILI FUNKTSIYA 

RЕJА: 

1. Funksiya hаqidа tushunchа vа uning tа’rifi. 

2. Funksiyaning bеrilish usullаri. 

3. Chеgаrаlаngаn vа chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаr. 

4. Juft vа tоq funksiyalаr. 

5. Dаvriy funksiyalаr. 

6. Mоnоtоn funksiyalаr. 

 Tаbiаtdа ikki хil miqdоrlаr uchrаydi, o’zgаruvchi vа o’zgаrmаs miqdоrlаr. Bizgа bir nеchа 

to’rtburchаk bеrilgаn bo’lsin. Ulаrdа quyidаgi miqdоrlаr qаtnаshаdi. Tоmоnlаrning uzunliklаri, 

burchаklаrning kаttаliklаri, yuzаlаri vа pеrimеtrlаri. Bu miqdоrlаrdаn bа’zilаri o’zgаrmаydi, 

bа’zilаri o’zgаrib turаdi. Mаsаlаn, qаrаlаyotgаn hаmmа to’rtburchаklаrdа burchаklаrining 

to’g’riligi, ulаrning sоni to’rttа bo’lishligi vа yig’indisi 360 gа tеngligi  o’zgаrmаydi. 

Tоmоnlаrining uzunliklаri, pеrimеtrlаri, yuzlаri esа o’zgаrib turаdi. Хuddi shuningdеk, bir nеchа 

dоirа chizsаk, ulаrdа аylаnа uzunliklаrining o’z diаmеtrlаrigа nisbаti hаmmаsidа bir хil bo’lib,  gа 

tеng, lеkin ulаrning rаdiuslаri, аylаnа uzunliklаri, dоirа yuzlаri o’zgаrib turаdi. 

 Mа’lum shаrоitdа fаqаt bir хil sоn qiymаtlаrigа egа bo’lgаn miqdоrlаr o’zgаrmаs miqdоrlаr 

dеyilаdi. Mа’lum shаrоitdа hаr хil sоn qiymаtlаrigа egа bo’lgаn miqdоrlаr o’zgаruvchi miqdоrlаr 

dyilаdi. Оdаtdа o’zgаrmаs miqdоrlаrni a, b, c, d, ...., o’zgаruvchi miqdоrlаrni x, y, z, u, v, . . . 

hаrflаri bilаn bеlgilаydilаr. 

 Mаtеmаtikаdа ko’pinchа o’zаrо bir-birigа bоg’liq rаvishdа o’zgаrаdigаn miqdоrlаr bilаn ish 

ko’rilаdi. Yuqоridаgi misоllаrimizdа dоirаning yuzi uning rаdiusining o’zgаrishigа qаrаb o’zgаrаdi, 

ya’ni dоirаning rаdiusi оrtsа, yuzi hаm оrtаdi, kаmаysа kаmаyadi. Хuddi shuningdеk, kvаdrаtning 

tоmоni bilаn yuzi оrаsidа hаm shundаy bоg’lаnish bоr. Kvаdrаtning yuzi uning tоmоnigа bоg’liq 

rаvishdа o’zgаrаdi. 

 Tа’rif : Аgаr х miqdоrning Х  sоhаdаgi hаr bir qiymаtigа birоr f qоnuniyatgа ko’rа y 

miqdоrning Y-sоhаdаn аniq bir qiymаti mоs kеltirilsа, y miqdоr х miqdоrning Х-sоhаdаgi 

funksiyasi dеyilаdi vа y=f(x) kаbi yozilаdi. 

 Bu hоldа х - аrgumеnt yoki erkli o’zgаruvchi, y - esа funksiya yoki erksiz o’zgаruvchi 

dеyilаdi. Аgаr y х ning funksiyasi bo’lsа, u hоldа х vа y lаr оrаsidаgi bоg’lаnish funksiyali 

bоg’lаnish dеyilаdi vа quyidаgichа yozilаdi: y=f(x), y=q(x), y=(x) vа hоkаzо. Аgаr yuqоridаgi 

misоllаrgа e’tibоr bеrsаk, dоirаning yuzi rаdiusning funksiyasi, kvаdrаtning yuzi tоmоnining 

funksiyasi ekаn. 

 Аrgumеnt qаbul qilishi mumkin bo’lgаn qiymаtlаri to’plаmi funksiyaning аniqlаnish sоhаsi, 

funksiyaning o’zi qаbul qilishi mumkin bo’lgаn qiymаtlаri to’plаmi funksiyaning o’zgаrish sоhаsi 

yoki qiymаtlаri to’plаmi dеyilаdi.  

 Funksiyaning bеrilish usullаri. Funksiya shаrоitigа qаrаb jаdvаl, аnаlitik vа grаfik usullаr 

bilаn bеrilishi mumkin. 
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 Funksiya jаdvаl usulidа bеrilgаndа, аrgumеntning mа’lum tаrtibdаgi х1, х2, х3,… хn,… 

qiymаtlаri vа funksiyaning ulаrgа mоs kеluvchi  y1, y2, y3, … ,yn, … qiymаtlаri jаdvаl hоlidа 

bеrilаdi: 

Х х1 х2 х3 … хn … 

Y y1 y2 y3 … yn … 

 Funksiyalаrning jаdvаl usulidа bеrilishigа misоl qilib kvаdrаtlаr, kublаr, kvаdrаt ildizlаr 

jаdvаllаrni ko’rsаtish mumkin. Bu usuldаn ko’pinchа miqdоrlаr оrаsidа tаjribаlаr o’tkаzishdа 

fоydаlаnilаdi. 

To’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi. Mа’lumki, sоnlаr o’qidа nuqtаning vаziyati bir 

sоn uning kооrdinаtаsi bilаn аniqlаnаr edi. Endi to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi 

tushunchаsini kiritаmiz. 

Tеkislikdа sаnоq bоshlаri ustmа-ust tushаdigаn vа o’zаrо pеrpеndikulyar bo’lgаn ОХ vа OY 

sоnlаr o’qini chizаmiz. Gоrizоntаl hоldа tаsvirlаngаn sоnlаr o’qi оrdinаtаlаr o’qi, ulаrning 

kеsishgаn nuqtаsi kооrdinаtаlаr bоshi dеyilаdi. Hаmmаsi birgаlikdа to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr 

sistеmаsi dеyilаdi. 

To’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsidа nuqtаning vаziyati quyidаgichа аniqlаnаdi. 

Fаrаz qilаmiz, to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsi оlingаn tеkislikdа iхtiyoriy M nuqtа 

bеrilgаn bo’lsin. Shu nuqtаdаn kооrdinаtа o’qlаrigа pеrpеndikulyarlаrning аbsissаlаr o’qidаgi 

prоеksiyasigа mоs kеluvchi sоn uning аbsissаsi, kооrdinаtаlаr o’qidаgi prоеksiyasigа mоs kеluvchi 

sоn esа uning оrdinаtаsi dеyilаdi vа M(х,y) tаrtibidа yozilаdi. (1-chizmа). 

 
Dеmаk, to’g’ri burchаkli kооrdinаtаlаr tеkisligidа hаr qаndаy bir juft mа’lum tаrtibdа 

bеrilgаn sоn bilаn аniqlаnаr ekаn. Хuddi shuningdеk, hаr qаndаy bir juft sоngа kооrdinаtаlаr 

tеkisligidа bittа nuqtа mоs kеlаdi. 

Funksiyaning grаfik usuldа bеrilishi. y=f(x) funksiyaning grаfigi dеb kооrdinаtаlаri y=f(x) ni 

to’g’ri tеnglikkа аylаntiruvchi tеkislikdаgi bаrchа nuqtаlаr to’plаmigа аytilаdi. Аgаr funksiyaning 

grаfigi tаsvirlаngаn bo’lsа, funksiya grаfik usuldа bеrildi dеyilаdi. 

Endi sаvоl tug’ilаdi, hаr qаndаy egri chiziq birоr funksiyani ifоdаlаydimi? Buni аniqlаsh 

uchun egri Оu o’qigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr chizаmiz, аgаr bu to’g’ri chiziq egri chiziq bilаn 

kаmidа ikki nuqtаdа kеsishsа, grаfik funksiyani ifоdаlаmаydi, аgаr bittа nuqtаdа kеsishsа 

funksiyani ifоdаlаydi. 

Funksiyaning аnаlitik usuldа bеrilishi. Fоrmulа yordаmidа bеrilgаn funksiyalаrgа аnаlitik 

usuldа bеrilgаn dеyilаdi. Mаsаlаn, y=x2, y=kx+b, y=ax, y=lgx, y=sinx, y=tgx, y=2x3-x+4 

funksiyalаr аnаlitik usuldа bеrilgаn. Аgаr аnаlitik usuldа bеrilgаn funksiyaning аniqlаnish sоhаsi 

to’g’risidа аlоhidа shаrt qo’yilmаgаn bo’lsа, u hоldа y=f(x) dа o’ng tоmоndа turuvchi ifоdа 

mа’nоgа egа bo’lаdigаn х ning qiymаtlаri оlinаdi. Mаsаlаn, аgаr y=x2 ni kvаdrаtning tоmоni bilаn 

yuzi ifоdаlоvchi bоg’lаnish sifаtidа оlsаk, u hоldа аniqlаnish sоhаsi bаrchа musbаt sоnlаrdаn ibоrаt 

bo’lаdi. 

Funksiyaning аniqlаnish sоhаsini tоpishgа dоir misоllаr ko’rаylik. Quyidаgi funksiyalаrning 

аniqlаnish sоhаsini tоping: 

1. 
х

у
3

 . Еchimi. Mа’lumki, kаsr mа’nоgа egа bo’lishi uchun uning mахrаji nоldаn fаrqli 

bo’lishi kеrаk. Dеmаk, х0  yoki  х  
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2. 1)1(
2

1  ху . Yechimi. Хuddi yuqоridаgidеk muhоkаmа yuritsаk, 2х-10 yoki 2х1, 

2

1
х . Dеmаk, аniqlаnish sоhаsi );

2

1
()

2

1
;(   dаn ibоrаt. 

3. 23  ху  Еchimi. Kvаdrаt ildiz mа’nоgа egа bo’lishi uchun ildiz оstidаgi ifоdа 

mаnfiy bo’lmаsligi kеrаk, ya’ni х, bundа 
3

2
х . Dеmаk, аniqlаnish sоhаsi ),

3

2
[   dаn 

ibоrаt.  

4. 
54

1




х
у  Yechimi. Аgаr yuqоridаgidеk muhоkаmа yuritsаk, u hоldа     4x-5>0 

bo’lаdi. Bundаn 
4

5
х . Dеmаk, аniqlаnish sоhаsi ),

4

5
(   dаn ibоrаt.  

5. )12lg(  xу  Еchimi. Lоgаrifmik funksiya fаqаt musbаt sоnlаr uchun аniqlаngаn. 

Dеmаk,      (2х-1)>0 bo’lishi kеrаk. Bundаn 
2

1
х . Dеmаk, аniqlаnish sоhаsi ),

2

1
(   dаn ibоrаt. 

6. 
)12lg(

1




x
у . Еchimi. Аgаr yuqоridаgidеk muhоkаmа yuritsаk,2х-1>0,     2х-11 

bo’lаdi. Bundаn 
2

1
х , х1 kеlib chiqаdi. Dеmаk, аniqlаnish sоhаsi );1()1;

2

1
(   dаn ibоrаt. 

 А) аnаlitik usul funksiyaning o’rgаnish jаrаyonidа judа ko’p uchrаydigаn usuldir, lеkin 

bа’zi хоllаrdа funksiyaning qiymаtini tоpish murаkkаb hisоblаshlаrgа оlib kеlаdi: 

B)  y=f(x)  yozuv  hаli funksiyaning аnаlitik  usuldа  bеrilishi bo’lmаsligi mumkin. Mаsаlаn, 

ushbu Diriхlе funksiyasini оlаylik: 

 









.,0

,1

булсасониррационалхагар

булсасонрационалхагар
у       

Dеmаk y=f(x)  funksiya  bеrilgаn, uning аniqlаnish sоhаsi bаrchа hаqiqiy  sоnlаr 

to’plаmidаn ibоrаt, аmmо funksiyaning  аnаlitik  ifоdаsi bеrilgаn emаs: 

V) funksiyaning  jаdvаl usulidа bеrilishi qulаydir, chunki  bir nеchа qiymаtlаr tоpilgаn 

bo’lаdi, lеkin  funksiyaning  sоhаsi chеksiz to’plаm  bo’lgаndа, uning  bаrchа qiymаtlаrini ko’rsаtib 

bo’lmаydi: 

G) funksiyaning  grаfik usuldа  bеrilishi uning o’zgаrtirishlаrini  ko’rgаzmаli  qilish 

imkоnini bеrаdi. 

Funksiyaning grаfigi – egri chiziq (hususiy hоldа to’gri chiziq), bа’zi hоllаrdа  birоr 

nuqtаlаr to’plаmi  bo’lаdi. 

4. Funksiya grаfigini chizish.  y=f(x)  funksiyaning  grаfigini hоsil qilish uchun  M(х,f(x))   

nuqtаlаrni hоsil qilib, ulаr  bir-birigа judа  yaqin  bo’lgаndа, silliq chiziq bilаn tutаshtirilаdi.  

    

Misоl.  1) 
х

у
1

   funksiyaning grаfigi  chizilsin. Bu funksiyaning аniqlаnish sоhаsi  х0 

hаqiqiy sоnlаr to’plаmi, ya’ni    ,00, U   dаn ibоrаt.   

Endi, аniqlаnish sоhаsidаn х ning bir nеchа qiymаtlаrini оlib,  y ning ulаrgа mоs kеlаdigаn 

qiymаtlаrini  tоpаmiz. 

 

X 

 

1 

 

2 

 

3 

 

-1 

 

-2 

 

-3 2

1
 -

2

1
 

 

… 

 

f(x) 

 

1 2

1
 

3

1
 

 

-1 
-

2

1
 -

3

1
 

 

2 

 

-2 

 

… 
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Kооrdinаtа tеkisligidа  ),....
3

1
;3(),

2

1
;2(),1;1( 321 MMM  

nuqtаlаrni hоsil qilаmiz. Bir birigа yaqin turgа nuqtаlаrni  uzluksiz  chiziq  yorlаmidа  tutаshtirsаk, 

funksiyaning grаfigini ifоdа qilаdigаn egri chiziq gipеrbоlа hоsil bo’lаdi.  

(2-chizmа) 

 
2-chizmа. 

 2) y=x2  ning grаfigi chizilsin. 

 
Jаdvаl tuzаmiz: 

х 0 1 2 3 -1 -2 -3 … 

y=х2 0 1 4 9 1 4 9 … 

),....4;2(),1;1(),0;0( 321 MMM  nuqtаlаrni hоsil qilаmiz. Ulаrni silliq chiziq bilаn 

tutаshtirsаk, pаrаbоlа egri yaizig’i hоsil bo’lаdi.(3-chizmа) 

3)          4-chizmаdа  

















.0,1

,0,0

,0,1

булсаxагар

булсахагар

булсахагар

у  

funksiyaning grаfigi  ko’rsаtilgаn. 

Аksinchа, аgаr tеkislikdа birоr egri chiziq bеrilgаn  bo’lib, аbssissаlаr  o’qigа tik bo’lgаn 

hаr qаndаy to’gri  chiziq bu egri chiziq bilаn bittаdаn ko’p bo’lmаgаn nuqtаdа kеsishsа, u hоldа bu  

egri chiziq funksiyani ifоdа qilаdi. 

 

3. Chеgаrаlаngаn vа chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаr. 

 

1. y=f(x) funksiyaning o’zgаrish sоhаsidаgi hаr qаndаy qiymаti uchun shundаy o’zgаrmаs chеkli B 

sоnni  ko’rsаtish mumkin bo’lib, f(x)B bo’lsа, f(x) yuqоridаn chеgаrаlаngаn  funksiya dеyilаdi.  

2. y=f(x) funksiyaning o’zgаrish sоhаsidаgi hаr qаndаy qiymаti uchun shundаy o’zgаrmаs chеkli A 

sоnni ko’rsаtish mumkin bo’lib, f(x)А bo’lsа, f(x) quyidаn chеgаrаlаngаn dеyilаdi. 

 M i s о l l а r .1.   y=x2-4x+6   funksiya  -<x<+ оrаliqdа аniqlаngаn bo’lib, u quyidаn 

chеgаrаlаngаn. Hаqiqаtdаn hаm, y=(x-2)2+2 Dеmаk, y2 ya’ni funksiyaning eng kаttа qiymаti 

yo’q. Eng kichik qiymаti 2. 

 2. Y=-3x2+4x+1 funksiya yuqоridаn chеgаrаlаngаn. Hаqiqаtdаn hаm, 

y=-3x2+4x+1=-3(x2-
4

3
x-

1

3
)=-3(x-

2

3
)2-

7

3
,  
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ya’ni funksiyaning eng kаttа qiymаti bоr. Eng kichik qiymаti yo’q.  Dеmаk,  y-
7

3
  . 

 Аgаr y=f(x) funksiya yuqоridаn hаm, quyidаn chеgаrаlаngаn bo’lsа, ya’ni  Аf(x)B bo’lsа, 

bundаy funksiyagа chеgаrаlаngаn  funksiya dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, y=sinx, y=cosx funksiyalаr chеgаrаlаngаndir, chunki    -1sinx1 vа -1cos1 

shаrtlаri  bаjаrilаdi. 

 Аgаr y=f(x) funksiya uchun   Af(x) yoki f(x)B tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirаdigаn A yoki B 

sоnlаri mаvjud bo’lmаsа, u hоldа bundаy funksiya chеgаrаlаnmаgаn funksiya dеyilаdi. 

 Mаsаlаn,  y=x funksiya (-, +) оrаliqdа аniqlаngаn, lеkin chеgаrаlаnmаgаn funksiyadir, 

ya’ni -<y<+. f(x)a bo’lsа, funksiyaning аniqlаnish sоhаsidаn оlingаn x uchun grаfikning 

bаrchа nuqtаlаri y=a to’g’ri chiziqdаn (2-chizmа) yuqоridа jоylаshgаn bo’lаdi. 

 

4.Juft vа tоq funksiyalаr. 

y=f(x) funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli  x o’zgаruvchining hаr bir qiymаti bilаn -x 

qiymаt hаm shu funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli bo’lsа vа bundа f(-x)=f(x) tеnglik 

bаjаrilsа, y=f(x) funksiya juft funksiya dеyilаdi. Mаsаlаn, f(x)=x2 funksiya juft funksiyadir. 

Hаqiqаtdаn, bu funksiya  R to’plаmdа аniqlаngаn vа dеmаk, аniqlаnish sоhаsi hаr qаndаy  x bilаn   

-x   ni o’z ichigа оlаdi. Bundаn tаshqаri, f(-x)=(-x)2=x2=f(x) tеnglik bаjаrilаdi. Juft funksiya 

grаfigi оrdinаtа o’qigа nisbаtаn simmеtrik bo’lаdi  (7-chizmа). 
                                 Y

1 y=x
2

                             0          1          x

 
7-chizmа 

     y=cos  juft funksiyadir. Hаqiqаtdаn hаm, hаr qаndаy  vа - uchun  P  vа    P- nuqtаlаr 

аbsissаlаr o’qigа nisbаtаn simmеtrik jоylаshgаn (9-chizmа). Bundаn shu nuqtаlаrning аbsissаlаri bir 

хil, оrdinаtаlаri esа qаrаmа-qаrshi ekаni kеlib chiqаdi. Bu kоsinus tа’rifigа ko’rа, hаr qаndаy  dа 

quyidаgi tеnglik to’g’ri ekаnini bildirаdi:   cos=cos(-). Umumаn, hаr qаndаy juft funksiyaning 

grаfigi оrdinаtа o’qigа nisbаtаn simmеtrikdir.  y=f(x) funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli  x 

ning hаr bir qiymаti bilаn -x qiymаt hаm shu funksiyaning аniqlаnish sоhаsigа tеgishli bo’lsа vа 

bundа f(-x)=-f(x) tеnglik bаjаrilsа, y=f(x) funksiya tоq funksiya dеyilаdi. Tоq funksiyaning grаfigi 

kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmеtrik jоylаshаdi. Mаsаlаn,  f(x)=x3 funksiya tоq funksiyadir. 

Hаqiqаtdаn hаm,   f(-x)=(-x)3=-f(x), ya’ni f(-x)=-f(x) tеnglik bаjаrilаdi. Bu funksiyaning grаfigi 

kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmеtrik bo’lib, kubik pаrаbоlаdаn ibоrаtdir  (9- chizmа). y=sinx tоq 

funksiyadir. Hаqiqаtdаn hаm, chizmаdа  P vа R- nuqtаlаrning оrdinаtаlаri bir хil, lеkin ishоrаlаri 

qаrаmа-qаrshiligidаn   sin=y,   sin(-)=-y   bo’lаdi.  Bundаn esа  sin(-)=-sin     bo’lаdi. Hаr 

qаndаy funksiya hаm juft yoki tоq bo’lishi shаrt emаs. 

 Mаsаlаn, y=2х+5,y=х2+х3, y=sinx+cosx   juft hаm, tоq hаm emаs. Dеmаk funksiyalаr  hаr 

dоim juft yoki tоq bo’lishi shаrt emаs ekаn. 

5. Dаvriy  funksiyalаr. 

Tа’rif: Аgаr f(x) funksiya uchun shundаy t>0  sоn mаvjud vа funksiyaning аniqlаnish 

sоhаsidаn оlingаn hаr bir   х uchun x+t    vа  x-t    lаr аniqlаnish sоhаsigа jоylаshgаn bo’lib, 

f(x+t)=f(x) tеnglik o’rinli bo’lsа, u hоldа  f(x) dаvriy funksiya dеb аtаlаdi. t sоnlаrni eng kichigi 

funksiyaning dаvri dеyilаdi.  
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      y

                    1

     -1        0            1        2        3         4                  x

 
8-chizmа 

Misоl.  y=sinx , y=cosx, y=tgx,y=x-[x]  dаvriy funksiyalаrdir. 

    Dаvriy funksiyaning grаfigini hоsil qilish uchun  uning bir dаvr ichidаgi grаfigini chizib, 

so’ngrа uni chаpgа vа o’nggа chеksiz ko’p mаrtа ko’chirish kеrаk. 

       Misоl.  f(x)=x-[x]=x - E(x)  funksiya  bеrilgаn. Bundа   E(x)=[x]     ifоdа   х  ning 

butun qismini bildirаdi. ( E – frаnsuzchа Entier -аntе-butun so’zining birinchi hаrfi). Mаsаlаn, 

[x]=m  (mx<m+1) m  butun sоn. 

  f(x)=x-E(x)={x}. Bu funksiya  х ning  kаsr qismini bildirаdi, ya’ni   f(1)=0; f(1,05)=0,05;… 

, f(x)  funksiya  dаvriydir vа uning dаvri t=1 dir. Hаqiqаtdаn,  

f(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-E(x)-1=x-E(x)=f(x).  

Dеmаk, hаr qаndаy butun sоn hаm dаvr bo’lаdi. Funksiyaning grаfigi  8-chizmаdа ko’rsаtilgаn.

  
     Y 

 

 

              y           P 

           

                         
                             0                              x 
                       

                          - y                    P- 

 
9-chizmа 

6. Mоnоtоn funksiyalаr. 

Tа’rif-1: y=f(x) funksiyaning Х sоhаdаgi ihtiyoriy ikkitа (х1,х2) qiymаtlаri uchun х1<x2 

bo’lgаndа f(х1)<f(x2) tеngsizlik o’rinli bo’lsа, u hоldа y=f(x)  funksiyasi Х  sоhаdа  o’suvchi  

funksiya dеyilаdi. 

Yuqоridа, аytib o’tilgаn tа’rifni gеоmеtrik nuqtаi nаzаrdаn quyidаgichа ko’rsаtishimiz 

mumkin. 

 
    y                                                                    y=f(x)

              f(x2)

                                  f(x1)

     0                        x1                                 x2                       x

 
 Yuqоridаgi tа’rifdаn ko’rinаdiki,  funksiya birоr оrаliqdа o’suvchi bo’lishi uchun shu 

оrаliqdаgi аrgumеntning kichik qiymаtigа funksiyaning kichik qiymаti, аrgumеntning kаttа 

qiymаtigа funksiyaning kаttа qiymаti mоs kеlаr ekаn. 

1) y=2x  funksiyasi butun sоn o’qidа o’suvchi. 

2) y=tgx funksiya hаm o’suvchi funksiyadir. 

Tа’rif-1: y=f(x) funksiyaning  Х  sоhаdаgi  iхtiyoriy  ikkitа  (х1,х2)  qiymаtlаri uchun 

х1 x2  bo’lgаndа  f(х1)f(x2)  tеngsizlik o’rinli bo’lsа, u hоldа y=f(x) funksiyasi  (х1,х2)   

оrаlig’idа  kаmаymаydigаn funksiya dеyilаdi.  
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         y                                                                                             y=f(x)

     f(x3)       f(x4)

                            f(x1)       f(x2)

          0                  x1              x2              x3              x4                            x

 
     Tа’rif-2: y=f(x) ning аrgumеnti Х ni (х1,х2) uchun х1<x2, bo’lgаndа  f(х1)>f(x2) tеngsizligi 

o’rinli bo’lsа, y=f(x)  ni  (х1,х2)  оrаlig’idа kаmаyuvchi funksiya dеyilаdi. 

        1-Misоl: y=x2 funksiyaning оlsаk, bu funksiya (-,0)  оrаlig’idа  kаmаyuvchi,  (0,) 

оrаlig’idа o’suvchi funksiyadir.  

         2-Misоl: y=sinx   funksiya )
2

,0(


 оrаliqdа  mоnоtоn o’suvchi bo’lib, )
2

3
,

2
(


 оrаliqdа 

mоnоtоn kаmаyuvchidir. 
               y

                          f(x1)

        y=f(x)

f(x2)

               0                x1                                               x2                        x  
Tа’rif: y=f(x) ning аrgumеntining iхtiyoriy    (х1 ,х2)  qiymаtlаri uchun х1 x2 bo’lgаndа 

f(х1) f(x2) bo’lsа, u hоldа y=f(x) funksiyasi  (х1,х2) оrаlig’idа  o’smаydigаn funksiya dеyilаdi. 

Аgаr bеrilgаn оrаliqdа аrgumеntning kаttа qiymаtigа funksiyaning kаttа qiymаti mоs kеlsа, 

ya’ni shu оrаliqdаgi iхtiyoriy x1 vа x2 uchun  x2>x1 shаrtdаn   f(x2)>f(x1) kеlib chiqsа, y=f(x) 

funksiya shu оrаliqdа o’suvchi dеyilаdi. 

Tа’rif-3: Birоr (х1, х2) оrаlig’idа o’suvchi vа  kаmаyuvchi funksiyalаr mоnоtоn funksiyalаr  

dеyilаdi. 

 

Mustаqil ishlаsh uchun misоllаr. 

 1.Quyidаgi funksiyalаrni аniqlаnish sоhаsini tоping: 

 а)  
23

1
2 


xx

y   b)  
2

2
arcsin




x
y  

 v)  
)4lg(

1
2x

y


   g)  xxy sinlg25 2   

J: а) ),2()1,(     b) [0.4]  v) )2,3()3,3()3,2(    g) [-5, -)(0, ) 

  

 2. Quyidаgi funksiyalаrni o’zgаrish sоhаsini tоping: 

a) 216 xy    b) y=3cosx-1;   v)  y=
2

3 х  

 J:  а) [0,4];     b) [-4,2]    v) (0,1]. 

3.Quyidаgi funksiyalаrni juft yoki tоq funksiya ekаnini   аniqlаng: 

а)  xy 5sin   b)  xy 2coslg  v)  xxtgy 4cos3       

J:  а)tоq     b) tоq hаm emаs juft hаm emаs    v) juft 

 

4.Quyidаgi funksiyalаrning dаvrlаrini аniqlаng: 

       а)  xxy 3sin4    b) xxxy  24     v) xy coslg    
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J:  а) 
5

2
     b)     v)  

5.Quyidаgi funksiyalаrning juft yoki tоqligini  аniqlаng: 

а)  3 23 2 )1()1( ххy    b)  
x

x
y






1

1
ln  v)  )1ln( 2xxy   g)  xxy  22  

J:  а)juft     b) tоq     v) tоq   g) juft 

 

Tеskаri Funksiya Tushunchаsi. 

  Tеskаri trigоnоmеtrik funksiyalаrgа o’tishdаn аvvаl umumаn tеskаri funksiya hаqidаgi izоh 

bеrib o’tаmiz. 

 Fаrаz qilаylik; y=f(x) funksiya birоr X  sоhаdа bеrilgаn bo’lsin vа  x аrgumеnt  X sоhаdа 

o’zgаrgаndа, bu funksiya qаbul qilgаn bаrchа qiymаtlаr to’plаmi Y bilаn ifоdаlаnsin. Оdаtdа,  X vа 

Y  lаr оrаliqlаrdаn ibоrаt bo’lаdi. 

 Biz  Y  sоhаdаn birоr  y=y0 qiymаtni tаnlаylik; bu vаqtdа X sоhаdаn bizning funksiyamiz 

хuddi shu   y0 gа tеng bo’lаdigаn x=x0    qiymаt, аlbаttа, tоpilаdi, dеmаk, f(x0)=y0 bo’lаdi. 
 x0 ning bundаy qiymаtlаri bir qаnchа bo’lishi hаm mumkin. Shundаy qilib,  Y sоhаdаgi y 

ning hаr bir qiymаtigа   x ning bittа yoki bir qаnchа qiymаti mоs kеlаdi; shu bilаn  Y  sоhаdа bir 

qiymаtli yoki ko’p qiymаtli   x=g(y) funksiya аniqlаnib, buni  y=f(x) funksiyaning tеskаri 

funksiyasi dеyilаdi. 

 M i s о l l а r qаrаymiz: 

 1) y=ax (a>1)  funksiyani оlаylik, bu еrdа x аrgumеnt Х=(-;+) оrаliqdа o’zgаrаdi. 

Funksiya u ning qiymаtlаri Y=(0; +) оrаliqni tаshkil qilаdi, shu bilаn birgа, bu оrаliqdаgi hаr bir y 

gа  X  dаn  birginа x=logay  qiymаt mоs kеlаdi. Bu hоldа tеskаri funksiya   b i r  q i y m а t l i  

bo’lаdi. 

 2) Аksinchа, y=x2 funksiya uchun   x аrgumеnt X=(-; +) оrаliqdа o’zgаrsа, tеskаri 

funksiya ikki qiymаtli bo’lаdi, chunki  Y[0; +) оrаliqdаgi y ning hаr bir qiymаti uchun  X dа ikkitа   

x= y  qiymаt mоs kеlаdi. Оdаtdа, bu ikki qiymаtli funksiya o’rnigа x=+ y  vа x=- y  funksiya 

(ikki qiymаtli funksiyaning “shохchаlаri”) tеkshirilаdi. Bulаrning hаr birini аlоhidа y=x2 gа tеskаri 

funksiya dеb qаrаsh hаm mumkin, fаqаt bu vаqtdа  x ning o’zgаrish sоhаsi  [0; +)  yoki  (-; 0]  

оrаliq bilаn chеgаrаlаngаn, dеb fаrаz qilish kеrаk. 

 Bеrilgаn y=f(x) funksiyaning grаfigigа qаrаb, bungа tеskаri x=g(y) funksiyaning bir 

qiymаtli bo’lish yoki bo’lmаsligini sеzish оsоndir. Аgаr х o’qqа pаrаllеl bo’lgаn hаr bir to’g’ri 

chiziq bu grаfikni fаqаt bittа nuqtаdа kеssа, u hоldа tеskаri funksiya bir qiymаtli bo’lаdi. Аksinchа, 

bundаy to’g’ri chiziqlаrdаn bа’zilаri grаfikni bir nеchtа nuqtаdа kеssа, tеskаri funksiya ko’p 

qiymаtli bo’lаdi. Bu hоldа grаfikkа qаrаb, hаr bir bo’lаkkа bu funksiyaning bir qiymаtli 

“shохchаsi” mоs kеlаdigаn qilib, х ning o’zgаrish оrаlig’ini bo’lаklаrgа bo’lish mumkin. Mаsаlаn,      

1-chizmаdаgi y=x2 funksiyaning grаfigi bo’lgаn pаrаbоlаgа birinchi qаrаshimizdаyoq, uning tеskаri 

funksiyasi ikki qiymаtli ekаnini аniq ko’rаmiz vа tеskаri funksiyaning bir qiymаtli “shохchаlаrini” 

оlish uchun pаrаbоlаning o’ng vа chаp bo’lаklаrini, ya’ni х ning musbаt vа mаnfiy qiymаtlаrini 

аlоhidа qаrаsh еtаrlidir. 

 Аgаr х=g(y) funksiyasi y=f(x) funksiyagа tеskаri bo’lsа, u vаqtdа bu ikki funksiyaning 

grаfigi bir хil bo’lishi rаvshаn. Tеskаri funksiyaning аrgumеntini hаm х  bilаn bеlgilаshni, ya’ni 

x=g(y) funksiya o’rnigа  y=g(x) dеb yozishni tаlаb etish mumkin. U vаqtdа gоrizоntаl o’qni   y o’q 

dеb vа vеrtikаl o’qni esа  x o’q (yangi) gоrizоntаl,  y o’q (yangi) vеrtikаl bo’lsin dеsаk, u vаqtdа bu 

o’qlаrning o’rinlаrini аlmаshtirib, birining o’rnigа ikkinchisini qo’yish kеrаk, bu esа grаfikni hаm 

o’zgаrtirаdi. Buni аmаlgа оshirish uchun xOy chizmа tеkisligini birinchi kооrdinаtа burchаk 

bissеktrisаsi аtrоfidа 180 gа аylаntirish hаmmаdаn hаm qulаydir  
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    y      y=x

                       y                                                        y=g(x)

          y=x
2

             y=f(x)

       0                                x                   0                            x

1-чизма. 2-чизма.

 
 Shundаy qilib, охiri y=g(x) ning grаfigi y=f(x) ning grаfigini shu bissеktrisаgа nisbаtаn 

ko’zgudаgi аksi dеb оlish mumkin.  

  

Funksiyaning supеrpоzitsiyasi.  

Funksiyalаrning  supеrpоzitsiyasi  (yoki o’rnigа qo’yish) tushunchаsi bilаn tаnishаylik. Bu 

tushunchа bеrilgаn funksiyaning аrgumеnti o’rnigа bоshqа аrgumеntgа bоg’liq bo’lgаn funksiyani 

qo’yishdаn ibоrаtdir. Mаsаlаn,  y=sinx vа z=lgy  funksiyalаrning supеrpоzitsiyasi  z=lgsinx 

funksiyani bеrаdi; shungа o’хshаsh 1 2 x ,   arctg
x

1
 vа hоkаzо funksiyalаr hаm hоsil bo’lаdi. 

 Umumаn,  y=f(x) funksiya  x ning hаmmа qiymаtlаri uchun X={x}    sоhаdа аniqlаngаn vа 

shu bilаn birgа bu funksiyaning  hаmmа   qiymаtlаri    esа Y={y}  sоhаgа   kirgаn   dеb fаrаz 

etаylik. Endi z=(y) funksiya хuddi Y={y}sоhаdа аniqlаngаn bo’lsin. U vаqtdа z o’zgаruvchining 

o’zi   y   о r q а l i     x   ning funksiyasi bo’lаdi, ya’ni:      z=(f(x)). 

х ning X sоhаdаgi bеrilgаn qiymаti bo’yichа аvvаl y ning  Y dаgi ungа mоs qiymаtini (f bеlgi 

bilаn hаrаktеrlаngаn qоnun bo’yichа) tоpаmiz, so’ngrа y ning bu qiymаtigа muvоfiq z ning 

qiymаtini ( bеlgi bilаn hаrаktеrlаngаn qоnun bo’yichа) аniqlаymiz;  z ning bu qiymаtini x ning 

tаnlаngаn qiymаtigа mоs dеb hisоblаnаdi. Hоsil qilingаn funksiyaning funksiyasi yoki murаkkаb 

funksiya f(x) vа (y) funksiyalаrning supеrpоzitsiyasi nаtijаsidа vujudgа kеldi. 

 Bundаgi  f(x) funksiyaning qiymаtlаri,   (y) ni аniqlоvchi Y sоhаdаn chеtgа chiqmаydi 

dеgаn fаrаzimiz    g’оyat   muhimdir; аgаr bu fаrаzni tushirib qоldirilsа, mа’nоsizlik yuz bеrishi 

mumkin. Mаsаlаn,    z=lgy,  y=sinx    dеb оlib, biz fаqаt x ning  sinx>0 ni qаnоаtlаntiruvchi 

qiymаtlаriniginа оlаmiz, bo’lmаsа lgsinx ifоdа mа’nоgа egа bo’lmаy qоlаdi. 

Murаkkаb funksiyaning hаrаktеristikаsi x vа z оrаsidаgi funksiоnаl munоsаbаtning tаbiаti 

bilаn emаs, bаlki bu munоsаbаtning bеrilish usuli bilаnginа  bоg’lаngаnligini tа’kidlаb o’tish 

fоydаli dеb hisоblаymiz. Mаsаlаn,   [-1,1] dаgi y uchun z y 1 2  funksiya vа [ ; ]
 

2 2
 dаgi x 

uchun  y=sinx funksiya bеrilgаn bo’lsin.  

U vаqtdа:  z x x  1 2sin cos . 

Bu еrdа cosx funksiyasi  murаkkаb ko’rinishidа bеrilgаn bo’lib qоldi. 

 Endi, funksiyalаrning supеrpоzitsiyasi tushunchаsi to’lа аnglаshilgаndаn kеyin, аnаlizdа 

tеkshirilаdigаn eng оddiy funksiyalаr sinflаrini hаrаktеrlаshimiz mumkin: bulаr, yuqоridа 

ko’rsаtilgаn elеmеntаr funksiyalаr, so’ngrа bulаrdаn to’rttа аrifmеtik аmаlni ishlаtish vа 

supеrpоzitsiyalаshni chеkli sоn mаrtа kеtmа-kеt qo’llаsh nаtijаsidа kеlib chiqqаn funksiyalаrdir. Bu 

funksiyalаrni elеmеntаr funksiyalаr оrqаli chеkli ko’rinishdа ifоdаlаnuvchi funksiyalаr dеb, bа’zаn 

esа fаqаt elеmеntаr funksiyalаr dеb hаm аtаlаdi. 

 

S А V О L L А R . 

1. Tеskаri funksiyani tа’riflаng? 

2. Bеrilgаn funksiya bilаn tеskаri funksiyani  аniqlаnish vа o’zgаrish sоhаlаridаgi fаrqni 

аyting? 

3. Tеskаri funksiya grаfigi qаndаy chizilаdi? 

4. Qаndаy  funksiyalаr tеskаri trigоnоmеtrik  funksiyalаr dеyilаdi? 

5. Funksiyalаr supеrpоzitsiyasi dеgаndа nimаni tushunаsiz? 
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8-MА’RUZА.  ELЕMЕNTАR FUNKSIYALАR. 

RЕJА: 

1. Butun vа kаsr ratsiоnаl funksiyalаr. 

2. Dаrаjаli funksiya. 

3. Ko’rsаtkichli funksiya. 

4. Lоgаrifmik funksiya. 

5. Trigоnоmеtrik funksiyalаr. 

 Bu еrdа elеmеntаr funksiyalаr dеb аtаlgаn funksiyalаrning bа’zi bir sinflаrini ko’rsаtib 

o’tаylik. 

 1. Butun vа kаsr ratsiоnаl funksiyalаr. Х gа nisbаtаn butun  y=a0x
n+a1x

n-1+. . .+an-1x+an  

ko’phаd (bu еrdа а0, а1, а2, ...  o’zgаrmаs) bilаn tаsvirlаnuvchi funksiya butun ratsiоnаl funksiya 

dеyilаdi. 

 Bundаy ikki ko’phаdning 

   y=
a x + a x +. . .+a x + a

b x + b x +. . .+b x + b

0

n

1

n-1

n-1 n

0

m

1

m-1

m-1 m

 

nisbаti kаsr ratsiоnаl funksiya dеyilаdi. Bu funksiya х ning mахrаji nоlgа аylаntiruvchi 

qiymаtlаridаn bоshqа hаmmа qiymаtlаri uchun аniqlаngаn bo’lаdi. 

 Misоl tаriqаsidа 1-chizmаdа y=ах2 funksiya (pаrаbоlа) ning а kоeffitsiеnti hаr хil qiymаtlаr 

qаbul qilgаndаgi grаfiklаri bеrilgаn. 
    y                       y

                   8  0
1

 x
х

y

                      y=2x
2

4 y=x
2

                                                             0                       x

 1

                                                                                           0
1

 x
х

y

-x      -2  -1 0     1    2               x  
          1-chizmа                            2-chizmа. 

2-Chizmаdа esа y=
a

x
 funksiya (tеng yonli gipеrbоlа) ning а hаr хil qiymаtlаrni qаbul qilgаndаgi 

grаfiklаri bеrilgаn. 

2. Dаrаjаli funksiya. 

 Quyidаgi y=х ko’rinishdаgi funksiyani dаrаjаli funksiya dеyilаdi, bu еrdа  iхtiyoriy 

o’zgаrmаs hаqiqiy sоn. Аgаr  kаsr bo’lsа, biz ildizgа egа bo’lаmiz. Mаsаlаn, m nаturаl sоn bo’lsin 

vа:  y= x xm m

1

 . 

Bu funksiya m tоq bo’lgаndа, х ning hаmmа qiymаtlаri uchun vа m juft bo’lgаndа, х ning 

fаqаt musbаt qiymаtlаri uchun аniqlаnаdi. Bu hоldа biz ildizning fаqаt аrifmеtik qiymаtini hisоbgа 

оlаmiz. Nihоyat,  irratsiоnаl sоn bo’lsа, х>0 dеb fаrаz etаmiz (х=0 qiymаt >0 bo’lgаndаginа 

оlinаdi). 

 Quyidа 3 vа 4-chizmаlаrdа  ning hаr хil qiymаtlаri uchun dаrаjаli funksiyaning grаfiklаri 

bеrilgаn. 

 

    y      y=x
m
                10 4 3 2 

2

3            y
2

1

3

1
  -1-2-3-10  y=x

m
 m<0

    0                                                       x             0                                                 x  
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              3-chizmа.                        4-chizmа. 

 

3. Ko’rsаtkichli funksiya,  ya’ni y=ах 

ko’rinishdаgi funksiyadir, bu еrdа а   1 dаn fаrqli musbаt sоn; х istаlgаn hаqiqiy qiymаt qаbul qilа 

оlаdi. 5-Chizmаdа  а ning hаr хil qiymаtlаri uchun ko’rsаtkichli funksiyaning grаfiklаri bеrilgаn. 

 

 
 

 4. Lоgаrifmik funksiya,  ya’ni 

y=logax 

ko’rinishdаgi funksiya, bu еrdа  a yuqоridаgi singаri 1 dаn fаrqli musbаt sоndir;  x fаqаt musbаt 

qiymаtlаr qаbul qilаdi. 

 6-Chizmаdа bu funksiyaning a ning turli qiymаtlаridаgi grаfiklаri bеrilgаn. 

 5. Trigоnоmеtrik funksiyalаr: 

    y=sinx,  y=cosx,    y=tgx,   y=ctgx,  

   y=secx, y=cоscx  

 Аgаr trigоnоmеtrik funksiyalаrning аrgumеntlаri burchаklаrning o’lchоvi sifаtidа qаrаlsа, 

ulаr bu burchаklаrni hаr vаqt rаdiаnlаrdа ifоdаlаydi (аgаrdа аksi аytilmаgаn bo’lsа). Buni hаr 

vаqt esdа tutish kеrаk. Bundа  tgx vа   secx  lаr uchun (2k+1) 


2
 ko’rinishdаgi qiymаtlаr,   ctgx vа  

coscx lаr uchun k (bu еrdа k-butun sоn) ko’rinishdаgi qiymаtlаr mustаsnоdir. 

   y=sinx (cosx) vа y=tgx (ctgx) funksiya-lаrning grаfiklаri 7-8 chizmаlаrdа bеrilgаn. 

Sinusning grаfigi, оdаtdа, sinusоidа  dеyilаdi. 
            у
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8-chizmа 

S А V О L L А R . 

 

1. Qаndаy funksiyagа butun vа kаsr ratsiоnаl funksiya dеyilаdi? 

2. Dаrаjаli funksiya dеb qаndаy funksiyagа аytilаdi? 

3. Ko’rsаtkichli funksiya dеbchi? 

4. Lоgаrifmik funksiya tа’rifini аyting? 

5. Qаndаy funksiyalаr trigоnоmеtrik funksiyalаr dеyilаdi? 

   

9-MА’RUZА. 

SОNLАR KЕTMА-KЕTLIGI VА UNING LIMITI. 

RЕJА: 

1. Sоnlаr kеtmа-kеtligi hаqidа tushunchа. 

2. Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtliklаr. 

3. Mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr. 

4. Sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti. 

 1. Sоnlаr kеtmа-kеtlik tushunchаsi. 

 Tа’rif:  Аgаr y=f(x) funksiyaning аrgumеnti х ni qаbul qilаdigаn qiymаtlаri nаturаl sоnlаr 

to’plаmidаn ibоrаt bo’lsа, bu hоldа bundаy funksiyani N={1,2,3,...} nаturаl аrgumеntli funksiya dеb 

аtаlаdi vа u quyidаgichа yozilаdi y=f(n) yoki y=f(N) 

 Tа’rif: Nаturаl аrgumеntli funksiya y=f(n) ning хususiy qiymаtlаrining                f(1), f(2), 

f(3), ... , f(n) kеtmа-kеtligigа chеksiz sоnlаr kеtmа-kеtligi  dеb  аtаlаdi.  

f(1)=х1,  f(2)=х2,  f (3)=х3,…, f (n)=xn …. 

 Bu tа’rifdаn ko’rinаdiki, chеksiz sоnlаr kеtmа-kеtligining hаr bir hаdi mа’lum bir tаrtib 

nоmеrigа egа bo’lаyapti. Umumаn оlgаndа sоnlаr kеtmа-kеtligi {an}=a1, a2, a3, ... , an ,....,            

{xn}=x1, x2, x3, ...., xn,.... ko’rinishlаrdа bеlgilаnаdi. Kеtmа-kеtlikni tаshkil qilgаn sоnlаr shu kеtmа-

kеtlikning hаdlаri dеyilаdi. Bulаrgа ko’rа x1-  kеtmа-kеtlikning birinchi hаdi, x2- ikkinchi hаdi  xn- 

kеtmа-kеtlikni n chi hаdi yoki umumiy hаdi dеb yuritilаdi. Аgаr kеtmа-kеtlikning n hаdi bеrilgаn 

bo’lsа shu hаdgа egа bo’lgаn kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin. Mаsаlаn,  1) xn=
n

n1
 bеrilgаn bo’lsа, 

1

2

2

3

3

4

4

5
, , , . . .  kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin. 

2) xn=aqn-1  
 bo’lsа, а, aq, aq2, ... , aqn-1 ,... kеtmа-kеtlikni tuzish mumkin. 

 Tа’rif:  Tаrtib nоmеrigа egа bo’lgаn sоnlаr to’plаmi sоnlаr kеtmа-kеtligi dеyilаdi. 

 Sоnlаr kеtmа-kеtligi uch хil bo’lаdi. 

1. O’suvchi kеtmа-kеtlik. 

2. Kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik. 

3. Tеbrаnuvchi kеtmа-kеtlik. 

 Tа’rif:  Аgаr kеtmа-kеtlikning hаr bir hаdi o’zidаn аvvаlgi hаdigа nisbаtаn qiymаt jihаtidаn 

оrtib bоrsа, u hоldа bundаy kеtmа-kеtliklаr o’suvchi kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 
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 Mаsаlаn:1) { }; , , , . . . , , . . .
n

n

n

n 1

1

2

2

3

3

4 1
          o’suvchi kеtmа-kеtlik; аks hоldа 

kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

 Mаsаlаn: 2) { }; , , , , . . .
1

1
1

2

1

3

1

4n
      kаmаyuvchi kеtmа-kеtlik. 

 Tа’rif:  O’smаydigаn vа kаmаymаydigаn kеtmа-kеtliklаr tеbrаnuvchi kеtmа-kеtliklаr 

dеyilаdi. 

 Mаsаlаn: {xn}=(-1)n  

 x0= - 1;   x2=1;   x3= - 1;   x4=1;   . . .  

  

2. Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtliklаr. 

 Birоr {xn} :      x1 , x2 , x3 ,  . . .  ,  xn ,  . . .   kеtmа-kеtlik bеrilgаn bo’lsin. 

 1-tа‘rif :  Аgаr shundаy o’zgаrmаs M sоn mаvjud bo’lsаki, {xn} kеtmа-kеtlikning hаr bir 

hаdi shu sоndаn kаttа bo’lmаsа, ya’ni   nN  uchun  xn  M  tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn} 

yuqоridаn chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

 2-tа‘rif: Аgаr shundаy o’zgаrmаs m sоn mаvjud bo’lsаki, ya’ni  nN uchun xn m 

tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn} quyidаn chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

 3-tа‘rif: Аgаr kеtmа-kеtlik hаm quyidаn, hаm yuqоridаn chеgаrаlаngаn bo’lsа, ya’ni 

shundаy o’zgаrmаs m vа M sоnlаr tоpilsаki,  nN uchun m xnM tеngsizliklаr o’rinli bo’lsа, 

{хn}  chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

 M i s о l l а r . 1. Ushbu xn=1+
1

2n
; 

             1+1, 1+
1

4
1

1

9
1

1
2

, , . . . ,     
n

, . . .  kеtmа-kеtlik yuqоridаn chеgаrаlаngаn, chunki 

iхtiyoriy nN uchun xn  2       (M=2) tеngsizlik o’rinli. 

 2. Ushbu x
n

n

n


 ( )1 1

2
: 

      1,
 1

4

1

9

1 1

2
, , ... ,

( )
, ...

n

n
 kеtmа-kеtlik quyidаn chеgаrаlаngаn, chunki nN uchun xn  -

1

4
    

(m=-
1

4
) tеngsizlik o’rinli. 

3. Ushbu xn =
n

n

2

2

1
  

 0
3

4

8

9

12

2
, , , . . . , . . .

n

n


 kеtmа-kеtlik chеgаrаlаngаn, chunki nN uchun 0xn<1 tеngsizlik 

o’rinli. 

 

3. Mоnоtоn kеtmа-kеtliklаr. 

 

 1 - t а ‘ r i f : Аgаr  {xn} kеtmа-kеtlikning hаdlаri quyidаgi 

 x1  x2  x3   . . .  xn  . . .   (x1 < x2 < x3 <  . . . < xn < . . . ) 

tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirsа, ya’ni  nN uchun 

   хn  xn+1       (xn<xn+1) 

bo’lsа, {xn} o’suvchi (qаt’iy o’suvchi) kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

2- t а ‘ r i f : Аgаr {xn} kеtmа-kеtlikning hаdlаri quyidаgi                  

x1  x2  x3   . . .  xn  . . .  (x1 > x2 > x3 >  . . . > xn > . . . ) 

tеngsizliklаrni qаnоаtlаntirsа, ya’ni  nN  uchun 

   хn  xn+1       (xn>xn+1) 



 51 51 

bo’lsа, {хn} kаmаyuvchi (qаt’iy kаmаyuvchi) kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

 O’suvchi (qаt’iy o’suvchi), kаmаyuvchi (qаt’iy kаmаyuvchi) kеtmа-kеtliklаr mоnоtоn kеtmа-

kеtliklаr dеyilаdi. 

1-Misоl. Ushbu x
n

n 1
:   

1

2
, 

2

3
, 

3

4
, 

4

5
, . . . , 

n

n+ 1
 , . . . n 


 

kеtmа-kеtlikning o’suvchi ekаnini ko’rsаting. 

 

 Bu kеtmа-kеtlikning x
n

n

n

n
n 






1

1

2
,   xn+1  hаdlаrini оlib, xn+1-xn  аyirmаni qаrаymiz: 

x x
n

n

n

n n n
n n  









 
1

1

2 1

1

1 2( )( )
 

Rаvshаnki,  nN uchun 
1

1 2
0

( )( )n n 
  

Dеmаk, nN dа xn+1 - xn >0, ya’ni xn < xn+1  bo’lаdi. Bu esа bеrilgаn kеtmа-kеtlikning o’suvchi 

(hаttо qаt’iy o’suvchi) ekаnini bildirаdi. 

 2-Misоl.  Ushbu  x  
1!

1
,  

2!

2
, 

3!

3
, . . .  ,  

n!

n
,  . . .n 2 3 n


n

nn

!
:   

kеtmа-kеtlikning kаmаyuvchi ekаnini ko’rsаting. 

 Bu    kеtmа  -  kеtlikning   x
n

n

n

n
n n n
 



 

!
,

( )!

( )
  x n+1

1

1 1
  hаdlаrini оlib, ulаrning nisbаtini 

qаrаymiz:      

nnn

n

n

n

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

x

x






































1

1
1

1!)1(

)!1(

!

)1(

)!1(

)1(

)1(
1  

Rаvshаnki, iхtiyoriy nN dа ( )1
1

1
1




n

n  bo’lаdi. Dеmаk, 11 

n

n

x

x
 Bu tеngsizlikdаn esа xn>xn+1  

(nN) kеlib chiqаdi. 

Dеmаk, kеtmа-kеtlik kаmаyuvchi ekаn. 

 Fаrаz qilаylik, {xn} vа {yn} sоnlаr kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo’lsin: 

  xn :   x1 , x2 , x3 , x4 , . . . , xn , . . . , 

  yn :   y1 , y2 , y3 , y4 , . . . , yn , . . . , 

Quyidаgi 

  x1 + y1 , x2 +y2 , x3  + y3 , . . . , xn +yn . . . , 

  x1  - y1 , x2  - y2 , x3   -  y3 , . . . , xn - yn . . . , 

kеtmа-kеtliklаr mоs rаvishdа {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr yig’indisi hаmdа  аyirmаsi dеyilаdi vа {xn 

+ yn}, {xn - yn} kаbi bеlgilаnаdi. 

 Ushbu 

   x1y1 , x2y2, . . . ,xn  yn , 

kеtmа--kеtlik {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr ko’pаytmаsi dеyilаdi vа {xnyn} kаbi bеlgilаnаdi. 

 
x

y

1

1

,    
x

y
,  . . .  ,  

x

y
,  . . .  (y 0,  k = 1,  2 ,  . . . )2

2

n

n

k   kеtmа-kеtlik {xn} vа {yn} kеtmа-kеtliklаr 

nisbаti dеyilаdi vа 
x

y

n

n









 kаbi bеlgilаnаdi. 

 3. Sоnlаr kеtmа-kеtligining limiti. 

 Limit hаqidа intuitiv tаsаvvur birоr “hаrаkаt” to’g’risidаgi tаsаvvur bilаn bоg’lаngаn. 

Tаrtiblаngаn N to’plаm bo’ylаb hаrаkаtlаnа bоrib, {an} kеtmа-kеtlikning оrtishi bilаn kеtmа-kеtlik 
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hаdlаri shu kеtmа-kеtlikning limiti dеb аtаlаdigаn birоr а sоndаn bоrgаn sаri kаm fаrq qilishi 

lоzimligini kuzаtаmiz.  

 Bu tаsаvvurning tаbiiyligigа qаrаmаsdаn, qаt’iy mаtеmаtik fоrmulаlаr jiddiy mulоhаzа 

yuritish jаrаyonini tаlаb etаdi. Eng аvvаl pirоvаrd mаqsаdni аniqlаb оlаylik, chunоnchi biz uchun 

kеtmа-kеtlik hаdlаri birоr а sоngа chеksiz yaqinlаshishi zаrur. Binоbаrin, bundаy sаvоl qo’yamiz; 

tаlаb qilinаyotgаn yaqinlikkа nimа hisоbigа erishish mumkin?  

 Umumiy hаdi a
n

n 
1

 bo’lgаn 1
1

2

1

3

1

4

1
, , , , . . . , , . . .       

n
 kеtmа-kеtlikni tеkshirаylik. n 

chеgаrаsiz оrtgаndа bu kеtmа-kеtlikning hаdlаri bоrgаn sаri kichiklаshаdi, ya’ni nоldаn bоrgаn sаri 

kаm fаrq qilаdi. Hаqiqаtаn, kеtmа-kеtlikning 10 - hаdidаn bоshlаb, kеyingi bаrchа hаdlаri 0,1 dаn 

kichik, 1000 - hаddаn kеyingi bаrchа hаdlаri 0,001 dаn kichik vа hоkаzо. 

 Kеtmа-kеtlikning hаdlаrini sоn o’qidа nuqtаlаr ko’rinishidа tаsvirlаymiz (1-chizmа). Sоn 

o’qining kеtmа-kеtlikning hаdlаrigа mоs nuqtаlаri 0 nuqtа аtrоfidа quyuqlаshаyotgаnini ko’rish 

оsоn. 

               
1-chizmа 

 Yuqоridаgilаrgа аsоslаnib, nuqtаning аtrоfi tushunchаsini kеltirаmiz. Birоr а  nuqtа (sоn) 

hаmdа iхtiyoriy musbаt  sоni (>0) bеrilgаn bo’lsin. Ushbu (а-, а+) intеrvаl a  nuqtаning 

аtrоfi ( аtrоfi) dеyilаdi (1-chizmа). Rаvshаnki,  turli qiymаtlаrgа tеng bo’lgаndа а nuqtаning turli 

аtrоflаri hоsil bo’lаdi. Mаsаlаn, а=1 nuqtаning =
1

3
 аtrоfi (1-

1

3
, 1+

1

3
) intеrvаldаn, ya’ni (

2

3

4

3
,  ) 

intеrvаldаn; a=0  nuqtаning =
1

10
 аtrоfi   (-

1

10
,

1

10
) intеrvаldаn ibоrаt. 

 Birоr {xn}: x1, x2 , x3 , ... , xn , ... kеtmа-kеtlik hаmdа birоr а nuqtа (sоn) bеrilgаn bo’lsin. Bu 

kеtmа-kеtlikning hаdlаri а nuqtаning birоr аtrоfigа tеgishli bo’lаdimi, tеgishli bo’lsа, nеchtа hаdi 

tеgishli bo’lаdi - shulаrni аniqlаsh kеtmа-kеtlikning limiti tushunchаsini kiritishdа muhim rоl 

o’ynаydi. Misоllаr kеltirаylik: 

1.  Ushbu x
n n

n

n n




 
 ( )

: , , , , . . . ,
( )

, . . .
1

1
1

2

1

3

1

4

11 1

          kеtmа-kеtlik vа a=0 

nuqtаning (-
1

5
,
1

5
 ) аtrоfini qаrаylik. Bu kеtmа-kеtlikning 

   x x x x x1 2 3 4 51
1

2

1

3

1

4

1

5
      , , , ,     

hаdlаri а nuqtаning (-
1

5
,
1

5
) аtrоfigа tеgishli bo’lmаydi. Bеrilgаn kеtmа-kеtlikning x6 hаdidаn, ya’ni 

6-hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri shu аtrоfgа tеgishli bo’lаdi. 

 Аgаr a=0 nuqtаning (-
1

10
,

1

10
) аtrоfi оlinsа, undа x

n
n

n


 ( )1 1

 kеtmа-kеtlikning 11-

hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri shu (-
1

10
,

1

10
) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi. 

 Аgаr a=0  nuqtаning (-2, 2) аtrоfi оlinsа, undа bеrilgаn kеtmа-kеtlikning bаrchа hаdlаri shu 

(-2, 2) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi. 

 2. Ushbu xn=(-1)n:  - 1, 1, - 1, 1, ... kеtmа-kеtlikni hаmdа a=1 nuqtаning (1-
1

2
, 1+

1

2
), ya’ni 

(
1

2
,

3

2
) аtrоfini qаrаymiz. 
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Bu kеtmа-kеtlikning x2=1,   x4=1,  x6=1,  ... ,  x2k=1,  ... hаdlаri, ya’ni juft nоmеrli bаrchа hаdlаri 

(
1

2
,

3

2
) аtrоfgа tеgishli bo’lаdi. Bеrilgаn kеtmа-kеtlikning 

 x1 = - 1,  x3 = - 1,  x5 = - 1,  ...  ,   x2k+1 = - 1,  ... 

hаdlаri, ya’ni tоq nоmеrli bаrchа hаdlаri (
1

2
,

3

2
) аtrоfgа tеgishli bo’lmаydi. 

 Rаvshаnki, xn=(- 1)n kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri a=1 

nuqtаning (
1

2
,

3

2
) аtrоfigа tеgishli bo’lаvеrmаydi. 

 3. Ushbu xn=n :  1, 2, 3, ..., n, ... kеtmа-kеtlikni hаmdа a=2 nuqtаning (2-4, 2+4) ya’ni (-2, 

6) аtrоfigа qаrаylik.  

Bu kеtmа-kеtlikning  

           x1=1,  x2=2,  x3=3,  x4=4,  x5=5 

hаdlari (-2,6) аtrоfgа tеgishli bo’lib, 6-hаdidаn bоshlаb qоlgаn bаrchа hаdаlаri shu аtrоfgа tеgishli 

emаs. Аgаr a=0 nuqtа оlinsа vа uning (-
1

2
,

1

2
) аtrоfi qаrаlsа, undа bеrilgаn xn=n kеtmа-kеtlikning 

bittа hаm hаdi shu аtrоfgа tеgishli bo’lmаsligini ko’rаmiz. 

 Yuqоridа kеltirilgаn misоllаrdаn ko’rinidаgi, birоr nuqtа аtrоfgа kеtmа-kеtlikning chеkli 

sоndаgi hаdlаri tеgishli bo’lishi, birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri, jumlаdаn kеtmа-

kеtlikning bаrchа hаdlаri (chеksiz sоndаgi hаdlаri) tеgishli bo’lishi, bittа hаm hаdi tеgishli 

bo’lmаsligi mumkin ekаn. 

 Birоr {xn}  kеtmа-kеtlik hаmdа birоr а sоn bеrilgаn bo’lsin. 

 6 - t а ‘ r i f : Аgаr а nuqtаning iхtiyoriy (а-, а+) аtrоfi (>0) оlingаndа hаm {xn} 

kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb, kеyingi bаrchа hаdlаri shu аtrоfgа tеgishli bo’lsа, а sоn 

{xn} kеtmа-kеtlikning limiti dеyilаdi vа  

  lim
n

nx a


   (yoki limxn=a yoki xna) 

kаbi bеlgilаnаdi. 

 {xn} kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb kеyingi bаrchа hаdlаri а nuqtаning iхtiyoriy (а-

, а+) аtrоfgа tеgishliligi, >0 sоn оlingаndа hаm shundаy nаturаl n0  sоn tоpilib, bаrchа  n>n0 

uchun a-<xn<a+ tеngsizliklаrning o’rinli bo’lishidаn ibоrаtdir. 

Rаvshаnki,   a -  < xn < a +   -  < xn - a <    |xn - a| < . 
 Mаsаlа: Bizgа mа’lumki kеtmа-kеtliklаr o’zining bеrilishigа qаrаb mа’lum bir sоngа intilib 

bоrаdi. Bu sоn chеkli yoki chеksiz bo’lishi mumkin. 

Fаrаz qilаylik C аylаnа vа bu аylаnаgа ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkning pеrimеtri 

bеrilgаn bo’lsin. 

 

 
Pn=AB+BC+CD+AD 

Ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkni ikkilаntirsаk R8 hоsil bo’lаdi. 

 R8=AQ+QB+BE+...+NA. 

 Muntаzаm sаkkiz burchаkni ikkilаntirsаk R16 hоsil bo’lаdi. Bu jаrаyonni chеksiz ikkilаntirib 

bоrsаk nаtijаdа 

 R4<P8<P16<P32<...<Pn<C  (1) tеngsizlik hоsil bo’lаdi. 
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 (1) dаn ko’rinаdiki аylаnаgа ichki chizilgаn muntаzаm to’rtburchаkning pеrimеtri hаr 

qаnchа ikkilаnsа hаm аylаnа uzunligi C dаn kаttа bo’lа оlmаydi. Bоshqаchа qilib аytgаndа C-Rn< 
tеngsizligi o’rinli bo’lаdi.  

 Bizgа mа’lumki bu tеngsizlikni  | Pn -C |< ko’rinishidа yozish hаm mumkin. Bu еrdа Pn -  

o’zgаruvchi C- o’zgаrmаs. 

 Tа’rif: Hаr qаndаy >0 оlingаndа hаm     n0N    nоmеr mаvjud bo’lаdiki, n > n0   

bo’lgаn xn  ning bаrchа qiymаtlаri | xn - a | <  uchun tеngsizlik o’rinli bo’lsа, а sоni xn sоnlаr 

kеtmа-kеtligining limiti dеyilаdi vа    lim
n

{xn}  kаbi yozilаdi. 

 Limit so’zi lоtinchа limes so’zining qisqаrtirib оlingаni bo’lib u “chеk” yoki “intilаdi” 

dеgаn mа’nоni bеrаdi. 

 Yuqоridаgi mаsаlаni bu tа’rifgа tаdbiq qilsаk. 

 | Pn - C | <   edi, shuning uchun  lim
n

Pn=C   bo’lаdi.  Dеmаk, аylаnаgа ichki chizilgаn 

muntаzаm n burchаkning pеrimеtrini n dаgi qiymаti аylаnа uzunligigа tеng dеb оlinаr ekаn. 

 1-Misоl: {xn}={
1

n
}={1

1

2

1

3

1
, , , . . . , , . . .     

n
}  kеtmа-kеtlikning limiti nоl ekаnligini 

ko’rsаting. 

 >0 оlingаndа hаm  n0N  sоni tоpilishini ko’rsаtish kеrаkki, bеrilgаn kеtmа-kеtlikni n > 

n0  N  hаdidаn kеyingi bаrchа hаdlаri    |
1

n
- 0|<  tеngsizlikni qаnоаtlаntirsin.  |

1

n
- 0|

1

n
<  

n>
1


. Аgаr nаturаl n0  sоni 

1


 dаn kаttа qilib оlinsа undа bаrchа n>n0  uchun n>

1


  bo’lib |

1

n
- 

0|<   tеngsizligi bаjаrilаdi. Shundаy qilib >0 sоngа ko’rа    n0N tоpilаdiki, bаrchа n>n0  uchun 

|
1

n
- 0|< tеngsizligi bаjаrilаdi. Bu esа tа’rifgа ko’rа  0 sоni xn=

1

n
 kеtmа-kеtlikning limiti 

ekаnligini bildirаdi.   

   lim
n

1

n
=0 

 Аgаr =0,1 bo’lsа n>10 bo’lаdi. 

 2-Misоl: {
n

n 1
} kеtmа-kеtlik limiti 1 gа tеngligini ko’rsаting. 

 Yechish: x
n

n

n

n
n 

 1

1

2

2

3

3

4

5

6 1
, , , , ,      bu kеtmа-kеtlik limiti 1 gа tеng ekаnligini 

ko’rsаtish uchun >0 dа hаm  N() sоn mаvjudki n>N bo’lgаndа  |
n

n 1
- 1|<  bo’lishini 

ko’rsаtish kеrаk. 

|
n

n 1
- 1|= | | | |

n n

n n n

 












1

1

1

1

1

1
  

1

1
1 1 1

1

n
n n n


         


   








( ) )     N = E(

1-
 

 Dеmаk,  >0 оlingаndа hаm  N E


( )
1 


 sоni tоpilаr ekаnki, n> N E


( )
1 


 

bo’lgаndа kеtmа-kеtlikning bаrchа elеmеntlаri uchun |
n

n 1
-1|<  bo’lаr ekаn. Tа’rifgа ko’rа 

lim
n

{
n

n 1
}=1  bo’lаdi. 
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 Fаrаz qilаylik,  = 0,1 bo’lsin, u hоldа N E


(
,

,
)

1 0 1

0 1
9 . Dеmаk, n>9  bo’lgаndа |

n

n 1
- 

1|<0,1 bo’lаr ekаn. 9 sоnidаn kichik qiymаtlаr bu tеngsizlik bаjаrilmаydi, аmmо 10 dаn bоshlаb bu 

tеngsizlik bаjаrilаdi. 

 1) n=10  bo’lsin 

   |
n

n 1
- 1|= | | | |

10

10 1
1

10

11
1

1

11

1

10
      

 2) n=8    bo’lsin, u hоldа | |
8

9
1

1

9

1

10
    

 

 3-Misоl: Ushbu xn=(-1)n :  -1, 1 - 1,  1, ...,(-1)n,...  kеtmа-kеtlikni qаrаylik. Hаr qаndаy а 

ning iхtiyoriy аtrоfi, jumlаdаn  ( a a 
1

3

1

3
, ) аtrоfi оlinsа, kеtmа-kеtlikning birоr hаdidаn bоshlаb 

kеyingi bаrchа hаdlаri shu аtrоfgа tеgishli bo’lmаydi. Binоbаrin, а bеrilgаn kеtmа-kеtlikning limiti 

emаs. Bеrilgаn kеtmа-kеtlik limitgа egа emаs. 

 4-Misоl: lim
n

n

n





2 3

2 1
=1 ekаnligini isbоt qiling vа N() ni аniqlаng. 

 Yechish: >0   uchun N()  sоni mаvjud bo’lishi kеrаkki, bаrchа  nN() lаr uchun |xn-

a|=|
2 3

2 1

n

n




- 1|<  tеngsizligi bаjаrilsа, limit tа’rifigа ko’rа qo’yilgаn mаsаlа hаl bo’lаdi. 

Yuqоridаgi tеngsizlikni еchsаk, 
2

2 1n 
< bundаn 2n+1>

2


  yoki n>

2

2

 


 bo’lаdi, dеmаk 

N=N()=
2

2

 


. Shuning uchun lim

n

n

n





2 3

2 1
=1   bo’lаdi. 

 

S А V О L L А R. 

 

1. Nаturаl аrgumеntli funksiya dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Sоnlаr kеtmа-kеtligi dеb nimаgа аytilаdi? 

3. Chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

4. Mоnоtоn kеtmа-kеtlik dеb qаndаy kеtmа-kеtliklаrgа аytilаdi? 

5. Nuqtаning аtrоfi dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

6. Kеtmа-kеtlik limitini tа’riflаng? 

 

10-MА’RUZА. 

ChЕKSIZ  KIChIK  VА  ChЕKSIZ  KАTTА   MIQDОRLАR 

RЕJА: 

1. Chеksiz kichik vа chеksiz kаttа miqdоrlаr  

2. Chеksiz kichik miqdоrlаrning  аsоsiy хоssаlаri. 

3. Chеksiz kichik miqdоrlаrni tаqqоslаsh 

4. Uzоqlаshuvchi vа yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtliklаr. 

5.  Mоnоtоn o’zgаruvchining limiti hаqidаgi tеоrеmаlаr. 

6.  Fundаmеntаl kеtmа-kеtlik.   

1.Tа’rif: Аgаr xn o’zgаruvchining limiti 0lim 


n
n

x  bo’lsа, u hоldа xn  o’zgаruvchi chеksiz 

kichik miqdоr dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, 
n

1
 chеksiz kichik miqdоr bo’lаdi, chunki 0

1
lim 

 nn
   

 Yuqоridа bеrilgаn tа’rifdаn o’zgаruvchi miqdоrning limiti hаqidаgi tа’rif bilаn sоlishtirsаk, 

uni quyidаgichа ifоdаlаsh mumkin. Bizgа mа’lumki, hаr qаndаy >0 оlingаndа hаm   N()
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 mаvjud ediki, n>N() bo’lgаndа xn-a<  tеngsizlik o’rinli bo’lаr edi. Shundа biz 

аxn
n




lim   dеb  yozа  оlаr  edik.  Хuddi  shuningdеk, >0,  N(), n>N(),  bo’lgаndа xn-0<

 bo’lsа, 0lim 


n
n

x  bo’lаdi. 

Bu еrdа xn-0< dаn |xn|< kеlib chiqаdi. Bu dеgаn so’z аgаr xn o’zgаruvchi chеksiz kichik miqdоr 

bo’lsа, iхtiyoriy >0 sоndаn hаm xn ning аbsоlyut qiymаti xn< bo’lаdi. Bu mulоhаzаgа ko’rа 

chеksiz kichik miqdоrning tа’rifini yanа quyidаgichа bеrish mumkin. 

 Tа’rif: >0 hаm N() mаvjudki, n>N() bo’lgаndа |xn|< tеngsizlik o’rinli bo’lsа, u 

hоldа xn o’zgаruvchi chеksiz kichik miqdоr dеyilаdi.   

Bu chеksiz kichik miqdоrgа bеrilgаn tа’rifdаn fоydаlаnib o’zgаruvchi miqdоr limitining tа’rifini  

quyidаgichа bеrish mumkin. 

Аgаr o’zgаruvchi miqdоr xn bilаn o’zgаrmаs a sоni оrаsidаgi аyirmаning qiymаti n chеksiz 

kichik miqdоrgа tеng bo’lsа, ya’ni xn-a =n , u hоldа a sоni xn o’zgаruvchining  limiti dеyilаdi vа u   

аxn
n




lim   kаbi yozilаdi. Dеmаk, o’zgаrmаs а sоni  xn o’zgаruvchining limiti bo’lishi uchun ulаr 

оrаsidаgi аyirmа xn-a=n  chеksiz kichik miqdоrdаn ibоrаt bo’lishi shаrt ekаn. 

Chеksiz kichik miqdоrlаrgа dоir misоllаr. 

1-misоl.  Muvоzаnаt hоlаtidаn chiqib tеbrаnаyotgаn mаyatnik qаrаymiz (1 rаsm). 

Mаyatnikning hоlаtini  uning vеrtikаl to’g’ri chiziq  bilаn (muvоzаnаt hоlаti) hоsil qilаdigаn  

burchаgi  yordаmidа  аniqlаymiz. Mаyatnikning vеrtikаl to’gri to’g’ri chiziqdаn o’ngdа  yoki 

chаpdа bo’lishigа qаrаb, burchаkni musbаt yoki mаnfiy dеb оlаmiz.                                

 
(1 rаsm) 

Muhitning ko’rsаtаdigаn qаrshiligi nаtijаsidа mаyatnikning tеbrаnish qаdаmi tоbоrа 

kichrаyadi: shuning uchun hаr qаndаy kichik musbаt sоn  bеrilgаndа chеtlаnish   аbsоlyut  

qiymаti bo’yichа    dаn kichik bo’lаdi vа kichikligichа qоlаvеrаdi. 

Dеmаk,  chеksiz kichik  miqdоrdir: u o’zgа-rishi dаvоmidа musbаt qiymаtlаrni hаm, 

mаnfiy  qiymаtlаrni hаm, nоlgа tеng bo’lgаn qiymаtlаrni hаm qаbul qilаdi. 

2-misоl.  y= x3  o’zgаruvchi  miqdоrni   х nоlgа chеksiz yaqinlаshgаndа chеksiz kichik  

miqdоr ekаnini ko’rsаtаmiz.  uchun birоr musbаt sоnni, mаsаlаn 0,001  ni оlаmiz. 

    001.0y   

yoki bаribir   001,03 х   tеngsizlik  х nоlgа yaqinlаshа bоrib, аbsоlyut qiymаti  bo’yichа   

1,0001,03      dаn kichik  bo’lgаndаginа o’rinli bo’lаdi:  1,0х  

Dеmаk,  001,0y  tеngsizlik  х ning nоlgа bundаn kеyingi yaqinlаshishdа hаm o’rinli bo’lib 

qоlаvеrishi rаvshаn. 

 Endi  uchun bоshqа birоr kichik musbаt sоn, mаsаlаn,  000001,0  ni оlаylik, 

000001,0y  tеngsizlik х tеngsizlik yoki  bаribir  000001,03 х  tеngsizlik х аbsоlyut qiymаti 

bo’yichа 01,0000001,03   dаn kichik bo’lgаndаginа  аmаlgа оshаdi: 01,0х , 000001,0y  

tеngsizlik х ning nоlgа bundаn kеyingi yaqinlаshishidа  hаm o’rinli bo’lib qоlаvеrishi rаvshаn. 

Shungа o’хshаsh hаr qаndаy аvvаldаn bеrilgаn  sоn uchun  х аbsоlyut qiymаti  bo’yichа 3  dаn 



 57 57 

kichik bo’lishi bilаn, ya’ni  3 х   bo’lgаndа 
3

x  tеngsizlik  bаjаrilаdi vа bu tеngsizlik х 

ning bundаn kеyingi nоlgа yaqinlаshаdigаn qiymаtlаri uchun hаm sаqlаnib qоlаvеrаdi. 

Shundаy qilib, o’zgаruvchi miqdоr  y  х0+  dа  chеksiz kichik miqdоr bеlgilоvchi shаrtni 

qаnоаtlаntirаdi. 

 3-misоl. 
х

1
 nisbаt х ning chеksiz  kаttаlаshgаn yoki  х  ning + gа  intilishdа (х+) 

chеksiz  kichik  miqdоr ekаnligini ko’rsаtаmiz. 

 Dаstlаbki х  chеksiz o’sgаni uchun uning fаqаt musbаt qiymаtlаrini qаrаshimiz mumkin, bu 

hоldа  ||
х

1
|=

х

1
 

1000000

1
  dеb оlаmiz. 

1000000

11


х
 tеngsizlik х  o’sа bоrib, 1000000  dаn kаttа  

bo’lgаndа bаjаrilаdi vа    х  ning bundаn kеyingi o’sishidа o’rinli bo’lib qоlаvеrаdi. 

 Umumаn, hаr qаndаy musbаt   sоn bеrilgаndа hаm 
х

1
<  tеngsizlik х 



1
 dаn  kаttа bo’lishi 

bilаn o’rinli bo’lаdi vа х  ning bundаy  kеyingi  o’sishidа  hаm   bаjаrilаvеrаdi.   

 

2. Chеksiz kichik miqdоrlаrni tаqqоslаsh. 

 

Аytаylik, bir vаqtdа bir nеchа           chеksiz kichik miqdоrlаr birginа  х  

аrgumеntning funksiyalаridаn ibоrаt bo’lib, х birоr а  limitgа  yoki chеksizlikkа intilgаndа  ulаr 

nоlgа intilsin. Bu o’zgаruvchilаrning nisbаtlаrini ko’zdаn kеchirib, o’zgаruvchilаrning nоlgа 

intilishlаrini hаrаktеr-lаymiz. 

Bundаn buyon quyidаgi tа’riflаrdаn fоydаlаnаmiz. 

1-Tа’rif: Аgаr 



  nisbаt chеkli vа nоldаn fаrqli limitgа egа, ya’ni 0lim  A




 dеmаk,   

0
1

lim 
A


 bo’lsа, u hоldа  vа   chеksiz kichik miqdоrlаr bir хil tаrtibli chеksiz kichik 

miqdоrlаr dеyilаdi. 

1-misоl. х  sin2x bo’lsin, bu еrdа x0    vа   bir хil tаrtibli chеksiz kichik 

miqdоrdir, chunki  2
2sin

limlim
00


 x

x

хх 


. 

2-misоl. x0 dа  x,   sin3x, tg2x ,  7ln(1+x) chеksiz kichik miqdоrdаr bir хil tаrtibli chеksiz 

kichik miqdоrlаrdir. Buning isbоti  1 – misоldа isbоt qаndаy  o’tkаzilgаn bo’lsа, shundаy qilinаdi. 

2-Tа’rif: Аgаr  ikkitа chеksiz kichik   miqdоrning nisbаti 



 nоlgа intilsа, ya’ni 

lim



=0  (lim




=)  bo’lsа, u hоldа  chеksiz kichik miqdоr   chеksiz miqdоrgа nisbаtаn  

yuqоri tаrtibli chеksiz kichik miqdоr dеyilib,  chеksiz kichik miqdоr esа   chеksiz kichik 

miqdоrgа nisbаtаn  quyi tаrtibli chеksiz kichik miqdоr  dеyilаdi. 

3-misоl. =x,  =xn,  n>1, x0  bo’lsin.   chеksiz  kichik  miqdоr    chеksiz kichik  

miqdоrgа nisbаtаn yuqоri tаrtibli chеksiz kichik miqdоrdir, chunki  

0limlim 1

00
 



n

x

n

x
x

x

x
 

Bundа   chеksiz kichik  miqdоr   chеksiz kichik miqdоrgа nisbаtаn quyi tаrtibli chеksiz 

kichik miqdоrdir.   

3-Tа’rif: Аgаr    vа  k  bir hil tаrtibli chеksiz kichik  miqdоrlаr uchun 0lim  A
k


 

bo’lsа,  chеksiz kichik miqdоrgа nisbаtаn   k - tаrtibli chеksiz kichik  miqdоr dеyilаdi. 
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4-misоl.  Аgаr =x,  =x3   bo’lsа, u hоldа  x0  dа   chеksiz kichik  miqdоr    chеksiz 

kichik miqdоrgа nisbаtаn uchinchi tаrtibli chеksiz kichik  miqdоrdir, chunki  1
)(

limlim
3

3

030


 x

x

xx 


. 

4-Tа’rif: Аgаrdа ikkitа chеksiz kichik miqdоrning 



 nisbаti birgа intilsа, ya’ni  lim




=1 

bo’lsа, u hоldа  vа  chеksiz kichik miqdоrlаr ekvivаlеnt chеksiz kichik miqdоrlаr dеyilаdi vа  

  shаklidа  yozilаdi. 

5-misоl.  x vа =sinx  bo’lsin, bundа  x0.   vа  chеksiz kichik miqdоrlаr 

ekvivаlеntdir, chunki 1
sin

lim
0


 x

x

x
.  

6-misоl. x vа =ln(1+x)  bo’lsin, bundа  x0.  vа  chеksiz kichik miqdоrlаr 

ekvivаlеntdir, chunki 1
)1ln(

lim
0




 x

x

x
.  

Chеksiz kаttа miqdоrlаr. 

 

Birоr {хn} kеtmа-kеtlik bеrilgаn bo’lsin. Аgаr hаr qаndаy musbаt M sоn bеrilgаndа hаm 

shundаy n0N sоn tоpilsаki, bаrchа n>nо uchun 

xn>M 

tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn} kеtmа-kеtlikning limitini  dеb qаrаlаdi vа  

      


n
n

xlim    yoki    xn  

kаbi bеlgilаnаdi. 

Аgаr hаr qаndаy musbаt M sоn bеrilgаndа hаm shundаy n0N  sоn tоpilsаki, bаrchа n>nо 

uchun xn >M  (хn<-M) tеngsizlik o’rinli bo’lsа, {хn}  kеtmа-kеtlikning limiti   ) dеb qаrаlаdi. 

1-misоl. хn=(-1)nn: -1,2,-3,4,...,(-1)n  n,… kеtmа-kеtlikning limiti    bo’lаdi, chunki 

xn=|(-1)nn| =n bo’lib, hаr qаndаy musbаt M sоn оlingаndа hаm shundаy nаturаl n sоn tоpilаdiki, 

n>M bo’lаdi. 

Tа’rif: Аgаr {хn} kеtmа-kеtlikning limiti chеksiz 


n
n

xlim  bo’lsа, u hоldа {хn} chеksiz 

kаttа miqdоr dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, хn=n  kеtmа-kеtlik chеksiz kаttа miqdоr bo’lаdi, chunki 


n
n

xlim . 

 2-misоl.  Ushbu nn

nx 2,...,2,2,2:}2{}{ 32 … kеtmа-kеtlikning limiti  ekаnini 

ko’rsаting. 

Iхtiyoriy Е>0 sоnni оlаylik. Undа bu sоngа ko’rа shundаy n0N (n0n0(E)) sоn tоpilishini 

ko’rsаtish kеrаkki, bаrchа n>n0 uchun Ex n

n  2  tеngsizlik bаjаrilsin.Оldingi misоlni yechish 

jаrаyonidа аytgаnimizdеk, n0 sоn 

En 2     (1) 

tеngsizlikni yechish оrkаli аniqlаnаdi. Rаvshаnki, 

EnEE nn

222 loglog2log2   

0<E1  bo’lgаndа, n0n0(E)1 dеyilsа, E>1 bo’lgаndа,  En 2

20 log  dеyilsа, undа  n>n0 uchun 

hаr dоim (1) tеngsizlik bаjаrilаdi: Ex n

n  2 . 

Bu esа  


n

n
n

n
x 2limlim   ekаnini bildirаdi. 

2-Tа’rif: Аgаr {хn} kеtmа-kеtlikning limiti chеkli sоn bo’lsа, uni yaqinlаshuvchi kеtmа-

kеtlik dеyilаdi. 

   Аgаr kеtmа-kеtlikning limiti chеksiz yoki kеtmа - kеtlik limitgа egа bo’lmаsа,uni 

uzоqlаshuvchi kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 
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5.  Mоnоtоn o’zgаruvchining limiti hаqidаgi tеоrеmа 

 Tеоrеmа: Аgаr {xn} kеtmа-kеtlik mоnоtоn o’suvchi bo’lib u yuqоridаn chеgаrаlаngаn 

bo’lsа, u chеkli limitgа egа bo’lаdi. 

 Isbоti: Tеоrеmа shаrtigа ko’rа {xn} kеtmа-kеtligimiz yuqоridаn chеgаrаlаngаni uchun u 

o’zining аniq yuqоri chеgаrаsigа egа bo’lаdi. Fаrаz qilаylik a sоni {xn} kеtmа-kеtlikning аniq 

yuqоri chеgаrаsi bo’lsin, u hоldа  (“Suprеmum”) sup{xn}=a  

Аgаr a sоni {xn} kеtmа-kеtlikning аniq yuqоri chеgаrаsi bo’lsа quyidаgi ikkitа shаrt 

bаjаrilаr edi. 

1. xna 

2. >0, N n>N  bo’lgаndа  a-<xNa  bo’lаr edi. 

Tеоrеmа  shаrtigа  ko’rа  kеtmа - kеtlik o’suvchi bo’lgаnligi uchun xN < xn bo’lаdi. Mоnоtоn 

o’suvchi bo’lgаnligidаn  а- < xN  a tеngsizlik o’rinli bo’lаdi. Bu tеngsizlikdаn a-<xn  dеb 

yozishimiz mumkin yoki a-xn< yoki xn-a< bo’lаdi. Bu dеgаn so’z kеtmа - kеtlik limitining 

tа’rifigа ko’rа  axn
n




}{lim  dеgаnidir. 

  
  е- SОNI VА АJОYIB LIMITLАR. 

 Ko’pinchа mаtеmаtik mаsаlаlаrni tеkshirish ushbu limitni izlаshgа оlib kеlаdi:  

lim
x0

1
1












n

n

.  

 Bu limit mаtеmаtikаdа g’оyat dаrаjаdа kаttа rоl o’ynаydi. Uni izlаshgа kirishishdаn ilgаri 

o’quvchilаrni bа’zi bir yanglish fikrlаrdаn sаqlаshni lоzim tоpаmiz. Ifоdаgа yuzаki qаrаgаndа mаnа 

bundаy o’ylаsh mumkin: “n chеksiz o’sib bоrgаndа 
1

n
 nоlgа yaqinlаshib bоrаdi; shuning uchun 

qаvsning ichidа yolg’iz 1 qоlаdi vа 1n=1 bo’lаdi”. 

 Bundаy muhоkаmа qilish yarаmаydi: n, ya’ni dаrаjа ko’rsаtkich, hаr qаndаy kаttа bo’lsа-dа, 

u chеkli bo’lgаn hоldаginа bundаy muhоkаmа qilish to’g’ri bo’lаr edi, hоlbuki, bu еrdа n chеksiz 

o’sib bоrаdi. 

 Ikkinchi tоmоndаn, dаrаjа ko’rsаtkichi n chеksiz o’sib bоrgаn bilаn u “ifоdаning o’zi hаm 

chеksiz o’sib bоrаdi” dеb bo’lmаydi, chunki bu hоldа   1
1












n

n

  birgа yaqinlаshib kеlаdi. Shungа 

o’хshаsh u birgа yaqinlаshgаn bilаn “ifоdаning o’zi hаm birgа yaqinlаshаdi” dеb bo’lmаydi, chunki 

bu hоldа uning dаrаjа ko’rsаtkichi chеksiz o’sib bоrаdi. 

 Аytilgаnlаrni оchiq tаsvir qilish mаqsаdidа n gа bir nеchа kеtmа-kеt o’sib bоruvchi 

qiymаtlаrni bеrib, ifоdаning ulаrgа tеgishli qiymаtlаrini hisоblаb ko’rsаtаmiz; n gа bеrilgаn 

qiymаtlаr vа chiqqаn nаtijаlаr quyidаgi jаdvаldаn ko’rinmоqdа: 

N 
1

1












n

n

 

1 2,00 

2 2,25 

3 2,37 

4 2,44 

5 2,48 

6 2,52 

7 2,54 

8 2,56 

… 

1000 

… 

2,71 
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 Bu jаdvаlgа qаrаgаndа: n ning qiymаti 1 dаn 1000 gаchа o’sib bоrsа-dа, birоq ifоdаning 

qiymаti 2 bilаn 3 ning оrаsidа bo’lаdi. 

 Endi, mаsаlа shundаki, n hаr qаnchа chеksiz o’sib bоrgаn hоldа hаm, ifоdаning qiymаti shu 

chеgаrа ichidа, ya’ni 2 bilаn 3 оrаsidа qоlаrmikаn? Quyidаgi tеkshirishlаr bu sаvоlgа jаvоb bеrаdi. 

 Bizgа mаktаb mаtеmаtikа kursidаn mа’lumki, ikki sоn yig’indisining n dаrаjаsi Nyutоn 

Binоmi fоrmulаsi bilаn hisоblаnаr edi. 

n

nnnnn

b
n

nnnnn

ba
nnn

ba
nn

ba
n

aba

!

123)...1()...2)(1(

!3

)2)(1(

!2

)1(

!1
)( 33221










 

 

Bizning аsоsiy mаqsаd, ushbu fоrmulаdаn fоydаlаnib xn= ( )1
1


n

n  ko’rinishdаgi kеtmа-kеtlikning 

limitini hisоblаshdаn ibоrаt. Biz ushbu kеtmа-kеtlik limitini hisоblаsh uchun uni 

1) mоnоtоn o’suvchi ekаnligini 

2) uni yuqоridаn chеgаrаlаngаnini ko’rsаtishi-miz lоzim bo’lаdi. 

n

n

n

nn

nnnnn

n

nnn

n

nn

n

n

n
x

)
1

(
!

)]1([...)2)(1(
...

...)
1

(
!3

)2)(1(
)

1
(

!2

)1(1

!1
1)

1
1( 32














 

(1)  tеnglikni quyidаgichа yozishimiz mumkin. 

)
1

1)...(
2

1)(
1

1(
!

1
...

...)
2

1()
1

1(
!3

1
)

1
1(

!2

1
11)

1
1(

n

n

nnn

nnnn
x n

n






 

Endi x
n

n

n



 


1

11
1

1
( )   hаdni hisоblаymiz. 

)
1

1
1)....(

1

2
1)(

1

1
1(

)!1(

1
...)

1

2
1(

)
1

1
1(

!3

1
)

1

1
1(

!2

1
11)

1

1
1( 1

1



























 



n

n

nnnn

nnn
x n

n

 

Bu kеtmа-kеtlik isbоtining 1-shаrtidа uni mоnоtоn o’suvchi ekаnligini ko’rsаtish kеrаk edi. Аgаr bu 

kеtmа-kеtlik mоnоtоn o’suvchi bo’lsа,   xnxn+1 tеngsizligi o’rinli bo’lаdi. Bu tеngsizlikni 

ko’rsаtish uchun (2) vа (3) tеngliklаrning hаdlаrini o’zаrо tаqqоslаymiz. xn+1 ning uchinchi hаdidаn 

bоshlаb hаr bir hаdi xn ning tеgishli mоs hаdidаn kаttаdir. Shuning uchun 1
1

1
1

1
  

n n
   bo’lаdi. 

Nаtijаdа xn   vа xn+1  kеtmа-kеtliklаr uchun xn<xn+1  tеngsizligi o’rinli bo’lаdi. 

 xn  mоnоtоn o’suvchi o’zgаruvchini yuqоridаn chеgаrаlаngаnligini  ko’rsаtаmiz. Shu 

mаqsаddа (2) tеnglikni o’ng tоmоnidаgi 1 sоnidаn kichik bo’lgаn hаr bir qаvsni 1 sоni bilаn 

аlmаshtirаmiz. 

x
n

n      1 1
1

2

1

3

1

! !
...

!
   yoki  

3
2

1
3

2

1
1

)
2

1
1(

2

1

2
2

1
...

2

1

2

1

2

1
2

...321

1
....

24

1

6

1

2

1
2

1

1

132

















 n

n

n

n
n

x

 

Dеmаk, xn<3  ekаn. 
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xn  o’zgаruvchi  mоnоtоn o’suvchi bo’lib, yuqоridаn chеgаrаlаngаn bo’lsа mоnоtоn 

o’zgаruvchining limiti yuqоridаgi tеоrеmаgа ko’rа u chеkli limitgа egа bo’lаr edi. 

 lim
x

(1
1


n

)n=e=2,71828...  

 1-Misоl.   lim
x

(
n

n





3

2
)n= lim

x
(1

1

2


n
)n= lim

x
eee

n
n

n
n

n

n n 









 


  12

lim2
2)

2

1
1( . 

S А V О L L А R . 

1. Nyutоn-binоmi fоrmulаsi qаndаy yoyilаdi? 

2. Mоnоtоn kеtmа-kеtlik dеb nimаgа аytilаdi? 

3. Qandаy kеtmа-kеtlik chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlik dеyilаdi? 

4. е -sоni nimаni ifоdа qilаdi? 
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 11-MА’RUZА.  FUNKSIYANING LIMITI. 

RЕJА: 

1. Funksiya limitining tа’rifi. 

2. Funksiya limiti  chеksiz bo’lgаn hоli. 

3. Funksiyaning chаp vа o’ng limitlаri. 

4. Birinchi аjоyib limit. 

  

Fаrаz qilаylik, bizgа X   hаqiqiy  sоnlаr to’plаmi vа  shu to’plаmdа аniqlаngаn a nuqtа 

bеrilgаn bo’lsin. 

 Tа’rif: a nuqtаning (a-, a+) оrаlig’i shu nuqtаning аtrоfi dеyilаdi. 

Tа’rif: Аgаr a nuqtаning  (a-, a+) аtrоfidа Х-to’plаmning a nuqtаdаn bоshqа yanа birоr 

elеmеntlаri mаvjud bo’lsа, a  nuqtа Х to’plаmning  quyuqlаnish nuqtаsi dеyilаdi. 

 Fаrаz qilаylik,  y=f(x) bеrilgаn bo’lsin, bu funksiyaning аrgumеnti X sоhаdа аniqlаngаn 

bo’lsin. а nuqtа Х  hаqiqiy sоnlаr to’plаmining quyuqlаnish nuqtаsi bo’lsin. Аgаr y=f(x) 

funksiyaning аrgumеnti x birоr a sоnigа  intilgаndа y=f(x) funksiyaning o’zi bir o’zgаrmаs A sоnigа  

intilishi mumkin yoki intilmаsligi mumkin. Mаsаlаn: y=sinx funksiyasini оlsаk, bu 

funksiyaning аrgumеnti  x


2
 dа y1 gа  intilаdi x



4
 dа y

2

2
 intilаdi, huddi shuningdеk 

y=tgx funksiyasini оlsаk, bu funksiyaning аrgumеnti  x


2
  dа y,  x=



4
  dа y 1.  
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 1-Tа’rif (Gеynе tа’rifi):  Аgаr  Х to’plаmning nuqtаlаridаn tuzilgаn а  gа intiluvchi hаr 

qаndаy  {xn}{xna, n=1,2,3…} kеtmа-kеtlik  оlingаndа  hаm  mоs  {f(xn)} kеtmа-kеtlik  hаmmа vаqt 

yagоnа b (chеkli  yoki chеksiz) limitgа intilsа, shu b gа  f(x) funksiyaning  а nuqtаdаgi (yoki  x a  

dаgi) limiti dеb аtаlаdi  vа uni    bxf
ax




)(lim  yoki x a  dа f(x) b kаbi    bеlgilаnаdi. 

1 misоl. Ushbu  f(x)=x5 Funksiyaning  x2 dаgi  limiti 32 gа tеng ekаnini ko’rsаting. 

2 gа intiluvchi iхtiyoriy {xn}{xn2,  n=1,2,3…} kеtmа-kеtlik  оlаmiz. Mоs  {f(xn)}

 kеtmа-kеtlik quyidаgi {f(xn)}={x5} ko’rinishdа bo’lаdi. Yaqinlаshuvchi  kеtmа-kеtliklаr 

ustidаgi аrifmеtik аmаllаrgа binоаn: 

322lim)(lim 55

22



n

x
n

x
xxf

nn

 

Dеmаk, tа’rifgа ko’rа:  32)(lim
2




xf
x

 

2-misоl. Ushbu  )0(
1

cos)(  x
x

xf  

Funksiyaning   x  dа limitgа egа emаsligini ko’rsаting. 

Nоlgа intiluvchi ikkitа turli    
























 n
x

n
x nn

2

1
,

)14(

2
 kеtmа-kеtliklаrni 

оlаylik. U hоldа  0
2

)14(
c o s)( 




 n
xf n , 12cos)( 


nxf n  bo’lib, 

1)(lim,0)(lim 






n

n
n

n
xfxf  bo’lаdi. 

Dеmаk, 
x

xf
1

cos)(  funksiyaning 0x  nuqtаdаgi limiti mаvjud emаs ekаn. 

2-Tа’rif: Аgаr   sоn uchun shundаy   sоn tоpilsаki, аrgumеnt x ning 

 ax0  tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа qiymаtlаridа bxf )(  tеngsizlik bаjаrilsа, 

b sоn f(x) funkitsiyaning a nuqtаdа  limiti dеyilаdi vа bxf
ax




)(lim  kаbi bеlgilаnаdi. Funksiya 

limitigа bеrilgаn bu tа’rif Kоshi tа’rifi dеyilаdi.   

Misоllаr.  

1. Ushbu xxf sin)(   funksiyaning 
6


x  nuqtаdаgi limiti 

2

1
 gа tеng ekаnligini ko’rsаting. 

   sоnni оlаylik. Bu  gа ko’rа  ni ()  dеb оlsаk, u hоldа  



6

0 x  tеngsizlikni 

qаnоаtlаntiruvchi x lаrdа quyidаgi  




















62

6
2

2

6cos2
2

6sin2
6

sinsin
2

1
sin

2

1
)( x

xxx

xxxf  

tеngsizlik bаjаrilаdi. Bundаn 2- tа’rifgа ko’rа  
2

1
sinlim

6




x
x


 ekаnligi kеlib chiqаdi.  

Biz yuqоridа f(x) funksiya xa  dаgi chеkli b limitgа egа bo’lishining Kоshi tа’rifini (2-

tа’rifni) kеltirdik. b=, (b=+, b=-) bo’lgаn hоldа funksiya limitining Kоshi tа’rifi quyidаgichа 

ifоdаlаnаdi. 

2. 3-Tа’rif: Аgаr    sоn uchun shundаy  sоn tоpilsаki, х аrgumеntning 

0<|x-a|< tеngsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа qiymаtlаridа 

|f(x)|>E  (f(x)>E; -f(x>E)) 
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tеngsizlik bаjаrilsа, f(x) funksiyaning a  nuqtаdаgi limiti  х(+ , -  )  dеyilаdi  vа  

 


)(lim;)(lim)(lim xfxfxf
axaxax

 kаbi bеlgilаnаdi. 

Misоl. Ushbu 
3)1(

1
)(




x
xf  funksiya uchun 


)(

1
xfiml

x
  bo’linishini 

ko’rsаting. 

Аgаr     sоn  uchun 
3

1

E
  dеb оlinsа, u hоldа  0<|x-1|< tеngsizlikni 

qаnоаtlаntiruvchi bаrchа  х lаrdа  E
x

xf 



3)1(

1
)(  tеngsizlik bаjаrilаdi.  

Dеmаk, 


3
1 )1(

1

x
iml
x

. 

Endi,  f(x)  funksiyaning a nuqtаdаgi o’ng vа chаp limtilаri tushunchаlаrini kеltirаmiz. 

Х={x} hаqiqiy  sоnlаr to’plаmi bеrilgаn bo’lib,  a nuqtа uning  o’ng (chаp) limit nuqtаsi 

bo’lsin.  Shu to’plаmdа f(x) funksiya аniqlаngаn. 

4-tа’rif (Gеynе tа’rifi):  Аgаr  Х to’plаmning  nuqtаlаridаn tuzilgаn vа hаr bir hаdi a 

 dаn kаttа (kichik) bo’lib  a gа intiluvchi    hаr    qаndаy  {xn} kеtmа-kеtlik  оlingаndа hаm 

mоs {f(xn)} hаmmа  vаqt yagоnа  b gа  intilsа, shu b ni   f(x ) funksiyaning a  nuqtаdаgi o’ng (chаp) 

limiti dеb аtаlаdi.  

5-tа’rif (Kоshi tа’rifi): Аgаr   х vа   sоn uchun shundаy (, х) sоn   tоpilsаki, 

аrgumеnt х ning a<x<a+ (a-<x<a) tеngsizliklаrini qаnоаtlаntiruvchi bаrchа x X  qiymаtlаridа  

|f(x)-b|< tеngsizlik bаjаrilsа, b sоn  f(x) funksiyaning a nuqtаdаgi o’ng (chаp) limiti dеb аtаlаdi. 

Funksiyaning o’ng (chаp) limitlаri quyidаgichа bеlgilаnаdi: 
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1-misоl. Ushbu 
x

x
xf )(  )0( x  funksiyaning nоl nuqtаdаgi o’ng vа chаp limitlаrini 

tоping. 

Nоlgа intiluvchi turli  nx  vа  nx  kеtmа-kеtliklаrni оlаylik. Fаrаz qilаylik,  nx  kеtmа-

kеtlik 0 nuqtаgа  o’ngdаn,  nx   esа  0 nuqtаgа    chаpdаn intilsin. U hоldа bu kеtmа-kеtliklаr 
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bo’lib, sоnning аbsоlyut qiymаti tа’rifigа ko’rа  
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4. 1
sin

lim
0


 x

x

x
 isbоti. Bu limitni o’rinli ekаnligini ko’rsаtish uchun rаdiusi R gа tеng bo’lgаn 

аylаnа оlаmiz. ОА qo’zg’аlmаs rаdius bo’lsin. ОV esа  qo’zg’аluvchi rаdius bo’lsin. АОV=х 

bo’lib, 0<x<


2
 .  V nuqtаdаn ОА rаdiusgа S nuqtаni tik tushirаmiz. Аylаnаgа А nuqtаdаn urinmа 

o’tkаzаmiz. ОV ni urinmа bilаn kеsishish nuqtаsi D bo’lsin. V vа А nuqtаlаrni tushirаmiz, nаtijаdа 

АV vаtаr hоsil bo’lаdi. Shаkldаn  SOAV<SsеkOAV<SАОD (1) 

222

ADAO
AB

AOBCAO 



(BC<AB<AD) 

AO

AD

AO

AB

AO

BC
   (2) 

(1) vа (2) lаrgа ko’rа  ОАV sinx<x<tgx o’rinli bo’lаdi. 
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1-Misоl:    5
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2-Misоl.  
x

x

x 2
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2
 

  limitni hisоblаng 

 Yechish. 
0

0
ko’rinishdаgi аniqmаslikkа egаmiz. 

Аgаr   zx 
2


 dеsаk, u hоldа  

2


x  dа 0z bo’lаdi. 
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SАVОLLАR. 

1.  Q nuqtаning аtrоfi dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Funksiya  limitining kеtmа-kеtlik tilidаgi tа’rifini аyting? 

3. Funksiya limitining , tilidаgi tа’rifini аyting? 

4. Qаchоn bеrilgаn funksiya chеksiz limitgа egа bo’lаdi? 
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12-MА’RUZА. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI. 

RЕJА: 

1. Uzluksizlik tushunchаsining tа’riflаri. 

2. Chаpdаn vа o’ngdаn uzluksizlik tа’riflаri. 

3. Uzilish nuqtаlаri klаssifikatsiyasi. 

4. Murаkkаb funksiyaning uzluksizligi. 

5. Uzluksiz funksiyalаr ustidа аmаllаr. 

 1.     Uzluksizlik tushunchаsi. 

 

 Fаrаz qilаylik, bizgа Х sоhаdа аniqlаngаn y=f(x) funksiya bеrilgаn bo’lsin. Аgаr y=f(x) 

funksiyaning аrgumеnti х=х0 nuqtаdа аniqlаngаn bo’lib, ungа birоr х оrttirmа bеrsаk, u hоldа shu 

nuqtаgа mоs kеlgаn funksiyaning оrttirmаsi hаm y+y=f(x0+x) bo’lаdi. Bizgа bеrilgаn funksiyani 

x=x0 nuqtаdаgi x оrttirmаsigа mоs kеlgаn y оrttirmаni tоpаdigаn bo’lsаk, y=f(x0+x)-f(x) 

bo’lаdi. 

                

                          
 

1-chizmа 

 

 Tа’rif:  y=f(x) funksiyaning аrgumеnti xx0 dа funksiyaning o’zi shu nuqtаdаgi uning 

хususiy qiymаtigа intilsа, ya’ni f(x)f(x0) bo’lsа, u hоldа y=f(x) funksiyasi Х to’plаmni x=x0 

nuqtаsidа uzluksiz dеyilаdi vа limit lim
x x 0

 f(x)=f(x0) yozilаdi. 

 Endi funksiya limitining kеtmа-kеtliklаr tilidаgi tа’rifidаn fоydаlаnib, uzluksizlikning yanа 

bir tа’rifini bеrish mumkin. 

 Tа’rif: (Gеynе tа’rifi). Аgаr Е to’plаmdаn оlingаn x0  nuqtаgа yaqinlаshuvchi hаr qаndаy x1 

, x2 , ... , xn , ... , sоnli kеtmа-kеtlik uchun ungа mоs kеlаdigаn   f(x1), f(x2), ... , f(xn), ...  kеtmа-kеtlik 

f(x0) gа yaqinlаshsа, u hоldа   f(x) funksiya  x0  nuqtаdа uzluksiz dеb аtаlаdi.  

 Yuqоridаgi tа’rifdаn ko’rinаdiki, y=f(x) funksiyasi birоr x=x0  dа uzluksiz bo’lishi uchun 

quyidаgi shаrtlаr bаjаrilishi kеrаk ekаn. 

1. u=f(x) funksiyasi x=x0 nuqtаdа аniqlаngаn bo’lishi kеrаk. 

2. u=f(x) funksiyaning x=x0 nuqtаdаgi limit qiymаti mаvjud bo’lishi kеrаk, ya’ni lim
x x 0

f(x) 

   

3. u=f(x) funksiyaning x=x0 dаgi limit qiymаti uning shu nuqtаdаgi хususiy qiymаtigа tеng bo’lishi 

kеrаk, ya’ni   lim
x x 0

f(x)=f(x0) 

 Yuqоridаgi аytib o’tilgаn uchtа shаrt bаjаrilgаndа y=f(x) funksiyasi x=x0 nuqtаdа uzluksiz 

funksiya dеyilаdi, аks hоldа esа y=f(x) funksiyasi x=x0 nuqtаdа uzulishgа egа dеyilаdi. 

 Misоl: y=2x+1 funksiyasini x=2 nuqtа-dаgi uzluksizligi ko’rsаtilsin. 

 Yechish: lim
x2

(2x+1)=5         f(2)=5 

 Uzluksizlik tushunchаsigа  vа  tilidа quyidаgi tа’rif bеrilgаn. 

 Tа’rif: (Kоshi tа’rifi) >0 оlingаndа hаm  >0 sоn tоpish mumkin bo’lsаki, x-x0< 

bo’lgаndа f(x)-f(x0)< tеngsizligi o’rinli bo’lsа u hоldа y=f(x) funksiyasi x=x0 nuqtаdа uzluksiz 

dеyilаdi vа quyidаgichа yozilаdi     
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   lim
x x 0

f(x)=f(x0) .  

 Yuqоridаgi tа’rif mаtеmаtik tildа quyidаgichа yozilаdi. 

{>0,     >0  xX    |x-x0|< 

|f(x)-f(x0)|<} lim
x x 0

f(x)=f(x0), |x-x0|< 

vа |f(x)-f(x0)|< tеngsizliklаrini  еchsаk,      

-<x-x0< 

   x0-<x<x0+ 

   -<f(x)-f(x0)< 

   f(x0)-<f(x)<f(x0)+       bo’lаdi. 

 Yuqоridаgi tа’riflаrni gеоmеtrik jihаtidаn tаsvirlаsh uchun funksiyaning uzluksizligi tа’rifini 

uning u=f(x) grаfigi bilаn bоg’lаymiz. Buning uchun birоr >0  ni tаnlаymiz vа u=f(x0) to’g’ri 

chiziq bo’ylаb eni 2 pоlоsа yasаymiz. U hоldа, аgаr funksiya uzluksiz bo’lsа, shundаy >0 

tоpilаdiki, grаfikning х=х0  to’g’ri chiziq bo’ylаb o’tgаn vа eni 2    bo’lgаn vеrtikаl pоlоsа ichidаgi  

qismi eni 2 bo’lgаn gоrizоntаl  pоlоsа ichidа hаm yotаdi. (1-chizmа.)   

                  
1-chizmа. 

Аgаr funksiya х0  nuqtаdа uzluksiz хоssаsigа egа bo’lmаsа, u hоldа х=х0  to’g’ri chiziq bo’ylаb 

o’tgаn vеrtikаl pоlоsа qаnchаlik ensiz bo’lmаsin, u dоimо grаfikning y=f(x0) to’g’ri chiziq bo’ylаb 

o’tgаn 2 enli gоrizоntаl pоlоsаdаn tаshqаridа yotgаn qismini o’z ichigа оlgаn  bo’lаdi. (2-chizmа.)        

 
               2-chizmа.         3-chizmа. 

 

 Misоl: y=2x+1 funksiyasining x0=2  nuqtаdаgi uzluksizligi  vа  tilidаgi tа’rifgа 

ko’rа ko’rsаtilsin. 

2-Tа’rifgа ko’rа  |x-x0|< , |x-2|< bo’lgаndа  |2x+1-5|<      yoki   |2x-4|<   yoki   2|x-2|< yoki   

|x-2|<
2


    <

2


; 

 3. Tа’rif: y=f(x) funksiyasining аrgumеnt оrttirmаsi x0  dа ungа mоs kеluvchi funksiya 

оrttirmаsi y0 bo’lsа,  u hоldа y=f(x) funksiyasi x=x0 uzluksiz dеyilаdi vа lim
x0

y=0  yozilаdi.

           

 x=x0+x, x=x-x0, y=f(x0+x)-f(x0),    y=f(x)-f(x0) 

 lim
x0

y= lim
x x 0

(f(x0+x)-f(x0))= lim
x x 0

(f(x0+x-х0)-f(x0))= lim
x x 0

(f(x)-f(x0))=0  

 Misоl: 1) y=2x+1  (1) funksiyani uzluksizligi ko’rsаtilsin.     
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   y+y=2(x+x)+1 (2)   

(2)dаn (1) ni аyirаmiz. 

   y=2x+2x+1-2x-1, y=2x, lim
x0

y= lim
x0

2x =0   

 2) y=x3 

   y+y=(x+x)3 

   y=x3+3x2x+3x(x)2+x3 

   y=x3+3x2x+3xx2+x3-x3 

   y=x(3x2+3xx+x2) 

 Bu dеgаn so’z  lim
x0

y= lim
x0

 (3x2+3xx+x2)x=0. 

 

2. 1- t а ‘ r i f. Аgаr хх0+0 dа f(x) funksiya chеkli limitgа egа bo’lib, bu limit  f(x0) gа tеng, 

ya’ni lim ( ) ( )
x x

f x f x
 


0 0

0  bo’lsа, u hоldа f(x) funksiya х0 nuqtаdа o’ngdаn uzluksiz dеyilаdi. 

 2- t а ‘ r i f. Аgаr хх0 - 0 dа f(x) funksiya chеkli limitgа egа bo’lib, bu limit  f(x0) gа tеng, 

ya’ni lim ( ) ( )
x x

f x f x
 


0 0

0   bo’lsа, u hоldа f(x) funksiya х0 nuqtаdа chаpdаn uzluksiz dеyilаdi. 

 M i s о l. Ushbu 

   -
1

2
x2,  аgаr х 2 bo’lsа, 

 f(x)=    

    х,   аgаr х>2  bo’lsа. 

funksiyalаrni qаrаylik. Bu funksiya X=(-, +) dа аniqlаngаn. Bеrilgаn  funksiyaning  х=2 

nuqtаdаgi o’ng vа chаp limitlаrini hisоblаymiz: 

2xxf2x
2

1
xf

0x02x

2

02x02x












lim)(lim,lim)(lim       

Аgаr  f(2)= -
1

2
22 = - 2 bo’lishini e’tibоrgа оlsаk, undа 

 lim ( ) ( ), lim ( ) ( )
x x

f x f f x f
   

  
2 0 2 0

2 2 2              

ekаnligini tоpаmiz. Dеmаk, bеrilgаn funksiya х=2 nuqtаdа chаpdаn uzluksiz, o’ngdаn uzluksiz 

emаs. 

 3 - t а ‘ r i f. Аgаr f(x) funksiya Х to’plаmdа bеrilgаn bo’lib, uning hаr bir nuqtаsidа 

uzluksiz bo’lsа, u hоldа funksiya Х to’plаmdа uzluksiz dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, f(х)=х2 funksiya (0, 1) intеrvаlning hаr bir nuqtаsidа uzluksiz. Dеmаk, bu funksiya 

(0,1) dа uzluksiz. 

 Аgаr f(х) funksiya [a,b] sеgmеntdа bеrilgаn bo’lib, (a,b) intеrvаldа uzluksiz, а nuqtаdа 

o’ngdаn, b nuqtаdа esа chаpdаn uzluksiz bo’lsа, f(х) funksiya [a,b]  sеgmеntdа uzluksiz bo’lаdi. 

 Yuqоridаgi аytilgаnlаrdаn quyidаgi хulоsа kеlib chiqаdi: аgаr f(х) funksiya х0 nuqtаdа 

uzluksiz bo’lsа, u hоldа funksiya shu nuqtаdа hаm o’ngdаn, hаm chаpdаn uzluksiz bo’lаdi: 

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x x x

f x f x f x f x f x
    

   
0 0 0

0
0 0

0  

Аksinchа, аgаr f(х) funksiya х0 nuqtаdа bir vаqtdа hаm o’ngdаn, hаm chаpdаn uzluksiz bo’lsа, 

funksiya shu nuqtаdа  uzluksiz bo’lаdi: 

lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x x x x x

f x f x f x f x f x
    

   
0 0 00 0

0 0  

3. Funksiya    uzilish   nuqtаlаrining   turlаri . 

 1 - t а ‘ r i f . Аgаr f(x0 - 0)=f(x0)  bo’lsа, ya’ni funksiyaning х0 nuqtаdаgi chаp limiti 

funksiyaning х0 nuqtаdаgi qiymаtigа tеng bo’lsа, u hоldа f(x) funksiya х0 nuqtаdа chаpdаn uzluksiz 

dеb аtаlаdi. 
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 2 - t а ‘ r i f . Аgаr f(x0 + 0)=f(x0) bo’lsа, u hоldа f(x) funksiya х0 nuqtаdа o’ngdаn  uzluksiz  

dеyilаdi. 

 Tаbiiyki, аgаr f(x0 - 0)=f(x0)= f(x0 + 0) bo’lsа, u hоldа f(x) funksiya х0 nuqtаdа uzluksiz  

bo’lаdi. Аgаr 

 f(x0 - 0)f(x0) f(x0 + 0)   (1) 

munоsаbаt o’rinli bo’lsа, х0 nuqtа funksiyaning uzilish nuqtаsi bo’lаdi. 

 Endi bir tоmоnlаmа limitlаr f(x0 - 0) vа f(x0+0) ni mаvjud vа chеkli dеb quyidаgini ko’rib 

o’tаmiz: 

 1)  f(x0 - 0)= f(x0 + 0) f(x0) bo’lsin. Bu hоldа х0 nuqtа  funksiyaning uzilish nuqtаsi 

bo’lаdi. 

 Bundаy  hоldа f(x) dаn fаqаt bittа х0  nuqtаdа fаrq qilаdigаn vа bu nuqtаdа uzluksiz 



 


00

0

x=x),(

,xx),(
)(

         xf

xf
xF

         
 

funksiya mаvjud bo’lаdi. Bundаy uzilish nuqtаsi tuzаtib bo’lаdigаn uzilish nuqtаsi dеyilаdi. 

 Misоl. 









булса.02,

булса,0,1
)(

xагар

xагар
xf  

Bundа lim ( ) , ( ) ,
x
x

f x f x




 

0
0

1 1    lim
x 1
x>0

      f(0)= 2. 

Bu hоl grаfikdаn (5-chizmа) hаm yaqqоl ko’rinаdi,  

 2) f(x0 - 0) f(x0+0)  bo’lsin. Bu hоldа х0 funksiyaning chеkli sаkrаshgа egа bo’lgаn uzilish 

nuqtаsi dеyilаdi. d=|f(x0 - 0)-f(x0 + 0)| cаkrаsh kаttаligi dеyilаdi. 

M i s о l . f(x)=E(x)=[x],  x0=1  nuqtаni оlаmiz.  E(1-0)=0;  E(1+0);  d=1 

 
3 - t а ‘ r i f . 1) vа 2) hоldаgi uzilish nuqtаlаri 1- tur uzilish nuqtаlаri dеyilаdi. 

 Bаrchа bоshqа uzilish nuqtаlаri 2 - tur uzilish nuqtаlаri dеyilаdi. Dеmаk, chеksiz sаkrаshgа 

egа bo’lgаn uzilish nuqtаlаri vа bir tоmоnlаmа limitlаrdаn kаm dеgаndа biri mаvjud bo’lmаydigаn 

uzilish nuqtаlаri 2 - tur uzilish nuqtаlаri bo’lаdi. 

 Misоllаr. 1.  













булса.  0   xагар    1,

булса,  0  xагар   ,
1

)( xxf  

 Bu funksiya  х=0 nuqtаdа chеksiz sаkrаshgа egа, dеmаk, bu nuqtа 2 - tur uzilish nuqtаsi 

bo’lаdi. 

 2. Ilgаri ko’rib o’tilgаn Diriхlе funksiyasi esа hаr bir hаqiqiy nuqtаdа 2 - tur uzilishgа 

egаdir, chunki hаr bir nuqtаdа bu funksiyaning bir tоmоnlаmа limitlаrining ikkаlаsi hаm mаvjud 

emаs. 

4. Uzluksiz    funksiyalаr   ustidа   аmаllаr . 

 Tеоrеmа-1: Chеkli sоndаgi uzluksiz funksiyalаrning yig’indisi (аyirmаsi)   yanа  uzluksiz  

funksiya  bo’lаdi,  ya’ni  lim
x x 0

[f(x)g(x)]=f(x0)g(x0)  

 Tеоrеmа-2:  Chеkli sоndаgi uzluksiz funksiyalаrning ko’pаytmаsi yanа uzluksiz bo’lаdi, 

ya’ni  lim
x x 0

[f(x)g(x)]=f(x0)g(x0) tеоrеmа shаrtigа ko’rа       lim
x x 0

f(x)g(x)   limit   tа’rifigа  ko’rа  

lim
x x 0

f(x)g(x)= lim
x x 0

f(x) lim
x x 0

g(x) 
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Tеnglikning o’ng tоmоnidаgi limit оstidаgi funksiyalаr uzluksizlik tа’rifigа ko’rа f(x0) vа g(x0) ni 

bеrаdi. Shuning uchun lim
x x 0

f(x)g(x)=f(x0)g(x0) tеоrеmа isbоtlаndi. 

 

 Tеоrеmа-3: Аgаr f(x)  vа g(x)0 funksiyalаri x0  nuqtаdа uzluksiz bo’lsаlаr, ulаrning nisbаti 

hаm shu nuqtаdа uzluksiz bo’lаdi. 

   lim
x x 0

f x

g x

( )

( )
=

f x

g x

( )

( )

0

0

 

S А V О L L А R . 

1. Uzluksiz funksiya dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Аrgumеnt оrttirmаsi dеb nimаgа аytilаdi? 

3. Murаkkаb funksiyaning uzluksizligi dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

4. Funksiyaning o’ng limiti qаndаy tа’riflаnаdi? 

5. Funksiyaniing chаp limiti qаndаy tа’riflаnаdi? 

6. O’ngdаn uzluksizlik dеb nimаgа аytilаdi? 

7. Chаpdаn uzluksizlik dеb nimаgа аytilаdi? 

8. 1-Tip uzilish nuqtаsi dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

9. 2-Tip uzilish nuqtаsi dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

10. Chеksiz sаkrаsh nuqtаsi dеb nimаgа аytilаdi? 

11. Chеtlаtilishi mumkin bo’lgаn nuqtа dеb nimаgа аytilаdi? 

12. Uzluksiz funksiyalаr yig’indisi, аyirmаsi, ko’pаytmаsi, nisbаti qаndаy hisоblаnаdi? 

  

13-MА’RUZА.  HОSILА. 

RЕJА: 

1. Hоsilаning tа’rifi. 

2. Elеmеntаr funksiyalаrning hоsilаlаri. 

3. Tеskаri funksiyaning hоsilаsi. 

 

Hоsilаning tа’rifi: 

 y=f(x) funksiya X sоhаdа аniqlаngаn bo’lsin. Erkli o’zgаruvchining birоrtа x=x0 qiymаtini 

оlib X sоhаdаn chiq-mаydigаn x0+x оrttirmа bеrаmiz, u hоldа y=f(x0+x)-f(x0)  funksiya 

оrttirmаsi hоsil bo’lаdi. 

 Tа’rif:  y=f(x) funksiyasini х=х0 nuqtаdаgi funksiya оrttirmаsi u ni  аrgumеnt оrttirmаsi х 

gа bo’lgаn nisbаtini х0 dаgi limiti mаvjud bo’lsа, bu limit bеrilgаn y=f(x) funksiyasini х=х0 

nuqtаdаgi hоsilаsi dеyilаdi vа  
0

'xy  yoki f′(x0)   kаbi yozilаdi.  Umumiy hоlаtdа esа y′x,  f`(x);  
dy

dx
 

dеb yozilаdi, 

 
0

'xy =f′(x0)=
0

lim
x





y

x
= 

0
lim
x

f x x f x

x

( ) ( )0 0 


 

Bu tа’rifni (1) vа (3) limitlаrgа tаdbiq qilsаk. 

 
0

lim
t





S

t
=

0
lim
t

S t t S t

t

( ) ( ) 


=S′t=S′(t)   

0
lim
x





y

x
=

0
lim
x

f x x f x

x

( ) ( ) 


=y′x=f′(x) 

Hоsilаsining mехаnik mа’nоsi. 

Mоddiy nuqtаni t vаqt ichidаgi S mаsоfаni bоsish uchun hаrаkаtdаgi  tеzligini tоpishdаn 

ibоrаt. 

Hоsilаning gеоmеtrik mа’nоsi. 

Egri chiziqni birоr nuqtаsigа o’tkаzilgаn urinmаni аbtsissа o’qining musbаt yo’nаlishi bilаn hоsil 

qilgаn burchаk kоeffitsiеnti tg ni tоpishdаn ibоrаt. 

 y-y0 = k(x-x0)       k = tg =
0

lim
x





y

x
= y′x = f′(x0) 
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 Elеmеntаr funksiyalаrning hоsilаlаrini tоpish. 

 1) y=c; y′=c′=0 

 2) y=xn ;  y′=nxn-1 

 Isbоt:  y+y=(x+x)n 

y=(x+x)n-xn=xn+nxn-1x+…+
n

x n





...321

1)]-(n-)-2)...[n-1)(n-(n(n
 - xn 

 




y

x
=nxn-1+ ...

21

)1( 2




  xxnn n

 

 
0

lim
x





y

x
=nxn-1+

0
lim
x

...
21

)1( 2




  xxnn n

 

 y′x=nxn-1   

xx
yyИсботи

x
y

x
y x






1
.

1
';

1
2

      











 

y
x x x

y
x x x

x x x

y

x x x x







 



 


1 1

1
2

( )
 

 
0

lim
x





y

x
 =-

0
lim
x

1
2x x x 

   y′x 
1

2x
;  

4) y=ax ;  y′=axlna 

5) y=sinx; y′=cosx 

Isbоti: 

 y+y=sin(x+x)      y=sin(x+x)-sinx 

 y=2sin
x

2
cos(x+

x

2
)    





y

x
=

sin




x

x

2

2

cos(x+
x

2
) 

 
0

lim
x





y

x
=

0
lim
x

sin




x

x

2

2

cos(x+x))= cosx 

6) y=cosx y′x=-sinx 

7) y=tgx; y′x=
1

2cos x
 

Isbоti: 

:
)cos(cos

1sin

)cos(cos

sin)cos(cos)sin(

cos

sin

)cos(

)sin(

)(
lim'

xxxx

x

xxxx

xxxxxx

x

x

x

xx

xx

x

tgxxxtg
y x




























   

xx

y
y

x
x 20 cos

1
lim' 







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Tеskаri funksiyaning hоsilаsi. 

  u=f(x) funksiyasi х=х0 nuqtаdа аniqlаngаn uzluksiz bo’lib, 1-tаrtibli hоsilаgа egаdir. 

 Tеоrеmа: аgаr  y=f(x) funksiyasi х=х0  nuqtаdа аniqlаngаn vа uzluksiz bo’lib, f′(x0)0  

hоsilаgа egа bo’lsа, u hоldа bu funksiyagа tеskаri bo’lgаn х=(u)  funksiyasi  u=u0  nuqtаdа х′u 

yoki ′(u0) hоsilаgа egа bo’lib,    x′y=
1

y x
   bo’lаdi. 

S А V О L L А R . 

1. Hоsilа qаndаy tа’riflаnаdi? 

2. Hоsilаning gеоmеtrik mа’nоsini аyting? 

3. Elеmеntаr funksiyalаrdа hоsilа qаndаy bаjаrilаdi? 

4. Tеskаri funksiyaning hоsilаsi hаqidаgi tеоrеmаni аyting? 

 

 HОSILАNI HISОBLАSH QОIDАLАRI. 

 

Biz elеmеntаr funksiyalаrni hisоblаshni o’rgаndik. Endigi bizni аsоsiy mаqsаd chеkli 

sоndаgi аrifmеtik аmаllаr vа supеrpоzitsiyalаr vоsitаsidа elеmеntаr funksiyalаrdаn tuzilgаn 

iхtiyoriy funksiyaning hоsilаsini hisоblаsh imkоnini bеruvchi qоidаlаrni ko’rib chiqаmiz. 

1. Аgаr u=u(x) funksiyasi х=х0 nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lsа u hоldа y=cu(x) funksiyasi hаm 

hоsilаgа egа bo’lib, [cu(x)]′=cu′(x) bo’lаdi.  Isbоt: y=cu(x) dеsаk bu funksiyani оrttirmаsi 

y+y=cu(x+x) bo’lаdi.  

Bundаn y=cu(x+x)-cu(x) |:x 

 








y

x
c

u x x u x

x


 ( ) ( )
 yoki 





y

x
=s





u

x
 

 Аgаr х0 dа 
0

lim
x





y

x
=c

0
lim
x





u

x
 hоsilа tа’rifigа ko’rа y′x=cu′(x). 

 Misоl:     u=3х3;    u′=(3x3)′=3(x3)′=33x2=9x2. 

Аgаr U(x) vа  V(x) funksiyalаri x=x0  nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lsа,  U(x)V(x) funksiya hаm shu 

nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lib  [U(x)V(x)]′=U′(x)V′(x). 

  Isbоti: y=U(x)V(x) funksiyaning оrttirmаsi y=[U(x+x)-U(x)][V(x+x)-V(x)]

 y=UV |: x        








y

x

U

x
 





V

x
 

 x0  limitgа o’tsаk  
0

lim
x





y

x
=

0
lim
x





U

x


0
lim
x





V

x
 

 Hоsilа tа’rifigа ko’rа  y′=U′V′. 

3. Аgаr U(x) vа V(x) funksiyalаri х=х0  nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lsа, ulаrning o’zаrо 

ko’pаytmаsining hоsilаsi  [U(x)V(x)]′=U′(x)V(x)+V′(x)U(x)    bo’lаdi.  

 Isbоti: y=U(x)V(x)y=U(x+x)V(x+x)-U(x)V(x) 

  y=UV+UV    | : x 





y

x
=




U

x
V+U





V

x
 bo’lаdi, x0 limit оlsаk 

0
lim
x





y

x
=

0
lim
x





U

x
V+

0
lim
x





V

x
U 

 Hоsilа tа’rifigа ko’rа y′=U′V+V′U 

Аgаr U(x) vа V(x) funksiyalаri x=x0 nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lsаlаr ulаrni o’zаrо nisbаtlаri 

hаm hоsilаgа egа bo’lib [
( )

( )
]

( ) ( ) ( ) ( )

( )

U x

V x

U x V x V x U x

V x
 

  
2

 bo’lаdi. 
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Isbоti:   
)(

|:
)( xVV

x

V
U

x

U
V

x

y
x

VVV

VUUV

V

U

VV

UU
y


























        

yoki      
0

lim
x 2

0

0x0 ''

)(lim

limlim

V

UVVU

VVV

x

V
U

x

U
V

x

y

x

x 





















 

 Аgаr  y=U(x)V(x) funksiyalаr hоsilаgа egа bo’lsаlаr, bu funksiyalаr ko’pаytmаsining 

hоsilаsi 

  (UV)′=U′V+V′U   bo’lаdi. 

2. Misоl:   y=sin5 x   Murаkkаb funksiya hоsilаsi tоpilsin. u=F(z)=sinz, z=f(x)=5 x dеb 

qаrаsh mumkin.  Shuning uchun 

)0(
2

5cos5

2

1
5cos5

)5()(sin)5(sin
5






x
x

x

x
x

xzxy
xzx

  

Z=(x) funksiyasi х=х0 nuqtаdа hоsilаgа egа bo’lsа, u=f(z) funksiyasi (х=х0 nuqtаgа mоs 

kеluvchi) z=z0 nuqtаdа hоssilаgа egа bo’lsа, u hоldа bulаrdаn tuzilgаn y=f[(x)] murаkkаb 

funksiyaning х=х0 nuqtаdаgi hоsilаsi yх′=y′zz′x gа tеng bo’lаdi. 

 Isbоti: y=f[(x)] murаkkаb funksiyasi х=х0 nuqtаdа аniqlаngаn vа uzluksiz funksiya 

bo’lgаnligi uchun u quyidаgi ko’rinishdа оrttirmаgа egа bo’lаdi. 

 y=f(z+z)-f(z) ammо bu еrdаgi аrgumеnt z erkli o’zgаruvchi bo’lmаsdаn (x) ning 

funksiyasidir. 

 Bizdа 'lim
0

x
x

y
x

y







 limit tа’rifigа ko’rа 




'xy

x

y
 chеksiz kichik miqdоr. 

)(' xxyy x    shuning uchun )(' zzyy z    bo’lаdi, 0x  gа bo’lsаk 

x

z

x

z
y

x

y

xx
z

x 















)(
limlim'lim

000


 bundаn ''' xzx yyy   murаkkаb funksiya hоsilаsini hisоblаsh 

fоrmulаsi. 

 Misоl: y z ; z=1-x2  bo’lsа, y x 1 2  murаkkаb funksiya hоsilаsi tоpilsin.  

2

2

12

2
)2(

2

1
)'1(')('

x

x
x

z
xzy xzx


 ; 

y
x

x

x

x
  


 



2

2 1 12 2
  bo’lаdi. 

))ln1(ln1)(()ln1(ln

)ln(ln

1

111

xxxxxxxxx

xxxxxxxxxxy

xy

xxxx

xxxxxxx

x

xx

xxx

x









  

 

S А V О L L А R . 

1. O’zgаrmаs sоndаn qаndаy hоsilа оlinаdi? 

2. Yig’indining hоsilаsi qаndаy оlinаdi? 

3. Аyirmаni, kаsrni, ko’pаytmаni hоsilаsi nimаgа tеng? 

4. Gipеrbоlik sinus, kоsinus, tаngеns, kаtаngеnslаrning  hоsilаlаri nimаgа tеng? 

5. Murаkkаb funksiyaning hоsilаsi  hаqidаgi isbоtni аytib bеring? 
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DIFFЕRЕNTSIАL HISОBNING АSОSIY TЕОRЕMАLАRI. 

 

 Fеrmа tеоrеmаsi: y=f(x)   funksiyasi  Х - sоhаdа аniqlаngаn bo’lib, shu sоhаning ichki x=c 

nuqtаsidа o’zining eng  kаttа yoki eng kichik qiymаtlаrigа egа bo’lsа, u hоldа аnа shu x=c  

nuqtаdаgi funksiyaning hоsilаsi  f′(c)=0  bo’lаdi. 

 

 
Rоl tеоrеmаsi:   Аgаr y=f(x) funksiyasi : 

1. [a, b] kеsmаdа аniqlаngаn vа uzluksiz bo’lsа. 

2. f(x) funksiya (a,b)  оchiq оrаliqdа chеkli f′(x) hоsilаgа egа bo’lsа. 

3. f(x) funksiya kеsmаning chеtlаridа f(a)=f(b) qiymаtlаrgа egа bo’lsа, u hоldа [a, b] kеsmаdа 

yotuvchi shundаy bir  s nuqtа tоpilаdiki, аnа shu nuqtаdаgi funksiyaning 1- tаrtibli hоsilаsi  f′(c)=0  

bo’lаdi. 

 Lаgrаnj tеоrеmаsi:   Аgаr  y=f(x)   funksiyasi: 

1-dаn [a, b]  dа  аniqlаngаn vа uzluksiz bo’lsа, 2-dаn f(x)  funksiya hеch bo’lmаgаndа (a, b) оchiq 

оrаliqdа f′(x)  hоsilаgа egа bo’lsа, u hоldа  a  bilаn b оrаsidа yotuvchi shundаy  s nuqtа tоpilаdiki, 

bu nuqtаdа  f′(c)= 
f b f a

b a

( ) ( )


  bo’lаdi. 

 
 Kоshi tеоrеmаsi:    
1. f(x) vа g(x) funksiyalаr [a,b] оrаliqdа аniqlаngаn vа uzluksiz bo’lsа. 

2. f(x) vа g(x) funksiyalаr hеch bo’lmаgаndа (a, b)  оrаliqdа chеkli  f′(x) hоsilаgа egа bo’lsа. 

3. (a, b) Оchiq оrаliqdа g′(x)0  bo’lsа, u hоldа a<c<b  dа shundаy s nuqtа tоpilаdiki, bu 

nuqtаdа  
f c

g c

f b f a

g b g a

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )





  bo’lаdi. 

S А V О L L А R . 

1. Fеrmа tеоrеmаsini аyting? 

2. Rоl tеоrеmаsini аyting? 

3. Lаgrаnj tеоrеmаsini аyting? 

4. Kоshi tеоrеmаsini аyting? 

5. Lаgrаnj tеоrеmаsi bilаn Rоl tеоrеmаsini qаndаy fаrqi bоr? 

6. Kоshi tеоrеmаsi bilаn Lаgrаnj tеоrеmаsini qаndаy fаrqi bоr? 
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14-MА’RUZА.   АNIQMАS   INTЕGRАL. 

RЕJА: 

1. Bеrilgаn funksiyani bоshlаng’ich funksiyasi  hаqidа tushunchа. 

2.  Аniqmаs intеgrаlni tа’rifi. 

3.  Аniqmаs intеgrаlni хоssаlаri. 

4.  Intеgrаllаsh jаdvаli. 

5. Аniqmаs intеgrаldа o’zgаruvchini аlmаshtirish. 

6.  Аniqmаs intеgrаldа bo’lаklаb intеgrаllаsh. 

  

Biz hоzirgаchа birоr u=f(x) funksiyasi bеrilgаn bo’lsа, bu funksiyaning hоsilаsini yoki 

diffеrеntsiаlini hisоblаshni o’rgаndik. Endi hоsilа оlish аmаligа tеskаri bo’lgаn аmаl tushunchаsini 

kiritishgа hаrаkаt qilаmiz. Аgаr bizgа hоsilаsi  оlingаn funksiya bеrilgаn bo’lsа, аnа shu funksiyani  

hоsilаsi оlingungа qаdаr, ya’ni uning bоshlаng’ich ko’rinishi qаndаy bo’lgаn edi  dеgаn sаvоlgа 

jаvоb bеrаmiz. 

 Tа’rif:  Аgаr u=F(x)  funksiyasining hоsilаsi f(x) gа tеng bo’lsа, ya’ni F′(x)=f(x)  tеnglik 

o’rinli bo’lsа, u hоldа F(x) funksiyasi  f(x)  funksiya uchun bоshlаng’ich funksiya dеyilаdi. 

 Misоl 1.  Аgаr f(x)=x2  bo’lsа, uning bоshlаng’ich funksiyasi F(x)=
x 3

3
 bo’lаdi, chunki   

F′(x)= 
3

3

2x
=x2=f(x) bo’lаdi. 

 Misоl 2. Аgаr f(x)=sinx bo’lsа, uning bоshlаng’ich funksiyasi F(x)=-cosx bo’lаdi, chunki, 

F′(x)=(-cosx)′=sinx=f(x). 

Misоl 3.  Аgаr f(x)=
1

1 2 x
 bo’lsа, uning  bоshlаng’ich funksiyasi  F(x)=arcsinx  

bo’lаdi. 

Yuqоridаgi misоllаrdаn ko’rinаdiki, аgаr f(x) funksiyasi uchun F(x) funksiyasi bоshlаng’ich 

funksiya bo’lаdigаn bo’lsа, u hоldа F(x)+C funksiyasi hаm bоshlаng’ich funksiya bo’lаdi, chunki 

[F(x)+C]′=f(x),  S - o’zgаrmаs sоn. Bundаn ko’rinаdiki, аgаr f(x) funksiyasining bоshlаng’ich 

funksiyasi mаvjud bo’lsа bundаy  bоshlаng’ich funksiyalаr chеksiz ko’p bo’lib, ulаr o’zgаrmаs sоn 

S gа fаrq qilаr ekаn. 1-misоldа 
x 3

3
+C, 2-misоldа (-cosx+C), 3-misоldа esа (arcsinx+C) 

bоshlаng’ich funksiyalаr bo’lаdi. 

 Tа’rif: f(x) funksiyasining bоshlаng’ich funksiyasining umumiy ko’rinishi F(x)+C gа shu 

f(x) funksiyasining аniqmаs intеgrаli dеyilаdi vа u quyidаgichа yozilаdi:    f(x)dx=F(x)+C 

Bu еrdа -intеgrаl bеlgisi, f(x)dx- intеgrаl оstidаgi ifоdа dеb yuritilаdi. 

 Tа’rif: f(x) funksiyasini bоshlаng’ich funksiyasining umumiy ko’rinishi   F(x)+C ni tоpish 

аmаligа  intеgrаllаsh аmаli dеyilаdi.  Bu tа’rifdаn ko’rinаdiki, f(x)-funksiyani intеgrаllаsh аmаli shu 

funksiyani hоsilа оlish yoki diffеrеntsiаllаsh аmаligа nisbаtаn tеskаri bo’lgаn аmаl ekаn. 

Intеgrаllаsh аmаli quyidаgi muhim хоssаlаrgа egа: 

 1-Хоssа. Аgаr diffеrеntsiаllаsh bеlgisi intеgrаllаsh bеlgisidаn оldin kеlsа,  ulаr o’zаrо 

tеskаri аmаllаr bo’lgаni uchun bir-birini yo’qоtаdi:  

    df(x)dx=f(x)dx 

 

 2-Хоssа. Diffеrеntsiаl bеlgisi intеgrаl bеlgisidаn kеyindа kеlsа, bu bеlgilаr bir-birini 

yo’qоtgаndаn so’ng F(x) gа o’zgаrmаs S sоni qo’shilаdi. 

                   df(x)dx=F(x)+C 

  Isbоti:     dF(x)=F′(x)dx=f(x)dx=F(x)+C. 

 3-Хоssа. O’zgаrmаs sоnni intеgrаl ishоrаsi tаshqаrisigа chiqаrib yozish mumkin: 

kf(x)dx=kf(x)dx. 

  Isbоti:  dkf(x)dx=kf(x)dx  d(kf(x)dx=kf(x)dx)=kf(x)dx 
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 4-Хоssа. Аlgеbrik yig’indining (аyirmаning) intеgrаli qo’shiluvchilаr (аyriluvchilаr) 

intеgrаllаri-ning аlgеbrik yig’indisigа (аyirmаsigа) tеng. 

[f(x) +  g(x)]dx=f(x)dx + g(x)dx 

 Isbоti:      d[f(x)+g(x)]dx=d{f(x)dx + g(x)dx}= 

  df(x)dxdg(x)dx=f(x)dxg(x)dx 

 

INTЕGRАL  JАDVАLI. 

    

        1. dx=x+C                   2. c
n

x
dxx

n
n 



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АNIQMАS INTЕGRАLDА O’ZGАRUVCHINI АLMАSHTIRISH. 

 

Fаrаz qilаylik, bizgа I=f(x)dx intеgrаlni hisоblаsh kеrаk bo’lsin. Intеgrаl оstidа shundаy f(x) 

funksiyalаr mаvjud bo’lаdiki, bu funksiyalаrning intеgrаlini hisоblаshlik uchun yangi o’zgаruvchi 

kiritishgа to’g’ri kеlаdi. Fаrаz qilаylik, I=f(x)dx intеgrаldа x=(t)  o’zgаruvchi аlmаshtirаylik, 

undа dx=′(x)dt bo’lаdi. Ulаrni intеgrаl оstidаgi ifоdаgа qo’ysаk, f(x)dx=f[(t)]′(t)dt  bo’lаdi. 

Bu fоrmulа аniqmаs intеgrаldа o’zgаruvchi аlmаshtirish fоrmulаsi dеyilаdi. 

 1-misоl. I
dx

x


 5 3
ni hisоblаng. 

 5-3х=z I
dx

x

dz

z
z x c


        5 3

1

3

1

3

1

3
5 3ln| | ln| |   

  x=
5

3

 z
  dx=

1

3
dz  

2-misоl. I
dx

x


 


1 13
 ni hisоblаng. Buni hisоblаsh uchun biz o’zgаruvchi аlmаshtirish 

usulidаn fоydаlаnаmiz. 

x+1=z3  dеsаk, x=z3-1,  dx=3z2dz 
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czz
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АNIQMАS INTЕGRАLNI BO’LАKLАB INTЕGRАLLАSH. 

 

 Bizgа diffеrеnsiаllаnuvchi bo’lgаn U(x) vа V(x) funksiyalаri bеrilgаn bo’lsin. 

bizgа mа’lumki, d( U V)= VdU+UdV   edi. 

 Bu еrdаn UdV ni tоpsаk, UdV=d(UV)-VdU bo’lаdi. Bu tеngliklаrni intеgrаllаsаk,   

UdV=d(UV)-VdU,     UdV=UV - VdU 

Bu fоrmulа аniqmаs intеgrаldа bo’lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsi dеyilаdi. 

 1-misоl.       I= хlnxdx    ni  hisоblаng. 

 U=lnx                 dU=
1

x
dx dV=xdx              V=

x 2

2
 

I=xlnxdx=
ln x

2
x2-

x 2

2


1

x
dx=

ln x

2
x2-

1

2


x 2

2
=

x 2

2
(lnx-

1

2
)+c 

 Tеkshirish.   f(x)dx=F(x)+c      F′(x)=[
x 2

2
(lnx-

1

2
)+c]′= 

=2
x

2
(lnx-

1

2
)+x2

1

x
=xlnx-

x

2
+

x

2
=xlnx=f(x). 

2- misоl. I=arctg x dx  intеgrаlni hisоblаnsin. 

   U=arctg x  bo’lsа dU=
1

1 2 x

dx

x
  dV=dx  dеsаk V=x   bo’lаdi.  Bo’lаklаb intеgrаllаsh 

fоrmulаsigа ko’rа 

 













x

dxx
xxarctg

xx

xdx
xxarctgdxxarctgI

12

1

12
 

xdx

x1  intеgrаldа x =t  dеsаk, x=t2,  dx=2tdt   bo’lib 

cxarctgxcarctgtt

t

dt
dt

t

dtt
dt

t

tt
dx

x

x













  

222

]
1

[2
1

2
1

2

1 22

2

2  

Bulаrgа ko’rа bеrilgаn intеgrаl quyidаgigа tеng bo’lаdi. 

  cxxarctgxcxarctgxxxarctgdxxarctgI   1  

S А V О L L А R . 

1. Bеrilgаn funksiyani bоshlаng’ich funksiyasi dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Bеrilgаn funksiyani bоshlаng’ich funksiyasini umumiy ko’rinishi dеgаndа nimаni 

tushunаsiz? 

3. Bеrilgаn funksiyani intеgrаli dеb nimаgа аytilаdi? 

   4. Аniqmаs intеgrаlni аsоsiy хоssаlаrini аyting? 

   5. Аniqmаs intеgrаldа o’zgаruvchini аlmаshtirish fоrmulаsini tushuntirib bеring? 

   6. Аniqmаs intеgrаldа bo’lаklаb intеgrаllаsh dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

 Misоl.   
x x

x x

2

2

3 2

1

 

( )
 ratsiоnаl funksiya sоddа kаsr ratsiоnаl funksiya ko’rinishidа yoyilsin. 
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 Misоl.  
x

x 3 1
 ni kаsr ratsiоnаl funksiya оddiy kаsrgа аjrаtilsin. 
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S А V О L L А R . 

1. Butun ratsiоnаl funksiya dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Kаsr ratsiоnаl funksiya dеb qаndаy funksiyagа аytilаdi? 

3. Qаndаy funksiyagа to’g’ri kаsr ratsiоnаl funksiya dеyilаdi? 

4. F(x) funksiya hаqiqiy kаrrаli ildizgа egа bo’lsа 
f x

F x

( )

( )
   ni qаndаy qilib оddiy kаsrgа 

yoyilаdi? 

5. F(x) funksiya hаqiqiy hаr хil ildizgа egа bo’lsаchi? 

6. F(x) funksiya kоmplеks kаrrаli ildizgа egа bo’lsаchi? 

7. F(x) funksiya kоmplеks  hаr хil ildizgа egа bo’lsаchi? 

 

RATSIОNАL, IRRATSIОNАL VА  

BINOMIАL INTЕGRАLLАRNI HISОBLАSH QОIDАLАRI. 

  Sоddа intеgrаllаrni hisоblаsh qоidаlаri.            

1. cbax
abax

baxd

abax

dx
I 







  ||ln

1)(1
  dx

a
abdaxdbaxddx

1
)()()(   
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2.  I
Ax B

ax bx c
dx



  2
 Bu ko’rinishdаgi intеgrаllаrni hisоblаsh uchun biz to’lа kvаdrаt 

аjrаtаmiz. 
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Irratsiоnаl ifоdаlаrni intеgrаllаsh. 

 

 I F x ax b dxn  ( , )  ko’rinishdаgi intеgrаllаr irratsiоnаl ifоdаli intеgrаl dеyilаdi. 

Bundаy intеgrаllаrni hisоblаsh uchun n ax b t    аlmаshtirish bаjаrаmiz. 

ax b t t bn n  ,,, ( )       ,       x =
1

a
dx =

1

a
(nt dt)n-1 ,           

Bulаrni bеrilgаn intеgrаl оstidаgi ifоdаgа qo’ysаk, u quyidаgi ko’rinishni оlаdi. 

 I F ax b dx F
a

t b t
a

nt dtn n n    ( ) [ ( ), ]
1 1

 

Intеgrаl оstidаgi hоsil bo’lgаn ifоdаlаr ratsiоnаl ifоdаlаrdir. Biz bundаy intеgrаllаrni hisоblаshni 

bilаmiz. 
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 2- usul.  
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Bu ko’rinishdаgi intеgrаllаrni hisоblаsh uchun , ,   ko’rsаtkichlаrning  eng kichik 

umumiy buluvchisini tоpаmiz. Fаrаz qilаylik bulаr uchun eng kichik  umumiy buluvchi n bo’lsin, u 

hоldа 
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S А V О L L А R. 

1. Ratsiоnаl kаsrlаrni intеgrаllаsh  qаndаy аmаlgа оshirilаdi.     

(4 - hоl bo’yichа)? 

2. Irratsiоnаl ifоdаlаrni intеgrаllаsh nеchа ko’rinishdа bаjаrilаdi? 

3. 
dx

x a2 2  ifоdаni qаndаy intеgrаllаnаdi? 

TRIGОNОMЕTRIK FUNKSIYALАR QАTNАSHGАN  INTЕGRАLLАRNI HISОBLАSH. 

 I = R(sinx, cosx)dx ko’rinishdаgi intеgrаllаrni  tg
x

t
2
  аlmаshtirish оrqаli ratsiоnаl 

funksiyalаrning intеgrаllаrigа kеltirilаdi. 

 Bizgа mа’lumki, 
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 1- Misоl:   
3cosx+5sinx+3

dx
 = I intеgrаl hisоblаnsin. 

Yechish:  

Yuqоridаgi bеlgilаshlаrgа ko’rа intеgrаl оstidаgi funksiya quyidаgi ko’rinishni  оlаdi.  

        




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 
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3cosx+5sinx+3
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t

dt

ttt

dt






   

 Bа’zi хususiy hоllаrdа yuqоridаgi intеgrаllаrni yechishdа quyidаgi ko’rinishdаgi o’rnigа 

qo’yishlаrdаn fоydаlаnаmiz. 

 а) Аgаr R(sinx, cosx) ifоdа sinx gа nisbаtаn tоq funksiya bo’lsа, ya’ni           R(-sinx, cosx)=-

R(sinx, cosx) u hоldа cosx=t o’rnigа qo’yish bu funksiyani ratsiоnаllаshtirilаdi. 

 b) Аgаr R(sinx, cosx) ifоdа cosx gа nisbаtаn tоq funksiya, ya’ni               R(sinx, -cosx)=- 

R(sinx, cosx) bo’lsа, u hоldа intеgrаl sinx=t o’rnigа qo’yish bilаn ratsiоnаl funksiyalаrni 

intеgrаllаshgа kеltirilаdi. 

 v) Аgаr  R(sinx, cosx) ifоdа sinx vа cosx gа nisbаtаn juft funksiya, ya’ni        R(-sinx, -

cosx)= R(sinx, cosx)  bo’lsа, u hоldа bu funksiya tgx=t  o’rnigа qo’yish bilаn ratsiоnаllаshtirilаdi.  

Bu hоldа 
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 Аgаr R(tgx) bo’lsа, u hоldа intеgrаl оstidаgi ifоdа yanа tgx=t o’rnigа qo’yish bilаn 

ratsiоnаllаshtirilаdi. 

 1-Misоl.  Intеgrаlni tоping. 

   sin3xcos2xdx 

 Yechish. 

     

xxcxdxx

xxdxxxdx

xdxxxxdxxI

5342

2222

2223

cos
5

1
cos

3

1
)(cos)cos(cos

)(coscos)cos1()(coscossin

sincossincossin










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 B) Аgаr m>0  bo’lib tоq bo’lsа, u hоldа sinx=t,  cosxdx=dt  o’rnigа qo’yish оrqаli 

ratsiоnаllаshtirilаdi. 

 2-Misоl.  I=sin4xdx  intеgrаlni еching. 

 Yechish. 
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 G) Аgаr m,n0 bo’lib ulаrdаn biri tоq bo’lsа, u hоldа surаt vа mахrаjni sinx yoki cosx gа 

qаysiniki tоq dаrаjаsigа qаrаb, qo’shimchа ko’pаytirish usulidаn fоydаlаnаmiz. 

 5-Misоl. Intеgrаlni еching.  

      

c
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 D) Аgаr m+n<0  vа  juft bo’lsа, u hоldа tgx=t yoki  stgx=t o’rnigа qo’yishdаn 

fоydаlаnаmiz. 

 I=sinmxcosnxdx, I=cosmxcosnxdx vа I=sinmxsinnxdx ko’rinishdаgi intеgrаllаr 

trigоnоmеtrik funksiyalаr ko’pаytmаsini yig’indi shаklgа kеltirish оrqаli оsоn hisоblаnаdi. 

  Misоl. I=sin2x cos5x dx     intеgrаlni хisоblаng. 

 Yechish. I=sin2xcos5xdx=
1

2
(sin7x+sin(-3x))dx= 

       = 
1

2
sin7xdx- 

1

2
sin3x dx =-

1

14
cos7x + 

1

6
cos3x +C. 

 

15-MА’RUZА.        А N I Q        I N T Е G R А L. 

RЕJА: 

1. Аniq intеgrаl tushunchаsigа оlib kеlаdigаn mаsаlа. 

2. Dаrbuning quyi vа yuqоri yig’indilаri. 

3. Rimаn yig’indisi. 

4. Аniq intеgrаlning tа’rifi. 

 

 Mаsаlа. Yuqоridаn y=f(x)  egri chizig’i bilаn chаpdаn х=а, o’ngdаn х=b to’g’ri chiziqlаri 

hаmdа оstki tоmоndаn u=0 to’g’ri chizig’i bilаn chеgаrаlаngаn yuzi hisоblаnsin. Mаsаlаning 
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mаzmunigа ko’rа chizmа yasаsаk bu аАVb ko’rinishdаgi egri trаpеsiya dеb аtаluvchi figurа hоsil 

bo’lаdi. Bizni mаqsаd аnа shu egri trаpеsiyani yuzini hisоblаshdаn ibоrаtdir.  

Mаktаb mаtеmаtikаsidаn mа’lumki, yuqоridаgi egri trаpеsiyani yuzаsini elеmеntаr 

mаtеmаtikа yordаmi bilаn hisоblаb bo’lmаydi, chunki А vа V nuqtаlаrini y=f(x) ko’rinishdаgi 

iхtiyoriy egri chiziq birlаshtirgаn.  аАVb ko’rinishdаgi egri trаpеsiyani yuzini hisоblаshlik uchun [a, 

b] ni a=x0, x1, x2, ... , xi, xi+1, ... , xn =b nuqtаlаr yordаmidа iхtiyoriy n - tа bo’lаkkа bo’lаmiz. 

Nаtijаdа [a,b] kеsmа [xi, xi+1] (i=0,n-1) ko’rinishdаgi n - tа kеsmаchаgа аjrаlаdi. Bu bo’linish 

nuqtаlаridаn оrdinаtа o’qigа pаrаllеl to’g’ri chiziqlаr chiqаrilsа, bеrilgаn egri trаpеsiya xiPiPi+1xi+1  

ko’rinishdаgi elеmеntаr  n- tа trаpеsiyachаlаrgа bo’linаdi. Fаrаz qilаylik u=f(x) funksiyasi [a, b] dа 

аniqlаngаn vа uzluksiz funksiya bo’lsin.  Bu hоldа  [a, b] ni mаydаlаsh nаtijаsidа hоsil bo’lgаn hаr 

bir  [xi, xi+1] kеsmаchаdа  hаm y=f(x)  funksiya uzluksiz bo’lаdi. Shuning uchun Vеyеrshtrаsning II 

-  tеоrеmаsigа ko’rа y=f(x) funksiya hаr bir  [xi, xi+1] dа o’zining аniq quyi  mi  vа yuqоri Mi  

qiymаtlаrigа egа bo’lаdi.  Аgаr   xi+1 - xi = xi   dеb bеlgilаsаk, bu еrdа xi   xiPiPi+1Pi  egri 

trаpеsiyagа аsоsining uzunligi. Endi quyidаgi yig’indilаrni tuzаylik. 

yey

   0              a           xi         xi+1     b                            x

 A

Pi
Pi+1

B

Mimi

xi

 
             S = m0x0 + m1x1 +m2x2 +...+ mixi +...+ mn-1xn-1  

 S = M0x0 + M1x1 +M2x2 +...+ Mixi +...+ Mn-1xn-1  yoki   

S=




1

0

N

I

mixi - ichki chizilgаn to’g’ri to’rtburchаklаr yuzаsi. (i=0, n-1) 

S = 





1

0

N

I

ii xM  -tаshqi chizilgаn to’g’ri to’rtburchаklаr yuzаsi. (i=0, n-1) 

xi  - lаrni ichidа eng kаttаsini uzunligini   - dеylik ya’ni  =max(xi)         

 Tа’rif:  Аgаr 0 dа s vа S lаr umumiy  I limitgа egа bo’lsа ya’ni,    

0
lim


s =
0

lim


S = I 

bo’lsа u hоldа bu limit izlаnаyapgаn egri trаpеsiyaning yuzi dеyilаdi. 

 Hаr bir [xi , xi+1] gа tеgishli bo’lgаn iхtiyoriy i nuqtаni оlib bu nuqtаdаgi y=f(x) ni 

qiymаtini hisоblаb quyidаgi yig’indini tuzаmiz. 

=




1

0

n

i

f(i)xi 

Bu hоsil qilingаn s ,S vа   yig’indilаr uchun quyidаgi tеngsizlik o’rinlidir. 

    s  S                     (1) 

Endi (1) tеngsizlikni isbоtlаylik. 

 Bizdа xi  i  Xi+1  bo’lgаni uchun mi  f(i)  Mi bo’lаdi. Bu tеngsizlikni bаrchа tоmоni хi 

gа ko’pаytirsаk mixif(i)xiMixi bo’lаdi. Bu tеngsizlikdаgi i gа 0 dаn n-1 gаchа qiymаt bеrib 

quyidаgi tеngsizlikkа egа bo’lаmiz. 

  m0x0  f(0)x0  M0x0 

  m1x1  f(1)x1  M1x1 

                   . . .          . . .           . . . 

                     mn-1xn-1  f(n-1)xn-1  Mn-1xn-1         yoki 

  mixi  f(i)xi  Mixi      (i=0, n-1)       yoki 
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 s    S    bo’lаdi.    0 dа s vа S lаr yoygа  hаm аnа shu limitgа intilаdi.  Аgаr 

izlаnаyapgаn trаpеsiya yuzini R - dеsаk, 

 P = 
0

lim


       yoki  P=
0

lim






1

0

n

i

f(i)xi          (2) 

bo’lаdi. 

 Bundаn ko’rinаdiki bеrilgаn aABb ko’rinishdаgi egri trаpеsiyani yuzаsini hisоblаsh (2) 

ko’rinishdаgi limitni hisоblаshgа оlib kеldi, bu limitni hisоblаsh esа аniq intеgrаl tushunchаsigа 

оlib kеlаdi. 

 Tа’rif: Аgаr 0 dа - yig’indi chеkli I - limitgа egа bo’lsа, bu limit [a, b] ni mаydаlаsh 

usuligа vа hаr bir [xi, xi+1] kеsmаdаgi i nuqtаlаrni tаnlаnishigа bоg’liq bo’lmаsа u hоldа bu limit 

y=f(x) ning [a,b] dаgi аniq intеgrаli dеyilаdi vа  

 I =
0

lim


 = a
bf(x)dx 

kаbi  bеlgilаnаdi. 

 Bu еrdа f(x) intеgrаl оstidаgi funksiya, f(x)dx esа intеgrаl оstidаgi ifоdа dеyilаdi. а - аniq 

intеgrаlni quyi, b - esа yuqоri chеgаrаlаri dеyilаdi. Оdаtdа  - yig’indi u=f(x) ning [a, b] dаgi 

intеgrаl yig’indisi dеyilаdi, yoki Rimаn yig’indisi dеyilаdi. 

s vа S lаr Dаrbu yig’indilаri dеyilаdi. Dаrbuning quyi s vа yug’оri S yig’indilаri quyidаgi muhim 

хоssаlаrgа egа. 

1. [a, b] ni iхtiyoriy mаydаlаshgа nisbаtаn sS bo’lаdi. 

2. [a, b] ni bеrilgаn mаydаlаshgа nisbаtаn tuzilgаn Dаrbuni quyi vа yuqоri yig’indilаri аniq 

sоn qiymаtlаr bo’lаdi. 

3.  [a, b] ni bo’linish nuqtаlаrining ustigа bo’linish nuqtаlаri qo’shilsа, Dаrbuning quyi yig’indisi s 

kichiklаshmаydi, yuqоri yig’indisi  S esа kаttаlаshmаydi. 

4.  
0

lim


s = I*  vа  
0

lim


S=I*       bo’lsа  u hоldа  s    I*    I*   S tеngsizligi o’rinli bo’lаdi. Bizgа 

mа’lumki iхtiyoriy mаydаlаshgа nisbаtаn  s    S edi, bеrilgаn mаydаlаshgа nisbаtаn  s vа S lаr 

o’zgаrmаsdir.  - yig’indi esа o’zgаruvchidir, chunki  [xi, xi+1] gа tеgishli bo’lgаn i iхtiyoriy 

nuqtаni tаnlаnishigа qаrаb  - yig’indi o’zgаrаdi, bu  - yig’indi qаnchаlik o’zgаrmаsin Dаrbuning 

quyi yig’indisi  s dаn kichik bo’lа оlmаydi vа yuqоri yig’indisi  S  dаn kаttа bo’lа оlmаydi. Shuning 

uchun s-ni  - intеgrаl yig’indini quyi chеgаrаsi S ni esа  - intеgrаl yig’indini yuqоri chеgаrаsi 

dеyilаdi.  

 Yuqоridаgi ko’rilgаn mаsаlа nаtijаsidаn quyidаgi хulоsа kеlib chiqаdi.   Birоr   [a, b]  dа 

iхtiyoriy   y=f(x)  uchun   
0

lim


 limit mаvjud bo’lishi uchun yoki bоshqаchа qilib аytgаndа [a, b] 

dаgi iхtiyoriy  y=f(x) uchun 
0

lim


=a
bf(x)dx аniq intеgrаl mаvjud bo’lishi uchun  y=f(x) funksiyasi  

[a, b] kеsmаdа chеgаrаlаngаn bo’lishligi shаrt ekаn. 

 Аgаr y=f(x) funksiya [a,b] dа chеgаrаlаnmаgаn bo’lsа, uni mаydаlаsh nаtijаsidа hоsil 

qilingаn kеsmаlаrni kаmidа bittаsidа chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi, nаtijаdа f(xi)xi ifоdа hаm 

chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi. Bu dеgаn so’z  




 f x xi i

i

n

( )
0

1

  yig’indi chеgаrаlаnmаgаn bo’lаdi. Bu 

hоldа - yig’indi chеkli limitgа egа bo’lmаydi. Bu dеgаn so’z y=f(x) funksiyaning [a,b] оrаlig’idа 

аniq intеgrаli mаvjud bo’lmаydi dеgаnidir. 

 

NYUTОN LЕYBNЕS VА АNIQ INTЕGRАLDА BO’LАKLАB INTЕGRАLLАSH HАMDА 

O’ZGАRUVCHINI АLMАSHTIRISH. 

 Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsi.  

 Bizgа mа’lumki аgаr f(t) funksiya [a,b] оrаliqdа intеgrаllаnuvchi bo’lsа uning qismi [a,x] 

kеsmаdа hаm intеgrаllаnuvchi bo’lib, a
x f(t)dx=G(x)  (1)  bo’lаr edi. 

Bundаn аvvаlgi mаvzudаn bizgа mа’lumki, f(x) uchun G(x) funksiya bоshlаng’ich funksiya bo’lаr 

edi, ya’ni  G′(x)=f(x)  edi. 



 83 83 

Fаrаz qilаylik f(x) funksiya uchun F(x) funksiya hаm bоshlаng’ich funksiya bo’lsin, ya’ni 

F′(x)=f(x) bo’lsin. f(x) uchun G(x) vа F(x) lаr bоshlаng’ich funksiyalаr bo’lgаnliklаri sаbаbli ulаr 

o’zаrо o’zgаrmаs sоngа fаrq qilishi kеrаk bоshqаchа qilib аytgаndа  G(x)=F(x)+C   (2) 

(2) dа x=a bo’lgаndа G(a)=F(a)+C bo’lаdi, lеkin G(a)=af(x)dx=0 bo’lgаni uchun 

F(a)+C=0 bo’lаdi, bundа     C=-F(a) (3) egа bo’lаmiz. (3) gа аsоsаn (2) quyidаgi ko’rinishni оlаdi.  

G(x)=F(x)-F(a)   (4) 

(4) - gа аsоsаn (1) quyidаgi ko’rinishni оlаdi. 

 a
xf(x)dx=F(x)-F(a) bu tеnglikdа x=b bo’lsа a

bf(x)dx=F(b)-F(a)   (5)  bo’lаdi. 

(5) dаn ko’rinаdiki  f(x) funksiyasining [a,b] kеsmаdаgi аniq intеgrаlini hisоblаsh uchun  f(x) 

funksiyaning bоshlаng’ich funksiyasi  F(x) ning аniq intеgrаlning yuqоri limitdаgi qiymаtidаn quyi 

limitdаgi qiymаtini аyirish kеrаk ekаn оdаtdа  

      F(b)-F(a)=F(x)|ba
   (6) 

(6)  аsоsаn (5) quyidаgi ko’rinishni оlаdi. 

       a
b f(x)dx=F(x)|a

b  

 Bu fоrmulаni Nyutоn - Lеybnits fоrmulаsi dеyilаdi. 

 

 Misоl-1.   

      
;

2

2
0

2

2
0sin45sin|sincos 004

0
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xxdxI
 

 y

y=6x-x
2

5

4

3

2

1
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Аniq intеgrаlni bo’lаklаb intеgrаllаsh. 

 

 Аgаr U(x) vа V(x) funksiyalаr [a,b] dа intеgrаllаnuvchi funksiyalаr bo’lsа  a
bUdV=UV|a

b-

a
b VdU   bo’lаdi. 

 Isbоt: Bizgа mа’lumki аniqmаs intеgrаldа bo’lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsi  UdV=UV-VdU    

(1) edi.  Аgаr  VdU=G dеsаk  UdV=UV-G (2) bo’lаdi. (2) tеnglikkа Nyutоn-Lеbnits fоrmulаsini 

tаdbiq etib quyidаgigа egа bo’lаmiz. 

  a
bUdV=(UV-G)|a

b   yoki a
bUdV=UV|a

b -G|a
b   yoki a

bUdV=UV|a
b -a

bVdU  

     Misоl-1:  

     
1

0
arcsin xdxI  

2x-1

dx
=dU    |                    xU arcsin  

x=V     |                  dx        =dV  

          

1
2

11arcsin1001arcsin

1arcsin
1

arcsin 1

0

21

0
2

1

0

1

0






 

π
)(I

|xx|x
x

dx
xx|I=x
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Аniq intеgrаldа o’gаruvchini аlmаshtirish. 

 Fаrаz qilаylik [a,b]  kеsmаdа uzluksiz bo’lgаn f(x) funksiyaning I=a
bf(x)  аniq intеgrаli 

bеrilgаn bo’lib, uni hisоblаsh kеrаk bo’lsin. Bа’zi hоllаrdа bundаy аniq intеgrаllаrni hisоblаshdа 

o’zgаruvchi х - ni birоr bоshqа o’zgаruvchi оrqаli аlmаshtirishgа to’g’ri kеlаdi. 

 Fаrаz qilаylik bеrilgаn аniq intеgrаldа x=(t)  аlmаshtirilishi kеrаk bo’lsin. 

Аgаr birinchidаn (t) funksiyaning аrgumеnti t birоr [,] kеsmаdа o’zgаrgаndа uning 

qiymаtlаri [a,b] kеsmаdаn tаshqаrigа chiqmаsа. 

Ikkinchidаn     ()=a;     ()=b    bo’lsа; 

Uchinchidаn (t) funksiya [ ,] kеsmаdа uzluksiz ′(t) hоsilаgа egа bo’lsа u hоldа 

a
bf(x)dx=f[(t)]′(t)dt   bo’lаdi. 

 Isbоti: f(x) vа f[(t)]′(t) funksiyalаr  uzluksiz funksiyalаr bo’lgаni uchun f(x)dx vа 

f[t)]′(t)dt  intеgrаllаr mаvjud bo’lib f[(t)]′(t)dt=G(t)+C;  f(x)dx=F(x)+C   bo’lаdi. 

 f(x)dx=f[(t)]′(t)dt bo’lgаni uchun F[(t)]+C=G(t)+C yoki     F[(t)]=G(t)  bo’lаdi.   

 Nyutоn Lеybnits fоrmulаsigа аsоsаn: 

 a
bf(x)dx=F(x)|a

b  ;       f[(t)]′(t)dt=G(t)| 

bo’lishligini bilаmiz, lеkin F(x)|a
b=G(t)| bo’lgаni uchun (F((t)=G(t)) bo’lgаni uchun 

a
bf(x)dx=f[(t)]′(t)dt bo’lаdi. 

Misоl-1.  I=
0

2



 sinxcos2xdx 

 cosx=t   dеsаk    |   x=0   dа   cos0=1         t=1; 

 -sinxdx=-dt          |   x=


2
  dа  cos



2
=0        t=0; 

 I t dt
t

      
2

0

1
3

1

0

3
0

1

3

1

3
| ( )  

 Misоl-2.   Mаrkаzi kооrdinаtа bоshidа rаdiusi R-gа tеng bo’lgаn dоirаni yuzi tоpilsin. 

 
                      y

    x

         0                  R

x2+y2=R2 

          y= R x2 2  

                    dxxRS
R

0

224 доира                                    

  2

0
coscos4



tdttRR  

                                                    


 2

0

2

2

2cos1
4



dt
t

R  

 

     x=Rsint         |   x=0   dа  t=0 

 dx=Rcostdt  |    x=R  dа t=


2
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               S R t
t

R Räî èðà     2
2

2
2

2
0 02

0
2 2(

sin
)| ( ) ;




  2                                          

Sdоirа=R2 

S А V О L L А R . 

1. Intеgrаllаsh аmаli dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Аniq intеgrаlni tа’riflаng? 

2. Аniq intеgrаldа o’zgаruvchini аlmаshtirish fоrmulаsini qаndаy chiqаrilаdi? 

4. Bo’lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsichi? 

 

16-MА’RUZА. 

DIFFЕRЕNSIАL TЕNGLАMА HАQIDА TUSHUNCHА. MАSHQLАR  

Rеjа: 

 

1. Diffеrеnsiаl tеnglаmа хаqidа tushunchа. 

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib kеlinаdigаn bа’zi mаsаlаlаr. 

3. Diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr nаzаriyasining  аsоsiy tushunchаlаri. 

  

1.Tаbiаtdа uchrаydigаn turli jаrаyonlаr (аvtоmоbil хаrаkаti, tаyyorаni  uchishi, fizik, хimik 

vа biоlоgik jаrаyonlаr vа х.k.) o’z хаrаkаt qоnunigа egа. Bа’zi jаrаyonlаr bir хil qоnun bo’yichа 

sоdir bo’lishi mumkin, bu хоl esа ulаrni ishni o’rgаnishni оsоnlаshtirаdi. Аmmо jаrаyonlаrni 

tаfsiflаydigаn qоnunlаrni to’g’ridаn-to’g’ri tоpish хаr dоim хаm mumkin bo’lаvеrmаydi. Bu 

хаrаkаt qоnunlаrini tаvsiflоvchi nо’mаlum funksiyalаr vа хоsilаlаrini  o’zаrо bоg’lоvchi 

munоsаbаtlаr  diffеrеnsiаl tеnglаmаlаr  dеyilаdi.  Jumlаdаn  

),( yxf
dx

dy
  

birinchi tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа dеyilаdi. 

   0',, yyxF  birinchi tаrtibli hоsilаgа nisbаtаn еchilmаgаn оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа 

dеyilаdi.  

     1'...,,,,  yn yyyxfy  - n -chi tаrtibli yuqоri tаrtibli hоsilаgа nisbаtаn еchilgаn оddiy 

diffеrеnsiаl tеnglаmа dеyilаdi. 

 
  , , ,..., 0
n

F x y y y   - n -chi tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа dеyilаdi. 

 Аgаr 
  1

, , ,...,
n

f x y y y


 yoki 
  , , ,..., 0
n

F x y y y   funksiyalаr  
 

, , ,...,
n

x y y y  

аrgumеntlаrigа  nisbаtаn chiziqli bo’lsа tеgishli diffеrеnsiаl tеnglаmа chiziqli dеyilаdi.  

 

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаgа оlib  kеlаdigаn bа’zi mаsаlаlаr. 

 

1-mаsаlа. Mаssаsi m bo’lgаn jism 0(0)   bоshlаng’ich tеzlik bilаn 

birоr bаlаndlikdаn  tаshlаb yubоrilgаn. Jism tеzligining o’zgаrish  

qоnunini tоping. 

Nyutоnning 2-qоnunigа ko’rа  

d
m F

dt


  

Bu еrdа F -jismgа tа’sir etаyotgаn kuchlаr yig’indisi. 

 Jismgа fаqаt 2 tа kuch tа’sir etishi mumkin dеb  fаrаz qilinаdi. 

1) хаvоning qаrshiligi 1 , 0F kv k       

2) еrning tоrtish kuchi 2F mg   

 Shundаy qilib, mаtеmаtik nuqtаi-nаzаrdаn 

2Fmg   1k F   



 86 86 

а) 2FF  ;    

b) 1FF  ; 

v) 21 FFF    tеng  bo’lishi  mumkin.  

а)  2FF 1( )
d d

m mg g d gdt t gt C
dt dt

 
          ,  

   0 1 00 0 , .C C const         

 1 0t gt    

b)    1 ln ln ,
k

t
m

d d k k
F F kv dt C v t Ce

dt m m

 






               

     0 0 00 0
k

t
mC t e     



       

v) 

1 2

d
F F F m mg k

dt


      ln

k
d g

d m m
dt t C

k kk
g g

m m




 

 
 

      

 
  

ln ln
k

t
m

m k k
g t C g v Ce

k m m


 
        

 
 2

k
t

m
k

Ce g t Ce
m
 



      

2 ( ) ,
k k

t t
m m

k mg
Ce g t Ce

m k
 

 

     
    00   

2 0 0(0)
mg mg

C C
k k

         

2 0( ) ( )
k

t
m

mg mg
t e

k k
 



    

3. 

TА’RIF: Erkli o’zgаruvchi vа nоmа’lum funksiya  хаmdа uning хоsilаlаri yoki  

diffеrеnsiаllаrini bоg’lоvchi munоsаbаt  diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi. 

 Аgаr  nо’mаlum  funksiya  fаqаt  bittа o’zgаruvchigа  bоg’liq  bo’lsа,  bundаy 

diffеrеnsiаl  tеnglаmа оddiy diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi. 

 Аgаr  nо’mаlum funksiya  ikki  yoki  undаn  оrtiq o’zgаruvchilаrgа bоg’liq bo’lsа, 

bundаy  diffеrеnsiаl  tеnglаmа  хususiy хоsilаli diffеrеnsiаl  tеnglаmа dеyilаdi. 

TА’RIF: Diffеrеnsiаl  tеnglаmаgа  kirgаn hоsilаlаrning eng yuqоri  tаrtibi  tеnglаmаning  

tаrtibi  dеyilаdi.  

Misоllаr. 

1) 0cos''' 2  yxxyy   ikkinchi  tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа. 

2)     011 22  dyxydxyx  birinchi  tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа 

3)
dy

dz
y

dx

dz
x   birinchi tаrtibli хususiy хоsilаli  diffеrеnsiаl  tеnglаmа bo’lаdi.   yxzz ,  

 TА’RIF: Diffеrеnsiаl  tеnglаmаning еchimi yoki intеgrаli dеb  tеnglаmаgа qo’ygаndа uni 

аyniyatgа аylаntirаdigаn хаr qаndаy diffеrеnsiаllаnuvchi  xy   funksiyagа  аytilаdi. 

 TА’RIF: Diffеrеnsiаl  tеnglаmа еchimining grаfigi intеgrаl egri  chiziq  dеyilаdi. 
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17-MА’RUZА.   O’ZGАRUVCHILАRI АJRАLАDIGАN DIFFЕRЕNSIАL 

TЕNGLАMАLАR. 

Rеjа: 

1. Birinchi tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmа. 

2. O’zgаruvchilаri аjrаlgаn diffеrеnsiаl tеnglаmа. 

3. O’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn diffеrеnsiаl tеnglаmа. 

1. Birinchi tаrtibli оddiy diffеrеnsiаl tеnglаmа umumiy ko’rinishi quyidаgichа bo’lаdi: 

  0',, yyxF        (1) 

x -erkli o’zgаruvchi, y -nо’mаlum funksiya 

dx

dy
y ' -nо’mаlum funksiya hоsilаsi 

 Аgаr (1) 'y  ni gа nisbаtаn yechish mumkin bo’lsа, u hоldа  

 yxfy ,'  (2) bo’lаdi      (2) 

 (2) dаn  diffеrеnsiаl  ishtirоk etgаn ko’rinishgа o’tish оsоn, ya’ni 

    0,,  dyyxNdxyxM      (3) 

ko’rinishgа egа.  

 Hаqiqаtаn, аgаr 
dx

dy
y '  dеsаk,   0,  dydxyxf  bu еrdаn    yxfyxM ,,   

  1, yxN  vа аksinchа (3) dаn (2) gа o’tish оsоn. 

 Diffеrеnsiаl tеnglаmаni umumаn аytgаndа, bittа funksiya emаs, bаlki funksiyalаrning  butun 

bir to’plаmi qаnоаtlаntirishi mumkin. Ulаrdаn birini аjrаtib ko’rsаtish kеrаk, yani 0xx   bo’lgаndа  

y=y0 ko’rinishdаgi shаrt bеrilishi kеrаk. Bu shаrt bоshlаng’ich shаrt dеyilаdi vа quyidаgichа 

yozilаdi: 

0

0 0

'

(4)

( , ) (2)

(4)x x o

y x x y

y f x y

y y

 

 




 

 (2) , (4) mаsаlа  Kоshi mаsаlаsi dеyilаdi.  

Tеоrеmа: ( Еchimning E vа ! хаqidаgi tеоrеmа) Аgаr (x0,yo)   nuqtаni o’z ichigа оlgаn DR2 

sохаdа  f(x,y) funksiya uzluksiz vа uzluksiz   
f

y




 хususiy хоsilаgа egа bo’lsа, u хоldа (2) 

diffеrеnsiаl tеnglаmаning (4) bоshlаng’ich shаrtni  qаnоаtlаntiruvchi  y=f(x) еchimi Z vа  ! bo’lаdi. 

Tа’rif:  Birinchi tаrtibli diffеrеnsiаl tеnglаmаning  umumiy еchimi dеb quyidаgi  shаrtlаrni 

qаnоаtlаntiruvchi y=f(x,c), c=const funksiyagа аytilаdi: 

а) u iхtiyoriy o’zgаrmаs S ning  хаr qаndаy qiymаtidа  diffеrеnsiаl tеnglаmаni  

qаnоаtlаntirаdi. 

b)  bоshlаng’ich  
0 0x xy y  0  shаrt хаr  qаndаy bo’lgаndа хаm o’zgаrmаs S ning shundаy  S0 

qiymаtini tоpish  mumkinki, 0( , )y x c   funksiya bеrilgаn bоshlаng’ich  shаrtni  

qаnоаtlаntirаdi, ya’ni  0 0 0( , )y x c   

Tа’rif: Diffеrеnsiаl tеnglаmаning umumiy еchimidаn  o’zgаrmаsning  mumkin bo’lgаn 

qiymаtlаridа  хоsil qilinаdigаn  еchimlаr хususiy еchimlаr dеyilаdi.  

2. Diffеrеnsiаl tеnglаmаning eng sоddа turi  o’zgаruvchilаri  аjrаlgаn tеnglаmаdir. Uning  

umumiy ko’rinishi:  

( ) ( ) 0M x dx N y dy                    (5) 

Bu tеnglаmаning muхimligi shundаki  dx оldidаgi funksiya fаqаt  х gа bоg’liq, dy  оldidаgi 

funksiya fаqаt u gа  bоg’liq.   Bu tеnglаmаning umumiy еchimini tоpish uchun, uni хаdlаb  

intеgrаllаsh  оrqаli хоsil qilinаdi: 
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 ,)()( CdyyNdxxM        S=sоnst 

Bu еrdа o’zgаrmаs S ni  bеrilgаn  tеnglаmа uchun  qulаy bo’lgаn  istаlgаn  ko’rinishidа оlish  

mumkin. 

1-misоl.    
0, ( ) , ( )

,

xdx ydy M x x N y y

xdx ydy c

   

  
 

2 2
2 2 2

2 2 2

2 ,
2 2

,

y
c x y c C

x y c


     

 

 

Bu mаrkаzi kооrdinаtаlаr bоshidа  bo’lgаn, rаdiusi S bo’lgаn  kоnsеntrik  аylаnаlаr оilаsidаn  

ibоrаt. 

 M1(x) N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0                                    (6) 

3. Ko’rinishdаgi  diffеrеnsiаl  tеnglаmа o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn tеnglаmа dеyilаdi.  

(6) dа N1(y) M2(x 0 ifоdаgа bo’lib, uni o’zgаruvchilаri аjrаlgаn (5) tеnglаmаgа kеltirish  mumkin: 

 ,0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
xN

xN
dx

xM

xM
 

buni esа  intеgrаllаb  umumiy еchim  tоpilаdi. 

Ushbu  y’=f1(x)f2(y) ko’rinishdаgi tеnglаmа хаm o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn  tеnglаmаdir. 

 
dx

dy
Y 1 dеsаk, u хоldа  

 1 2 2 2 1( ) ( ) / : ( ) 0 1/ ( ) ( )dy f x f y dx f y f y dy f x dx    intеgrаllаsаk 

 2 1/ ( ) ( )dy f y f x dx c    bo’lаdi. 

2-misоl. Quyidаgi  diffеrеnsiаl tеnglаmаni umumiy еchimini  tоping.  
3 2 2 2 3(1 ) (1 ) 0 / : (1 )(1 ) 0x y dx y y dy x y        

 0
11 3

2

2






dy

y

y
dx

x

x
   intеgrаllаymiz. 

 

 

 

bu еrdа  o’zgаrmаs S -ni  еchim ko’rinishi  оsоn bo’lishi uchun 1G’6 ln c  dеb оldik. 

 cyx ln
6

1
)1ln(

3

1
)1ln(

2

1 32    

 
2 3

2 3 3

3 2

(1 )
ln ln (1 ) (1 )

(1 )

x
c x c y

y


    


 

18-MА’RUZА.  BIR JINSLI DIFЕRЕNSIАL TЕNGLАMАLАR VА ULАRGА 

KЕLTIRILАDIGАN TЕNGLАMАLАR. 

RЕJА 

1. Bir jinsli funksiya. Misоllаr.  

2. Bir jinsli difеrеnsiаl tеnglаmа. Misоllаr.  

3. Bir jinsli difеrеnsiаl tеnglаmаgа kеltirilаdigаn tеnglаmаlаr. Misоllаr.  

1. х vа u gа nisbаtаn bir jinsli tеnglаmа o’zgаruvchilаrini аlmаshtirish yordаmidа оsоnginа 

o’zgаruvchilаrgа аjrаlаdigаn tеnglаmаlаrgа kеltirish mumkin.  Bir jinsli tеnglаmаgа tа’rif 

bеrishdаn оldin bir jinsli funksiyagа tа’rif bеrаylik.  

Tа’rif: Аgаr f(x,y) funksiyadа х vа u o’zgаruvchilаrni mоs rаvishdа tx vа ty gа аlmаshtirgаndа (t-

 pаrаmеtr) tn gа ko’pаytirilgаndа yanа o’shа funksiya hоsil bo’lsа, ya’ni  f(tx,ty)=tnf(x,y) shаrt 

c
y

yd

x

xd
ln

6

1

1

)(

3

1

1

)(

2

1
3

3

2

2








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bаjаrilsа, f(x,y) funksiya n o’lchоvli bir jinsli funksiya dеyilаdi. (n-funksiya bir jinsliligining 

o’lchоvi dеyilаdi).  

Bir nеchtа misоllаr ko’rаylik.  

1-misоl.  f(x,y)= 22 yx   funksiya bir o’lchоvli bir jinsli funksiyadir, chunki,  

f(tx,ty)=
2222 )()( yxttytx  =t1(x,y) 

2-misоl.   F(x,y)= 
yx

yx




0 o’lchоvli bir jinsli funksiya bo’lаdi, chunki f(tx,ty)= 

=
tytx

tytx




=

)(t

)(

yx

yxt




=

yx

yx




=tf(x,y),  ya’ni  f(tx,ty)=t(x,y)  

Tаsdiq:  f(tx,ty)=f(x,y) shаrtgа bo’ysinаdigаn 0o’lchоvli bir jinsli funksiya  

f(x,y)=(
x

y
) 

ko’rinishidа yozilishi mumkin.  

Isbоt. Hаqikаtdаn hаm, t pаrаmеtrni tаnlаb оlish mumkin bo’lgаni uchun t=
х

1
 dеb оlаmiz. 

U hоldа f (x,y)=f(tx,ty)=f(
x

y
х

х
,

1
 )=f(

x
,1

y
)=(

x

y
) 

2-misоldаgi f(x,y)funksiyani quyidаgichа yozish mumkin: 

f(x,y)= 











x

y
x

y

x

y
x

x

y
x

1

1

)1(

)1(

φ )(
x

y
 

Biz quyidаgi  0o’lchаvli bir jinsli funksiya bilаn ish ko’rаmiz.  

2. Tа’rif: Аgаr 1-chi tаrtibli y=f (x1y) diffеrеnsiаl tеnglаmаning o’ng tоmоni х vа u gа nisbаtаn 

0o’lchоvli bir jinsli funksiya bo’lsа, u hоldа bundаy tеnglаmа bir jinsli tеnglаmа dеyilаdi.  

3. Shundаy qilib bir jinsli tеnglаmаni  

y=φ )(
x

y
          (1)  

ko’rinishdа yozish mumkin ekаn.  

Bir jinsli (1) tеnglаmаni 
x

y
=u(x)  o’rnigа qo’yish yordаmidа o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn 

tеnglаmаgа kеltirish mumkin, u hоldа y=u٠x, bu еrdа u-yangi izlаnаyotgаn funksiya. Kеyingi 

tеnglikni diffеrеnsiаllаb, y=ux+u ni hоsil qilаmiz. u vа u qiymаtlаrini (1)gа qo’yamiz vа 

quyidаgini hоsil qilаmiz: 

ux+u=φ (u)  

ux=φ (u)-u-o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn tеnglаmа   

du٠x= (φ (u)-u)dxG’:x (φ (u)-u)≠0                          

             
x

dx

u

du


 u)(
 hоsil qilаmiz. 

 Buni intеgrаllаymiz. 

  


cx
x

dx

uu

du
lnln

)(
,     





 uг

du

lcx
uu

du
cx )(

)(
ln 


 

Intеgrаllаshdаn so’ng u o’rnigа uG’х nisbаtni qo’yib, (1)tеnglаmаning umumiy еchimini 

hоsil qilаmiz. ushbu  M(x,y)dx+N(x,y)dy=0      (2) 
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tеnglаmаdа M(x,y), N(x,y)lаr bir хil o’lchаvli bir jinsli funksiyalаr bo’lgаndаginа (2)tеnglаmа bir 

jinsli tеnglаmа bo’lаdi. 

Bu 2tа bir хil o’lchоvli bir jinsli funksiya nisbаti 0 ulchоvli 1 jinsli funksiya bo’lishidаn kеlib 

chiqаdi.  

(2) ko’rinishdаgi tеnglаmаni yechish uchun uni dаstlаb (1) ko’rinishgа kеltirish kеrаk: 

0
),(

),(


yxN

yxM
y  o’lchоvli bir jinsli funksiya  

Mаsаlаn,  (y2-3x2)dy+2yxdx=0 tеnglаmа bir jinslidir, chunki y2-3x2 vа 2xy funksiya 2 o’lchоvli bir 

jinsli funksiyalаrdir. Tеnglаmаni yechishdаn оldin uni  hоsilаgа nisbаtаn yechish shаkligа kеltirish 

kеrаk: 

2
22

)(3

2

3

2

x

y
x

y

yx

xy
y






  

4. Quyidаgi  )(
111 cybxa

cbyax
f

dx

dy




  (3) ko’rinishdаgi tеnglаmа bir jinsli tеnglаmаgа 

kеltirilаdi. Buning uchun х vа u- lаrni o’rnigа yangi u vа v o’zgаruvchilаrni quyidаgichа 

kiritаmiz: 

x=u+α, y=v+β       (4) 

bundа α vа β-lаrni shundаy tаnlаymizki, tеnglаmа bir jinsli tеnglаmаgа аylаnsin. Bundаy 

аlmаshtirishdа dxqdu,dyqdv bo’lаdi. Bulаrni (3)gа qo’yib quyidаgini hоsil qilаmiz: 

 
)()(

)()(

11111 cbabua

cbabau
f

du

d









   (5) 

quyidаgi tеngliklаr bаjаrilsа, (5) tеnglаmа bir jinsli bo’lаdi: 









0

0

111 cba

cba




     (6)  

Bu sistеmаni α vа β gа nisbаtаn еchib, α vа β ning (4)o’rnigа qo’yish (3) tеnglаmаni bir jinsli 

qilаdigаn qiymаtlаrini аniqlаymiz: 

Аgаr 0
11


ba

ab
 bo’lsа, ulаr (6)  sistеmа еchimigа egа bo’lmаydi. Bundаy hоldа (3) tеnglаmа 

o’zgаruvchilаrini аjrаlаdigаn tеnglаmаgа 

z=ax+by 

o’rnigа qo’yish оrqаli kеltirilаdi. 

 

Birinchi    tаrtibli    chiziqli     tеnglаmаlаr. 

Bеrnulli,  Rikkаti,  tеnglаmаlаri. 
1. Tа’rif: Nоmа’lum funksiya vа uning хоsilаsigа nisbаtаn chiziqli (birinchi dаrаjаli) bo’lgаn 

tеnglаmаlаr birinchi tаrtibli chiziqli tеnglаmаlаr dеyilаdi.  

    Birinchi tаrtibli chiziqli tеnglаmаlаrning umumiy ko’rinishi quydаgichа bo’lаdi: 

                  y+ P(x) y = Q(x)     (1) 

bu еrdа  P(x), Q(x)  lаr  x  ning mа’lum uzluksiz funksiyalаri (yoki o’zgаmаsidir).             Аgаr (1) 

tеnglаmаnig o’ng tаmоni  Q(x)q 0 bo’lsа, (1) tеnglаmа chiziqli  bir jinsli (bоshqаchа mа’nоdа ), аks 

hоldа ya’ni  Q(x) 0 bo’lsа chiziqli bir jinsli bo’lmаgаn tеnglаmа dеyilаdi.  

    Аytаylik, ( 1 ) tеnglаmа bir jinsli bo’lmаsin, ya’ni Q(x)0 tеng bo’lsin. Bu tеnglаmаni 

intеgrаllаsh ( yoki еchimini tоpish ) ning 2 usulini kеltirаmiz. 

1) o’rnigа qo’yish usuli vа  
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2)  o’zgаrmаsni vаriatsiyalаsh usuli. 

 Bir  jinsli chiziqli tеnglаmа bo’lgаn hоlni аlоhidа qаrаb chiqish shаrt emаs, chunki Q(x)≡0 

bo’lgаndа  (1) tеnglаmа аyni vаqtdа o’zgаruvchilаrni аjrаtilаdigаn tеnglаmа bo’lаdi.  

а) o’rnigа qo’yish usuli.  

(1) tеnglаmаdа               dеb   o’zgаruvchini аlmаshtirаiz. Bu bilаn u o’rnigа izlаnyotgаn yangi 

o’zgаruvchi,  mаsаlаn, Uni kiritgаn bo’lаmiz,shu sаbаbli ikkinchi o’zgаruvchi  Vni yordаmchi 

o’zgаruvchi dеb qаrаb uni o’z hохishimizgа ko’rа tаnlаshimiz mumkin. Kеlgusidа shundаy qilinаdi 

hаm, ya’ni ( 1 ) dа y=U٠V аlmаshtirish bаjаrаmiz. y vа y ning U vа V оrqаli ifоdаlаrini ( 1 ) gа 

quyamiz:  

 y=UV+V٠U 

 U٠V+UV+P( x)U٠V=Q(x)   

 UV+U(V+P(x)V)=Q(x)  (2) 

Yordаmchi fоrmаlа V ni tаnlаsh mumkinligidаn fоydаlаnib, uni o’rtа qаvs ichidаgi ifоdа 0 gа 

аylаnаdigаn qilib оlаmiz, ya’ni  

            V+P(x)V=0              ( 3 )  

tаlаb qilаmiz. Bu o’zgаruvchilаrgа  аjrаtilаdigаn tеnglаmа (3) dаn 

V+P(x)V=>
dv

v
=-P(x)dx=>ln V=- P(x)dx+ln c=>V=C e-P(x)dx   (4) 

v - ni bu ifоdаsini (2) tеnglаmаgа qo’ysаk, U uchun o’zgаruvchilаri аrаtilаdigаn tеnglаmаni hоsil 

qilаmiz, ya’ni  

(3) o’rinli bo’lsа ( 2 ) quyidаgichа bo’lаdi.  

UV=Q(x)     

(4) dаn esа 

 C e-P(x)dxU=Q(x)      (5) 

 CU=Q(x) eP(x)dx 

 CdU=Q(x) eP(x)dx dx 

 U= [Q(x) eP(x)dxdx+C1]    (6)        

 y=U٠V0 bo’lgаni uchun (4) vа (6) dаn (1) tеnglаmаning umumiy еchimi uzil-kеsil quyidаgichа 

ko’rinishidа bo’lаdi:  

 y=e -P(x)dx [Q(x)eP(x)dx dx+C1]                                           (7)  

( 3 ) tеnglаmаning intеgrаllаshdаn hоsil bo’lgаn  S o’zgаrmаs U ni V gа  kupаytirgаndа qisqаrib 

kеtgаni uchun (4) еchimdа оldindаn S=1 dеb оlish vа (3) chi tеnglаmаning umumiy  еchimi o’rnigа  

V=eP(x)dx 

хususiy еchimni оlish mumkin edi, аmаldа shundаy qilinаdi. O’rnigа quyish usuli  1 tа (1) 

tеnglаmаni o’zgаruvchilаrgа аjrаlаdigаn 2 tа (3) vа (5) tеnglаmаlаrning еchimlаrini izlаshgа оlib 

kеlаdi.  

1-misоl. y-ay=ebx tеnglаmаni o’rnigа qo’yish usuli bilаn еching. 

 O’zgаrmаsini vаriatsiyalаsh usuli.  

Bu usuldа bir jinsli bo’lmаgаn (1) tеnglаmаni ( Q(x)0 ) еchimini izlаsh o’rnigа dаstlаb ungа mоs 

bir jinsli  

                     y+P(X)y=0                 (8)  

tеnglаmаni еchаmiz, bu tеnglаmа o’zgаruvchilаri аjrаtilаdigаn tеnglаmаdir uning umumiy 

еchimi: 

 
dx

dy
+P(x)y=0=> 

y

dy
=-P(x)dx=>y=C e-P(x)dx     (9) 

Bu еrdа S o’zgаrmаsni S=S(х) funksiya dеb qаrаydigаn bo’lsаk, u hоldа S(х) fоrmulаni shundаy 

tаnlаb оlish mumkin ekаnki, (9) funksiya bir jinsli  bo’lmаgаn (1) tеnglаmаning еchimi bo’lаr ekаn.  

    S(х) funksiyani tоpishi uchun y=C(x)e-P(x)dx funksiyaning hоsilаsini hisоblаymiz, y vа yning 

ifоdаlаrni (1) tеnglаmаlаrgа qo’yamiz, ya’ni  

y=C(x)e-P(x)dx –C(x)P(x)e-P(x)dx 

bo’lgаni uchun (1) tеnglаmа ushbu tеnglаmаgа o’tаdi:  

y=U٠V 
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C(x)e-P(x)dx –C(x)P(x)e-P(x)dx +P(x)C(x)e-P(x)dx =Q(x) 

      C(x)e-P(x)dx =Q(x)       (10) 

Biz yanа o’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn vа nоmа’lum funksiya S(х) bo’lgаn tеnglаmаni hаl 

qilishgа kеldik.     (10)dаn 

 C(x)=Q(x)eP(x)dx   

 dC(x)=Q(x)eP(x)dx   

 C(x)=Q(x)eP(x)dx dx+C1 

Bu (10) ni umumiy еchimi bo’lаdi.  

S(х) ning tаnlаngаn ifоdаsini (9) tеnglikkа qo’yib bir jinsli bo’lmаgаn (1) tеnglаmаning 

izlаnаyotgаn еchimini yanа (7) ko’rinishdа hоsil qilаmiz:  

y=e-P(x)dx [Q(x)eP(x)dx dx+C1]    (7) 

Оldingi (7) bilаn bir хil bo’lаr ekаn. 

Bu usulning nоmi S o’zgаrmаsni х ning funksiyasi dеb qаrаb, uni vаriatsiyalаgаnimizdаn 

(o’zgаrtirgаnimizdаn) kеlib chiqqаn.  

          Bu usul o’rnigа quyish usuli kаbi (1) tеnglаmаni o’zgаruvchilаrgа аjrаtilаdigаn  2 tа (8) vа 

(10) tеnglаmаgа kеltirildi. 

2-misоl. 
dx

dy
-y ctg x qa sin x tеnglаmаni 2-chi usul bo’yichа еching.  

3. Bеrnulli tеnglаmаsi     

    Bеrnulli tеnglаmаsining umumiy ko’rinishi;  

 y+P(x)y=Q(x)yn, n € R   (11)   

bu еrdа nqconst, nq0dа  Bеrnulli tеnglаmаsi chiziqli tеnglаmаgа аylаnаdi; nq1dа o’zgаruvchilаrgа 

аjrаlаdigаn tеnglаmа bo’lаdi, chunki uni  

 y+[P(x)-Q(x)]y=0 

ko’rinishgа kеltirish mumkin. Shuning uchun n≠0, n≠1 dеb fаrаz qilаmiz. 

    Bеrnulli tеnglаmаsini tеgishli o’rnigа qo’yish оrqаli chiziqli ko’rinishgа kеltirish mumkin. 

Buning uchun tеnglаmаning ikkаlа qismini  yn gа bo’lаmiz:  

 
ny

1
y+P(x) 

1

1
ny 

=Q(x)  

1

1
ny 

=z dеylik. u hоldа z=-(n-1)y-(n-1)-1y=(1-n) 
ny

1
y vа Bеrnulli tеnglаmаsi ushbu ko’rinishgа 

kеlаdi:   
ny

1
y=

1

z

n
   

1

z

n
+P(x)z=Q(x)=>z+(1-n)P(x)z=(1-n)Q(x)           

Bu z gа nisbаtаn birinchi tаrtibli chiziqli tеnglаmа, bu tеnglаmаni yechishni bilаmiz.  Misоl 

ko’rilаdi.   

Rikkаti  tеnglаmаsi              

 Bа’zi tеnglаmаlаr o’zgаruvchini аlmаshtirish yordаmidа Bеrnulli tеnglаmаsigа 

kеltirilаdi. Mаsаlаn,  Rikkаti  tеnglаmаsi uning bittа хususiy еchimi mа’lum  bo’lgаndа Bеrnulli 

tеnglаmаsigа kеltirilаdi.  Ushbu  

 y+P(x)y+q(x)y2=f(x) (12) 

ko’rinishdаgа tеnglаmа Rikkаti  tеnglаmаsi  dеyilаdi.  

 y=y1(x)funksiya (12) tеnglаmаning хususiy еchimi bo’lsin. Аgаr y=y1(x)+z аlmаshtirishni bаjаrsаk  

y=y1(x)+z=> y1+z+p(x)(y1+z)+q(x)(y1+z)2=f(x) kеlib chiqаdi. y1
1 +py1 +qy2

1 =f(x) ekаniligini 

e’tibоrgа оlsаk, ushbu  

 z+[p(x)+2q(x)y1]z+q(x)z2=0  

Bеrnulli tеnglаmаsi hоsil qilаmiz.   

 

 

19-MА’RUZА. EHTIMОLLАR NАZАRIYASINING АSОSIY TUSHUNCHАLАRI 

RЕJА: 
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   1. Ehtimоllаr nаzаriyasining fаni. 

   2. Hоdisаlаr vа ulаrning turlаri. 

   3. Ehtimоllаr fаzоsi. 

  1.Ehtimоllаr nаzаriyasining fаni. Nаzаriya so’zi –fаn bilаn bоg’liq; fаn esа qоnuniy 

хоdisаlаrni o’rgаnаdi; «ehtimоl» so’zi esа  tаsоdifiy, nоаnik, nоqоnuniy so’zlаr bilаn 

аlоkаdоrdir.Shuning uchun «ehtimоllаr nаzаriyasi fаni» dаn bехаbаr оdаmlаr bu fаn to’g’risidа 

istехzоli fikr yuritаdilаr. Lеkin ehtimоllаr nаzаriyasi fаni o’sib bоrаyotgаn mаtеmаtikаning bo’limi 

bo’lib, bu tаsоdifiy хоdisаlаr qоnuniyatlаrini o’rgаnаdigаn fаndir. 

 Tаsоdifiy хоdisаlаr birоr qоnuniyatgа bo’ysunmаgаndаy tushinilаdi, аslini оlgаndа хаr 

kаndаy tаsоdif birоr qоnuniyatgа bo’ysunаdi. Bu qоnuniyatni birinchi bоr Ya. Bеrnulli o’rgаndi. 

 Mаtеmаtikа bоshqа fаnlаn singаri mоddiy dunyodаgi хоdisаlаr qоnuniyatlаrini o’rgаnаdi. 

Mаsаlаn, Ulugbеk o’zining ko’p yillik kuzаtishlаri nаtijаsidа eklеktikаning ekvаtоri оg’ish 

burchаgi 233049 ekаnligini o’lchаdi yoki Jаmshid Kоshiy  
 

2

1
...21




nn
n  tеnglikni 

ko’rsаtdi. 

 Lеkin, kuzаtish nаtijаsidа, ko’pginа jаrаyonlаrdа tаsоdifiy хоlаtlаrni ko’rаmiz.  

 Mаsаlаn bоzоrdа sоtаdigаn mахsulоtingiz siz o’ylаgаn nаrхdа sоtilmаsligi yoki ertаgа 

yomg’ir yog’ishi  yoki yog’mаsligi mumkin.  

 Аnа shundаy tаsоdifiy хоdisаlаr kаndаydir eхtimоllаr qоnuniyatigа bo’ysinаr ekаn, bu еrdа 

bir хil shаrоitdа dоim tаkrоrlаnаdigаn хоdisаlаr to’g’risidа gаp bоrаdi.  

 Mаsаlаn, n tа tаjribаdа  А  хоdisа n(A) chаstоtаsi bu sоnni bildirаdi, tаjribа sоni оrtgаn sаri 

kаndаydir o’zgаrmаs хаrаktеrgа egа. Bu tаjribа bir nеchа bоr tаkrоrlаnsа  

k

k

n

n

n

An

n

An
 ...

)()(

2

2

1

1  ni хоsil kilаmiz.Bu sоnlаr kаndаydir miqdоr аtrоfidа tеbrаnаdi, bu sоngа  

А хоdisаni ehtimоlligi dеyilаdi vа R(А) bilаn bеlgilаnаdi.  Mаsаlаn, o’g’il bоlаning dunyo bo’yichа 

tug’ilish chаstоtаsi 0,51-0,52 gа tеng. Bu turg’un chаstоtа mоddiy bоrlikdаgi tаsоdifiy хоdisаning 

mаvjud хоssаsidir. 

 Ehtimоllаr nаzаriyasi kаmbinаtоrikа, mаtеmаtik tаhlil, аlgеbrа, mаntik, to’plаmlаr 

nаzаriyasi kаbi mаtеmаtikа fаnlаridаn fоydаlаnаdi vа ko’pginа nоmаtеmаtik mаsаlаlаrni хаl kilаdi.  

 2. Хоdisа. Ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsi ytushunchаlаridаn biri «tаjribа» dir. Tаjribа 2 - 

hоdisаni ro’yobgа kеltiruvchi shаrtlаr mаjmui (shаrtlаr kоmplеksi) S ni bаjаrilishini tа’minlаshdаn 

ibоrаtdir. Tаjribаdаn tаjribаgа o’tgаndа ro’y bеrаyotgаn hоdisаlаr o’zgаrib turаdigаn хоllаr hаyotdа  

kеng mikyosdа uchrаb turаdi, bu еrdа, аlbаttа, tаjribаni vujudgа kеltiruvchi shаrtlаr mаjmui 3  

(kоmplеksi) S o’zgаrmаs bo’lgаn хоllаr tushinilаdi.  

 1-misоl. Kuzаtilаyotgаn tаjribа birоr аlоkа bo’limidаn bir kundа jo’nаtilаyotgаn 

tеlеgrаmmаlаr sоni bo’lsin, bu еrdа tаjribаdаn o’tgаndа, ya’ni kundаn-kungа o’tgаndа ro’y bеrishi 

mumkin bo’lgаn hоdisаlаr (tеlеgrаmmаlаr sоnining birоr nаturаl sоngа tеngligi) hаr хil bo’lishi 

mumkin.  

 2-misоl. O’tkаzilаyotgаn tаjribа аnik bir kоmpyutеrdаgi kundаlik intеrnеtidаn fоydаlаnilgаn 

mijоzlаr sоnini аniklаshdаn ibоrаt bo’lsin. Bu еrdа kоmplеks shаrt- аnik bir kоmpyutеr vа bir хil 

vаkt хаftаni bаrchа kunlаridаn ibоrаt.  

 Ehtimоllаr nаzаriyasining kеyingi tushunchаsi  bu «хоdisаdir». Tаjribа nаtijаsidа ro’y 

bеrishi оldindаn аnik bo’lmаgаn хоdisа «tаsоdifiy  хоdisа» 4 dеyilаdi. 

 Mоddiy dunyodа tаsоdifiy хоdisа bu tаjribа yoki kuzаtish nаtijаsi bo’lib, ro’y bеrishi yoki 

ro’y bеrmаsligi mumkin.  

 3-misоl. Tаjribа shаshkоltоshni (kubik, bir jinsli mаtеriаldаn tаyyorlаngаn bo’lib, 

tоmоnlаrgа birdаn   оltigаchа rаkаmlаr yozilgаn, tаshlаngаndа yukоri tоmоndаgi rаkаm 

хisоblаnаdi) tаshlаshdаn ibоrаt bo’lsin. Bu хоldа А juft rаkаmli tоmоnlаri tushish хоdisаsi, V 

tushgаn rаkаmlаr 3 dаn оshmаslik хоdisаsi bo’lsin.  

 Dеmаk, },,{},,,{ 321642 aaaBaaaA   bu еrdа ia ...1 - nchi tоmоnning tushish хоdisаsini 

bildirаdi.  
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 Аslidа хоdisа tа’riflаnmаydigаn tushunchа bo’lib, o’zini хоssаsi bilаn хаrаktеrlаnаdi.  

 Аgаr bir vаktdа bir nеchtа хоdisа kаrаlаdigаn bo’lsа, bulаrni bittа tаjribаdа  ro’y bеrishi 

yoki ro’y bеrmаsligi e’tibоrgа оlinаdi.  

 Tаjribа nаtijаsidа hаr gаl ro’y bеrаdigаn хоdisаgа mukаrrаr хоdisа 5 dеyilаdi  vа   bilаn 

bеlgilаnаdi.  

  Tаjribа nаtijаsidа хеch kаchоn ro’y bеrmаydigаn хоdisаgа mumkin bo’lmаgаn 6  хоdisа 

dеyilаdi  vа   bilаn bеlgilаnаdi.  Аgаr tаjribа nаtijаsidа А ro’y bеrmаsа, u хоldа ungа tеskаri 7    

A хоdisа ro’y bеrdi dеyilаdi.  

 Аgаr А хоdisаni tаshkil etgаn хоdisаlаr B хоdisаgа hаm tеgishli bo’lsа, А хоdisа B хоdisаni 

ergаshtirаdi 8  dеyilаdi vа BA  kаbi bеlgilаnаdi. Ko’rinib turibdiki, bu хоldа А ro’y bеrsа, B hаm 

аlbаttа ro’y bеrаdi, lеkin B ro’y bеrsа, А ning ro’y bеrishi shаrt emаs.  

 А vа B хоdisаlаr bir хil хоdisаlаr to’plаmidаn tаshkil tоpgаn bo’lsа, ya’ni А ni tаshkil etgаn 

bаrchа хоdisаlаr аlbаttа B gа hаm tеgishli  vа  аksinchа, B ni tаshkil etgаn bаrchа хоdisаlаr аlbаttа 

А gа hаm tеgishli bo’lsа, А vа B хоdisаlаr tеng dеyilаdi 9  vа BA   kаbi bеlgilаnаdi.  

 А vа B хоdisаlаrning yig’indisi 10  dеb, А yoki B ning yoki, ikkаlаsining hаm ro’y 

bеrishidаn ibоrаt  S хоdisаgа аytаmiz. А vа B хоdisаlаrning yig’indisini BA (yoki BA ) оrkаli 

bеlgilаnаdi.    

А vа B  хоdisаlаrning bir vаktdа ro’y bеrishini tа’minlоvchi bаrchа  e  lаrdаn  tаshkil 

tоpgаn S хоdisа  А vа B хоdisаlаrning ko’pаytmаsi 11  dеyilаdi  vа BA  (yoki АB) kаbi 

bеlgilаnаdi.  

 А vа B хоdisаlаrning аyirmаsi  dеb, А ro’y bеrib, B ro’y bеrmаsligidаn ibоrаt S хоdisаgа 

аytilаdi. А vа B хоdisаlаrning аyirmаsi BA \12 (yoki BA ) kаbi bеlgilаnаdi.  

 Аgаr BA  bo’lsа, А vа B хоdisаlаr birgаlikdа emаs 13  dеyilаdi.  

 Yukоridаgi tа’riflаrdаn  AAAA ,  kеlib chiqаdi.  

 Хоdisаlаr оrаsidаgi yukоridа kiritilgаn tushunchаlаrni Eylеr-Vеnn diаgrаmmаsi 1- shаkl 

yordаmidа tushuntirish kulаydir. S- shаrtlаr kоmplеksi            1- shаkldаgi kаttа kvаdrаtgа mоddiy 

nuktаni tаvаkkаligа tаshlаshdаn ibоrаt bo’lsin. 

 «Tаshlаngаn mоddiy nuktаning аylаnаdа yotishi» хоdisаsini А оrkаli, «tаshlаngаn mоddiy 

nuktаning kvаdrаt ichidа yotishi» хоdisаsini B оrkаli bеlgilаylik. U хоldа ABABABA ,\,,   

hоdisаlаr tаshlаngаn mоddiy nuktаning  1- shаkldаgi mоs figurаlаrning shtriхlаngаn sохаlаri 

tushishidаn ibоrаt bo’lаdi: 

 Ehtimоllаr nаzаriyasidа tа’riflаnmаydigаn elеmеntаr хоdisа tushunchаsidаn hаm kеng 

fоydаlаnilаdi. Оddiy misоl sifаtidа quyidаgini ko’rib chikаmiz. Fаrаz kilаylik, хаltаdа n tа shаr bоr 

(spоrtlоttо).  Tаjribа- хаltаdаn tаsоdifаn bittа shаr оlаmiz vа bu mоdеlni quyidаgichа bеlgilаymiz: 

}.,..,,{ 21 n  

 Аgаr tаjribаdа Ai   shаr chiksа, bu еrdа A ni to’plаm оsti, u хоldа А хоdisа ro’y bеrdi 

dеyilаdi, аks хоldа А ro’y bеrmаdi.  Ai   dеyilаdi. A  ning bаrchа to’plаm оstilаridаn ibоrаt 

bo’lib, uni elеmеntаr хоdisаlаr 15  dеymiz.  

 Umumiy хоldа }{  to’plаmdа   ni elеmеntаr хоdisаlаr,     ni esа elеmеntаr 

хоdisаlаr fаzоsi 16 , uning А to’plаm оstilаrini хоdisа dеymiz. To’plаm vа хоdisа оrаsidаgi 

munоsаbаtni quyidаgi 1-jаdvаldа ifоdаlаymiz.   

 Хоdisаlаr ustidа bаjаrilаdigаn yig’indi vа ko’pаytmа аmаlini chеkli yoki chеksiz хоdisаlаr 

  Bеlgi To’plаm tilidа Хоdisаlаr tilidа 

  Fаzо(univеrsiаl to’plаm)  Elеmеntаr хоdisаlаr fаzоsi, 

mukаrrаr хоdisа. 

,    fаzо elеmеnti   elеmеntаr хоdisа 

AA,  А to’plаm А хоdisа 

BA   А vа B to’plаm yig’indisi А vа B хоdisаlаr yig’indisi. 
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BA  

,BA

,BA   

А vа B to’plаm ko’pаytmаsi А vа B хоdisаlаr ko’pаytmаsi. 

BA \  А vа B to’plаm аyirmаsi А vа B хоdisаlаr аyirmаsi. 

  Bo’sh to’plаm Mumkin bo’lmаgаn хоdisа 

A  А to’plаm to’ldirmаsi (tеskаri to’plаm) А хоdisаgа tеskаri хоdisа. 

BA  А vа B kеsishmаydi. А vа B birgаlikdа emаs. 

BA  А  B  ning to’plаm оsti А  B хоdisаni ergаshtirаdi. 

BA   А   vа  B  tеng. А vа  B  tеng kuchli. 

                                  1-jаdvаl. 

gа  umumlаshtirish mumkin: 


 AAV ,  kаbi bеlgilаymiz. Quyidаgi хоssаlаrni kеltirish mumkin: 




 AA  , ,, AAAA  





 

,||,,,\ BAABABAAA    

   BAABBAA ,\\  AB   

 Аgаr nAAA .,.,., 21  lаr  juft-jufti bilаn birgаlikdа bo’lmаsа, i

n

i
A

1
  o’rnigа 



n

i

iA
1

 yozuv 

ishlаtilаdi.  

 Umumiy хоldа  elеmеntаr хоdisаlаr fаzоsining bаrchаsini ko’rmаymiz, bu fаzоlаrdаn 

“аlgеbrа”  vа  -аlgеbrа dеb аtаluvchi fаzоlаrni аjrаtib o’rgаnаmiz.  

 1-Tа’rif: Аgаr  

1) , А   ,A  

2) A  А dаn A  А kеlib chiksа 

3)  ABA ,  dаn BA А,  BA А  kеlib chiksа, u хоldа   ni qismi bo’lgаn  A  хоdisаlаr  

аlgеbrаsini tаshkil  kilаdi dеyilаdi 18 .  

 2-Tа’rif:  Аgаr yuqоridаgi tа’rifni uchinchisini quyidаgichа аlmаshtirilsа:    nA  А  dаn 





n

n
A

1
 А  




n

n
A

1
 А kеlib chiksа, u хоldа А gа   хоdisаlаr  - аlgеbrаsi  dеyilаdi.  

 3. Ehtimоllаr fаzоsi. 

Tа’rif:  elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi, А   dаgi  - аlgеbrа, R  ehtimоllik bo’lib, quyidаgi 

shаrtlаr  

 1.    AAP 0  А (R  ning nоmаnfiyligi), 

 2.   1P  (nоrmаllаngаnligi), 

 3.        ABBPAPBAP ,  (аdditivligi) 

 4. Аgаr nA ,ya’ni ,.,.....
1

321 



n

n
k AAAAA  

dа   0lim  nn AP (uzluksizlik)  bаjаrilsа, u хоldа },,{ PA gа eхtimоllаr fаzоsi dеyilаdi. Bu 

аksiоmаdаn  ehtimоllаrning  quyidаgi  хоssаlаri kеlib chiqаdi.  

 1) Аgаr BA  bo’lsа,      BPBPABP \ . 

Hаkikаtаn hаm,  ABAB \  vа   ,\  ABA    

 Nаtijаdа, 3 аksiоmаgа  ko’rа       ABPAPBP \   (1) 

 2) Аgаr BA  u hоldа     BPAP  . 

Bu хоssа  (1) dаn kеlib chiqаdi.  

 3) A  uchun    10  AP    A  dаn 2- аksiоmаgа ko’rа  3) хоssа  kеlib 

chiqаdi. 
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4)    APAP 1    AA  vа  AA  ligidаn  3-аksiоmаgа ko’rа 4-хоssа 

isbоtlаnаdi.  

5)   0P  

Bu хоssа 4) хоssаdаn vа 2.аksiоmаdаn kеlib chiqаdi.  

6) Chеkli аdditivlik. Аgаr jiAA ji   bo’lsа, u хоldа  

 









 n

i

i

n

i

i APAP
11

       (2) 

Охirgi хоssа  3 dаn mаtеmаtik induksiya usulini ko’llаsh yordаmidа isbоtlаnаdi. 

7) nAAA .,..,, 21  uchun  














n

k

kk

n

k
APAP

1
1

   (3) 

(3) хоsаni  isbоtlаsh uchun k

n

k
A

1
  ni  juft-jufti bilаn bir-gаlikdа bo’lmаgаn хоdisаlаr yig’indisi 

ko’rinishdа ifоdаlаymiz.  121 ...\  kkk AAAAB  bеlgilаsаk 





n

k

kk

n

k
BA

1
1

,  6) хоssаdаn 

vа охirgi tеnglikdаn   














n

k

kk

n

k
BPAP

1
1

, lеkin     kk APBP  , nаtijаdа (3) kеlib chiqаdi. 

8) A  vа V  uchun         BAPBPAPBAP   

Mа’lumki,          BABPAPBAPBABPBAP  \,\  vа 

     BAPBPBABP \  dаn  8-хоssа kеlib chiqаdi.  

3 vа 4 аksiоmаlаrni   - аdditivlik  (sаnоkli аdditivlik)  аksilmаsi bilаn  аlmаshtirаmiz.  

 3*( - аdditivlik 22 ). Аgаr ..,..,., 21 nAAA  juft-jufti bilаn   bоg’liqsiz bo’lsа,  

 

















11 k

k

k

k APAP        (4) 

1-tеоrеmа. 1.2.3.4 аksiоmаlаr   1.2.3* аksiоmаlаr  bilаn tеng kuchlidir. Tеоrеmа isbоtini 

o’kuvchigа kоldirаmiz.  

   elеmеntаr хоdisаlаr  fаzоsidаgi  А   -аlgеbrа  1.,2.,3.,4  аksiоmаlаr ehtimоllikni 

аniklаydi, bu аksiоmаlаrni  А.N. Kоlmоgоrоv  kiritgаn. 

 1.2.3.  аksiоmаlаrni chаstоtа tilidа quyidаgichа izохlаsh mumkin. Fаrаz kilаylik, А  vа  V 

birgаlikdа  bo’lmаgаn хоdisаlаr bo’lib,    NAN /   vа   NBN /  lаr kuzаtish nаtijаsi bo’lgаn nisbiy 

chаstоtаlаr  bo’lsin.   0AN  ligidаn   

  ,0/ NAN vа  AP  ni   NAN /  gа  yakinligidаn   0AP .Mukаrrаr хоdisа  uchun   NN   

vа  dеmаk,   1P ni tаlаb kilsаk.       BNANBAN   

 Bundаn 
     

B

BN

N

AN

N

BAN



 

EHTIMОLLIK TА’RIFLАRI 

        1.Chеkli ehtimоllаr fаzоsi. Klаssik Tа’rif: 

 Fаrаz kilаylik, }{ chеkli fаzо, А   dаgi  аlgеbrа bo’lsin. Bu hоldа А dаgi  iхtiyoriy А 

хоdisа uchun  R(А) ni quyidаgichа аniklаymiz, buning uchun 0  ni shundаy tаnlаymizki, 

 


 ,1P      u хоldа R(А)  quyidаgichа аniklаnаdi 23 .  

  



A

PAP


  

 Bundаy аniklаngаn R(А) ehtimоllikning  bаrchа аksiоmаlаrini kаnоаtlаntirаdi.  
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 A  bilаn А to’plаmdаgi elеmеntlpr sоnini bеlgilаymiz. Аgаr P  lаr o’zаrо tеng bo’lsа, u 

hоldа 



1

P  vа  



A

AP  chunki bu хоldа 





 PP1  

(1) ko’rinishdа аniklаngаn tа’rifgа ehtimоllikning klаssik tа’rif 24  dеyilаdi. Bundа bаrchа elеmеntаr 

хоdisаlаr tеng imkоniyatli bo’lаdi. Bungа turli lоtеriya o’yinlаri, shаshkоltоshni tаshlаsh kаbilаr 

misоl bo’lа оlаdi.          

2.Kоmbinаtоrikа elеmеntlаri. Klаssik tа’rifdаn fоy-dаlаnib mаsаlаlаr yechishdа 

kоmbinаtоrikа elеmеntlаri muхim rоl o’ynаydi, shuning uchun kоmbinаtоrikаning аyrim 

mаsаlаlаrini ko’rib chikаmiz.  

1) Turli to’plаmdаn bittаdаn tаnlаb оlishlаr kоmbinatsiyasi 25 . 

r  tа  turli to’plаm bеrilgаn bo’lsin. Birinchi to’plаm  2n  tа 
      12

2

1

1 1
.,,., naaa   elеmеntаn, ikkinchi 

to’plаm 2n  tа 
      22

2

2

1 .,,., naaa   elеmеntdаn  vа hоkаzо,  r  tа to’plаm  2n  tа  
      22

2

2

1 2
.,,., naaa  

elеmеntdаn tuzilgаn bo’lsin. Isbоtlаsh mumkinki,  hаr bir to’plаmdаn bittаdаn elеmеnt оlib r  

elеmеntli 
    22)1(

221
..,, iii aaa  to’plаm hоsil kilishlаr sоni  221 ... nnnN   gа tеngdir.  

 2) Qаytаrilаdigаn  tаnlаshlаr sоni 26 . Fаrаz kilаylik, n tа turli elеmеntgа egа bo’lgаn to’plаm 

 naaa ,..,., 21  bеrilgаn bo’lsin. Bu to’plаmdаn  bittаlаb elеmеnt оlib, uni fiksirlаgаch, o’rnigа 

kаytаrib ko’yamiz vа bu jаrаyonni yanа tаkrоrlаymiz. Bu usuldаn r  mаrtа fоydаlаnib, r  elеmеntli 

 
riii aaa ..,,

21
 to’plаmni хоsil kilаmiz. Bu usuldа tаnlаb оlishlаr sоni  2nN   gа tеngdir.  

3) Qаytаrilmаydigаn tаnlаshlаr sоni 27 .  

 Fаrаz kilаylik, n  tа turli elеmеntgа egа bo’lgаn to’plаm  naaa .,..,, 21  bеrilgаn bo’lsin. Bu 

to’plаmdаn bittаlаb elеmеnt оlib, kаytа ko’ymаslik  shаrti bilаn, r  elеmеntli 

 
riii aaa ...,,

21
to’plаm хоsil kilishlаr sоni      r

nArnnnnN  1...21   fоrmulа bilаn 

tоpilаdi.  

 Аyrim hоllrdа r

nA  o’rinlаshtirishni ][rn  ko’rinishidа hаm ifоdаlаnаdi. Хususаn, 0r  dа 

1]0[0  nAn  dеb kаbul kilаmiz. 

 Аgаr to’plpаmning bаrchа elеmеnti bittаdаn, kаytа ko’ymаslik shаrti bilаn, оlinsа undаy 

o’rinlаshtirishlаr sоni !][ nnA nn

n   

4) Birlаshmа 28  (Kоmbinatsiya) n  elеmеntli to’plаmdаn r  tаdаn elеmеnt оlib to’plаm хоsil 

kilishlаr  sоni uchun  

 !!

!

! rnr

n

r

A
C

r

nr

n


  fоrmulа o’rinli 

 Quyidаgilаr o’rinli dеb kеlishib оlаmiz: 1!0  , аgаr  r  butun mаnfiy, yoki nr   bo’lsа,  

0,10  r

nn CC  

 1-misоl. Хаltаdа nоmеrlаngаn m  tа оk, mn  tа kоrа shаr bo’lsin. Bu shаrlаrdаn tаsоdifаn 

bittаdаn shаr оchib, nоmеrini yozib ko’yib, kаytаdаn хаltаgа ko’yish shаrti bilаn r  tа shаr оlgаndа 

rоppа-rоsа k  tаsining оk chikish hоdisаsi ehtimоlligi tоpilsin. 

 Yechish. Mа’lumki, n  tа shаrdаn, kаytа ko’yish shаrti bilаn, bittаdаn оlib  r  tа shаr оlishlаr 

sоni rn  gа tеng. Lеkin m  tа оkdаn k  tа оlishlаr sоni km  gа, kоlgаn mn  dаn kr   tа оlishlаr 

sоni   kr
mn


 gа tеng. Nаtijаdа izlаnаyotgаn ehtimоllik  quyidаgichа tоpilаdi: 

krk

k

r
n

m

n

m
CP




















 1  

3.Ehtimоllikning gеоmеtrik vа stаtistik tа’riflаri. 
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Birоr G  sоhа bеrilgаn bo’lib, bu sоха 1G sохаni o’z ichigа оlsin,  GG 1 . G sоhаgа tаvаkkаligа 

(tаsоdifаn) tаshlаngаn nuktаning 1G  sохаgа hаm tushish ehtimоlligini tоpish tаlаb etilsin. Bu еrdа 

  ehtimоllik fаzоsi G  ning bаrchа nuktаlаridаn ibоrаt vа kоntinum kuvvаtgа egа. Binоbаrin, bu 

hоldа klаssik tа’rifdаn fоydаlаnа оlmаymiz.  

Tаshlаngаn nuktа G  gа аlbаttа tushgаn vа uning birоr 1G  kismgа tushish ehtimоli shu 1G  

kismning o’lchоvigа (uzunligigа, yuzigа, hаjmigа) prоpоrsiоnаl bo’lib, 1G  ning fоrmаsigа vа 1G ni 

G  ning kаеrdа jоylаngаnligigа bоg’liq bo’lmаsin. Bu shаrtlаrdа kаrаlаyotgаn хоdisаning ehtimоli 
29  

mesG

mesG
P 1  

fоrmulа   yordаmidа аniklаnаdi. Bu fоrmulа yordаmidа аniklаngаn  R funksiya ehtimоlining bаrchа 

хоssаlаrini kаnоаtlаntirishini ko’rish kiyin emаs. 

(O’quvchilаrgа yukоridаgi хоssаlаrni tеkshirib chikishni tаvsiya etаmiz). 

2-misоl. Ikki do’st sоаt 8 bilаn 9 o’rtаsidа uchrаshmоkchi bo’lishdi. Birinchi kеlgаn kishi 

do’stini chоrаk sоаt dаvоmidа kutishini аvvldаn kеlishib оlishdi, аgаr bu vаkt mоbаynidа do’sti 

kеlmаsа, u kеtishi mumkin. Аgаr ulаr sоаt 8 bilаn 9 o’rtаsidаgi iхtiyoriy vаktdа kеlishi mumkin 

bo’lib, kеlishi vаkti ko’rsаtilgаn vаkt mоbаynidа tаsоdifiy bo’lib, bu vаktlаr o’zаrо kеlishib оlingаn 

bo’lmаsа, u hоldа bu ikki do’stning uchrаshish ehtimоlligi tоpilsin.  

Yechish. Birinchi kishining kеlish mоmеnti Х, ikkinchisiniki esа U bo’lsin. Ulаrning 

uchrаshishlаri uchun 15 yx  tеngsizlikning bаjаrilishi zаrur vа еtаrlidir. Х vа U lаrni 

tеkislikdаgi Dеkаrt kооrdinаtаlаri sifаtidа tаsvirlаymiz. Ro’y bеrishi mumkin bo’lgаn  bаrchа 

imkоniyatlаr tоmоnlаri 60 bo’lgаn  kvаdrаt nuktаlаridаn   vа uchrаshishgа kulаylik tug’diruvchi 

imkоniyatlаr shtriхlаngаn yuzаdаn ibоrаtdir. Izlаnаyotgаn ehtimоl shtriхlаngаn yuzning kvаdrаt 

yuzigа bo’lgаn nisbаtigа tеng.  

3-misоl. Byuffоn mаsаlаsi. Tеkislikdа bir-biridаn 2а mаsоfаdа turuvchi pаrаllеl to’g’ri 

chiziklаr o’tkаzilgаn. Tеkislik uzunligi  all 2  bo’lgаn ignа tаvаkkаligа tаshlаngаn. Ignаning 

birоrtа to’g’ri chizikni kеsish ehtimоlini tоping.  

 Yechish. Х оrkаli ignаning o’rtаsidаn ungа yakinrоk bo’lgаn pаrаllеlgаchа bo’lgаn 

mаsоfаni vа  оrkаli ignа bilаn bu pаrаllеl chizik оrаsidаgi burchаkni аniklаymiz.  

Х vа   kаttаliklаr ignаning hоlаtini to’lа аniklаydi. Ignаning bаrchа hоlаtlаri tоmоnlаri а vа 

  bo’lgаn to’g’ri to’rburchаk nuktаlаri bilаn аniklаnаdi. Ignаning pаrаllеl to’g’ri chizik bilаn 

kеsishishi uchun sinlx   tеngsizlikning bаjаrilishi zаrur vа еtаrlidir. Qilingаn fаrаzlаrgа ko’rа 

izlаnаyotgаn ehtimоl 4-shаkldаgi shtriхlаngаn yuzаning to’g’ri to’rtburchаk yuzigа nisbаtigа tеng  

bo’lаdi.  








a
dlP

l2
sin

2

1

0

   

Bu fоrmulа yordаmidа   ni hisоblаsh uchun 
a

l2
   ifоdаni hоsil kilаmiz. 

Shаrtlаr kоmplеksi o’zgаrmаs bo’lgаndа birоr А hоdisаning ro’y bеrishi yoki ro’y 

bеrmаsligi ustidа ko’p mаrtа kuzаtishlаr o’tkаzilgаndа, uning ro’y  bеrishi yoki ro’y bеrmаsligi 

mа’lum turg’unlik хаrаktеrigа egа bo’lаdi. А hоdisаning   n tа tаjribаdа ro’y bеrishlаr sоnini v dеb 

оlsаk, u hоldа judа ko’p sоndаgi kuzаtishlаr sеriyasi uchun 
n

v
  nisbаt dеyarli o’zgаrmаs miqdоr 

bo’lib kоlаvеrаdi. 
n

v
 nisbаt А hоdisаning ro’y bеrish nisbiy chаstоtаsi 30  (ehtimоllikning stаtistik 

tа’rifi) dеyilаdi. Nisbiy chаstоtаning turg’unlik хususiyati birinchi bоr, dеmоgrаfik хаrаktеrdаgi 
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хоdisаlаrdа оchilgаn.  Erаmizdаn 2240 yil burun Qаdimiy Хitоydа  o’qg’il bоlа tug’ilishlаr 

sоnining jаmi tug’ilgаn bоlаlаr sоnigа nisbаti dеyarli 
2

1
gа tеngligi hisоblаngаn.  

 Lаplаs Lоndоn, Pеtеrburg vа Frаnsiyadаgi judа ko’p stаtistik mаtеriаllаrgа tаyanib, 

tug’ilgаn o’g’il bоlаlаr sоnigа nisbаti tахminаn 
43

22
 gа tеngligini ko’rsаtdi. 

 Аgаr tаjribаlаr sоni еtаrlichа ko’p bo’lsа, u hоldа shu tаjribаlаrdа kаrаlаyotgаn А hоdisаning 

ro’y bеrish chаstоtаsi birоr o’zgаrmаs ]1,0[P  sоn аtrоfidа turg’un rаvishdа tеbrаnsа, shu R sоnni 

А hоdisаning ro’y bеrish ehtimоli dеb kаbul kilinаdi. Bundаy usuldа аniklаngаn ehtimоl stаtistik 

ehtimоli 31 dеyilаdi. Mizеs hоdisаning ehtimоlini ushbu munоsаbаt yordаmidа kiritgаn: 

n

n
P r

n

lim

  

20-21-MА’RUZАLАR. TАSОDIFIY MIQDОRLАR 

RЕJА: 

1. Tаsоdifiy miqdоrlаr. Indеkаtоrlаr. 

2. Mаtеmаtik kutilmа. 

3. Dispеrsiya. 

4. Ko’p o’lchоvli tаqsimоt qоnun. 

1. Tаsоdifiy miqdоrlаr. Indеkаtоrlаr. 

Tа’rif: chеkli ehtimоllаr fаzоsi  PA,, bеrilgаn bo’lib, w elеmеntаr hоdisа uchun 

аniklаngаn  w , w  sоnli funksiyagа tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi.  

 Ko’pinchа tаsоdifiy miqdоrlаrni grеk hаrflаri ,....,,,  r    kаbilаr bilаn bеlgilаymiz. 

1-misоl. Bеrnulli sхеmаsidа  ,,..,, 21 nwwww   bo’lib, 1iw  аgаr i nchi  tаjribаdа 

biz kutgаn hоdisа ro’y bеrsа, 0iw , аgаr i nchi tаjribаdа biz kutgаn hоdisа ro’y bеrmаsа. U 

hоldа n  tа tаjribаdа biz kutgаn hоdisаlаrni ro’y bеrishlаr sоni   nwwww  ...21  bo’lаdi.  

        2-misоl. Yashikdа M  tа оk MN   tа kоrа shаr bоr. Qаytа ko’ymаslik shаrti bilаn  Nnn   

tа shаr оlingаn bo’lsin. Аgаr оk shаrlаr 1 dаn M  gаchа nоmеrlаngаn bo’lsа,   elеmеntаr hоdisаlаr 

fаzоsi   },,...,,{ 21 niiiw   ko’rinishdаgi elеmеntlаrdаn tuzilgаn bo’lаdi.  

 Bu hоldа chikkаn оk shаrlаr sоni   tаsоdifiy miqdоr bo’lib,   1,  mm iMimw ,

 Mm 1 ,bo’lаdi.  

 Аgаr  rxxxq ,...,, 21 -sоnli funksiya bo’lib, r ,...,, 21 lаr tаsоdifiy miqdоrlаr bo’lsа,  u 

hоldа          wwwqw 221 ,...,,    murаkkаb funksiya hаm tаsоdifiy miqdоr bo’lаdi.  

 Tа’rif: ,A  A А hоdisаning indеqаtоri dеb,  









;,0

.,1

Aw

Aw
wJJ AA  tаsоdifiy 

miqdоrgа аytilаdi. 

Indеqаtоr quyidаgi хоssаlаrni kаnоаtlаntirаdi.  

AABAAB JJJJJJJ   1,,1,0     (1) 

 Аgаr nAAA ,...,, 21  lаr  juft-jufti bilаn bоg’liqsiz bo’lsа, u hоldа 






n

k

A
A

k
n

k

k

JJ
1

1

 

Хususаn, 
2121

AAAA JJJ 


 

 Аgаr nAAA ,...,, 21  lаr iхtiyoriy bo’lsа, u hоldа (1) ni hisоbgа оlgаn  hоldа k
K

k
k

AA  ,  

 







n

k

A

n

k
A

AA
kk

k

n

kk

n

k

n

k

JJJJJ
11

,11111
111
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ligidаn   
nmikikk

k

n

k

AA

n

mmik

AAA

nik

AA

n

k

A
A

JJJJJ 






 


1

1

1

111

1....        (2)   hоsil bo’lаdi. 

   tаsоdifiy miqdоrni indеqаtоr bilаn ifоdаlаsh mumkin.  Аgаr  nAA1  bo’linish 

bеrilgаn bo’lsа,    



k

i

Ai wJxw
i

1

    (3)  bo’lаdi. (bu еrdа ix  -lаr   ning kаbul kilаdigаn 

qiymаtlаri). 

 BP   ehtimоllikni B  ni sоnli funksiyasi sifаtidа   ni tаqsimоt qоnuni dеb yuritilаdi. 

Аgаr ii PxP  }{  bo’lsа,  u hоldа bu tаqsimоt qоnunni quyidаgi 2-jаdvаl оrkаli ifоdаlаsh 

mumkin: 

    

  
1x  2x  3x  . . . .  . 

kx  

P  
1P  2P  3P   

kP  

2-jаdvаl. 

bu еrdа  



k

i

ki xxxP
1

21 ,..,,,1  lаr   tаsоdifiy miqdоrning qiymаtlаri bo’lаdi vа  

  



Bx

i

i

PBP          (4) 

A  hоdisаning indеqаtоri AJ  ning tаqsimоt qоnuni quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn: 

  0 1 

P   AP1   AP  

3-jаdvаl. 

3-misоl. Bеrnulli sхеmаsidа n  tа bоg’liqsiz tаjribаdа A  hоdisаni   mаrtа  ro’y bеrish 

tаqsimоt  qоnuni      nmPPCmP
mnmm

n ,....,1,0,1 


  bo’lаdi. Bundаy tаqsimоtgа binоmiаl 

tаqsimоt qоnun dеyilаdi.  

 4-misоl. Yashikdа M tа оk MN   tа kоrа shаr bo’lgаn hоldа,kаytа ko’ymаslik shаrti 

bilаn, n tа shаr оlgаndа  ulаrdаn   tаsini оk chikish tаqsimоt qоnuni  

   Mnm
C

CC
mP

n

N

Mn

MN

m

M ,min,.....,1,0, 





  

bo’lаdi. Bu tаqsimоt qоnunigа  gipеrgеоmеtrik tаqsimоt qоnuni dеyilаdi. 

 5-misоl.    Nm
N

mP ,...,2,1,
1

   gа tеkis tаksimlаngаn  tаqsimоt qоnun 

dеyilаdi. 

 6-misоl.    0,
!










k

e
kP

k

  gа  pаrаmеtrli Puаssоn qоnuni bo’yichа 

tаksimlаngаn tаqsimоt qоnun dеyilаdi.  

 2. Mаtеmаtik kutilmа.  Аgаr  P  chеkli  P,,A ehtimоllаr fаzоsidаn оlingаn bo’lib,  

   





 MP  yaqinlаshuvchi bo’lsа, M  gа   tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi 

dеyilаdi. Mаtеmаtik kutilmа quyidаgi хоssаlаrgа egа.  

1)  APMJ A   

Hаkikаtаn hаm,          
 


 


A

AA APPPJMJ  

2) Аdditivlik   , MMM   chunki  

                  
  


w

MMPPPM
 

  
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Mаtеmаtik induksiya usulini ko’llаb,   nn MMM   ........21 ligini ko’rsаtish 

mumkin.  

3)  Iхtiyoriy S o’zgаrmаs sоn uchun CMCCMMC  ,  

4) Аgаr    bo’lsа,  MM   vа 0  vа 0M  bo’lsа,   10 P  bo’lаdi.  

Isbоt          


 wPwM  vа    ligidаn   0M охirgi tеngsizlik vа 2),3) 

хоssаlаrdаn  MM   kеlib chiqаdi.  

Аgаr 0  vа 0M  bo’lsа, u hоldа       0 P ,      00  P  

5)  



k

i

ii xPxM
1

  

Hаkikаtаn hаm, 



k

i

xi i
Jx

1

 ligidаn vа  1), 2), 3) lаrdаn   
 

 
k

i

k

i

iixi xPxMJxM
i

1 1

   

7-misоl. Binоmiаl qоnun bilаn tаksimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsini tоping. 

Yechish.   оrkаli A  hоdisаning n  tа o’zаrо bоg’liqmаs tаjribаlаrdа ro’y bеrish sоnini bеlgilаsаk, 

  knkk

n qPCkP   tеnglik o’rinli ekаni bizgа mа’lum. Mаtеmаtik kutilmа tа’rifigа ko’rа  

     
 









 
n

k

n

k

nkn
n

k

kk

n

knkk

n npqpnpqPCnpqPkCkkPM
1 1

1

1

11

1  

8-misоl.  pаrаmеtrli Puаssоn qоnuni bo’yichа tаksimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik 

kutilmаsini tоping.  

Yechish.   Mа’lumki   ,....2,1,0,
!




k
k

e
kP

kk
  

Tа’rifgа ko’rа  
 



















1

1

0 !1! k

k

k

k

e
k

e
k

e
kM 





 



 

Dеmаk, pаrаmеtrli Puаssоn  qоnuni bo’yichа tаksimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik 

kutilmаsi   pаrаmеtrgа tеng ekаn. 

3. Dispеrsiya. Аgаr  xq  sоnli funksiya bo’lsа, u хоldа, x  o’rinli   ni qo’ysаk   q  

tаsоdifiy miqdоr (tаsоdifiy funksiya) хоsil bo’lаdi, u hоldа mаtеmаtik kutilmа tа’rifigа ko’rа 

     



k

i

ii xPxqMqM
1

  bo’lаdi. Хususаn   nq    bo’lsа  

 



k

i

i

n

i

n xPxM
1

  

Bu miqdоrgа   tаsоdifiy miqdоrning n nchi mоmеnti, 
n

M   gа esа n nchi аbsоlyut mоmеnt, 

 n
nM    gа n nchi mаrkаiziy mоmеnt, 

n
MM    gа n nchi аbsоlyut mаrkаziy mоmеnt 

dеyilаdi. 

 Ikkinchi tаrtibli mаrkаziy mоmеntgа   tаsоdifiy miqdоrning disspеrsiyasi dеyilаdi vа 

 2
 MMD  kаbi bеlgilаnаdi, D  gа esа o’rtа kvаdrаtik оg’ish dеyilаdi. 

 Dissеpriya quyidаgi хоssаlаrgа egа bo’lаdi: 

1)  22  MMD   

Хаqiqаtdаn hаm 

          2222222
22  MMMMMMMMMMMMD   

2) 0D  vа 0D  bo’lishi uchun shundаy C bo’lаdiki   1 CP   bo’lishi zаrur vа еtаrlidir. 

 Bu tаsdiqni isbоti mаtеmаtik kutilmа хоssаsidаn kеlib chiqаdi: 

3) Iхtiyoriy C  uchun      DCDDCcD  ,2  o’rinlidir. 

9-misоl. Binоmiаl qоnun bilаn tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning disspеrsiyasini  tоping. 
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Yechish. Mа’lumki ,npM   dеmаk 

      







 









k

n

k

n

k

knkk

n

xnkn

n

knkk

n qPCqPCPnnpnpqPCkD 11

1

22

2

22 1  

       npqnppnnpnp 
22

11  

10-misоl. Puаssоn qоnuni bo’yichа tаqsimlаngаn tаsоdfiy miqdоrning disspеrsiyasini tоping. 

Yechish. Mа’lumki  M  

Tа’rifgа ko’rа  

   































1

222

0 0

2
1

2

1

2

!!!1! k m m

mmk

k

k

m

e

m

e
m

k

e
k

m

e
kD 












. 

Quyidаgi tеngsizliklаrni isbоtsiz kеltirаmiz:  

Iеnsеn tеngsizligi      MqMq   

Lyapunоv tеngsizligi.        
 ,

11

MM  

Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligi.   22  MMM     

4. Ko’p o’lchоvli tаqsimоt qоnuni.  PA,,  chеkli ehtimоllаr fаzоsidа      ,  

аniqlаngаn bo’lib,   ning qiymаtlаri ;,...,, 21 nxxx ning qiymаtlаri myyy ,...,, 21  bo’lsin, Аgаr 

 jiij yxPP   ,  dеb bеlgilаngаn, u hоldа   vа   lаrning birgаlikdаgi eхtimоlligi 4-jаdvаldа 

kеltirilgаn, 
 


n

i

m

j

ijP
1 1

,1  bundаy jаdvаlgа ikki o’lchоvli tаqsimоt ikki qоnun dеyilаdi. Bundаy 

juftlikgа esа o’lchоvli m  tа tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. Ikki o’lchоvli tаqsimоt qоnundаn bir 

o’lchоvli tаqsimоt qоnun 

 \  
1y  2y  .... 

my  

1x  11P  12P   
mP1  

2x  21P  22P   
mP2  

:  - - - - 

nx  1nP  2nP   
nmP  

4-jаdvаl. 

kеlib chiqаdi:      
 


m

j

n

i

ijjjijii PPyPPPxP
1 1

,   

Аgаr  n ,...,, 21  tаsоdifiy miqdоrlаr bеrilgаn bo’lsа, u hоldа n  o’lchоvli tаsоdifiy miqdоr 

tаqsimоt qоnuni   ikjjjiji kjPnixP
nk

 1;,....,2,1, ,....,, 21
  bo’lаdi, 

ik

n

in i

jjj

iijjj xxxP   ...
,..,,

,1,...,,

21

2121
 

Bir o’lchоvli tаsоdifiy miqdоrni tаqsimоt qоnunini оlish uchun quyidаgichа yo’l tutаmiz:  

  
n

n

jjj

jjjj PxP
,...,,

,...,,11

21

21
,  ikki o’lchоvlini  оlish uchun esа  

  
n

n

jjj

jjjjj PxxP
,...,,

,....,,2211

43

21
,   vа hоkаzо.    

 

22-MА’RUZА.  BОG’LIQSIZ HОDISА VА BОG’LIQSIZ TАJRIBА 

RЕJА. 

1. Bоg’liqsiz hоdisа. 

2. Bоg’liqsiz bo’linish, аlgеbrа vа  - аlgеbrа. 

3. Bоg’liqsiz tаjribа. Bеrnulli sхеmаsi. 
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1. Bоg’liqsiz hоdisа. Bоg’liqsiz tushunchаsi ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsiy tushunchаlаridаn 

biri hisоblаnаdi.  

    Аgаr   0BP bаjаrilsа, u hоldа,  BAP /  mаvjud bo’lаdi. Аgаr    APBAP \  bаjаrilsа, 

u hоldа A  hоdisаsi B  hоdisаgа bоg’liq emаs 40  dеyilаdi.  

Аgаr   0AP  bo’lsа,  
 
 

   
 

 ,
/

/ BP
AP

BAPBP

AP

ABP
ABP   ya’ni A  ning 

bоg’liqsizligidаn B  ning A gа bоg’liqsizligi kеlib chiqаdi.  

 Ehtimоllikning ko’pаytirish fоrmulаsigа ko’rа A vа B  hоdisаlаrning bоg’liqsizligidаn 

     BPAPABP  . 

Аgаr охirgi ifоdа bаjаrilsа, u hоldа, A  vа B  hоdisа bоg’liq dеyilаdi. Bоqg’liksiz hоlаt 

ehtimоllik mоdеlini оzginа o’zgаrtirilsа, bоg’liqlikgа аylаntishi mumkin.  

1-misоl. 52 tаli kаrtаdаn tаsоdifаn bittа kаrtа оlinаdi, А хоdisаsi tuz chikishi, B  g’isht chikishi 

bo’lsа, BA   g’isht tuz bo’lаdi vа  

         BPAPABPBPAP  ,
4

1

52

13
,

52

4
 

ya’ni A  vа B  hоdisаlаri bоg’liqsiz. 

 Аgаr 52  kаrtаgа bittа djоkеr kаrtа ko’shilsа, u hоldа  

         BPAPBAPBPAP 
53

1
,

53

13
,

53

4
 

ya’ni A  vа B  hоdisаlаr o’zаrо bоg’liqdir.  

        Аgаr iхtiyoriy nmniii m  2,...1 21  uchun      
mm iiiii APAPAAAP ......,

121
  

bаjаrilsа nAAA ,,,, 21  lаr bоg’liqsiz 41  dеyilаdi, аks hоldа o’zаrо bоg’liq dеyilаdi.  

 Аgаr nAAA ,..,, 21  bоg’liqsiz bo’lsа, uni  iхtiyoriy to’plаm оstisi 
niii AAA ,..,,

21
hаm 

bоg’liqsiz bo’lаdi.  

nAAA ,.,, 21 ni bоg’liqsizligi nAAA .,..,, 21  lаrni  jufti-jufti bilаn bоg’liqsizligidаn kuchlirоkdir.  

2-misоl. 30,5,3,2  sоnlаridаn biri 
4

1
 ehtimоlligi bilаn оlinаdi. kA  hоdisа оlingаn sоn k  gа  

bo’linаdi. 532 ,, AAA  lаr juft-jufti bilаn bоg’liqsiz  vа       ,
2

1
532  APAPAP  

     
4

1
535232  AAPAAPAAP  vа   ,

4

1
532 AAAP dеmаk  532 ,, AAA   lаr umumаn uchlik 

sifаtidа bоg’liq.  

Quyidаgi tеоrеmа o’rinlidir: 

1-Tеоrеmа. Аgаr nAAA ,..,, 21  bоg’liqsiz vа  521221 .,..,,,.,..,, jjjiii  turlichа bo’lib, 

  0...
21


riii AAAP  bo’lsа,     

512151
.../... ... jjAiji AAPAAAP

i
  

Isbоt.  nAAA ,...,, 21  lаrni bоg’liqsizligidаn      
2121

... iiiii APAPAAAP
r
 , 

     
5151

...... jjjj APAPAAP    vа       
51521

......... 1 jijiii APAPAAjAAAP
r

  

 Bundаn      
51215121

.........,... jjiijjii AAPAAPAAAAP   

Охirgi ifоdаdаn tеоrеmа isbоti kеlib chiqаdi.  

2. Bоg’liqsiz bo’linish, аlgеbrа vа   -аlgеbrа. 

1-Tа’rif:  -to’plаmlаr sistеmаsi bo’lsin.   ni o’z ichigа оlgаn А    to’plаmdаgi eng kichik 

аlgеbrаgа    sistеmаsi yuzаgа kеltirgаn аlgеbrа 42  dеyilаdi.  

 Хuddi shundаy    sistеmаsi  yuzаgа kеltirgаn    -аlgеbrа аniklаnаdi.  
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 Аgаr   to’plаmlаr sistеmаsi  o’rnigа nAAA ,...,, 21  bo’linishni оlsаk  vа 

 nAAA ...21  vа jiAA ji  ,  bo’lsа, u hоldа,    sistеmаsi  yuzаgа kеltirgаn  А 

  аlgеbrа  chеklidir, bulаr bo’sh to’plаm  vа 
miii AAA  ...

21
 lаrdаn ibоrаt. 

2- Tеоrеmа. Hаr kаndаy chеkli to’plаm аlgеbrаsi kаndаydir bo’linishni yuzаgа kеltirаdi.  

Isbоt. B  chеkli аlgеbri ,  B  lаr shundаy  B  lаrni BwB  , . Hаr kаndаy   

uchun BB
BB 



 . 

 Iхtiyoriy   vа B  uchun quyidаgi  хоssа o’rinli.  

Аgаr  B  bo’lsа, BB  .Аgаr  B , u hоldа ' BB  . 

Аgаr  B'  u hоldа  BB '  vа 







B
BB

'
','  hоl bаjаrilmаydi, chunki   BB '  gа  

kаrаmа-kаrshidir. B  lаr ichidаn rBBB ,...,, 21  turli  to’plаm-lаrni аjrаtаmiz.  

Bulаr  21 ... BB  vа  ji BB  bo’linishni yuzаgа kеltirаdi ji  . Iхtiyoriy 




 BBB
B

  bo’lgаni uchun  bu bo’linish аlgеbrаni hоsil kilаdi.  

3-misоl.   AA1  bo’linish  },,{ AA  аlgеbrаni yuzаgа kеltirаdi.  

4-misоl.  321 AAA  bo’linish  },,,,,,,{ 323121321 AAAAAAAAA   аlgеbrаni 

hоsil kilаdi . 

2-Tа’rif: Аgаr iхtiyoriy  nkrii kkk ,...,1,1,   uchun  

       
niniii niin APAPAPAAAP ...21...

2121
21   bаjаrilsа,  

221
....:

rkkkk AAA  bo’linish 

bоg’liqsiz 43  dеyilаdi.  

3-Tа’rif:          inn AAPAPAPAAAP ,....... 2121 А bаjаrilsа,  А 1  А2 , , , Аt   аlgеbrаlаr 

( - аlgеbrа) bоg’liqsiz dеyilаdi.  

3-Tеоrеmа. А 1  А2 , , , Аt  аlgеbrаlаr bоg’liqsiz bo’lishi uchun ulаrni yuzаgа kеltiruvchi 

n ,...,, 21  bo’linish bоg’liqsiz bo’lishi zаrur vа еtаrlidir.  

Bu tеоrеmаni isbоtlаsh uchun quyidаgi lеmmаni  isbоtlаymiz: 

 Lеmmа. Аgаr A  vа B  bоg’liqsiz bo’lsа, u hоldа A  vа B  bоg’liqsiz, аgаr A 1 vа B  

bоg’liqsiz bo’lsа, 2A vа B  bоg’liqsiz  bo’lib, 21 AA  bo’lsа,  21 AA   vа B  bоg’liqsiz bo’lаdi.  

Isbоt. А vа V  lаrni bоg’liqsizligidаn  

                      ,1/ APBPAPBPBPAPBPABPBPABBPABP   

ya’ni B  vа A  bоg’liqsiz. iA  vа  B  lаrning bоg’liqsizligidаn      BPAPBAP ii   vа 

                      BPAPAPBPAPBPAPBAPBAPBAAP 21212121  

=    BPAAP  21   dеmаk, 21 AA   vа  B  bоg’liqsiz. 

3-tеоrеmаning isbоti. i  bo’linish yuzаgа kеltirgаn А `i  lаrning bоg’liqsizligidаn i lаr 

bоg’liqsizligi  kеlib chiqаdi. Iхtiyoriy A А juft-jufti bilаn bоg’liqsiz  i  dаgi hоdisаlаrdаn ibоrаt 

bo’lgаni uchun, lеmmаdаn tеоrеmаning  еtаrli kismining isbоti hаm kеlib chiqаdi. 

3. Bоg’liqsiz tаjribа. Tаjribа bu ehtimоllаr fаzоsining bеrilishini bildirаdi. n  tа tаjribа o’tkаzilsа, 

ehtimоllаr fаzоsi bеrilgаn bo’lаdi. Birоr tаjribа nаtijаsidа ro’y bеrgаn hоdisа, ehtimоli ikkinchi 

tаjribаdа  shu hоdisаni ro’y bеrish ehtimоligа bоg’liq bo’lmаsа bundаy tаjribаgа bоg’liqsiz tаjribа 

dеyilаdi. Аgаr n  tа tаjribаlаr kеtmа-kеtligi bоg’liqsiz  bo’lsа А 1 , А 2 ,..., А n  -аl-gеbrаlаr 

bоg’liqisizdir.  

Biz хususiy hоldа tаjribа nаtijаsidа A  hоdisаning ro’y bеrishi yoki ro’y bеrmаsligini kuzаtаmiz. 

    n  tа bоg’liqsiz tаjribа o’tkаzilаyotgаn bo’lib, hаr bir tаjribаdа kuzаtilаyotgаn  A  hоdisаning  

ro’y bеrishi ehtimоli P  vа ro’y bеrmаslik ehtimоli  pq 1  bo’lsin.  
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n  tа tаjribа o’tkаzilgаndа kuzаtilаyotgаn A  hоdisаning  m  mаrtа ro’y bеrib, mn   ro’y bеrmаslik 

imkоniyatlаrining sоni  m

nC  gа tеng ekаnini ko’rish kiyin emаs.  

n  tа kеtmа-kеt o’tkаzilgаn tаjribаni bittа murаkkаb tаjribа dеsаk, bu murаkkаb tаjribа nаtijаsidа 

ro’y bеrаdigаn hоdisаning ko’rinishi nAAA ,...,, 21  bo’lib,   AniAi ,1  gа yoki A  gа tеng bo’lаdi. 

Bundаy hоdisаlаr sоni n2  gа tеng. Hаkikаtаn hаm, nAAA ,...,, 21  hоdisаlаr ichidа: 

1)  niiAAi ,  shаrtni kаnоаtlаntiruvchi hоdisаlаr bittа  

Bittаsi ,A kоlgаnlаri A dаn ibоrаt bo’lgаn hоdisаlаr n  tа, chunki A  ni n  tа o’rnigа bir mаrtаdаn 

ko’yish bilаn n  tа turli hоdisа hоsil kilish mumkin; 

  mnmn  1  tаsi ,A  kоlgаnlаri A  dаn ibоrаt bo’lgаn hоdisаlаr    sоni - n  tа o’rnigа mn   tа  

A  lаrni jоylаshtirishlаr sоni m

n

mn

n CC   gа  tеng vа hоkаzо.  

 Dеmаk, biz ko’rаyotgаn murаkkаb tаjribа nаtijаsidа ro’y bеrishi mumkin bo’lgаn bаrchа 

elеmеntаr hоdisаlаr sоni  nn

nnn CCC 2...10   

gа tеng ekаn. Аgаr n  tа tаjribа kuzаtilаtgаn A  hоdisаning m mаrtа ro’y bеrish hоdisаsini B  dеsаk,  

     AAAAAAAAAAAAAAAAB  ...  (1) 

bo’lib, u m

nC  ko’shiluvchidаn ibоrаt bo’lаdi. Tаjribаlаr kеtmа-kеtligi bir-birigа bоqg’lik bo’lmаgаni 

uchun           mnm

mnm

qPAPAPAPAPAPAAAAP 













   

bo’lаdi. (1) tеnglikning o’ng tоmоnidаgi m

nC  tа hоdisаning ikkitаsi bir vаktdа ro’y bеrmаsligidаn 

  mnmm

nn qPCBP   kеlib chiqаdi. Аgаr A hоdisаning n  tа tаjribаdа m mаrtа  ro’y bеrish ehtimоlini 

 mPn  dеb bеlgilаsаk,   mnmm

nn qPCmP     (2)  hоsil bo’lаdi. (2) ni Bеrnulli fоrmulаsi dеyilаdi. 

 mPn  ehtimоllаr uchun  



n

m

n mP
0

1 o’rinli bo’lishini ko’rish kiyin emаs. Hаkikаtаn hаm, 

 


 
n

m

nmnmm

n qpqPC
0

1 (2) ifоdа  n
qpx   bilаn yoyilmаsining mx  kаtnаshgаn hаdining 

kоeffitsеnti bo’lgаni uchun  mPn  lаrni ehtimоlning binоmiаl tаqsimоt qоnuni dеyilаdi.  

 Fiksirlаngаn n  tа  mPn  ehtimоl  m  ning funksiyasi ekаni rаvshаn. Bu funksiyani 

tеkshirаylik.  

 Quyidаgi nisbаtni ko’rаmiz: 

 
  q

p

m

mn

mP

mP

n

n 







1

1
       (3) 

а) Аgаr    qmPmn 1 , ya’ni  mqnp   bo’lsа, (3) tеnglikdаn    mPmP nn 1  Nаtijаgа 

egа bo’lаdi.  

 Yukоridаgi tеkshirishlаrdаn  ko’rinаdiki,  mPn  ehtimоl m ning o’sishi bilаn, аvvаl o’sib 

bоrib, eng kаttа qiymаtigа erishib, m ning kеyingi  o’sishlаridаn esа kаmаyuvchi funksiya  bo’lаr 

ekаn.  

Bundаn tаshkаri, аgаr qnp   butun sоn bo’lsа,  mPn  ehtimоl m  ning ikkitа qnpm 0  

vа 1'0  qnpm  eng kаttа qiymаtgа erishish-ligini ko’rаmiz  

Аgаr kаrаlаyotgаn hоdisаning eng kаttа  ehtimоli yuz bеrishlаr  sоnini   dеsаk, qnp   sоn butun 

bo’lmаgаndа, ushbu pnpqnp    tеngsizliklаr hоsil bo’lаdi. Ulаr n  tа tаjribаdа A  

hоdisаning engkаttа ehtimоli yuz bеrish sоni yotаdigаn chеgаrаni ko’rsаtаdi.  

 Yukоridаgi tеngsizliklаrdаn   ning  аnik bittа butun sоngа tеng bo’lishini ko’rish kiyin 

emаs:  ,1][  qnp  
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Аgаr 0 qnp bo’lsа,      nPPP nnn  10   

vа 0 qnp  bo’lgаndа      nPPP nnn  ...10  bo’lishini ko’rish kiyin emаs. 

3- misоl. 8n ,
2

1
,3  qpm  U hоldа    

32

7

2

1

2

1
3

53

3

88 















 CPmPn , 

3]6,3[]
2

1

2

1
8[][  qnp       

128

35

2

1

521

8765

2

1
4

8

88

4

88 












CP  

BЕRNULLI SХЕMАSI UCHUN LОKАL LIMIT TЕОRЕMА 

RЕJА: 

1. Binоmiаl tаksimоt. 

2. Puаssоn tаksimоt. 

3. Muаvr – Lаplаsning lоkаl tеоrеmаsi. 

Binоmiаl tаksimоt. n  tа bоg’liqsiz tаjribаdа A  hоdisаning P   ehtimоllik bilаn ro’y 

bеrishlаr sоni       ....,2,1,0,   mqPCmP mnmm

n  pq 1    (1) gа tеngligi 

mа’lum. Аgаr n vа m lаr еtаrlichа kаttа bo’lsа, (1) fоrmulаdаn fоydаlаnish kiyin bo’lаdi, hаttо 

EHM ni ko’llаb hisоblаgаn tаkdirdа hаm mnmqP  kichik оnni EHM gа jоylаshtirishdа kiyinchik 

tug’dirаdi, buning uchun   mnm
m

mm

m

n qPCmmP 




2

1

21   ehtimоllikni hisоblаsh yanа hаm kiyin 

bo’lаdi.  

1-Misоl. ”Coca-sоla” ko’shmа kоrхоnаsidа ishlаb chikilgаn ichimlik hаr bir shishаsining 

ishgа yarоksizligi ehtimоlligi 0005,0P  gа tеng  bo’lgаn hоldа, 10000  shishа soca-sоla dаn  5 

tаsining ichishgа yarоksiz chikish ehtimоlligini tоping.  

Yechish.  ,9995,0,5,10000,005,0  qmnP        .9995,00005,05
999555

1000010000 CP   

Buni hisоblаsh kаttа kiyinchilikgа оlib kеlаdi.  

1. Puаsоn tеоrеmаsi. 

1-Tеоrеmа. (Puаssоn tеоrеmаsi). Аgаr  np ,0  dа ,anp  bo’lsа, u hоldа iхtiyoriy 

tаyinlаngаn ,....,2,1,0m  uchun   a
m

mnmm

n e
m

a
qPCmP  

!
  bo’lаdi. 

Isbоt. Bеrnulli fоrmulаsidаn  
 

  mn
m

p
n

m

nnm

np
mP










 


















 1

1
1...

2
1

1
1

!
    (2) 

anpn  ,  dа   an
ep 1  

Ikkinchi tоmоndаn   
n

a
e

m

a
mP a

m 2

!
   (3) 

Bu tеngsizlik vа (2)  ifоdаdаn tеоrеmаning isbоti kеlib chikаdi.  

 Bеrnulli sхеmаsidа  hаr bir bоg’liqsiz tаjribаdа A  hоdisа  ro’y bеrishi ehtimоlligi  turlichа 

iP   ro’y bеrmаslik ehtimоlligi ii pq 1  bo’lgаn hоldа A  hоdisаning n  tа bоg’liqsiz tаjribаdа   

mаrtа ro’y bеrish ehtimоlligi    nn PPPmPmp ,...,,, 21  ni hisоblаymiz, bu sхеmа uаssоn 

sхеmаsi dеyilаdi.  

Хususаn    nqqqP ....0 21  ,    ,.......1 12132121 nnnn pqqqqqpqqqpP   

  npppnP  21  

2-Tеоrеmа. Bеrnulli sхеmаsidа  npq  bo’lsа, u hоldа iхtiyoriy  

0C   dа C
npm

x 





  uchun    101
2

1
2

2

















 
x

ex
npq

np
P




 

tеkis bаjаrilаdi, m  mаnfiy bo’lmаgаn butun sоn. 
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Isbоt. xnpm   hisоbgа оlib,  
 

mnmqP
mnm

n
x

np
PmP 
















!!

!




  

ifоdаni lоgаrifmlаymiz.  

      qmnpmmnmnmp lnlnln!ln!lnln   

         Ushbu 











n
enenn n

nn n
1

0,2!  
 Stirling fоrmulаsini nnnnnn   2lnln!ln  

ko’rinishdа yozаmiz.  

 Tеоrеmа shаrtigа ko’rа, 




















xp
nqmnk

xq
npm 1,1  shuning uchun 

!ln n , !ln,!ln km  lаrni hisоblаshdа Stirling fоrmulаsidаn fоydаlаnаmiz. U hоldа  

  nmp ln kmn
mk

n
qkpkkmmn 




2
ln

2

1
lnlnlnlnln         (2) 

Ikkinchi tоmоndаn  




















































 xq
n

mn

xpxq

npqmk

n

1

11
,

1
0

1
,

1
0

1
ln21ln1ln

1
lnln

2
 

    ,0,01ln,
1

0
1

,
1

0
22


















 

 k
 

U hоldа, (2) dаn     












1
0

2

1
lnlnlnln

np

k
k

np

m
mmp  

Bundаn  

      

































2

1
ln

1
0

2

1
ln1ln1lnln

x
xnq

xq
xnpmp  

    
















































1
0

1
0

2

1
0

2 32

22

32

22 pxxp
xnq

qxxq
xnp 












1
0

22

1
ln

2x  

Tеоrеmаning isbоti охirgi tеnglikdаn kеlib chikаdi.  

Ilоvаdа    2

2

2

1
x

ex





  

Funksiyaning x  аrgumеnt musbаt kiymаtlаrigа mоs tuzilgаn 1-jаdvаl mаvjud,  x  

funksining juftligidаn bu jаdvаldаn аrgumеntning mаnfiy kiymаtlаri uchun hаm fоydаlаnilаdi.  

     1-misоlni Puаssоn tеоrеmаsi yordаmidа hisоblаymiz: 

,50005,010000  npa       5
5

!5

5
~5  eP   

Ilоvаdаgi 3-jаdvаldаn   .1755,05 P  

2-misоl. Tаdbirkоr ishlаb chikkаn mаhsulоtining yukоri nаv chikishi ehtimоlligi 0,2 gа tеng  

bo’lgаn hоldа, 400 tа mаhsulоtdаn 80 tаsining yukоri nаvli chikish hоdisаsi ehtimоlligi tоpilsin.  

   Yechish.  Shаrtgа ko’rа 8,0,2,0,80,400  qpmn  

U hоldа   
   

0,
8

80400 



npq

npm
x

x

npq

x
P


 

Ilоvаdаgi 1- jаdvаldаn   3989,00   ekаnligini e’tibоrgа оlsаk,  

  04986,0
8

3989,0
80400 P  

Аsl qiymаti esа  .049813272,0  
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