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Кириш 

 

Ярим ўқда берилган даврий чекли зонали ва даврий бўлмаган чекли зонали 

потенциалли Штурм – Лиувилл оператори учун тескари масалалар Н.И.Ахиезер [1], 

Х.Хохштадт, В.Гольдберг [2], Б.М.Левитан, А.В.Савин [3] лар томонидан яхши 

ўрганилган. Бутун ўқда берилган даврий ѐки чекли зонали потенциалли Штурм – 

Лиувилл оператори учун эса тескари масалалар В.А.Марченко, И.В.Островский [4], 

А.Р.Итс, В.Б.Матвеев [5], Е.Трубовиц [6], Б.А.Дубровин [7], С.П.Новиков [8] ва бошқа 

олимлар томонидан етарлича тўлиқ тадқиқ қилинган.  

Ярим ўқда тескари масалани ечишда чегаравий шартни спектрал берилганлар 

орқали топиш ҳам талаб қилинади. Чунки чегаравий шартдаги бctg  Дубровин – 

Трубовиц дифференциал тенгламалар системасида ҳам қатнашади.  

Б.М.Левитан [9] томонидан чексиз зонали потенциалли Штурм – Лиувилл 

операторларининг айрим синфлари ўрганилган. 

Мазкур магистрлик диссертациясида ярим ўқда берилган чексиз зонали 

потенциалли Штурм – Лиувилл чегаравий масаласи учун чегаравий шартни спектрал 

берилганлар орқали ифодалайдиган формула ҳамда Дубровин – Трубовиц 

дифференциал тенгламалар системаси келтириб чиқарилган. Бу ишда қараладиган 

чексиз зонали потенциалга мос келувчи лакуналар фақат чексизликда қуюқлашади, 

яъни лакуналар сони чексизта бўлиб ихтиѐрий чегараланган интервалда фақат 

чеклита лакуна бўлади.     
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1-§. Спектрдаги лакуналар сони чексизта бўлган ҳолда  

тескари масала  

 

1. Чекли зонали Штурм-Лиувилл оператори учун олинган ушбу 

            )(tqN
 

N

k
kkk t

1

)(2  ,             (1.1) 

            
N

k
kkkNN ttqtq

1

222 )(2)(
2

1
)(        (1.2) 

излар формулалари, чексиз зонали Штурм – Лиувилл оператори учун тескари 

масалаларни ўрганиш имконини беради. 

Ушбу 

    ......0 110 kk
         (1.3) 

сонлар кетма – кетлиги учун қуйидаги шартлар бажарилсин: 

           ,)( 1
1

a
k

kk                                   (1.4) 

       .)( 2
1

a
k

kkk                   (1.5) 

Ушбу ,1),,(),0,( kkk  интервалларни лакуналар деб атаймиз. 

,1),,( kkkk  

ихтиѐрий сонлар ва  ,1,1 kk  ихтиѐрий ишоралар бўлсин.  

N  орқали ихтиѐрий натурал сонни белгилаймиз, )(xqN орқали эса,  

),(),...,,( 11 NN  лакуналар ва Nkkkk ,1,,  спектрал параметрлар 

бўйича бир қийматли тузиладиган N  - зонали потенциални белгилаймиз. 

Лемма 1.1. Агар (1.4), (1.5) шартлар бажарилса, у ҳолда ушбу  

1

1 ,)( RxaxqN                                  (1.1 ) 

1

12

2

1 ,242)( RxaaaxqN                   (1.2 ) 

1

2

2

1 ,42)( RxaaxqN                        (1.3 ) 

баҳолашлар ўринли бўлади. 
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       Исбот:   Аввало (1.1 ) ва (1.3 ) тенгсизликларни исбот қиламиз. Бунинг учун (1.1), 

(1.2) излар формулаларидан (Б.М.Левитан [9]) фойдаланамиз.   ],[)( kkk t  

бўлгани учун 

             
N

k
kk
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k
kkN tttq

11

)()()(  

,)()())(())(( 1
1111

att
k

kk
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kk
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    (1.6) 

бўлади. Худди шундай  

N

k
kkNN tqtq

1

222 )(2)(2)(  

N

k
kkk aaa

1
2

2

11
2 .42)(42       (1.7)  

      Энди эса, (1.1`) ва (1.3`) дан (1.2`) ни келтириб чиқарамиз.Аввало қуйидаги 

баҳолашни келтириб чиқарамиз: 

.)0()42()0()()( 2

2

1

0

NN

x

NN qxaaqdttqxq               (1.4`)  

1-ҳол. 0x  бўлсин. У ҳолда ушбу 

))()((

))()(())()(()))()(((

tqtqe

tqtqetqtqetqtqe
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t
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t
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айниятни  );[x  оралиқда интегралласак, (1.4`) га асосан 

x

NN

t

NN

x dttqtqexqxqe ))()(())()((                        (1.5`) 

келиб чиқади, чунки 

).(,0))0()42(())()(( 12

2

1 taqtaaetqtqe N

t

NN

t  

(1.5`) га биноан ушбу 

dttqtqeexqxq
x

NN

tx

NN ))()(()()(                           (1.6`) 

айният ўринли бўлади. Бунга кўра 
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x

tx

N aaadtaaaeeaxq .242)42()( 12

2

112

2

11     

Лемма 1.1 исботланди. 

        Арцел теоремасига  кўра )(
1

xqN N
 функциялар тўплами ҳар бир чегараланган 

кесмада предкомпакт тўплам бўлади. Демак, бу тўпламдан шундай )(xq
kN

 қисмий 

кетма – кетлик ажратиш мумкинки, бунда      

                    ],[),(),()( baxkxqxq
kN           (1.8) 

ўринли бўлади. ],[ ba  кесма ихтиѐрий.  

Лемма 1.1 га асосан ҳар бир лимитни функция )(xq  учун  

1axq )(  

тенгсизлик ўринли.  

Қуйидаги  

       ,...2,1),(,)(" kxyyxqy
kN

     (1.9) 

)(,)(" xyyxqy ,                 (1.10) 

тенгламаларни қўриб чиқамиз. Бу ердаги )(xq  функция (1.8) дан олинди.   

(1.9) ва (1.10) тенгламаларга мос келувчи Вейл – Титчмарш  функцияларини 

мос равишда )(),( zmzm kk  ва )(),( zmzm  орқали белгилаймиз. 

Лемма 1.2. z  нинг юқори (пастки) ярим текисликда ѐтадиган қийматлари учун  

.)()(lim),()(lim zmzmzmzm k
k

k
k

 

Исбот. Биринчи тенгликни исботлаймиз (иккинчиси шунга ўҳшаш тарзда исбот 

қилинади). (1.9) тенгламанинг ушбу  

0),0(

1),0(

k

k
,       

1),0(

0),0(

k

k
 

бошланёич шартларни қаноатлантирувчи ечимларини ),(),,( xx kk  орқали 

белгилаймиз.Ушбу 

),()(),(),( zxzmzxzx kkkk  
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функция орқали (1.9) тенгламаларнинг  га мос келувчи Вейл ечимларини 

белгилаймиз. 

z  нинг ҳар бир тайинланган қийматида  

),(),( zxzxk ,    ),(),( zxцzxцk , ];[),( baxk  

ўринли. Бу ерда ],[ ba  ихтиѐрий кесма. 

Вейл – Титчмарш функциясининг ва Вейл ечимининг асимптотикаларидан ([9], 

2-боб)  ерzе arg0  соҳада ушбу 

)(zmk
      ва     

0

2

),( dxzxk  

функциялар k  га нисбатан текис чегараланганлиги келиб чиқади.Шунинг учун z  нинг 

тайинланган қийматида Больцано-Вейерштрасс теоремасига асосан }{
mkN  қисмий 

кетма – кетлик  топилиб,  

)()()( mzmzm
mk

 

ва  

0

2

),( dxzx  

бўлади, яъни  

),()(),(),( zxzmzxzx  

функция (1.10) тенгламанинг  га мос келувчи Вейл ечими бўлади. )(xq  

чегараланганлиги учун ),( zx  Вейл ечими ягона бўлади, яъни Вейл – Титчмарш 

функцияси )(zm  ягона бўлади, бошқача қилиб айтганда )}({ zmk  кетма – 

кетликнинг лимитик нуқталари устма – уст тушади, улар фақат )(zm  дан иборат 

бўлади. Демак, 
mkN  қисмий кетма – кетликнинг танланиши шарт эмас экан. Лемма 

1.2 исботланди.  

Энди (1.4) ва (1.5) шартларга қўшимча равишда қуйидаги  

    
1

1

k kл
,      (1.11) 
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шарт ҳам бажарилади деб ҳисоблаймиз. 

    Мисоллар. (1.3), (1.4), (1.5), (1.11) шартларни қаноатлантирадиган  

n
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n
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  .1,2,...0 na  

 

1-мисолни кўриб чиқамиз, яъни (1.3), (1.4), (1.5), (1.11)  шартларни бажарилишини 

кўрсатамиз: 

  1)   1nnn ,  
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(
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4)  
1 1 1

2

4

2

1

1

11

n n nn n

n
n

. 

Демак, юқоридаги шартларнинг ҳаммаси бажарилар экан.  

      (1.11) шартдан ушбу  

1 1k k

k

k k

k

k

k

л

zм

л

zл

л

zо
,  

чексиз кўпайтмалар яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади.Ҳақиқатан ҳам   

,)1( 11

)1ln()1(ln

11

k k

kk

k k

kk zz

k k

kk

k k

k ee
zz

 

   Mzc
zz

k kk k k

kk

k

kk

11 1

,
1

~~)1ln(    

ва охирги қатор яқинлашувчи бўлгани учун ушбу  

                

1k k

k z
 

чексиз кўпайтма ҳам яқинлашувчи бўлади. 

       Қуйидаги  белгилашларни киритиб оламиз: 

11

)(,)(
k k

k

k

k

k k

k zz
zzf

z
zg  . 

Чекли зонали потенциаллар назариясида қуйидаги кўпҳадлар  киритилган эди 

([9], 8-боб, 1-§): 

),)()...()(()( 11 NNN zzzzzzR  

),)...()(()( 21 NN zzzzP  

1,
)()(

)(
)()(

1
j

N

j jjN

jNj

NN
zP

R
zPzQ , 

))...()((
)(

)()(
)( )()(

1

)(

0

2
N

N

NN

N

NN
N zzz

zP

zQzP
zS , 

Nkkk

N

k

N ,...,2,1],,[],0,( )()(

0 . 

Қуйидаги  
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)()()()( 2 zRzQzSzP NNNN
 

айниятнинг иккала томонини ҳам  2

1
k

N

k

 га бўлсак,  

)()()()( 2 zfzkzhzg NNNN
         (1.12)        

келиб чиқади. Бу ерда  

N

k k

k

k

k
N

zz
zzf

1

)( , 

N

k k

k
N

z
zg

1

)( , 

N

k k

N

kN

N

z
zzh

1

)(
)(

0 )()( , 

N

j jjN

jNj

NN
zg

f
zgzk

1 ))(('

)(
)()( . 

(1.11) шартдан комплекс текисликдаги ихтиѐрий компакт тўпламда      

)(),()(),()( Nzfzfzgzg NN  

ўринли бўлиши келиб чиқади. 

)}({ zhN
 функциялар тўплами ҳар бир компакт тўпламда чегараланганлигини 

кўрсатиш мақсадида аввало, }{ )(Nф0  сонларнинг чегараланганлигини  кўрсатамиз . 

)(Nф0  сон  

00

0

)('

)(,)("

y

xyлyxqy N
    (1.13) 

 ѐки 

00

0

)('

)(,)("

y

xyлyxqy N
      (1.14) 

масаланинг хос қиймати бўлиши бизга маълум ([9], 8-боб). )(xqN  текис 

чегараланганлиги учун (1.13) ва (1.14) масалаларнинг спектрлари қуйидан текис 

чегараланган. Демак, }{ )(Nф0 , ])0;(( )(

0

N  сонлар чегараланган экан. 
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Ушбу  

k

N

k
N

k

N

N

z
zzh

)(

1

)(

0)(  

1
)(

1

)(

0

k

k

N

k
N

k

N z
z  

k

kk
N

k

N z
z 1

1

)(

0
 

баҳолашлардан ва (1.11) шартдан )}({ zhN  функцияларнинг ҳар бир компакт 

тўпламда текис чегараланганлиги келиб чиқади. 

)}({ zfN , )}({ zgN , )}({ zhN  функцияларнинг чегараланганлигидан ва (1.12) 

айниятдан )}({ zkN  функцияларнинг ҳар бир компакт тўпламда текис 

чегараланганлиги келиб чиқади. 

Шунинг учун шундай }{ kN  қисмий кетма – кетлик топиладики, бунда  

)()(lim),()(lim zkzkzhzh
kk N

k
N

k
 

бўлади. (1.12) айниятда лимитга ўтсак,  

           )()()()( zfzkzhzg 2
   (1.15) 

айният келиб чиқади. (1.15) да kоz  десак, 

1,)()( kkkk fk                             (1.16) 

ҳосил бўлади. 

Чекли зонали потенциалларни Вейл - Титчмарш функциялари учун олинган 

тасвирга кўра 

)(

)(

)(

)(
)(

zg
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zg
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k

k

k
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)(

)(

)(

)(
)(
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zm

k

k

k

k

N

N

N

N

k , 

бўлади. Бу тенгликларда лемма 1.1 га асосланиб, лимитга ўтсак, 
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)(
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)(
)(
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zf
i
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zm ,                            

                        
)(

)(

)(

)(
)(

zg

zf
i

zg

zk
zm                      (1.17) 

келиб чиқади. Ушбу 

0
0 )()(

1
Im

1
lim)( dx

iyxmiyxmy
 , 

0
0 )()(

)()(

2

1
Im

1
lim)( dx

iyxmiyxm

iyxmiyxm

y
, 

0
0 )()(

)()(
Im

1
lim)( dx

iyxmiyxm

iyxmiyxm

y
 

формулаларга (1.17) ларни қўйсак, (1.10) лимитик масаланинг спектрал матрица – 

функцияси учун қуйидаги 

E

E
f

g

d

d

,0

,
)(

)(

2

1
)(

 

E

E
f

k

d

d

,0

,
)(

)(

2

1
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E

E
f

h

d

d

,0

,
)(
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2

1
)(

 

формулаларни оламиз.Бу ердаги  ишоралар 0
)(

d

d
 шарт ѐрдамида 

аниқланади. 

Теорема 1.1.1 (1.1), (1.2), (1.11) шартлар бажарилсин. У ҳолда  

)()(lim),()(lim zkzkzhzh N
N

N
N

.   (1.18) 

Исбот. Қуйидаги  

              xyлyxqy 0,)("     (1.19) 
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0)0(y       (1.20) 

масаланинг )(  спектрал функцияси учун ушбу  

0

)}(Im{
1

)( lim duivum
v

 

формула ўринли ([10], 2-боб, 5-§). (1.21) формулага (1.17) ни қўйсак ва  




1
11 ),(),0(

k
kkE  

деб олсак,  

     
)(

)(1)(

g

f

d

d
                     (1.22) 

келиб чиқади. (1.19)+(1.20) чегаравий масала дискрет спектрга ҳам эга бўлиши 

мумкин. Дискрет спектр )(zg  функция илдизларидан айримлари билан устма – уст 

тушади, яъни у 
1kkо  сонлар орасида бўлади. Ушбу 

)(

)()(
)()0()0(

k

kkk

kk
g

ff
zmres

k

     (1.23)  

тенглик ўринли бўлади. (1.22) ва (1.23) формулаларга кўра, лимитик 

потенциалларнинг барчаси учун )(  спектрал функция битта бўлади. )(  

орқали потенциал ягона аниқланганлиги учун лимитик потенциаллар бир – бири 

билан устма – уст тушади. Демак, 0x  бўлганда  )(xqN  аниқ битта потенциалга 

интилади. Худди шу тарзда  0x  бўлган ҳолда ҳам шу фикр тўёрилиги 

кўрсатилади. Бундан ташқари лимитик потенциал чегараланган бўлади. Демак, унга 

фақат битта спектрал матрица – функция   мос келади. Бундан эса (1.18) 

лимитларнинг мавжуд бўлиши келиб чиқади. Теорема 1.1.1 исботланди. 

(1.1) ва (1.2) формулаларда N  да лимитга ўтсак, 

1

)(2)(
k

kkk ttq ,       (1.24) 

 
1

2222 )(2)("
2

1
)(

k
kkk ttqtq          (1.25) 
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излар формулалари келиб чиқади. Бу ерда ,),( 1ktоk  лар )( txq  

потенциалга мос келувчи спектрал параметрлардир. 
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2-§. Дубровин – Трубовиц дифференциал тенгламалар системасини  

келтириб чиқариш 

 

Аввало биз ушбу  

10 Rtxyлytxqy ),(,)("                      (2.1) 

0)0(y                                                          ( )1.2  

масаланинг Вейл – Титчмарш функциясини ҳисоблаймиз. Бу ерда )(xq    1-§ да тузиб 

олинган чексиз зонали потенциал. )(xq  чегараланганлиги учун ушбу        

      0xyлyxqy ,)("            (2.2) 

0)0(y                                               ( 2.2 ) 

масаланинг Вейл – Титчмарш функцияси ягона бўлади. ),(x  ва ),( лxц  орқали 

(2.2) тенгламанинг  

00

10

),('

),(

ли

ли
      

10

00

),('

),(

лц

лц
     (2.3) 

бошланёич шартларни қаноатлантирувчи ечимларини, ),(xu  ва ),(xv  орқали эса 

(2.1) тенгламанинг  

0),0('

1),0(

u

u
                         

1),0('

0),0(

v

v
             (2.4) 

бошланёич шартларни қаноатлантирувчи ечимларини белгилаймиз. 

),( лtxи  ва ),( tx  функциялар (2.1) тенгламанинг ечимлари бўлиши 

равшан. Демак, улар ),(xu  ва ),(xv  орқали чизиқли ифодаланади: 

),(),(),( 21 xvAxuAtx ,                   (2.5) 

.),(),(),( 21 xvBxuBtx                           (2.6) 

(2.5) ва (2.6) тенгликларда 0x  десак, 

),(1 tA ,                                (2.7) 

),(1 tB                       (2.8) 

келиб чиқади. (2.5) ва (2.6) тенгликлардан x  бўйича ҳосила олиб 0x  десак, 
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),('2 tA ,               (2.9) 

),('2 tB                      (2.10) 

келиб чиқади. (2.7) – (2.10) ифодаларни (2.5) ва  (2.6) тенгламаларга қўйиб, ушбу 

),('),(),(),(),( txvtxutx    (2.11) 

),('),(),(),(),( ttxvtxutx     (2.12) 

айниятларга эга бўламиз.Булардан эса 

),()(),(),(

),()(),(),(

tmtxu

txmtxtx
   

);0(),(')(),('),( 2Ltmtxv     (2.13) 

келиб чиқади. Вейл – Титчмарш функцияси ягона бўлганлиги учун 

),()(),(

),()(),('
),(

tmt

tmt
tm              (2.14) 

формула ўринли бўлади. 

Олдинги параграфда )(m  учун олинган ушбу 

)(

)(

)(

)(
)(

g

f
i

g

k
m                   (2.15) 

формулани (2.14) га қўйсак, қуйидаги 

),()(),()(),()(

),(')(),(')(),(')(
),(

tfitktg

tfitktg
tm        (2.16) 

формула ҳосил бўлади.Бу тенгликда махражни иррационалликдан қутқарсак ва 

олдинги параграфда олинган ушбу 

)()()()( 2 fkhg         (2.17) 

айниятни ҳисобга олсак, 

),(

)(

),(

),(
)(

tg

f
i

tg

tk
m                          (2.18) 

келиб чиқади. Бу ерда 

),()(),(),()(2),()(),( 22 thttktgtg ,  (2.19) 
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),('),(),(),(')(),('),()(),( ttttkttgtk  

),('),()( tth .      (2.20) 

Буларга қўшимча қилиб, ушбу 

),(')(),('),(')(2),(')(),( 22 thttktgth   (2.21) 

функцияни киритамиз. У ҳолда (2.19), (2.20), (2.21) тенгликларни битта матрицавий 

тенглик кўринишида ѐзиш мумкин бўлади: 

),('),('

),(),(

),(),(

),(),(

tt

tt

thtk

tktg
 

              
),('),(

),('),(

)()(

)()(

tt

tt

hk

kg
 .           (2.22) 

(2.22) тенгликда детерминантларга ўтсак ва матрицалар кўпайтмасининг 

детерминанти, детерминантлар кўпайтмасига тенг бўлишини ҳамда ушбу 

1),('),(),('),( tttt             (2.23) 

айниятни ҳисобга олсак, 

)()()(),(),(),( 22 khgtkthtg           (2.24) 

келиб чиқади.  (2.17) ва (2.24) га кўра 

)(),(),(),( 2 ftkthtg          (2.25) 

бўлади. 

Лемма 2.1. ),(),,(),,( tkthtg  функциялар учун ушбу 

t

tлg
tлk

),(
),(

2

1
,            (2.26) 

),())((
),(

2

1
),(

2

2

tgtq
t

tg
th        (2.27) 

айниятлар ўринли. 

Исбот. (2.19) дан t  бўйича ҳосила олсак ва (2.20) ни ҳисобга олсак, (2.26) 

дарҳол келиб чиқади. (2.19) дан 

)(')(
),(

2

1 2

2

2

gg
t

tg
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")(')("''2")( 2 hhk     (2.28) 

келиб чиқади. Бу ерда 

])([",])([" tqtq        (2.29) 

эканлигини ҳисобга олсак, 

),(])([),(
),(

2

1
2

2

tgtqth
t

tg
       (2.30) 

хосил бўлади. Лемма 2.1 исботланди. 

Лемма 2.2. Агар 
0

E   бўлса, 

)()(),(),( signhsigngtsignhtsigng         (2.31) 

тенгликлар ўринли бўлади. 

Исбот. (2.25) га кўра 

),()(),(),( 2 tkfthtg .              (2.32) 

0

E  бўлгани учун 0)(f  бўлади. Бундан 0),(),( tлhtлg  келиб чиқади, 

яъни 

),(),( tsignhtsigng  

тенглик ўринли. Бу ерда 0t  десак, 

)()( signhsigng  

келиб чиқади. (2.19) тенгликка кўра 

),()(),()(),()(),()( 22
tftktgtgg  

бўлади. Бунда эса, 
0

E  бўлгани учун 0),()( tgg , яъни 

)(),( signgtsigng  

келиб чиқади. Лемма 2.2 исботланди.  

Натижа. ),( tлg  функция хар бир ],[ kk  лакунада камида битта илдизга 

эга. 

Лемма 2.3. ),( tg  функциянинг ( л  га нисбатан) барча илдизлари ҳақиқий. 
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Исбот. 
1

0 / RC  сон учун 0),( 0 tg  бўлсин деб фараз қилайлик. 

Қуйидаги    

)(

)(

)(

)(
)(

g

f
i

g

k
m  

)(

)(

)(

)(
)(

g

f
i

g

k
m  

ифодага кўра 

),()(),()(),()(),()( tfitktgtg  

),()(),()(),()(),()( tfitktgtg  

бўлади. Буларни бир – бирига кўпайтирсак, 

),()(),(),()(2 tggttg  

бўлади. Бу ерда 0лл  десак ва 0)(лg  ни ҳисобга олсак, 

0),(),( 00 tt  

келиб чиқади.  Демак,  

0),( 0t       ѐки    0),( 0t  

бўлади. Айтайлик 0),( 0t  бўлсин. У ҳолда ушбу 

0)0(

,)(''

y

yytxqy
     0x        (2.33) 

чегаравий масала учун 0),()( 0txxy  функция 0лл  хос қийматга мос 

келувчи хос функция бўлади. (2.33) комплекс хос қийматга эга бўлмаслиги бизни 

зиддиятга келтиради, чунки 1

0 R . Лемма 2.3 исботланди. 

(2.19) – (2.21) тенгликларга мувофиқ  ),(),,(),,( thtktg  

функциялар л  га нисбатан бутун функциялар бўлади. Руше теоремасидан 

фойдаланиб, ),( tg  функция ҳар бир ],[ kk  лакунада фақат биттадан илдизга 
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эга бўлишини кўрсатиш мумкин. ),( tg  нинг илдизларини ],[)( kkt  орқали 

белгилаймиз. Ушбу  

1

)(
),(

k k

k t
tg                   (2.34) 

ѐйилма ўринли бўлишини Лиувилл теоремасидан фойдаланиб кўрсатиш мумкин. 

Бунинг учун (2.19) тенглик ва  биринчи параграфдаги )(g  учун ѐзилган чексиз 

кўпайтмани ишлатиб (2.34) тенглик чап томонининг ўнг томонга нисбати чегараланган 

голоморф функция бўлишини кўрсатиш кифоя. Энди Дубровин – Трубовиц 

дифференциал тенгламалар системасини келтириб чиқарамиз. (2.34) га кўра    

jk
k k

jk

j

j

tол
л

tоtо

л

tо

t

tлg
j

1

)()()('),(
)(             (2.35) 

бўлади. (2.25) тенгликда )(tj  десак, 

))(()),((2 tfttk jj , 

))(()()),(( tftttk jjj           (2.36) 

келиб чиқади. Бу ерда 

)),(()( ttsignkt jj .        (2.37) 

(2.26) тенгликда )(tj  десак, 

)),((2
),(

)( ttk
t

tg
jtj        (2.38) 

келиб чиқади. (2.38) га (2.36) ни қўйсак, 

))(()(2
)()()(

1

tft
ttt

jj

jk
k k

kjk

j

kj

     (2.39) 

бўлади. Бунга кўра 
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jk
k k

jk

jjj

kj tt

tft
t

1

)()(

))(()(2
)('  ,  ,...2,1j     (2.40) 

бўлади. 
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II БОБ. Ярим ўқда берилган чексиз зонали потенциалли 

Штурм-Лиувилл  оператори учун тескари масала. 

 

1-§. Ярим ўқда берилган чексиз зонали потенциалли Штурм – Лиувилл  

масаласининг чегарвий шартини спектрал берилганлар орқали 

ифодалаш 

 

Ярим ўқда берилган қуйидаги 

xyyxqyHy 0,)("    (3.1) 

),0(,0sin)0(cos)0( yy   (3.2) 

Штурм – Лиувилл чегаравий  масаласини кўриб чиқамиз. Бу ерда )(xq  коэффициент 

1-§ да киритилган чексиз зонали потенциал. ),(x   ва ),(x  орқали (3.1) 

тенгламанинг қуйидаги бошланёич шартларни қаноатлантирувчи ечимларини 

белгилаймиз: 

.cos),0(,sin),0(

,sin),0(,cos),0(
 

(3.1)+(3.2) масаланинг Вейл – Титчмарш функцияси )(m  қуйидаги  

0Im),,0(),()(),( 2Lxmx   (3.3) 

муносабатдан бир қийматли аниқланади, чунки )(xq  чегараланган функиция 1-§ 

нинг натижаларига кўра  

0Im),,0(),()(),( 2Lхmx          (3.4) 

)(

)(

)(

)(
)(

g

f
i

g

k
m .           (3.5) 

(3.4) муносабатига ушбу  

sin),(cos),(),( хxx    (3.6) 

cos),(sin),(),( хxx     (3.7) 
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ифодаларни қўямиз: 

]sin)()[cos,( mx  

),0(]cos)(sin)[,( 2Lmх .           (3.8) 

(3.8) муносабатдан  

sin)(cos

cos)(sin
)(

m

m
m      (3.9) 

бўлиши келиб чиқади. (3.9) формулага (3,5) ифодани қўйиб 

sin)(sin)(cos)(

cos)(cos)(sin)(
)(

fikg

fikg
m   (3,10) 

бўлишини топамиз. 

(3,10) тенгликда махражни иррационалликдан қутқарсак ва ушбу  

)()()()( 2 fkhg  

айнияти ҳисобга олсак, 

,
sin)sincos(

]sinsincos][coscossin[
)(

22 fkg

fikgfikg
m        (3.11) 

яъни  

gfkg

fihkg
m

:)sin)sincos(

)(cossin)(2cos)(2sin)(
2

1

)(
22

   (3.12) 

келиб чиқади. 

Вейл – Титчмарш функциясининг (3.12) кўринишига асосланган ҳолда  

қуйидаги функцияларни  киритиб оламиз: 

,cossin)(2cos)(sin)()( 22 kghA   (3.13) 

)sin)(cos(cossin)(cossin)()( 22kghC . (3.14) 

Агар буларга қўшимча қилиб ушбу  

,cossin)(2sin)(cos)()( 22 kghB   (3.15) 

функцияни киритсак, (3.13), (3.14), (3.15) тенгликларни битта матрицавий тенглик 

кўринишида ѐзиш мумкин бўлади: 
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cossin

sincos

)()(

)()(

cossin

sincos

hk

kg

BC

CA
.     (3.16) 

(3.16) тенгликда детерминантларга ўтсак, ушбу 

)()()()( 2 fСВА     (3.17) 

айният келиб чиқади. 

Киритган белгилашлардан сўнг (3.12) қуйидаги  кўринишни олади: 

.
)(

)(

)(

)(
)(

A

f
i

A

C
m     (3.18) 

(3.18) га асосан (3.1)+(3.2) масаланинг узлуксиз спектри 

),()0,(\
1

1

kk
k

ess RЕ    (3.19) 

тўпламдан иборат бўлади. 

,...2,1,0, nn

 орқали 

)(A  

функциянинг илдизларини белгилаймиз. Ушбу  

 

 

тенгликдан 

0

essE  бўлганда 0)()( Ag  бўлиши келиб чиқади, чунки 

0

essE  бўлганда 0)(f  бўлиши бизга маълум. )(g  функция спектрнинг 

бўлакларида ўз ишорасини сақлаганлиги ва бир бўлакдан бошқа бўлакка ўтганда 

ишорасини қарама – қаршисига ўзгартириш сабабли )(А  функция лакуналарда 

камида биттадан илдизга эга бўлиши келиб чиқади. Агар (3.13) ифодадан 

фойдаланиб, ушбу  

cossin)(2cos)()(,sin)()( 2

2

2

1 kgfhf   

функцияларни киритсак ва Руше теоремасини қўлласак, )(А  функция ҳар бир 

лакунада фақат биттадан илдизга эга бўлиши келиб чиқади, яъни 

22 sin)()sin)(cos)(()()( fkgAg
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,...2,1],,[],0,(0 nnnn  

муносабатлар ўринли бўлади. 

Таъриф – 1. 0)(А  тенгламанинг илдизлари бўлган ушбу  ,...2,1,0, nn  

сонларга ва ушбу ,...2,1,0),( nsignC nn  ишорларга (3.1)+(3.2) чегаравий 

масаланинг спектрал параметрлари дейилади. 

Таъриф – 2. n , ,...2,1,0, nn  спектрал параметрларга ва 

,...2,1,,,0 nnn
 узлуксиз спектрнинг четки нуқталарига (3.1)+(3.2) чегаравий 

масаланинг спектрал берилганлари дейилади. 

(3.1)+(3.2) чегаравий масаланинг спектрал берилганларини топиш масаласига 

тўёри масала дейилади. Аксинча, спектрал берилганлар бўйича (3.1)+(3.2) 

масаладаги )(xq  коэффициентни ва бctg  ни топиш масаласига  тескари масала 

дейилади. 

     Теорема 2.1.1 Қуйидаги тенгликлар ўринли 

      ,
)(

)(

1 1n n

nn

A

f
ctg                               (3.20) 

1

0

2 )),(2()(22)(
k

kkk ttctgtq                (3.21) 

бу ерда          

      
1

,)(
k k

k

k

kf                                  (3.21) 

1
01 )()(

k k

kA                                    (3.2) 

ва   ,...2,1,0),( ktk  лар ушбу       

,)( yytxqy         x0                          (3.23) 

0sin)0(cos)0( yy                                       (3.24) 

масаланинг  спектрал параметрларидир.  ( t хақийқий параметр). 

      Исбот. (3.1)+(3.2) масаланинг (3.18) Вейл-Титчмарш функцияси учун 

асимптотик       формула  олиб, уни классик асимптотик формула  билан 

солиштирамиз. Шу мақсадда қуйидаги асимптотикаларни келтириб 
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чиқарамиз. 

1010

)
1

()1(
11

)(

)(

k k

kk

k k

k O
h

g
,     ,     (3.25) 

)
1

(
))((

)(

)(

)(

)(

)(
2

1

O
g

f

h

g

h

k

k kk

kk ,           .      (3.26) 

Буларга кўра 

cossin)(2cos)(sin)(

)sin)(cos(cossin)(cossin)(

)(

)(
22

22

kgh

kgh

A

С
 

,
1

cossin
)(

)(
2cos

)(

)(
sin

2sin
)(2

)(
)sin(cos

)(

)(
cossin

22

22

Oсtg

h

k

h

g

h

g

h

k

.                             

(3.27) 

 (3.27) тенгликка асосланиб  
)(

)(

A

C
 функцияга Миттаг-Леффлер теоремасини 

қулласак, ушбу    

0 1 ))((

)(

)(

)(

n nn

n

A

C
ctg

A

C
                         (3.28) 

тенглик хосил бўлади. Қуйидаги   

)()()()( 2 fCBA  

айниятда n  десак ва )( nn signC  эканини хисобга олсак,   

)()( nnn fC                              (3.29) 

 келиб чиқади. 

    )(A  бутун функция ўзининг ноллари  ,...2,1,0,nn ва асимптотикаси  

)
1

(sin
)(

)( 2 O
h

A
,                        

орқали бир қийматли аниқланади: 

1

0

2 )(sin)(
k k

kA                              (3.30) 

Қулайлик учун      
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1

01 )()(
k k

kA                                   (3.31) 

функцияни киритиб оламиз. 

    (3.29), (3.30), (3.31)  дан фойдаланиб, (3.28) тенгликни қуйидаги кўринишда ѐзиш 

мумкин: 

1
2

1

2
),

1
(

)(

)(

sin

1

)(

)(

n n

nn
O

A

f
ctg

A

C
                   (3.32) 

 

     Энди эса ушбу  
)(

)(

1A

f
 функциянинг асимптотикасини ўрганамиз: 

         

.
1

)2(2
2

11

1
)2(

2

1
1

1

1
)2(

2

1
1

1
1

1

1
)2(

2

1
1

1

11

1
2

2

1
exp

))
1

()2(
1

1ln(exp

)(

))((2
1

11
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)(

)(

2
1

0

1
2

0

1
22

0

1
2

0

1
2

0

1
2

0

1
2

0
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1
0

1

1

O

O
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O

O

O

A

f

k
kkk

k
kkk

k
kkk

k
kkk

k
kkk

k
kkk

k k

kkkk

k

kkk

k k
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k

kk

k k

k

k

k

k k

k

k k

k

k

k

                                       

Демак, ушбу       
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2
1

0

1

1
)2(2

2

11

)(

)(
O

A

f

k
kkk

,    (3.33) 

асимптотик формула  бажарилади. Ушбу                            

)(sin

)(

)(

)(
)(

1

2 A

f
i

A

C
m  

формулага (3.32) ва (3.33) ги ифодаларни қўйиб, қуйидаги асимптотикага эга бўламиз: 

.),
1

()2(2
sin2

)(

)(

sin

1

sin
)(

2
1

02

1 1

22

O
i

A

fi
ctgm

k
kkk

n n

nn          (3.34) 

      

 Энди эса, )(m  функция учун бошқа усул билан асимптотик формула оламиз. 

Аввало ушбу 

                       
0)0(

,)(

y

yyxqy
                    x0                                  

масаланинг )(m  Вейл-Титчмарш функциясининг асимптотикасини келтириб 

чиқарамиз. В.А.Марченконинг [11] ишида Штурм-Лиувилл тенгламасининг қуйидаги 

ечимлар мавжуд бўлиши  кўрсатилган: 

               ),0(),(exp),( 2

0

11 Ldttxixy
x

 ,        0Im  

             )0,(),(exp),( 2

0

22 Ldttxixy
x

 ,      0Im  

Бу ердаги ),(1 t   учун   ),0[)( 1Cxq  бўлганда ушбу  

                   ),
1
()0(

2

1
),0(1 Oq

i
                    (3.36) 

асимптотика ўринли бўлади. 
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     Штурм-Лиувилл тенгламасининг ушбу ,0),0(   ,1),0(   ,1),0(     

0),0(  бошланёич шартларни қаноатлантирувчи ),(x  ва  ),(x  ечимларни  

),(1 xy  ва ),(2 xy  ечимлар орқали ифодалаймиз: 

          

,),(
),0(),0(2

),0(

),(
),0(),0(2

),0(
),(

2

21

1

1

21

2

xy
i

i

xy
i

i
x

 

            

.),(
),0(),0(2

1

),(
),0(),0(2

1
),(

2

21

1

21

xy
i

xy
i

x

 

Буларга кўра 

),0(),0(2

),0()((1
),(

),0(),0(2

),0()((1
),(),()(),(),(

21

1
2

21

2
1

i

im
xy

i

im
xyxmxx

      (3.37) 

бўлади.  

 ),,0(),( 21 Lxy   ),,0(),( 2Lx ),0(L),( 22 xy , )0(Im  

бўлгани учун (3.36)  даги охирги ҳад нолга айланиши зарур. Бунга кўра ушбу  

),0(

1
)(

1i
m                             (3.38) 

тенглик ўринли бўлади.  ),0(1      функциянинг (3.36) асимптотасига биноан 

    

).
1
()0(

2

1
)

1
()0(

2

1
1

1

)
1

()0(
2

1
1

11

)
1
()0(

2

1

1
)(

2
Oq

i

i
Oq

i

OqiOq
i

i

m

    (3.39) 

(3.39) асимптотикани ушбу     

                         
cos)(sin

sin)(cos
)(

m

m
m  
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тенгликка қўйиб, қуйидаги 

),
1

()2)0((
sin2

1

sin

1

sin

1
)(

2

2

2

22

O
i

ctgq

ctgi
ctgm

        (3.40) 

 формулани келтириб чиқарамиз. 

      Ниҳоят, (3.34) билан  (3.40)  ни таққосласак  (3.20) ва ушбу 

1
0

2 )2(22)0(
k

kkkctgq                     (3.41) 

тенглик келиб чиқади. Агар биз )(xq  потенциал ўрнида )( txq  потенциални 

қарайдиган бўлсак (3.41) тенглик (3.21) кўринишни олади.  Теорема 2.1.1 

исботланди. 
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2-§.  Ярим ўқда берилган чексиз зонали потенциалли  Штурм – 

Лиувилл чегаравий масаласи учун  

Дубровин – Трубовиц системаси 

 

 (3.1)+(3.2) масала учун Дубровин – Трубовиц дифференциал тенгламалар 

системасини келтириб чиқарамиз. Бунинг учун қуйидаги айниятлардан 

фойдаланамиз: 

),('),('

),(),(

),(),(

),(),(

tt

tt

thtk

tktg
 

T

tt

tt

hk

kg

),('),('

),(),(

)()(

)()(
,     (4.1) 

cossin

sincos

)()(

)()(

BC

CA
  

T

hk

kg

cossin

sincos

)()(

)()(
.         (4.2) 

 Агар биз )(xq  ўрнида )( txq  ни олсак, (4.2) тенглик ушбу  

cossin

sincos

),(),(

),(),(

tBtC

tCtA
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T

thtk

tktg

cossin

sincos

),(),(

),(),(
         (4.3) 

кўринишни олади. (4.2) дан  

T

hk

kg

cossin

sincos

)()(

)()(
 

cossin

sincos

)()(

)()(

BC

CA
   (4.4) 

келиб чиқади.  

 (4.4) ни (4.1) га қўямиз ва ҳосил бўлган ифодани (4.3) га қўямиз, натижада 

TG
BC

CA
G

tBtC

tCtA

)()(

)()(

),(),(

),(),(
   (4.5) 

келиб чиқади. Бу ерда  

cossin

sincos

''cossin

sincos
G  

cos'sin'sin'cos'

cossinsincos

cossin

sincos

''cossin

sincos
         

                   
cossincossin

sincossincos
.             (4.6) 

 (4.6) ифодани (4.5) тенгликка қўямиз, ўнг томондаги кўпайтмани ҳисобласак ва 

мос элементларни бир – бирига тенгласак, қуйидаги айниятлар келиб чиқади: 

 

)sincos)((2)sincos)((),( 2 CAtA  

                2)sin'cos)(()sin'cos( B ,  (4.7) 

)cos'sin)(sin'cos)((),( AtС  

)cos'sin)(sin'cos)((C  

)cos'sin)(sin'cos)((C  

),cos'sin)(sin'cos)((B   (4.8) 
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2)cos'sin)((),( AtB  

)cos'sin)(cos'sin)((2C  

2)cos'sin)((B .    (4.9) 

 (4.7) ва (4.8) формулаларга  асосан ушбу  

)sin))((cos')(sin'cos)((
),(

2

1
tqA

t

tA
 

)sin'cos)(sin))((cos')(( tqC  

)sin))((cos')(sin'cos)(( tqC  

)sin))((cos')(sin'cos)(( tqB  

]sin),(cos),([sin)1)((),( tCtAtqtC .     (4.10) 

тенгликлар ўринли. (4.10) айниятни қуйидаги кўринишда ѐзиб оламиз: 

]sin))(()[cos,(2
),( 22 tqtС

t

tA
 

2sin)1)()(,( tqtA .    (4.11) 

Энди эса (4.11) айниятдан ва ушбу  

k

k

k

t
ttA

)(
))((sin),(

1
0

2 ,    (4.12) 

)(),(),(),( 2 ftCtBtA     (4.13) 

айниятлардан фойдаланиб Дубровин – Трубовиц дифференциал тенгламалар 

системасини келтириб чиқарамиз. (4.12) га биноан  

k

k

kt

tt
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),( 0

1
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)(0
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n
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ttt
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t

tA

n

 

,...2,1n  .  (4.15) 

(4.13) тенгликда )(tол n  десак,  

))(()()),(( tftttC nnn ,  ,...,, 210n    (4.16) 
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келиб чиқади. (4.11) айниятда )(tол n  деймиз ва (4.15), (4.16) тенгликларни 

ҳисобга оламиз: 
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k
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tfttqtctg
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 ,  (4.17) 
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tfttqtctg
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nk
k

n

nnnn

n .   (4.18) 

 (4.17), (4.18) системага Дубровин – Трубовиц дифференциал тенгламалар 

системасии дейилади.  
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