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Kirisiw
Kurs jumisimizda maydanlardin® algebraliq ken epmel uyrenemiz.
Algebraliqg ken'eymeler a piwayr ha'm quramali atgéj ken'eymeler bolip
bo’linedi. Olar maydanlardin® shekli ken'eymelereman tig'1z baylanisgan.
Maydannin® ken'eymesi a hmiyetli matematikaliq iniksbolip tabiladi. Misal
ushin ratsional sanlar maydani menen haqiyqly samgdani arasinda sheksiz
ko'p maydanlar bar. Olardin® barlig't da ratsionsdnlar maydaninin’

ken'eymeleri bolip tabiladi. Kompleks sanlar maydamaqiyqly sanlar

maydanininX 241 ko'pagzalisinin® koreni menen ken eymesi bolgaly, niy
algebraliq ken"eymesi boladi.

Jumis 4 paragraftan ibarat. 8 1 de maydanlardykargy 1 gasiyetleri
u'yreniledi ha'm algebraliq sanlar tu'sinigi betile§ 2 de maydannin® a piwayi
algebralig ken'eymesi, § 3 de quramali algebratig éymesi uyreniledi. 8§ 4 te
maydan ha'm onin’ ken eymelerine baylanisli bazmai selelerdin® sheshimleri

beriledi.



§ 1. Maydan haqqinda tiykarg'1 mag liwmatlar.

Algebralig sanlar tusinigi

Aniglama-1. Keminde eki ha'r gqiyli elementke iye bolg"Bnkommutativ

kol'tsosI elementleri ushia # O bolg'anda
alx =b (1)
ten’lemesi tek bir g'ana sheshimge iye bolsa, bpkdbtso maydan delinedi.

Endi maydannin® aniglamisinan kelip shig atug ewi bbir a piwayi
ga siyetler menen tanisip o'temiz.

1. Qa’legen maydan kommutativ kol'tso bolg aniepébkommutativ
kol'tsonin™ elementleri ushin orinli bolg'an barfg siyetler (qa’legea 1P
ushin -aldP din® bar boliwi ha'm jalg'izhg'i, jalg'iz nol” eshentinin® bar
boliwi, N elementti ko beytiwdin™ assotsiativlig@ elementi ushint na eseli
elementlerinin’ bar bolatug'inlig’t ha'm basqal@dydan elementleri ushin da
orinlanadi.

2. Qa'legerP maydaninda birlik element bar boladi ha'm jaltyoiadi.

3. P maydaninin® nolden o°zgeshe ga’legerelementi ushin kera

elementi bar boladi ha'm jalg'1z boladi.

Da’lilew. Maydan aniglamasindag’i (1) ten'likbe=€ desek,ax =€

bolip, X =a! poladi. a0 ushin keri a* elementinin’ jalgiizhgi
multiplikativ gruppa elementi ushin jalg'iz keelementtin® bar boliwin
da’liyllew usilinda da’lillenedi.

4. Maydan nol'din” bo’liwshilerine iye emes.

Da’lillew. Kerisin boljaymiz, yag niy maydan nol din" bo $kilerine iye
bolsin. Ondaa # 0 bolg anda

ax =0 (2)

ten’lemesinin’ sheshimi de nolden o zgeshe bolevelk (2) nin™ eki ta'repin

1

sheptena_1 ge ko'beytemiza "ax =0= — ex =0=Xx = 0. Bul bolsa (2)

ten’lemesinin® nol” emes sheshimge iye ekenligmema-garsi keledi. Demek,



boljawimiz naduris eken. Solay etip, maydan nol dio liwshilerine iye emes
eken.

O’z-0'zinen belgili, maydanda # 0, yag niy birlik element nol'lik ele-
ment penen u stpe-u st tu speydi. Birag kol ts@adbdlg ani siyagli maydanlar

da nol” ha'mp xarakteristikali boliwi mu mkin.

Aniglama. Egern LJN bolg andane = 0 ten'ligi hesh ganday ushin
orinlanbasa, bunday maydan nol" xarakteristikalydaa delinedi.

Eger n #0 bolg’andane =0 orinlansa, ondap =min n dep be-
gileymiz ha'm garalip atirg'an maydgn xarakteristikali maydan delined..

Barlig sanli maydanlar nol” xarakteristikall bolad /(2) maydan eki xa-
rakteristikall boladi.

SebebiZ /(2) ={cq, c1} bolip, c; #0 birag ¢, +C; =2c, =C( bo-
ladi. Bul maydan ayrim waqitla@F (2) argal belgilenedi.

Misallar. 1. Ratsional ha'm hagiyqly sanlar kol tsosi maytziadi.

2.a,b 0Q bolg’and{a+b~/2} ko'pligi maydan bolad.

Bunin® ushin cz20,d#0 bolg*anda

(a+b/2)c+dv2)T=m+nyJ2 ekenligin ko'rsetiw kerek. Sebebi

{a+b\/§} ko pliginin®  kommutativ kol'tso bolatug'inlig’t Zge ma’lim.
Haglygatinda da,

_1_a+b\/§ _
(@+b+2)c +dV2) = rdo
_(a+b+/2)c -d~+/2) _(ac-2bd) +(bc —ad)/2 _ _
€ +dV2)c-dv2) c?-2d2 =mEnvz;
@+bv2)c+d+2)t=m+n/2
ac — 2bd _ bc -ad

bolip, bul jerdem = , N = ———
c?-2d? c?-2d?



3. Z1/(2) ha'm Z /(3) kol'tsolari maydan boladiZ /(3) tin" maydan

ekenligin ko'rsetemizZ /(3) ={cq,Cq,C5,} bolip, bul jerde elementlerdi qosiw

ha'm ko beytiw to'mendegishe aniglanadi:

+ Co | C | & + C | G | &
C | G | G| C S | G | G| C
Ct | G | G| G Ct | G| & | G
C | C | C | G C | G| C | G

Demek, ¢; +¢; UZ /(3) ha'm c; [c; UZ /(3) eken. Bul ko'plikte
Cr [X =c, (RZ0, e=012)ten’lemesi barlig waqit jalg’1z sheshimge iye.

4. Z /(4) ={cq,c1,C»,C3} maydan bolmaydi, sebebi ol nol'din’
bo’liwshilerine iye.C, # Cq biragc, [C, =Cg

5. Koeffitsientleri ratsional sanlardan ibaratghah

-1

f(X)=ag +aX +apX 2 +...+a,_x"t+a,x"

ko'rinisindegi ko'pagzalilar berilgen bolsif) maydaninda sheshimge iye

bolmag'an ten’lemeler (ma'selenXx 241= 0) bar bolg’ani ushin
@(X) =bgy +byx +byx 2 +b,x" #0 dep alamiz. Endip(x) # O bolg'anda

f (x
_¢E 3 ko'rinisindegi funktsiyalar ko'pligirQ(x) dep belgileymiz.Q(x) da
X

gosiw ha 'm ko beytiw a ' mellerin to'mendegishe &iriiz:

f () wx) _f () Th(x)+B(x) [g(x)
Vo) The) T 00 hx) (#)# 0, hx)#0)

£ () ) f ) g(x)
2 5x) Eﬁ(x) " 50ty PO REIFO).

f(x) , @w(Xx) _ f (x) p(X)
Demek¢(x) + h(x) 0Q =(x), 5(x) dfl(x) Q(X) ekenQ(Xx) da
ha'r birf (X) #Z 0 ushin keri element bar boladi.
h(x)



Haglygatinda da Fo) (p(x) = 9(x) nin’

h(x) d(x)

-1
d(x)#0, ¢(x)#0,f (x) 20 eki ta'repin fg; = (;ggj ge

g(x) [g(x)
d(x)d (x)

Demek, Q(x) maydan eken. Bul maydan a'dette qatnaslar (ratision

ko'beytsek,p(X) = Q(Xx) ekenligi belgili boladh.

funktsiyalar) maydani dep ataladi.

Aniglama-1. P maydaninin® keminde eki ha'r qiyli elementinebpég an
Q u'les ko'pligi P de aniglang an gosiw ha'm ko'beytiw a'mellerineatza
maydan du’zs€) P din® u'les maydanif® de u’les maydan) delinedi .

Teorema P maydaninin® keminde eki ha'r qiylh elementine g an

Q u’les ko'pligiP de u’les maydan duziwi ushin

a) a-bdQ, abUQ (HablQ); .
6) atoo, (0#0, 0alQ) &

sha'rtlerinin” orinlaniwi za'ru'r ha'm jeterli.

Da’'lillew. 1.Q u’les maydan bolsa, (1) sha'rt a'lbette orinlanadi
2). (1) sha'rt orinlang’an jag day@adin® maydan du"ziwin da’lilleymiz.
a) sha'rtine tiykarlani@ LJQ bolg ani ushimm—a =00Q bolip,Q da

nol'lik element bar boladi. Jane de usia)( sharti boynsha
HallQ, O—a=-allQ danQ daa ga garama-garsi element bar boladi.

Endi a,b JQ di alsagq,—b JQ bolg'ani sebplia—(-b) =a+b bolad.
Solay etip, Ja,b JQ ushina+b[0Q ha'malbOQ yagniyQ ko'pligi
elementleri ushin eki binar algebraliqg a'mel amglan.Q ko'pligi P din™ u'les

ko pligi bolip, < P, +, [, 0> algebra qol'tsonin™ u'les koltsosI boladi.



b) sha'rtine muwapidJaldQ (a # 0) ushin at [JQ bolgani sebpli,

jane a) ga tykarlanip, al@atl=e Q kelip shig'adi. Na'tiyjede
<Q, +, [, 0> nin” maydan ekenligi tastiyiglanadi.

Ha'r bir P maydani o°zinin™ u’les maydani ekenligi belgikl SebepliP
maydanin solP din® menshikli emes u’les maydani deymkZ. den o’zgeshe

ha'r birQ [ P u’les maydani menshikli u’les maydan dep ataladi.

Endi to'mendegi aniglamani beremiz:

Aniglama-3. Hesh ganday menshikli u'les maydanga iye bolarag
maydan minimal (yamasa a piwayi) maydan delinedi.

Teorema Qa’legenP maydaninin® barliq u’les maydanlarinin® kesispesi

minimal u'les maydan bolad.

Da’liyllew. P maydanik Py,Ps,....,Px u’les maydang a iye bolsin dep
boljayig. Da'slep P, n P, n...n P, =P" tin® u'les maydan ekenligin
ko'rsetemiz.  Kesispenin®  aniglamasina tiykarlanipa L P, ha'm
bOPR (i = 1,r) bolg'anda g'ana JP' ha'mb OP' bolad!. P. lar maydan
bolg*ani ushina+b OP, hamaUP, (i = 1,r). Onda ja'ne kesispenin’
aniglamasina tiykarlani@ +b OP' ha'm alb OP’ boladi. Bunnan tisgari

alP denal@ P, ekenligine tiykarlanlp,a_l OP' boladi. DemekP'

maydan eken.

Endi P’ din® a'piwayr maydan ekenligin ko'rsetemR. u’les maydani
barlig P, = (i :]7) u‘les maydanlarinin® kesispesinen ibarat bolgiesin
P'OP, hamP' O P bolad.

Qandayda biQ' daP din" a’piwayi u'les maydani bolsin dep boljayit;. O
jag'daydaQ" =P'n Q' maydani ja'neP din’ u'les maydanlarinan birewi

boladi ha'm bul jerd®" [0 P" hamQ" I Q' boladi. BiragP' hamQ’ lar



P din® a'piwayl u’les maydanlari ekenligine sa'ykagirg'i gatnastan
P'=Q'=Q" kelip shig*adi. Teorema da’liyllendi.

Aniglama-4. To'mendegi qga'siyetlerge iye bolg & ko'pligi ratsional
sanlar maydani delinedi.

1) Z UJQ, yag'niy barliq pu'tin sanl&) de saglanadi;

2) Q - maydan;

3) Z ko'pligindegi sanlardi qosiw ha'm ko'beytiw binalgebraliq
a'mellerQ dag’1 qosiw ha’m ko beytiw a’melleri menen usips-tusedi;

4) Q - a’piwayl maydan.

Q maydaninin® elementleri ratsional sanlar dep dtala

Mektep matematika kursinan belgili, ga’legen oaial san — ko rinisine
n

iye bolip, bundallm, nJZ (n #0) boladi. Ratsional sanlar to'mendegi

ga siyetlerge iye;

D=L Cmi=nr (nz0,i20):
n |

2)m+_L@m|—w_Lnr (nz0, 1 £0);
n | ni

M ™M hzoi20):

n | ni

LM mzo rz0 i20).
n I nr

min
m = —— bolg ani ushiZ [ Q ekenligi kelip shig adi.
n

Ratsional koeffitsientlin-da'rejeli ha'r ganday ko'pag zali kompleks
sanlar maydaninda korenge iye boladi. Bul korenlerden bazi birewkeqiyqiy

sanlardan, bazi birewlea +bi (b #0) formasindag’i jorima sanlarinan ibarat
bolad.



Endi ma’'seleni basqgasha goyamiz. Ha'r gqanday d¢gosan gandayda bir
ratsional koeffitsientlin-da’'rejeli ten’lemenin” koreni bola alama ? Keyaigh
bul soraw duris juwapga iye emesligin ko'rip o'temyag nly hesh ganday
ratsional koeffitsientli algebraliq ten’lemenin’r&ni bola almaytug 'in haqiyqly
sanlar bar.

l-aniglama Eger a sani koeffitsientleri ratsional sanlardan ibarat
ko'pag'zalinin® yamasa algebralin® ten’lemeninekbbola alsa, ond@& sani
algebraliq san, bolmasa transtsendent san delinedi.

Misallar. 1. Barlig ratsional sanlar algebraliaplaa boladi. Hagiygatinda
m

da, —(n # 0) ko'rinisindegi ratsional samx —n =0 ten‘lemesinin’ koreni
n

boladi.
2. Ratsional sanlardin® ga’legknda’rejeli koreni de algebralig san boladi,

k

sebebi bul sanlamx © —n =0 ten’lemesinin’ koreni boladi.

3.2-3i sanix?—-4x +13=0 algebraliq ten’lemenin” koreni. Demek,

2—3i algebralig san eken.

4. i sani x2+1=0 algebraliq ten’lemenin® koreni. Demek, jorima
sanlardin’ bir bo’legi de algebralig sanlar eken.

5. 71,€ sanlar! transtsendent sanlar boladi.

2-aniglama Eger @ sani koeffitsientleriP maydanina tiyisli ganday da
bir algebralig ten’lemenin® koreni bolsa, onda sani P maydanina garata
algebraliq san, bolmaga saniP maydanina garata tarnstsendenr san delinedi.

Teorema Koreni @ g'a ten” bolg an jiklenbeytug'in ko'pag zali nshn
da'rejeli ko pag zal aniglig'inda jalg i1z boladi.

Da'liylew: Koreni @ g'a ten’ bolag'an ekif (x) ha'm g(x)
ko'pagzalilar bar bolip, olardin® ha'r bir jikleeytug in ko pag zalilar bolsin
dep boljayig. Bunday jag dayda bul ko'pag zalilarden” u'lken uliwma

bo'liwshisi 1 den o'zgeshe. Ekinshiden, ol&r sanlar maydani u’stinde

10



jiklenbeytug'in bolg anlig’t sebepli bul ko'pagila bir-birinen nolinshi
da'rejeli ko pag zali menen g ana pariglanadi.

3-aniglama P maydani u'stinde bas koeffitsienti 1 ge ten” ha'm
jiklenbeytug'inf (x) ko'pag‘zalisia korenge iye bolsa, bul ko'pag zalinin’
da'rejesi P maydanina qaratar algebraliq sainin’ da'rejesi delinedi,(x)

ko pag zalisi bols® sanlar maydani u'stindegi minimal ko pag zali rokdi.

11



8 2. Maydannin™ a piway! algebraliq ken eymesi

a elementiP maydanina qarata algebraliq element bolsin. Elderen

dg +d1a+....+d€a’€ ko'rinisindegi  kol'tsoni P[a], elementleri

Co+Cia +...4Ca®

d-+d.ag+. +d.a (bundadg +dia +...+d,a’ #0) ko'rinisindegi
o Tdd+..t0,0

ko plikti bolsaP (&) arqgali belgileyik.
1-teorema Eger a@ elementi P maydanina garata algebralig element
bolsa, ondd” (@) = P[a] ten’ligi orinli boladi.

Da’liyllew. Mina
i

Ch +¥Cia +....7CL O
P(a):{ 0 1 k

Cj ,di OP, k,l =012.... (1)
do +dia+....+d,a

‘
ko pligi maydan du zedi.

Eger (1) de dyg=1d;=d, =...=d, =0 bolsa, onda P(a)
ko'pliginin® elementleriP(a) nin® elementlerindey boladi, yag'niy mina gatnas
orinli:

Pla] U Pla] (2)
a algebralig element bolg'ani ushin B! maydani u'stinde jiklenbeytug'in

n

gandayda bir p(X) = pg + p1X +...+ ppX~ (p; UP) ko'pag zalisinin’

koreni, yag'nly p(@) =0 bolad, aglp(a) bolip
B =1 (a)=cg +cla+....+ckcrk (ci OP) bolsin.
Qaldigli bo'liw teoremasina sa'ykes
f(x)=pXx)g(x)+r(x), (gx),r(x)UP[x]) (3)
ten’ligine iye bolamiz. (3) d& =a bolsa, onddf (@) = p(a)g(a) +r(a)

yamasd (@) =r(a) bolip, B =r (a) ten’ligi orinh bolad.

12



1

r(x)=ag+ax +...+a, X" bolsa, onda

B=ag+ayx +..+a,X "1 de jaziw mu'mkin. Bunnan ko'rinedk >0

bolg anda barliq waqiZ nin® da‘rejesinn nen kishi etip aliw mu'mkin eken.

Endi

f(a) _ag+aa+..+a, 0"t
g(a) by +ba+..+b,a"™

OP(a)

bolsin. Bundag(a) # 0, g(x) #0. g(x) ko'pag'zalisip(x) ko pag zalisina
bo'linbeydi. Sebebig(x) tin® da'rejesi p(x) tin® da'rejesinen kishi.p(x)
ko'pag'zalisi jiklenbeytug'in ko'pag‘zali bolg*anshin (p(x); g(x)) =1
boladi. Ol jag'dayda sonday(X) ha'm v (X) ko'pag‘zalilari bar boladl,
na‘tiyjiede g(X)u(X )+ p(x)(x) =1 ten’ligi orinli boladi. Bul ten’likte
X =a bolsa, ondag(a)u(a)+ p(alN(a)=1 bolip, bunda p(a)=0

ekenligi itibarg’a alinsa,g(@)u(a) =1 ten’ligine iye bolamiz. Bunnan
1 .
g(a) =——— bolg ani ushin
u(a)

f (@) _f (@)

@ 1 @@
u(a)
yag niy
D _ ¢ (@),
g(a)

ten’ligin payda etemiz. Son'inan
f(a)

bolg ani sebepli ha'm gb(a) nin® ga’legen elementi bolg ani ushin
P(a) U Pla] (4)
gatnasi orinl.

13



(2) ha’m (4) qatnaslarddd(a) = P[a] ten’ligi kelip shig adi.

Aniglama. P maydani F maydaninin® u'les maydani bohgy L1F
bolsa, ondd® maydanin ha’n@ elementin o'z ishine alg’da maydaninin® en’
kishi u'les maydaniad elementi argall du'zilgenP maydaninin® apiwayi
ken'eymesi, eger algebraliq element bolsa, ondd maydaninin® a'piwayi

algebralig ken eymesi delinedi.

Ratsional sanlar mayda@Q g'a da'rejesi ekige ten’ bolg‘a@ algebraliq
sandi kiritemiz ha'm onQ[\/E] dep beIgiIeymiz.Q[\/E] ko'pligi maydan

du‘zedi.Q[\/E] maydaniQ maydaninin® a’piwayi algebraliq ken'eymesi boladi.
2-teorema a elementi P maydani u'stinde on™ da'rejeli algebraliqg
element bolsa, ond® (@) maydanindag’i ga‘legen element koeffitsientleri

den aling'am la,a’z,...,a’n_l elementlerinin’ sizigh kombinatsiyasi boladi.

Da’liylew. [ elementi P(@) maydaninin® ga'legen elemeti bolsin. 1-
teoremag'a sa'yked(a) =P[a] edi. Demek, P[Xx] da sondayf ()
ko pag zalisi tabiladl, na'tiyjede = a bolg anda
B=1(a) (5)
boladi. P maydani u’stinde& ushin minimal ko"pag‘zaly (X) bolsin. Teorema

sha'rtine sa'ykes onin’ da'rejagsige ten". Qaldigl bo'liw teoremasina sa 'ykes

P[x] kol'tsosinda sondafn(x) ha'mr (x) ko'pag zalilari tabiladi, na’tiyjede
f (x)=g(Xx)h(x)+r(x) ten’ligi orinli bolsip, bundar =0 yamasa
gap r(x) <gap g(x)=n, yag'niy
r(x)=co+cX +...+c4x" ™ (c; OP) (6)
boladi. (2) dex = a dep alip, (5) ten’likden
B=co+cia+..+c o™ 7)

ten’ligine iye bolamiz.

14



Endi £ elementi 1La,..... ,a’n_l elementlerinin® bir ma'nisli sizigh

kombinatsiyas! ekenligin ko rseteyik.
[ nin’ (7) den basga

B=dy+da+..+d, 0"t (d; OP) (8)

an’latpasi bolsin dep boljayiq. Mina

#(x) = (Co =dg) +(C1 =X +...+ (Cpg —dpyg)X "™
ko pagzalini tekseremiz.
(7) ha’m (8) ge tiykarlanipg(a) = 0 bolg ani ushing(x) tin® da'rejesi
N nen kishi bolmaydig(X) tin® da'rejesi bolsag(Xx) tin® da'rejesinen kishi.
Bul jag'daylar tek g'ang@(x ) = O bolg anda g ana orinlanadi, yag'niy
(Co —do) +(Cy ~dp)X +....t (Cpg —dp)Xx " =0

boladi. Bunnancq =dg, C; =dq,....,Cy-1 =d,_1 kelip shig’adi. Demek/

n_

elementi 1 a,....,.a 1 elementlerinin® sizigh kombinatsiyasi ko rinisindbir

ma nisli an’latiladi eken.

F maydaninin® u’les maydaf bolsin. Ol jag'daydd di P maydani
u'stinde vektor ken'islik dep garaw mu mkin.

l-aniglama Eger F maydani P maydani u'stinle vektor ken’islik
sipatinda shekli o’lshemge iye bolsa, oflamaydaniP maydaninin® shekli
ken eymesi delinedi.

F din® P maydani u'stindegi shekli o’Ishefft : P] dep belgilenedi.

3-teorema Egera elementiP maydani u’stinden-da'rejeli algebraliq

element bolsa, ondd (@) : P] = n bolad.

Da’'liyllew. Bul teorema maydannin’ a'piwayi algebralig kemesin
du'ziw temasindag’| 2-teoremadan kelip shig adi.

2-aniglama Eger F maydaninin® ha'r bir elemeni maydani u’stinde
algebraliq bolsa, ondd= maydani P maydaninin® algebralig ken'eymesi

delinedi.

15



4-teorema P maydaninin® ga’legen shekli ken'eymesi bolgBn
maydaniP maydani u'stindegi algebraliq ken’eyme boladi.

Da’liyllew. P u'stindeF maydanin o’lshemli bolsin.

Eger n =0 bolsa, onda teorema orinli boladl.> 0 bolsin. OndaP

u'stindeF den aling’an ga’legen +1 elementi sizigli baylanisgan boladi. Dara
jag daydal, a,....a" elementler sistemasi sizigh baylanisgan, yagkiyde

keminde birewi nol" bolmag'arcc,,Cq,...,.C,, elementleri tabiladi, natiyjede

CoA+ca+...+c,a"” =0 ten'ligi onnli boladi. Demek,a elementi P

maydani u'stinde algebraliq eken.
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8 3. Maydannin® quramall algebralig ken eymesi

1-aniglama Eger F maydaninin"L; (i =0,k ules maydanlarinin’
o siwshi shinjiri bar bolsa, yag niy
P=LoUOL 0L, 0....0L =F (k>1)
gatnasi orinli bolsa, ond&k maydani P maydaninin® quramali ken'eymesi
delined..
1-teorema F maydani L maydaninin® shekli keneymesi boli,
maydani P maydaninin® shekli ken'eymesi bolsa, onffa maydani P
maydaninin’ shekli ken'eymesi boladi ha'm
[F:P]=[F:L]IL:P] (1)
gatnasi orinh boladi.
Da’liyllew. Meyli
Q1,0 Oy )
ler P u'stindeL maydaninin® bazisi bolsin ha’m
Br. B2 - Bn (3)
ler L u'stindeF maydaninin® bazisi bolsin.

F degi ga’legena elementin (3) bazis argali to'mendegishe siziqli

an’ latiw mu mkin:

a=ef,+e,f, +..t€fy (€ OL). @

e, koeffitsientlerin bolsa (2) bazis arqall to'menidbg siziqli an'latamiz:
— a1 ar a
e = Pk + kT2t +prkTk  (pik UP) (5)

(5) degie, nin” ma’nislerin (4) ge goyamiz, yag niy
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a= (P01 + Pyda + oot Pyalm) By + (84201 + Poplp +....t
+ pm2am)132 +----+(p1na1 + p2na2 ..t pmnam),Bn =

n -
Z Z pl | ,Bk'
n m
a=) Z pik“
k =1\
boladi.
Demek, F maydaninin’ ha'r bir elementi
B ={a; 5 |i =1m: k :l_n} ko pligi elementlerinin’ sizigi

kombinatsiyasi ko rinisinde an’latilad1.

B ko'pligi P maydani u'stindd= din" bazisi, yag niyB ko pliginin’
elementleri sizigh baylanispag an ekenligin kaasez.

Meyli
dcikip =0 (cik UP) (6)
n

ten’ligi berilgen bolsin.

(3) sistema bazis bolg ani ushin sizigh baylamgspa Sonin™ ushin (6)

ten’likten
Clk M +cok? +. +c kM =0  (k =1n) (7)
ten’likleri kelip shig adi.

(2) sistema da sizigh  bolmagani  ushin (7) tetehk
Cy =0, Cop =0,....Crx =0 (k =1,n) ten'likleri kelip shig adi.

Demek, (6) nin® barliq koeffitsientleri nolge teeken. Demek, B
sistemasinin’ elementleri sizigh baylanispag'amhla u'stinde P din® bazisi
eken. Na'tiyjede[F :P]=nm =[F :L][[L : P] bolip, F maydan P
maydan! u stinde shekli ken'eyme boladi.

2-aniglama EgerF maydaniL; u’les maydanlarinin® o’siwshi shinjiri

P=L,U0OL;0L,0....0Lx =F (k>1) (8)
18



bar bolsa ha'mi =1 den K g'a shekem o°zgergende; maydani L;_4

maydaninin® a’piwayi algebraliq ken'eymesi bolsamaydaniP maydaninin®
quramali algebraliq ken'eymesi delined. sani bolsa (8) shinjir uzinhg'i
delinedi.

1-saldar. P maydaninin® F quramali algebralig ken eymesP
maydaninin’ shekli ken'eymesi de boladi.

Da'liyllew. k =1 bolsin. Ol jag'daydaF maydani P maydaninin®
a piwayl algebraliq ken'eymesi boladi. Maydanninpiveayr algebraliq
ken'eymesin du'ziwge tiykarlanipF maydani P maydaninin® shekli
ken eymesi de boladi.

k dan kishi sanlar ushin 1-saldar orinli boldtn.sani ushin 1-saldardin®

orinl ekenligin ko rsetemiz.

k —1 ushin boljawg a tiykarlani, _; maydaniP maydaninin® shekli
ken eymesi boladi.

L maydaniL, _; din® a'piwayi algebraliq ken"eymesi bolg ani ushn
maydaniL, _; din” ha'mP din" de shekli ken*eymesi bolad!.

2-teorema F maydaninin®" P u’les maydani u'stindegi algebraliq
elementleriay,as,....,ay berilgen bolsa, ond® (ay,a>,....,a ) maydaniP

maydaninin’ shekli ken'eymesi boladi.

Da’liyllew.

Lo =P, Ly =P[ay], L, =Play,as5],.... L =Play,as,.....a,]
belgilewlerin kiritemiz. Ol jag'dayda., = P[ay] maydani Ly maydaninin®
a'piway! algebraliqg ken’eymesi boladL, maydani bolsal, din® a’piway!
algebralig ken"eymesi boladi. Hagiygatinda da,

L, =Play,az] = (Plai)la,] = Lilas] =L4(aq)
ha'm tag'| basqgalar. Demek,
P=L,UOL UL, U....0L, =F

b a ©)
(Li =Lja)a;, (i =1k)
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bolip, shinjirdin™ ha'r bir ag zasl o' zinen aldingg zanin™ a'piwayi algebraliq
ken eymesi boladi.

F maydani P maydaninin® quramali algebralig ken'eymesi boladl.
saldarg'a sa’ykek maydaniP maydaninin® shekli ken*eymesi de boladi.

2-saldar. Maydannin® guramali algebralig ken'eymesi sol agaapin’
algebralig ken"eymesi boladi.

3-teorema Barliq algebraliq sanlardin® ko pligh kompleks sanlardin®
kol'tsosi C da tuyig bolip, algebralig sanlar ko pligi du'zgén algebrasi

kompleks sanlar maydaninin® u'les maydani boladi.

Da'liyllew. a ha'm b elementleriA ko’pliginin® ga'legen elementleri

bolsin. Q@ maydaninin"Q(a;b) quramali algebraliq ken'eymesi maydannin’
quramal algebraliq ken'eymesi temasindag’i 2-sgldatiykarlanip Q(a;b)
maydani Q maydaninin® algebraliq ken'eymesi boladi. Sonirshinu
a+Db,alb,—a,1 sanlari algebralig, yag né ko'pligine tiyisli boladi.

A ko’pligi S dag’1 qosiw, ko beytiw tu'rindegi tiyikal a’mellerge garata
tuylg. Demek,A algebrasi S kol'tsosinin™ u'les kol'tsosi bolgtanisebepliA

da kol'tso boladi. Eged elementiA ko pliginin® nol” emes elementi bolsa, onda

at Q(a;b) ha'm alOA boladi. Sonin® ushi\ algebrasi maydan boladi

ha'm S maydaninin® u'les maydani boladi.
4-teorema Algebraliq sanlar maydani algebraliq tuyiqg mayoaladi.

Da’liylew. A algebralig sanlar maydani u’stind§[x] ko'pag’zalilar

kol tsosi berilgen bolsin. Mina
f(x)=ag+ax +...+a,x" (g UA)

ko'pag'zalisiA[X] dag'i ga'legen on" da'rejeli ko'pag zali bolsieofEmani
da’liyllew ushinf (X) ko'pag'zalisinin°/A ko'pliginde korenge iye ekenligin
ko'rsetiw jeterli.f (x) JC[x] ha’m S maydani algebraliq tuyiq bolg ani ushin
f (x) ko'pag’zalisc da korenge iye boladi. Ol korendi deyik. Ol jag dayda
f(c)=0 boladi. L =Q(ay,ay,.....8,) ha'm ¢ elementi argal L
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maydaninin® a'piwayr  algebraliq ken'eymesi(C) bolsin. Na'tiyjede

Q UL OL(c) shinjinndag’iL (c) maydaniL maydaninin® shekli algebraliq
ken'eymesi boladi. Maydannin® quramali ken eymegjnd 2-teoremag a
tiykarlanip L maydaniQ maydaninin® shekli ken’eymesi, maydannin® quramali
ken'eymesindegi 1-teoremag’a tiykarlanip bdlsg) maydaniQ maydaninin®
shekli algebralig ken'eymesi boladi. Shekli ken'egegi 2-teoremag a
tiykarlanip L (C) maydaniQ maydaninin® algebralig ken*eymesi boladi ha'm
cUA.

Demek, A[x] dan aling’an on" da'rejeli ga'legen ko'pag z&l

ko pliginde korenge iye, yag ni§ maydani algebraliq tuyiq maydani boladi.
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8 4. Bazl bir ma selelerdin™ sheshimleri

1-ma’sele Nol'den o zgeshe birlik elementke iye bolg annihaiol din®
bo’liwshilerine iye bolmag'an shekli kommutativ Kkebnin® maydan
bolatug inlig’in da’lillen".

Sheshimi: Meyli € # 0 sha'rtte aytilg'arK kol'tsosinin® birlik elementi

bolsin. Qa’legen0#allK elementi ushin a 10K ekenligin da’lillew

jetkilikli. Eger a =€ bolsaa * =e 0K .
Meyli endia # € bolsin.K shekli kol'tso bolgani ushin bazi-siit ha’m

n natural sanlari ushi@™ =a" bolw tiyis. Bunnana™ —a" =0. Meyli
m>n ham m-n=t bolsin. Sondaa™ -a" =a"(@ -e)=0 K
kol'tsosinda nol din bo liwshileri bolmag anligtan
az0=a"#20=a -e=0=a' —e=ala' ™’ =e. Demek
at=al0kK.

2-ma’sele Zg maydaninin® mul'tiplikativ gruppasindag’t 2 elemi@n’
ta'rtibin tabin’.

SheshimiZ g\ {0} = {1,234} sond®#12°=4%12°=8=3%1

24 =16 =1. Demek, Z:\ {0} mul'tiplikativ gruppasindag’t 2 elementinin’
ta'rtibi 4 ke ten’,

3-ma’seleQ(~/2) maydaninda 2 —x —3=0 ten'lemesin sheshin".

Sheshimi Q(\/E) maydan|a+b\/§ tu'rindegi sanlardan turadi, bul

jerdea,b ratsional sanlar. Ten'lemeni shesheyik:

_1+4/13

X =
12 2

Birag 13 samia+b+/2 turinde ko'rsetilmeydi. Demek, ten'len® (v/2)

maydaninda sheshimge iye emes.
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3

4-ma’sele Z3 maydaninda f (X) =X +X24+2x+2  ham

2

g(x) =x“ +x +1ko'pag zallarinin® en" u'lken uliwma bo'liwshisabin.

Sheshimi Evklid algoritmin gollanamiz.
f(X)=g(X)[x +x +2
g(x) =(x +2)(x +2)
yag'niy izlengen en” u'lken bo’liwski + 2 ge ten".

5-ma’sele Xarakteristikasip g'a ten” bolg an shekli maydanda berilgen

f :x - xP sawlelendiriwi usi maydannin® avtomorfizmi bolgtunlig in
ko'rsetin’..
Sheshimi
Foy)=(y)P =xP P =f(x)f(y) ham
Fx+y)=(x+y)P =xP+pxPly +. . +xy Ph+yP =
=xP+y P =f (x)f (y)
bolg*ani ushirf -gomomorfizm.
f (x)=xP =0 bolsax =0 bolgani ushinf - monomorfizm. Shekli

maydannin® o'zine-o'zi monomorfizmi bolg*ani ushfn usi maydannin®

avtomorfizmi de boladi.

6-ma'sele Q(v2) ha'm Q(+/5) maydanlar @ -ratsional sanlar
maydani) izomorfpa ?

Sheshimi Q(\/B) maydan|a+b\/§ tu'rindegi sanlardan turadi, bul jerde
a ha'mb qga’legen ratsional sanlar. Meyli izlengen izomorfizm bolsin. Sonda
bazi-bir @ ha'm b ratsional sanlari ushifi (+/2) =a+b-/5 boladi. Sanlar

maydanlarinin’ izomorfizminde ha’r bir ratsionah £azine-o0°zi sa ' wlelenetug'in

bolg anligtan bul jerd® # O boladi. Ja'ne de usi sebepli
f (2 =f( 20/2)=f (V2)O (+2) = (a+b~/5){a+b+/5) =
—a’+5%+2abE/5=2
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boliwi kerek. Bunnan

a’+5% =2
ab =0,

2
ha'm b #0 bolg'anligtan a =0, b=i\/;. Bul b nin® ratsional san

ekenligine garama-garsi keledi. DemeR,(~v2) ha'm Q(~/5) maydanlari
izomorf emes.

7-ma’'sele n elementinen turatug'in maydandmn =n birdeyligin
da’lillen’.

Sheshimi n elementke iye maydannin® multiplikativ gruppasira rtibi

L =¢ poladi, bul

n—1 ge ten’. Demek, onin’ ga'legen elementi ushinx "~
jerde € -maydannin’ birlik elementi. Demek, [x " =€ [x , yag'niyx " = x

boladi. Egerx =0 bolsa0" = 0, demek bul jag dayda da birdeylik orinl.
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Juwmagqlaw

Solay etip biz maydanlardin® a'piwayr ha'm quramaligebraliq
ken'eymeleri menen tanistig. Sonin® menen birgedwia maydanlardin™ shekli
ken'eymeleri menen galay baylanisqanin u'yrendip aytganda maydannin’
a piwayr ha'm quramali ken'eymeleri usi maydannshmekli ken eymesi
bolatug'inlig’in da’lilledik ha'm maydannin’ halylg ken eymeleri haqginda
birgansha teoremalardi keltirip o'ttik. To rtinsparagrafta biz maydan ha'm
onin” ken'eymelerine baylanisli bazibir ma’sela@terdheshimlerin keltirdik.

Misal ushin ratsional sanlar maydaninin® ken'eyné®~/2) ha'm Q(~/5)

0 z-ara izomorf bolmaytug inlig'in da’lilledikp elementten turatug'in shekli

maydandax N =x birdeyligi orinlanatug inlig in ko rsettik ha mgta basgalar.
Maydanlar teoriyasi ha'zir de o'z rawajlaniwin dawetpekte.
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