[I-BOB. NOMANFIY BUTUN S ONLAR
2.1. Natural @n va nel tushunchasining vujudga kelishi hagida gisgacha
tari xiy ma’lumot. Nomanfiy butun sonlar to‘plamini tuzishdagi
yondoshishlar.
[I.1.1.Nomanfiy butun sonlar to‘plamini to‘plamlar nazariyasi asosida
qurish. Nomanfiy butun sonlarni qo’shish va ayirish

Natural sn tushunchasi matatikaning assiy tushunchalaridan biridir. U
butun matmatika fani singari kishilar amaliy ééyatlaridagi ehtiyojlar natijasida
vujudga klgan. Turli-tuman cekli to‘plamlarni bir-biri bilan taggslash zaruriyati
natural snlarning vujudga &ishiga sabab bo‘lgan.

O‘zining rivojlanish davrida naturaloslar tushunchasi birachta sqichni
o'tdi. Juda gadim zaomlarda clkkli to‘plamlarni taqgslash uchun drilgan
to‘plamlar orasida yoki to‘plamlardan biri bilan ikkinchi to‘@mning gism
to‘plami orasida o‘zas bir giymatli noslik o‘rnatishgan, ya'ni bu dsgichda
kishilar buyumlar to‘plamining sag‘ini ularni sanamasdan ick gilganlar.

Vagt o‘tishi bilan odamlar fagat @nlarni atashni emas, balki ularni
belgilashni, shuningek, ular ustida amallar bajarishni o‘rgansidilar. Qadimgi
Hindistonda snlarni yozishning o‘nli sigtmasi va ol tushunchasi yaratildi. Asta-
sekin natural snlarning ckksizligi hagidagi tasavvurlarosil bo‘la boshladi.

Natural sn tushunchasi shakllangandan so‘rgplar mustaqgilob’yektlar
bo'lib goldi va ularni magmatik ob’yektlar sifatida o‘rganish iméniyati vujudga
keldi. Sonni va snlar ustidagi amallarni o‘rganaoshlagan fan «Arifretika»
nomini oldi.

Arifmetika sonlar va sonlar ustidagi amallar hagidandir.

Arifmetika qadimgi Sharqg mamlakatlari: Vamil, Xitoy, Hindisbn, Misrda
vujudga kldi. Bu mamlakatlarda to‘plangan meatatik bilimlar gadimagi
Gretsiyada riwjlantirildi va dawm ettirildi. Arifmetikaning rivojlanishiga asr
o‘rtalarida Hind, Arab dunyosi mamlakatlari va @'fbsiyo maematiklari, XVIII
asrdan bshlab esa,gvropalik olimlar katta hissa qo‘shdilar.

«Natural sn» terminini birinchi bo‘lib rimlik olim A.A. Boesiy qo‘lladi.

Natural butun enlar to‘plamini tuzishda ikkkil yondashuv br:

1)to‘plamlar nazariyasi asida;

2) aksbmatik metod assida;

Nomanfiy butun snlar to‘plamini to‘plamlar nazariyasi asida qurishni
garaymiz:

XIX asrda G. Kandr tomonidan to‘plamlar nazariyasi yaratilgandan so‘ng, bu
nazariya assida natural enlar nazariyasi yaratildi. Bu nazariyaoagla clkkli
to‘plam va o‘zao bir giymatli noslik tushunchalari yotadi.

1-ta'rif: Agar A va B to‘plamlar orasida o‘zas bir giymatli noslik
o‘rnatish mumkin bo‘lsa, bu to‘plamlagriig snli deyiladi.

«Teng nlilik» munosabati ekvivaintlik munosabati bo‘lib, barcha ekl
to‘plamlarni  ekvivatntlik sinflariga ajratadi. Har bir sinfda turli eshentli
to‘plamlar yig‘ilgan bo'lib, ularning umumiyxossasi ¢ng snli ekanligidir.

74



2-ta’rif: Natural sn dceb, bo‘sh bo‘lImagan dkli bir-biriga ekvivaknt
to‘plamlar sinfining umumiykossasiga aytiladi.

Har bir ekvivatntlik sinfining umumiy xossasini uning bar bir to‘plami
to‘la ifodalaydi. Har bir sinkossasini ibdalovchi natural sn abhida klgi bilan
belgilanadi. Masalana=n(A); b=n(B)

3-ta’'rif. Bo‘sh to‘plamlar sinfining umumiykossasini 0 @ni ifodalaydi,
0=n(0).

4-ta’rif. 0 sni va barcha naturaloslar birgalikda emanfiy butun snlar
to‘plamini tashkil giladi. Bu to'plam Z, ko‘rinishida kelgilanadi. Z, ={0} Y N.
N - barcha naturalglar to‘plami.

Sonlarni tag@slash ganday nazariyaoggda yuz krishini aniglaymiz. Ikkita
nomanfiy butuna va b son bkerilgan bo‘lsin. Ular ckkli A va B to‘plamlar
elementlari sonini ifodalaydi.

5-ta’rif: Agar a va b sonlar tng snli to‘plamlar bilan aniglansa, uolda
ular eng bo‘ladi.

a=b< A~B buywrdan(A)=a; n(B)=Db
Agar A va B to‘plamlar eng nli bo‘lmasa, u blda ular bilan aniglanadigan
sonlar turlicha bo‘ladi. AgarA to‘plam B to‘plamning 0‘z gism to‘plamigaehg
sonli va n(A)=a; n(B)=b bo'lsa,a sn b sondan kichik dyiladi va a<b
kabi yoziladi.Xuddi shu vaziyatda > b kabi yoziladi.
a<b- A~B, buyrdaB OB va B #B;B #0.

6-tarif. Butun rmmanfiy a va b sonlarning vyig‘indisi @b
n(A) =a; n(B)=Db, bo'lib, kesishmaydiganA va B to‘plamlar birlashmasidagi
elementlar niga aytiladi.

a+b=n(AYB), buywrdan(A)=a; n(B)=b vaAl B=01
Berilgan ta’'rifdan bydalanib,5+2=7 bo‘lishini tushuntiramiz.
5-bu bior A to‘plamning etmentlari soni, 2-biror B to‘plamning etmentlari
soni, bunda ularning ésishmasi bo‘sh to‘plam bo‘lishickak.

Masalan A={x,y,zt,p}, B={ab} to'plamlarni olamiz.  Ularni
birlashtiramiz. AY B ={x,y,z,t, p,a,b} sanash yo'li bilann(AY B) = 7ekanligini
aniglaymiz. @mak,5+2=7.

Umuman, a+b vyigindi n(A)=a; n(B)=b shartni gaoatlantiruvchi
kesishmaydiganA va B to‘plamlarning tanlanishigadg‘liq emas. Bu umumiy
da’voni biz islotsiz gabul gilamiz.

Bundan tashgari butunomanfiy snlar yig‘indisi har @éim mavjud va
yagonadir. Boshgacha aytganda, biz ganday ikkitamanfiy a va b sonlar
olmaylik, ularning vyig‘indisi bo‘lgan butun amanfiy ¢ sonni har @dim topish
mumkin. U lerilgan a va b sonlari uchun yagna bo‘ladi.

Yig'indining mavjudligi va yagnaligi ikki to‘plam birlashmasining
mavjudligi va yagnaligidan klib chigadi.

Yig‘indi ta’'rifidan foydalanib “kichik” murosabatiga bshgacha ta'rif brish
mumekin.
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7-Ta'rif: Oa,bdN uchuna=b+c, bo‘ladiganc son topilsa, b<a (yoki
a>Db) bo'ladi.
(Ua,b0N)(CcON)(b<a < a=b+c)

Qo'shish amalining xossalari:
1°. Qo*shish kmmutativdir:
(Oa,bOZ,)(a+b=b+a)
ya'ni ixtiyoriy nomanfiy butuna vab sonlar uchurna+b=b+a tenglik o‘rinlidir.
Isbot: a=n(A), b=n(B) va Al B=01 bo'lsin,
atb=n(AYB)=n(BY A) =b+a
(to‘plamlar birlashmasiningdtmmutativligiga assan).
2°. Qo'shish amali asssiativdir:
(Oa,b,cdz,) (a+(b+c))=((a+b)+c)
Isboti: a=n(A), b=n(B), c=n(C) va Al B=0O, BI C=0, Al C=0O
bo'lsin. a+(b+c)=n(AY(BYC)); (at+b)+c=n((AYB)YC) to'plamlar
birlashmasining asssiativligiga ko‘ra
AY(BYC)=(AYB)YC
Demak a+(b+c)=(a+b)+c
3°. O ni yutish xossasi:
(HaUZ,) a+0=a
Isboti: a=n(A), 0=nd) a+0=n(AYO)=n(A)=a. (AYO=A va
Al 0O =0 bo‘lgani uchun)
4. ([Ja,b, c,7Z,) a=b= a+c=Db+c
Isboti: a=n(A), b=n(B), c=n(C), Al B=0O, Bl C=0, Al C=0O

a=b = n(A)=n(B), n(A+C)=n(a+c), n(B+C)=n(b+c), bundan
at+c=b+c
5°. Qo'shish nonotonligi

(La,c,b0Z,) a<b = a+tc<b+c

Isboti: a=n(A), b=n(B), bolsin. a<b = A~B UOB bu ywrda B # B,
B=U ulolda AYC~BYCUOBI C = a+c<b+c.

Endi ayirmaning ta'rifi va uning mavjudligi va yagaligini ko‘rib o‘tamiz.
8-Ta'rif: Butun romanfiy a va b sonlarning ayirmasi eb n(A) =a,
n(B)=b va BOA shartlar bajarilganda,B to‘plamni A to‘plamgacha
to‘ldiruvchi to‘plam ekmentlari soniga aytiladi.
a-b=n(B,) bu yrdaa=n(A), b=n(B), BOA, B,—B ni A ga to‘ldiruvchi
to‘plam.
Misol. Berilgan ta'rifdan bydalanib,7 -4 =3 bo'lishini tushuntiramiz. 7 bar A
to‘plamning etmentlari soni, 4 A to‘plamning gism to‘plami bo‘lganB
to‘plamning etmentlari soni.
Masalan: A={x,y,zt,p,r,s}, B={x,y,zt} to'‘plamlarniolaylik. B to‘plamning
A to‘plamgacha to‘ldiruvchisiniopamiz:
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A\B={p,r,s}, n(A\B)=3
Demak, 7-4=3.
a—b ayirman(A) =a, n(B) =bva B[ A shartlarini ganatlantiruvchi A va B
to‘plamlarning tanlanishigadg'‘liq emas.
a=n(A), b=n(B), va B A bo‘ladigan butun smanfiy a va b sonlar kerilgan

bo‘lsin va bu snlarning ayirmasiB to‘plamni A to‘plamgacha to‘ldiruvchisidagi
elementlar ni bo'lsin, ya'ni a-b=n(B,).

26-chizme

Eyler doiralarida A, B, A\B to‘plamlar 26-chizmada ko‘rsatilgareiki
tasvirlanadi. A=BY B, ekani ma’lum, bundann(A)=n; (BYB,)=A;
Bl B, =0 bo‘lgani uchun biz

a=n(A)=n(BYB,)=n(B)+n(B,)=b+(a—-b)
ga ega bo‘lamiz.

Bu esa ayirmagaolshgacha ta'rif brish imkonini beradi.

O-ta’rif: Butun romanfiy a va b sonlarning ayirmasi eb, shunday butun
nomanfiy ¢ songa aytiladiki, uningb son bilan yig‘indisi a songa tng bo‘ladi.
a-b=c =« a=b+c.

Shunday qilib,a-b=c yozuvda a-kamayuvchi, b-ayriluvchi, c-ayirma
deb ataladi.

Ayirish amali go‘shishgaeskari amaldir. Ayirmaning ikkinchi ta’rifidan
kelib chigib, quyidagi ¢oremalarni islotlaymiz:

1-teorema: Butun romanfiy a va b sonlarning ayirmasi fagatbs< a
bo‘lgandagina mavjud bo‘ladi.

Isboti. Agara=Db bo‘lsa, u bldaa-b=0 bo‘ladi, dmak,a-b ayirma mavjud bo‘ladi.

Agar b<a bo'lsa, u llda «kichik» muosabati ta’rifiga ko‘ra shunday
natural sn mavjud bo‘ladiki, bunda=b+c bo‘ladi. U tvlda ayirmaning ta’rifiga
ko‘ra c=a-b, ya'ni a-b ayirma mavjud bo‘ladi. Agaa-b ayirma mavjud bo‘lsa, u
holda ayirmaning ta’rifiga ko‘ra shunday butunmanfiy ¢ son topiladiki, a=b+c,
bo‘ladi. Agarc=0 bo‘lsa, u llda a=b bo‘ladi; agarc>0 bo‘lsa, u llda «kichik»
murosabatining ta’rifiga ko‘rdo<a bo‘ladi. Demak,b< a.

2-teorema. Agar butun nmanfiy a vab sonlarining ayirmasi mavjud bo’lsa,
u holda u yagnadir.

Isboti a-b ayirmaning ikkita giymati mavjud bo‘lsinet faraz qgilaylik:a-
b=c,; vaa-b=c,
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U holda ayirmaning ta’rifiga ko‘rea=b+c, va a=b+c, ga ega bo‘lamiz. Bundan
b+c,=b+c,; demak,c,=c,ekani klib chigadi. emak, ayirma yagna ekan.
Yig‘indidan sonni va sondan yig‘indini ayirishogdalarini to‘plamlar nazariyasi
bo‘yicha ma’rsini garaymiz.
Yig‘indidan sonni ayirish uchun yig‘indidagi qo‘shiluvchilardamridlan shu snni
ayirish va lsil bo‘lgan natijaga ikkinchi qo‘shiluvchini go‘séh yetarli.

Bu pidani simwllardan bydalanib yozamiz:
Agar,a,b,c- butun mmanfiy nlar bo‘lsa, u blda:
a) a=c bo‘lganda(a+b)-c=(a-c)+b bo‘ladi;
b) b>c bo‘lganda(a+tb)-c =a+(b-c) bo‘ladi;
V) a=c va b>c bo‘lganda yugridagi formulaning ktiyoriy bittasidan éydalanish
mumkin. Yig‘indidan snni ayirish @idasining to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. Faraz
gilaylik, a>c bo‘lsin, u llda a-c ayirma mavjud bo‘ladi. Ui orgali kelgilaymiz:
a-c=r. Bundana=r+c chigadi,r+c yig‘indini (atb)-c ifodadagia ning o‘rniga
go‘yamiz va unda shakl almashtiramiz:

(atb)-c=(r+c+b)-c=r+b+c-c=r+b.

Biroq r harfi orgali a-c ayirma lklgilangan edi, bundan isbanishi talab etilgan
(atb)-c= (a-c)+bifodaga ega bo‘lamiz.
Endi ©ndan yig‘indini ayirish gidasini garaymiz:
Sondan snlar yig‘indisini ayirish uchun buomdan go‘shiluvchilarning birini,
ketidan ikkinchisini ktma-ket ayirish yetarli, ya'ni agara, ¢, b- butun mmanfiy
sonlar bo‘lsa, u hldaa=b+c bo‘lgandaa-(b+c)=(a-b)-cga ega bo‘lamiz.

Bu oidaning asslanishi ham yig‘indidan ani ayirish @idasi uchun
bajarilgani kabi bajariladi.
Keltirilgan goidalar bshlang‘ich maktabdadkkret misollarda garaladi, aslash
uchun ko‘rgazmali tasvirlar nasyish etiladi.
Bu opidalar hisblashlarni xcham bajarish imknini beradi.
Masalan, sndan yig‘indini ayirish gidasi nni bo‘laklab ayirish usuliga as
bo‘ladi:

5-2=5-(1+)=(5-1)-1=4-1=3.

O‘z-0'zini nazorat qilish uchun sawllar
Natural &n va rolning ta’rifini ayting.
Qaysi hrldaa soni b sonidan katta dyiladi va aksincha?
Nomanfiy butun snlar yig‘indisi ta’rifini ayting, uning
mavjudligi va yagnaligini asslang.
Qo'shishning gandayoqpunlari kor?
Nomanfiy butun snlar ayirmasi ta’rifi ganday? Ayirma gaysblda mavjud
bo‘ladi?
Ayirmaga yig‘indiorqali ta’rif bering.
Yig'indi va ayirma @idalarini to‘plamlar nazariyasi asida tushuntiring.

W

S

~N o
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11.1.2.NOMANFIY BUTUN S ONLARNI
KO'PAYTIRISH VA BO’LISH

1.Ko'paytmaning ta’rifi, uning mavjudligi va yag onaligi
a=n(A) vab-n(B)bo‘lgana vab nomanfiy butun snlar kerilgan bo‘lsin.

1-Ta'rif: a va b nomanfiy butun snlar ko‘paytmasi eb, AXB dekart
ko‘paytma etmentlari sonini ifodalovchi c nomanfiy butun snga aytiladi.

Bu yerdaAxB={(a,b ) \ a’/A, b//B} ekanini eslatib o‘tamiz.

Demak, ta'rifga ko‘ra:ad=n(AxB)=c bu yrdaa,b,c//Z,. ab=c yozuvdaa-
1-ko‘paytuvchib-2-ko‘paytuvchi c—ko‘paytma dyiladi, c//Z, sonni topish amali
esa ko‘paytirish élyiladi.

Masalan; ta'rifga ko‘ré&b/2 ko‘paytmani dpaylik. Buning uchum(A)=5 van(B)=2
bo‘lgan A={a,b,c,d,e}, B={1,2}to'plamlarning @kart ko‘paytmasini tuzamiz:

AxB={(a,1), (a,2), (b,1), (b,2), (c,1), (c,2), (d,18,2), (e,1), (e,2)}.
Dekart ko‘paytma eimentlari soni 10 bo‘lgani uchurb/2=10.

1-Teorema: Ikki nomanfiy butun sn ko‘paytmasi mavjud va yagadir.

Ko‘paytmaning mavjudligi brilgan ndagi eémentlardan tashkil dpgan
to‘plamlarning @kart ko‘paytmasini tuzish har odn mumkinligi va cdkart
ko‘paytma e¢mentlari oni to‘plamlarning ganday einentlardan tashkildpganiga
bog‘lig emasligi bilan isbtlanadi.

Ikkita nomanfiy butun sn ko‘paytmasining yaegnaligini ishotlash talabalarga
topshiriladi.
2. Ko‘paytirish amalining xessalari
1°. Ko'paytirish kommutativdir:
(LJa,bliZ,) ab=ba
Isbot. a=n(A) vab=n(B), Al B=/7bo'lsin. Dekart ko‘paytma ta'rifiga ko‘ra
AxB#ZBXA shunga qaramayyxB=BxA deb olamiz (bunda istalgaiia,b)JA% B
juftlikka (b,a)BxA juftlik mos lkeltirildi) AXxB=BxA = n(AxB)=n(BXA),
ab=n(AxB)=n(Bx A)=ba = ab=ba
2° Ko'paytirish asstsiativdir.
(DJa, b, cl/z,) (ab)c=a(bc).
Isbot: a=n(A) b=n(B), c=n(C) va A,B,C lar jufti-jufti bilan kesishmaydigan
to‘plamlar bo'lsin, yaniAl B=0, Al C=0, BI C=0.
(ab)c=n((AxB) xC) va a(bc)=n(Ax (BxC)).

Yugoridagi ckkart ko‘paytmalar dirasida o‘zas bir giymatli noslik
o‘rnatish yo'li bilan (AxB)xC=AXx(BxC) ekanini ko‘rsatish mumkin
(kombinabrika bo‘limidagi ko‘paytma gidasini eslang).

Demak (ab)c=n((AxB)*x C)=n(Ax (Bx C))=a(bc).
3° Ko'paytirishning qo‘shishga nisbatan distributgili
(Da,b,cJZ,) (atb)c=ac+bc
Isboti: a=n(A), b=n(B), c=n(C) va A,B,C lar jufti-jufti bilan kesishmaydigan
to‘plamlar bo‘lsin. To‘plamlar nazariyasidan ma’lidm
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(AYB)XC=(AxC)Y (BxC) va Al B=// = (AxC)I (BxC)=// chunkiAxC va
BxC dekart ko‘paytmalar eimentlari 1-komponentlari bilan farq qgiladi. Shularga
asan:

(atb)/e=n((AY B)xC)=n((AXC)Y (BxC) = n(AxC) + n(BxC) = ac+bc
Demak, (a+b)c=ac+bc
4° Yutuvchi ebmentning mavjudligi:(/&a/7Z,) a0=0
Isboti: a=n(A) 0=n(//) bo'lsin. Ax [/=/J ekanligidarao0=n(Ax //)=n(//)=0
5° Ko'paytirishning nonotonligi.

(La,b,cJZ,, c0) a>b= ac>bce
(@-1b,(ﬂzo) & b= aczbc
(La,b,cJZ,), c20) a<b= ac<bc

Isboti: 1-sini iskotlab ko‘rsatamiz.
a>b= B/A;0 A bu yrda n(A)=a, n(B)=b Az/7 AZA
U holda Bx C/{A;x C)/{A%C)
Demak,n(Bx C)=n(A;xC)<n(AxC)=bc < ac
6° Ko‘paytmaning gisgaruvchanligi
(Dab,c/7Z,, c2) ac=bc=a=b
Isbot: Teskarisini faraz gilaylika=b bo‘lsin. U holda yokia<b, yokia>b bo'lishi
kerak.a<b bo‘lsa,ac<bcbo’lishi kerak, bu esa shartga zideiak,a=b ekan.

3. Ko'paytmaning yig‘indi orqali ta'rifi
2-Ta'rif: a,b//Z, bo'lsin. a sonningb soniga ko‘paytmasi eb, har biria ga
teng bo‘lganb ta go‘shiluvchining yig‘indisiga aytiladi.
ab=aqaj 4432

b mapma
BundanaZ/i=a vaa/l=0 ekanligi klib chigadi.
Bu ta'rif a=n(A), b=n(B), A B=// bo‘lgan AxB dekart ko‘paytma elmentlarini
sanash ma’lum birapuniyatga asslanishiga bg'‘liq.
Misol. A={a,b,c}, B={x,y,z,t}
Ax B dekart ko‘paytmani quyidagi jadval ko‘rinishida yozem
Dekart ko‘paytma elmentlarini ustunlar bo‘yicha sanasakx 4=3+3+3+3=12 ga
ega bo‘lamiz.

(@,x) (@y) (a,2) (@)
(b.x) (by) (b,z) (b.t)
(c.x) (cy) (c.2) (c.t)

4.Bo'lishning ta'rifi
Nomanfiy butun snlar to‘plamida bo‘lish amalini ta’riflash uchun‘pdamni
sinflarga ajratish tushunchasidatydalanamiza=n(A) A to‘plamni juft-jufti bilan
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kesishmaydiganenhg quvvatli sinflarga ajratish mumkin bo’lsin. f8Ba romanfiy
a sonning naturab songa bo‘linmasi quyidagicha ta'riflanadi:

4-ta’'rif: Agar b son A to‘plamni bo‘lishdagi har bir gism to‘plam ahentlari
soni bo‘lsa, u blda a va b sonlarning bo‘linmasi db bu bo‘linmadagi gism
to‘plamlar sniga aytiladi. dhmanfiy butuna vab sonlar bo‘linmasini dpish amali
bo'lish, a — bo‘linuvchi, b — bo‘luvchi, a:b - bo'linma ayiladi. Yugoridagi
ta’'riflarni misollar yordamida tushuntiramiz.

Misol: 12 ta gibsni har biriga 3 tadanenohta laga targatishdi. Masala
sawliga jawb bo'lish orgali topiladi 12:3=4 Masalani tahlil qgilaylik: 12 ta
elementga ega to‘plam 3 taghentga ega bo‘lgarehg quvvatli gism to‘plamlarga
ajratilgan. Shuning bilan ular juft-jufti bilan ekishmaydi. Masalada eohta
shunday qism to‘plam doligi so‘ralayapti. Jawbdagi 4 sni 12 ebmentli
to‘plamning 3 etmentli gism to‘plamlar snini bildiradi. Boshgqacharsq masalani
garaylik. 12 ta gisni 4 ta blaga baravaridan targatishdi. Har baldga rechtadan
gilos targatishdi. Bu masala ham bo'lish bitanhiladi: 12:4=3 (gibs). Bu yerda 3
soni boshga ma’'nda — 12 elmentdan ilwrat to‘plam lrilgan tng quvvatli
kesishmaydgan har bir to‘rtta gism to‘plamdaginsténtlar sonini bildiradi. Bo‘lish
amalining to‘g‘ri bajarilganini dkshirish uchun ko‘paytirish amaliga mijmat
gilinadi, chunki bo‘lish va ko'paytirish amallari‘zaro bog‘liq. Bu bog‘lanishni
garaylik. a=n(A) son va A to‘plam b ta juft-jufti bilan kesishmaydigan eng
quvvatli Ag,A,...,A, gism to‘plamlarga ajratiigan bo‘lsin. Uolila c=a:b har bir
shunday gism to‘plamdagi ahentlar NI bo‘ladi, ya'ni
c=a:b=n(A)=n(Az)=...n(A,). Shartga ko‘raA=A;y A, Y....YA,, bo‘lgani uchun
N(A)=n(4Y 4, Y...Y 4) bo'ladi. Amnmo A, A, ..., A qism to‘plamlar juft-jufti
bilan kesishmaydi. yig‘indi ta’rifiga ko‘ra

NAYAY..Y A)=n(A)+n(A)+...+N(A) =g +£F.4.5C;

b marta
Ko'‘paytma ta'rifiga ko‘rac-b ga tng. Shunday qilia=c-b ekan. Bundan esava
b sonlarning bo‘linmasi shundag sonki, u bilanb sonining ko‘paytmasa ga tng
bo‘ladi. Bundan déydalanib bo‘linmaga quyidagicha ta’ritbhsh mumekin.
5-ta’rif: Butun romanfiy a soni bilan b natural snning bo‘linmasi db,
shunday butunamanfiy c=a:b songa aytiladiki, unindg soni bilan ko‘paytmasa
ga tng bo‘ladi. Bu ta'rifdara:b=c = a=c/i’ ekanligi ko‘rinadi.

5. Bo'lishning bajarilishi va bir giymatliligi
Bo'linma har @im ham mavjud bo‘lagradimi cegan sawl tug‘iladi?

2-Teorema. lkkita a vab natural snning bo‘linmasi mavjud bo‘lishi uchun
b< a bo‘lishi zarur.

Isboti. a va b natural@larning bo‘linmasi mavjud bo’lsin,.ya’m=cl/
bajariladiganc natural sn mavjud bo‘lsin. ktiyoriy natural sn uchun 1<c
ekanligi o‘z-o‘zidan ravshan. Buergsizlikning ikkala gisminib natural snga
ko‘paytirib b< ¢ ga ega bo‘lamiz¢b=a bo‘lgani uchunb<a bo‘ladi. Teorema
isbotlandi. a=0 va b natural snning bo‘linmasi nimagachg? Ta'rifga ko‘ra, bu
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cb=0 shartni qanatlantiruvchia sonidir. b0 bo‘lgani uchunct=0 tenglik c=0
bo‘lganda bajariladi. Bmak,b//NV da0:b=0 bo‘ladi.

3-Teorema. Agar a va b natural snlarning bo‘linmasi mavjud bo‘lsa, u
yagonadir. Buning isbti ayirmaning yagnaligi hagidagi ¢orema ishtiga
o‘xshash qilinadi. Butun amanfiy snni molga bo‘lish mumkin emasligini
garaymiz.a#o vab=0 sonlar lerilgan bo‘lsin.a vab sonlarning bo‘linmasi mavjud
deb faraz gilaylik. U blda bo‘linmaning ta’rifiga ko‘raa=c-0tenglik bajariladigan
butun mmanfiy ¢ soni mavjud bo‘ladi, bundaa=0, farazimiz mto‘g‘ri, demak,
aZzo vab=o sonlarining bo‘linmasi mavjud emas. Agaro vab=o0 bo‘lsa,o=c &/
tenglik kelib chigadi, undan esa va b sonlarning bo‘linmasi har gandayrs
bo'lishi mumkin c&ganxulosa chigadi. Shuning uchun raatatikada nini nolga
bo'lish ham mumkin emaseld hisoblanadi. dmanfiy butun snlarni bo'lish
ta'rifidan «... marta katta» va «-... marta kichikburosabatlari aniglanadi. Agar
a= n(A), b=n (B), a>bbo‘ladigana va b sonlar lerilgan va bundaA to‘plamni B
to‘plamga ¢tng quvvatlic ta gism to‘plamga ajratish mumkin bo‘lsasoni b
sonidanc marta kattap soni esaa sonidanc marta kichik a@yiladi. ¢ sonini 0‘zi
bo'linmani ifodalaydi. Shularni hisbgaolib quyidagi gidani hosil gilamiz. Bir
son ikkinchi sndan rcha marta katta yoki kichik ekanini bilish uchurit&anni
kichik songa bo'lish zarur.

6.Yig‘indini songa va snni ko‘paytmaga bo'‘lish goidalari.

a) yig‘indini songa bo'lish goidasi:

4-teorema. Agar a va b sonlar ¢ songa bo‘linsa, u élda ularninga+b
yig‘indisi ham ¢ ga bo‘linadi:a+b yig‘indini ¢ ga bo‘lganda ésil bo‘ladigan
bo‘linmaa ni ¢ ga vab ni ¢ ga bo‘lgandadsil bo‘ladigan bo‘linmalar yig‘indisiga
teng, ya'ni(at+b).c=a:ctb:c
Isboti: a soni ¢ ga bo‘lingani uchua=c/m bo‘ladiganm=a:c natural sn mavjud.
Shunga a&shash b=cf¥ bo‘ladigan n=b:c natural sn mavjud. U blda
a+b=c/m+ci=c(m+n). Bundan esa+b yig‘indining ¢ ga bo'linishi vaa+b ni c
ga bo‘lganda bsil bo‘ladigan bo‘linmam+n ga tng bo‘lishi, ya’nia:c+b:c ekani
kelib chigadi. Bu g@idani to‘plamlar nugtaiy nazaridan tahlil gilsakbaandagicha:

a=n (A), b=n (B)va bundail B=// bo'lsin.

Agar A vaB to‘plamlarning har birint ga tng quvvatli gism to‘plamlarga ajratish
mumkin bo‘lsa, u blda bu to‘plamlar birlashmalarini ham shunday &fat
mumkin. Bunda, agak to‘plamni ajratishdagi har bir gism to‘plaaic elementga,
B to‘plamning har bir gism to‘plamb:c elementga ega bo‘lsa, udida 4Y B
to‘plamning har bir gism to‘plamida:c+b:c element bo‘ladi.
b) Sonni ko‘paytmaga bo‘lish va sonni ikki sonning bo‘linmasiga ko‘paytirish
goidalari:

5-teorema. Agar a natural sn b va c natural snlarga bo‘linsa, u slda a
sonni b va c sonlar ko‘paytmasiga bo‘lish uchua sonni b(c) ga bo‘lish va hsil
bo‘lgan bo‘linmanic(b) ga bo‘lish ytarli:

a:(bo)=(a:b).c=(a:c):b
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Isboti: (a:b):c=x deb faraz gilamiz, u éida bo‘linmaning ta'rifiga ko‘raa:b=c4/
bo‘ladi, bundan shunga xshasha=b/{¢4) bo‘ladi. Ko‘paytirishning gruppalash
gonuniga assana=(b )4/ hosil bo‘lgan tnglik a:(b£)=x ekanini bildiradi.

6-teorema. Sonni ikki sonning bo‘linmasiga ko‘paytirish uchun bwmi
bo‘linuvchiga ko‘paytirish va ¢6sil bo‘lgan ko‘paytmani bo‘luvchiga bo'lish
yetarli, ya’'ni

a[b:c)= (ab):c

Isbot. Bu tenglikni ham snni ko‘paytmaga bo‘lish gdasiga okshash
isbotlash mumkin.
Misollar:
1) (220+140):10=220:10+140:10=22+14=36;
2)  240: (102)=(240:10):2=24:2=12;
3) 12(B0:15)=(1230):15=360:15=24

O‘z-o'zini nazorat qilish uchun sawllar.
1. Nomanfiy butun snlar ko‘paytmasi ta'rifini ayting. Ko‘paytmaning
mavjudlik va yagnalik shartlari ganday?
Ko'paytmaning qandayagdalari or? Ularni to‘plamlar nazariyasiga ko‘ra
asslang.
Ko‘paytmaga yig‘indiorgali ta’rif bering.
Nomanfiy butun snlar bo‘linmasini ta'riflang.
Bo'linmaga ko‘paytmarqgali ta’rif bering.
Bo'linmaning mavjudlik va yagnalik shartlarini ayting.
. Yig‘indi va ko‘paytmani snga bo‘lish @idalarini aytib, islotlab
kering.

A

NoO Ok

11.1.3.NOMANFIY BUTUN S ONLAR TO'PLAMINI AKSI OMATIK
ASOSDA QURISH. QO’'SHISH AKSIOMALARI. MATEMATIK
INDUKSIYA PRINSPI.

1. Nomanfiy butun senlar to‘plamini aksi omatik asosda qurish.

Natural snlar to‘plamini akssmatik nmetod assida qurish uchun dastlab
aksbmalar sistmalari va ularningossalarini ko‘rib chigishimiz &ak.

1.Aksiomalar sistemasi va ularning xossalari.

Matematik tushunchalar dastlab kishilik jamiyatiningvajlanishi bilan
yuzaga klgan. Bu tushunchalar aniq ta'riflarga ega bo‘lnag®lasalan, sharni
ko‘'z oldiga keltirishda uni to‘pga atshatganlar. Tushunchalarni aniglashga
muhbijlik tug‘ilgan, ya’ni tushunchalarorasidagi bg‘lanishlarni aniglashga
zaruriyat yuzaga dtgan. Masalan; aylana diatn tushunchasi dastlab aylanani
teng ikkiga bo‘luvchi vatar eb tushunilgan. Kyinchalik bu tushunchani
eramizdanoldingi VI asrda yashagan gadimgi é&siyaning Mikt shahrida
yashagan Fe$ aylana diartri deganda albatta markaargali o‘tuvchi vatarni
tushunish krakligini aytgan va isttlab bergan. Shundan e&yin  esa aylana
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diametri deganda uning markaazirgali o‘tib ikkita nuqtasini tutashtiruvchi to‘g'ri
chizig kesmasi tushunilgan.

Bu ta’'rifni yanada anigig gilish uchun «aylana», «aylana markazi»,

«to'g'ri chiziq kesmasi» so‘zlarining maaiarini bilmoq kerak. Bu so‘zlarga ta'rif
berilsa, yangi ta'rif ichidagi ayrim so‘zlarga yana'rif berish kerak bo‘ladi.
Shuning uchun matatik nazariyani yaratishda ayrim tushunchalarni
ta’riffanmaydigan assiy tushunchalar &b gabul qilib, barcha nazariyani shularga
asssan qurmq kerak.

Maktab planimatriya kursida «nuqgta», «to‘g'ri chizig» va «noda»
tushunchalari, xuddi shuningdk maematikadagi «to‘plam» va ¢8»
tushunchalari shular jumlasiga kiradi. &irnazariyani aksimatik qurishda
guyidagicha yondashiladi. Ba'zi bir ta'riffanmagdn tushunchalar
boshlang‘ichlar sifatidaolinib, bu tushunchalar bilan og‘liq ta'riffanmagan
murosabatlar ko‘rsatilib, &yinchalik bu muwnsabatlar va tushunchalarning
xossalarini ibdalvchi bir gancha mwhazalar shakllantiriladi. Bu metha-zalarga
ifodalayotgan nazariyaning akemnalari ctyiladi.

Asosiy tushunchalar, mwsabatlar va aksmalar Kkiritigandan &kyin
nazariyaning rigjlanishi fagat mantiqiy fikrlash asida lradi. Aksbmatik
nazariyani qurishda tushuncha, msabat va aksmalar ktiyoriy bo‘Imasdan,
ular ba’zibir hagigiyob'yektlar va ularningxossalarini yaqqgl ko‘rsatishi bzim.
Masalan, xtiyoriy uchta A,B va M nuqgtalar uchun, M nugtadan va B
nuqtalargacha mafalarning yig‘indisi bu nuqgtalaorasidagi masfadan kichik
degan aksima aytilsa, u 6lda hagigatan hayotgaogasi bo‘lmagan nazariya
yuzaga klar edi., hagigatda esg/4 +|MB|=|4B];
Shunday qilib, akseimatik nazariyadallikning matmatik nodelini berishi kerak.

2. Aksioma sisemasi modellari
Agar murpsabatlari bilan é&rilgan to‘plamda aksimalar sistmasini barcha
aksomalari bajarilsa, u ¢dlda mursabatlari bilan &rilgan to‘plam aksimalar
sisemasini nodeli deyiladi. Biz tubandagi aksmalar sistmasining nodellarini
garaylik.

1-misol. Quyidagi uchta aksmani gawatlantiruvchi a~b ekvivakntlik
murosabati bilan brilgan aksomalar sistmasini qaraymiz:

1) Barchaa lar uchuna~abajariladi:
2) Ixtiyoriy a vab lar uchuma ~bdanb~akelib chigadi.
3) Ixtiyoriy a,bvac lar uchuma ~bvab~cdana~ckelib chigadi.

2-misol. a<b birgina mumsabat va quyidagi aksnalar bilan aniglanuvchi
aksomalar sistmasini qaraylik:

1) Ixtiyoriy a vab lar uchuna<b danb<a yolg‘onligi kelib chigadi;

2) Ixtiyoriy avab lar uchuma <b va b<c dana < c kelib chigadi.

Bu aksbma gat'’iy tartiblanganlik mussabatini ibdalaydi.

Bu sistma inerpretatsiyasini quyidagichaaetlalash mumkin:

Kishilar to‘plamida @ odamb odamdan baland»,a<anab tanadarog‘irrog» va
hokazo. Bu sistmaga quyidagi aksmani go‘shamiz.
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3) azb ekanligidan a<b yoki b<a kelib chigadi. Endi biz qgat’iy chiziqli tartib
aksomalar sistmasiga ega bo‘ldik. Berilgan aksiomalar sistemagjnikkita
modeli bir-biridan tashqi ko‘rinishi bilan farq ghi mumkin.
Misol: agara <b, b<c va a<c hamda 1<2, 2<3 va 1<&shk,
X ={ab;c } sa Y{123 to'plamlar tartib aksimalari sistmasi modelini
ifodalaydi. Birinchi nedelni 2-modelga aylantirish uchuma ni 1,b ni 2,c ni 3 ctb
olish yetarli. Ikkita model bir-biridan tashqi ko‘rinishi bilan farq qilib, azmuni
bir xil bo‘lsa, izomorf modellar deyiladi.
Aksiomalar sistmasi nodeli real dunyoxossalarini anigsq ifodalashi uchun ular
mantigan bir gancha talablarni bajarisigim.
1° Birinchi navbatda aksmalar sistmasi ziddiyatsiz bo‘lishi &rak. Boshgacha
aytganda b&rilgan aksbmalar sistmasida bir paytda chin va yotgi tasdiq klib
chigmasligi krak.
Masalan, tubandagi ko‘rinishdagi aksialar sistmasi bo‘lishi mumkin emas.
1) Ixtiyoriy a element uchun, shunday element mavjud, bunda~b
2) Hech bira element a~abajarilmaydi.
3) Agara~bbo‘lsa, u bldab~a
4) Agara~b vab~cbo‘lsa, u bbldaa~c
Hagigatan ham bir a elementni olaylik. 1) aksbmaga assan shundap element
topiladiki, a~h. 3) aksbmaga assanb~a 4) aksbmaga assan esa, ya'na~b va
b~adana~a kelib chigadi. Bu esa 2) aksnaga ziddir.
2° Ikkinchidan, aksimalar sistmasi bir-biriga lbg‘lig bo‘lImasligi, ya'ni bir
aksbma aksbmalar sistmasining lbshqa aksimalaridan klib chigmasligi lerak.
Agar biz yugridagi sistmani 4) aksimasini agaa~b vab~cbo‘lsa, u bbldaa~c
deb olsak, u aksima ortigcha bo‘ladi, chunki uni éshga aksimalardan kltirib
chigarish mumkin.
3’ Uchinchidan, aksimalar sistmasi gat'iy bo'lishi krak.
3.Natural sonlar to‘plami aksi omatikasi.
Natural snlar aksomatikasini qurish uchun dastlab naturahlgr tushunchasining
kelib chigishi va uning miqgdriy nazariyasini ko‘rib o‘tamiz.
1) Natural sonlar tushunchasining kelib chigishi
Natural snlar tushunchasi ham meatatikaning lshga tushuncha-lari kabi
amaliy ehtiyojlardan &ib chiggan. Qadim davrlarda ekli to‘plamlar
elementlarini solishtirishga zaruriyat tug‘ilgan. Masalany qurollari gabiladagi
barchaovchilarga ytadimi, tutilgan baliglar gabilaning barcha a@ariga yetadimi
va lhokazo. Bu slishtirishning oddiy usuli sanamasdan ikki to‘plamesientlari
orasida yoki bir to‘plam bilan ikkinchi to‘plam tpfam osti ekmentlari orasida
o‘zaro bir giymatli noslik o‘rnatishdan ibrat bo‘lgan. Amm bunday mslik
o‘rnatish bir-biridan uagq bo‘lgan to‘plamlar d¢tarlar) o‘rtasida mumkin
bo‘lmagan. Shuning uchun bundayllarda wsitachi (dall) to‘plamlardan
foydalanilgan, ya’'ni barwglar, bshlar, chig‘anglar va lmshgalar. Masalan, ikkita
otardagi qo‘ylar to‘plamini elishtirish uchun birinchbtardagi qo‘ylar to‘plamiga
teng chig‘amqlarni olib, ikkinchi otarga lorib u yerdagi go‘ylar to‘plami bilan
solishtirganlar. \bsitachi to‘plamlardan faqatotardagi qo‘ylar to‘plamini
solishtirishgina emas, barcha oshga to‘plamlarni dishtirishda ham
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foydalanganlar. Shuning bilan birgasitachi to‘plam omlari boshga to‘plamlar
sonlarini ifodalash uchun ham ishlatilgan. Masalancskita o‘rik» a@yish o‘rniga

«go’l o'rik», «o‘nta olma» cyish o‘rniga «ikkita qo‘l olma», «yigirma qp

bug‘doy» deyish o‘rniga ©dam @p bug‘coy» va h.k. Umuman, to‘plam
elementlari sonini vositachi to‘plamlar yordamida dflalaganlar. Kyinchalik

sonlarni har safar bitta birlik go‘shib 1,2,3,... koishda qaidr gilib yozganlar.
Shunday qilib natural oslar gabri kelib chiggan. «Natural slar» trminini

birinchi bo‘lib, rim olimi Boesiy (eramizdaroldingi 475-524 vyillar) go‘llagan.
Natural snlar tushunchasini pagdbo‘lishi matmatikani rivojlanishida muhim
burilish bo'lib, nlarni nazariy jihatdan o‘rganuvchi «ariétrka» fani yuzaga
kelishga sababchi bo‘ldi. Dastlablimlar tomonidan katta enlar o‘rganila
boshlandi. Buni gadimgi gk olimlari traktatlarida ko‘rish mumkin.

2) Natural sonlar miqgd oriy nazariyasi.

XIX asrda Gorg Kanbr tomonidan to‘plamlar nazariyasiga s slingandan
keyin uning assida natural enlar nazariyasi qurildi. Nazariyani qurishgaoss
gilib chekli to‘plamlar va o‘zao bir giymatli noslik olingan. A va B to‘plamlar
elementlari orasida o‘zas bir giymatli noslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ularmng
sonli  deyiladi. «A to‘plam B to‘plamga dng snli» murosabati &fleksiv,
simnmetrik va tranzitiv xossalarga ega. Bundan ko'rinadikieng sonlilik
murosabati ekvivaintlik munosabati bo'lib, u butun ckli to‘plamlar majmuasini
ekvivakentlik sinflariga ajratadi. Bitta sinfda turkil to‘plamlar bo‘lishi mumkin,
fagat ularning barchasi uchueng snlilik xossasi o'rinli, mshqgacha aytganda bir
xil sondagi etmentlarga ega bo‘ladi. Masalar¢;b;c} elementlarni sagbvchi
sinfga, uchburchaklar sinfi, uchta tayoqcha vkaz.

Ta'rif : Bir-biriga ekvivaknt bo‘sh bo‘lmagan dkli to‘plamlar umumiy
xossasiga natural oslar ckyiladi. Yugoridagi mislda 3 &ni asiy xossa
hisoblanadi.

M to‘plam bilan aniglanganos [M| yoki njM| bilan kelgilanadi va M
to‘plamning quvvati dyiladi.

Ixtiyoriy to‘plamga bitta elment qo‘shib u to‘plamga ekvivaht bo‘lmagan
to‘plamga ega bo‘lamiz. Shunday jarayonni @avettirsak, bir-biriga ekvivaht
bo‘lmagan to‘plamlarning alksiz ketma-ketligini hosil gilamiz va ularni 1,2,3, ... ,
n, ... ko‘rinishda bligilaymiz. Chekli ikkita A va B to‘plamlarni garaylik. Ularga
mos natural snlarni a vab bilan kelgilaymiz, bu to‘plamlar ekvivaint bo‘lishi
ham, bo‘lmasligi ham mumkin. Agar A ~ B bo‘lsa A Bato‘plamlar bir sinfga
tegishli bo'lib, ularga ms keluvchi sonlar tng bo‘ladi, ya'nia=b; Agar A va B lar
turli sinflarga tgishli bo‘lsalar, ularga o8 keluvchi sonlar turlicha bo‘ladi.
Aytaylik A to‘plam a elementga, B to‘plamb elementga ega bo‘lsin. Agar A
to‘plam B to‘plamning to‘plamostisi B, ga tng snli bolsa, u hlda a soni b
sonidan kichik eyiladi vaa<b kabi yoziladi.

(a<b) = (A~By; BJOB vaB#B, B, #0
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a< b murpsabat asimetrik va tranzitiv bo‘lgani uchun bu musabat tartib
murosabati ekanini ko‘rsatish mumkin. Shunday gilibnBtural snlar to‘plami
tartiblangan. Cékli to‘plamlar ustidagi amallarga, shu to‘plamlargas snlar
ustidagi amallar ws keladi.

Masalan: A va B to‘plamlar ksishmasin yaniAl B=0 hamdaa=n (A),
b=n(B) bo‘lsin. U lblda C=AUB to‘plamgac soni mos keladi va ua+b bilan
belgilanib a va b sonlarining yig‘indisi ctyiladi. A va B to‘plamlar birlashmasi
kommutativ va asssiativ xossaga ega ekanligidan naturahlar yig‘indisi ham
shuxossalarga ega ekanligelib chigadi.

Sonlarning yig‘indisi to‘plamlar birlashmasigao@‘liq bo‘lsa, nlarning
ayirmasi to‘plamga to‘ldiruvchi bilandg‘lig. Aytaylik, A chekli to‘plam, B esa
uning xususiy to‘plamostisi bo‘lsin vaa=n(A), b=n(B) bo‘lsin. Snlarning a—b
ayirmasi @b, B ni A ga to‘ldiruvchi B — to‘plam quvvatiga aytiladi.

BY Y B = 4 bo'lishidan(a-b)+b=a bo'ladi.

Natural snlarni ko‘paytirish amali ikki to‘plam Bkart ko‘paytmasi
elementlarining $nini sanashgady'liq. Aytaylik a=n(A) vab=n (B) bo‘lsin. a va
b natural snlarning ko‘paytmasi éb A x B to‘plam ko‘paytmasiga aytiladi,
boshgacha aytganda A va B to‘plamlaeraténtlaridan tuzilgan juftliklar eniga
aytiladi. To'plamlar Rkart ko‘paytmasi kmmutativiik xossasiga ega bo‘lmasada,
ko‘paytirishda n (AB)=n(BxA). Natural snlarni ko‘paytirish lommutativ va
asstsiativ.

O‘z-o'zini nazorat qilish savollari
Matematik tushunchalaregjanda nimani tushunasiz:?
Asosiy tushunchalar, mwsabatlar va aksmalarga misllar keltiring.
Nazariyani aksimatik qurishda nimalar talab qgilinadi?
Aksiomalar sistmasi nodellariga misollar keltiring.
Aksiomalar sistmalari nodellari gachon izomorf deyiladi?
Natural snlar tushunchasining paydbo‘lishini tushuntiring.
Natural snlarga ta'rif kering
Natural snlar ustidagi amallarni to‘plamlar nazariyasesisla tushuntiring
vaxossalarini ayting.

ONoOoUAWDNE

4.Qo'shish aksomalari

1). Natural sonlar to‘plamini go‘shish aksiomalari asesida qurish.

N natural snlar to‘plami uchun aksmalar sistmasini turli usullar bilan
qurish mumkin.  Assiy tushunchalar uchunomlar yigindisi yoki tartib
murosabati yoki bir sn ketidan kevosita ikkinchi ®n kelish murosabati kabilarni
olish yordamida tuzish mumkin. Har bivlhuchun assiy tushunchalaxossalarini
ifodalbvchi aksbmalarni kerish lozim. Biz assiy tushuncha &b qo‘shish amalini
olib aksibmalar sistmasini leramiz. Agar bo‘sh bo‘lmagan N to‘plamda quyidagi
xossalarga ega go‘shiskldataluvchi(a;b)= a+b binar algbraik amal aniglangan
bo‘lsa, N to‘plamga naturaloslar to‘plami @yiladi (bundaa+b sonni a vab
sonlarning yig‘indisi ctymiz).
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1) go‘shish kmmutativ, ya’'niallN va bUN bo‘lsa, u bldaatb=b+a;

2) qo‘shish asdsiativ; ya’ni alIN, bON, cON  bo‘lsa, u hlda
a+(b+c)=(atb)+c;

3) Ixtiyoriy ikki a va b natural snlari uchuna+b yig‘indi a sonidan fargli
atb#a;

4) N to‘plamning bo‘sh bo‘lmagaxtiyoriy A to‘plam ostida shundag soni
mavjudki, a sonidan farqgli barchaxOA sonini x=a+b shaklida yozish mumkin,
bundabUN;

1) — 4) akssmalar sistmasi, naturalenlar arifmetikasini qurish uchun egarli.

Natural snlar arifnetikasini bu aksimalar assida qurganda ekli to‘plam
xossalaridandydalanishga ehtiyojajmaydi.

1), 4) aksbmalar sistmasidan 3) ni isttlaymiz.

Bizga ma’lumki, A va B to‘plam bo‘sh bo‘iImasa wlda B to‘plam AU B
to‘plamdan farq giladi véb# a+b murosabat bajariladi. 3) aksnada brilishicha
yig‘indi birinchi go‘shiluvchidan farqg giladi. Shumg uchun b#a+b murosabatda
b ni birinchi go‘shiluvchi o‘rniga qo‘yish &ak. Buni esa 1a+b=b+a aksbmaga
asan amalgaoshiramiz. bza+b da 1) ga assan b#at+b ga ega bo‘lamiz.
Odatda, ko‘rgazmaliliksiz 1) — 4) aksnalar \sitasida bajarilgan isilar juda
uzun bo‘ladi, ¢kin ulardan klib chigadigan natijalarni nafagat naturaingar
to‘plami, balki 1) — 4) aksimalar sistmasi ktiyoriy modellariga go‘llash mumkin
bo‘ladi. Bizga yashi tanish bo‘lgan aksmalar sistmasi nodellaridan biri bu
oddiy ma’'mda go‘shish amali dgrilgan {1;2;3;4; ...} to‘plamdir. Bu mdel bilan
birga mshga mdellar ham mavjud. Masalan: {-1;-2;-3;-4; ...pdi to‘plamda
ham go'‘shish amalbddiy ma’'mda aniglangan. Ba'zi bir qo‘shish aksialar
sisemasida qo‘shish amaddatdagi qo‘shish amalidan farq qgiladi.

Masalan, agaroddiy qo‘shish amali bilan drilgan {3;4;5; ...} nli
to‘plamni garaydigan bo‘lsak, bu to‘plamda 4) aksalar bajarilmaydi, ya'ni 4 va
5 sonlarini 3 snlarining yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin blhaydi. Agar
go‘shishnia*b=a+b-2 ko‘rinishida gabul gilinsa, bu to‘plamda 1) — Ks@malar
bajariladi.

Masalan: 4=3*3=3+3-2, 5=3*4=3+4-2

Agar go‘shish amali o‘rniga ko‘paytirish amali gabugilinsa, ushbu
aksbmalar{2;22 ;23 ;24....} to‘plamda ham bajariladi.

Yugorida garalgan to‘plamlar turlicha va ularda qo‘shiamali lerilgan oddiy
ma’nodagi qo‘shish amalidan farq qgilishiga garamasdal) — 4) akssmalarga
aslangan hlda natural snlarni qo‘shishgaoid bo‘lgan barcha isiilar har
ganday aksimalar sistmasi nodellari uchun o‘rinli bo‘ladi.

1) - 4) akstmalar sistmasi barcha wdellari gat'iy izomorfligini isbotlash
mumkin.

Bu aksomalar sistmasi uchun ikkita irtrpretatsiyaning inmorfligini
quyidagicha isbtlaymiz. Aksbmalar sistmasining birining indrpretatsiyasioddiy
ma'nodagi go‘shish amali bilan ebilgan {1,2,3,...} to‘plam bo'lsin, ikkinchi
interpretatsiya oddiy ma’da ko‘paytirish amali bilan drilgan. Bu ikki
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interpretatsiyaning ismorfligini ko‘rsatish uchun har bir natural ersiga 2' sonini
mos go‘yish bzim bo‘ladi. U tolda m+n soniga 2™" soni mos go‘yiladi.

2= 2™ 2" ekanligidan n- 2" mos qo‘yuvchi akslantirish jarayonida qgo‘shish
amali ko‘paytirish amaliga o‘tadi.

2). Natural sonlar to‘plamida tartib mun esabati va uningxossalari

N natural snlar to‘plamiga tartib mussabatini kiritamiz. Bunda biz 1),4)
aksbmalarga va elmentlar yig‘indisi tushunchalariga aslanamiz.

«a natural sn b natural sndan kichik» ta'rifini leltirib chigarishda cbkli
to‘plamlarga bg‘liglikdan foydalanamiz.

Bizga ma’lumki, clkkli A to‘plam bilan bo‘sh bo‘lmagan ekli B to‘plam
birlashmasi C=A B (Al B=@) A to‘plamdagidan ko‘p ementlarga ega bo‘ladi.
Bu esa quyidagi ta'rifgalib keladi:

Ta'rif. Agarava b natural snlari uchun shunday ba natural sni mavjud
bo'lib, atc=b murpsabat o‘rinli bo‘lsaa natural sni b natural snidan kichik
deyiladi vaa <b ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, 5 <7 budida shunday naturabe 2 mavjudki, 2+5=7 bo‘ladi.
a< b murnosabatdandydalanib, 4) akeimani quyidagicha #dalash mumkin.

4" N natural snlarning bo‘sh bo‘Imagan A to‘plarastida eng kichik en bor,
ya'ni shunday enni a desak, A to‘plamdagia dan fargli barcha sonlari uchun
a<x. Endi < muwosabatini N to‘plamda qattiq tartib mesabati ekanini
ko‘rsatamiz, ya’'ni bu mussabat tranzitiv va antisimgtrik. Aytaylik, a < bvab <
c bo'lsin. Ta'rifga assan shunday va | sonlari topiladiki b=a+k, c=b+l
bo‘ladi. U Ioldac= (a+k)+l

2) aksbmaga assanc=a+(k+l), k+| natural sn bo‘lgani uchundnglikdan
a < c. Demak, a<b va b<c dan a<c kelib chigadi. Bu esa < mwsabati tranzitiv
ekanligini ko‘rsatadi.
< murosabati asimrtrik ekanligi 4) aksimadan ko‘rinadi. Bu akesmaga assan
natural snlar to‘plamining bo‘sh bo‘iImagan A to‘plamida ekgmida bitta eng
kichik element a bor. A da bu edment bir giymatli aniglangan va bundawndhqga
eng kichik eément yo‘q ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylila dan lmshga eng kichik
b element bor bo'lsin, u lda a< b va b< a bajariladi. Bunday bo‘lishi esa
mumkin emas. Shunday qilib < mesabati N to‘plamda gattig tartib mesabati
ekan. Bu tartibning chizigli ekanini ko‘rsatamizg’gi ixtiyoriy ikkita turli xil a va
b natural snlar uchuna <b va b<a murosabatlardan biri bajariladi. Hagigatan
ham ikkita eémentdan tashkilépgan A=fa; b} to‘plamni olaylik.

4% aksbmaga assan bu to‘plamda eng kichikeahent bo'lishi kerak. Agar
bu ekment a bo‘lsa,a < b, agar bu eiment b bo‘lsa,b< a murosabat o‘rinli.

Endi natural snlarni go‘shish mnotonlik xossasiga ega ekanligini ko‘rsatamiz.
Agara<b bo‘lsa, u blda ixtiyoriy cLUN uchuna+c <b+c ga ega bo‘lamiz
(tengsizlikni ikkala bmoniga birxil soni qo‘shsak, dngsizlik kelgisi o‘’zgarmaydi).
Aslida ta'rifga ko‘raa<b deganda shunday bik sonni mavjud bo‘lib b=a+k
ekanini bildiradi. lekin b+c=(a+k)+c. 1) va 2) aksimalarga ko‘ra b+c
=(at+k)+c=a+(k+c) = a+(ctk)=(a+c)+k .

Demakb+c=(a+c)+k. Bu esaa+c < b+c ekanini bildiradi.
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Endi natural snlarni go‘shish gisgaruvchanligini ko‘rsatamiz, yaa+c=
b+c bo‘lsa, u bldaa=b ga tng. Aslida quyidagi uchdk bo‘lishi mumkin: a<b,
b<a, a=b; Ammo a<b bo'lsa, u bldaa+c < b+c bo'ladi, biz esa+c=b+c deb
oldik. Demak a<b hol mumkin emas. Shu saballlka hol ham mumkin emas,
fagata=b bo‘lgan hl goladi.

3). Natural sonlar to‘plamining ch eklanmaganligi va diskretligi.

4% aksbmaga ko‘ra N naturalogilar to‘plamida eng kichikah mavjud. Bu
son 1 bilan klgilanadi va birlik ¢tb ataladi. N naturaloglar to‘plamida eng kichik
son bo‘lgani uchun, xtiyoriy alN, son uchunazl va 1<a bajariladi. Bu
deganimiza=1+b, bu yerda bLN natural snlar to‘plamida eng kattaoa mavjud
emas, hagigatan hamtiyoriy a_JN uchuna<a+1, demaka N to‘plam uchun eng
katta ®n bo‘la olmaydi. Shunga ko‘ra N naturabmar to‘plami quyidan 1 @i
bilan clegaralanib, yugridan esa ctgaralanmaganeth aytiladi.

Barcha snlar o‘rtasidaa sonidan leyin keluvchi eng kichik a+1 son bor.
Hagigatan hama sonidan lkeyin b soni kelsin desak, u llda shunday natural sni
topiladiki b=a+c.

Ammo 1<c bo‘lganidanat+l<a+c ga ega bo‘lamiz, bundan esal<b. Bu
esaa+1 soni a sonidan lkeyin keluvchi eng kichik sn ekanligini ko‘rsatadi.
Bundan kyin a snidan kyin keluvchi eng kichik snga, a snidan levosita
keyin keluvchi son ceyiladi. Shunday qilib, N naturabslar to‘plamidagi har bir
elementdan kevosita keyin keluvchi eement mavjud.

Bu xossa naturalalar to‘plamining disketligi deyiladi. « soni a sonidan
bevosita keyin keladi» murpsabatiga & soni b sonidan levosita oldin keladi»
murosabati ¢skari hisblanadi. Bshgacha aytganda,soni b sonidan kevosita
oldin keladi» murpsabati fagat va fagdt=a+1 bo‘lganda o‘rinli. 1 snidanoldin
keluvchi oon yo'q, chunki 1) va 3) aksmalarga ko‘ra 1a+1 bajarilmaydi. 1 dan
boshga barcha naturabdar uchun uningoldidan keluvchi fagat bitta va bitta
natural sn mavjudligini ham ko‘rsatish mumkin. Hagigatan haml bo‘lsa, u
holda 1 < .(1-eng kichik naturala), bundan esa shundayiN natural sni
mavjud bo'lib, b=1+a=a+1 ekani ko‘rinadi. [@mak, b natural sni a dan kyin
kelar ekan, ya’nib natural sni a dan lkevosita keyin keladi. Endib dan lmshgaa
dan kevosita keyin keluvchi natural sn yo‘qligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik,
cza, ¢ bdan kvosita kyin keluvchi son bo‘lsin. U lvlda b= a+1; b=c+1 bo'ladi,
bundana+l=c+1;

Qo'shishning gisgaruvchanlikossasiga asan a=c, bu esa farazimizga
garama-qarshi.

Demak,b son a sonidan kvosita keyin keluvchi yagna sn ekan.
O‘z-0'zini nazorat qgilish uchun sawllar

1. Natural snlar to‘plamiga ta’rif kering.

2. Qo'shish aksimalarini izhlab aytib lering.

3. Qo'shish va ko‘paytirish amali bilanehlgan aksomalar sistmasining
interpretatsiyasi inmorfligini ko‘rsating.
a natural sni b natural snidan gachn kichik ceyiladi?
Kichik munosabati N to‘plamda tartib masabati bo'‘lishini inhlang.
Natural snlar to‘plamini clkegaralanmaganligi va disdétigini tushuntiring?
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11.1.4.Mat ematik induksiya prinsipi.
1). Matematik induksiya prinsipi m ohiyati.

Matematik induksiya prinsipi — natural oslar to‘plamining xossasi
ekanligini ko‘rsatamiz. Agar N naturaloslar to‘plamining A to‘plam osti
tarkibida 1 bilan har bir aosi uchun undan dvosita keyin keluvchi a+1 soni
bo‘lsa, u lmlda A to‘plam N to‘plam bilan ustma-ust tushadi.

Bu degani 1 snidan wshlab, unga bitta birlikni qo‘shish natijasiddiyoriy
natural snni hosil gilamiz. Matmatik induksiya prinsipini istitlashni tskarisidan
boshlaymiz. Faraz gilaylik, yugidagi xossaga ega bo‘lgan to‘plam bilan ustma-
ust tushuvchi A to‘plam mavjud (ya'niidA va allA tegishliligidana+10A). U
holda uning to‘ldiruvchisi A=N\A bo‘sh emas, ya’'ni A1@.

4% aksbmaga assan A da eng kichilkb soni bor. Bu ®n 1 dan fargli va
A bo‘lgani uchun, 1 eni A to‘plam to‘ldiruvchisiga ¢gishli emas. Bmak b soni
biror a sonidan kevosita keyin keladi, ya'nib=a+1. a<b vab A'to‘plamdagi eng
kichik son. Shuning uchua son A' ga tgishli emas, ya’'ni u A to‘plamdagog. U
holda b=a+1 son ham A to‘plamgaepishli bo‘lishi lozim. Bundan ko‘rinayaptiki
b soni bir vagtda ham A, hamAo‘plamga ¢gishli bo‘layapti. Buning esa bo'lishi
mumkin emas. NatijadaoBil bo‘lgan garama-garshilik &A@ ekanini va A=N
ekanligini ko‘rsatadi.

Matematik toremalarni isltlashda ko‘p hllarda matmatik induksiya
prinsipidan dydalaniladi.

Masalan,
, _n(n+1)(2n+1)

P+2°+.+n° = c (1)

tenglikning barcha n naturabslar uchun to‘g‘riligini istwtlang.

n ning o‘rniga n=1 dandshlab giymatlar qo‘yish bilan bueriglikni n ning
ma’lum bir giymatigacha to‘g‘riligiga isinch hosil gilish mumkin, ya’ni

11+ (2[11+1) 1121

n=1 bo'lsa 5 5 3 =1, demak, 1=1
n=2 bo'lsa 2(2+1)(62[2+1) = 2[2[5 =5, demak £+2°=5
n=3 bolsa SCr23+D _3M4L7_, /) 4 hak R+2%+3=14

Ammo n ning katta giymatlari uchurertglikning to‘g‘riligini ko‘rsatish qiyin.
Boshgacha aytganda barcha n naturahleas uchun dnglikning to‘g‘riligini
ko‘rsatishga qdir emasmiz. Shu sababli,englikni ishotlashda bshgacha
muhokama yuritamiz. Dastlakenglikni n=1 uchun to‘g‘riligini ko‘rsatamiz, buni
biz ko‘rsatdik. keyinchalik bu englikni biror n giymat uchun to‘g‘ri b, undan
bevosita keyin keluvchi n+1 giymat uchun to‘g‘riligini isbtlaymiz, ya’ni
_n(n+1)(2n+1)

6

1P+2°+..+n?

to‘g‘ri deb,
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P+2°+..+n°+(n+1)°= (n+1)(n+62)(2n+3) (2)

to‘g‘riligini isbotlaymiz.
Buning uchun (1) dnglikning chap édmoniga (n+1§ hadni qo‘shib, o‘ng
tomonida n ni n+1 ga almashtiramiz. (1)-da n ta natasalar kvadratlarining

yig‘indisi n(n+1)6(2n+1) ga tng bo‘lgani uchun (2) ni chaporhonida
almashtirish bajaramiz va quyidagini sidaymiz.
n(n +1)6(2n +1) (n+1)? = n(n+1)(2n +61) +6(n+1)° _
_(n+Y[n@n+1)+6(n+1)] _ (n+(n+2)(2n+3)
6 6 ’
Demak n ta naturalosmlar kvadratlarining yig‘indisi n(n+1)6(2n+1) ga tng

ekan.

Bizning bu mulbkamamiz mantigiy jihatdan to‘la emas, chunki biznin
«ertami lkechmi n ni barcha giymatlarigaetamiz» ilorasini aksbmalar yordamida
aslab bo‘lmaydi. Asslash uchun quyidagicha yondashamiz. ¢hplik to‘g'ri
bo‘lgan n ning giymatlar to‘plamini A bilanelgilaymiz.

Biz 1 snini A ga egishli ekanini bilamiz (n =1 uchurerglik o‘rinli) nOA
bo'lishidan n+10A (agar ¢nglik n ning ba’zi bir giymatlari uchun to‘g‘ri btsa,
u n +1 uchun ham to‘g‘ri).
U holda matmatik induksiya prinsipiga asan A to‘plam naturalanlar to‘plami
N bilan ustma-ust tushadi, bu esmdlikning n ning barcha natural giymatlari
uchun to‘griligini bildiradi.

2). Peano aksiomatikasi.

Natural snlarni qo‘shish tushunchasi naturahtar to‘plami aksimatikasini
gurish uchun yagna ass emas. Shuning bilan birga bu tushuncb@da emas.
Ma’lumki, n natural sniga m natural enini go‘shishni gqadama-gadam, ya'ni
gadamga yana bitta birlikni go‘shish yordamidasih gilamiz. Masalan :
5+3=(((5+1)+1)+1) ;

Shuning uchun qo'shistoperatsiyasini eng &lda ya’ni 1 snini go‘shish
operatsiyasiga &ltirish mumkin. n +1 sni bevosita n snidan kyin kelganligi
uchun kyingi songa o‘tish to‘g‘risida gapirish mumkin. Shunga ko‘natural
sonlar to‘plamida assiy tushuncha sifatida «borsi a nidan levosita keyin
keladi» tushunchasini tanlash mumkin. Bwlda quyidagi aksimalar gabul
gilinadi.

1) O- bu naturalaen;

2) Natural ndan kyin natural sn keladi;

3) 0 bu lkech ganday naturabadan kyin kelmaydi;

4) Har qanday naturabs bevosita fagat bitta naturabadan kyin keladi;

5) To'lig induksiya akssmasi;
Aksiomatik nugtayi nazardan biz ikkitaessy tushuncha bilan ish ko‘rdik: "natural
son" (ob’ekt) va "a dan &vosita keyin keladi".
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Hozirgi adabiyotlarda bu aksmalar sistmasi shakl jihatidan dshgacharq
ifodalanadi.

Natural snlar — bu bior bo‘sh bo‘lmagan N to‘plam anentlari bo'lib,
to‘plamning ba’zi bir a va b elementlari uchun quyidagi 4 aksmani
garvatlantiruvchi & element a dan bevositadyin keladi» muresabati o‘rnatilgan:
(a soni dan kyin keluvchi sonnia bilan kelgilaymiz).

1) 1 natural sni mavjud va u bvosita rech bir natural sndan kyin kelmaydi,
ya’ni ixtiyoriy a soni uchuna # 1;

2) Har bira natural sni uchun undan dvosita keyin keluvchi fagat va fagat
bitta natural sn a* mavjud ya’nia=b = a* =b*

3) 1 dan bshqga ktiyoriy natural sn fagat va fagat bitta naturalrglan kyin
keladi a*=b* = a=b

4) Induksiya aksimasi.

Aytaylik, M N natural snlar to‘plamining to‘plamosti quyidagixossalarga
ega bo‘lgan bo'lsin:

a) 1 oni M ga tgishli bo‘Isin:

b) agar a naturabsi M ga egishli bo‘lsa, u bldaa* soni ham M ga ¢gishli
bo‘ladi, u lblda M barcha naturabslardan ilerat bo‘ladi, ya’ni M N bilan ustma-
ust tushadi. Naturabslar aksbmalar sistmasi 1891-yilda italyan manatigi va
mantigchisi Turin uniersiteti professori Djuzeppe Peano tomonidan (<O ponyatii
chisla» magqlasida) taklif qgilindi. Natural enlar to‘plami uchun biz ikkita
aksbmatikani lerdik. Bu aksbmalar sistmasi tng kuchlimi, lmshgacha aytganda
ularning ikkalasi ham naturadslar to‘plamini ifodalaydimi, c¢gan sawl tug‘iladi.
Ikkita aksbmalar sistmasi tasdiq uchumlingan assiy tushunchalar bilan farq
giladi. Shuning uchun bir sishadagi aksima, ikkinchi sistmada isbt talab
giladigan torema bo'lib keladi. Quyidagi amallarni bajarib bir aksnatikadan
ikkinchisiga o‘tilsa, ular ekvivaht ceyiladi:

1) berilgan sistmadagi assiy tushunchalardan ikkinchi sisha assiy
tushunchalarini aniglash;

2) Dberilgan sistma akssmalariga ko‘ra ikkinchi sisina akssmalarini
isbotlash;
Oldingi temachalarda biz qo‘shish aksialaridan éydalanib «levosita lkeyin
keladi» mursabatixossasini isbtladik. Buxossalar ichida esacBro aksbmalar
sistmasidagi barcha tasdiglaot Demak, Rano aksbmalar sistmasi go‘shish
aksbmalaridan klib chigadi.
Shunga a&shash Pamo aksbmalar sistmasidan qo‘shish aksnalar
sisemasining klib chigishini ko‘rsatish mumkin.

O‘z-0'zini nazorat qilish uchun sawllar
Matematik induksiya prinsipi mhiyatini aytib lering.
2. Bitta teorema yoki tnglikni olib uning to‘g‘riligini matematik induksiya
prinsipi yordamida isfitlang.
Peano aksbmalarini aytib lering.
Qo'shish aksimalari bilan lBano aksbmalari €ng kuchlimi?

=

hw
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[1.1.5.NATURAL S ONLAR MIQD ORLARNI O‘LCHASH
NATIJASI SIFATIDA
Kishilarning turmush faliyatida fagat buyumlarning sag‘ini bilishgina emas,
balki turli kattaliklarni — uzunlik, massa, vaqt \mshqgalarni ham o‘lchashga
ehtiyoj pay@d bo‘ldi. Shu sababli naturaloslarning payd bo‘lishida sangqga
bo‘lgan ehtiyoj bilan o‘lchashga bo‘lgan ehtiyojrha&abab bo‘ldi. Naturabslarni
kattaliklarni o‘lchash natijasida ya’ni miqdarni o‘lchash assida payd
bo‘lishiga toktalamiz.
1). Kesmalarni tagqoslash. Kesmalar ustida amallar.

Bizga a=[AB] va b=[BC] kesmalar lrilgan bo‘lsin. Bu ksmalarga
teng kesmalarni loshi O nugtada bo‘lgan lr nurga qo‘yamizOB,;=a va OC,=b
kesmalarni lasil gilamiz. Bunda uchtadh bo‘lishi mumkin:

1) B: va G nugtalar ustma-ust tushadi (27a— chizma). dltida OB; va OC;
bitta kesmani ibdalaydi, @dmaka=Db;
2) C;nugtaOB; kesma ichida yotadi (27b— chizma) . ditha OC; kesmaOB;
kesmadan kichik ( yokDB; kesmaOC,; kesmadan katta)«yiladi va quyidagicha
yoziladi; OC, < OB; (0OB;>0C,) yoki b< a (a>b):
3) B; nuqgtaOC; kesma ichida yotadi (&# chizma) U blda OB; kesmaOC;
kesmadan kichik éyiladi. OB; <OC; yokia < b ko‘rinishda yoziladi.

B; . BJ BJ

o C, o C, o C,
a) &) 8
27 — chizma

Kesmalar ustida turli amallar bajariladi.

1-Ta'rif: Agara, &, ... ,& kesmalarning birlashmasi kesmagadng bo'lib,
kesmalar biri-biri bilan ustma-ust tushmasa ( yattiki nuqtalarga ega bo‘lmasa)
va bir kesma ikkinchi ksmaningoxiriga birin-ketin tushsa, u dlda a kesmaay, a,

. ,& kesmalarning yig‘indisi dyiladi (3-chizma) yig‘indi quyidagi ko‘rinishda

yoziladi:

a=a; + at .... + a,

d, d a, ]

28-chizma.
2-Ta'rif. a va b kesmalarning ayirmasiab, shundayc kesmaga aytiladiki,
uning uchurb+c=a tenglik bajariladi.
a vab kesmalarning ayirmasi quyidagichgptladi. a=[AB] kesma yasaladi va
shu kesmadab kesmagadng [AE] kesma ajratiladi. Natijada c¥B] kesma fosil
bo'ladi (29-chizma)

A a B C e D A4 E B

29—ch.izma.
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a-b ayirma mavjud bo‘lishi uchua kesmab kesmadan katta bo‘lishi zarur va
yetarlidir.
2). Kesmalar ustidagi amallar xossalari
Kesmalar ustida amallar quyidagissalarga ega:
1) Har gandaya va b kesmalar uchuna+b =b+a tenglik o'rinli (kesmalarni
go‘shish o‘rin almashtirishapunga bo‘ysunadi).
2) Har gandaw,b,ckesmalar uchura+(b+c)=(a+b)+c tenglik o‘rinli (kesmalarni
go‘shish gruppalashoguniga bo‘ysunadi)
3) Har gandaw,b vac kesmalar uchuna<b bo’lsa, u leldaa+c<b+c bo‘ladi.
3). Natural son kesma uzunligining giymati sifatida

Eng avvab kesmalar uzunligini o‘lchashni eslaymiz.e€malar to‘plamida
birorta e kesma tanlanib, u birlik ésma yoki uzunlik birligi dyiladi. Keyinchalik
esa bshqga lksmalar shu birlike kesma bilan tageslanadi. Bior a kesmae birlik
kesmagadng n ta ksma yig‘indisidan ibrat bo‘lsa, u tubandagicha yoziladi:

44 418e=ne van natural sn a kesma uzunligining e uzunlik

nta

birligidagi son giymati cyiladi (30-chizma£%

e

a=Je
a=>b5e
30-chizma

Agar uzunlik birligi sifatida bshga ksma olinsa, u lilda a kesma
uzunligining &n giymati o‘zgaradi.

Shunday qilib,a kesma uzunligining en giymati sifatidagi naturalos a
kesma tanlabolingan e birlik kesmalarning achtasidan ibratligini ko‘rsatadi.
Tanlabolingan e uzunlik birligida bu sn yagnadir. Bu snlar uchun «ng» va
«kichik» murosabatlarini garaylik. Aytaylik m naturabs a kesma uzunligining,
n natural sn b kesma uzunliginingz uzunlik birligidagi sn giymatlari bo‘lsin.
Agar a va b kesmalar ¢ng bo‘lsa, ular uzunliklariningo® giymatlari ham dng
bo‘ladi, ya’nim=n;

Agar a kesmab kesmadan kichik bo‘lsa, udidda m<n bo‘ladi va tskari
tasdiq ham to‘g‘ri bo‘ladi. Ksmalar va ular uzunliklariningpa giymatlariorasida
o‘rnatilgan g‘lanish kesmalar uzun-liklarini tageglashni ularni dgishli on
giymatlarini taqgslashga kltiradi.

4). Kattaliklarning giymatlari bo‘lgan s onlarni qo‘shish va ayirishning
ma’nosi

Agar natural enlar kesmalarning uzunliklarini o‘lchash natijasidadi
bo‘lgan bo‘lsa, bu enlarni qo‘shish va ayirish ganday matya ega bo'lishini
aniglaymiz.

1) Qo'shish. Masalan, 4 va 7oslari b va c kesmalarnie birlik yordamida
o‘lchash natijalari bo‘lsinp= 4e, c=7e. 4+7=11 ekani ma’lum. Bunda 1dns
a=b+c kesma uzunligining giymati bo‘ladi.
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a 5

T TT— T

(4
31-chizma

Umumiy folda a kesmab va ¢ kesmalar yig‘indisi hamdé=me; c=ne
bo‘lsin. Bunda m va n - naturabrdar. Bu @&ganimiz,b kesmamta,c kesma nta
shunday bo‘lakka bo'linadi, bu bo‘laklarning harribbirlik kesmae ga tng.
Shunday qilib, m va n naturabar yig‘indisini uzunliklari m va n naturabslar
bilan ifodalanganb va ¢ kesmalardan tuzilgara kesma uzunligining giymati
sifatida garash mumekin.

2) Ayirish. Agar a kesma, b va ¢ kesmalardan ibrat bo'lib, a va b
kesmalarning uzunliklari m va n naturadrdar bilan ibdalansa (birxil uzunlik
birligida), ¢ kesma uzunligining en giymati a va b kesmalar uzunliklari en
giymatlari ayirmasigaehg.c=( m-n)e
Bundan ko‘rinadiki, naturalamlarningm-n ayirmasining uzunliklari ms ravishda
m va n naturalalar bilan ibdalangara vab kesmalar ayirmasi bo‘lgan kesma
uzunligining giymatini ibdalar ekan.

Agar a=7¢ kesma b va ¢ kesmalardan ibrat bo‘lib b=3¢ bo‘lsa, u hlida
C =(7-4y=3e¢ bo'ladi.

Natural snlarni qo‘shish va ayirishga bunday yondashish aetfdesmalar
uzunliklarini o‘lchash, balki bshga kattaliklarni o‘lchash bilan hamoddlig.
Boshlang‘ich sinflar uchun matatika darsliklarida turlixil kattaliklar va ular
ustida amallargaar masalalar ko‘p. Bu masalalarneghish esa kattaliklarning
giymatlari bo‘lgan natural anlarni qo‘shish va ayirishning madssini aniglash
bunday masalalarnieghishda amallarni tanlashga iorkberadi.

Masalan, Karim 5 kglma, Olim 3 kg rok terdi. Karim vaOlim hammasi
bo'lib necha kibgramm meva trgan?

Masala qgo‘shish amali bilaneghiladi. Masalani gchishda ¢rilgan olmalar
massasinia kesma, mklar massasinib kesma ko‘rinishida tasvirlaymiz (32-
chizma).

U holda terilgan hamma rvalar massasina ga eng [AB] va b ga tng [BC]
kesmadan tuzilgan [AC] dsma yordamida tasvirlash mumkin. [ACldma
uzunligining &n giymati [AB] va [BC] kesmalar sn giymatlarining yig‘indisiga
teng bo‘lgani uchundrilgan nevalar massasini qo‘shish amali bilaypamiz.

1 a

a=dxz 6=3 Kz

e=1xe A4 | | ' | B | | C

32-chizma.
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5). Kattaliklarning giymatlari bo‘lgan s onlarni ko‘paytirish va bo‘lishning
ma’nosi
Kattaliklarning giymatlari bo‘lgan a@nlarni ko‘paytirish va bo‘lishning
ma’nosini ko‘rsatish uchun dastlab masalalargaasjaat gilamiz.
Masala.Omborxonada har birida 2sharbat bo‘lgan 5 ta bankarbBu bankalarda
hammasi bo'lib gancha litr sharbatorb Bu masalani ésmalar yordamida
ifodalaylik (33-chizma).

I-banka 711
7 banka =21
“““-—H_________ﬂ-""'““-—a__________w'“"‘ "“‘“*-,___________»"“'H—H__________Ff’
21 21 21 21 21
33-chizma.

Bu masala ko‘paytirish amali bilarghiladi: Z5=10(). Nima uchun?

Bu sawlga yugridagi chizma yordamida ja®b beramiz.

5 ta bankada hammasi bo‘lib gancha litr sharbatligini bilish uchun
21+21+21+21+2 yig‘indini topish yetarli. 2 | deganimiz 2-1 ko‘paytma bo‘lgani
uchun yig‘indini quyidagi ko‘rinishda yozish mumki(R+2+2+2+2)-1. 5 ta buil
go‘shiluvchining yig‘indisini 2:5 ko‘paytma bilan  lraashtirib,
(2+2+2+2+2)-1=(2-5)1%£10-1=10 ni hosil gilamiz. Bu masalada sharbat
egallagan hajmning ikki o‘lalv birligi banka va litr hagida so‘z yuritilogda. Shu
sababli bu masalaniobhga usulda hameghish mumkin. Dastlab birlik sifatida
bankaniolsak, keyin litrga o‘tsak, lbshgacha aytganda yangi birlik sifatida litrni
olsak 1 banka-2 litr.

U holda 5-1b= 5:(2)= 5(2 - 1)=(5-2)-1=10I
Bundan ko‘rinadiki, natural omlarni ko‘paytirish kattalikning yangi, yanada
maydaoq birligini tasvirlar ekan. Bu xulosamizni snlarga-ksmalar
uzunliklarining giymatlariga go‘llab umumiy ko‘riehda isbtlaymiz.

a kesmae ga tng m ta ksmadang kesmaning o‘zie; ga tng n ta ksmadan
iborat bo‘lsa,a kesma uzunligining én giymati uzunlikninge; birligida m-n ga
teng bo‘ladi. Hagigatan hama kesmaning e; kesmaga dng bo‘laklar sni
A9 4.3n ga tng, Shuning uchun u n-m gag. Demak,a=( m-nk;;

Shunday qilib, natural oglarni ko‘paytirish uzunlikning yangi birligiga
o‘tishni ifodalaydi. Bu dganimiz, agar m naturalos a kesma uzunligininge
uzunlik birligidagi giymati, n natural o® e kesma uzunligininge; uzunlik
birligidagi giymati bo‘lsa, m - n ko‘paytma kesma uzunligininge; uzunlik
birligidagi giymati ¢makdir. Kattaliklarning giymatlari bo‘lgan naturabnlarni
bo'lishning ma’rsini aniglaymiz.

Masala. Bir bankaning sig‘imi Pbo‘lsa, 10l meva sharbatini qo‘yish uchurecha
banka lrak bo‘ladi?

Masalani gchish uchun 10 ni kesma bilan tasvirlaymiz va undd 2i tasvirbvchi
kesma rcha martagylashishini aniglaymiz:
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101 : 21=5(b)

Bu masalaning gchilishini boshgacha aslash mumkin. Masalada sharbat
egallagan hajmning ikki birligi - litr va banka @dmogda, o‘lchash natijasini
bankalar bilan, ya'ni yangi birlikda dflalash talab etilogda. Yangi birlikda
(bankada) 2 ta eski birlik (2 bor.

Shuning uchun I=1b: 2 ; 10l = 10 (1:2)=(10:2)-b=5-1b=5b;

Ko'rinib turibdiki, natural snlarni bo‘lish kattalikning yangi birligiga o‘tishilan
bog‘lig ekan. Buni umumiy blda ko‘rsatamiza kesmae ga tng m ta ksmadan,
e; kesmae ga eng n ta ksmadan ibrat bo'lsin. e; uzunlik birligidaa kesma
uzunligini ifodalaydigan snni gandaydpish mumkinligini aniglaymiz.

e;= N e bo‘lgani uchure=e; : n. U holdaa= me=m(e; : N )=(m: n)ey;
Shunday qilib, ksmalar uzunliklarining giymati bo‘lgan naturadrgarni bo‘lish
uzunlikning yangi (yanada yirikq) birligiga o'tishni tasvirlaydi: agar m natural
son a kesma uzunligininge uzunlik birligidagi giymati, n naturalogs ¢ kesma
uzunligining e; uzunlik birligidagi giymati bo‘lsa, m:n  bo‘linma kesma
uzunligininge; uzunlik birligidagi giymatidir.

Masalan, agaa=16e vae; =4¢ bo‘lsa,a kesma uzunliginingz; uzunlik birligidagi
giymati4e; ga tng bo‘ladi:

a=16¢=16- (e1:4)= (16 : 4)es = 4 ey;

Boshlang‘ich sinf maimatika darslarida turli kattaliklar gatnashadigan
ko‘paytirish va bo'lish bilan gchiladigan sdda masalalar ko‘p. Bularneghishda
ko‘paytirish bir xil qo'shiluvchilarni qo'‘shish amali sifatida, boslh esa
ko‘paytirishga ¢skari amal sifatida garaladi.

11.1.6.Tartibiy va miqd oriy natural sonlar

Bizga ma’lumki, natural enlar b buyumlarni sanashda qo‘llaniladigan
sonlarga aytiladi. Sanash jarayoni nimawdélaydi?
Masalan, biz A=§, b, c, d, g to'‘plam elementlarini sanashni gandaylib
borishimiz kerak? Bu to‘plamning har bir @hentini ko‘rsatib, biz «birinchi»,
«ikkinchi» , «uchinchi», «to‘rtinchi» , «shinchi» @ymiz. Shu bilan sanash
jarayonini tugatamiz, chunki A to‘plamning barchineentlaridan bydalandik.
Sanab brishda biz tubandagioidalarga amal qildik.

A to‘plamning Kktiyoriy elementi sanashda birinchi ko‘rsatilishi, bita
element ham tushib ¢gfmasligi, bitta etment ikki marta sanalmasligickak.
A to‘plamni sanab biz A to‘plamda 5 taeeient bor deymiz, ya'ni bu to‘plamning
miqdoriy xarakeristikasiga ega bo‘lamiz. BunioBil qgilish uchun esa tartibiy
natural snlar: «birinchi», ... «bshinchi» dandydalandik. Bshgacha aytganda biz
natural gair kesmasi @b ataluvchi {1,2,3,4,5,} to‘plamdamydalandik.

1-Ta'rif. Natural gaérning N, kesmasi @b a natural sndan katta bo‘lmagan
natural snlar to‘plamiga aytiladi.

Masalan, N kesma 1,2,3,4,5 natural @ahing N, kesmasi x<a bo‘lgan
barchax sonlardan tashkildpadi.

Natural gatr kesmasining ta’rifi to‘plam elmentlari samg‘i tushunchasiga
olib keladi. Bunda A to‘plam elmentlari bilan N, kesma o‘rtasida bir giymatli
moslik o‘rnatiladi.
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2-Ta'rif. A to‘plam ebkmentlarini sanash ¢, A to‘plam bilan natural
gabrning N, kesmasiorasida o‘zas bir giymatli noslik o‘rnatishga aytiladi. a
soni deb A to‘plamdagi edmentlar ssniga aytiladi va n(A)a kabi yoziladi. Bu a
soni yagna va u miqdriy natural sndir. Shunday qilib sanashda ekh A
to‘plam ekmentlari nafagat ma’lum tartibdaoylashtiriladi( bunda «birinchi»,
«ikkinchi» va lokazo sonlar bilan ibdalanuvchi tartibly natural ogslardan
foydalaniladi), shuninggk A to‘plam rechta etmentni o'z ichigaolishi aniglanadi
(migdoriy natural snlardan bydalaniladi). Sanash uchun avvaldastaylicha
sonlar zapasiga ega bo‘lish zarur va loalar ma’lum tartibdagylashishi, birinchi
son mavjud bo'lishi bzim. Sanash ckli to‘plam ekmentlarini tartiblashtirish
uchun, ham ularning migdni aniglash uchurxizmat qgiladi. Zmak tartibiy sn
miqdoriy songaolib keladi. Migdoriy natural snlar ctekli teng quvvatli to‘plamlar
sinfining umumiyxossasini ibdalaydi.Shunday qilib, migatiy va tartibiy natural
sonlar boshlang‘ich ta’limda o‘zar uzviy boglangan, birgalikda gatnashadi.

O‘z-o0‘zini nazorat qilish uchun sawllar
1.Kesmalarni taggslashni tushuntirib dying.
2.Kesmalar ustida bajariladigan amallarni tushuntiring.
3.Kesmalar ustida amallar gandayssalarga ega?
4. Kattaliklarni giymatlari bo‘lgan@nlar ustida bajariladigan
amallarning ma’osi.
5.Tartibiy miqariy natural snlar cecganda gandayoslarni
tushunasiz?
[1.2. SANOQ SISTEMALARI. POZITSION
SANOQ SISTEMALARI

[1.2.1. Sarmpg sisemalari

1). Sarg sistemalari tari xi

Hozirgi kunda har bir gadamdeordar bilan ish ko‘rishga to‘g'ri &adi.
Shuning uchun biz har gandaynsi to‘g‘ri aytishimiz va yozishimiz, ular ustida
amallar bajarishimiz &rak. Buning uchun saiq sistmalari to‘g‘risida bilishimiz
lozim. Umuman, saiqg sistmasi &b, sonlarni aytish va yozish hamda ular ustida
amallar bajarishda ishlatiladigan tilga aytiladiadbavval sarg sistmalari tarki
bilan tanishamiz. Ma’'lumki, & tushunchasi juda gadim zantarda vujudga
kelgan. O'sha vaqgtning o‘zidayogomslarni yozishga zaruriyat tug‘ilgan. Yozuv
payd bo‘lmasdanoldin kishilar snlarni ayta bilganlar, hi-kitob yuritganlar.
Bunda ularga turli qutlar va eng avval o'l va oyoqdagi barmglar yordam
bergan. Shuningek kertikli yog‘och tayoqchalar, tugunli ip va anglar kabi
hisob-kitob aslblaridan bydalanilgan. Krtik va tugunlar yordamidaoslarni
«yozish»gan. Amm bunday «yozish» qulay bo‘lmagan, chunki kattalarni
yozish uchun anchaginaerkik va tugunlar yasashga to‘grielgan, bu esa
yozuvnigina giyinlashtirmasdan, balkirdarni tag@slashda, enlar ustida amallar
bajarishda ham qiyinchiliklar tug‘dirgan. Shuninghun snlarni yozishning
boshgacha, djamliroq usuli vujudga &gan: hisblash ishlari birxil sondagi
elementlardan ilorat bo‘lgan gruppalar bilaslib borilgan.

99



Masalan, bitta odam ikkita qo‘l barmglari ekmentlari bir gruppa
hisoblangan. Bunda hib bir nechaodam pmonidanolib borilgan. Birinchiodam
barnoglarini tartibli ravishda hammasini buklagandatyik, ularni yozdiradi va
shu zabti ikkinchi odam birinchi barrag‘ini bukadi. Undan kyin ikkinchi odam
keyingi o‘nliklarni hisobini olib boradi, uning hamma bamqglari bukilgandan
keyin, gaytadan baroglarini yozdiradi va uchinchbdam birinchi barrag‘ini
bukadi, hisb natijasi taminan quyidagichaolib boriladi: masalan uchinchi
odamning lshta barmg'i, ikkinchi odamning sakkizta barmg‘i va birinchi
odamning uchta bareg'i bukilsa, bu 583 enni bildirgan.Odamning ikkita qo'l
barnmoglari va ikkitaoyoq barneglari gruppa hisblangan va u 20 ta @hentdan
iborat bo‘lgan. Bunday 20 lik hi — kitoblar Amerika gabilalarida XY| asrgacha
saglanib klgan. Fransuzlardaolzir ham uning qldiglari bor. Masalan ular
«saken besh» snini «to‘rt marta yigirma va d&sh» &b ataydilar. Iqtisdiy
ehtiyojning o'‘sib lorishi natijasida insniyat asta-ekin hisoblash usullarini
vujudga kltira boshladi. Ularning kyingi rivoji bundan taminan kesh ming vyil
avval gadimgi davlatlar — Vawh, Misr, Xitoy va loshgalarning shakllanish
davriga to‘g'ri kladi. Bu davrda enlar yozuvining yangi usullari yaratildi.
Qadimgi Vavibndaoltmishtadan gruppalab hislaganlar, ya'ni u grda oltmishli
sarpq sistmasidan éydalanilgan. Masalan, vawihlik matmatik 137 snini
bunday tasvirlagan : 137=2-60+17. Albatta lon &elgilar — uchburchaklar va
ponalar bilan yozilgan. Gap shundaki, qadimgi vawiliklar yozish uchundyli
tablichkalardan uchburchakliopalar sib chigarganlar. Kyin bu tablichkalarni
quritganlar vaolovga tutib kuydirganlar. &larni yozish uchun gnalarning
holatlaridan bydalanilgan: ertikal holat — uchi bilan pastga veogzontal tolat —
uchi bilan chapga garatilgan. Bun@abelgi bir va oltmishni, < belgi — o‘nlikni
bildirgan lmshqga snlar bu flgilar va go‘shish amali bilan tasvirlangan. Masala

: . 0o
6 soni bunday tasvirlangan:
0oo
0oo
199 sni bunday: 000 < 00O Oxirgi yozuv snining oltmishli
0oo

sistmadagi yozuvidir: 60+60+60+10+9=3- 60+19. dgir gadimgi Vavibnda
payd bo‘lgan snlar yozuvi kamchiliklarga ega edi: Unda kattalarni kelgilash
giyin edi: sanq sistmasining assini — 60 snini belgilash uchun mesus llgi
yo‘q edi, bu esa ba’zi yozuvlarni turlicha o‘qishg# kelar edi. Oltmishli sarq
sistmasining vujudga #ishida aylanani 360 tang bo‘lakka bo‘lish, shu bilan
birga yilni 360 kunga bo'lish as qgilib olingan, c&gan tamin mavjud. Bu sasq
sisemasining gldiglari shu kungacha saglaniklgan: aylanani 360ga bo‘lishga
yana burchaklarni gradus, minut w&kindlar bilan o‘lchashni ko‘rsatish mumkin.
Qadimgi misrliklar o'ntalab hisblaganlar. Ularda maus lelgilar fagatxonalarni
— birlar, o‘nlar, yuzlar, minglar vadshgalarni blgilash uchun ishlatilgan. Birdan
to‘qgizgacha bo‘lgananlar tayoqchalar yordamida yozilgan.

1-l, 101 , 100 -1, 1000 - 1

Masalan, 132aini misrliklar quyidagichad | | | I
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1234 snini esa bunday 12001 | 11111

ko‘rinishda ayrim blatlarda tkis gabr qilib o‘'ngdan chapga yoki ustun gilib
yugoridan pastga garab yozilgan.

Masalan, 65@nini 1T T 1, HE 1T 1T yoki I 11 HE, 1T 111 ko‘rinishda
ham yozganlar. Yozuvlar asan papiruslarda bo‘yoglar bilan bajarilgan. Ba’'zan
yozish uchundsh, darat, teri, holst, opol sinig‘idan foydalanilgan.

2). Nopozitsion samq sistemalari

Yugorida nlarni yozishda enni ifodalovchi kelgilarning o‘rni ahamiyatga
ega emas. Shuning uchuontarni yozishning bu sisinasiga npozitsion samq
sisemasi ayiladi. Misr papiruslarining ayrimlari bizning kuagha ytib kelgan.
Ulardan biri —«Mbskva matmatik papirusi» db rnomlangani Mskvada
A.S.Pushkin nmidagi tasviriy san’at davlat megida saglanadi. Shunisi gizigki,
misrliklar ko‘paytirish amalini ikkilantirish usulbilan bajarganlar. Masalan, 25 ni
9 ga ko‘paytirish uchun quyidagi amallarni bajarkshak bo‘lgan.

25(1+2-2-2)=25+25-2-2-2=25+50-2-2=25+100-2=25+ZH)=2

Bo‘lish amali ko‘paytirishgadskari amal db garalgan, ya’ni shundayrs
tanlanganki, uni bo‘luvchiga ko‘paytirganda bo‘lwahi hosil bo‘lgan. Umuman,
gadimgi misrliklar va vavidnliklar yetarlicha katta hajmdagi mahatik bilimga
ega edilar,dkin bularning hammasi asan tajriba xaraktida edi. Asliniolganda
umumlashmalar va isflar yo‘q edi, ya'’ni matmatika fani endigina dunyoga
kelmoqda edi. Uning &yingi rivojlanishiga gqadimgi Gatsiya olimlaridan Fats
(bizning eramizgacha 624-547 vy). Piéag(eramizgacha taminan 580-500),
Demokrit (eramizgacha taminan 460-370 y), Plah (bizning eramizgacha 427-
347), Evklid (bizning eramizgacha tainan 300 y), Aximed (bizning
eramizgacha taminan 287-212 y), Erasfen (eramizgacha 276-194 y) va
boshqgalar katta hissa qo‘shdilar. Bwns hagidagi ta’linetning tarki va
rivojlanishidagi butun bir davrdir. Shuni eslatistrdkki, Qadimgi Getsiyada ham
nopozitsion samq sistmasi mavjud edi. Ular 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,08larni gek
alfavitining birinchi to‘qqgizta harfi bilan, masalag =1, =2,y =3,0=4,6=5
va h.k.
10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, Inkrini esa navbatdagi 9 ta harf bilan
(10=/,20= x,30=1,40=u,50=y va h.k.)

100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800,960lani plgan 9 ta harf bilan

belgilaganlar (0C= p,20C=9,.30C=r va hk)

Masalan 325@nini 7ye ko‘rinishda yozilgan, bu yozuvdas so‘zdan farq gilishi

uchun ustiga chizig qo‘yilgan.
Greklar mingliklarni ifodalashda birliklarni ddalovchi harfni chapdan pastiga
shtrix go‘yganlar. Masalangouf yozuv 5142 enini bildirgan. 10000 eni esa

miriado deyilib, M harfi bilan tblgilangan.j\;}; yozuv 350052 &ini bildiradi.

Ikki ming vyildan sal ilgari Garbiy ¥vropadagi barcha mamlakatlar va
Osiyoning ko‘pgina  mamlakatlari gadimgi rimliklargabo‘ysungan. Rim
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imperiyasida matmatika rivojlantiriimasdan, undan fagat amaliy maqgsadlar uchun
foydalanilgan. Qadimgi Rimdanolgan narsalardan birioslarni yozishning yana
bitta usulidir. Rim sang sistmasida ham Qadimgi Misr seshasidagi kabi &gili
sonlar bor.

Bir- I, Besh—-V, O'n- X, Elik-L, Yuz-C, &hyuz-D, Ming-M
Qolgan hammaanlar shu blgili sonlarga go‘shish va ulardan ayirishgali hosil
gilinadi. Kichik songa tgishli kelgi katta $nga tgishli kelgidan oldin turgan
bo'lsa, ayirish bajariladi.

Kichik songa tegishli belgi katta songa tegishdilgoddan keyin turgan bo‘lsa
go‘shish bajariladi.

Masalan: IV-to‘rt (5-1=4)XC-to‘gqson (100-10=90), XL—qirq (50-10=40). VI-olti
(5+1=6), CX — biryuz 0‘n(100+10=110)

Bir necha snni rimcha mmerlash bilan yozamiz. 265- bu ikki yuz (CC) plyus
oltmish, ya'ni ellik plyus o‘'n (LX), plyus &sh (V). Demak, 265 sni bunday
yoziladi: CCL XV: 385 — bu uch yuz (CCC) plyus saksya’ni ellik plyus o‘ndan
3 marta (IXXX), plyus kesh (V). Demak, 385 sni bunday yoziladi: CCC
LXXXV. To'rt, besh vaolti xonali sonlar m harfi (btincha millming so‘zidan
olingan) yordamida yoziladi, uning chagntoniga minglar, o‘ngdmoniga yuzlar,
o‘nlar, birlar yoziladi.

Masalan: XXXIXm DXXXVI yozuv 39536 snning, CCXXXVIIIm DCXLVI
yozuv 238646 enning yozuvidir.

Qadimgi Rus madaniyati ¢iklar madaniyati bilan dg‘lig bo‘lgani uchun, ularda
ham snlarning klgilanishi geklardagi kelgilashlarga okxshash bo‘lgan, ya’'ni
sonlarni harflar bilan blgilashgan.

O‘z-0'zini nazorat qilish uchun sawllar

1. Sanq sistmalari tarki haqgida tushuntiring.
2.Vavilonliklarning oltmishli sarvq sistmasi to‘g‘risida gapiring.
3.Misrliklarda snlarning yozilishini ko‘rsating.
4.Qadimgi Getsiyada snlarning gek alvafiti orgali ifodalanishini

aytib kering.
5.Rim sainq sistmasida blgili sonlarni yozib ko‘rsating, ixtiyoriy sonni belgili
sonlar yordamida ifodalang.
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11.2.2.Pozitsion sarpq sistemalari

1).0'nli sanoq sistemasining vujudga kelishi

Pozitsion samq sistmasining vujudgadishi maematikaning riwjlanishida
katta ol o'ynaydi. Bu sistmada bitta blgi (ragam) snlarning yozilishida
joylashish tartibiga ko‘ra turlignlarni ifodalashi mumkin. &zitsion sisemaning
vujudga klish tarii bilan birmuncha tanishib o‘tamiz.

V-XIl asrlarda Sharg mamlakatlaridan Hindist va Yaqin Sharqgda
makematika szilarli darajada rigjlandi. Hindisbn va Xitoyda matmatika
Misrdagictk bundan 5 ming yil avval pagdo‘lgan.

Aynigsa, hindolimlarining arifmetikaga qo‘shgan hissalari kattadir, chunki
ular hozirgi kunda butun insiyat qo‘llagan snlarni o‘qish va yozish usulini ya'ni
o‘nli sarpq sistmasini kashf gildilar.

Hind matmatiklari o‘ylab bpgan kashfiyotning wohiyati shundaki, ular
sonlarni yozishda har bir ragamning yozuvidagi giymatning o‘rniga,
pozitsiyasiga bg‘lig. Masalan, 823 enidagi 8 ragami 8 yuzlikni, 87osidagi
o‘'sha 8 ragami 8 o'nlikni, 8926o0sidagi 8 ragami esa 8 minglikni bildiradi.
Bundan o‘nta ragam yordamida har gandaynns yozish mumkin ekanegan
xulosa chigadi. Shuning uchun o‘nli sensistmasi wzitsion sistma cyiladi.
Undan tashgari, Hindishda birinchi martaona birligi yo‘qgligini bildirish uchun
noldan foydalanildi, bu esa omlar yozuvini takmillashtirish va hisblashlarni
osonlashtirishda kattaof o‘ynaydi.

To'g‘ri nolning bizga odat bo‘lgan yozuvi birdaniga paydbo‘imagan.
Avvalo sonda biorta xona bo‘lmasa, hindlar shxona ragamini aytish o‘rniga
«bo‘sh» so‘zini aytardilar, yozishda esa bo‘sh rm@ga nuqta qo'yadilar.
Keyinchalik nuqgtalar o‘rniga d@racha chizadigan bo‘ldilar. ddlar yozuvidagi
o‘nta 0,1,2,3,4,5,6,7,8,%lgining hammasi ragamlaregiladi. Biroq bundan 200
yil avval bitta lelgi — 0 gina ragam «jilar edi. Snning o‘nli samq sistmasida
yozilishidagi ragamlarni ham gadimgi Hindiet maematiklari o‘ylab tpgan,
lekin ularning dastlabki yozilishi dzirgi yozilishidan farq giladi, ragamlarning
hozirgi formasi kibb bosib chigarish kashf gilingandareyin -XY asrda qasr
topdi. Nima uchun Hindisinda kashf gilingan ragamlar ko‘pincha arab ragamlar
deyiladi? Chunki VII asrda vujudgaclgan Arabxalifaligi rivojlanishning yugri
darajasida turgan bir gancha davlatlarni ikki yilgayyaqgin o‘ziga bo‘ysundirgan
edi. Jumladan: Shiatiy Hindiston, Misr, O‘rtaOsiyo, Mesopotamiya, Zakavkaz,
Shinpliy Afrika va boshqga davlatlar. Bu katta mamlakatningyfaxti (markazi)
Bag‘dod shahri edi. Arablar fanning muhimligini tushunex o‘zlari losib olgan
mamlakatlarning, jumladan, &siya, Hindisbn, Of‘rta Osiyo olimlarining
asarlarini (ishlarini) o‘z tillariga tarjima gilag‘rganar va to‘plar edilar. Bag arab
matmatiklari gadimgi buyukolimlarning asarlarini saglabginaolgnasdan,
matmatikani riwjlantirishga katta hissa ham qo‘shdilar. IX asgibuyuk
olimlaridan biri o‘zlek (Xorazm) matmatigi Muhammad ibn Mus al-
Xorazmiydir. Uning «Kibb al-jabr» mmli kitobi fanga algbra romini berdi. Bu
kitobda arifnretik masala vadnglamalarning ychilish opidalari bayon gilingan.
Al-Xorazmiy o‘zining leshga kibbida Hindisbnda kashf qilingan hind
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arifmetikasini, ya’'ni o‘nli samq sistmasini yoritdi. Uch yuz vyil kyin, ya’ni XII
asrda u dtin tiliga tarjima qilindi va bu kitb butun Yevropa xalglari uchun
arifmetikadan birinchi darslik bo‘lib gldi. Natijada Yevropa mamlakatlarida Arab
davlatida yashagan muallif yozgan dkt bo‘yicha o'nli sanq sistmasi
o‘rganilgani uchun o'nli sismadagi arab ragamlarieyila boshlandi. Bu esa
noto‘g‘ridir. Xl asrdan Ioshlab Garbiy “vropada uaq dawm etgan
turg‘unlikdan so‘ng maimatikaga gqizigish uy@ndi, bunga sawgtsotigning
kengayishi sabab bo‘ldi .

Yevropada o‘nli sang sistmasining targalishigadonard Fibonachchining
1202-yilda clop gilingan «Kniga abaka» kibi yordam lerdi. XIII asrdan lbshlab
o‘nli sistema priy qilindi va u XVI asrga klib Garbiy Yevropa mamlakatlarida
to‘la foydalana bshlandi.

XVI asr oxirida, lvan Gbzniy podsloligi davrida, Rusda birinchi dsma
matmatik kitoblar payad bo‘ldi, bu kitoblardan maqgsad turli amaliy masalalarni
yechishda hisblashniosonlashtirishdan ibrat edi. Ularda enlar slavyancha san
sisemasida yozilgan ed..

Rus fanining rigjlanishida Leontiy Filippovich Magniskiy bdmonidan
yozilgan «Arifretika sirech nauka chislidnaya» kibbi muhim ol o‘ynadi. Bu
kitob Pyotr | davrida 1703-yilda slavyan tilida nasHlingi, amno undagi hamma
hisoblashlar o‘nli sanq sistmasida bajarilgan edi. Bu kld uzoq vagt barcha ilm
kishilari uchun eng zarur kb bo‘lib goldi, chunki bu kibbda nafagat
matmatikagaoid matriallar, balki astonomiya, navigasiya vadshga fanlarning
ba’zi bir bo‘limlari hagida ma’luratlar bor edi.

2). O'nli sanoq sistemasida snlarning if odalanishi

Ma’lumki, o‘nli saroq sistmasida snlarni yozish uchun 10 taelgi
(ragam)dandydalaniladi: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ulardarekinketma-ketliklar hosil
gilinib, bu ketma-ketliklar sonlarining gisqacha yozuvidir. Masalan: 5 ming +4
yuz+5 o‘n+7 bir 5457 &ma-ketlik sonining gisqacha yozuvidir. Bu yig‘indini
bunday ko‘rinishda yozish gabul gilingan: 51@.1G +5-10+7.
Ta'rif . n natural snning o‘nli yozuvi &b bu &nni n=n- 16 + n.-10% + ... +
n;-10+ry ko'rinishda yozishga aytiladi, buesda n = ny; ..., n, n— O,
1,2,3,4,5,6,7,8,9 giymatlarni gabul giladi va pai8+ n.; -16+....+ n-10 + Ry
yig‘indini gisgacha n=gn; ....n;Ng kabi yozish gabul gilingan.

1,10,16,10°, ... ,10 ko'rinishdagi snlar mos ravishda, birinchi, ikkinchi, ...
, kK+1 -xona birliklari ceyiladi, shu bilan birga bittaonaning 10ta birligi kyingi
yugori xonaning bitta birligini tashkil giladi, ya'ni qo‘shrxonalar nisbati 10 ga —
sarpg sisemasining assiga tng. Snlar yozuvidagi dastlabki uchteona bitta
gruppaga birlashtiriladi va birinchi sinf yoki kar sinfi deyiladi. Birinchi sinfga
birlar, o‘nlar, yuzlar kiradi. &nlar yozuvidagi to‘rtinchi, shinchi vaoltinchi
xonalar ikkinchi sinf-minglar sinfini tashkil giladiJnga bir minglar, o‘n minglar
va yuz minglar kiradi. Kyingi uchinchixona — millionlar sinfi bo‘ladi, bu sinf
ham uchtaonadan ilorat: yettinchi, sakkizinchi va to‘qqgizinchtonalardan, ya'ni
bir millionlar, o‘'n millionlar va yuz millonlardan ilorat. Navbatdagi uchtaona
ham yangi sinfni bsil giladi va lkaz. Birlar, minglar, millonlar va lkazo
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sinflarning ajratilishi snlarni yozishga va o‘gishga qulayliklar yaratadi:nl®
sarpq sistmasida hammaoslarni n-10 +n1-10¥T +.....+n-10+n (bunda RNy

ko‘rinishdagina yozmasdan ularning hammasiganhism lerish mumkin. Bu
quyidagicha amalgashiriladi: birinchi o‘nta snning romi bor. So‘ngra bu
sonlardan o‘nli yozuv ta'rifiga ms ravishda vabzgina so‘z qo‘shish natijasida
keyingi sonlarning romi kelib chigadi. Masalan, ikkinchi o‘nliklardagoslar (ular
1-10+3 ko‘rinishda yoziladi) o‘n bilan birinchi o‘nlikdagsonlar romining
go‘shilishidan tuziladi: o‘n bir, o'n ikki va dkazo. Yigirma so‘zi ikkita o‘nlikni
bildiradi. Uchinchi o‘nlikdagi snlar romi (ular 2-10+a ko‘rinishdagi snlar )
yigirma so‘ziga birinchi o‘nlikdagi enlar romini go‘shish natijasidadsil bo‘ladi:
yigirma bir, yigirma ikki va h.k. hisbni shunday dawm ettirib, to‘rtinchi,
beshinchi, oltinchi, ettinchi, sakkizinchi, to‘ggizinchi va o‘ninchi o‘iklarni hosil
gilamiz. Navbatdagi o‘nliklar ws ravishda quyidagicha ataladi: o'ttiz, girq, ellik
oltmish, yetmish, saksn, to‘qsn. Yuz so‘zi o‘'nta o‘nni bildiradi. Yuzdan katta
sonlar romi (ya’ni 1-1G+a-10+a ko'rinishdagi snlar) yuz va birinchi hamda
keyingi o‘nliklardagi ssnlar romidan tuziladi va birinchi yuzlikni anglatish uchun
ularoldiga bir so‘zi yoziladi: bir yuz bir, bir yuz ikki... bir yuz yigirma va h.k. Bu
yuzlikni keyingi yuzlikkacha to‘ldirib, ikkita yuzlikka egaddamiz, u ikki yuz
deyiladi. Ikki yuzdan katta enlarni hosil gilish uchun ikki yuz sniga birinchi va
keyingi o'nlikdagi sonlar go‘shib aytiladi. Har bir yuzlikdanekin yangi yuzlik
hosil bo‘ladi: uch yuz, to‘rt yuz, &sh yuz va h.k., o‘'nta yuz maus mom bilan
«ming» &b yuritiladi. Mingdan kyingi sonlar mingga bittadan qo‘shibolish
natijasida bsil bo‘ladi, bu yrda ham birinchi minglikoldiga bir so‘zi go'yiladi
(bir ming bir, bir ming ikki va h.k.). Natijada ikkming, uch ming va h.k.olar
hosil bo‘ladi. Mingta ming sni maxsus m bilan «millon» b ataladi. Yana
sanashni daam ettirib, mingta millonni hosil gilamiz. Mingta millon oni maxsus
nom bilan «milliard» @b ataladi. hisblashlarda millbn 1, milliard 16, milliard
10" ko'rinishida yoziladi. Shunga ®shash undan ham kattanarni yozish
mumkin. Shunday qilib, milliard ichidagi hamma nausonlarni aytish uchun
hammasi bo‘lib 22 ta turli so‘z ishlatiladi: birkki, uch, to‘rt, kesh, olti, etti,
sakkiz, to‘qqQiz, o‘n, yigirma, o‘ttiz, qirqg, ellikpltmish, etmish, saksn, to‘gqson,
yuz, ming, million, milliard. Natural snning o‘nli yozuvi snlarni tag@slashning
yana bir usulini bradi, Agar n va m naturabslar o‘nli sarq sistmasida, ya'ni

n=n. 104n. ;- 16....+n- 10+ R, 20

m=m- 10" + m - 10"+ ...+ m-10+m, m#0
ko‘rinishda lerilgan bo‘lsa, quyidagi shartlardan biri bajarilsani m dan kichik
bo‘ladi:
1) k< | (n ndagixonalar sni m osndagixonalar snidan kichik):
2) k=1, amno ne< m
) k=l,nk=m, ..., n=my, amno Ns.1< Mg ;.
Bu tasdigni isbtsiz gabul gilamiz. Ulardanoydalanib, snlarni oson tag@slash
mumkin. Masalan, a) 2465<18328, chunki 24@Hnéing yozuvidagi ragamlar
18328 snning yozuvidagi ragamlardan kam;
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b) 2456 <5287, bunda ragamlaons bir xil, ammo 2456 snidagi minglar
xonasidagi ragam 5287 omining minglar xonasidagi ragamdan kichik; V)
2475<2486, bunda ragamlasns bir xil, birlar va o‘nlarxonasidagi ragam 2486
sonidagi birlar va o‘nlakonasidagi ragamdan kichik.

3). Senlarning o'nli sanoq sistemasidan fargli pozitsion
samng sistemasidagi yozuvi

Biz a®si 10 bo‘lgan sasg sistmasida har gandayis ushbu g 10+n,.
1-1d"1+ ..... +n- 10+ @ ko‘rinishida yozilishini bilamiz,unda & n., ...,
koeffitsientlar 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, giymatlarini gabul gilad n#O0.

O'nli sarmpg sistmasi wzitsiondir — ayni bir llgi (ragam) ning giymati bu
belgining shu snning yozuvida tutgan o‘rniga ¢pitsiyasiga) bg'liq.

Ma’'lumki, o‘nli sarpbq sistmasidan bshga bir gancha ogitsion samq
sisemalari mavjud va bularni o'nli san sistmasidan fargi bu sistalarning
asoslari turlicha bo‘lishligidir.

Masalan, Vavibnda sanqg sisemasi oltmishli bo‘lgan. Bundan d&shga
sarog sistmalar ham ma’lum: o‘n ikkili sisima va lvkazn. Umuman, pzitsion
sarpbq sistmasining assi ikkidan katta yoki ikkigadng istalgan p naturalos
bo'lishi mumkin. Agar p=2 bo‘lsa, sigha ikkili, p=3 bo‘lsa, uchli, p=10 bo‘lsa,
o‘nli sistema ctyiladi.

p assli sistmada sn ganday yoziladi?
O'nli sisttmada snni yozish uchun 10 taelgidan foydalaniladi
0,1,2,3,4,5,6.7,8,9.

Ravshanki, ikkili sistmada snni 2 ta lelgi masalan, 0,1 digilar yordamida,
sakkizli sistmada 0,1,2,3,4,5,6,7,¢lgilar yordamida yozish mumkin. Umuman,
p assli sapqg sistmasida snni yozish uchun p taelgidan fydalanish krak:
0,1,2, 3, .....,p—-1.

Ta'rif. assli samg sistmasida n naturalosining yozuvi @b uning
n=n-P +n.;- £1 +.....+ n-P + n ko‘rinishdagi yozuviga aytiladi, bunda, nn.,
..,y lar0,1,2 ..., P-1 giymatlarni gabul giladi va~d
Har ganday n naturalosni bunday yagna ko‘rinishda yozish mumkinligini
Isbotsiz gabul gilamiz.

n sonining n= R - F + ng PP+ ..n-P+n ko'rinishini gisgacha ushbu
ko‘rinishda yozish gabul gilingan: ngmc; ... i N,
Masalan, to'rtli sistmada, ya’'ni P=4 da 34+ 0.4 + 2.4+3 yig'indi n=3023
ko‘rinishda gisgacha yozish mumkin bo‘lgandoin sonining yozuvidir.
Bu son quyidagicha o‘qgiladi: «uch,ah ikki, uch to‘rtli saroq sistmasida.
Sonlarni yozishda turli dgilardan bydalanish nuqtaly nazaridan ikkili samn
sisemasi tjamkorliroqdir — unda enlarni yozish uchun fagat ikkitaclgi O va 1
kerak. Bu sistmada snning gisga yozuvi ¢l va birlardan tuzilgan ckli ketma-
ketlikdan iborat. Masalan,

101% =1-2+0-Z+1-10+1;  100Q1=1-2+0-2+0-2+0-2+1.
p assli samg sistmasida yozilgan alarni taggslash o'nli sanq
sisemadagigk bajariladi. Masalan, 2101 < 2102 chunki bu snlardaxonalar
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soni bir xil va yuori xonadagi uchta ragam htil bo‘lib, birinchi sondagi kichik
xona ragami ikkinchi endagi o‘shaona ragamidan kichik.
4). Bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o‘tish

1) Sonning p assli sisemadagi yozuvidan o‘nli sisinadagi yozuviga
o‘'tish. n &ni p assli saq sistmasida yozilgan bo‘lsin: nzn;....mnNe. Uni
ushbu @p+nc-g+.....+n-p+n ko'p had ko'rinishda yoyib yozish mumkin,
bunda R,n.1,....,n, pva p snlar yozuvi o'nli sistmada lrilgan. Bu snlar ustida
o‘nli sisttmada qabul gilinganadalar bo‘yicha amallar bajarib, rosning o‘nli
yozuvini hosil gilamiz. Masalan, 253sonining o‘nli yozuvini bpish uchun uni
2.6+5-6+3 yigiindi  ko'rinishida yozamiz va qiymatlaiin topamiz:
2.6+5-6+3=112. Bmak, 253=112,,

2) Sonning o‘nli sistmadagi yozuvidan p asli sisemadagi yozuviga
o'tish.

n soni o‘nli sisttmada yozilgan bo‘lsin. Uni p asli sisemada yozish eéjan so‘z
Ny, N1, ... , Iy larning n=p- |d< + N - d"l +..+n-p+nR boladigan giymatini
topish cemakdir, bunda

1< < p, O=nea<p, ..., E np<p.
Diggatimizni ushbu gnuniyatga garatamiz.
n=ncpP+ne- P+ ... +n-p+m sonini n=p-(R-g+ne-g%+ ... +n)+ny ko'rinishda
yozish mumkin 8 ng < p bo‘lgani uchun nahining oxirgi yozuvini n nini p
goldigli bo‘lishdagi yozuv @b garash mumkin, bunda p oldiq, ne P + ne -
p?+ ...+ n - toligsiz bolinma.Xuddi shuningek, n, — ni tosil bo‘lgan
bo‘linmani p ga bo‘lganda chiggamldiq deb garash mumkin vackazo.
Bu gonuniyat snning o‘nli yozuvidan p asli sisemadagi yozuviga o'tish
jarayoniga ass bo‘ladi. n snini p ga o‘nli sistmada bo‘lish gidasi bo‘yicha
goldigli bo‘lamiz. Bo‘lishda chiggan @dig sonning p assli sisemadagi
yozuviningoxirgi ragami bo‘ladi.
Chiggan bo‘linmani yana p galgligli bo‘lamiz. Yangi @ldig n onining p assli
sisemasidagi yozuvningxiridan bittaoldingi ragami bo‘ladi. Bo'lish jarayonini
davwom ettirib, n snining p assli sisemadagi yozuvining hamma ragamlarini
topamiz.

Masalan, 97 enining uchli sanq sisemasidagi yozuvinidpaylik, ya'ni 97
sonini ne 3+ ney - 3+ ... + n- 3+ n ko'rinishda yozamiz, bunda my,..., n.
ny lar 0,1,2 giymatlarni gqabul giladi. 97 ni 3 ga laohiz: 97=32-3+1. Bo'lish
natijasida g=1 ekanligi bpildi. Biroq 3 ni oldidagi koeffitsient 3 dan katta:
shuning uchun 32 ni 3 ga bo‘lamiz: 32=10-3+2, y#®Mi(10-3+2) -3+1=10°3
+2.3+1. Bu bo'lishdan=2 ni bpdik, biroq 3 darajaoldidagi koeffitsient 2 dan
katta, shuning uchun 10 ni 3 ga bo‘lamiz: 10=31,3/’ni 97=(3- 3 +1) %3+ 2 -
3+1=3-3+1-3+2.3+1
Bu bosgichda a=1 ekanini anigladik, ammn3 darajaoldidagi koeffitsient 3 dan
katta, shuning uchun 3 ni 3ga bo‘lamiz: 3=1- 34niy 97=(1- 3 +0) - 3+ 1 - 3+
2-3+1=1-3+0-F+1-3+2. 3+1
Oxirgi bo‘lishni bajarib, biz =0 ekaniniginadpmasdan, kattaona ragamini ham
anigladik. Shuning uchun bo'lish jarayoni tugalland - 3+ 0 - 3 +1 - 3 +2. 3+1
ko‘phad 10123 sonining yozuvidir. kmak, 97,0 =101 2}
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Ko'rsatilgan bu jarayonni burchak qilib bo'lishnajarib hanolib borish mumkin.
Demak, 97, = 1012%;

Bunday bo‘lish natijasini yozaobb, katta xona ragami ktma-ket bo‘lishdagi
oxirgi bo‘linma ekanligini esda tutistozim.

O‘z-0zini nazorat qilish uchun sawllar:
Pozitsion samq sistmasi ¢ganda nimani tushunasiz?
O'nli sarpq sistmasida snlar ganday iddalanadi?
Sonlar yozuvidagi sinflarni aytibdsing.
O'nli sarpq sistmasida yozilganalarni taqgslang.
O'ndan fargli mzitsion sistmalarda snlarning yozilishiga midlar
keltiring.
Bir sarpg sistmasidan ikkinchi sagy sistmasiga o‘tishni misllar
yordamida tushuntiring.

aghrownNPE

o

11.2.3.0°'NLI VA B OSHQA POZITSI ON SANOQ SISTEMALARIDA
SONLARNI QO‘SHISH

1). O'nli va boshqga pozitsion sarnq sistemalarida sonlarni go‘shish.

Dastlab misllardan wshlaymiz: 364+2423 omlarni qo‘shamiz. Buning
uchun qo‘shiluvchilarni &effitsientli o‘nning darajalari yig‘indisi ko‘rinishda
yozamiz:

364+2423=(3- £6-6 - 10 +4)+(2 - 10+ 4 - 16+ 2 - 10+3).

Bu ifodada qgavslarniochib, go‘shiluvchilar o‘rnini shunday almash-tirazki,
birlar birlar oldida, o‘nlar o‘nlaroldida va lkaz bo‘lsin va yana gavs ichiga
olamiz. Bularning hammasini qo‘shishninggishli conunlari assida bajarish
mumkin. Hagigatan, gruppalashorquni ifodalarini gavslarsiz yozishga ik
beradi:

3.16+6-10+4+2-1%4-1G+2-10+3. O'rin  almashtirish oquniga  ko'ra
qo‘shiluvchilar o‘rnini almashtiramiz: 2-36(3-1G+4-13)+(6-10+2.10)+ +(4+3).
Birinchi gavsdan 19ni, ikkinchisidan 10 ni gavsdan tashqariga chigaza Buni
go‘shishga nisbatan ko‘paytirishning tagstrgonunini go‘llab bajarish mumkin:

2-10+(3+4)-16+(6+2)-10 +(4+3)

Ko'rib turibmizki, 364 va 2423 anlarini qo‘shish ¢gishli xonalar ragamlari
bilan tasvirlangan bikonali sonlarni qo‘shishga dtirildi. Bu yig‘indini qo‘shish
jadvalidan ¢pamiz:

2.10+7-1G+8-10+7
Hosil gilingan ifoda 2787 snining o'nli yozuvidir.
Endi n=n-104n,;-10+...4n, va m=m, - 16 + m., - 16! + ... + m sonlarini
go‘shishni ko‘raylik. Agar ikkala@enda hamxona birliklari ttng bo‘lib (agar ¢ng
bo‘lmasa ¢ng bo‘lmagan en oldiga mollar yozib tnglashtiramiz) n+ my < 10
bo‘lsa, yig‘indi tubandagicha bo‘ladi.
(Ne- 104 Nep-10°%. . +np)+(my - 104 my1- 10+ ... +my)=
=(niermy)- 104+ (N +my 1) 10+ +(ny+my);
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Agar n,+ m; 210 bo‘lsa go‘shish birmuncha giyin bo‘ladi.

Masalan, 394+827 yig‘indini garaylik.

Qo‘shiluvchilarni loeffitsientli o‘'nning darajalari yig‘indisi ko‘rinishida
yozamiz:

(3-1G+9-10+4)+ (8- £6-2-10 +7).
Qo'‘shish @nunlari, go‘shishga nisbatan ko‘paytirishning tagsi gonunidan
foydalanib, lerilgan ifodani quyidagi ko‘rinishgadttiramiz:
(3+8) - 16+ (9 +2) - 10 + (4 +7).

Ko'rib turibmizki, bu holda ham brilgan snlarni go‘shish birxonali
sonlarni go‘shishga tirildi, ammo 3+8, 9+2, 4+7 yig‘indilar 10 ®idan katta,
shuning uchun &sil bo‘lgan ifoda bibr sonning o‘nli yozuvi bo‘lmaydi. Shunday
gilish kerakki, 10 ning darajalarbldidagi koeffitsientlar 10 dan kichik bo‘lsin.
Buning uchun bir gatr almashtirishlar bajaramiz. Avval 4+7 yig‘indini0%1
ko‘rinishda yozamiz:

(3+8) - 16 +(9+2) -10+(10+1)

Endi qo‘shish va ko‘paytirish apunlaridan éydalanib, bpilgan ifodani
quyidagi ko‘rinishga kltiramiz:

(3+8) - 16 +(9+2 +1) -10+1

Oxirgi almashtirishning mhiyati ravshan:birlarni qo‘shishdaosil bo‘lgan
o‘nni berilgan snlardagi o‘nliklarga go‘shdik. 9+3 yig‘indini 1-1@+ko‘rinishda
yozib, quyidagini bsil gilamiz:

(3+8) 1G +(10+2)10+1 yoki (3+8)T0+10° +2-10+1
va nitoyat 3+9 yig'indi tosil gilamiz: (1- 10 +2) 10+ 2 - 10+1 bundan
1- 16 +2 - 16 + 2-10+1.

Hosil bo‘lgan ifoda 1221 snining o‘nli yozuvidir.

O'nli samq sistmasida yozilgan ko‘ponali sonlarni go‘shish algritmi
umumiy ko‘rinishda tubandagichadalanadi :

1) Ikkinchi go‘shiluvchining ¢gishli xonalari bir-birining ostiga tushadigan qilib
birinchi go‘shiluvchining ostiga yozamiz, agar go‘shiluvchilarning bittasida
xonalar sni kam bo‘lsa, uningldiga rollar yozib xonalar snini tenglashtiramiz;
2) Birlar xonasidagi ragamlar qo‘shiladi. Agar yig‘indi 10 dkichik bo‘lsa, uni
javobdagi birlarxonasiga yozamiz vaekingi xonaga (o‘nlarxonasiga) o‘tamiz.

3) Agar birliklar ragamlarining yig‘indisi 10 damakta yoki 10 gaeing bo‘lsa, uni
10+ , bunda & ni jawbdagi birlar xonasiga yozamiz va birinchi
go‘shiluvchidagi o‘nlar ragamiga 1 ni qo‘shamizyk o‘nlar xonasiga o‘tamiz.

4) O'nlar bilan yugridagi amallarni bajaramiz,ckin yuzlar bilan va bkaz.
Yudori xona ragamlari qo‘shilgandarekn bu jarayonni tattatamiz.

Boshga sanq sistmalarida snlarni go‘shish ham shungaxshaydi. Bunda fagat
shu sistmadagi bir giymatli enlarni go‘shish jadvalini bilish drak.

Masalan, ikkilik sang sistmasida go‘shish jadvali quyidagicha:

m\n 0 1
0 0 1
1 1 10
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Sakkizlik saq sistmasida qo‘shish jadvali quyidagicha:

m\n 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 10
2 2 3 4 5 6 7 10 11
3 3 4 5 6 7 10 11 12
4 4 5 6 7 10 11 12 13
5 5 6 7 10 11 12 13 14
6 6 7 10 11 12 13 14 15
7 7 10 11 12 13 14 15 16

Yugoridagi jadvallarga ms snlarni go‘shishga midlar keltiramiz.

1101119 230547
T 11010% *_32671%
10100011 557464

2). O'nli va boeshqga pozitsion samq sistemalarida
sonlarni ayirish
Quyidagi misllarni garaylik.
1-misol: 3848 snidan 725 enini ayirish talab qilinsin. Dastlab kamayuvchi va
ayriluvchidaxonalar snini tenglashtiramiz. Ayriluvchini 0725 ko‘rinishda yozib,
sonlarni koeffitsientli o‘'nning darajalari ko‘rinishida yozamiz.
3248=3-16-8-16+4-10+8
0725=0-%6-7- 16+ 2.10 +5
Endi 3248 — 0725 ayirmani tubandagi ko‘rinishdaamz.
3848-0725=(3 - 0+8 - 16 + 4- 10 +8) — (0 - £O+7- 1G + 2.10+5)=
=3.1+8-18+4- 10 +8 - 0- 70 7-1G - 2-10-5;
Yig‘indi va ayirmaxossalaridandydalanib, bu ibdani quyidagicha yozamiz:
3848-0725=(3-0)- £#(8-7)-16+(4-2)-10+(8-5)=3-19-1-1G+2-10+3=3123
2-misol. 6157 — 376 ayirmaniopish talab qilinsin. Bu dlda ayirish oldingi
misoldan qiyinoq bo‘ladi, chunki bu ayirmani
(6-0 ) - 16 +(1-3) - 16 +( 5-7)- 10 +(7-6) ko'rinishda yozib bo‘lmaydi, bsbi
ayrim qavs ichidagi ddalarda ayriluvchi kamayuvchidan katta. Shuningunch
kamayuvchini tubandagi ko‘rinishda yozamiz.
6-16 +1-16+5-10+7

Bu ifodada ham 6 ni 5+1 ko‘rinishda yozamiz. blda 6157=6-1%1-1G +
5. 10 +7; amm 10° = 900 + 100= 9 - f0+ 10 - 10 bo‘lganligidan
6157=5-16+(9+1)-16+(5+10)-10+7=5-1810-1G+15-10+7
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Demak, 6157—376=(5-0)-16(10-3)-16+(15-6)-10+(7-6)=5-187-1G+9-10
+1=5791
Endi umumiy blda n=R10“+n.10+..+n va m=ml0+m10+...+my
sonlari berilgan bo'lsin.
U lblda n-m ayirma barcha st s < k) lar uchun > mg shart bajarilganda
quyidagiga¢ng bo‘ladi:
n-m=(n — MYL0° + (Nea — Mer) 10+ +(p —my).
Shunday qilib, ikki sn ayirmasini ¢épish algritmi quyidagicha ibdalanadi:
1) ayriluvchini nos xonalari bir-birining ostida bo‘ladigan qilib kamayuvchining
ostiga yozamizXonalar snini tenglashtiramiz.
2) agar ayriluvchining birlaxonasidagi ragam kamayuvchininggishli ragamidan
katta bo‘lsa, uni kamayuvchining ragamidan ayirgnsa‘ngra kyingi xonaga
o‘tamiz.
3) agar ayriluvchining birlar ragami kamayuvchinioigar ragami-dan katta, ya'ni
N, < m, bo'lib, kamayuvchining o‘nlar ragami ofdan farqgli bo‘lsa,
kamayuvchining o‘nlar ragamini bitta kam-aytiramghju vaqtning o‘zida birlar
ragami 10 taortadi, shundan dyin 10+n, sonidan m ni ayiramiz va natijani
ayirmaning birlaxonasiga yozamiz, so‘ngraingi xonaga o‘tamiz.
4) agar ayriluvchining birlar ragami kamayuvchinioigar ragamidan katta bo'lib,
kamayuvchining o‘nlar, yuzlar vaobhgaxonasidagi ragamlaraiga ttng bo’‘lsa,
kamayuvchining oldan fargli birinchi (birlarxonasidan kyingi) ragaminiolib,
uni bitta kamaytiramiz, kichikonalardagi barcha ragamlarni o‘nkasnasigacha 9
ta orttiramiz, birlarxonasidagi ragamni esa 10dgtiramiz va 10+ g dan my ni
ayiramiz, natijani ayirmaning birlatonasiga yozamiz vaekingi xonaga o‘tamiz.
5) keyingi xonada bu jarayonni taériaymiz.
6) kamayuvchining kattaonasidan ayirish bajarilgandareyin ayirish jarayoni
tugallanadi.
Boshga saoqg sistmalarida ham anlarni ayirish yugridagiga okshash, amm
farqi ayirish gaysi sistmada bajarilayotgan bo‘lsa shu smtalardagi birlik
sonlarni qo‘shish jadvalidarofydalaniladi.
Misollar keltiramiz:
4823
- 745
406¢
Hagigatan ham qo‘shish jadvaliga osan 5%+7,=13%; 13-5=79 bo'ladi,
boshgalarini ham shungaxshash ko‘rsatish mumkin.
3). O'nli va boshqga mzitsion samq sistemalarida
sonlarni ko‘paytirish
Ma'lumki, ikkita bir xonali sonni ko‘paytirishda hsil bo‘lgan hamma
ko‘paytmalar esda saglanadi. Hamma bunday ko‘palmmasus jadvalga
yoziladi, bu jadval bikonali sonlarni ko‘paytirish jadvali dyiladi.
325 snini 1000 ga ko‘paytirishni bajarganda 32&nsketiga uchta nlni
yozish \etarli, ya’'ni 325000 bo‘ladi. Hagigatan ham, 325%8.-1+ 2.10+5
ko‘rinishida yozish mumkin va qo‘shishga nisbatao’plytirish distributivlik
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xossasiga  ega  bolishidan M0 16  =10*° ga  ko'ra
325.1000=(3-19-2-10+5)-18=3-16+2-10+5 - 16 bo'ladi.
Bu ifodani quyidagicha yozamiz:

325.1000=3-18-2-10+5-16+0-1G+0-10+0 =325000
Bundan ko'rinadiki n snini 10° ga ko‘paytirish uchun nosining o‘ng bmoniga s
ta ol yozish kifoya.
Hagigatan ham, agar ngm....n, soni berilgan bo‘lsa, udida n=n10n, ,10¢
+...+n ni 16 ga ko'paytiramiz.
n-10=(n10+n110+...+ny)- 10°=n, 10"+ 110+ +1y- 1G+0-1G+...+0;
Demak, n -10=n¢ n.; ... + - QHF0

Sma

Endin =R n. ... + i Sonini bir xonali m sniga ko‘paytiramiz.
n-m= (RL0 + ne; 10t + ... + n) m= nm10 + n., m10™* + ... + pm;
bu yerda n, - m lar birxonali sonlar bo'lib, ularning ko‘paytmalari bikonali
sonlarni ko‘paytirish jadvalida dr bo'lib, ularning natijalari birxonali yoki ikki
xonali sonlar bo‘ladi.
ns - m ko‘paytmani oi- m = gl0 + ky ko‘rinishida yozish mumkin, (bunda fagat
as=0 bo‘lgan llni hisobgaolgan tolda.)
U holda biz quyidagiga ega bo‘lamiz.
n-m=(al0+h)10(a.1-10 +k . )-10+...+(a-10+k)=(al0" +a.,10%+.. .+
+8010)+(R10+by 1 10 +...+hy);
Misol:
48-7=(4-10+8)-7=4-7-10+8-7=28-10+56=(2-10+8)-1005)=
=2.10+(8+5)-10+6=2-1%-(10+3)-10+6=2-19-10°+3-10+6=
=3.10+3-10+6=336
Endi ko‘pxonali sonlarni ko‘paytirishni garaymiz:
n=nl0"+n, 10"+ ...+ n va m=mi0 + m.; 10" + ... + my) sonlari berilgan
bo‘lsin. n-m ko‘paytmaniopamiz. Dastlab ko‘paytiriskossasiga ko‘ra quyidagini
hisoblaymiz.
N (M10 +m. 10 + ..+ m) = ("m)10 +(n m, )10™ + ... + nmy
n sonini ketma-ket bir xonali m,m_4,..,m, sonlariga ko‘paytirib, natijani 10?,...,
1 sonlariga ko‘paytirib go‘shamiz natijada n-m ko‘pangga ega bo‘lamiz.
Bu esa bizniodatdagi snlarni ustun shaklda yozib ko‘paytiristoidalarimizga
mos keladi.
Masalan:

385

" 24
1540
770

9240
Shunday qilib, ko‘pmonali sonni ko‘p xonali songa ko‘paytirish ko‘pxonali sonni
bir xonali nga ko‘paytirishga tirildi.
Umuman, n=m Ny ... Ng Sonni m =m my; ... M M, Songa ko‘paytirish
algoritmini tubandagicha #dalash mumekin:
1) n ko‘paytuvchini yozamiz va uningstiga ikkinchi ko‘paytuvchi m ni yozamiz.
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2) n nni m nning kichikxonasi mg ga ko‘paytiramiz va ngko‘paytmani m
sonningostiga yozamiz.
3) n Nni m snning keyingi xonasi m ga ko‘paytiramiz va n pko‘paytmani
bir xona chapga surib yozamiz. Bu nm 10 ga ko‘paytirishga os keladi.
4) bu jarayonni nmni hisoblaguncha davm ettiramiz.
5) topilgan I+1 ta ko‘paytmani qo‘shamiz.
O'nli sarpg sistmadan bshga sistmadagi snlar ham shunga sShash
ko‘paytiriladi. Bunday ko‘paytirishda shu sistadagi bir xonali sonlarni
ko‘paytirish jadvalidan dydalaniladi. Ikki, uch valtilik sanoq sistmalari uchun
shunday jadvallarniditiramiz.

1) ikkilik sanoqg sistmasi uchun

n\m 0 1
0 0 0
1 0 1
2) uchlik samq sistmasi uchun
n\m 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 11
3) oltilik sanog sistmasi uchun
n\m 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 10 12 14
3 0 3 10 13 20 23
4 0 4 12 20 24 32
5 0 5 14 23 32 41
Misol:
x 43
3%
141
234
3034

4). O'nli va boshga pozitsion samq sistemalarida
oslarni bo‘lish
Sonlarni bo'lish txnikasi hagida so‘z drar ekan, bu jarayonotdigli bo‘lish
amali kabi garaladi. Ta'rifni eslaylik. Butunomanfiy a snni b natural snga
goldigli bo'lish deb, a=bqg+r va &r< b bo‘ladigan butunemanfiy q va r snlarni
topishga aytiladi, gani esa to'ligsiz bo‘linma élyiladi.
Bir xonali va ikki xonali sonlarni bir xonali snga bo‘lganda bikonali sonlarni
ko‘paytirish jadvalidandydalaniladi.
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Masalan, 63 ni 8 ga bo‘lamiz. Ko‘paytirish jadvalid 8-ustunda 63o08i yo'q.
Shuning uchun bu ustunda 63 dan kichik eng yaqisohéi olamiz. 56 sni 8-
satrda bo‘lgani uchun to‘ligsiz bo‘linma 7 gang. ldigni topish uchun 63 dan
56 ni ayiramiz: 63-56=7.

Shunday qilib, 63=8-7+7;

Endi ko'p xonali sonni bir xonali sosnga bo‘lish ganday amalgashirilishini
aniglaymiz. 346 ni 4 ga bo'lishekak bo‘lsin. Bu d@gani shunday to‘ligsiz
bo'linma q va r gldigni topish kerakki, ular uchun 346=4 q + r <0< 4 bo’lsin.

Shuni aytish krakki, 346 va 4 enlarni to‘ligsiz bo‘linmasi q ga bo‘lgan talabni
quyidagicha yozish mumkin:
ng<346<n (q+1).

Awval g nining yozuvida achta ragam bo‘lishini aniglaymiz. g bionali
son ko‘paytmasi plyus @diq 346 ga ¢ng emas. Agar qosi ikki xonali bo‘lsa,
ya'ni agar 10 < g<100 bo‘lsa, wlda 346 sni 40 va 400 enlari orasida bo‘ladi,
bu esa to‘g'ri. @mak, 346 va 4anlarining bo‘linmasi ikkixonali son.

Bo'linmaning o‘nlar ragaminidpish uchun bo‘linuvchi 4 ni d&ma-ket 20
ga, 30 ga, 40 ga vakaz ko'paytiramiz. 4-80= 320 , 4-90=360 va 320<346<360
bo‘lgani uchun to‘ligsiz bo‘linma 80 va 9@slari orasida bo‘ladi, ya’ni g= 80 +q
U holda 346 sni haqgida bunday ayish mumkin: 4-(80+5<346<4-(80+gt1),
bundan 320+4¢ 346<320+ +4(g+1) va 49 <26 <4-(g+1).

Berilgan tngsizlikni qamatlantiruvchi g sonini( bo‘linmaning birlar ragamini)
ko‘paytirish jadvalidan dydalanib dpish mumkin. g = 6 tosil bo‘ladi demak,
to‘ligsiz bo‘linma q=80+6=86, @diq ayirish bilan ¢piladi: 346 - 4-86=2. Shunday
gilib, 346 ni 4 ga bo‘lganda to'ligsiz bo‘linma 86a 2 @ldiq hosil bo‘ladi:
346=4-86+2.
Bo'lishni ifodalagan bu jarayon burchak qilib bo‘liskbdnomlana-digan bo'lish
assida yotadi.

346}47
-32 |86

26

24

2
Ko'p xonali onni ko‘p xonali snga bo‘lish tubandagicha bajariladi. Masalan,
6547 ni 57 ga bo'laylik. Bu bo‘lishni bajarish shlay butun nmanfiy q va r
sonlarni opish kerakki, uning uchun 6547=57 q +r,<Q0< 57 bajarilsin.
Bundan 57 g6547<57(g+1) g bo‘linmadagi ragamlaongmi aniglaymiz.
Shubhasiz, g bo‘linma 100 va 100énkari orasida yotadi (u uckonali), chunki
5700 < 6547 < 57000;
Bo'linmaning yuzlar ragaminiopish uchun bo‘linuvchi 57 nidtma-ket 100 ga,
200 ga, 300 ga vaokaz ko'‘paytiramiz. 57 -100=5700; 57-200= =11400 va
5700<6547<11400 bo‘lgani uchun to‘ligsiz bo‘linma0lva 200 enlari orasida
yotadi, ya’ni q=100+¢q, bu yrda q _ikki xonali son. U tolda quyidagi ¢éngsizlik
o‘rinli bo‘ladi:
57-(100+ g) <6547 <57 -(100 +,g+1).

Qauvslarniochib va 5700 enini ayirib, ushbudngsizlikka klamiz:
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57 q<847<57- (g+1)

0. soni ikki xonali. Shuning uchun bo‘linmadagi o‘nlar ragaminpish uchun
bo‘linuvchi 57 ni ktma-ket 10 ga, 20 ga, 30 ga vakazo ko‘paytiramiz.
57- 10=570, 57-20=1140 va 570 < 847 <1140 bo‘lgahun 10< g< 20 va g
sonini g =10 + @ ko‘rinishda yozish mumkin. U didda 847 sni haqida
quyidagilarni aytish mumekin:
57- (10+ @) < 847 <57- (10+g+1), ya'ni
57- 10+57- gI< 847 < 57-20+57- (@+1), 57 q < 277 <57-( g+1).
Oxirgi tengsizlikni gamatlantiruvchi g sonining (bo‘linmaning birlar ragamini) 57
ni ketma-ket 1 ga, 2 ga, ... , 9 ga ko‘paytiriengsizlikni gamatlantiruvchi g
sonini tanlab vpamiz. 57-4=228. &mak @ soni 4 ga q esa 14 ga , to'ligsiz
bo‘linma g = 100+14=114 geerig. Qldig ayirish yo'li bilan bpiladi 6547 -
114-57=49 6547 ni 57 ga bo‘lganda, to‘ligsiz batim 114 ga, eldig 49 ga ¢ng.
6547=114-57+49.

Butun mmanfiy a snni b natural enga bo'lishning turli usullarining
umumlashmasi quyidagi burchak qilib bo‘lish @igmi hisoblanadi:
l. Agar a=b bo‘lsa, bo‘linma gq=1otdiq r=0 bo‘ladi.
lI.  Agar a>b bo'lib, a va b emlardagixonalar sni bir xil bo‘lsa, b ni ketma-ket
1,2,3,4,5, 6,7, 8, 9 ga ko‘paytirib, bo‘linnantabolinadi, chunki a < 10 b
lll.  Agar a >b bo'lib, a endagixonalar sni b sndagixonalar snidan katta
bo'lsa, a bo‘linuvchini yozib, uning o‘ngofnoniga b bo‘luvchini yozamiz va
oralariga burchak dgisini go‘yib, bo‘linma hamda gldigni ushbu ktma-ketlikda
gidiramiz:
1) b snda rechtaxona bo‘lsa, a enda shuncha katteonalarni yoki, agar zarur
bo'lsa, bittaortiq xonani shunday ajratamizki, ular b dan katta yolgaieng d
sonni hosil gilsin. b ni ktma-ket 1,2,3,4,5,6,7,8,9. ga ko‘paytirib,,dva b
sonlarning q bo‘linmasini tanlab dpamiz. g ni burchakostiga ( b dan pastga)
yozamiz.
2) b ni g ga ko‘paytirib, ko‘paytmani aosining ostiga shunday yozamizki, bq
sonning quyixonasi ajratilgan gdsonning quyixonasiostiga yozilsin.
3) b, ningostiga chizigcha chizamiz va ayirmaonpamiz: k= d; — b q
4) r; ayirmani b g sonning ostiga yozamiz. & ning o‘ng bmoniga a
bo‘linuvchining foydalanilmagarxonalaridan yuqri xonasini yozamiz va chiggan
d, sonni b $n bilan taqgslaymiz.
5) Agar chiggan gson b dan katta yoki ungartg bo‘lsa, u blda dga nisbatan
| yoki Il punktlardagi@k ish tutamiz. gbo‘linmani g dan leyin yozamiz.
6) Agar chiggan gson b dan kichik bo‘lsa, birinchi chiggans sbn b dan katta
yoki unga ¢ng bo‘lishi uchun kyingi xonadan gancha zarur bo‘lsa yana shuncha
yozamiz. Bu blda g dan kyin shuncha ol yozamiz. Keyin d;ga nisbatan | yoki
Il punktlardagidk ish tutamiz. ¢ bo‘linma mllardan lkyin yoziladi. Agar a
sonning kichikxonadan #ydalanganda b , bo‘lsa, d va b snlarning bo‘linmasi
nolga ng bo‘ladi va bu alni bo‘linmaningoxirgi xonasiga yozamiz,adiq r=d;
bo‘ladi.
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Boshga saoq sistmalarida bo‘lishda hisblashlar burchak qilib bo‘lishga
keltiriladi va unda shu sistnadagi birxonali onlarni ko‘paytirish jadvallaridan
foydalaniladi.

Masalan, 10220:12; hisoblansin (uchlik sasg sistmasi).
Demak, 10229: 12 =210,

O‘z-o'zini nazorat qilish uchun sawllar
O'nli sarpq sistmasida snlarni go‘shish érmulasini keltirib chigaring.
O'nli sarpq sistmasida snlarni go‘shish algritmini yozib kering.
Yettilik sanoq sistmasida snlarni qo‘shishni misllar yordamida tushuntiring.
O'nli sarpq sistmasida snlarni ayirish érmulasini leltirib chigaring.
O'nli sarpq sistmasida snlarni ayirish algritmini yozib bering.
Oltilik sanoq sistmasida snlarni ayirishni misllar yorda-mida tushuntiring.
O'nli sarpg sistmasida snlarni ko‘paytirish brmulasini keltirib chigaring.
O'nli sarpq sistmasida snlarni ko‘paytirish algritmini yozib kering.
Sakkizlik sawq sistmasida snlarni ko‘paytirishni misllar yordamida
tushuntiring.
10. O'nlik sarpq sistmasida snlarni bo‘lishni tushuntiring
11. O'nli sampq sistmasida snlarni bo‘lishning umumlashgan burchak qilib
bo‘lish algoritmini yozib bering.
12. Uchlik sarq sistmasida snlarni bo‘lishni misllar yordamida tushuntiring.

©CooNoOOhWNE

11.2.4.NOMANFIY BUTUN S ONLARNING BO‘LINUVCHANLIGI
BO'LINUVCHANLIK
MUN OSABATI VA UNING XOSSALARI
1). Bo'luvchanlik munosabati

Ma’lumki, butun mmanfiy snlarni har @im ham ayirib va bo'lib
bo‘lmaydi. Amno butun mmanfiy a va b enlari ayirmasining mavjudligi
hagidagi masalason yechiladi, ya’ni a>b ni aniglash gtarli. Bo‘lish uchun esa
bunday umumiy shart yo‘q.

Bu bo‘linish abmatlarini garash uchun bo‘linuvchanlik magabati tushunchasini
aniglashtirish krak.

Ta'rif. Butun romanfiy a n va b natural@ berilgan bo‘lsin. Agar a ni b
ga oldigli bo‘lganda @ldig nolga ng bo‘lsa, b sni a nining bo‘luvchisi
deyiladi.

Ta'rifdan kelib chigadiki agar b eni a ning bo‘luvchisi bo‘lsa, shunday
butun mmanfiy ©n g mavjudki, uning uchun a=b-q bo‘ladi.

Masalan, 6 eni 24 nining bo‘luvchisidir, chunki shunday butuemanfiy q=4
son mavjudki, uning uchun 24=6-4 bo‘ladi.

“Berilgan snning bo‘luvchisi” erminini “bo‘luvchi” terminidan ajrata
bilish kerak. Masalan, 25 ni 4 ga bo‘lgandadhisbo‘luvchi ceyiladi, lekin bu ®n
25 ning bo‘luvchisi emas. Agar 25 ni 5 ga bo‘lsbkinda “bo‘luvchi” va “lrilgan
sonning bo‘luvchisi” erminlari bitta narsani anglatadi.
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b soni a nining bo‘luvchisi bo‘lganda aosi b ga karrali yoki a eni bga
bo‘linadi ceyiladi va &b kabi yoziladi.

al\b yozuv bo‘linuvchanlik muesabati yozuvidir, bu yozuv a va brdari
ustida bajariladigan amalni ko‘rsatmaydi, ya'hbac ccb yozib bo‘lmaydi.
Berilgan snning bo‘luvchisi shu endan katta bo‘lmagani uchun uning
bo‘luvchilari to‘plami clekli. Masalan, 24 enining hamma bo‘luvchilarini
garaylik. Ular clkli to‘plamni hosil giladi: {1,2,3,4,6,8,12,24}.

2). Bo‘linuvchanlik munoesabati xossalari.

Bo'linuvchanlik mumsabati gair xossalarga ega:

1-teorema. O soni ixtiyoriy songa bo‘linadi, ya’ni(b[1Zg) ONb
Isboti: hagiqatan ham xtiyoriy bUOZg uchun O=b-0. (0LJZ) bo‘lganligidan
bo'linuvchanlik ta’'rifiga ko‘ra Qb

2-teorema. 0 dan fargli xtiyoriy son nolga bo‘linmaydi, ya'ni (Hal1Zg)
aNd bajariimaydi.

Isboti: Aytaylik, a #0 bo'lsin. Ixtiyoriy bJZy coni uchun0-b=0 bo'‘lganligidan
b ning kech bir giymati uchura=o0-b tenglik bajarilmaydi. @mak, a soni 0 ga
bo'linmaydi.

3-teorema: Ixtiyoriy son 1 ga bo‘linadi, ya'ni(Ua 1 Zg) aM1
Isboti : Ixtiyoriy al0Zgy soni uchuna=1a ga egamiz, bundan esaning 1 ga
bo'linishi kelib chigadi.

4-teorema. Bo'linuvchanlik mumsabati efleksivdir, ya’ni har qganday
naturala son uchuna=a-1 englik o‘rinli. Bu degani, shunday g=1los mavjudki,
uning uchura=a-1, bundan bo‘linuvchanlik mesabati ta'rifiga ko‘raa N a.

Isbot gilingan bu ¢oremadan har ganday butuemanfiy ssnning 1 ga bo‘linishi
kelib chigadi.

5-teorema. Agar aNbvaa>0 bo‘lsa, u lelda a=b bo‘ladi.

Isboti: hagigatan hanmaho bo‘lsa, u llda a=bc, bu yrda clLiZ, Shuning
uchuna-b=bc-b=b(c-1) a>0deganimiz uchunc>0. Z, — butun emanfiy snlar
to‘plamida ktiyoriy son 1 dan kichik bo‘Imagani uchwe 1, cemak,
b(c-1)=0 . Shuning uchua-b=0, bundana=b;

6-teorema. Bo'linuvchanlik mumsabati tranzitivdir, ya’nialo va bi\c dan
alhc kelib chigadi.

Isboti: aNb bo‘lgani uchun shunday butummanfiy k soni mavjudki, uning
uchun a=b-k bo'ladi. bi\¢c bo‘lgani uchun shunday butunomanfiy A soni
mavjudki, uning uchunb=c-A bo‘ladi. Birinchi tnglikda b o‘rnigac:-A ni
go‘yamiz: a=(c-A)-k bo‘ladi, bundana=(c-A)-k=c-(A-k) A-k ko‘paytma ikkita
nomanfiy butun snlar ko‘paytmasidan irat bo‘lgani uchun ko‘paytma ham
nomanfiy butun sn. Shuning uchua soni hamc ga bo'‘linadi, ya’niahc

7-torema: Agar a va b sonlari ¢ ga bo‘linsa, ularning yig‘indisi harm ga
bo‘linadi, ya’ni (Ua,b,c0Z,)(aM CbM) = ((a+b)M)

Isboti: hagigatan ham shund&ywa A sonlari topiladiki, a=ck vab=cA bo‘ladi. U
holda a+b=ck+cA=c(k+A) k+A — romanfiy butun sn bo‘lgani uchun(a+b)M
bo'ladi.
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Bu islotlangan tasdiq qo‘shiluvchilarosi ikkitadan ko'p bo‘lganda ham
o'rinli. Bu teorema islwtidan quyidagi jumlaning isiti ham lkelib chigadi.

Agara>b shartdaa vab sonlari ¢ ga bo'linsaa - bayirma hant ga bo'linadi.
8-teorema. Bo‘linuvchanlik mursabati antisimrtrikdir, ya'ni ahb dagi
turli a vab sonlar uchurbha emasligi klib chigadi.

Bo'linuvchanlik murpsabatlariga oir masalalarini o‘rganish va masalalar
yechish uchun quyidagilarni bilish zarur.

Masalan, agarom 5 ga bo‘linsa, u 5g ko‘rinishga ega bo‘ladi, krda q —
butun mmanfiy on. Agar n 5 ga bo‘linmasa, u ganday ko‘rinishga ega bo4adi
Ma’'lumki, agar en 5 ga butun @ marta bo‘linmasa, udida uni 4 ga qldigli
bo'lish mumkin, bundaggan oldiq 4 dan kichik bo‘lishi krak, ya’'ni 1,2,3 yoki
4 nlari bo'lishi kerak. Unda 5 ga bo‘lgandaolgligda 1 gladigan snlar 5gq -1
ko‘rinishda; 5 ga bo‘lgandaotfiqgda 2 @ladigan snlar 59- 2 ko‘rinishda; 5 ga
bo‘lganda gldiqda 3 gladigan snlar 5g-3 ko‘rinishda; 5 ga bo‘lgandaldigda 4
goladigan snlar 5g-4 ko‘rinishda bo‘ladi. 5q, 59-1, 59-2, 8g5g-4 ko‘rinishdagi
sonlar juft-jufti bilan o‘zab kesishmaydigan, ularning birlashmasi esa butun
nomanfiy snlar to‘plami bilan ustma-ust tushadigan to‘plantiasil giladi.
3).Bo‘linuvchanlik alomatlari
Quyidagicha san tug‘iladi:

O'nli sarmpq sistmasida yozilgan bar x sonini a niga bo‘linuvchanligini
bevosita (bo'‘lish ishlarini bajarmasdan) aniglash mumnki?

Ta'rif:  O'nli samq sistmasida yozilganx sonini biror a soniga
bo'linuvchanligini aniglash @dasi bo‘linuvchanlik amatlari cyiladi. Onli
saroq sistmasida ba’zi bir bo‘linuvchanlik amatlarini garaymiz:

1) 2 ga bo‘linish amati.x soni 2 ga bo‘linishi uchun uning o‘nli yozuvi 0,2,4%6
ragamlaridan biri bilan tugashi zarur wetarlidir.

Isboti: x soni o‘nli sarpq sistmasida yozilgan bo'lsin, ya’ni=n10+n,,-10* +
..+ n-10+ny ...(1), (bundap, n.q, ..., N ,Np lar

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 giymatlarni gabul giladi va©® hamda 1»0,2,4,6,8 giymatlarni
gabul giladi). U bldaxN2 bo‘lishini iskotlaymiz.

10N2 bo‘lgani uchun 1002, 1G N2, ..., 16 N2 va emak, (i-10° +neq- 1070+ .+
n; -10 )N2. Shartga ko‘ratham 2 ga bo‘linadi, shuning uchumi, ya'ni (1) ni
har biri 2 ga bo‘linadigan ikki go‘shiluvchiningg/indisi sifatida garash mumekin.

Demak, yig‘indining bo‘linuvchanligi hagidageséremaga ko‘rax sonning
0'zi ham 2 ga bo‘linadi.

Endi tskarisini istlaymiz: agarx son 2 ga bo‘linsa, uning o‘nli yozuvi
0,2,4,6,8 ragamlaridan biri bilan tugaydi.

(1) tenglikni ng=x- ( n-10° +ny- 167t + ... + n -10) ko'rinishda yozamiz. Udida
ayirmaning bo‘linuvchanligi hagidagédremaga ko‘ra g2, chunkixN2 va (- 10
N 100+ . +n - 10M2. bir xonali sosn 2 ga bo'linishi uchun u 0,2,4,6,8
giymatlarni gabul qilishi &rak. Bu islotdan 2ga bo'linish almatini quyidagicha
ham ta’'riflash mumkin. o‘nli sag sistmasida yozilgan @ning fagat va faqat
oxirgi ragami juft &n bilan tugasa u 2 ga bo‘linadi.
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2) 5 ga bo'linish admati. x soni 5 ga bo'linishi uchun uning o‘nli yozuvi O yoBi
ragami bilan tugashi zarur vetarlidir. Bu abmatning isbti 2 ga bo‘linish
alomatining islatiga o'xshaydi.

3) 4 ga bo'linish admati. x soni 4 ga bo‘linishi uchunx sonining o‘nli yozuvidagi
oxirgi ikkita ragamidan bsil bo‘lgan ikki xonali sonning 4 ga bo‘linishi zarur va
yetarlidir.

Isbot. x soni o'nli sarpq sistmasida yozilgan bo‘lsin, ya'nix=n,-10° +ns-
10 + ... + n-10+n, bunda p, N4, ..., R lar 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 giymatlarni gabul
giladi vaoxirgi ikkita ragam 4 ga bo'linadiganosni tashkil gilsin. U blda xM
bo'lishni iskotlaymiz.

Isbot: 100\ bo‘lgani uchun (10 +n.;- 10K + ... + p -1¢ )M. Shartga
ko‘ra a- 10+g (bu ikki xonali snning yozuvidir) ham 4 ga bo'linadi. Shuning
uchunx ni har biri 4 ga bo‘linadigan ikki go‘shiluvchingnyig‘indisi deb garash
mumkin. Demak, yig‘indining bo‘linuvchanligi hagidagi ebremaga ko‘ra x
sonining o‘zi ham 4 ga bo‘linadi.

Teskarisini islt gilamiz, ya'ni agarx soni 4 ga bo‘linsa, uning o‘nli
yozuvidagi oxirgi ikkita ragamdan &sil bo‘lgan ikki xonali ©n ham 4 ga
bo‘linadi.

(1) tenglikni quyidagicha yozamiz: ;LO+n=x-(N104+n1- 107 +...+n,-10); xM
va (10 +ney- 16 + ... + n -1G)M bo‘lgani uchun ayirmaning bo‘linuvchanligi
hagidagi ¢oremaga ko‘ra (p10+)M. Amno n;-10+ry yozuvx Sonining oxirgi
ikkita ragamidan sil bo‘lgan ikkixonali sonning yozuvidir.

4) 3 va 9 ga bo'linish amati. Oldin 9 ga bo'linish admatini garaymizx soni 9 ga
bo‘linishi uchun uning o‘nli yozuvidagi ragamlarigyindisi 9 ga bo‘linishi zarur
va yetarlidir.

Isbot. Avval 10~ 1 ko'rinishdagi snlar 9 ga bo‘linishini isbtlaymiz.
Hagigatan , 10— 1= (9-18" +101)-1=(9-16™* +9- 1672 +109)-1=(9- 16+ +9.1¢
+ .. +10)-1=9-18' + 9.16 .. +9. hsil bo‘lgan vyigindining har bir
qgo‘shiluvchisi 9 ga bo‘linadi, émak, 16-1 ssni ham 9 ga bo'linadi.

x soni o'nli sarpq sistmasida yozilgan bo'lsin, ya'ni=n10+n.,-16"+ + ... + n
10+ ny, bunda p, ne4, ...., N, nplar0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 giymatlarni gabul giladi
va (nc+ne; + ...+ )N,

U holdaxN bo‘lishini istotlaymiz. ne-10° +ni- 16 + ... + iy yigiindiga n+np.;
+ ... + np ifodani qo‘shib va ayirib, natijani bunday ko‘rinishdezamiz:
X=(Ne 100 ) +...+(1y: 10-n)+(No—p) +(MHNy g+ ... +1y+Ng)=
=n-(10-1)+n.1(10°=1)+...+n(10*=1)+...+n(10-1)+(R+n +..+ +)

Oxirgi yig‘indida har bir qo‘shiluvchi 9 ga bo'linad

ne (10— 1)N9 , chunki (160—1)n9

Nt (10T =1 N9, chunki (10°*-1)n9

n; (10 — 1)N9, chunki (10-1)9.

Shartga ko‘ra (p+n.; + ... + i )N9. Demak, xN9. 3 ga bo‘linish almatini
garaymizx soni 3 ga bo'linishi uchun uning o‘nli yozuvidagi raplar yig‘indisi 3
ga bo'linishi zarur va starlidir.

Bu abmatning islti 9 ga bo‘linish abmatining islotiga o'xshashdir.
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Boshga pzitsion samq sistmalarida bo‘linuvchanlik amatlarini garaymiz.
Aytaylik, P sawnq sistmasining assi bo‘lsin.
Agar P : a bo'lsa, udida P, P, ... , P ko'rinishdagi barchamlar a ga bo‘linadi.
Shuningeék X,P® + X, ,P** + ... +XP ko'rinishdagi yig‘indi ham a ga bo'linadi.

Ta'rif: Agar P a sniga bo‘linsa va X P asli sarnq sistmasida

X=XP? + X, PPt + L+ X

ko‘rinishda bo‘lsa, u blda X sni a ga fagat va fagaX, soni a ga bo‘linsa
bo'linadi.

Masalan, o‘n ikkili sanq sistmasidagi sn fagat va fagat uningxirgi
ragami 0,3,6 va 9 bilan tugasa 3 ga bo‘linadi.
Umumiy lolda P-1 ga bo‘linuvchanlik amatini yozamiz.
X= X P + X P+ .. + Xy P+ X, soni berilgan bo‘lsin, shu enni P-1 ga
bo‘linuvchanlik abmatini yozamiz
Algebradan bizga tubandagirfnula ma’lum.

PP —1=(P-1)(P*+P? + ... + 1)
Bu formuladan n ningxitiyoriy giymatida P-1 ni P-1 ga bo'linishi #ib chigadi.
X sonini quyidagicha yozish mumekin.
X=[X(P = 1) + ... #X3(P-1)] + KietXier + ... +X,)
Birinchi gqo‘shiluvchi P-1 ga bo‘linadi. Bundan egayidagi @ida kelib chigadi.X
soni P-1 sniga fagat va fagat uning ragamlarining yig‘indisil snga bo‘linsa
bo'linadi.
Masalan: 6723 soni 9 ga bo‘linadi, chunki uning ragamlarini vyig‘irsi
6+7+2+3=18; 18 esa 9 ga bo'linadi
O‘z-0zini nazorat qgilish uchun sawllar

1.Qacln b ni a $nining bo‘luvchisi ayiladi?
2.Bo'linuvchanlik mumsabati nima?
3.«Berilgan ssnning bo‘luvchisi» va «bo‘luvchixetminlarining farqgi nimada?
4.Bo‘linuvchanlik mumsabatlariningcossalarini ayting.
5.2 ga va 3 ga bo'linish @natlarini aytib, isbtlab kering.
6.4 ga va 9 ga bo'linish @hnatlarini aytib , isbtlab lering.
7.0'nli sarpq sistmasidan bshqga pzitsion sistmalarida bo‘linish almatlarini
aytib bkering.

KARRALI VA BO'LUVCHILAR

1). Sonlarning eng kichik umumiy karralisi.

Agar a sni b soniga bo‘linsa, a @i b ga karrali dyiladi. O soni barcha
sonlarga bo‘lingani uchuro soni barcha snlarga karrali. Biz b @niga karrali
deganda b eniga natural karralini tushurog‘imiz kerak, ya'ni b , 2b, ... , nb;
bularning eng kichigi b hilanadi.

Bo'linuvchanlik murpsabati xossalarini karralilik xossalari kabi ibdalash ham
mumekin.

Masalan, a eni b sniga karrali, b sni esa s ga karrali bo‘lsa, ars s ga
karrali bo‘ladi. a va b @énlarini olaylik. Agar m sni a snini ham, b snini ham
karralisi bo‘lsa, u blda m sni bu nlarning umumiy karralisi €yiladi.
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a va b snlarining umumiy karralisi ularning ko‘paytmasi alsoblanadi, chunki u
a ga ham, b ga ham bo‘linadi.

a va b snlarining umumiy karralisi bo‘lganoslar to‘plami, a va b @anlariga
karrali onlar to‘plamining ksishmasidan iirat bo‘ladi.

Masalan: 3 ga karraloslar to‘plami A, 4 ga karraliglar to‘plami B bo‘lsin.
A={3, 6,9, 12, 15, 18, 21,24,27,30,33,36,}

B={4,8,12,16,20,24,28,32,36}

A va B to‘plamlarning ksishmasi

Al B={12,24,36, ....}

Bu to‘plamning barchaoslari 3 va 4 ga karrali.

Bu sonlarning ichida eng kichigi 12asi.

Ta'rif. a va b snlariga umumiy karrali bo‘lganogslarni ichida eng kichigiga ,
bu nlarning eng kichik umumiy karralisiegliladi va u K(a,b) bilan &gilanadi.
Masalan, K(3,4)= 12,

Umumiy karralilik xossalari:

1-teorema. Ixtiyoriy ikkita a va b snlarning umumiy karralisi, uoslarning
eng kichik umumiy karralisiga bo‘linadi.

Isboti. Aytaylik K(a,b)=n bo‘lsin m eni esa a va baglarining umumiy
karralisi bo‘lsin. Biz m:n ekanini ko‘rsatishimizekak. m sni n ga bo‘linsin va
biror r goldiq golsin, ya’ni m=n-q+r; r=o0 ekanini ko‘rsatamiz.

m ham, n ham aosiga bo‘lingani uchun r=m-kq ham ersga bo‘linadi.
Shuningdk, m ham n ham bosiga bo‘lingani uchun r ham b ga bo‘linadi.
Demak, r ham a ga ham b ga bo‘linadi. Agaroaldan fargli bo‘lsa, u a va b
sonlarining umumiy karralisi bo‘lishi &ak va u n dan kichik bo‘lmasligickak,
ya'ni r< n (n esa a va boslarining eng kichik umumiy karralisi). Buning esa
bo'lishi mumkin emas, chunkiotdig bo‘luvchidan katta.

Demak, oldiq r noldan fargli emas, ya'ni re

Demak, m=ngq, ya'’ni mn ga bo‘linadi.

2-teorema. Agar K(a,b)=n bo’lsa, udida ixtiyoriy natural s sni uchun K(as,
bs)=ns ¢nglik o‘rinli.

Endi bo‘luvchi ustida tottalamiz. “a snini b niga karrali” mumsabatiga “b
soni a snining bo‘luvchisi” mumsabati ¢skari. Boshgacha aytganda lwrs a
sonining bo‘luvchisi bo'lishi uchun fagat va fagatsani b oniga karrali bo‘lishi
kerak.

Agar b sni a 9nining bo‘luvchisi bo‘lsa, b\a ko‘rinishida yoziladMasalan,
4|16 yozuvi 16\ 4 ni bildiradi.

Bo'linuvchilik munosabatining har birxossasiga bo‘luvchilik mussabati nos
keladi.

Masalan, bo‘linuvchilik muosabatida tranzitivlik xossa tubandagicha
ifodalanadi: agar a b ning bo‘luvchisi, b esa s niagulechisi bo‘lsa, u blda a, s
ning bo‘luvchisi bo‘ladi. Har bir e o‘zining bo‘luvchisi, 1 esaxtiyoriy sonning
bo‘luvchisidir.

2). Sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi

1-ta'rif. Agar a va b enlari s ga bo‘linsa, sofi bu nlarning umumiy

bo‘luvchisi ceyiladi. a va b enlarining umumiy bo‘luvchilarini dpish uchun a
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soni bo‘luvchilari to‘plami bilan b sni bo‘luvchilari to‘plami kesishmasini dpish
kerak.
Masalan, 16 va 2&aslarining umumiy bo‘luvchilarinidping.
A va B to‘plamlar nas ravishda 16 va 28oslarining umumiy bo‘luvchilarini
ifodalasin. U blda
A={1,2,3,4,8,16}, B={1,2,4,7,14,28}

Al B={1,2,4}, Demak, 16 va 28 a@nlarining umumiy bo‘luvchilari 1,2,4
sonlari ekan. Aytaylik, a naturabs b ga bo‘linsin. Amm a snining bo‘luvchilar
soni a danoshmaydi, shu sababli bo‘luvchilasra chekli bo‘ladi. Shunga assan a
va b snlarining umumiy bo‘luvchilar eni chekli va chekli to‘plam tashkil etadi.

2-ta’rif. a va b snlarining umumiy bo‘luvchilari ichida eng kattasjgava b
sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi egiladi va D(a,b) ko‘rinishda
belgilanadi. Yu@ridagi misslda D(16,28) =4 gahg.

3-ta'rif. Agar a va b enlari 1 dan bshga umumiy bo‘luvchilarga ega
bo‘lmasa, ular o‘zartub ckyiladi. Masala: 13 va 15oslari uchun D(13, 15)=1.

3). Eng kichik umumiy karrali va eng katta umumiy
bo‘luvchining xossalari
1-xossa.Agar ¢ sni a va b snlarining umumiy bo‘luvchisi bo‘lsa (ya'ni

a=a;c; b=Db,c), u holda Az%b - on a vab sonlarining umumiy karralisi bo‘ladi.

Isbot: Shartga ko‘raa=a;c; b=b;c bo‘lganda A=a;b A=bja ekanligini
ko‘rsatamiz.
=2 gany= &0
o C

chigadi.

Ikkinchi tomondan, A=a;(b;c)=a;b: bundan esa soni a vab sonlarining
umumiy karralisi ekan.

Misol: 6 sni 12 va 18 enlarining umumiy bo‘luvchisi ya’ni, 12=6-2;
18=6-3.

=abc=Db(ac)=hba; bundani ni a ga bolinishi klib

Bundan )\=%3=36 soni 12 va 18 enlarining eng kichik umumiy karralisi

bo'ladi.
2-xossa.Agard soni a vab sonlarining eng kichik umumiy karralisi bo‘lsa

(ya'ni d=K(a,b) bo‘lsa) , u blda )\:%b soni a va b sonlarining eng katta

umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi.

Bu xossa to‘g'riligini ko‘rsatishoson (buni ko‘rsatishni talabalarga mustagqil
topshiramiz).
Bu xossadan quyidagi natijalaelib chigadi.

1-natija. lkkita a vab sonlarining eng kichik umumiy karralisini, uning eng
katta umumiy bo‘luvchisiga ko‘paytmasi shentarning ko‘paytmasigang.

D(a,b) - K(a,b) ="’(‘j—bd = ab
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Xususiy hlda, agaiD(a,b)=1 bo‘lsa, u bldaK(a,b)=a -bga tng.

2-natija: O‘zaro tub ikkita natural esnning eng kichik umumiy karralisi shu
sonlarning ko‘paytmasigang.

3-xossa. a va b natural snlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi shu
sonlarning ktiyoriy umumiy bo‘luvchilariga bo‘linadi.

4-xossa. Agar a va b natural snlar ko‘paytmasi a-b m natural sniga
bo‘linsa hamda ma#i a soni bilan o‘zao tub bo‘lsab soni ham m ga bo‘linadi.

5-xossa.Agara natural sni o‘zaro tub bo‘lganb vac sonlarining har biriga
bo'linsa, u lldaa soni ularningb-cko‘paytmasiga ham bo'linadi.
Bu xossadan naturabaning murakkabanlarga bo‘linish aimatlari kelib chigadi.
Masalan, naturat soni 12 ga bo‘linishi uchun u 4 va ®dariga bo'linishi zarur
va yetarli.

4). Tub pnlar va ularning xossalari

Har bir ©n a kamida ikkita bo‘luvchiga ega sonining o‘ziva 1 ;

1-ta'rif. Ikkita bo‘luvchiga ega bo‘lgan va birdan katenkrga tub snlar
deyiladi, boshgacha aytganda, o‘ziga va 1 ga bo‘linadiganlasga tub enlar
deyiladi.

Masalan, 7 tuba, uning bo‘luvchilari 7 va 1, 1%si tub ©n emas, chunki
u 15 va 1 bo‘luvchilaridandshga 3 va 5 bo‘luvchilarga ega.

2-ta’rif. Ikkitadanortiq harxil bo‘luvchilarga ega bo‘lganaslar murakkab
sonlar ckyiladi.
1 soni 1 ta bo‘luvchiga, ya'ni o‘ziga, Oosi esa chksiz ko'p bo‘luvchilarga ega.
Shu sababli 1 va Ooslari tub snlarga ham murakkaboslar sstaviga ham
kiritilmaydi.
Shunday qilib, amanfiy butun snlar to‘plami % 4 ta sinfga ajratiladi:
1) birinchi sinf fagat 0 eni (cheksiz ko‘p bo‘luvchilarga ega)
2) ikkinchi sinf fagat 1 eni (fagat bitta bo‘luvchiga ega)
3) tub snlar sinfi (ikkita bo‘luvchiga ega)
4) murakkkab snlar sinfi(0O dan farqli ikkitadaortiq
bo‘luvchilarga ega)

Tub snlar quyidagixossalarga ega:
1) agar r tub@ni 1 dan fargli bior n natural sniga bo‘linsa, u n @i bilan ustma-
ust tushmasa, u uchinchi bo‘luvchiga ega bo‘ladinyl, r va n. U hlda r tub sn
emas.
2) agar r va g lar hail tub sonlar bo‘lsa, u blda r ®nigga bo‘linmaydi.
3) agar a naturalosi r tub ®nga bo‘linmasa, udida a va r enlari o‘zao tub
sonlar.
4) agar ikkita a va b naturabrdar ko‘paytmasi r tub @ga bo‘linsa, u 6lda
ulardan bittasi shu tulmsga bo'linadi.
5) agar naturals 1 dan katta bo‘lsa, agalli bitta tub bo‘luvchiega bo‘ladi.

6) Murakkab a enining eng kichik tub bo‘luvchisi/a danoshmaydi.

O‘z-0'zini nazorat qilish uchun sawllar
1. Karrali deganda nimani tushunasiz?
2. Eng kichik umumiy karraliga ta'rif d¥ing.
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3. Sonlarning umumiy bo‘luvchisini tushuntiring va engatia umumiy
bo‘luvchiga ta'rif kering.

4. Eng kichik umumiy karrali va eng katta umumiy betinining xossalarini
aytib bering.

5. Tub va murakkabanlar ccb ganday enlarga aytiladi?

[1.2.6. SONLARNI TUB KO'PAYTUVCHILARGA AJRATISH [YOYISH]
USULI BILAN ULARNING ENG KATTA UMUMIY BO‘LUVCHISI
VA ENG KICHIK UMUMIY KARRALISINIT  OPISH

1). Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajratish [yoyish] usul i bilan ularning eng
katta umumiy bo‘luvchisi va eng kichik umumiy karralisini topish

Sonni tub ®nlar ko‘paytmasi ko‘rinishida d¢dalash bu enni tub
ko‘paytuvchilarga ajratish (yoyishxgiladi. Masalan, 86=2-43 yozuv 86rs 2, 43
tub ko‘paytuvchilarga ajratilganini bildiradi.

Umuman, har ganday murakkalmnai tub ko‘paytuvchilarga ajratish
mumkin. U ganday usulda ajratiisa ham kit yoyilma hosil bo‘ladi.(agar
ko‘paytuvchilar tartibi hisbga olinmasa.). Shuning uchun 86orsni 2:43
ko‘paytma yoki 43-2 ko'paytma ko‘rinishida yozish 6 8 onini  tub
ko‘paytuvchilarga ajratishning bikil yoyilmasidir. 436 snining yoyilmasini
garaymiz.

436 2

218 2
109109
1

Bir xil ko‘paytuvchilarni ko‘paytmasining darajasi qiliyozish gabul
gilingan. 436= 2-109 snining bunday yozilishi uning kanik ko'rinishi deyiladi.
Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajratish ularning ekagtta umumiy bo‘luvchisini
va eng kichik umumiy karralisinopishda ishlatiladi.

Masalan, 1800 va 244omlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi va eng
kichik umumiy karralisini épaylik. Bu snlarning har birini kaanik ko‘rinishda
yozamiz.
1800=2-2:2-3-3.5.55%.5° 244=2.2.61=261

900 122
450 61
225 1
75
25
5
1
1800 va 244 enlarining eng katta umumiy bo‘luvchisining tub kayguvchilarga
yoyilmasiga lkrilgan snlar yoyilmasidagi barcha umumiy tub ko‘paytuvchila
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kirishi va bu tub ko‘paytuvchilarning har biretilgan nlarning yoyilmalaridagi
eng kichik ko‘rsatkichi bilanolinishi kerak. Shuning uchun 1800 va 244
sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisining yoyilniga 2 kiradi. Demak,
D(1800,244)=2=4 1800 va 244 mlarining eng kichik umumiy karralisining tub
ko‘paytuvchilarga yoyilmasigaebilgan snlar yoyilmasining bhch bo‘lmaganda
bittasida bo‘lgan hamma tub ko‘paytuvchilar &m va bu tub
ko‘paytuvchilarning har biri shu yoyilmalardagi ekgtta darajasi bilamlinishi
kerak. Shuning uchun 1800 va 24dnfarning eng kichik umumiy karralisining
yoyilmasiga 3, ¥, 5°, 61 ko'paytuvchilar kiradi. Emak, K(1800, 244)=2°3 .
5%.61= 109800

Umuman, krilgan ssnlarning eng kichik umumiy karralisinepish uchun:
1) berilgan har bir snni karonik ko‘rinishda yozamiz; 2) drilgan snlar
yoyilmasidagi hamma tub ko‘paytuvchilar ko‘paytnmadiosil gilamiz, bunda har
bir ko‘paytuvchini kerilgan ssnlar yoyilmasiga kirgan eng katta ko‘rsatkichi bila
olamiz; 3) bu ko‘paytmaning giymatinopamiz — u brilgan ssnlarning eng kichik
umumiy karralisi bo‘ladi. Bir achta mis| garaymiz:

1-misol. 60, 252, 264 &nlarining eng katta umumiy bo‘luvchisini va eng
kichik umumiy karralisini épamiz.

Har bir onni karonik ko‘rinishda yozamiz:
60=2 - 3. 5, 25223 . 7, 264=2. 3 - 11.

Berilgan snlarning eng katta umumiy bo‘luvchisinegish uchun brilgan
yoyilmalardagi umumiy tub ko‘paytuvchilar ko‘paytsiai hosil gilamiz, bunda
har bir ko‘paytuvchini brilgan snlarning yoyilmasiga kirgan eng kichik
ko'rsatikichi bilanolamiz. D(60,252,264)=%2- 3=12
Berilgan snlarning eng kichik umumiy karralisiniopish uchun brilgan
sonlarning yoyilmasidagi hamma ko‘paytuvchilar ko‘panasi-ni hsil gilamiz,
bunda har bir ko‘paytuvchini dolgan snlar yoyilmasiga kirgan eng katta
ko'‘rsatkichi bilanolamiz: K(60,252, 264)=%2 3. 5. 7- 11= 27720
2-misol. 48 va 245 enlarining eng katta umumiy bo‘luvchisini va eng lkic
umumiy?karralisini<bpamiz. Har bir snni karonik ko'rinishda yozamiz. 48="23;
245=5.7.

Berilgan snlar yoyilmasida umumiy ko‘paytuvchilar bo‘lmaganchun
D(48, 245)=1. K(48,245)=48-245=10760
2). Eratosfen g‘alviri

Matematiklar bmonidan tub snlarni ifodabvchi bir gancha jadvallar
tuzilgan. Bu jadvallardanof/dalanilsa, har bir gning tub yoki murakkabligini
tekshirib o‘tirish shart emas. Eramizdaldingi Ill asrda Akksandriyada yashagan
grek maematigi va aswsnomi Erabsfen, tub snlarni aniglashningddiy usulini,
ya'ni ma’lum cpidaga ko‘ra snlarni o‘chirishga asslangan usulini yaratdi.

Bu nmetodni go‘llaganda o‘chirilgan anlar o‘rni bo‘sh @ladi, boshgacha
aytganda murakkaboslar tushib, tub enlar oladi, shu sababli bu ¢odni
Erabsfen galviri ceb ataganlar. Bu atodning nohiyati quyidagicha. Dastlab 2
dan n gacha barcha naturahkr yoziladi. Shundanelin 2 soni goldirilib, 2 ga
karrali ssnlar o‘chiriladi.

Masalan: n = 30ab olsak, quyidagi jadval dsil bo‘ladi:
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2,3,5,7,11, 13, 15,17, 19, 21, 23,2AK,29.

Jadvaldan 2 anidan lwshga 2 ga bo‘linadiganoslar o‘chirilgan, bundan esa
golgan snlarni eng kichik tub bo‘luvchisi 2 dan katta ekgnko‘rinadi.
Jadvalda 2 danelgin o‘chirilmagan sn 3. 3 snini o‘zini goldirib, jadvaldan 3 ga
bo‘linuvchi sonlarni o‘chiramiz.

2,3,5,7,10, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 29.
(ba’zi bir onlar ikki martadan chizildi)
2 va 3 dan bshga glgan snlar 2 ga ham 3 ga ham bo‘linmaydi.
Kelgusi bosgichda 5 enini goldirib 5 ga karrali snlarni o‘chiramiz. U blda
jadval quyidagi ko‘rinishgadtadi.

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 27, 29.
Uch marta chizilgandanelin golgan snlar 2,3 va 5 ga bo‘linmaydi. Tulwislar
quyidagilar:
2,3,5,7,11, 13, 17,23, 29;

Erabsfen netodi berilgan n natural enidan oshmaydigan tub omlarni
topishga imlon beradi. Amno u bu tub snlar ni cheklimi yoki cheksizmi cegan
sawlga jawb beraolmaydi. Bu sawlga eramizdamldin Il asrda Akksandriyada
yashagan gk maematigi Evklid javob berdi. U tub snlar to‘plami cleksizdir
degan tasdigni istitladi va uEvklidning tub snlar hagidagidoremasi romi bilan
yuritiladi. Bu torema isktini ko‘raylik.

Teorema. Tub nlar to‘plami clkeksiz.

Isbot. Teorema islotini teskarisidan bshlaymiz. Faraz qgilaylik tuboslar
to‘plami crekli, u ry, 1o, ..... , b sonlardan ilrat bo‘lsin. Bu snlar ko‘paytmasini
hosil gilib unga 1 snini gqo‘shaylik, ya’ni a= ¢, ..., +1:

Bu son yo murakkab, yoki tubos bo‘lishi mumkin. Bu sn tub $n emas, chunki u
r, 2, ..., b Snlardan katta, biz esa shentardan loshga tub en yo‘q ceb faraz
gilganmiz. Ikkinchi dbmondan, a eni murakkab sn bo‘lsa, u kamida bitta tub
ko‘paytuvchiga ega bo‘lishidak va bu tub ko‘paytuvchirr,, ...., § lardan bittasi
bo'lishi kerak. a sni esa bu enlardan bittasiga ham bo‘linmaydi (bo‘linganda ham
1 opldigga ega). Bu esa bizning farazimizga garamakjai@emak tub snlar
to‘plami cheksiz.

3). Natural sonlar arifm etikasining asosiy teoremasi

Bizga ma’lumki maktabda o‘quvchilar naturalinéarni tub ko‘paytuvchilarga
ajrataoladilar.
Masalan, 124=2-2-31, 210=2-3- 5-7. Anmaktab matmatika kursidaxtiyoriy
murakkab sn uchun tub ko‘paytuvchilarga ajratish mavjudmiajeatish usuli bir
xilmi, degan sawlga jawb berilmagan. Bu sasga natural snlar arifetikasining
asiy teoremasi @b ataluvchi quyidagiebrema jawb beradi.

Teorema. Ixtiyoriy murakkab snni yagna usulda tubahlar ko‘paytmasi
shaklida ibdalash mumkin.

Isbot. Teorema isloti ikki gismdan ilrat:

1) ixtiyoriy natural n uchun tub enlar ko‘paytmasi mavjudmi?

2) ko‘paytma mavjud bo‘lsa, u yagami?

Birinchi gismini iskot gilamiz. Faraz gilamiz tub ko‘paytuvchilarga &mnaydigan
murakkab sn mavjud. U blda shunday enlar to‘plami A da eng kichik aosi
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bor. A to‘plamdagi hammaomlar murakkab bo‘lgani uchun, arsni ikkita g va
& sonlar ko‘paytmasi shaklida yozish mumkin.\a a larni har biri a dan kichik.

& <a; a<a,; avaa sonlari a dan kichik bo‘lgani uchun ular A to‘plamga
tegishli emas. Shuning uchun ular tuinkr yoki ular tub snlar ko‘paytmasiga
ajraladigan enlar.

Agar a=r...r,, va a=q;...¢4 bo‘lsa, (bu yrda ,...., 1, va q, ... ¢, lar tub
sonlar). Ulvlda a=a-a=r; ... q1...0m
a snini tub ko‘paytuvchilarga ajratiimaydi edan farazimizga zid. &nak,
murakkab snni tub snlar ko‘paytmasi shaklidadtialash mavjud.

Endi toremaning ikkinchi gismini isbtlaymiz.

Murakkab snni tub snlar ko‘paytmasi shaklidadtlalash mumkin va u bir
giymatli aniglanganligini ko‘rsatamiz.

Boshgacha aytganda, murakkainsi ikki xil tub ko‘paytuvchilarga ajratish bir-
biridan ko‘paytuvchilarning o‘rinlarini  almashinuvibilan farg qilishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, ikkixil tub ko‘paytuvchilarga ajratilgan naturalrdar mavjud.
Bu sonlar to‘plamini A bilan lklgilaymiz. Farazga ko‘ra A to‘plam bo‘sh to‘plam
emas, unda eng kichik arsmavjud. Shartga ko‘ra quyidagi tub ko‘paytuvcigia
egamiz.

a=n..m  a=¢...0s

U holda ooy = Q1..0On ceeeens (1)
(1) tenglikni o‘ng tomoni tub g soniga bo'linadi, u blda chap émoni ham q
soniga bo‘linadi, ya’ni chapomondagi ko‘paytuvchilardan biri bo‘linadi.
Agar ;. q; ga bo'linadi @sak, u blda r, =g, bo‘ladi. (1) tnglikni ikkala omonini
r, ga gisqartiramiz.

U holda c= k..., = (> ... ¢, tenglikka ega bo‘lamiz. buegyda c=a:r; ri>1
bo‘lsa, u lrlda c<a bo'‘ladi.

Farazimizga ko‘ra a eng kichilos va ikki xil tub ko‘paytuvchilarga ega.
Demak, c bitta tub ko‘paytuvchilarga ega bo'lib, g=r,=0;...¢, tub
ko‘paytuvchilar ajratmasi bir- biridan ko‘paytuvddm tartibi bilan farq giladi. Bu
esa tub ko‘paytuvchilarga ajratish turlichagdn farazimizga zid.

Demak, tub ko‘paytuvchilarga ajratish yagadir.

Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajratishdagi yoyilmadab snlar tub
sonlarni o'sish tartibidagylashtiriladi.
2520=2.3.5.7

a=P"... P yoyilmaga 2 dan dshlab B gacha barcha tulmslar kiradi.

Agar yoyilma o‘rtasida tubaglar tushib glsa, umumiylikni buzmasdan, ularni O
ko‘rsatkichli gilib yoziladi.
Masalan: 726=2 - 3- 1£ 2. 3. 8. .17
4). EvkKlid algoeritmi

Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajratish usuli bilanaming eng katta
umumiy bo‘luvchisini bpish ba’zan gat qiyinchiliklarga olib keladi. Masalan
6815 snini tub ko‘paytuvchilarga ajratishda birinchi bavchi 5 ni bpib, 1363
sonini hosil gilamiz, bu snning eng kichik bo‘luvchisi 29 gang. Amno 29 ni
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topish uchun 13630%ining 2 ga, 3ga, 5ga, 7 ga, 11 ga, 13 ga, 119ga, 23 ga,
29 ga bo'linish-bo‘linmasligini dkshirishimiz lerak, bunda 13630 fagat 29

gagina butun ¢ marta bo‘linadi. Brilgan snlarning eng katta umumiy
bo‘luvchisini giyinchiliklarsiz dpish usuli mavjud.

Buning uchun ikki sn umumiy bo‘luvchisining bitta muhinxossasini
eslaymiz. Masalan, 525 va 23bn#arini olamiz va 525 ni 231 ga otfdigli
bo‘lamiz: 525=231-2+63.

525 va 231 enlarining umumiy bo‘luvchilari to‘plamini Argali, 231 va 63
sonlarining umumiy bo‘luvchilari to‘plamini Borqali belgilaymiz va A=B ni
isbotlaymiz, boshgacha aytganda 525 va 23anlarining itiyoriy umumiy
bo‘luvchisi 231 va 63 @nlarining umumiy bo‘luvchisi ekanligini isllaymiz.
Hagigatan, agar 525:d va 231.d bo'lsa, ayirmanindinuvchanligi hagidagi
teoremaga ko‘ra 63:d nidsil gilamiz. Agar 525=231-2+638rglikni 63=525-231 -
2 ko'rinishida yozsak, bunggson ishonch tosil gilish mumkin. Shunday qilib, 525
va 231 snlarining itiyoriy umumiy bo‘luvchisi 231 va 63oslarining umumiy
bo‘luvchisi bo‘ladi, ya'ni AB Aksincha, agar 231 va 63rdarining umumiy
bo‘luvchisi, ya'ni 231:t va 63:t bo'lsa, yig‘inding bo‘linuvchanligi hagidagi
teoremaga ko‘ra 525:t bo‘ladi. &nak, 231 va 63 a@larining ktiyoriy umumiy
bo‘luvchisi 525 va 231 alarining ham umumiy bo‘luvchisi bo‘lar ekan, ya'ni
BUA.

Teng to'plamlar ta'rifiga ko‘ra A=B. Amma agar lrilgan snlar juftining
umumiy bo‘luvchilari to‘plami bir xil bo‘lsa, ularning eng katta umumiy
bo‘luvchisi ham ¢éng bo'ladi, ya'ni
D (525, 231)= D (231, 63).

Umuman, agar a va b — naturahk&r hamda a=bqg+r bo‘lsa, D(a,b)= D(b, r)
bo‘ladi, bunda r<b .

Bu teoremaning isbti yugorida keltirilgan xususiy llning istoti kabidir.

Bu xossaning muhimligi nimada? Bwssa a va bamlarining eng katta umumiy
bo‘luvchisini opishda bu enlarni kichik snlarga almashtirishga ik yaratadi,
bu esa hisblashlarniosonlashtiradi. Bunday almashtirishni bieaha or bajarish
mumkin. Masalan, 525 ni 231 galdiqli bo‘lib, goldigda 63 ni sil gilamiz.
Demak, D (525, 231)= D(231, 63). 231 ni 63 gddegli bo‘lamiz: 231=63-3+42,
ya'ni D(231, 63)=D (63, 42).

63 ni 42 ga qldigli bo‘lamiz: 63=42-1+21. Bmak, D(63,42)=D(42,21). 42
ni 21 ga @ldigli bo‘lganda @ldigda 0 hsil gilamiz, ya’'ni D(42, 21)=D (21,0) . 21
bilan 0 ning eng katta umumiy bo‘luvchisi 21 gad. Demak, 21 sni 525 va 231
sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi, afli D(525, 231)=D(231,
63)=D(63,42)=(42, 21)=D(21, 0)=21.

Biz bajargan hisblashlar ko‘pincha bunday yoziladi:
525=231-2+63

231 =63 - 3+42
63=42-1+21
42=21-2+0

D(525,231)=21.
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Eng katta umumiy bo‘luvchiniopishning ko‘rilgan usuli gldigli bo‘lishga

asslangan. Bu wusulni  birinchi marta gadimgi elgr maematigi  Evklid
(eramizgacha Il asr) yaratgan va shuning uchugvkiid algoritmi nomi bilan
yuritiladi. Evklid algoritmini umumiy ko‘rinishda bunday édalash mumkin:
a va b — naturaloslar hamda a > b bo‘lsin. ars b niga oldigli bo‘linadi,
keyin b sni golgan opldigga oldigli bo‘linadi, so‘ngra birinchi gldiq ikkinchi
goldigga opldigli bo‘linadi va hokazo, u holda oxirgi holdan fargli gpldig a va b
sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi.

O‘z-0'zini naarat qilish uchun sawllar

1. Sonlarni tub ko‘paytuvchilarga ajratish yo'li bilanng katta umumiy
bo'luvchisi va eng kichik umumiy karralisiniopishni misllar yordamida
tushuntirib fering.

Tub snlarni aniglashdagi Erasfen g‘alviri metodini tushuntiring.

Natural snlar arifnetikasining assiy teoremasini ilbdalang va isbtlab kering.
Sonlarni eng katta umumiy bo‘luvchisiniopishni, Evklid algoritmini
tushuntirib fering.

hown
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