
ӚЗБЕКСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ ЖОҚАРЫ ҲӘМ ОРТА 

АРНАЎЛЫ БИЛИМЛЕНДИРИЎ МИНИСТРЛИГИ 

 

БЕРДАҚ АТЫНДАҒЫ ҚАРАҚАЛПАҚ МӘМЛЕКЕТЛИК 

УНИВЕРСИТЕТИ 

 

Магистратура бӛлими 
 

 

Қол жазба ҳуқықында 
                                 

 

                                                                                                                                                               

Баймурзаева Айнур Абдибековна 

 

«Динамикалық системалардың орнықлылығын Ляпуновтың екинши усылы менен 

изертлеỹ» 
 

 

 

Қәнигелик:  5A 480103- «Әмелий математика ҳəм информациялық 

технологиялар»  

 
Әмелий математика ҳəм информациялық технологиялар қəнигелиги 

бойынша магистр дəрежесин алыў ушын  жазылған 

 

 

Д И С С Е Р Т А Ц И Я 

 
 

  

 

         

      

 

      

Илимий басшы:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

доц.Р.Мустафаева     .     
 

                                              

     

Нӛкис-2012 



 2 

М А З М У Н Ы 

КИРИСИЎ…………………………………………………………………. 3 
 

I БАП. Сызықлы дифференциаллық системалардың 

шешимлериниң баҳаларын оптимизациялаў. 

1.1-§. Ляпуновтың квадратлық функциялары жəрдеминде сызықлы 

дифференциаллық системалардың басланғыш өзгериўлер областын 

баҳалаўды оптимизациялаў………………………………………………10 

1.2-§. Сапалы интеграллық  критериясын оптимизациялаỹ…………….29 

 

II БАП. Сызықлы дифференциаллық системаларында болып ӛтиỹши 

процесслерин  баҳалаў 

2.1-§. Сызықлы дифференциаллық системаларында болып өтиỹши 

процесслерин ỹақыт бойынша оптимизациялаỹ………………………….45 

2.2-§. Оптимизациялық мəселелерин градиентлик усыллары менен 

шешиỹ……………………………………………………………………….54 

 

III Бап. Айырмалы схемалардың оптимал орнықлылық баҳаларын 

Ляпуновтың квадратлық функциялар топарында дүзиỹ. 

3.1-§.Басланғыш өзгериўлерин оптимизациялаў баҳалары…………….60 

3.2-§. Интеграллық критериясы     ҳəм оны оптимизациялаў…………..68 

3.3-§. Болып өтиўши процесслерин ўақыт бойынша баҳалаў ………….79 

   САНЛЫ МЫСАЛ……………………………………………………......82 

ЖУЎМАҚЛАЎ……………………………………………………….….84 

ӘДЕБИЯТЛАР ДИЗИМИ……………………………………………….86 

 



 3 

К И Р И С И Ў 

 

Динамикалық системаларын изертлеўдиң универсал усылларының бири 

болып  А.М.Ляпуновтың екинши усылы ямаса Ляпунов функциялар усылы 

болып табылады. XIX əсирдиң ақырында белгили рус  илимпазы тəрепинен 

усынылған бул усыл өзиниң актуаллығын бүгинги күнге шекем жойтпады. 

Дəслепки ўақытлары бул усылдың қолланыў областы болып əдеттеги 

дифференциаллық теңлемелери болып есапланатуғын еди. Буннан былай бул 

усылы жəрдеминде айырмалы, дифференциаллық-айырмалы, 

дифференциаллық стохастикалық, дифференциаллық-айырмалы 

стохастикалық системалары, бөлистирилген параметрлерине ийе 

системалары ҳəм т.б. системалар изертленип басланды. 

А.М.Ляпуновтың екинши усылын раўажландырыўына биринши үлес 

қосқан илимпазлар, булар Четаев Н.Г., Малкин И.Г., Персидский К.П ҳəм т.б. 

Бул ўақыт аралығында исленген жумыслары Ляпунов теоремаларының 

шəртлерин пəсейтиўге бағдарланған болды. Кем-кемнен изертлениўши 

объектлер топары кеңейтирилип, соның менен бирге бул объектлерди 

изертлегенде, оларға байланыслы болған математикалық машқалаларда 

көбейип барды. Ляпунов функциялар усылын дифференциал теңлемелер 

системасын, дифференциал теңлемелерди, импульслық системаларды, 

улыўмаласқан динамикалық системаларды изертлеўге қолланып ҳəм бул 

усыл кеңнен тарқалып баслады. 

Ляпунов функциялар усылы системаларды сапасы жағынан изертлеў 

жумысларын жүргизиўге, олардың шешимлериниң асимптотикалық 

ҳəрекетин анықлаўда нəтийжели пайдаланды. Өлшеми үлкен болған 

системаларды изертлеўде Ляпуновтың вектор функциялар усылы нəтийжели 

пайдаланбақта. 

Егерде Ляпунов функциясы бар болып есапланса, онда ол параметрли 

берилген топарында бир текли емес болып жасалады, соның менен бирге  

функцияның сыйпақлығы қəлеген дəрежеде болыўы мүмкин. Усыған сəйкес 
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бул функциясы жəрдеминде есапланып алынған шешимниң 

характеристикалары да бир текли емес болып анықланады. Оптимизациялаў 

усылларын  раўажланыўы Ляпуновтың  «оптимал» функция түсинигиниң 

пайда болыўына түртки болды, яғный бул функциялар есапланып атырған 

характеристикаларды əдеўир жақсы баҳалаўшы функциялар болып 

есапланады. 

Динамикалық системаларда  сапалы процесслерди изертлеўдиң 

тийкарғы усылларының бири А.М.Ляпуновтың екинши усылы болып 

табылады. Оның мəниси анық қəсийетлерге ийе болған функцияларды 

табыўдан ибарат. Егерде оң мəнисте анықланған функциясы бар болып ҳəм 

ол системаның шешимин бойлап тең салмақлы жағдайы орнықлы болады. 

Теманың актуаллығы ҳәм заманагӛйлиги.  

Динамикалық системаларды изертлеўде, оларды тəрийплеўши 

дифференциаллық теңлемелер системасында орнықлылық шəртин беретуғын 

теоремалар бизиң əсиримиздиң отызыншы жылларында алынған еди. Кейин 

ала бул усылы менен шекли айырмалы теңлемелер, дифференциаллық-

айырмалы теңлемелерин, дара туўындылы теңлемелерин, стохастикалық 

теңлемелер системасын, улыўма динамикалық системалардағы 

процесслердиң шешимлериниң орнықлылығын изертлеўде өзиниң 

қолланылыўын тапты [5,15,17,18]. 

Мәселени изертлеў дәрежеси. Динамикалық системалардағы  сапалы 

процесслерин  изертлеўдиң Ляпунов усылында анық бир қəсийетлерине ийе 

болған функцияларды табыўдан ибарат болады.  Бул усылдың машқаласы 

соннан ибарат, бунда изертлениўши система ушын анық бир функцияны 

дүзиў болып табылады. Сызықлы системаларды изертлеўде қолланылатуғын 

Ляпуновтың квадратлық функциясы бурыннан-ақ белгили еди. Кейин ала 

сызықлы емес системаларды изертлеўде анық класстағы системалар ушын, 

анық көринистеги функцияларды ислеп шығыў қыйын шешилетуғын 

мəселеге айланды. Оны шешиў жолларының бири функцияның анық 

параметрлик көринисте берилиўи ҳəм параметрлер көплигинде системаға 
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муўапық оның толық туўындысын минимумластырыў мəселесин шешиўден 

ибарат. 

Ляпунов функциясы усылының баҳалығы соннан ибарат, ол 

динамикалық системаның базы-бир санлы характеристикасын есаплаўға 

мүмкиншилик береди. Булар характеристикаларына  орнықлылық областы, 

қайта ретлестириў шамасы, өтиў процессиниң ўақты бойынша  ҳəр қыйлы 

интеграл критериялары болып есапланады [1,11,13 ,15]. Ҳəр қыйлы Ляпунов 

функциялары ҳəр қыйлы баҳалықты береди. Булардың барлығы ең жақсы 

функцияны излеўге ҳəм Ляпуновтың экстремаллық функциясы деген 

түсиникке алып келеди. 

Улыўма қойылыўы бойынша бул мəселе вариациялық есаплаў мəселеси 

болып табылады. Егер функция анық класстағы алдын-ала берилген 

параметрлерде сайланып алынса, онда ол əпиўайы жақсы нəтийже береди. 

Бунда вариациялық мəселе шекли сандағы өзгериўшили функцияны 

оптималластырыў мəселесине өтеди. Квадратлық көринистеги Ляпунов 

функциясын дүзиў жақсырақ үйренилген. Бул жерде параметрлер сыпатында 

симметриялық оң анықланған матрицалардың элементлери қатнасады. 

Системаны шешиўдеги барлық харктеристикалар бул матрицалардың 

экстремаллық меншикли санлары арқалы аңлатылады ҳəм оптималластырыў 

мəселеси мақсет функциясы экстремаллық мəниске ерисетуғын оң 

анықланған матрицаларды табыў баҳасын оптималластырыў 

Диссертацияның мақсети ҳәм ўазыйпалары. Диссертацияның 

тийкарғы мақсети айырмалы схемалардың орнықлылығының оптимал 

баҳаларын Ляпуновтың квадратлық функциялар топарында дүзиўди изертлеў 

болып есапланады. Бул функцияның бар болыỹы системаның орнықлылы 

болатуғынлығының зəрүрли ҳəм жеткиликли шəртлери болады. Бирақ 

орнықлылықты орнатыỹдан басқа, бул функциясы шешимниң бир қатар 

характеристикаларын есаплаỹға мүмкиншилик береди. Ляпунов 

функциялары жəрдеминде шешимниң координата басына қарата 

умтылыỹының монотонлық дəрежесин баҳалаỹға, сапа көрсеткишлериниң 
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ҳəр қыйлы түрдеги интеграл критерияларын, ỹақыт бойынша болып өтиỹши 

характеристикалары ҳəм т.б. анықлаỹға болады. 

Изертлеў предмети ҳәм объекти. Шекли айырмалы теңлемелер 

системасының орнықлылығының оптимал баҳаларын Ляпуновтың 

квадратлық функциялар топарында изертлеў. Изертлеўдиң тийкарғы усылы 

болып А.М. Ляпуновтың квадратлық түрине ийе функциясы алынды. 

Базы-бир анық шəртлерди келтирип шығарыўда ҳəм олардың шешиў 

алгоритмлерин дүзиўде сызықлы алгебраның,  дифференциаллық теңлемелер 

теориясының ҳəм сызықлы емес программаластырыў усыллары 

пайдаланылды. 

Изертлеўлерди алып барыў усыллары. Шекли айырмалы 

схемалардың орнықлылық бахаларын Ляпуновтың квадратлық функциялары 

жəрдеминде анықланды. Сызықлы дифференциалық системалардың 

орнықлылы болатуғын шəртлери алынған, соның менен бирге шешимниң 

бир қатар характеристикаларын есаплаỹға мүмкиншилик береди. Ляпунов 

функциялары жəрдеминде шешимниң координат басына қарата 

умтылыỹының монотонлық дəрежесин баҳалаỹға, сапаның ҳəр қыйлы 

түрдеги интеграллық критерияларын, болып өтиỹши процесслердиң ỹақыт 

бойынша характеристикалары ҳəм т.б. анықланған. 

Изертлеўдиң илимий жаңалығы. Оптимизациялық усылларынан 

пайдаланыў нəтийжесинде басланғыш өзгериўлерин оптимизациялаў 

баҳалары ҳəм болып өтиўши процесслердиң ўақыт бойынша баҳалары 

алынған. 

Изертлеўдиң әмелий ҳәм илимий нәтийжелериниң апробациясы. 

Диссертация жумысында алынған тийкарғы нəтийжелери Өзбекстан 

Республикасы илимлер академиясы Қарақалпақ бөлиминде 20 апрель  2012 

жылы өткерилген Қарақалпақстан Республикасы XII-ши жас алымлар 

конференциясында «Айырмалы теңлемелер системасының орнықлылығын 

Ляпуновтың квадратлық функциялары жəрдеминде изертлеў» темасында 

баянат жасалды (XII жас алымлар конференциясы.-Нөкис: «Илим» 
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баспаханасы, 2012, 4 бет). Жəнеде Бердақ атындағы Қарақалпақ мəмлекетлик 

университети магистратура бөлими «Магистрантлардың илимий 

мийнетлери» топламында «Асимптотическая устойчивость систем с одним 

запаздыванием» темасында илимий мақаласы басылып шықты.(ҚМУ 

магистрлериниң илимий мийнетлери топламы.-Нөкис: ҚМУ баспаханасы, 

2012, 15-16 бетлери). 

Жумыстың дүзилиси ҳәм кӛлеми. Магистрлик диссертация кирисиў 

бөлиминен, үш баптан ҳəм жети параграфтан, жуўмақлаў бөлиминен ҳəм 

пайдаланылған əдебиятлар дизиминен турады. 

Кирисиў бөлиминде жумыстың темасының актуаллығы, диссертация 

жумысының мақсети ҳəм ўазыйпалары, изертлеў объекти, изертлеўдиң 

илимий жаналығы, теориялық ҳəм əмелий баҳалылығы баянланады. 

Диссертацияның I бабында турақлы коэффициентлерине ийе болған 

сызықлы дифференциаллық теңлемелер системалары қаралған. Системаның 

шешими Ляпунов функциялар усылы менен жүргизилген. Турақлы 

коэффициентлерине ийе болған сызықлы дифференциаллық теңлемелер 

системалары орнықлылық көрсеткишлерин оптимизациялаў мəселеси 

қаралады. Бунда квадратлық формасы түриндеги Ляпунов функциясы 

жасалады. Ляпунов функциясы жəрдеминде системаның орнықлылығы 

изертленип ҳəм басланғыш өзгерислерин баҳалаўши байланыслар 

келтирилип шығарылды. Бул баҳалар Ляпунов функциясын сайлап алыўға 

байланыслы болып ҳəм Ляпунов функциясындағы H матрицасының minmax ,  

мəнислерине байланыслы болады. Усы minmax ,  мəнислери тийкарында 

minmax1 /)(  H  функциясы дүзиледи. Ляпунов теңлемелердиң шешимлер 

көплигинде бул функцияның минимумлаў мəселеси қаралады. Бул бапта 

басланғыш өзгерислерин баҳалаўши Ляпунов функцияларының 

анықламалары келтирилген.  

Диссертацияның II бабында сызықлы дифференциаллық 

системаларында болып өтиỹши процесслерин  баҳалаў мəселелери 

қаралған,бунда сызықлы дифференциаллық системаларында болып өтиỹши 
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процесслерин Hxxх T)( Ляпуновтың квадратлық функциясы жəрдеминде, 

системаның шешиминиң ỹақыт бойынша характеристикасын 

оптимизациялаỹ мəселеси қаралған. Оптимизациялаў мəселесин градиентлик 

усыллары менен шешиў жоллары қаралған. 

Диссертацияның III бабында айырмалы схемалардың орнықлылық 

баҳаларын Ляпуновтың квадратлық функциялар топарында дүзиў мəселеси 

қаралады. Изертлеў жумыслары Ляпуновтың екинши усылы менен алып 

барылған. Ляпунов функциясы квадратлық формасында дүзиледи. 

Матрицасы Ляпуновтың шекли айырмалы теңлемесин қанаатландыратуғын, 

оң анықланған квадратлық формасының бар болыўы, асимптотикалық 

орнықлылы болатуғынлығының зəрүрли ҳəм жеткиликли шəртлери болады. 

Шекли айырмалы теңлемениң шешиминиң жыйнақлылық баҳалары алынған. 

Бул баҳалар жəрдеминде орнықлылық характеристикалары есапланады. Бул 

баптың 1-ши параграфында шекли айырмалы теңлемелер системасы 

қаралады. Шекли айырмалы теңлемелери ушын орнықлылық анықламалары 

келтирилип берилген. 2-ши параграфында систаманы сапасы жағынан 

тəрийплеўши характеристикаларының бири болған интеграллық критериясы  

ҳəм оны оптимизациялаў мəселелери қаралады. Көпшилик жағдайларда 

системаның сапасы(системаны басқарыў) қаралып атырған ўақыт 

аралығында, оның интегралы бойынша баҳаланады. Бундай түрдеги сапалық 

критериясын интеграллық деп атайды. Бунда басланғыш өзгерислери 

бойынша, сапалық интеграллық(қосындысы) критериясы бойынша ҳəм 

болып өтиўши процесслердиң ўақты(берилген дəллигине жетисиў ушын, 

орынланатуғын адымлар саны) бойынша үш түрли мақсет функцйиялары 

киритиледи. Системаның түринен сапалық критериясының байланысы 

изертленеди ҳəм бир қатар оптимизациялаў алгоритмлери алынған. 
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I БАП 

Сызықлы дифференциаллық системалардың шешимлериниң 

баҳаларын оптимизациялаў 

 

Бул бапта турақлы коэффициентлерине ийе сызықлы дифференциаллық 

теңлемелер системаларын қараймыз. Системаның шешимлерин изертлеỹ 

əмеллерин Ляпуновтың функциялар усылы менен жүргиземиз. Олардың 

ишинде Ляпуновтың квадратлық түриндеги функциясы ең қолайлы болып 

есапланады. Бул функцияның бар болыỹы системаның орнықлылы 

болатуғынлығының зəрүрли ҳəм жеткиликли шəртлери болады. Бирақ 

орнықлылықты орнатыỹдан басқада, шешимниң бир қатар 

характеристикаларын есапалаỹға мүмкиншилик береди. Ляпунов 

функциялары жəрдеминде шешимниң координат басына қарата умтылыỹ 

монотонлық дəрежесин баҳалаỹға, сапаның ҳəр қыйлы түрдеги интеграл 

критерияларын, болып өтиỹши процесслердиң ỹақыт бойынша 

характеристикалары ҳəм т.б. анықлаỹға болады. 

Ляпунов функциясы жəрдеминде есапланған характеристикалары 

системаның параметрлерине ҳəм Ляпунов функциясы кириỹши 

матрицалардың меншикли санларына байланыслы болады. Бул 

функцияларын жасаỹда пайдаланатуғын матрицалары шекленген 

кенңислигинде конус түринде көплигин пайда етеди. Сонлықтан квадратлық 

функциялар топарына тийисли болған ҳəм əдеỹир дəл баҳалаỹшы функцияны 

табыỹ,яғный бул жерде Ляпуновтың оптимал функциясын есаплап табыỹ 

мəселеси қойылады. 

Орнықлылық ҳəм байланыс түсиниклердиң тийкарғы анықламаларын 

келтиремиз. Егерде əдеттеги дифференциаллық теңлемелер системасын 

қарастырсақ 

,0)0(,,),()( 0  fttRxxftx n  
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координат көшериниң басын шешими ретинде ийе болған, яғный 

0)( tx болған, онда төменде берилген орнықлылықтың анықламалары 

орынлы болады. 

Анықлама. 0)( tx  шешими Ляпунов бойынша орнықлы деп аталады, 

егерде қəлеген 0  саны ушын сондай 0)(  бар болып ҳəм 

)()( 0 tx да системаның қəлеген бир )(tx шешими ушын 0tt  да 

)(tx теңсизлиги орынланса. 

Анықлама. 0)( tx  шешими экспоненциал орнықлылы деп аталады, 

егерде 0N , 0 турақлылары бар болып ҳəм 0tt да системаның қəлеген 

бир )(tx шешими ушын }(exp{)()( 00 tttxNtx   орынланса. 

 

1.1 -§. Ляпуновтың квадратлық функциялары жәрдеминде сызықлы 

дифференциаллық системалардың басланғыш ӛзгериўлер областын 

баҳалаўды оптимизациялаў 

 

Турақлы коэффициентли сызықлы дифференциаллық теңлемелер 

системасын қараймыз: 

nRtxtxAtx  )(),()(                                                  (1.1.1) 

Дəслепки берилген  00 )( xtx   шəртин қанаатландыратуғын (1.1) 

системаның шешимин )(tx -деп белгилеймиз. Ляпунов функциясын 

xHxx T)(  квадратлық форма түринде  аламыз. (1.1.1) системасын есапқа 

алып, оның толық туỹындысы төмендеги көриниске ийе болады: 

)(])[()()()()())(( txHAHAtxtxHtxtxHtxtx TTTT    

Егерде, симметриялық оң анықланған H матрицасын сондай етип 

сайлап алсақ, оның )(x  функциясының толық туỹындысы, алдын ала 

берилген терис анықланған квадратлық формасына тең болатуғындай етип 

яғный  
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)()())(( txCtxtx T   

онда H матрицасын табыỹ мəселеси Ляпуновтың матрицалық теңлемесин 

шешиỹге алып келинеди 

.CHAHAT                                      (1.1.2) 

Егерде A матрицасы асимптотикалық орнықлы болса, онда (1.1.2) 

теңлемеси жалғыз бир шешимге ийе болатуғынлығы [1] дəлилленген. Соның 

менен бирге, егерде C матрицасы оң анықланған болса, онда пайда болған 

H матрицасы да оң  анықланған болады. 

Әмелий мəселелерди шешиỹде тек ғана орнықлылық жағдайын анықлаỹ 

мəселесинен басқа, )( -функциясын есаплаỹ мəселеси де əхмийетли болып 

есапланады. Бунда )( -функциясы қайта дүзиỹди сыпатлаỹшы шама болып 

есапланады. Мына берилген )}(:{ xxxU   ны дəслепки берилген 

қозғалыс областы деп атаймыз. xHxx T)( -Ляпунов функциясы 

жəрдеминде U -областын мынандай етип алыỹға болады. Квадратлық 

функциялары ушын  

,)()()(
2

max

2

min xHxxH                          (1.1.3) 

теңсизлиги орынлы болады, бул жерде  )(,)( maxmin   матрицаның ең киши 

ҳəм ең үлкен меншикли мəнислери. (1.1.1) системасына муỹапық, 

функцияның толық туỹындысы ушын 

2

min )()( xCx   

теңсизлиги орынлы болады. (1.1.3) теңсизлигинен пайдаланып мынаған ийе 

боламыз 

)(
)(

)()(

max

min x
H

C

dt

xd





  

Бул дифференциаллық теңсизлигиниң шешиминен мынаған ийе 

боламыз: 

)(
)(

)(

0

0
max

min

)()(
tt

H

C

exx







  
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Бул жерде қайтадан (1.1.3) теңсизлигин пайдаланып, төмендегини 

жазыỹға болады: 









 )(
)(2

)(
exp

)(

)(
)( 0

max

min
0

max

min tt
H

C
x

H

H
tx








                (1.1.4) 

(1.1.1) системаның 0)( tx  шешими асимптотикалық орнықлылы 

болғаны ушын, онда кейинги (1.1.4) қатнасынан төмендегиге ийе боламыз: 

  0

max

min

)(

)(
)(sup x

H

H
tx




  

ямаса,   ҳəм )( шамаларынан пайдаланып, төмендегиге ийе боламыз: 





)(

)(

)(

max

min

H

H
 

Демек, U -дəслепки берилген қозғалысларды баҳалаỹ ушын мына 

төмендеги байланыс орынлы болады: 





 

)(

)(
)(

max

min

H

H
. 

Көринип турғандай баҳаның дəллиги xHxx T)( -Ляпунов функциясын 

сайлап алыỹға байланыслы болып ҳəм бул баҳасы 

)(/)(max HH mix шамасынан киши болған сайын, еледе дəлирек болады. 

Егерде )(/)()( max1 HHH mix  деп белгилесек, онда Ляпунов 

функциялардың шешимлер көплигинде )(1 H функциясын минимизациялаỹ 

мəселесине ийе боламыз. Онда төменде берилген математикалық 

программаластырыỹ мəселесине ийе боламыз: 

)}({infarg 1
)(

0 HH
HG
  

бул жерде )(HG -оң анықланған H матрицалар көплиги, бул матрицалары 

ушын HAHAT   терис анықланған болады. 

1.1-анықламасы. 0H матрицасы төмендегише болған 

)(

)(
)()},({infarg

min

max
11

)(
0

H

H
HHH

HGH 


 


                    (1.1.5) 
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xHxx T

00 )(  Ляпунов функциясын дəслепки қозғалысты баҳалаỹ ушын 

оптимал деп атаймыз. 

(1.1.5) оптимизациялық мəселениң шешимлериниң бар болатуғынлығын 

ҳəм ол жалғыз бир шешим болатуғын мəселелерин үйренемиз, яғный 2n  де 

дəслепки қозғалыс областын оптимал баҳалаỹшы )(0 x функциясын табыỹ 

мəселеси. 

)(HG  областын қараймыз. Бунда, егерде )(1 HGH   ҳəм 

)(2 HGH  болғанда, қəлеген  турақлысы ушын 10   болғанда  

)()1( 21 HGHH   болатуғынлығын көриỹге болады. Буннан тысқары, 

егерде )(HGH  болса, онда қəлеген бир   ушын,   0 болғанда 

)(HGH болады. Демек, )(HG - қаптал бетин өз ишине алмайтуғын, төбеси 

координат басында жайласқан дөңес конус болады. H матрицасы 

симметриялық болғаны ушын, бул кеңисликтиң өлшеми 2/)1( nn болады. 

Бунда  )(1 1 n болатуғынлығы мəлим. Сонлықтан Ляпуновтың 

барлық функцияларының ишинде 1)( 01 Н  болатуғын функциясы «ең 

жақсы»( A матрицасының түрине ғəрезли болған) функциясы болып 

есапланады, яғный бунда 
2

0 )( xx  . Геометриялық жақтан )(1 H эллипстиң 

көшер қатнасларын анықлайды, ал бул болса, яғный     )(: xx -

Ляпунов функциясының бет қəддиси болып есапланады. Ляпунов 

функцияларының ишинде - сфералық функциясы «ең жақсы» болып 

есапланады.  

Ляпуновтың оптимал, яғный 1)( 01 Н  болатуғын функциясының бар 

болыỹының зəрүрли ҳəм жеткиликли  шəртлерин келтиремиз. 

1.1.1-теоремасы. (1.1.2) Ляпунов теңлемеси  1)( 01 H  болатуғын 

)(0 HGН  -матрицасын шешими ретинде  сол жағдайда ийе болады, егерде 

T

T AA -терис анықланған матрицасы болса. 
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Зәрүрли шәртлери. Мейли оң анықланған 
0C -матрицасы бар болсын. Бул 

матрицасы ушын (1.1.2)теңлемеси 
0H шешимине ийе болып ҳəм бул шешими 

ушын 1)( 01 H -тең болсын. Қəлеген бир H симметриялық матрицасы ушын 

ортонормалласқан U матрицасы бар болып ҳəм ол ушын HUU T -матрицасы 

диагоналлық структурасына ийе болып, соның менен бирге 

EUU T  болатуғынлығы мəлим. 1)(/)( 0min0max HH   болғаны себепли, яғный  

  )(...)()( 00201 HHH n
болғаны ушын, онда EVHV T 0 болады. Соның 

менен бирге 
0H -оң анықланған болғаны себепли 0 болады. 

Буннан 

)())(()()( 000 UCVAUVUHVUHVAUV ttttTT   

болады. EVHV t 0 болғаны ушын, онда  

VCVAVVVAV ttTt

0

1


  

Демек, 0

1
CAA T


 - терис анықланған матрицасы болады. 

Жеткиликли шәртлери. Мейли TAA -терис анықланған матрицасы 

болсын. Онда )(0

TAAC  деп есаплап,  EH 0
 ге ийе боламыз ҳəм буннан 

демек, 1)(/)( 0min0max HH   болады. 

)(HG көплиги ашық конус болғаны себепли, бунда 1)( 01 Н болатуғын 

0H -оң анықланған матрицасы,  конустың шегарасына тийисли болатуғын 

жағдайы болыỹ мүмкин. 

1.1.1-леммасы. Мейли қəлеген бир 0 ушын  Ляпуновтың матрицалық 

теңлемесиниң шешими болатуғын H матрицасы ушын 

  1)(1 H теңсизлиги орынланатуғын С -оң анықланған матрицасы 

бар болсын. Онда ...,2,1},{ kCk симметриялық оң анықланған матрицалар 

избе-излиги бар болып ҳəм бул избе-излик C -симметриялық оң толық емес 

анықланған матрицасына жуỹықласады ҳəм оған сəйкес болған 
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...,2,1},{ kHk  избе-излиги H -оң анықланған матрицасына жуỹықласады, 

соның менен бирге 

.1)()( 11lim 


HH k
k

  

Дәлиллениỹи. Мейли k
1 ҳəм kkH 1

1 1)(  болсын. Ляпунов 

теңлемесин  kc ға  бөлип, мынаған ийе боламыз: 

k

k

k

k

k

kT

C

C
A

C

H

C

H
A  . 

Бунда, меншик санлары пропорционал болып өзгергенин есапқа алып, 

...,2,1,1  kСk (бул жерде ).(max kk СС   )болады деп есаплаймыз. 

...,2,1},{ kCk избе-излиги бирлик радиусына ийе болған сфераға тийисли 

болатуғынлығын 1kС теңлиги аңлатады ҳəм оның компакт 

болатуғынлығынан }{ kC избе-излигинен CC
mk }{ үлес избе-излигин 

ажыратып алыỹға болады, бунда C -оң толық анықланбаған болады. 

A асимптотикалық орнықлы болғаны ушын, онда мына оператордың 

AHHAHF T ][  

меншик санлары ушын niAAF ji  1,0)()()(  [2] орынланады. Демек, 

][HF операторы айнымалы емес болып есапланады. Сонлықтан, )(1 CF  болған 

операторы бар болып ҳəм ол үзликсиз кери оператор болады, ҳəм Ляпунов 

теңлемесиниң H шешими үзликсиз түрде C ға байланыслы болады. Демек,  

}{
mkC избе-излигине уқсас, }{

mkH -үлес избе-излиги базы–бир H матрицасына 

жуỹықласады. }{
mkH -ушын лемманың тастыйқлаỹлары дурыс 

болатуғынлығын корсетемиз. Мынаған ийе боламыз: 

CHAHAT  . 

1kС болғаны ушын, онда  

0212)()( maxmax  AACH   
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болады. 

Матрицаның элементлеринен, характеристикалық теңлемениң 

коренлериниң үзликсиз ғəрезли болғаны себепли 

)()(),()( minminmaxmax limlim HHHH
mm k

m
k

m

 


. 

болады. 0)(max H болғаны себепли, соның менен бирге 

1)(1lim 


mk
k

H болғаны ушын, онда 0)(min H болады. Демек, 

.1)()( 11lim 


HH
mk

k

  

1.1.2-теоремасы. 1)(1lim 


k
k

H  болатуғын ...,2,1},{ kHk  оң 

анықланған матрицалар избе-излигин (1.1.2.)Ляпунов теңлемесиниң шешими 

ретинде тек сол жағдайда ийе болады, егерде TAA -матрицасы толық емес 

терис анықланған болса. 

Зәрүрли   жағдайы.  Мейли }{ kC -,  соның менен бирге 

...,2,1},{ kHk избе-изликлери бар болсын ҳəм олар ушын 

1)(1lim 


k
k

H орынлансын. Онда 1.1.1 леммасы бойынша }{
mkH ҳəм 

}{
mkC үлес избе-изликлерин сайлап алыỹға мүмкин болып, олар H -оң 

анықланған матрицасына ҳəм C -оң толық емес анықланған матрицаларына 

жуỹықласып, соның менен бирге 

.1)()( 11lim 


HH
mk

k

  

(1.1.3) Ляпунов теңлемесин сəйкес болған U -ортогонал матрицасына 

көбейтип ҳəм 1.1.1 теоремасында келтирилген түрлендириỹлерди орынлап, 

мына томенде берилген теңлигине ийе боламыз: 

CAA T



1
 , 

яғный TAA матрицасы оң толық емес анықланған болады. 
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Жеткиликли шәртлери. Мейли TAA -толық емес терис анықланған 

матрицасы болсын.  Енди 1)(1lim 


k
k

H  болатуғын }{ kC -избе-излигин 

көрсетемиз. Мейли 

.
1

)( E
k

AAC T

k   

Бунда kC -матрицасы оң анықланған болады. Ляпунов теңлемесин 

шешип, EHH kk   ийе боламыз. Бирақ 
kH   мына теңлемеден анықланады: 

.
1

E
k

AHHA kk

T   

Шешими теңлемениң оң қаптал бөлегине үзликсиз ғəрезли болған 

себепли  

OH k
k




)(lim  , бунда O нольге тең болған матрицасы. Демек, 

EH k
k




)(lim  

1)(lim 1 


k
k

H  

болады. 

1.1.1-салдары. Егерде TAA   матрицасының меншик мəнислери оң емес 

болып ҳəм олардың ишинде нольге тең болған санлары бар болса, онда 

берилген дəслепки мағлыỹматлар бойынша оптимал болатуғын )(0 x  

Ляпунов функциясы,  бунда )(0 HGH  жоқ болып есапланады. 

Дәлиллениỹи. 1.1.2 теоремадан E
k

AAC T

k

1
)(      деп есаплап, 

EH k
k




)(lim  ийе боламыз. Демек,   1)(lim 1 


k
k

H   болады, бирақ 

T

k
k

AAC 


lim оң анықланған матрицасы болмайды, яғный 

)(0 HGEH  болады. Буннан xHxx T
00 )(  , )(0 HGH  оптимал болатуғын 

Ляпунов функциясы бар болып есапланбайды. 
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Егерде )(HG областын қарастырсақ, онда )(0 x , )(0 HGH  - 

Ляпуновтың оптимал функциясы бар болатуғын жағдайы 1.1 теоремасында 

көрсетилген шəртлери менен анықланатуғынлығын корсетемиз.              

1.1.3-теоремасы. )(0 x , )(0 HGH  оптимал функциясы сол жағдайда 

бар болады, егерде TAA   терис  анықланған функциясы болса. 

Зәрүрли жағдайы. Мейли Ляпуновтың оптимал болған )(0 x функциясы 

бар болсын, яғный (1.1.2) теңлемесиндеги 0H  ҳəм 0C лар оң анықланған 

матрицалары бар болып ҳəм 

   


011
)(

)(inf HH
HGH

 

болсын. 

Енди 1  болатуғынлығын көрсетемиз. Мейли, 1  болсын деп кери 

жағдайдан баслаймыз. Барлық ỹақытта U  -ортогонал матрицасы бар болып 

ҳəм ол 0H матрицасын диагонал түрине алып келеди, яғный 

)(

)(...00

......

0...)(0

0....0)(

0

0

02

01

0 H

H

H

H

UHU

n

T 



























 

Мейли nlHHH
kll  ),(...)()( 000min 1̀

 болсын. S матрицасын 

,

...00

......

0...0

0...0

2

1





















n

S







 

киритемиз, бунда klllj ,..., 21  болғанда 0,1...
21

 jlll k
  

болады.  0C матрицасы оң анықланған болғаны ушын, онда жеткиликли киши 

болған 0 -да, 

)(01 AUSUUSUACC TTT    

матрицасы да оң анықланған болады. Енди, 1H матрицасы 

111 CAHHAT   
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теңлемесинен пайда болған ҳəм 0H матрицасы 

TUSUHH  10  

қатнасы менен байланыслы болғанлары ушын, онда  

.)(
)(

)(

])([

]([

])([

])([

)(

)(
)(

01

0min

0max

0min

0max

0min

0max

0min

0max
11







































H
H

H

SH

SH

UUSUHU

UUSUHU

USUH

USUH
H

TT

TT

T

T

 

болады. 

Солай етип 1H матрицасын жасап алып ҳəм бул матрицасы ушын                                                        

  )(1 11 H  теңсизлиги орынланады. Соның ушын 1 болады деген 

болжаỹлар надурыс болады. 

Демек, 1 болады ҳəм 1.1.1 теоремадан TAA  матрицасының терис 

анықланған болатуғынлығы келип шығады. 

Жеткиликли жағдайы. Егерде TAA  терис анықланған болса, онда 

)(0

TAAC   деп есаплап, EH 0  ҳəм 1)( 01 H ийе боламыз. 

)(1 H функциясының анықланыỹ областын кеңейтемиз. Ол ушын 

)(HG конусына, оның қаптал бетин киритемиз, яғный енди )(HGH  

қараймыз, бул жерде              

 0)(:)(),()()( min  HAHAHHGHGUHGHG t  

)(HG көплиги туйық болып есапланады, соның менен бирге, егерде 

),(HGH   онда H  толық емес анықланған болыỹы мүмкин, яғный H  

матрицасын Ляпунов функциясын жасаỹ ушын улыỹма айтқанымызда 

пайдаланыỹға болмайды. 

1.1.4-теоремасы. Дəслепки берилген мағлыỹматларды баҳалаỹ ҳəм олар 

ушын 1)( 01 H  болатуғын  оптимал болған xHxx T
00 )(   Ляпунов 

функциясы, бунда )(0 HGH  , сол жағдайда бар болады, егерде 

)( TAA  толық емес оң анықланған болса. 
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Зәрүрли жағдайы. Мейли )(0 HGH  ҳəм 1)( 01 H болсын. Онда 

  )(...)()( 00201 HHH n болады. Ляпунов теңлемесин төмендеги 

түрге , яғный 

UCUUAEEAU TTT
0])()([    

алып келиỹши U  ортогонал матрицасы бар болады. 

Буннан 0

1
CAA T


  болады, себеби 0)( 0min C  болғаны ушын, онда 

)( TAA  толық емес оң анықланған болады. 

Жеткиликли жағдайы. )(
0

TAAC  деп есаплап, 1)( 01 H  ийе 

боламыз. )( TAA  толық емес оң анықланған болғаны ушын, онда 

)(0 HGH   болады. 

)( TAA  матрицасы толық емес оң анықланбаған,   яғный 

0)(min  TAA  жағдайын қараймыз. Бунда базы-бир оптимал 

функциясының бар болатуғынлығын, бирақ 1)( 01 H  ҳəм 0H  матрицасын 

улыỹма жағдайда бир текли емес етип жасаỹға болатуғынлығын көрсетейик. 

1.1.5-теоремасы. Мейли )( TAA  матрицасы толық емес оң 

анықланбаған болсын. Онда оптимал болыỹдың зəрүрли шəрти болып 0C дың 

толық емес оң анықланған матрица болыỹы есапланады, яғный 0)( 0min C  

ҳəм буннан )(0 HGH  болады. 

Дәлиллениỹи. Мейли 0H  ҳəм 0C -матрицалары оптимизациялық 

мəселениң шешими болып ҳəм )(0 HGH  болсын, яғный 0C -оң анықланған 

болып ҳəм 0)( 0min C болсын деп кери жағдайдан баслаймыз. Бунда 

Ляпунов теңлемесиниң шешими болатуғын CH , жуп матрицаларының бар 

болыỹын  ҳəм )()( 011 HH    болатуғынлығын корсетейик. Уйғарыỹлар 

бойынша 0)( 0min C , онда 

)()(...)()(0 0max0010min CCCC n    
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болады. 

Айрықша емес, ортогонал U  матрицасы бар болып, бул матрица 0C -ды 

диагонал матрицасына алып келеди, яғный 

)( 00 CUCU T   

Ляпунов теңлемесин шеп қаптал тəрепинен TU -ға көбейтип ҳəм оң 

қаптал тəрепинен U -ға көбейтип     

)( 0111 CAHHAT   

теңлемесине ийе боламыз, бунда  

011 , HUHAUUA TT   

болады. 

UAAUAA TTT )(11   болғаны ушын, онда TAA 11   ҳəм )( 11

TAA  -

симметриялық матрицалар теңдей болған  

niAAAA T
i

T
i ,1),()( 11    

меншик санларына ийе болады ҳəм олар  

)(...)()( 21
T

n
TT AAAAAA    

болады. 

)( TAA    матрицасы оң анықланбаған болып есапланады, онда      

0)(1  TAA  болады.   )(/))(( 0min1 CAA T   белгилеỹлер киритип 

ҳəм  

)()( 011111 CAAHAHA TT    

болған Ляпунов теңлемесин қараймыз. 

)()( 011 CAA T   -матрицасы толық емес оң анықланғанлығын 

көрсетемиз. Ҳақыйқатында да, 

)()()()()( 02111011 CEAAAACAA TTT    

болады, бул жерде ECCC  )()()( 0min001  . 

Мына теңсизлиги 

)(...)()()(0 002010min CCCC n   
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орынланғанлығы себепли ҳəм 0 болғаны ушын, онда )( 01 C -матрицасы 

толық емес оң анықланған болады. EAAAA TT  ()( 111                          

матрицасының меншик санлары болып 

,01        niAAAA TT
ii ,2,0)()( 1    

болып есапланады. Буннан )()( 011 CAA T   матрицасыда толық емес оң 

анықланған болады. 

(1.1.6) теңлемесин қараймыз. Бул теңлемениң оң қаптал бөлеги толық 

емес оң анықланған болады. Мейли оның шешими болып 2H матрицасы 

есаплансын. Теңлемени былайынша түрлендиремиз 

01221 )()( CAEHEHAT  . 

Оң қаптал тəрепинен U -ға, ал шеп қаптал тəрепинен TU -ға көбейтемиз. 

Нəтийжеде 

022 )
~

()
~

( CAEHEHAT   

ийе боламыз, бул жерде TUUHH 22

~
  ҳəм буннан демек ол 2H  

матрицасына уқсас  болған меншикли мəнислерине ийе болады.     

Буннан, 2

~
H -матрицасы                                            

,)(
~~

022 CAAAHHA TT   

Ляпунов теңлемесиниң шешими болады. 

Егерде ,   0C -оң анықланған матрицасында, 0H -Ляпунов теңлемесиниң 

шешими болса, ал 0)( CAA T  -толық емес оң анықланған матрицасында 

2

~
H -оның шешими болса, онда бул шешимлер өз-ара  

,
~

02 HEH   

қатнасы менен байланыслы болады, ал олардың меншикли мəнислери                              

ni
C

AA
HHEH

T

iii ,1,
)(

(
)(1)()

~
(

0min

1

002 






 . 
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Демек, niHi ,1,0)
~

( 2  болады, яғный алынған матрицамыз оң 

анықланған болады. Соның менен бирге  

)(
)(1

)(1

)(

)(
)

~
( 01

0min

0max

0min

0max
21 H

H

H

HE

HE
H 








 









  

болады. 

Демек, 2

~
H  матрицасына ийе болып, бул матрицасы ушын                  

)()
~

( 0121 HH    орынланады. Ал бул болса 0H -матрицасының оптимал 

болатуғынлығына қарсы келеди. 

Тастыйқлаỹлардан көринип турғандай,  
0

C -матрицасының оң 

анықланған  жағдайы, яғный 0)( 0min C ең бир əҳмийетли моменти болып 

есапланады.  

1.1.6-теоремасы. Қəлеген бир (1.1) системасы ушын, оның дəслепки 

өзгерислерин оптимал баҳалаỹшы  xHxx T

00
)(  )(

0
HGH   Ляпунов 

функциясы барлық ỹақытта бар болады. 

Дәлиллениỹи. Жоқарыда айтылғандай  )(HG -дөңес конус болып, ол  

)(HG  қаптал бетин өз-ишине алады.   )(1 H функциясы бир текли болады, 

яғный қəлеген бир   ушын, бунда    0 болады  )()( 11 HH    

теңсизлиги орынланады. Сонлықтан конустың өзин  қарамастан, ал оның 

бирлик радиусқа ийе сферасы менен кесилискен  бөлегин  қарасақта болады: 

 .1:)()(1  HHHGHG  

Пайда болған көплик компакт болады. )(1 H функцияның минимумын 

табыỹ мəселесин, оған эквивалент болған )()(~ 1

11 HH  функциясынан 

максимум табыỹ мəселеси менен алмастырамыз. )(1 HG көплигинде 

)(~
1 H функциясы )()(~

min1 HH   түрине ийе болады ҳəм үзликсиз түрде 

H -ға байланыслы болады. Функция компактда үзликсиз боғаны ушын, ол 

өзиниң ең үлкен ҳəм ең киши мəнислерине жетиседи, онда   

)(~
1 H , )(2 HGH  функциясынан максимум табыỹ мəселеси шешимге ийе 
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болады. Демек, дəслепки өзгерислерди  баҳалаỹ ушын, оптимал болған  

Ляпунов функциясы барлық ỹақытта бар болады. 

Улыỹма жағдайда ( sn  )оптимал болған xHxx T

00 )(   функциясын  

жасаỹ əмели бир текли емес болатуғынлығын көрсетемиз. Бул мынаған 

байланыслы болады: H  матрицасының спектрын максимал  киширейтсек, 

онда шетки меншикли санлардың арасында жайласқан меншикли санлары 

бази-бир вариациялық дəрежесине ийе болады. Дара жағдайда, егерде A  

матрицасы блоклы-диагоналлық структурасына ийе болса, онда барлық 

ỹақытта )
~

()( 0101 HH   болатуғын 0

~
H  матрицасын жасаỹға болады. 

Төмендегилер белгили болып есапланады. H -матрицасының  

ls өлшемли үлес матрицасы деп, коэффициентлери  дəслепки берилген 

матрицаның s қатарында ҳəм l бағананың кесилисиỹинде жайласқан 

элементлери менен анықланатуғын H   матрицасын атайды. Егерде 

rs  болса, яғный қатар менен бағананың тəртип номерлери теңдей болса, 

онда бундай үлес матрицасын орайлық деп атайды. 

Мейли H -симметриялық оң анықланған матрицасы болып ҳəм H  -оның 

орайлық үлес матрицасы болсын. Онда томенде берилген мына 

)()()()( maxmaxminmin HHHH
i

          (1.7) 

қатнасы дурыс болады. 

0H  матрицасы жалғыз бир болмайтуғынын дəлиллеỹ ушын блоклы-

диагоналлық структурасына ийе болған A -матрицалар топарын қараймыз: 











2

1

0

0

A

A
A  

бул жерде 21 , AA -асимптотикалық орнықлы матрицалар ҳəм олардың 

өлшемлери 1n  ҳəм 2n болады, соның менен бирге                                                 

nnn 
21

 болады. 

1.1.7 -теоремасы. Егерде A -матрицасы блоклы-диагоналлық 

структурасына ийе болса, онда  Ляпуновтың оптимал функциясының 0H   
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матрицасы да сондай түрдеги блоклы-диагоналлық структурасына ийе 

болады. 

Дәлиллениỹи. Мейли xHxx T

00 )(  -Ляпуновтың оптимал функциясы 

болсын.   0H  ҳəм 0C -матрицаларын блок түринде жазамыз: 

.
)(

,
)( 0

22

0

12

0

12

0

11

00

22

0

12

0

12

0

11

0 


















CC

CC
C

HH

HH
H

TT
 

Бул матрицаларына сəйкес болған Ляпунов теңлемеси үш теңлемесине 

бөлинип кетеди: 

.

,,

0

222

0

22

0

222

0

122

0

12

0

121

0

111

0

11

0

111

CAHHA

CAHHACAHHA

T

TT




 

Буннан мына матрицалары да 

.
0

0
,

0

0

0

22

0

11

0

22

0

11




















C

C
C

H

H
H  

Ляпунов теңлемесиниң шешими болады, бирақ (1.7) есапқа алып 

)()()()( 0max0max0min0min HHHH
i

   

ийе боламыз. 

Буннан, демек )()( 0101 HH   болады ҳəм 0H  матрицасы блоклық 

структурасына ийе болады. 

Келтирилген теоремадан пайдаланып, мына мысалды жасаймыз. Мейли  

1A  өлшеми  )1()1(  nn  болған асимптотикалық орнықлы матрицасы 

болып, ал 02  aA  скаляр шамасы болсын . 1A -үлес матрицасы ушын 

Ляпуновтың оптимал функциясы болып 0

11H  матрицасына ийе болған 

функциясы болады. Онда xHxx T

00 )(  функциясы мына матрицасы менен 

,
0

00

11











h

H
H  

дəслепки системасы ушын оптимал болады, бул жерде 

)()( 0

11max

0

11min HhH   . 
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)(0 x функциясын жасаỹ усылларын қараймыз. Егерде TAA  -

матрицасы   толық емес оң анықланған болмаса,  яғный EH 0  болса, онда            

0H  -матрицасын табыỹ мəселеси қурамалы оптимизациялық мəселеси 

болады. )(1 H  дөңес ҳəм дифференциалланбайтуғын функциясы болады. 

Оннан тысқары, есели коренлерине сəйкес болатуғын дөгерегинде, яғный 

оптимизациялық мəселениң шешими жайласқан дөгерегинде 

дифференциалланыỹшы қəсийети бузылады, 

Квазиоптималластырыỹшы, яғный )(1 H функциясын избе из адым 

бойынша жақсылаỹға кепиллик бериỹши еки алгоритмди қараймыз. 

Нур бойынша созыỹ алгоритми. Мейли C -қəлеген бир оң анықланған 

функциясы болып ҳəм  оған сəйкес болған  Ляпунов теңлемесиниң шешими 

H -болсын. Оны мынандай етип 

 )()()( TT AACAEHEHA    

түрлендиремиз. )( TAA  - оң анықланған матрицасы болмайды(онда 

EH 0 болар еди ). Базы-бир   00    , )( TAAC   -матрицасы үзликсиз 

болғаны себепли, олда оң анықланған болады. Соның менен бирге , 0 -да  

)(
)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 1

min

max

min

max

min

max

21 H
H

H

H

H

EH

EH
EH 












 









  

теңлиги дурыс болады ҳəм монотонлық байланыс орын алады, яғный 21   -

да )()( 1121 EHEH    болады. )( TAAC   матрицасы оң 

анықланған болатуғын  0 -дың максимал мəнисин табамыз. 

)(/)(0 minmin

TAAC    

шəртинде мына төмендеги теңсизлиги 

.0)min()()]([ minmin  TT AALCAAC   

орынланатуғынлығы 1.1.5 теоремасынан келип шығады. 

Демек, 0 -ретинде 
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)(

)(

min

min
0 TAA

C






  

алыỹға болады. 

Бул алгоритмниң геометриялық мағанасы мынадан ибарат: 



H
матрицасы EH   нурында жайласқан болып ҳəм  болғанда, сəйкес 

түрде EH 0
болған матрицасына қарата умтылады. 

Көшерлерди созыỹ алгоритми. Бул алгоритмниң мағанасы мынадан 

ибарат, бунда система менен ортогонал түрлендириỹлер алып барыỹ  жолы 

менен бас көшерине алып келинеди. Буннан соң киши көшер тартылып 

созылады, яғный   )()( minmin HH  болады. C  матрицасы оң анықланғанға 

шекем   саны соған шекем көбейтилип барылады. 

(1.1.2) Ляпунов теңлемесин шеп қаптал тəрепинен  U -ға, ал оң қаптал 

тəрепинен TU -ға көбейтемиз, бул  жерде U  -бул H -матрицасын диагоналлық 

түрине алып келетуғын матрицасы . Мынаған ийе боламыз: 

)()()()()( CUUAUUHUUHUUAUU TTTTTT   

ямаса  

111 CAAT   

бул жерде  CUUCAUUA TT  11
 болады. Бул  теңлемелерди мына түрде 

көширип жазамыз: 



















 





















1

2

1

2

1

1

...00

......

0...0

0...0

...00

........

0...0

0...0

AA

nn

T













 

111

0...00

......

0...00

0...0

0...00

......

0...00

0...0

AAC T










































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Мейли     njicCaA
ijij

,1,,, 1

1

1

1
 болсын. Онда, 

,

...00

........

0...0

0...0

)(
2

1

















 



n





  

деп белгилеп, 

)()()( 111  CAA
T

  

ийе боламыз, бул жерде 



























nnnn

n

nn

CaC

CCaC

aCaCaC

C









...

........

...

...2

)(

1

2

1

1

1

1

1

2

1

22

1

12

1

12

1

1

1

1

1

12

1

12

1

11

1

11

1 . 

0  болғанда, матрица )(1 C  -оң анықланған болатуғынлығы мəлим,  -

параметрдиң өсиỹи менен, оң анықланған қəсийети жойтылып барылады, 

онда  оң анықланған қəсийети сақланып қалатуғын  -шаманың максимал 

мəниси мына теңлемеден анықланады                        

.0)(det 1 C  

Ямаса, бул теңлемени ашып жазып, мынаған 

.0

...

......

...

...

...

0...0

.......

0...0

...2

....

0...0

......

0...0

...

)(

0...0

0...0
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)(

11

2

1

1

1

2

1

22

1

12

1

1

1

12

1

11

1

1

1

1

1

12

1

12

1

11

1

11

1

12

1

11

1

1

1

12

1

1

12

1

11

1

1

1

1

12

1

1

1

12

1

11





















































nnnn

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

ccc

ccc

ccc

ca

ca

caaa

C

C

aaC

a

a

aaa



 

ийе боламыз. Нольге тең ағзаларын алып таслап квадрат теңлемесине ийе 

боламыз: 
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1
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1

1

1

2

1
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1
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1
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1

1

2

1
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1
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2

1

1

12
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n

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

ccc

ccc

ccc

cca

cca

cca

cca

cca
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  


1

C матрицасы оң анықланған болғаны сабепли, онда төмендегише 

0
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...

...
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1

12

1
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2
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2

1
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1
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1

11
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2

1
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1
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1
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1

12
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P  

белгилеỹ киритип, мына теңлемесине ийе боламыз: 

02 21

2

0  ppp  . 

Бул теңлемеси ҳəр қыйлы белгилерине ийе болған ҳақықый коренлерине 

ийе болады: 

,0
0

10

2

11

1 



p

pppp
  0

0

10

2

11

2 



p

pppp
 . 

2   деп есаплап,  
TUUH )()(   матрицасына ийе боламыз. Бул 

матрицасы ушын 

 
)(

,min

)(
))((

1

21

max

1
H

H
H 




 


  

болады. 

1-ескертиỹ. Егерде 21    болса, онда )(H -матрицасының ең киши 

меншик    саны болып 2 есапланады ҳəм  усыған уқсас етип келеси меншик 

санды түрлендириỹге болады, яғный    22  умтылады. 

 

1.2 -§. Сапалы интеграллық  критериясын оптимизациялаỹ 

 

Динамикалық системалардағы өтиỹ процесслерин сыпатлаỹшы ҳəм 

системаның жумыс ислеỹ сапасын тəрийплеỹши критерияларының бири 
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болып интеграллық критериясы есапланады, яғный төменде берилген 

функционал түрлери: 





t

dttxtxI )()]([  

(1.1.4) теңсизлигинен пайдаланып, сапалық интеграл критериясын баҳалаỹ 

ушын мына теңсизлигине ийе боламыз: 














t H

H

C

H
xdttt

H

C
x

H

H
txI .

)(

)(

)(

)(
2)(

)(2

)(
exp

)(

)(
)]([

min

max

min

max

00

max

min

0

min

max

















 

Бул алынған теңсизликтиң геометриялық мағанасы төмендегише 

болады. )(tx  функциясын жоқарыдан (1.1.4) экспонентасы менен 

шегараланған ҳəм экспонентадан интеграл алып есаплаймыз. Интегралдың 

шамасы киши болған сайын,  критерияның баҳасы дəлирек болатуғынлығы 

мəлим. Ляпунов теңлемесиниң шешими болатуғын, 

яғный )(HGH болатуғын  H -оң анықланған матрицаларында анықланған 

мақсет функциясын киритемиз: 

)(

)(

)(

)(
)(

min

max

min

max

2
H

H

C

H
H








  . 

1.2.1-анықламасы.  

 

)(
min

max

min

max

220 ,
)(

)(

)(

)(
)(,)(infarg

HGH

H

H

C

H
HHH











   (1.2.1) 

болатуғын )(0 x -Ляпунов функциясы  сапалы интеграллық критериясын 

баҳалаỹ ушын оптимал болады деп атаймыз. 

(1.2.1) Ляпуновтың оптимал  функциясының (1.1.1) системаның A -

матрицасының түрине байланысын қараймыз. 

1.2.1-леммасы. Мейли A -матрицасы асимптотикалы орнықлы болсын 

ҳəм TAA  -терис анықланған болсын. Онда (1.1) системаның қəлеген 

шешими ушын 
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.)()(
2

1
exp)( 0max0









 ttAAxtx t                    (1.2.2) 

теңсизлиги дурыс болады 

Дәлиллениỹи. TAA  -симметриялық, терис анықланған матрицасы 

болғаны ушын, онда Ляпунов теңлемесинде )( TAAC    болады деп 

есаплап, EH   ийе боламыз ҳəм (1.4.) баҳасы (2.2) түрине ийе болады.  

1.2.2-леммасы.  Егерде A -асимптотикалық ҳəм нормал  (яғный 

TT AAAA   ) матрицасы болса, онда  TAA   матрицасы терис анықланған 

болады. 

Дәлиллениỹи. )( TAAH   деп белгилеймиз ҳəм қаралып атырған бул 

аңлатпаны оң қаптал тəрепинен A -ға көбейтемиз: 

AAAHA T 2  

Буннан соң оны шеп қаптал тəрепинен TA -ға көбейтип: 

2)( TTT AAAHA   

ҳəм алдынғы аңлатпасы менен қосамыз. TT AAAA   есапқа алып, 

22)( HAAHAHA tT   

ийе боламыз. 

Симметриялық болатуғын  

2HHAHAT   

теңлемесиниң шешими )( TAAH  болады. H -матрицасы айнымалы емес 

матрица болғанлығы себепли, онда 2H -оң анықланған болады. Егерде пайда 

болған теңлемени Ляпунов теңлемеси ретинде қарастырсақ ҳəм A -

матрицаның асимптотикалық орнықлы болатуғынын есапқа алсақ, онда оның 

шешими )( TAAH  -оң анықланған матрица болады, яғный TAA  -терис 

анықланған болады. 

Келтирилген леммадан пайдаланып, A -матрицасына байланыслы 

болған,  интеграллық мағанасы бойынша  ең жақсы болған баҳалар алыỹ 

мүмкиншилигин қараймыз. 
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1. Мейли A -асимптотикалық  ҳəм нормальлы, яғный            

TT AAAA  болсын. 

1.2.1-теоремасы. Егерде A -асимптотикалық ҳəм нормальлы болса, онда 

қəлеген 0 ушын, )( 0tx -да (1.1) системаның барлық ỹақытта 

)(txx  шешими бар болып ҳəм ол 

 .)((Remaxexp)( 0
,1

ttAtx i
ni




 . 

Дәлиллениỹи. A  - нормальлы болғаны ушын, онда U -ортононаллық 

матрицасы бар болып, бул матрицасы A -ны Жордан формасына алып 

келеди: 

,

...000...0000

..............

0...00...0000

0...0...0000

0...0...0000

..............

0...000...00

0...000...00

0...000...00

0...000...00

2

1

22

22

11

11



























kk

kk

T AUU      (1.2.3) 

бул жерде, nsksqkpqi qqpp  2,,1,,1,,  - 

A матрицасының меншикли мəнислери. 

а) Мейли ji
ni

A  


)(Remax
,1

 болсын. Онда   zUx   деп алмастырып, 

сызықлы дифференциаллық теңлемелер системасына ийе боламыз:  

,zZ                                         (1.2.4) 

бул жерде  -да (1.2.3)-те анықланған. Бул системаның дара шешими                              

Tttj
etz )0,...,0,,...,0)((

)( 0
 болатуғынлығын көриỹге болады. Буннан 

 )()( tzUtx  векторы дəслепки берилген системаның дара шешими 

болады, соның менен бирге  )(exp)(:
0

tttxU
j

  болады. 
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б) Мейли ei
ni

A  


)(Remax
,1

болсын. Онда (1.2.4) теңлемелер системасы 

ушын дара шешими  

Ttt

e

tt
ttettetZ ee )0,...,0,),cos(),(sin,0,...,0()(

0

)(

0

)( 00 
    

болады, ал излениỹши шешими болып: 

 )()( tzUtx  

есапланады. 

1.2.2-теоремасы. Егерде A -асимптотикалық ҳəм нормальлы матрицасы 

болса, онда мына  

  )(
2

1
)(Remax

max
,1

T

i
ni

AAA 


                                   (1.2.5) 

теңсизлиги дурыс болады. 

Дәлиллениỹи. (1.1.1)системасын (1.2.4) түрине алып келемиз. A -

аисмптотикалық орнықлылы  болғаны себепли, онда ,0
p

 ,,1 kp  ,,1 sq   

nsk 2  болады. U -матрицасы ортогоналлық болғаны ушын 

UAUAUU TTTTT  )( болады. Буннан тысқары, 

niUAAUAA TT

i

T

i
,1],)([)(    болады. Сонлықтан, 

   ,)(Remax,...,,,...,max)(
2

1

][
2

1
])([

2

1
)(

2

1

,1
11max

maxmaxmax

AAA

UAUAUUUAAUAA

i
ni

sk

T

TTTTTT










 

1.2.1-салдары.  Егерде  A  асимптотикалық ҳəм нормальлы матрицасы  

болса, онда (1.1.1) системаның қəлеген )(tx -шешими ушын мына теңсизлиги 

 .)()(Remaxexp)( 0
,1

0 ttAxtx i
ni




  

дурыс болады. 

Дəлиллениỹи (1.2.2)теореманың (1.2.5) теңсизлигинен келип шығады. 

1.2.3-теоремасы. Егерде A  матрицасы асимптотикалық ҳəм нормальлы  

матрицасы болса, онда интеграллық мағанасы ҳəм дəслепки мағлыỹматларды 
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баҳалаỹ мағанасы бойынша оптимал болатуғын Ляпунов функциялары 

бирдей болады ҳəм ).(, 00

TAACEH   

Дәлиллениỹи. Егерде A  нормал болса, онда 1.2.2-леммасынан 

.TAA матрицасы терис анықланған болады. Сонлықтан дəслепки берилген 

мағлыỹматлар бойынша  Ляпунов функциясы ретинде xHxх T

00 )(   

функциясын алыỹға болады, бунда EH 0 . Бул функцияның интеграллық  

мағанасы бойынша да оптимал болатуғынлығын көрсетейик. Ҳақыйқатында 

да, 1.2.1-салдардан  ҳəм 1.2.2- теоремадан  

 .))((Remaxexp

))((
2

1
exp)(

0
,1

0

0max0

ttAx

ttAAxtx

i
ni

T


















 

Соның менен бирге бул теңсизлик ең жақсы болып есапланады, яғный 

)(tx шешими бар болып ҳəм бул шешими ушын бул теңсизлик дəл болып 

есапланады. Демек, xHxх T

00 )(  , EH 0  Ляпунов функциясы жəрдеминде 

алынған интеграллық баҳасы  мағанасы бойыншада ең жақсы болып 

есапланады. 

II. Мейли TAA  терис анықланған болсын, онда TT AAAA  болады. 1.1 

параграфта көргенимиздей дəслепки өзгерислерди баҳалаỹ ушын оптимал 

баҳасы болып )(0 х   функциясы есапланады, бунда EH 0
.  

Улыỹмаластырып айтқанымызда жоқарыдағы функциясы ең жақсы 

интеграллық баҳасын бериỹши Ляпунов функциясы менен бирдей болмаỹ да 

мүмкин. 

(2.1.1) системасын қараймыз, бунда  

.
10

1















A  

0  болғанда A  матрицасы нормальлы болмайды, бирақ 2 болғанда, 

TAA терис анықланған болып ҳəм оның характеристикалық санлары 

  2)(2,1

TAA болады. 
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Сонлықтан, )( TAAC  деп есаплап, EH   ийе боламыз ҳəм  





















.02,
2

1

,20,
2

1

)(

1
)(

max

2










TAA
E  

Екинши жақтан EC 2 деп ҳəм Ляпунов теңлемесин шешип, мынаған 

ийе боламыз: 

.
4

1
2

)
4

1()(,
2/12/

2/1 22

22,122


















 EE HH  

Буннан, 20   да  














4
1

24
1

)(

)(

2

)(
)(

22

2min

2max2max
22








E

EE
E

H

HH
H  

ийе боламыз. 

Ҳəм 20  умтылғанда, бунда 

,
2

1

4
1

24
1

0

2

00

2

0





















  

яғный, EH   матрицасы интеграллық мағанасы бойынша оптимал 

болмайды. 

III. Мейли Aасимтотикалық орнықлылы матрицасы болсын, бирақ 

TAA терис анықланбаған болсын. Бул жағдайда мына теорема дурыс 

болады. 

1.2.4-теоремасы. Дəслепки өзгерислерди  баҳалаỹшы Ляпуновтың 

оптимал функциясын, оның  интеграллық критериясын баҳалаỹ ушын 

пайдаланыўға болмайды, себеби )( 02 H . 

Дәлиллениỹи. Егерде TAA терис емес анықланған болса, онда алдынғы 

параграфдан дəслепки мағлыỹматларды баҳалаỹ ушын оптимал функциясы 

ушын   0)()( 00min0min  AHHAC T орынланыỹы зəрүр болады. 

Сонлықтан )( 02 H  болады. 
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Оған қарамастан   )(2 H  функциясын оптималластырыỹ мəселеси 

шешимге ийе болып, яғный  интеграллық мағанасы бойынша оптимал 

болатуғын Ляпунов функциясы бар болады. 

1.2.5-теоремасы. Интеграллық критерияның сапасын   баҳалаỹшы                 

xHxх T

00 )(   Ляпунов функциясы     , бунда )(0 HGH    барлық ỹақытта 

бар болады.  

Дәлиллениỹи. )(HG  көплиги  бул орайы координат басында жайласқан 

конус болады. )(2 H  функциясы биртекли болғаны себепли, онда оның 

анықланыỹ областы ретинде барлық )(HG болмай, ал оның бир бөлегин 

 1:)()(1  HHHGHG алып қараған жеткиликли болады. )(1 HG көплиги 

шегараланған болып, бирақ туйық болады. Егерде бул көпликтиң шегарасына 

)(1 HG жақынласақ, онда  


)()(

1
)(

minmin

2

Hc
H


  

умтылады. 

Бунда  функцияның  минимал мəнисин изленгенимиз ушын, онда 

жеткиликли киши болған   шегарасын алып таслап ҳəм )(1 HG областын 

қиширейтемиз, яғный бул областа  

   )(:/)()(
min11

HAHAHHGHG T
 

оптимизациялық мəселесин шешемиз. )(1 HG 
көплиги компактлы болып ҳəм 

)(2 H функциясы өзиниң ең киши мəнисине усы компактинде жетиседи, 

яғный Ляпуновтың оптимал функциясы бар болады. 

Енди улыỹма жағдайда( 3n )Ляпуновтың оптимал функциясы биртекли 

емес болып жасалатуғынлығын көрсетемиз.  Дəслепки өзгерислерди  

баҳалаỹға уқсас,  бул аралық меншик санларын вариациялаỹ 

мүмкиншиликлери менен байланыслы болып, дара жағдайда, егерде қаралып 

атырған  A  блоклы-диагоналлық матрицасына ҳəм 0H  ийе (1.1) системасы 
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оптимал болса, онда барлық ỹақытта 0H   матрисасын дүзиỹге болады, бул 

матрицасы ушын )()( 0202 HH   болады. 

1.2.6-теоремасы. Егерде A  матрицасы блоклы-диагоналлық 

структурасына ийе болса, онда Ляпунов функциясына оптимал болатуғын 

0H матрицасы блоклы-диагоналлы болады. 

Дәлиллениỹи. Мейли A  матрицасы мына түрине ийе болсын: 

                                           ,
0

0

2

1











A

A
A    

ал xHxх T

00 )(   Ляпуновтың оптимал функциясы болсын. 0H  ҳəм    0C  

матрицаларын мына түринде жазамыз: 




















0

22

0

12

0

12

0

11

00

22

0

12

0

12

0

11

0
)()( CC

CC
C

HH

HH
H

TT
 

Буннан 
0H  , 

0C  матрицалары 




















0

22

0

11

00

22

0

11

0
0

0

0

0

C

C
C

H

H
H  

Ляпунов функциясының шешимлери болатуғынлығы көринип турыпты 

ҳəм ол ушын  

),()()()( 0max0max0min0min HHHH    

)()()()( 0max0max0min0min CCCC    

болады. 

Сонлықтан 

).(
)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 02

0min

0max

0min

0max

0min

0max

0min

0max

02 H
C

H

C

H

C

H

C

H
H 
















 








  

Жоқарыда келтирилген теоремадан пайдаланып, Ляпуновтың оптимал 

функциясын жасаỹдың биртекли емеслигин көрсететуғын мысал келтиремиз. 

Мейли 1A  матрицасы өлшеми )1()1(  nn болған, 

xHxх T  0

110 )()( оптимал функциясына ийе ҳəм )()( 0

11max

0

11min HH   болған  
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асимптотикалық орнықлылы болсын. Егерде 02  aA скаляр болып, 

соның менен бирге )(2/)( 0

11max

0

11min HCa  болса, онда барлық системасы 

ушын Ляпуновтың оптимал функциясы ретинде xHxх T

00 )(   алыỹға 

болады, бул жерде  

,
0

00

11

0 









h

H
H ),()( 0

11max

0

11min HhH    aCh 2/)( 0

11min . 

Квазиоптимизациялаỹдың бир адымлы алгоритмлерин қараймыз, яғный 

)(2 H функциясын жақсылаỹши H матрицасын излеỹге алып келиỹши 

алгоритмлерин қараймыз. 

Нур бойынша оптимизациялаỹ алгоритми. 

Мейли EH  - EC  теңлемесине сəйкес келетуғын, яғный 

EAHHA EE

T   

Ляпунов теңлемесиниң шешими болсын. Бул теңлемени мынандай етип 

түрлендиремиз: 

 )()()( T

EE

T AAEAEHEHA   . 

)(2 H  функциясы  параметриниң функциясы болады, яғный 

 
.

)(

)(

)(

)(
)(

min

max

min

max

2
EH

EH

AAE

EH

E

E

T

E


















  

  өзгериỹшиси бойынша )(2  функциясының минимумын излеймиз. 

EH E   ҳəм )( TAAE  матрицалары оң анықланған болғаны ушын, онда 

 ны сайлап алғанымызда мына шегаралаỹши шəртин басшылыққа 

алыỹымыз керек: 

niAAH T

iE ,1,0)(1,0)(min    

1.2.3-леммасы. Егерде A  асимтотикалық орнықлылы матрицасы болса, 

онда 0)(min  TAA болады. 

Дәлиллениỹи.  Егерде A  асимтотикалық орнықлылы матрицасы болса, 

онда niAi ,1,0)(Re   болады. Буннан мынаған ийе боламыз: 
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/ 
 


n

i

n

i

ip

T

p

T

i AASAASAA
1 1

0)(Re22)()(  . 

Бул жерде 



n

i

iip aAS
1

- A -матрицасының изи. 



n

i

T

i AA
1

0)( болғаны 

ушын, барлық niAA T

i ,1),(   шамалары TAA матрицасы симметриялық 

болғаны ушын ҳақыйқый болады. Онда 0)(min  TAA ийе боламыз. 

Үш жағдайын қараймыз. 

1).  Егерде A -нормальлы матрицасы болса, онда қарап атырған 

алгоритмды қолланыỹ талап етилмейди. Бунда )(, 00

TAACEH  деп 

алыỹ керек болады. 

2). Мейли A -нормальлы емес матрицасы  болсын, бирақ TAA терис 

анықланған болсын. Бул жағдайда 0)(max  TAA  ҳəм 

 









.0),(1

,0),(1
)(

max

min

min





T

T

T

AA

AA
AAE  

болады. Белгилеỹлер киритемиз: 

.(),(),(),( min2min1minmax

TT AAcAAcHbHa     

)(2   функциясы мына түрине ийе болады: 










































.0,
1

,0
1

,max,
1

)(

2

11

2





















b

a

c

a

c
b

b

a

c

a

     (1.2.6) 

Енди мына түрине ийе болған функциясын қараймыз: 

b

a

c

a



















1
)( . 

Бул функциясы ушын экстремум болыỹдың зəрүрли шəрти болып 

0)(   есапланады, яғный  

0
)()1(2

)23()23(
)(

2











b

a

bc

abcbabcac








 . 

Буннан 
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.
23

23
0






bcac

abcba
  

0  ноқатындағы екинши туỹындының түрин жазып келтиремиз: 

.
)()1(2

23
)(

0

0

0

2

0

0
b

a

bc

bcac















  

Экстремум болыỹдың жеткиликли шəрти болып екинши туỹындының оң 

анықланғанлығы есапланады, яғный 

0,023 0  bbcac  .               (1.2.7) 

Демек, егерде  

23

23
0






bcac

abcba
    

)( функцияның анықланыỹ областында жайласқан болса ҳəм (1.2.7) 

теңсизлиги орынланса, онда 0  да  )( функциясы минимал мəнисин 

қабыл етеди. (1.2.6) функциясына қарата мыналарға ийе боламыз. 

Мейли TAA терис анықланған болып ҳəм мына төменде берилген 

теңсизликлер системалардың ең кеминде биреỹи орынлансын: 


























,0
23

231
,max

,023

11

1

1

11

bcac

abcba

c
b

bcac

    (1.2.8) 

ямаса  









023

,023

2

22

abcba

bcac
.        (1.2.9) 

Онда  

 ,)(),(minarg 22120    

деп алып, бунда  

.
23

23
,

23

23

22

2

2

11

1

1










bcac

abcba

bcac

abcba
  

Егерде (1.2.8), (1.2.9)  теңсизликлери орынланбаса, онда 00  болады, 

яғный EHH 0 . 
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3) Мейли TAA терис анықланған болмасын, яғный 

0)(max  TAA болады. Онда )(2  функциясы мына түрине ийе болады: 

                  










































,
1

0,
1

,0
1

,max,
1

)(
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11

2

cb

a

c

a

c
b

b

a

c

a



















       

 (1.2.10) 

бул жерде )(max EHa  , )(min EHb  , )(min1

TAAc   , )(max2

TAAc    

болады. 

Алдынғы пункиттеги айтылғанларды қайталап, мынаған ийе боламыз. 

Мейли төменде берилген теңсизликлердиң биреỹи орынлансын 


























,0
23

231
,max

,023

11

1

1

11

bcac

abcba

c
b

bcac

     (1.2.11) 

ямаса  

















.
1

23

23
0

,023

222

2

22

cbcac

abcba

bcac

     (1.2.12) 

Онда  

 ,)(),(minarg 22120    

деп алыỹы керек болады, бул жерде  

.
23

23
,

23

23

22

2

2

11

1

1










bcac

abcba

bcac

abcba
  

Егерде (1.2.11), (1.2.12) теңсизликлери орынланбаса, онда 00  болады, 

яғный EHH 0 . 

Көшер бойынша созыỹ алгоритми. 

Мейли EH - бул EС  матрицасына сəйкес келетуғын  Ляпунов 

теңлемесиниң шешими болсын.  Онда U  айрықша емес болған 

түрлендириỹлер бар болып ҳəм ол EH ны диагоналлық түрине алып келеди. 
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Ляпунов теңлемесин шеп қаптал тəрепинен TU ға көбейтип, ал оң қаптал 

тəрепинен U ға көбейтип, мынаған ийе боламыз: 

EAAT  11  

яғный   njiaAAUU ji

T ,1,,1

,1   болады. Пайда болған теңлемени 

мынандай етип түрлендиремиз: 
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EC  ҳəм EHH  деп белгилеп алынған матрицаларында )(2 H матрицасы 

  параметрине байланыслы болған функциясына айланады: 

 
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бунда  























0...0

......

0...0

...2

1

1

1

12

1

1

12

1

11

n

n

a

a

aaa

. 

 матрицасы меншикли санларына ийе болады: 
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11,1 )()(,2,1,0)(  . 

Сонлықтан  
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 
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Демек, буна )(2   функциясы мына түрине ийе болады: 
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



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
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
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





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


























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)(1
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0)(/1),(max,
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)(

)(1
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1
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1

1
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min

max

1
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1

1
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max

1

21

1

1

11min

min

max

1

21

1

1

11

max

2
n

i

i

E

E

n

i

i

E

n

i

iE

E

E

n

i

i

E

aa
H

H

aa

EH

aaH
H

H

aa

EH





















 (1.2.12) 

Енди 

),(max EHa  ),(min EHb  ,)(
1

21

11

1

111 



n

i

aac 



n

i

aac
1

21

11

1

112 )( деп 

белгилеỹлер киритемиз ҳəм улыỹма түрине ийе болған функцияның 

минимум болатуғын шəртлерин қараймыз: 

.
1

)(






b

a

c

a
 

0)(   болатуғын минимумның зəрүрли шəртлери мына түрине ийе 

болады: 

2/32 )()1(2

)12(
)(











bc

cbcaa
. 

Экстремум мəнисине ийе ноқатлары 

./)21(0 cbc  

Минимум болатуғын 0)( 0   жеткиликли шəртлери, яғный  

0
)()1(2

)12(
)(

2/320 










bc

cbcaa
 

болады. 

Демек, (1.2.13)  байланысына қарата мыналарға ийе боламыз. Егерде  
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,

)(

121
0

1

21

11

1

11

2

2










n

i

aa
c

bc
 

орынлы болса, онда UUH )( 00  деп алыỹ керек болады, бунда 

)(2)(/1 min

1

21

11

1

110 E

n

i

Haa  







 



 

кери жағдайда 00  , яғный   
EHH 0

. 
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II Бап 

 Сызықлы дифференциаллық системаларында болып ӛтиỹши 

процесслерин  баҳалаў 

 

2.1-§. Сызықлы дифференциаллық системаларында болып  ӛтиỹши 

процесслерин ỹақыт бойынша оптимизациялаỹ 

 

Бунда Hxxх T)( Ляпуновтың квадратлық функциясы жəрдеминде 

системаның шешиминиң жəне бир характеристикасын анықлаỹды қараймыз. 

Асимптотикалық орнықлы (1.1.1) системалары менен тəрийпленетуғын 

процесслери ушын ең бир əҳмийетли техникалық характеристикалардың 

бири болып өтиỹши процесслердиң өтиỹ ỹақты болып есапланады. Бунда 

)(tx шешими координата басының  дөгерегине жетип барыỹ ушын ҳəм 

оннан шығып кетпеỹ ушын жумсалатуғын ỹақыт муғдарын  болып   өтиỹши 

процессиниң ỹақты деп аталады. Квадратлық түрине ийе болған Ляпунов 

функциясы жəрдеминде болып өтиỹши процесслердиң ỹақтын мынандай 

етип баҳалаỹға болады. (1.1.4) теңсизлигинен  
















2

2

0

min

max

min

max

0
)(

)(
ln

)(

)(
),,(










x

H

H

C

H
HxT  

келип шығады. 

)(HGH  матрицасын табыỹ мəселеси өтиỹши процесслерин əдеỹир дəл 

табыỹға мүмкиншилик береди. Егерде, дəслепки ҳəм ақырғы мағлыỹматлар 

бойынша теңсалмақлы болған  өтиỹши процесстиң ỹақтың анықлаỹши 

баҳасын излегенимизде, онда мына төмендеги функцияны 

оптималластырыỹымыз керек болады: 











)(

)(
ln

)(

)(
)(

min

max

min

max
3

H

H

C

H
H








  

2.1.1-анықламасы. Өтиỹши процесслердиң ỹақтың анықлаỹши баҳасы 

ушын Ляпуновтың )(0 х функциясы оптимал болады, егерде 
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 ,)(infarg 3
)(

0 HH
HGH



        (2.1.1) 

бул жерде  











)(

)(
ln

)(

)(
)(

min

max

min

max

3
H

H

C

H
H








  

болады. 

Енди (2.1.1) оптимизациялық мəселениң шешиминиң бар болатуғын 

мəселелерин қараймыз. 

)()(0 maxmin HH   болғаны себепли, онда  Ляпуновтың оптимал 

функциясы ретинде( A матрицасына байланыслы) 
2

0 )( xх  болады, яғный 

EH 0 . Бунда 0)( 03 H болады. 

2.1.1.-теоремасы.  Өтиỹши процесслерди ỹақыт бойынша баҳалаỹ ушын 

оптимал ҳəм ол ушын 0)( 03 H  болған xHxх T

00 )(  , )(0 HGH   Ляпунов 

функциясы сол жағдайда бар болады ,егерде TAA терис анықланған болса. 

 Дәлиллениỹи . 1.1 теоремасында көрсетилгени бойынша (1.2) Ляпунов 

функциясы шешими ретинде    )(HGE    ийе болыỹ ушын зəрүрли ҳəм 

жеткиликлеи шəрти болып  TAA матрицасының терис анықланғанлығы 

болып есапланады. Ал   )(3 H функциясының түринен   0)(3 H  

болатуғынлығы келип шығады, егерде   H  матрицасы сол жағдайда оң 

анықланған болады, егерде   EH  болса.     

Мейли TAA толық емес терис анықланған болсын. Онда  

),(,)(/)( minmax HGHCH   

ҳəм )(HGH  да )(3 H функциясы үзилиске түседи. Егерде, соның менен 

бирге )(HGEH   болса, онда  

  0)(/)(ln minmax HH   

болады ҳəм )(3 H   анықланған болмайды. 

Енди мына  жағдайын қараймыз, бунда TAA матрицасы толық емес 

терис анықланбаған. )(1 H функциясы ушын Ляпуновтың оптимал 
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функциясы бар болады ҳəм ол шегарада жайласқан болады, яғный 

)(0 HGH  . Өтиỹши процесслердиң ỹақты бойынша  баҳаласын 

оптимизациялаỹ ушын, егерде )(HGH  болғанда, онда  










)(

)(
,0

)(

)(
ln

min

max

min

max

C

H

H

H








 

болады, яғный )(3 H . )(0 x  оптимал функциясы бар болатуғынлығын 

корсетейик, бирақ 0)( 03 H  ҳəм 
0H матрицалары )(HG конустың ишинде 

болады. 

2.1.2.-теоремасы. Мейли TAA толық терис анықланған функциясы 

болмасын. Өтиỹ процессиниң ỹақты бойынша баҳасын анықлаỹши 

Ляпуновиың )(0 x оптимал функциясы барлық ỹақытта бар болады. 

Дәлиллениỹи. )(3 H функциясының )(HG анықланыỹ областын 

қараймыз. Бул көплиги )(3 H да дөңес конус болады. Сонлықтан )(HG болған 

барлық областын қарамай, ал оның радиусы 1)(max H болған сферасы 

менен кесилисиỹи нəтийжесинде пайда болған )(1 HG бөлегин қараймыз. 

Сонлықтан меншикли санлары үзликсиз түрде матрицаның элементлеринен 

ғəрезли болғаны ушын, онда )(3 H үзликсиз түрде njihij 1, ға 

байланыслы болады. )(1 HG көплининиң )(1 HG шегарасы нольге тең болған 

меншикли санының пайда болыỹы менен анықланады, яғный 

}1)(,0}(:{)( maxmin1  HHAHAHHG T  болады.  )(1 HG  шегарасына 

жақынлағанда )(3 H  функциясының түрине байланыслы 



















 )(

)(
ln

)(

)(
lim

min

max

min

max

)(1 H

H

C

H

HGH 






 

болады. 

Минимизациялаỹ мəселеси шешилип атырғаны ушын )(1 HG та    )(1 HG
E

 

қараỹға болады, бул жерде  

 ,)(:/)()( min11   HAHAHHGHG TE
 



 48 

  -жеткиликли киши шама, )(3 H   функциясы   )(1 HG
E

 компакте үзликсиз 

болып, өзиниң минимал мəнисине жетиседи, яғный Ляпуновтың оптимал 

функциясын табыỹ мəселеси шешимге ийе болады. 

Енди улыỹма жағдайда  
0H   матрицасы биртекли емес болып 

дүзилетуғынлығын көрсетейик. Мысал ретинде  блоклы-диагоналлық 

структурасына ийе системасын жасаймыз. 

2.1.3-теоремасы. Егерде (1.1) системасы  блоклы-диагоналлық 

түриндеги Aматрицасына ийе болса, онда Ляпуновтың оптимал 

функциясының    0H матрицасы да блоклы-диагоналлық структурасына ийе 

болады. 

Дәлиллениỹи. Алдынғы бабтағы 1.7 ҳəм 2.6. уқсас болған теоремалардың 

дəлиллениỹин тəкирарлап, еки 00 ,CH    ҳəм   00 ,CH   жуп шешимлерин 

аламыз, бул жерде екинши жуплық шешимлеринде жəрдемши блоклар 

нольлық матрицалары болады. Нəтийжеде ийе боламыз: 

)()()()(

),()()()(

0max0max0min0min

0max0max0min0min

CCCC

HHHH








. 

Сонлықтан 

)(
)(

)(
ln

)(

)(

)(

)(
ln

)(

)(
)( 03

0min

0max

0min

0max

0min

0max

0min

0max

01 H
H

H

C

H

H

H

C

H
H 
















 

























  

болады. Егерде (1.1) системасының A   матрицасы  блоклы- диагоналлық 

структурасына ийе болса, онда 0H   матрицасыда    блоклы- диагоналлық 

структурасына ийе  болады. 

Бир текли емеслигин дəлиллеỹши мысал ретинде системаны қараймыз. 

Бул системаның 1A матрицасы асимптотикалық орнықлылы болып, ал    

02  aA скаляр болады. Мейли   
TAA 11   матрицасы терис анықланған 

болмасын ҳəм биринши үлес системасы ушын оптимал болып 
0

11H  

есапланады, соның менен бирге )()( 0

11max

0

11min HH   болады. Егерде    
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)(/)(2 0

11min

0

11min HCa  болса, онда 0

11H   ҳəм h  лардан дүзилген 0H  

матрицасын алыỹға болады, соның менен бирге  

).(2/)(),()( 0

11max

0

11min

0

11max

0

11min HChHhH    

Оптималластырыỹ мәселесин шешиỹдиң алгоритмлерин қараймыз. 

Нур бойынша оптималластырыỹ алгоритми. Ляпунов теңлемесин мына 

төмендеги түрине түрлендиремиз: 

 .)()()( T

EE

T AAEAEHEHA    

H өзгериỹшисиниң )(3 H функциясы     өзгериỹшисиниң функциясына 

айланады: 

  

















)(

)(
ln

)(

)(
)(

min

max

min

max

3

E

E

T

E

H

H

AAE

H








  

Енди )(3   ның экстремумын излеймиз.  EH   ҳəм )( TAAE   

матрицалары оң анықланған болыỹы ушын, онда  векторын сайлап 

алғанымызда    0)(m i n  EH ,     0)(m i n  TAAE  есапқа алыỹ керек 

болады. 

Егерде )( TAA  матрицасы оң анықланған болса, онда EH 0  деп 

алыỹ керек болады. Сонлықтан )( TAA  матрицасы оң анықланған емес деп 

есаплаймыз ҳəм буннан 0)(max  TAA болады. 

Демек, 

 









.0),(1

,0),(1
)(

max

min

min





T

T

T

AA

AA
AAE  

)(3   функциясы мына түрине ийе болады:   

































































,
)(

)(
ln

)(1

)(

,0
)(

1
),(max

,
)(

)(
ln

)(1

)(

)(

min

max

max

max

min

min

min

max

min

max

3

E

E

T

E

TE

E

E

T

E

H

H

AA

H

AA
H

H

H

AA

H





















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бунда 
)(

1
0

max

TAA 



 болады. 

Томенде берилген функцияның, яғный 

0,ln
1

)( 















 ba

b

a

c

a








  

минимизациялаỹ мəселесин қараймыз. 

0   ноқатындағы )( ның экстремум болатуғынлығының зəрүрли шəрти 

ретинде 0)(    болады, яғный 
0  ноқаты мына теңлемениң 

0
1

ln
1































b

c

b

a

ba

ac
        (2.1.2) 

шешиминен анықланады. 

0  да жеткиликли шəрти болып 0)( 0   есапланады. Екинши 

туỹындысын алып, мынаған ийе боламыз: 

2

000

2

0
))()(1(

)(
)(

bac

ab







 . 

Демек, егерде 
0  (2.1.2) теңлемениң шешими болса ҳəм  ,00  b    

01 0  c  теңсизликлерин қанаатландырса, онда 
0  да   )( функциясы 

минимал мəнисин қабыл етеди. 

Жоқарыда қаралған мəселени   өтиỹши процесслерин ỹақыт бойынша 

баҳасын оптималластырыỹ мəселесине қолланамыз.   

1). Мейли    1  

0
)(

1
),(max

,0
)(

)(1

)(

)(
ln

)()(

)()(1

1

min

min

min

min

min

max

minmax

minmax




















































TE

E

T

E

E

EE

T

E

AA
H

H

AA

H

H

HH

AAH

 

теңлемесиниң шешими болсын. Онда ,)( 11 EHH E    

)()( 11

TAAEC   деп есаплап, )())(( 33 EHH   ийе боламыз, яғный 

xHxх T )()(0    функциясы жəрдеминде алынқан өтиỹши процесстиң ỹақты               

xHxх T

00 )(    функциясы менен алынғаннан киши болады. 
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2) Мейли   2 де төмендеги теңлемениң 

,0
)(

)(1

)(

)(
ln

)()(

)()(1

min

min

min

max

minmax

maxmax 





















E

T

E

E

EE

T

E

H

AA

H

H

HH

AAH












 

)(

1
0

max

2 TAA 



  

барлық ỹақытта ,)( 22 EHH E      )()( 22

TAAEC   ҳəм  

)())(( 33 EHH   ийе боламыз. 

Егерде бул еки шəрти де орынланса, онда xHxT )( 1  ҳəм xHxT )( 2         

функциялардың ишинен )(3  киши болатуғынын сайлап аламыз, яғный 

 )(),(minarg 23130    

Егерде бул шəртлердиң бирде биреỹде орынланбаса, онда 00   деп 

есаплап, яғный Ляпуновтың оптимал функциясы болып 

xHxх E

T)(0 болады. 

Көшер бойынша созыỹ алгоритми. 

Мейли U   ортогонал матрицасы болып ҳəм ол EH  матрицасын 

диагоналлық түрине алып келеди, яғный UHU E

T болады. Ляпунов 

теңлемесин шеп қаптал тəрепинен  TU ға көбейтип, ал оң қаптал тəрепинен 

U  көбейтип, мына төмендегиге ийе боламыз: 

EAAT  11 , 

бул жерде   njiaAUUA ij

T ,1,,1

1  . 

Теңлемени мына түрине түрлендиремиз: 

),()()( 111  CAAT   

яғный  
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.

0...0

......

0...0

...2

)(...00

0.....

0...)(0

0...0)(

)(...00

0.....

0...)(0

0...0)(

1

1

1

12

1

1

1

12

1

11

1

2

1

2

1

1









































 



















 

n

n

En

E

E

En

E

E

T

a

a

aaa

E

A

H

H

H

H

H

H

A















 

Буннан  

,

0...0

......

0...0

...2

)(

1

1

1

12

1

1

1

12

1

11

1























n

n

a

a

aaa

EC   

ҳəм )(3  функциясы ушын  

 
.

)(

)(
ln

)(

)(
)(

min

max

1min

max

3 




















E

EE

H

H

C

H
 

  параметрин өзгертиỹ есабынан теңсизликтиң оң қаптал бөлегин азайтамыз, 

яғный өтиỹши процессиниң ỹақтың анықлаỹши дəлирек баҳасына ийе 

боламыз. )(1 C матрицасының характеристикалық теңлемеси мына түрине 

ийе болады: 

  .)()1(2)1()1()1()(det
2

1

21

1

21

11

22

1 







 





i

i

nn aaEC   

Оған сəйкес болатуғын меншикли санлары болып 

    ))((1)(,2,1,0)(
1

21

1

1

11,1 


 
n

i

inni aaCniC   

есапланады. 

Демек,  
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 











































.0,)(1

,0,)(1

)(

1

21

1

1

11

1

21

1

1

11

min






n

i

i

n

i

i

aa

aa

C  

)(3  функциясы ушын мына төмендеги теңсизликлери орынлы болады: 













































0
1

,max,ln
1

,
1

0,ln
1

)(

22

11

3









c
b

b

a

c

a

cb

a

c

a

, 

бул жерде  

),(max EHa  ),(min EHb  ,)(
1

21

11

1

111 



n

i

aac 



n

i

aac
1

21

11

1

112 )(  

болады. 

Төменде берилген функциясын қараймыз 

.ln
1

)( 











b

a

c

a


  

Экстремум болыỹдың зəрүрли шəрти мына түрине ийе болады: 

0
1

)ln(
11

)( 

















bb

a

с

с

c

a
                  (2.1.3) 

Мейли 0    (2.1.3) теңлемесиниң шешими болсын. Онда 

)( функцияның екинши туỹындысы    0 да мынаған тең болады: 

0
))(1(

)(
2

0

0 






bc

a
. 

Егерде (2.1.3) теңлемеси функцияның анықланыỹ областына тийисли 

болған 0   шешимине ийе болса, онда бул ноқатында )( функциясы 

минимал мəнисине жетиседи. 

)(3  функциясы өзиниң минимал мəнисине жетисетуғын 0    дағы 

мəнисин табыỹ ушын мынандай əмеллерин орынлаймыз. 
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1) 
1

1
0

c
  аралығында 

0
1

)ln(
1 1

1 



  bb

a

c

c
 

теңлемесин шешемиз. 

2)   0/1,max 2  cb  аралығында 

0
1

)ln(
1 2

2 



  bb

a

c

c
 

теңлемесин шешемиз. 

Егерде бул теңлемелери 21 ,       шешимлерине  ийе болса, онда  

 .)(),(minarg 23130    

Егерде шешимлери жоқ болса, онда 00    ҳəм EHH  болады. 

 

2.2-§. Оптимизациялық мәселелерин градиентлик усыллары менен 

шешиỹ 

Сызықлы емес программаластырыỹдың улыỹмаласқан мəселелерин 

шешиỹде  

)(,,1,0)(,min)(
)(

0 HHmiHfHf i
HH




 

Лагранждың көбейткишлер усылынан пайдалансақ болады. Лагранж 

функциясы мына төмендеги түрине ийе болады: 





n

i

iii HfHfHZ
1

0 0),()(),(  . 

Кун-Таккере теоремасынан мыналар келип шығады. Мейли 

miHf i ,0),(    дөңес функциялары болсын, )(H  көплиги дөңес болып 

ҳəм Слейтердиң қадағалаỹ шəрти орынлансын, яғный   )(
~

HH    бар 

болып, бунда 0)
~

( Hf i   mi ,1 болады. 0H матрицасы оптимизациялық 

мəселениң шешими болыỹдың зəрүрли ҳəм жеткиликли шəртлери болып     
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),...,,( 00

2

0

10 m   векторының бар болыỹы, бунда ),( 00 H     жубы   

),( HZ функциясының ер ноқаты болыỹы керек болады. 

Ҳəм шегаралаỹши шəртлерине ийе болған дəслепки мəселеси төмендеги 

функцияны минимизациялаỹ мəселеси менен алмастырылады, яғный 

)(0
min),(max)(

HH
HZHF


 


 

ямаса минимакс  мəселесин шешиỹ менен: 

0)(
maxmin),(







HH
HZ . 

Бундай мəселелерди шешиỹдиң тийкарғы санлы усыллары болып 

градиентлер усылы ҳəм оның модификациялары есапланады. Шешимин 

табыỹдың еки градиентлик усылын қараймыз. 

I. Туỹры градиентлык усылы. 

))(
~

)()(
~

(
1

01 







 



 ki

m

i

kikkkHk HfdgraHCHfdgraHH   

бул жерде )(zH   функциясы бул z ноқатын )(H  көплигине проектлеỹ 

əмели жəрдеминде алынған функциясы. )(HCi фунциясы төмендегише 

болып есапланады: 












miHfегер

miHfегерC
HC

i

ii

i

,1,0)(,0

,1,0)(,
)( , 

бунда iC   жеткиликли үлкен санлары, )(
~

Hfdgra i    H  ноқатындағы 

)(Hf i функциясының улыỹмаласқан градиенти. 

2. Эрроу-Гурвиц усылы. Бул усылда функцияның ер ноқатын еки 

координата бойынша бир ỹақытта излеймиз. Демек 

  miHf

HfdgraHfdgraHH

kik

k

i

k

i

n

i

ki

k

ikkKHk

,1,)(,0max

))(
~

)(
~

(

1

1

01

















 




, 

яғный   бойынша  ),( HZ  градиентың бағыты бойынша ҳəм H   бойынша 

антиградиентық бағыты бойынша. Егерде )(0 Hf қатан дөңес функциясы 
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болса, онда )(Hf i
 функциялары дөңес болады, онда ),( HZ функциясының 

ер ноқаты бар болып ҳəм егерде 







1

,0,0
k

kk   

болса, онда  kkH ,(   избе-излиги сол мағанасында жыйнақлы болады,          

 kH  шекли ноқатларының бири шешимлер көплигине тийисли болады. Бул 

алгоритмлерди 3,1,)( iHi  функцияларын минимизациялаỹ ушын  

пайдаланыỹ мүмкиншилигин қараймы. 

1) Төменде берилген функциясын минимизациялаỹ мəселесин қараймыз:               

,inf)(
)(

1
HGH

H


  

бунда ),(/)()( minmax1 HHH    0)(_:)( min  HAHAHHG T  болады. 

Жоқарыда дəлилленип көрсетилген бойынша 0H  болған  оптимал  шешими     

)(HG шегарасында жайласқан болады, соның менен бирге 

)(1 H функциясының биртекли болғаны ушын, )(HG тың ишинде жайласқан  

1)(max H  шардың бир бөлегин  қарасақта болады. Демек, төмендеги 

функцияның минимумын қарасақ болады: 

)(

1

0 min)(
HH

Hf


 , 

шегаралаỹши шəртлери  

0)(,0)( 21  HfHf  

болады, бунда ),()( min0 HHf  ),()( min1 HAHAHf T    

1)()( max2  HHf  болады, )(H -симметриялық оң анықланған 

матрицалардың көплиги. 

Лагранж функциясы төмендеги түрине ийе болады: 





2

1

1

01 )()(),(
i

ii HfHfHZ   

H бойынша улыỹмаласқан градиенти 





2

1

1

01 )(
~

)(
~

),(
~

i

iih HfdgraHfdgraHZdgra   
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болады, бул жерде  

TT xxHfdgraxxHfdgra maxmax2minmin
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

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





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


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

yDyyDy

yDyyDy

HDHfdgra

nn

T

n

T

n

TT

][...][

.....................................

][...][

][)(
~

1

111

0  

maxmin , xx  лары булар бирлик сферада жатқан векторлары, бул сферада HxxT  

квадратлық формасы минимал ҳəм максимал мəнислерине жетиседи.                     

AAD ijij

T

ij  ][ ,  бунда ij  -бул i  -қатардың ҳəм j -бағананың 

кесилисиỹинде бир санлары жайласқан болып, ал қалған барлық элементлери 

нольге тең болатуғын матрицасы. miny -бул бирлик сферада жайласқан вектор 

болып ҳəм онда yHAHAy TT )(  квадратлық формасы минимал мəнисине 

жетиседи. 

2,1,)(,)(1

0 iHfHf i     функциялары дөңес болып ҳəм Слейтер 

шəртлери орынлансын.   ),(1 HZ Лагранж функциясы ),,( 0

2

0

10 H болған ер 

ноқатына ийе болып ҳəм 0H  оптимизациялық мəселениң шешими болсын. 

2). Функцияны минимизациялаỹ мəселесин қараймыз:                     

)(
2 inf)(

HGH
H


  

бул жерде  

.
)(

)(

)(

)(
)(

min

max

min

max

2
H

H

HAHA

H
H

T 






 


  

Жоқарыда көрсетилген бойынша 0H  болған оптимал шешими )(HG  

областында болып ҳəм )(2 H функциясының биртекли болғаны ушын 

1)(max H шардың бир бөлегин қарасақта болады. 

Дəслепки берилген мəселени мына төмендеги мəселеси менен 

алмастырамыз: 

,0)(,0)(,min)( 21
)(

2

0 


HfHfHf
HH

 

бул жерде  
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   )(ln
2

1
)(ln)( minmin

2

0 HHAHAHf T   . 

Лагранж функциясы  





2

1

2

02 )()(),(
i

ii HfHfHZ   

болады. H бойынша улыỹмаласқан градиенти: 





2

1

2

02 )(~)(
~

),(
~

i

iiHH HdfagrHfdgraHZdgra   

болады, бул жерде  

 
 

)(2

1

)(
)(

~

min

minmin

min

2

0
H

xx

HAHA

HD
Hfdgra

T

T 





 . 

)(2

0 Hf  функциясы бул еки дөңес функциялардың қосындысы болып ҳəм 

Слейтер шəртлериде орынланады. 

3). Функцияны минимизациялаỹ əмелин қараймыз: 

                       
)(

3 inf)(
HGH

H


  

бул жерде  

.
)(

)(

)(

)(
)(

min

max

min

max

3
H

H

HAHA

H
H

T 






 


  

Бул мəселени мына төмендеги мəселеси менен алмастырамыз: 

,0)(,0)(,min)( 21
)(

3

0 


HfHfHf
HH

 

бул жерде  

    )(lnln)(ln)( minmin

3

0 HHAHAHf T   . 

Лагранж функциясы мына түрине ийе болады: 





2

1

3

03 )()(),(
i

ii HfHfHZ  / 

Оның H  бойынша улыỹмаласқан градиенты  





2

1

3

03 )(~)(
~

),(
~

i

ii HdfagrHfdgraHZdgra   

болады, бул жерде 



 59 

 
 )(ln)()(

)(
~

minmin

minmin

min

3

0
HH

xx

HAHA

HD
Hfdgra

T

T  





 . 

)(3

0 Hf функциясы да еки дөңес функциялардың қосындысы болып ҳəм 

Слейтер шəртлери орынланады. 

Дифференциалланбайтуғын оптимизациялық мəселелерин шешиỹдиң ең 

бир əҳмийетли усылларының бири болып Н.З,Шор тəрепинен усынылған 

градиентлик түсиỹдың улыỹмаласқан усылы болып есапланады. 

Кеңисликти созыў менен градиентлик түсиў усылы. 

1-адым. 
0H ноқатындағы )(Hf функциясыгның улыўмаласқан 0H ҳəм 

)( 0

1 Hg  градиентлерин есаплаймыз. 1kh  ҳəм 1k  берилген формулалар 

бойынша 1H   ҳəм  1 ларды есаплаймыз. Буннан соң 

)( 0

1

0 HghhH f есапланады.  EB 1 деп аламыз. 

2-адым. Мейли 1k болсын. 

3-адым. )( k

f Hg есаплаймыз. 

4-адым. Егерде )( k

f Hg болса, онда есаплаўларды тоқтатамыз, кери 

жағдайда 5-адымға өтемиз. 

5- адым.  )()( 1 k

f

k

f

T

kk HgHgBr  айырманы есаплаймыз. 

6-адым. 1k  созыў бағытын, яғный  kkk 2/21  есаплаймыз. 

7-адым. 1kh  жылжыўдың 1k  адымын ҳəм 1k  созыў коэффициентин 

есаплап аламыз. 

8-адым.    1k    адымның созыў матрицасы есапланады                                         

 T

kkkkk EBB 11

1

11 )1( 



    

9-адым. )(~
11

k

f

T

kk HgBg   есапланады. 

10-адым. Итерацияның 1k ши адымы орынланады 

1111

1 ~/~


  kkkk

kk ggBhHH  

11-адым.  1 kk деп есаплап ҳəм 3-ши адымға өтемиз. 



 60 

III Бап 

Айырмалы схемалардың орнықлылығының оптимал баҳаларын 

Ляпуновтың квадратлық функциялар топарында дүзиў 

 

Бул бапта айырмалы теңлемелердиң автономлы  системалары қаралады. 

Изертлеỹ жумыслары Ляпуновтың екинши усылы жəрдеминде жүргизиледи. 

Функциялар квадратлық  формасы түринде жасалады. Ляпуновтың екинши 

усылы жəрдеминде алынатуғын орнықлылықтың бир неше 

характеристикалары келтирили шығарылған.  Квадратлық функциялар 

топарында ең жақсы болатуғын орнықлылықты сыпатлаỹшы баҳаларын 

дүзиỹ мүмкиншиликлери қаралған. 

 

3.1-§. Басланғыш ӛзгериўлерин оптимизациялаў  баҳалары 

 

Сызықлы айырмалы теңлемелер системасын қараймыз: 

,...2,1,0),(1  kkAxxk                                             (3.1.1) 

Айырмалы теңлемелер системасы ушын орнықлылық анықламалары 

дифференциаллық теңлемелер системасы ушын берилген анықламаларына 

уқсас. 

Анықлама. ,...2,1,0,0  kxk шешими Ляпунов бойынша орнықлылы 

болады, егерде қəлеген бир      0    ушын, сондай бир 0)(    бар болып,           

,...2,1,0k  айырмалы теңлемелер системаның қəлеген )(kx шешими ушын 

0x  де kx     шəрти орынланса. 

Анықлама.   0kx   шешими асимтотикалық орнықлылы болады, егрде 

ол Ляпунов бойынша орнықлылы болып ҳəм 0lim 


k
k

x болса. 

Ляпуновтың екинши усылы менен орнықлылықты изертлегенимизде 

квадратлық түрдеги функциясы алынады. Егерде оның биринши айырмасы 

(3.1.1) системанысына сəйкес 
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)())(())(( kxHHAAkxkx TT   

терис анықланған болса, онда система асимтотикалық орнықлылы болады. 

Әмелиятта изертлеỹ жумыслары Ляпуновтың айырмалы теңлемесин 

шешиỹге алып келинеди: 

CHHAAT  .                                              (3.1.2) 

Орнықлылықты анықлаỹдан тысқары Ляпуновтың екинши усылы 

системаның шешимлериниң базы бир характеристикаларын есаплаỹға 

мүмкиншилик береди. Егерде H  ҳəм  C  матрицалары оң анықланған болса, 

онда (1.1.3) болған квадратлық формасындағы иеңсизликлер орынлы болады.  

))(()1(())(( kxkxkx   себепли, онда оны орнына апарып қойғаннан 

кейин 

))((
)(

)(
))(()1((

max

min kx
H

C
kxkx 




   

ийе боламыз ямаса   

))(()
)(

)(
1())1((

max

min kx
H

C
kx 




  . 

Пайда болған теңсизлигин шешип, мынаған ийе боламыз: 

)).0(()
)(

)(
1())((

max

min x
H

C
kx k




   

Қайтадан (1.1.3) квадратлық формасындағы теңсизликлеринен пайдаланып 

.)
)(

)(
1()0(

)(

)(
)( 2/

max

min

min

max k

H

C
x

H

C
kx








                        (3.1.3) 

(3.1.3) теңсизликлери (3.1.1) системаның бир қатар шешим баҳаларын алыỹ 

ушын ҳəм оларды оптимизациялаỹ ушын  дəслепки мағлыỹмат болады. 

Егерде A    асимптотикалық орнықлылы матрицасы болса, ал H  ҳəм     

C    матрицалары оң анықланған болса, онда 

)()(0 maxmin HC    

теңсизликлери орынланады. 

Сонлықтан (3.1.3) теңсизлигиниң оң қаптал бөлегин бөлими 
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1)(/)(10 maxmin  HC   

болған шексиз кемиỹши геометриялық прогрессияның ағзасы ретинде 

көрсетиỹге болады. 

Система орнықлылы болады, егерде )()0( x  болса, онда ,...,2,1k де 

)(kx болатуғынлығы орнықлылықтың анықламасынан келип шығады. 

(3.1.3) теңсизлигинен пайдаланып 

  )(/)()( maxmin HH  

ийе боламыз. 

Дəслепки қозғалыс областын əдеỹир дəл баҳалаỹшы, яғный 

)(/)()( minmax1 HHH   функциясы өзиниң минимал мəнисине жетисетуғын 

H матрицасын табыỹ мəселеси бул жерде бизди ғызықтырады. )(HW деп оң 

анықланған H матрицалар көплигин белгилеймиз. Бул матрицасы ушын 

HHAAT  матрицалары терис анықланған. Сонлықтан )(HW көплиги бул 

жерде дөңес конус болатуғынлығын тексерип көриỹ қыйыншылық 

туỹдырмайды. 

3.1.1-анықламасы. xHxx T

00 )(   Ляпунов функциясын, бунда  

 ,)(infarg 1
)(

0 HH
HWH



  

дəслепки қозғалысты баҳалаỹ ушын оптимал болады деп атаймыз. 

)(/)()( minmax1 HHH   болғаны ушын, онда барлық Ляпунов 

функциялардың ишинен ең жақсы болып xHxx T

00 )(  функциясы 

есапланады, бул функциясы ушын 1)( 01 H . (3.1.1) системасы ушын 

бундай жағдайға анық бир A матрицалар топары ушын жетисетуғынлығымыз 

анық. Бундай функциялардың бар болыỹ шəртлерин анықлаймыз. 

3.1.1-теоремасы. (3.1.1) теңлемеси  дəслепки өзгериў көплигин оптимал 

баҳалаỹшы   xHxx T

00 )(      Ляпунов функциясына тек сол жағдайда ийе 

болады, егерде AAE T  оң анықланған матрицасы болса, бунда  )(0 HWH  , 

1)( 01 H  болады. 
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Дәлиллениỹи. Дифференциаллық теңлемелер системасына уқсас (3.1.2) 

теңлемесин  0H матрицасын диагоналлық түрине алып келетуғын 

U матрицасына көбейтемиз. Жеткиликли шəртлерин келтирип шығарыỹда 

AAEC T0  деп есаплаймыз. 

)(1 H  функциясының анықланыỹ областы )(HW ашық конус болады. 

Бунда дəл төменги шегарасын табыў мəселеси қаралғаны себепли, бунда 

мынандай жағдай болыўы мүмкин, яғный )(0 HWH  , бул жерде   

)(HW конустың  қаптал бети. Бул жағдайда H     ҳəм       C  оң анықланған 

матрицалардың избе-излиги бар болып, олар (3.1.2) теңлемесин 

қанаатландырып ҳəм   1)(1 H          болады. 

3.1.1- леммасы.  Мейли қəлеген бир 0  ушын H   ҳəм   C       оң 

анықланған матрицалары  бар болып, олар   (3.1.2)ни ҳəм   1)(1 H  

қанаатландырсын. Онда (3.1.2)ни ҳəм 1)(lim 1 


m
m

H  қанаатландыратуғын  

  )(HWHm   ҳəм   mC   , . . .2,1m   избе-изликлери бар болады. Бирақ  mH  

избе излиги  оң анықланған 0H матрицасына жыйнақлы болады, ал  mC  избе-

излиги  толық емес оң анықланған 0C матрицасына жыйнақлы болады. 

Дәлиллениỹи. Бул лемманың Дəлиллениỹи 1.1.1 лемманың 

дəлиллениўине тийкарынан уқсас болады. Бунда  mC  избе излиги дүзилип 

ҳəм оннан  жыйнақлы болатуғын  
kmC   үлес избе излиги ажыратып алынады. 

HAAHHF T)(  операторы айнымалы емес болғаны ушын  
kmC  избе 

излигиниң жыйнақлы болатуғынлығынан  
kmH ның жыйнақлылығы келип 

шығады. 

Бул леммадан пайдаланып келеси тастыйқлаў дəлилленеди. 

3.1.2-теоремасы.  (3.1.2) теңлемеси 1)(lim 1 


m
m

H  болатуғын  mH , 

,...,2,1m  оң анықланған матрицалардың избе излигин шешими ретинде сол 

жағдайда ийе болады, егерде  AAE T матрицасы  толық емес оң анықланған 

болса. 
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Жоқарыда келтирилген тастыйқлаўлар тийкарында мына келеси 

теоремасы дурыс болады. 

3.1.3-теоремасы.    Дəслепки көзғалысларды баҳалаў ушын оптимал 

болатуғын xHxx T

00 )(   Ляпунов функциясы , бунда                

)(0 HWH  болады бар болады, егерде AAE T  оң анықланған матрицасы 

болса. Бунда 1)(,0, 010  HEH  . 

Дәлиллениỹи. Бул теореманың зəрүрли шəртлерин кери болжаўдан 

баслаймыз. Мейли 1)( 01  H  болсын деп болжаймыз ҳəм бул жағдайда 

)(1 H функциясын жақсылаўға болады деп дəлиллеймиз, яғный |)( 01   H  

шəрти орынланатуғын 


0H табыў.  Ал онда 2.2.1 теоремасынан AAE T  

матрицасының оң анықланған болатуғынлығы келип шығады. Бул 

теореманың жеткиликли шəртлери 2.2.1 теоремасынан келип шығады. 

)(1 H  функциясының H  өзгериўшисиниң өзгериўы областын 

кеңейтемиз.Ол ушын конусқа оның оң қаптал бетин көсамыз, яғный  толық 

емес оң анықланған HAAH T матрицаларына ийе болатуғын оң анықланған 

H матрицалар көплигин қараймыз, яғный 

 0)(:)(),()()( min  HAAHHHWHWHWHW T . 

3.1.4-теоремасы. 1)( 01 H  болатуғын дəслепки қозғалысларды баҳалаў  

ушын оптимал болатуғын xHxx T

00 )(  функциясы, бунда )(0 HWH  бар 

болады, егерде  AAE T  толық емес оң анықланған матрицасы болса. 

Зәрүрли шәрти. Мейли )(0 HWH   ҳəм  1)( 01 H  ийе болайық. Егерде 

)(0 HWH   болса, онда 2.2.3 теоремасына келемиз. Сонлықтан )(0 HWH   

деп есаплаймыз, яғный 0)( 00min  AHAH T . 1)( 01 H  болғаны ушын, онда 

EH 0 , 0  болады. Демек, 0)()( min00min  AAEAHAH TT  , яғный 

AAE T  толық емес оң онықланған матрицасы. 

Жеткиликли шәртлери.  Мейли AAE T  толық емес оң онықланған 

матрицасы болсын. EH 0  деп есаплап, 1)( 01 H  ийе боламыз, яғный 

xHxx T

00 )(  Ляпуновтың оптимал функциясы болады. 
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Енди AAE T  толық емес оң анықланбаған функциясы болған жағдайын 

қараймыз. Бунда Ляпуновтың оптимал функциясы  барии-бир бар 

болатуғынлығын көрсетемиз, бирақ  1)( 01 H  болады. 

3.1.5-теоремасы. 
0C  матрицаның толық емес оң анықланғанлығы 

оптималлық шəртиниң зəрүрли шəрти болады, яғный )(0 HWH  . 

Дәлиллениỹи. Дəлиллеўди кери пикирден баслаймыз. Мейли 

)(0 HWH  болсын, яғный 0)( 0min C  болады. Онда EH 0
 матрицасы 

дүзилип ҳəм бул матрицасы ушын )()( 0101 HEH    теңсизлиги 

орынлансын деп болжаймыз. 

xHxx T

00 )(   оптимал функциясы барлық ўақытта бар болатуғынлығын 

көрсетемиз. 

3.2.6-теоремасы. Асимптотикалық орнықлылы болған қəлеген (3.1.1) 

системасы ушын дəслепки қозғалысларды баҳалаў ушын  xHxx T

00 )(   

Ляпунов функциясы, бунда )(0 HWH   барлық ўақытта бар болады. 

Дәлиллениỹи. Жоқарыда айтылғандай )(HW - бул өз ишине қаптал 

тəрепин алған дөңес конус болып есапланады. )(1 H - нолинши дəрежели бир 

текли функциясы. Сонлықтан оның анықланыў областы ретинде бирлик 

радиусына ийе  1:)()(1  HHHWHW сферасы менен )(HW конустың 

кесилиспесин қараўға болады. 

)(1 HW  көплиги компакт болып есапланады. )(1 HW  көплигинде )(1 H  

функциясының ең киши мəнисин табыў мəселесин )(1 HW  көплигинде 

)()( min

1 HH  
функциясының ең үлкен мəнисин табыў мəселеси менен 

алмастырайық. )(min H  функциясы үзликсиз болып ҳəм )(1 HW  компактында 

өзиниң ең үлкен мəнисине жетиседи. 

Енди улыўма жағдайда ( 3n ) Ляпуновтың оптимал функциясы бир 

мəнили емес болып дүзиледи. 

3.1.7-теоремасы. (3.1.1) системасының A  матрицасы блоклы-

диагоналлық структурасына ийе болса, онда дəслепки қөзғлалысларды 
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оптимал баҳалаўшы Ляпуновтың  )(0 x функциясының  да 0H матрицасы 

блоклы-диагоналлық структурасына ийе болады. 

Дәлиллениỹи. Тийкарынан 1.1.8 теоремасының Дəлиллениỹи менен 

теңдей болады. Мейли  
0H  ҳəм   

0C  оптимал матрицалары болып ҳəм     

.
)(

,
)( 22

0

12

0

12

0

11

0

22

0

12

0

12

1

11

0



























CC

CC
C

HH

HH
H

TT
 

Егерде 
0С  матрицасынан 0

12С , TС )( 0

12
блокларын алып таслаў менен 

дүзилген  
0С матрицасын алсақ, онда оның шешими болып 0H   матрицасы 

есапланады. Бул матрицасының  
0H  матрицасынан парқы, онда 0

12H , 

TH )( 0

12
блокларының кемислиги. Ал бундай болса, онда )()( 0101 HH   болады, 

яғный оптимал болатуғын матрицасы блоклы-диагоналлық структурасына 

ийе болады. 

Бул теоремадан пайдаланып, )(0 x  функция бир мəнили емес болып 

дүзилетуғынын тастыйқлаўши мысал ретинде  блоклы-диагоналлық 

структурасына ийе болған A  матрицалы системасын аламыз.  1A  блоги бул 

оптимал   xHxx
T

 0

110 )(  функциясына ийе болған үлес системасы болып 

есапланады, бунда )()( 0

11max

0

11min HH    болады. Онда барлық системасы 

ушын 0H  ретинде 
0

11H  ҳəм  )()(: 0

11max

0

11min HhHh   үлес матрицалардан 

дүзилген  матрицаны алыўға болады. 

Енди )(0 x  функциясын табыў алгоритмин қараймыз. 

Нур бойынша оптимизациялаў алгоритми. 

(3.1.2) теңлемесин төмендегише етип  түрлендремиз: 

 .)()()( AAECEHAEHA TT    

Егерде C  оң анықланған матрицасы болса, онда жеткиликли киши болған 

0  санларында )( TAAC   де оң анықланған болады. Симметриялық 

матрицалардың қəсийетлеринен мына төмендеги келип шығады: 

  ).()()( minminmin AATCAAEC TT    

Сонлықтан )(/)( minmin AAEC T   алып, мынаған ийе боламыз: 
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)(
)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 1

min

max

min

max

min

max

1 H
H

H

H

H

EH

EH
EH 












 









 . 

Бул аңлатпаның геометриялық мағанасы бойынша жылжыў нур 

бойынша E  матрицасына қарата болып, бунда )(HW  шегарасына шекем 

 . 

Көшерди созыў алгоритми. 

Мейли  жүп оң анықланған H  ҳəм C  матрицасы (3.1.2) теңлемениң 

шешими болсын. H  матрицасын диагоналлық түрине алып келиўши U  

ортогонал матрицасы бар болады. (3.1.2) теңлемесин шеп қаптал тəрепинен 

TU  көбейтемиз, оң қаптал тəрепинен U  матрицасына көбейтемиз. 

CUUCAUUA TT  11
 белгилеймиз. Сонда мынаған ийе боламыз: 

111 CAAT  . 

Ең киши меншикли мəнисин  шамасы менен қозғаймыз. 






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





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





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
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






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


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
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
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
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












 

0...00

......

0...00

0...0

0...00

......

0...00

0...0

)(...00

......

0...)(0

0...0)(

)(...00

......

0...)(0

0...0)(

111

2

1

1

2

1

1
















AAC

H

H

H

A

H

H

H

A

T

nn

T

 

  шамасын үлкейткен сайын  )(1 H  функциясы киширейип баратуғынлығы 

мəлим. Оң қаптал бөлеги оң анықланған болатуғындай    мүмкин болған 

мəнисин табамыз. Белгилеўлер киритемиз: 

 



























 1

21

1

1

12

1

1

1

11

1

1

1

1

1

12

21

12

1

11

1

12

1

11

1

12

1

12

1

11

21

11

11

)(...

......

...)(

...)(1

)( C

aaaaa

aaaaa

aaaaa

CC

nnn

n  



 68 

  матрицасының характеристикалық теңлемеси мына түрине ийе 

болады: 

,0)()1()det( 21

22   ppE nn   

бунда  





n

i

ip aSp
1

21

11 1)(  

 

 












ji
ji

n

i

i

jij

jii
n

i iii

iii
a

aaa

aaa

aaa

aaa
p

2, 2

21

121

1

1

1

1

1

1

1

1

1

21

1

2
21

1

1

1

1

4

1

1

1

1

21

1

2 )(
)(

)(

)(

)(1
. 

  матрицасының меншикли санлары болып 

.)(4)1)((1)(
2

1
,2,1,0)(

1 1 2

21

1

221

1

21

1,1












   

  



n

i

n

i

n

i

iiinni aaani   

есапланады. 

Егерде 0 болса, онда  

.)(4)1)((1)(
2

)()((
1 1 2

21

1

221

1

21

11min1min












   

  

n

i

n

i

n

i

iii aaaCC


  

Мейли  

1

1

21

1

1 2

21

1

221

11min 1)()(4)1)(()(2



 









  

n

i

i

n

i

n

i

ii aaaC  

болсын. Онда  

 
   

,)(
..,)(min

)(

)(

)(
))(( 1

2min

max

min

max

1 H
H

H
H 








 







  

бул жерде TUUH )()(    . 

 

3.2-§. Интеграллық критериясы     ҳәм оны оптимизациялаў 

Көбинесе системаның сапасын (ретлестириў системалары) барлық 

аралығы  бойынша    оның интегралы бойынша баҳаланады. Бундай түрдеги 

сапалық критериясын интеграллық деп атайды. (2.1.4) теңсизлигинен    мына 

төмендеги теңсизлик келип шығады: 
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






 


0 maxmin

minmax

max

min

min

max

0

.)0(
)(/)(11

)(/)(
)

)(

)(
1()0(

)(

)(
)(

k

k

k

x
Hc

HH

H

C
x

H

H
kx












 

3.2.1-анықламасы. xHxx T

00 )(   Ляпуновтың функциясы интеграллық 

мəнисте оптимал болады деп атаймыз, егерде 

 ,)(infarg 2
)(

0 HH
HWH



  

бунда  

2

max

min

min

max

2 )
)(

)(
11(

)(

)(
)( 

H

C

H

H
H








 . 

Интеграллық өтиўши процессти сыпатлаўшы )(2 H функциясын 

қараймыз. Бул функцияның  )(1 H  функциясынан парқы ол əдеўир қурамалы 

түрине ийе болып ҳəм оны тиккелей үйрениў қыйынлаў болады. 

)(1 H функциясына уқсас, оның Aматрицасынан параметри ретинде 

ғəрезлигин қараймыз. Үш жағдайын үйрениў усыныс етиледи: A  нормал 

матрица,  A  -нормал емес матрицасы, бирақ AAE T  оң анықланған ҳəм 

AAE T  оң анықланбаған. 

Егерде (3.1.1) системасы асимптотикалық орнықлылы болса, яғный 

niAi ,1,1)(   болып ҳəм AAE T  матрицасы оң анықланған болса, онда 

AAEC T  болады деп, EH   ийе боламыз. Сонлықтан (3.1.4) теңсизлиги 

мына түрине ийе болады: 

 

  .)0()0()(

)0()(1)(

2/

max

2/

min

xAxAA

xAAEkx

kkT

kT








                      (3.2.1) 

3.2.1-леммасы. Егерде (3.1.1) системасы асимтотикалық орнықлылы 

болса ҳəм A  нормал  матрицасы болса, онда AAE T  оң анықланған болады. 

Дәлиллениỹи. Қойылған шəрти бойынша 1)(max
,1




Ai
ni
 . Онда болса 

.0)(max1)(1)(
2

,1
maxmin 


AAAAAE i

ni

TT   

3.2.1- салдары. Егерде (3.1.1) системасы асимтотикалық орнықлылы 

болса ҳəм A  нормал матрицасы болса, онда 
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.)0())(max()(
,1

xAkx k

i
ni




                                           (3.2.2) 

Бул тастыйқлаў тиккелей (3.2.1) теңсизлигинен келип шығады. 

1) Мейли A -нормал, асимтотикалық орнықлылы матрицасы болсын. 

Әдеўир дəлирек болып (3.2.2) баҳасы болатуғынлығын көрсетейик. Бул 

баҳасы  жақсыланбайды, яғный бул теңсизлиги теңликке айланатуғын )(kx  

шешими бар болып, яғный  

.)0())(max()(
,1

xAkx k

i
ni




  

Бул жағдайда Ляпуновтың оптимал функциясы болып xHxx T

00 )(   

есапланады, бунда EH 0 . 

3.2.1-теоремасы. Егерде (3.1.1) системасы асимтотикалық орнықлылы 

болса ҳəм A  нормал матрицасы болса, онда )(kx шешими бар болып ҳəм бул 

шешими ушын 

.))0())(max()(
,1

xAkx k

i
ni




  

Дәлиллениỹи. A нормал матрицасы болған ушын, онда A  матрицасын 

нормал формасына алып келиўши U  ортогонал матрицасы бар болады. 











































3

1

2

11

11

...000...000

.............

0...00...000

0...0...000

0...0...000

.............

0...000...00

0...000...0

0...000...0















kk

kk

T AUU , 

бунда nsksqkpi qqppp  2,,1,,,1,  A  матрицасының 

меншик мəнислери болады. Uyx  деп алмастырып, мына сызықлы 

системасына ийе боламыз: 

)(1 kyyk  . 
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Мейли ji
ni

A  


)(max
,1

болсын. Онда дара шешими ретинде 

)0()0,...,0,cos,sin,0,...,0()( xkkUkx Tk

j

k

j   алып, теореманың 

тастыйқлаўына ийе боламыз. Егерде 22

,1
)(max jji

ni
A  


 болса, онда  

,)0()0,...,0,cos,sin,0,...,0()( xkkUkx Tk

j

k

j   

деп алыў жеткиликли болады., бунда   22

jjj   , ).( jjj arctg    

3.2.2-теоремасы. Егерде  (3.1.1) системасы асимтотикалық орнықлылы 

ҳəм A  нормал матрицасы болса, онда дəслепки мағлыўматлар бойынша ҳəм 

интеграллық критериясы бойынша оптимал болатуғын Ляпунов 

функциялары теңдей болады, соның менен бирге EH 0
 болады. 

Дәлиллениỹи. Мейли  A нормал матрицасы болсын. Онда 2.2.1 лемманын  

AAE T   матрицасы оң анықланғанлығы келип шығады. Ҳəм дəслепки 

мағлыўматларды баҳалаў бойынша оптимал болатуғын Ляпунов функциясы 

,)( 00 xHxx T   EH 0 ,   AAEC T0  түрине ийе болады. (3.2.2) теңсизлигиниң 

дурыслығы 3.2.1 салдарынан келип шығады, бирақ 3.2.1 теоремада 

көрсетилгендей    теңсизликлер теңликке айланатуғын  )(kx  шешими бар 

болады, яғный баҳа жақсыланбайды. Бул баҳасы  ,)( 00 xHxx T EH 0
 

функциясында жетиседи. 

 II.  Мейли    AAE T  матрицасы оң анықланған болып, бирақ A  нормал 

емес матрицасы   болсын. Бул жағдайда оптимал функциялары бир бирине 

тең болмаўы мүмкин. 

Бул тастыйқлаўды көрсетиўши мысал ретинде, матрицасы                                 











2/10

2/1 
A  

болған (3.1.1) системасын қараймыз. 0 да A  матрицасы нормал емес 

болады, бирақ 4/3 те оң анықланған болады. 4/30 0    деп сайлап 

аламыз. 
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Дəслепки қозғалысларды оптимал баҳалаўшы Ляпунов функциясы 

болып EH 0
 есапланады. Егерде бул функцияны интеграллық критериясын 

баҳалаўға пайдалансақ, онда мынаған ийе боламыз 

.
12/31

2
))(1()(

22

1

min02





 AAEH T  

4/3  болғанда )( 02 H умтылады. Соның менен бирге 

,EHHAAT   

Ляпунов теңлемесин шешип, мынаған ийе боламыз: 

.
3/)9/201(49/8

9/83/4

2
















EH  

Буннан, 

 )506627(2109
27

4
)( 422

2,1  EH  

ҳəм  

1

maxmin

max

2 )
)(

1
1(

)(

)(
)( 

EE

E

E
HH

H
H




  

қəлеген 4/3  ушын шегараланған болады. 

III. Егерде AAE T  матрицасы оң анықланбаған болса, онда дəслепки 

қозғалыслар бойынша ең жақсы баҳаны бериўши 0H ҳəм 
0C  матрицаларын 

)(2 H ты алыў ушын пайдаланыўға болмайды. 

2.2.3-теоремасы. Егерде AAE T  матрицасы оң анықланған болса, онда 

дəслепки қозғалыслар бойынша ең жақсы баҳаны бериўши 0H  ҳəм 

0C матрицалары )(2 H ты шексизге айландырады. 

Дәлиллениỹи. Егерде AAE T оң анықланбаған матрицасы болса, ал 0H  

ҳəм 0C  матрицалары дəслепки қозғалыслар бойынша ең жақсы баҳаны 

беретуғын болса, онда 0)( 0min C болады. Буннан 

1

0max

0min

0min

0max

02 )
)(

)(
11(

)(

)(
)( 

H

C

H

H
H








  
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функциясы шексизге айланады. 

Бирақ соған қарамастан интеграллық мəнисте оптимал болатуғын 

Ляпунов функциясының бар болатуғынлығын көрсетейик. 

3.2.4-теоремасы. Егерде A  асимтотикалық орнықлылы болса, онда 

интеграллық мəнисте оптимал болатуғын xHxx T

00 )(  Ляпунов функциясы 

барлық ўақытта бар болады. 

Дәлиллениỹи. )(2 H нолинши дəрежели бир текли функциясы. Сонлықтан 

бул функцияны )(1 HW областа қараўға болады. Бул жерде минимизациялаў 

мəселеси шешилетуғын болғаны себепли, )(1 HW областының 

)(1 HW шегарасына жақынлағанда 

,)
)(

)(
11(

)(

)(
)( 1

max

min

min

max

2 


 

H

HAAH

H

H
H

T








  

функциясы )(1 HW   областы менен шегараланады. )(1 HW  компакт көплиги 

болады,  )(2 H  функциясы бул көпликте мына түрине ийе болады: 

.
))(11()(

1
)(

minmin

2

HAAHH
H

T



  

(3.1.2) теңлемеси пайдаланғанлығы ушын, онда                                     

.)()()()( minminminmin   CHAACHAAH TT
 

ҳəм )(1 HW   көплигинде )(2 H  функциясы шегараланған болады, яғный 

  ,)11()(0
1

2



  H  

H матрицасының ijh  элементлериниң үзликсиз функциясы болады ҳəм 

Вейерштрасс теоремасы бойынша экстремал мəнисине жетиседи. 

Улыўма жағдай ушын 3n болғанда интеграл мғнисиндеги Ляпуновтың 

функциясы бир мəнили емес болып дүзиледи. Басланғыш өзгертиўлерди 

баҳалаў жағдайға уқсас, бунда аралық меншикли мəнислери базы бир 

дəрежеде вариациясына ийе болатуғынлығы тийкарғы себеп болады. Бунда 

мысал ретинде блоклы-диагоналлы A  матрицасы қаралады. 
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3.2.5-теоремасы. Егерде (3.1.1) системасының A  матрицасы блоклы-

диагоналлы структурасына ийе болса, онда xHxx T

00 )(   функциясының 

оптимал интеграллық баҳасын бериўши 0H  матрицасы да блоклы- 

диагоналлы структурасына ийе болады. 

Дәлиллениỹи. Алдынғы баптан, егерде   

    


















0

22

0

12

0

12

0

11

00

22

0

12

0

12

0

11

0 ,
CC

CC
C

HH

HH
H TT , 

онда  




















0

22

0

111

00

22

0

111

0
0

0
,

0

0

C

C
C

H

H
H  

матрицалары ушын мына төмендеги теңсизликлери орынланады: 

       0max

1

0max

1

0min0min HHHH    

       0max

1

0max

1

0min0min CCCC   . 

Сонлықтан 

 
   

   
   

   
 02

0max0min

0min0max

1

0max

1

0min

1

0min

1

0max1

02

/11

/

/11

/
H

HC

HH

HC

HH
H 








 





 . 

Мысал ретинде бир мəнили емес болып дүзилген 0H  матрицасы ретинде 

еки блоктан дүзилген A  матрицасына ийе системасын алыўға болады. Олар 

11 AAE   матрицасы оң анықланбаған асимптотикалық орнықлылы болған 

1A марицасы ҳəм 02  aA скаляры. 

Оптимизациялаўдың еки  алгоритмин қарастырамыз 

Нур бойынша оптимизациялаў. 

Мейли EC   ҳəм сəйкес түрде 0HH   (3.1.2) матрицалық теңлемениң 

шешими болсын.  H2  функциясы мына түрине ийе болады: 

 
   

 E

EE

E
H

HH
H

max

minmax

2
/111

/







 . 

Ляпунов теңлемесин мына түрине түрлендиремиз: 

      AAEEEHAEHA T

EE

T   . 
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EH матрицасын белигилеп алғанымызда,  )(2 H функциясы   параметриниң 

функциясы болады: 

 
    

     E

T

EE

HAAEE

HH

maxmin

minmax

2

/11

/









 . 

 2   функциясының минимумын   өзгериўшиси бойынша излеймиз. Үш 

жағдайды қараймыз. 

1. A -нормал, асимтотикалық орнықлылы матрицасы. Онда EH 0 , 

AAEC T0 болады. 

2. A -нормал емес матрицасы, бирақ AAE T  оң анықланған болсын. Бул 

жағдайда   0min  AAE T  болып ҳəм  

  
 
 









0,

0,

max

min

min





AAE

AAE
AAE

T

T

T
. 

)(2  функциясы мына түрин қабыл етеди: 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
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1
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1
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1

1
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max
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max

2 






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





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






























































E

T

E

E

E

T

E

E

H

AAE

H

H

H

AAE

H

H

 

 
 

0
1

,max
max

min 









 



AAE

H
TE . 

Функцияның  

 
1

1
11






















b

C

b

a








  

экстремумының зəрүрли шəрти болып   0   есапланады.                               

  00   болатуғын  0  дың мəнисин мына төмендеги шəртинен табылады: 

  
  

0
11

1
1

1 















aba

baC

a

C

a

C












.                         (3.2.3) 

0  да   функциясы минимал мəнисине жетисиў ушын                          
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 

   

   

0
1

11
1

14

1
1

141

0

0

0

02

0

2

0

0

0

0

0

0 


















































a

c

a

c
ba

a

c
ac

a

b
ba


















  

болатуғынлығы жеткиликли болады. 

Ямаса оң мəнистеги ағзаларын алдын ала алып таслап, мынаған ийе 

боламыз: 

  01
1

141
0

0 














a

c
ac




.                                       (3.2.4) 

Демек, егерде (3.2.3) теңлемеси 0  шешимине ийе болса ҳəм (3.2.4) 

теңсизлиги орынланса, онда 
0  да    функциясы минимал мəнисине 

жетиседи. Алынған нəтийжелерди  2  функциясына қолланамыз: 

       AAECAAECHbHa TT

EE  max2min1minmax ,,,  .  

Мейли (3.2.3) мына төмендеги теңсизлигин  

0
1

,max 2

2










 
C

b  

қанаатландыратуғын 1СС   де 01   шешимине, ал 2CC   де 2  шешимине 

ийе болсын.  

Онда  

    22120 ,minarg    

деп есаплаймыз. Егерде қойылған шəртлериниң биреўде орынланбаса, онда 

00  болады. 

III.  Мейли AAE T  оң анықланбаған матрицасы болсын, яғный                    

  0min  AAE T . A  матрицасы асимптотикалық орнықлылы болғаны ушын, 

онда   0max  AAE T болады. Сонлықтан 

  
 
 









0,

0,

max

min

min





AAE

AAE
AAE

T

T

T
. 

 2 функциясы төмендегише түрине ийе болады: 
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 

 
 

 
 

 
 

 
 

0,

1
11

1
11

1

1

max

min

min

max

max

min

min

max

2 

















































































E

T

E

E

E

T

E

E

H

AAE

H

H

H

AAE

H

H

, 

 
 

0
1

,max
max

min 









 



AAE

H
TE . 

 Мейли 1C  ҳəм 2C лери  (3.2.1) теңлемесиниң 1  ҳəм 2 шешимлерине 

сəйкес болған болсын, соның менен бирге 

 
 

 
0

1
,max,

1
0 2

min

min

min

1 












 







AAE
H

AAE TET
. 

Бул жағдайда  

    22120 ,minarg    

деп есаплаймыз. Егерде шəртлери орынланбаса, онда 00  , яғный 

квазиоптимал деп EH  алыў керек болады. 

Көшерлерди созыў алгоритми. 

Мейли U  - EH  матрицасын диагонал түрине алып келиўши ортононал 

түрлендириў болсын. Ляпунов теңлемесин шеп қаптал тəрепинен TU ға, ал оң 

қаптал тəрепинен  U ға көбейтип, мынаған ийе боламыз: 

EAAT  11 , 

бунда AUUA T1 болады. Алынған теңлемесин мына  төмендеги түрине 

түрлендиремиз: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

















 





















 



















 

21

1

1

12

1

1

1

11

1

1

1

1

1

12

21

12

1

11

1

12

1

1

1

11

1

12

1

11

21

11

2

1

1

2

1

1

1

00

00

00

00

00

00

nnn

n

n

En

E

E
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E

E

T

aaaaa

aaaaa

aaaaa

E

H

H

H

A

H

H

H

A







































, 
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бунда 1

ija лары  1A  матрицасының элементлери.  H2  функциясы мына түрин 

қабыл етеди: 

 
 
 

 
 

1

max

min

min

max

2 11










 





EE

E

H

E

H

H








 . 

Алдынғы бапта көрсетилгендей E матрицасының меншикли 

санлары болып 0i , 2,1  ni  есапланады. 

     































 



n

i

i

n

i

i

n

i

i aaa
2

21

1

2

1

21

1

1

21

1min 411
2

1


  

Белгилеўлер киритемиз    EE HbHa minmin ,   , сонда  

     































 



n

i

i

n

i

i

n

i

i aaaC
2

21

1

2

1

21

1

1

21

12,1 411
2

1
. 

Онда  

 









.0,1

,0,1

2

1

min





c

c
E  

 2  функциясы мына түрине ийе болады: 

 




















 











 









.0,
1

11

0,
1

11

1

2

1

1

2












a

c

b

a

a

c

b

a

 

Төмендеги берилген функцияның  

 
1

11
11










 





a

c

b

a 


  

 бойынша минимум шəртлерин қараймыз.   0   болған экстремумның 

зəрүрли шəртлери мына түрине ийе болады: 

 
   

      
0

11

211

2 2/







caacab

cbcacaaa
b




 . 

Сонлықтан 0 ды мына теңлемесинен 



 79 

  0211  cbcacaa                                     (3.4.5) 

анықлаймыз. 

Минимум болатуғынлығының  жеткиликли шəртлери болып 

  00   есапланады, яғный  

 
    

0
11

14

4 2

00

2/3

0

0 





caacab

acaac




 , 

ямаса 

  08543 0  cbcac  . 

Мейли (3.4.5) теңлемесиниң 1c  ҳəм 2c  ге сəйкес болатуғын ҳəм мына 

төмендеги теңсизликлерин 

  0/1,max,/10 2211   cbc  

ҳəм мына қатнасларын    

  08543 1111  cbcac   

  08543 2222  cbcac   

қанаатландыратуғын 1  ҳəм 2  шешимлери болсын. 

Онда  квазиоптимал болатуғын Ляпунов функциясын баҳалаў ушын  

    22120 ,minarg    

алыў керек болады. Егерде шəртлери орынланбаса, онда EHH  00 ,0 . 

 

 

 

3.3-§ Ӛтиўши процесслерди ўақыт бойынша баҳалаў  

Динамикалық систамаларында болып өтиўши процесслериниң жəне бир 

əҳмийетли характеристикаларының бири  болып, шешимниң берилген 

 дəллигине жетисиў ушын жумсалатуғын ўақыт есапланады. Бул ўақыт 

аралығында шешим координата басының  дөгерегине жетип барады. Бул 

шаманы болып өтиўши процессиниң ўақты деп аталады. Бул шаманы  
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 
 
   

 
 


























H

C

xH

H
xHN

max

min

2

2

max

min
0 1ln/

0
ln,,








 . 

деп баҳалаймыз 

Егерде дəслепки )0(x жағдайы ҳəм мүмкин болған есаплаў дəлликлери 

берилген болса, онда процесслердиң өтиўин ўақыт бойынша əдеўир дəл 

баҳалаўшы баҳасын    HWH   матрицасын өзгертиў есабынан алыўға 

болады. 

3.3.1-анықламасы.  

 
  HH

HWk
30 infarg 


  

болған   xHxxv T

00   Ляпунов функциясы , бунда 

 
 
 

 
 




















H

C

H

H
H

max

min

max

min

3 1ln/ln







  

өтиўши процесслерди  ўақыт бойынша  баҳалаў ушын оптимал болады деп 

атаймыз. 

Себеби     1/0 maxmin  HC  болғаны ушын , онда 

   H30  болады.   03 H болатуғын  жағдай ең жақсы баҳасы болып 

есапланатуғынлығы мəлим. Бул болса     1/ 0minmax HH   сəйкес келеди, 

яғный шешим нормасының қатан түрде монотон кемиўине алып келеди. 

Алдынғы баплардағы пикирлерди қайталап, келеси теоремасына ийе 

боламыз. 

3.3.1-теоремасы.   003 H  өтиўши процесслердиң ўақтын баҳалаўшы 

ҳəм   003 H ,  HWH   болатуғын Ляпуновтың оптимал функциясы сол 

жағдайда бар болады, егерде AAE T  оң анықланған матрицасы болса. 

Дәлиллениỹи.   003 H  болыўы ушын     1/ 0min0max HH  болыўы 

зəрүр ҳəм жеткиликли. Ал ол ушын екинши параграфта көрсетилгендей 

AAE T  оң анықланған болыўы зəрүр ҳəм жеткиликли болады. 

Егерде AAE T  толық емес оң анықланған матрицасы болса, онда 
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 
 

 
 

01lnlim,0lnlim
max

min

max

min 

















 H

C

H

H

EHEH 








. 

Сол ушын  H3  функциясы )(HW шегараның ноқатларында үзилиске 

түседи. 

Мейли AAE T  толық оң анықланбаған матрицасы болсын. Бул 

жағдайда  xv0  Ляпунов функциясы бар болып, бирақ   003 H болады. 

3.3.2-теоремасы. Мейли AAE T  оң анықланған болмасын. 

  xHxxv T

00  Ляпуновтың оптимал функциясы барлық ўақытта бар болады. 

Дәлиллениỹи.  H3 бир текли нолинши дəрежели функциясы. Сонлықтан, 

оның анықланыў областы ретинде  HW1  көплигин қараўға болады. AAE T  

толық емес оң анықланған болмағаны ушын, онда  HWE 1  .  Буннан 

 HWH 1  болғанда,     1/ minmax HH   болады. Сонлықтан 

 
  


H

HWH
3

1
lim   ҳəм бунда  H3  функциясы бойынша минимизациялаў 

мəселеси шешилетуғын болғаны себепли, барлық  HW1 областын қарамай, 

ал оның бир бөлегин )(1 HW   қараўға болады., бунда   жеткиликли киши 

шамасы. 

Бул көплиги компакт болады,  H3  функциясы онда H  матрицасының 

ijh  элементлеринен үзликсиз байланыслы болып ҳəм Вейерштрасс теоремасы 

бойынша минимал мəнисине жетиседи. 

 H1  ҳəм  H2  мақсет функциялары ушындай  xv0  оптимал 

функциясы улыўма жағдайда бир мəнили емес болып дүзилиўы мүмкин. 

3.3.3-теоремасы. Егерде  A  матрицасы блоклы-диагоналлы 

структурасына ийе болса, онда  H3  функциясына оптимал мəнисин 

бериўши 0H  матрицасы  да блоклы-диагоналлы структурасына ийе болады. 

Дәлиллениỹи. 3.1 ҳəм 3.2 параграфлардағы уқсас болған теоремаларының 

дəлиллениўин қайталап, мынаған ийе боламыз: 

     0max0max0min0min0 HHHH  




 

  
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     0max0max0min0min0 CCCC  




 

 . 

Cонлықтан, 

 
 
 

 
   

 
 

 
   

 .ln/ln

ln/ln

03

0min0max

0max

0min

0max

0min0max

0max

0min

0max

03

H
CH

H

H

H

CH

H

H

H
H
































































 

0H матрицасы бир мəнили емес дүзилиўин көрсетиўши мысал ретинде 

A  матрицасына ийе болған системаны алсақ болады. Бул матрицасы 1A үлес 

матрицасынан ҳəм 02  aA  скалярынан дүзилген болады. 

 

Санлы мысал. 1.  Мейли А матрица асимптотикалық орнықлылы 

болсын: 
















103

31-
A  

*H оң анықланған, симметриялық, )(0 H  функцияға максимум мəнис 

бериўши ҳəм көрсетилген шеклеўлерди қанаатландырыўшы матрицаны 

табамыз. 
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
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
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
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
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
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
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







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














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103

31
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103

31
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hh
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11030103

03103

01033

133

22212212

22212111

12112212

12112111








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Кеңисликти созыў арқалы 13 итерация ҳəм 5 əпиўайы итерациядан соң 

(кеңисликти созбастан) төмендегиге ийе боламыз: 
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









479.0157.0

157.0953.0
18HH0  

Меншикли санлар: .1)(;1834.0)( 0max00min  HAHHAT  Солай етип, 

0917.0D  өзгерислерде  система орнықлы болады. 

Мысал 2. 55  - өлшемли симметриялық асимптотикалық орнықлы А 

матрицаны сайлап аламыз: 



































10012

28132

12310

02321

12001-

A  

Оптималластырыў мəселесин кеңисликти созыў арқалы градиентлик 

усыл менен шешемиз. 



































5027.1362.03465.0336.089.2

362.0639.01408.0353.044.0

3465.014.0449.0397.011.0

336.035.0397.0295.003.0

898.244.0118.003.019.3

0H  

Мақсет функцияның мəниси 25624.0)( 00min  AHHAT   1 2 8.0D  

өзгерислерде  система орнықлы болады. 
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Ж У Ў М А Қ Л А Ў 

 

Бул магистрлик диссертациясында динамикалық ситсемалардың 

орнықлылығын Ляпуновтың екинши усылы менен изертлеў мəселеси 

қаралды. Бунда динамикалық системалардың орнықлылық көрсеткишлери 

алынды ҳəм олар оптимизацияланды.  

Магистрлик диссертациясында  турақлы коэффициетли сызықлы 

дифференциаллық теңлемелер системасының орнықлылық көрсеткишлерин 

оптимизациялаў мəселелери шешилди. Изертлеў аппараты сыпатында 

Ляпуновтың квадратлық формасындағы функциясы сайланып алынды. 

Орнықлылықтың көрсеткишлериниң  бири болып шешимниң тең салмақлы 

жағдайына , оның монотонлық дəрежеси менен умтылыўы болып 

есапланады. Ляпунов функциясы жəрдеминде бул көрсеткиши айланыс 

эллипсоидтың көшерлериниң қатнасы менен анықланыўы мүмкин. Бул 

қатнаслары Ляпунов функциясының бет қəддиси болып есапланады. Бул 

қатнаслардың аналитикалық түри бул Ляпунов функциясына кириўши 

матрицаның экстремал меншикли мəнислериниң қатнасына тең болады. 

Тегисликте жайласқан системасы ушын Ляпуновтың квадратлық функциялар 

топарында бул орнықлылық көрсеткишиниң оптимал баҳаларының зəрүрли 

ҳəм жеткиликли шəртлери мəлим. Бул диссертацияда системаның түрине 

байланыслы Ляпуновтың «сфералық» көринисиндеги функциясының бар 

болыўы изертленген. «Квазиоптимал» функцияларды табыў алгоритмлери 

усыныс етилген. Системада өтиўши процесслердиң сапасын тəрийплеўши ең 

бир əҳмийетли көрсеткишлердиң бири болып сапасын тəрийплеўши 

интеграллық критериясы есапланады, яғный шешимниң нормасының 

интегралы. Системаның шешиминиң экспоненциал баҳалары жəрдеминде 

бул критерий Ляпунов теңлемесине кириўши матрицаның меншикли санлары 

арқалы аңлатылады. Пайда болған мақсет функциясы қурамалы түрине ийе 

болады. Бул функцияның берилген системаның матрицасының түрине 

ғəрезли болған жағдайы қаралған,  Ляпуновтың сфералық функцияларында 
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ең жақсы интеграллық баҳаларына жетисетуғын матрицалар топары 

ажыратылған. Соның менен бирге өтиўши процесслердиң ўақты үйренилген, 

яғный тең салмақлы жағдай дөгерегине шешими жетип барыў ушын 

жумсалатуғын ўақыт. 

Бундағы алынған тийкарғы нəтийжелери: 

1. шекли айырмалы теңлемелер системасы қаралды, бул системасы 

ушын, оның ...,2,1,0),( kkx шешимлериниң Ляпунов бойынша 

орнықлылығы ҳəм асиптотикалық орнықлылы болыўының тийкарғы 

анықламалары келтирилди; 

2.  Cистеманың басланғыш өзгериўлерин  баҳалаў көрсеткишлери 

алынған; 

3. Матрицасы Ляпуновтың айырмала матрицалық теңлемесин 

қанаатландыратуғын, оң анықланған  квадратлық формасының бар болыўы 

асимптотикалық орнықлылығының зəрүрли ҳəм жеткиликли шəртлери; 

4. Басланғыш өзгериўлери ушын Ляпуновтың оптимал функциясы 

анықланды; 

5. Системалардағы болып өтиўши процесслерды сапасы жағынан 

сыпатлаўшы интеграллық критериясы келтирилип шығарылды; 

6.Сызықлы системалардағы болып өтиўши процесслерин ўақыт 

бойынша оптимизациялаў баҳалары алынды; 

7. Айырмалы теңлемелер системасының басланғыш өзгерислери 

бойынша оптимизациялаў баҳалары алынды; 

8. Ляпуновтың оптимал функциясын жасаў алгоритмы дүзилди; 

9. Шекли айырмалы теңлемелер системасы ушын бул системаның 

қаралып атырған ўақыт аралығында системаның сапасын баалаўши 

интеграллық критерисы келтирилген; 

10. Системадағы болып өтетуғын процесслердиң өтиў ўақтын 

баҳалаўши характеристикалары алынған. 
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