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KITRISH.

Ushbu o’quv go’llanma “Matematik tahlil” ning asosiy tushunchalari orasida
markaziy o’rinni ishg’ol etadigan, shu bilan birga, turli ixtisosliklarning barcha
mutaxasislik fanlarida keng go’llashga to’g’ri keladigan “Limitlar” nazariyasiga
bag’ishlangan.

Limit tushunchasining ta’rifi birinchi marta Djon Vallis (1616-1705 ingliz
matematigi) “Cheksiz kichik miqdorlarning arifmetikasi” da (1665 yil) yozilgan.
I.Nyuton (1642-1727 - ingliz fizigi va matematigi) o’zining mashhur *“Natural
filosofiyaning matematik boshlang’ichlari” da (1686-1687) birinchi va oxirgi
nisbatlar (yoki yig’indi) usulini e’lon qildi; bunda limitlar nazariyasining
boshlang’ich elementlarini ko’rish mumkin. Lekin yangi hisobni limit tushunchasidan
foydalanib asoslash mumkinligi XVII asr mashhur matematiklaridan birortasining
ham hayoliga kelgan emas; shunday gilinganda yangi hisoblashga garshi chigishlarga
javob berilgan bo’lar edi. Bu ma’noda Eyler «Differensial hisob» (1755) so’z
boshida limit hagida ochiq gapiradi, lekin Kkitobning biror yerida ham bu
tushunchadan foydalanilmaydi !

O.L. Koshi (1789-1857 fransuz analisti) ning «Algebraik analizi» (1821) va
uning navbatdagi nashrlari bu ko’rsatilgan masalada burilish hosil gildi; matematik
tahlilning hammasini gat’iy tuzib chigish uchun Koshi go’lida asosiy kuch sifatida
xizmat gilgan limitlar nazariyasi birinchi marta bu asarlarda taraqqiy ettirildi. Koshi
bajargan yo’l tahlil boshlangandagi barcha noanigliklarni (tumanni) targatdi va umum
tomonidan tan olindi.

Shu bilan birga Koshi gilgan ishlarni boshga olimlar ham bajargan, masalan,
ular ichida B.Bolsano (1781-1848 chex faylasufi va matematigi) maxsus 0’rin

egallaydi.



Limit tushunchasining turli-tuman shakllarda uchrab turishi, bu shakllarning
hammasini bitta ko’rinishga keltirish masalasini qo’yadi. Bu magsadga erishishning
ikki yo’li bor: yo (masalan Shatunovskiy va Mur-Smit izidan borib) «Tartiblangan
0’zgaruvchi» limitining eng umumiy ta’rifini berish yoki G.M.Fixtengolts usuli — har
ganday limitni eng sodda holda — nomerlangan giymatlar ketma-ketligini qabul
giladigan o’zgaruvchining limitiga keltirish  kerak. Birinchi yo’l yangi
o’rganuvchilarga giyin, shu sababli biz ikkinchi yo’Ini tanladik. Limitning har bir
yangi shakliga ta’rifni avvalo ketma-ketliklar limiti yordamida berib, nihoyat uning
ketidan «e - 9 tilida» ifodaladik.

«lim» belgi gisgartirilgan lotincha «Limes» so’zining birinchi uchta harifidir, u

0’zbek tilida marra, chegara (limit) ma’nosini anglatadi.



| - BOB. SONLAR KETMA - KETLIGINING LIMITIL.

Funksiya limiti matematik tahlilning muhim tushunchalaridan biri. Dastlab,
nugtaning atrofi, sonli to’plamning limit nuqgtasi tushunchalarini, so’ngra natural

argumentli funksiyalar (sonlar ketma-ketligi) ning limitini garaymiz.

1-8. Nugtaning atrofi.

Terminologiyaga doir quyidagi izohni beramiz. Haqgiqiy sonlarni sonlar o’gidagi
nugtalar bilan tasvirlaganimiz sababli, nugta deganda sonni tushunamiz va aksincha.
Bunda geometrik termin arifmetik ma’noga ega; nugta so’zi bunda son so’zi o’rnida
ishlatiladi.

Yuqorida aytib o’tilganlarni e’tiborga olib, quyidagi ta’rifni beramiz.

a c b X
l1-shakl.

Har bir C nuqgtaning cheksiz ko’p atrofi bo’ladi, chunki u cheksiz ko’p
intervalning o’rtasidir. Arifmetika nuqgtai nazaridan garaganda C nugtaning atrofini
(c-e, ¢ + e) interval shaklida tasvirlash mumkin, bunda e ixtiyoriy musbat son yoki

iIkkinchi xil aytganda c-e< x < ¢ + e (e > 0) shartni ganoatlantiruvchi x sonlarning

to’plamidir (2-shakl).
i ——
c-e C

ct+e X

2-shakl.



Masalan, koordinatasi 4 ga teng nuqtaning atroflari (4-e, 4+e) intervaldan iborat;
e ga istalgan musbat giymatlarni berib, koordinatasi 4 ga teng nugtaning hamma
atroflarini hosil gilamiz. Tanlangan e uchun 4-e < x <4 + e, yoki | x-4 | < e bajarilsa,
X nuqta ko’rsatilgan atrofga tegishli bo’ladi. e ni atrofning radiusi deb, atrofning o’zi

esa e atrof deb ataladi.

2 — 8. Sonli to’plamning limit nuqtasi.

Sonlarni O x sonlar o’gida nuqtalar bilan tasvirlaymiz.
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6-shakl.

5°.Ms5:1,2,3, ..., n, ... (7-shakl)

0123 45678 X
7-shakl.
: Ta’rif. Agar a nugtaning istalgan atrofida M sonlar to’plamiga tegishli

cheksiz ko’p nuqtalar yotsa a nugta M sonlar to’plamining limit

nugtasi deb ataladi.

Chunonchi, O nugta M: to’plamning limit nugtasidir, chunki O nugtaning
istagan atrofida M. to’plamga qarashli nuqtalar cheksiz ko’pdir (3-shakl).
O nugtaning 0’zi M to’plamga kirmaydi.

M2 to’plam O nuqgta va 1 nuqtadan iborat ikkita limit nugtaga ega (4-shakl).
O limit nuqgta to’plamga kirmaydi; 1 limit nugta M2 to’plamga kiradi. Shuning uchun
1 nugta M2 to’plamning nuqtasidir.

(a ; b) intervalning barcha nugtalari Ms to’plamning limit nugtalaridir.

Intervalning a va b uchlari ham uning limit nuqgtalaridir (5- chizma), ammo a va
b nugtalar intervalga kirmaydi.

[a, b] segmentning hamma nuqtalari bu segmentning limit nuqtalaridir. [a , b]
segmentning o0’ziga kirmagan limit nuqtalari bo’Imaydi.

Ms to’plamning limit nugtalari yo’q.

Shuningdek, sonlarning istagan chekli to’plami ham limit nuqtalarga ega emas.
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3 — 8. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.

Aytaylik , N={1,2,3, ...} to’plamda biror f(n) funksiya berilgan bo’lsin. Bu
funksiya gqiymatlarini x» bilan belgilaymiz.

fm=x, (1). (fQ)=x1, f(Q=%Xz2,..., f(N)=Xn, ...).

Qaralayotgan funksiya giymatlaridan tashkil topgan ushbu x; , X2, ... , Xn , ...

to’plam sonlar ketma — ketligi deyiladi.

(1) ketma-ketlikni tashkil etgan x, (n = 1,2,3, ...) sonlar uning hadlari deyiladi:
x;— ketma — ketlikning birinchi hadi, x, — ketma-ketlikning ikkinchi hadi va hokazo,
Xn— ketma — ketlikning n — hadi (yoki umumiy hadi). (1) ketma-ketlik gisgacha X
yoki {x,} kabi belgilanadi.

Ko’p holda ketma-ketliklarning umumiy hadi formula bilan ifodalanadi. Uning
barcha hadlari shu formula orqali topiladi.

Masalalar.

1. x =1 i i i
n 2 3 n

2. X, =nN: 1,2,3,...,n, ...

3. X =1: 1,1,1,...,1, ...

4, x, =)™ 1,-1,1, ..., (-1, ...

Biror {Xn}: X1, X2, ..., Xn, ... ketma- ketlik berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M son mavjud bo’lsaki, {x.} ketma —
ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo’Imasa, ya’ni *'nTN
uchun x, £ M tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x,} yuqoridan

chegaralangan ketma — ketlik deyiladi.



2-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas m son mavjud bo’lsaki, {x,} ketma - :
ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo’lmasa, ya’ni "*nTN
uchun x, 3 m tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x,} quyidan chegaralangan

ketma — ketlik deyiladi.

3-ta’rif. Agar ketma — ketlik ham quyidan, ham yugoridan chegaralangan :
bo’lsa, ya’ni shunday 0’zgarmas m va M sonlar topilsaki, **nTN
uchun m £ x, £ M tengsizliklar o’rinli bo’lsa, {x,} chegaralanagan

ketma — ketlik deyiladi.

Misollar.

_n+l1

" ketma — ketlik quyidan va yuqoridan chegaralangan, chunki

X

n

X =nT+1>1, ya’ni ketma-ketlik quyidan chegaralangan. Ikkinichi

n

tomondan, n+l g1 ga egamiz, bu yerda 1 to’g’ri kasr, demak,
n n n

1+%< 2, ya’ni ketma — ketlik yuqoridan chegaralangan. (m=1, M=2).

1

n: _
2n1

N>
>

ketma — ketlik quyidan chegaralangan, chunki ketma —

ketlikning har bir hadi O dan kichik emas (m=0).

|0

0, -1, -2, ... -n, ... ketma — ketlik yugoridan chegaralangan, chunki
ketma — ketlikning har bir hadi O dan katta emas. (M=0).
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4-ta’rif.  Agar {x,} ketma - ketlikning hadlari quyidagi
Xt £ X £.£ X E(a< X< .<X< ) tengsizliKlamni :
ganoatlantirsa, ya’ni ""nTN uchun X.£ Xn+1(Xa< Xn+1) b0’lsa, {X.}

o’suvchi (gat’iy o’suvchi) ketma — ketlik deyiladi.

5-ta’rif. Agar {x,} ketma — ketlikning hadlari quyidagi x; 3 x;3 ... 3 x, 3
o (X1> X2 > ... > X, > ...) tengsizliklarni ganoatlantirsa, ya’ni
""nTN uchun X, 3 Xn+1 (Xn > Xn+1) bO’lIsa, {X,} kamayuvchi (gat’iy

kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

O’suvchi (gat’ty o’suvchi), kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) ketma — ketliklar

monoton ketma — ketliklar deyiladi.

Misol x,6= n21 . ketma — ketlik monoton kamayuvchi ketma — ketlikdir,

chunki kamayuvchi ketma — ketlik uchun x_, <x, =>%<1, tengsizlik bajariladi.

n+1 )
Ketma — ketlikning (n+1) hedini yozamiz: x,, = 11) — i . U holda
%: nr;2+_21n <1, chunki VneN uchun n* -1<n?+2n bo’ladi. Berilgan ketma — ketlik
kamayuvchidir.
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4 — §. Sonlar ketma — ketligining limiti

Biror {Xn}: X1, X2, ... , Xn, ... ketma — ketlik hamda biror a nuqgta (son) berilgan
bo’lsin. Bu ketma — ketlikning hadlari a nugtaning biror atrofiga tegishli bo’ladimi,
tegishli bo’lsa, nechta hadi tegishli bo’ladi — shularni aniglash ketma — ketlikning

limiti tushunchasini kiritishda muhim ahamiyatga ega.

Misollar. 1. Ushbu {x.}={n}: 1,2,3, ..., n, ... ketma — ketlikni hamda a=4

nugtaning (4-2; 4+2)=(2 ; 6) atrofi (e =2) olinsa, unda ketma — ketlikning 3 ta hadi
(3;4;5-hadlari) shu atrofga tegishli bo’ladi. (8-shakl).

/N

0123 4561738

8—-shakl.

Agar a=2 nugta olinsa va uning (— le; i—) atrofi garalsa, unda berilgan x,=n

ketma — ketlikning bitta ham hadi shu atrofga tegishli bo’Imasligini ko’ramiz.

2. Ushbu {xn}z{nl}: l, 3, %, . % ... ketma — ketlikda a=1 nugtaning

3
(1— %;1+ %j = (—;—J(e = %) atrofi olinsa, unda berilgan ketma — ketlikning

X
0 12 3456 4 .4
2 3 4 567
9-shakl
12
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Yuqorida keltirilgan misollardan ko’rinadiki, biror nuqta atrofga ketma —
ketlikning chekli sondagi hadlari tegishli bo’lishi, biror hadidan boshlab keyingi
barcha hadlari, jumladan ketma — ketlikning barcha hadlari (cheksiz sondagi hadlari)

tegishli bo’lishi, bitta ham hadi tegishli bo’Imasligi mumkin ekan.

Ta’rif. Agaranugtaning ixtiyoriy (a-e, a+e) atrofi (Ve>0) olinganda ham

{xn} ketma — ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlari shu atrofga tegishli bo’lsa, a son {x,} ketma — ketlikning

limiti  deyiladi va lim x,=a (yoki limx,=a

I n— oo

yoki X, —>a ) kabi belgilanadi.

Bu holda {x,} ketma — ketlik a ga intiladi deb ham yuritiladi. {x,} ketma -
ketlikning biror hadidan boshab keyingi barcha hadlari a nugtaning ixtiyoriy (a-e,
a+e) atrofiga tegishliligi, Ve >0 son olinganda ham shunday natural n, son topilib,
barcha n > ny uchun a-e<x,< a+e tengsizliklarning o’rinli bo’lishidan iboratdir.

Ravshanki, a-e < Xx,<a+e<>-e<x,—a<e< | x,—al<e.

Bu hol ketma — ketlik limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.

Tarif. Agar "e >0 son olinganda ham shunday natural no son (noIN)

topilsaki, barcha n>ng uchun 1 x,— ar< e tengsizlik bajarilsa, a

son {x,} ketma — ketlikning limiti deyiladi va yuqoridagideké

lim X, =a kabi belgilanadi.

n— o



1-izoh. O’zgarmas miqdor ¢ ko’pincha hamma qiymatlari bir xil: x=c
bo’lgan o’zgaruvchi migdor deb garaladi.
O’zgarmas migdorning limiti shu 0’zgarmas migdorning 0’ziga teng,
chunki ve > 0da |x-cl=|lc-cl=0 < e tengsizlik doimo

bajariladi.

2—izoh. Limitning ta’rifidan o’zgaruvchi miqgdor ikkita limitga ega bo’la
olmasligi kelib chigadi. ( Isboti [2], 29-bet)

3—-izoh. Har biro’zgaruvchi migdor limitga ega deb o’ylash yaramaydi.

5 — 8. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar.

Agar o’zgaruvchi miqgdor a limitga intilsa, u holda a o’zgarmas son ekani
limitning ta’rifidan ko’rinadi. Ammo, «intiladi» tushunchasi o’zgaruvchi migdorning
boshgacha o’zgarish usulini tavsiflash uchun ham ishlatiladi.

Agar oldindan berilgan har bir musbat M son uchun shunday nyeN son

topilsaki, barcha n > ny uchun | x,| >M tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x.} ketma -
ketlikning limiti (20) deb garaladi va lim X, =0 yokj X, — o0 kabi belgilanadi.

Agar har ganday M > 0 son berilganda ham shunday noeN son topilsaki, barcha
n > ng uchun x,> M(X, < — M) tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x»} ketma — ketlikning limiti

+ oo (— o0 ) deb garaladi.



Ta'rif. Agar {x,} ketma — ketlikning limiti cheksiz r!'inw Xy = 0 ho’lsa,
u holda {x, } cheksiz katta miqdor deyiladi.
Masalan, x,=2n ketma — ketlik cheksiz katta miqdor bo’ladi,
chunki lIm 2n = oo
. Tarif. Agar {x} ketma - ketlikning limiti 0 ga teng bo’lsa,
lim x, =0, uholda {x} cheksiz kichik migdor deyiladi.
................................................ 1
Masalan, X, = P ketma — ketlik cheksiz kichik migdor bo’ladi, chunki
: 1
lim =0
n-on 41 '
Tarif. Agar {x,} ketma - ketlikning limiti chekli son bo’lsa, uni

yaqginlashuvchi ketma - ketlik, agar ketma — ketlikning limiti

cheksiz yoki ketma - ketlik limitga ega bo’lmasa, uni

uzoglashuvchi ketma — ketlik deyiladi.

Teorema. {x,} ketma - Kketlikning a limitga ega bo’lishi uchun

a, =X, —a cheksiz kichik migdor bo’lishi zarur va etarli.

Demak, {x,} ketma - ketlikning limiti a bo’lsa, uning

umumiy hadi Xn ni Xy =@+&; korinishda yozish

mumkin, bunda A, cheksiz kichik migdor va aksincha.




n _n 1
Misol (Xof= 1 [ ketma — Ketlikda: Xn=——F=l-—

Ravshanki, &n = n+1 cheksiz kichik migdor. Demak, berilgan ketma — ketlikning

. n
limiti 1 ga teng: rll'inoo PO 1

1-Lemma. Ikki cheksiz kichik migdor yig’indisi yana cheksiz kichik migdor
bo’ladi.

2-Lemma. Chegaralangan ketma - ketlik bilan cheksiz kichik migdor
ko’paytmasi cheksiz kichik migdor bo’ladji. (Lemmalar isboti [4]
86-betda berilgan.)

Endi cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog’lanishni

keltiramiz:

1
1°. Agar {x, (x,#0, n=12..) cheksiz kichik migdor bo’lsa, {x—}

n

cheksiz katta migdor bo’ladi.

n

1
2°. Agar {Xn} cheksiz katta migdor bo’lsa, {X—} cheksiz kichik miqdor

bo’ladi.



6 — 8. Yaginlashuvchi ketma — ketliklar va ularning

xossalari.
Ketma — ketlik limitining mavjudligi (ya’ni yaginlashuvchi) hagidagi masala
muhim masalalardan biridir. Bu masalani hal qilib beruvchi teoremalar mavjud.

Birog ular matematik tahlilning nozik faktlariga asoslanib isbotlanadi. (Isboti [3],
194-bet).

1-teorema. Agar {Xn }‘ ketma — ketlik o’suvchi bo’lib, yugoridan chegaralangan

bo’lsa, ketma — ketlik chekli limitga ega (ya’ni yaginlashuvchi) bo’ladi.

2-teorema. Agar {Xn} ketma - ketlik kamayuvchi bo’lib, quyidan

bo’ladi.

Ta'rif. Agar Ve >0 son olganda ham shunday nEN topilsaki, barcha

n > no, barcha m > no uchun ‘Xn - Xm‘ <€ tengsizlik bajarilsa, {Xn}

fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Har ganday yaginlashuvchi ketma — ketlik fundamental ketma — ketlik bo’ladi.

3—teorema. (Koshi teoremasi). Agar {Xn} ketma — ketlik fundamental ketma —

ketlik bo’lsa, u yaginlashuvchi bo’ladi.
Yaginlashuvchi ketma — ketliklar gator xossalarga ega. Bu xossalarni isbotsiz

: chegaralangan bo’lsa, ketma — ketlik chekli limitga ega (ya’ni yaginlashuvchi)
1 keltiramiz.



1% Agar {Xn} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, uning limiti yagona
bo’ladi.

20, Agar {Xn} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, chegaralangan bo’ladi.

3% Agar {Xn} va {yn} ketma — ketliklar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
{Xn + yn} ketma - ketlik ham yaginlashuvchi va

lim (x, £ y,) = lim x, £ lim Y, poladi

n— o n— oo
4°,  Agar {Xn} va {yn} ketma — ketliklar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

{Xn Y } ketma — ketlik ham yaginlashuvchi va

lim (x, -y, )= lim x, - lim y, poladi

n— oo n— oo

Natija. Agar {Xn} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, {C . Xn} ketma —
ketlik ham yaginlashuvchi va M € - X, = ¢ - lim X, po’ladi, bu

yerda ¢ — 0’zgarmas son.

59 Agar {Xn} va {yn} ketma - ketliklar yaqginlashuvchi bo’lib,

y, 20 (n=123..)va !'Lnoo Yo # 0 ho’lsa, u holda { a } ketma —

n

lim x,

: . . lim - = =2 I
ketlik ham yaginlashuvchi va . bo’ladi.
yaq n— oo yn r|1|_r>nOO yn

6% Agar {Xn} va {yn} ketma — ketliklar yaginlashuvchi bo’lib, YneN da

L SN2 (X]Zyn) bo’lsa, u holda lim x, < lim yn(!iﬂﬂl Xy 2 !Lr?o yn)

nN—o0 n—oo

bo’ladi.



7°. Agar {Xn} va {Zn} ketma - ketliklar yaginlashuvchi va

|Ian = lim Z, =a  po'lib VneN da X, S VY, <Z, bo'lsa, u

N—o0 nN—o0

holda {Y, | ketma — ketlik ham yaginlashuvchi va 1M Yo = @ porlagi.

nN—oo

8%. Agar {Xn} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo’lib lim X, =4 bo’lsa, u

' N—>w

holda X, =a+a, bo’ladi va aksincha, bunda @, cheksiz kichik

miqdor.

7 — 8. Sonlar ketma-ketliklari limitini hisoblash.

Sonlar ketma — ketligi mavzusining asosiy masalalaridan biri uning limitini
topishdan iborat. Ketma — ketliklarning limitlarini topishda ta’rifdan va ketma —

ketlik limitining xossalaridan foydalaniladi.

1 -m.isol. Ketma - ketlik limitining ta’rifidan foydalanib isbotlang.

. 2n -1 ; _
a lmx =1 agar x, = o1 D ““'Xn—5, agar
3n? +1 _ 3 .
X, = T bo’lsa va qaysi n nomerdan boshlab |X, — 5| < 0,01 tengsizlik

bajarilishi ko’rsatilsin,

Y e c hish. a) Har ganday € >0 uchun shunday N () son topiladiki,

n>N(e)da \Xn —]J <€ tengsizlik bajariladi. Buning uchun absalyut giymat

2n—l_4_| -2 2
2n+1 _‘2n+1‘_2n+1

ayirmasini topamiz:




2
Demak, |%,—1<€ tengsizlik bajariladi, agar S <€, bundan
1 1 . e L 1 1 . . .
n > =- 2. Shuning uchun N (e) sifatida o~ sonning butun gismi, ya'ni
1 1
N = E(—— —] ni olamiz.
e 2

Shunday qilib, har ganday © >0 uchun N son topiladiki, n>N bo’lganda

. 2n-1
‘Xn —1‘ <€ bhajariladi, bu esa !]Lnl TR 1
b) Endi X, — | absalyut miqdor fargini topamiz: et & - 3 = — 8
) Endi |X, — = absalyut migdor fargini topamiz: = 5— 5/~ 5607 _1)

e >0 berilgan n ni shunday tanlaymizki < e tengsizlik bajarilsin.

_ 8
5(5n% —1)

I
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
|!
Il
|!
Il
|!
Il
|!
Il
|!
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
I
L
Il
L
Il
h%
jo:‘% S s 8 +1—>n>1 /8+5e
1‘ Bu tengsizlikni yechib: 2% 5 5 e
‘0‘%
L
Il
L
Il
L
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
I
I
Il
I
I
Il
I
I
Il
I
I
Il
I
I
Il

N =E[%,/8+65e J deb, N> N da |x, -35|<e.
1 |8+ 5e 1
Agar e =001 bo’lsa, N = E[gﬂ - j = E(§v805 ) =5, bundan

3 3
ketma — ketlikning 6-hadidan boshlab barcha hadlari (3—0,01; g+0,01)

intervalda yotadi.

1
2—-misol. Ushbu0,1;0,11; 0,111; ... ketma — ketlikning limiti 9— ga teng.
'sbot Buning uchun t-o1=— Lt <t . Ltogp 1 1

S 0 t. uning uchun o 91010 9 9100 100
1 1 1 1
—— 0,11 ... 1= < iaini et ' ——a,
9 9.10 " 0" ekanligini e’tiborga olib, 9
ntaraqam

ayirma 0,11... davriy kasrda o’nli kasr xonalarini yetarli darajada ko’proq olish bilan



ixtiyoriy kichik € >0 sondan ham kichik bo’lishi mumkin ekanligini ko’rish oson.

1
Demak, berilgan ketma — ketlik limiti 9 ga teng.

3-misol.

3 _ _ .
a) T(X) =X funksiya X = O da (ya’ni nol atrofida);
b) f(X)=(X +3)° funksiya X =—3 nugta atrofida;

c) f(X)=sin(Xx—a) funksiya X=2 nugta atrofida va shuningdek 2-KIT

nuqgtalardan istalgan birining atrofida cheksiz kichik funksiyalardir.

2n°3 1-5n?

4-misol. !'Lnoo 2n2+3+ cn .1 | Nitoping.

qo’shiluvchi cheksiz katta migdor bo’lib, chegaralanmagan. Shuning uchun ular

limitga ega emas; kasrlarni go’shsak:

13 3
3 2 2_7_'_73 1
X = 2n° —=13n“ +3 g lim x. = lim n n _ =
" TI0n° £ 2n? 415043 DundAN ase T ane, 0 2 15 3 5
n n®> n®

| z 0o x. Limitni hisoblashda kasrning surat va maxrajini n ning eng yuqori
darajasi (n=3) ga bo’ldik.

5 3
. 5n% -3 . T2 5
: lim = lim n -~ _-25
5-misol. 1o 9n2 N o ™~
5-misol nse2nZ4ng 2 241y 2 2
n n

w w
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
l d
| Y e ¢ h i s h. Agar yig’indining limiti xossasidan foydalansak, har bir |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |
I |



8 — §. O’z bilimini sinash uchun savollar va topshiriglar.

. «Lim» belgisi nimani anglatadi ?

. Nugtaning atrofi deganda nimani tushunasiz ?
. Sonli to’plamning limit nugtasi.

. Sonlar ketma — ketligi deb nimaga aytiladi ?

. Chegaralangan ketma — ketlik.

. O’suvchi va kamayuvchi ketma — ketliklar.

. Sonlar ketma — ketligining limiti.

. Cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar.

O© 00 N O O A W N -

. Cheksiz kichik miqdor limiti.

10. Cheksiz katta migdor limiti.

11. Yaginlashuvchi ketma — ketlik xossalari.

12. Sonlar ketma-ketliklari limitini hisoblash usullari.

13. Berilgan ketma — ketliklarning qgaysilari o’suvchi (1), kamayuvchi (1)
ekanligini aniglang:

Y {Xn}:{ﬁ} 2 {Xn}:{nzn;} 3 {Xn}:{ngil} K {X”}:{sz)?]j}

14. Berilgan ketma — ketliklarning gaysilari chegaralangan ?

1) {x.}=8n-1}; 2) {Xn}={i2} 3) {Xn}={n(n3+1)}; 4) {Xn}={n31_1};

n

o =gl i=fohin ted={(-3) b o bl {2}

e 1 )-8 bk
4) {an}={%}; 5) {an}={ . }; 6) {an}={n25+4} ketma — ketliklar

n?+1




16. Quyidagi ketma — ketliklarning limitlarini hisoblang:

. Iim3n+1 , Iirn5_n+1_ ] ”m2n2+3n—4_ 2 lim 1-n
Jaern—1' D T e Cansrt Vet inar

\/n2+3n+1+n_ . 5+n-3n? . 5n+3

lim lim——- lim

O 2 one3 ) 0Sea_nton? ") 25230 —on41’

8) "m(n+12)(n+2)_ Iim(n+2)§n+3)(n+4) 10 “m(2n—13)(n—§)(n—3)_
o nt4l 7 T o n"+n+1 ’ o 3n°+2n°+n

i 2 _ 2 2 2 2
17. Hisoblang lImX, , agar: 1) Xn:[3n +n 2} gy y L2t

4n®> +2n+7 50 +n+1

3 2 4
3) x _142+.4n, 2) an( 2n® +2n% +1 ] ; 5) x. < 5n

" n? ’ 4n®+7n? +3n+4
6) xn:Q/n_g; 7) xan/n_5; 8) x, =¥6n+3;
. - a
18. Quyidagilarni isbotlang: 1) lim¥n=1; 2 lim—-=0; " (a>0).

3¥n

3) LLTOQ/E:L (@>0). 4) X, = ketma—ketlikning umumiy hadi N —o da

cheksiz katta ekanligini; 5) x, :nik’ (k>0) ketma — ketlikning umumiy hadi cheksiz

2 2 2
kichik ketma — ketlik ekanligini. 6) =~ 0,6 3 0,66 ; ... ; 3 0,66 ...6 :
n ragam

: 2
' i tuzib. 1im0,666...6 =— ini
ayirmalarni tuzib, 1M 3 ekanini.

n ragam

II-BOB

FUNKSIYA LIMITL




Biz | bobda sonlar ketma — ketligi va uning limitini o’rgandik. Endi hagiqiy

argumentli funksiya limiti va ularning xossalari bilan tanishamiz.

1 — 8. Funksiya limiti ta’riflari.

f (x) funksiya X to’plamda berilgan bo’lib, a nugta X to’plamning limit

nuqtasi bo’lsin (umuman aytganda a nugta X to’plamga tegishli bo’lishi shart emas).

l1-ta’rif. Agar b nugtaning har ganday e atrofida doimo a nugtaning
shunday & atrofi topilsaki, unda x argumentning ana shu atrofga
tegishli istagan giymati uchun f (x) funksiyaning giymati b
nugtaning e atrofiga tegishli bo’lsa, x 0’zgaruvchi a ga intilganda b

son f(x) funksiyaning limiti deyiladi va Ixig;f(X)=b kabi

belgilanadi.

Avvalo bu ta’rifning geometrik ma’nosini tekshirib ko’ramiz.

X argumentning barcha giymatlari f (X) funksiyaning tegishli giymatlariga
akslantiriladi. Oy o’qda f(x) funksiya giymatlarini ko’rsatuvchi nugtalar
to’plamini hosil gilamiz. Oy o’qda ordinatasi b =lim f (X) ga teng nugtani olamiz.
Argumentning biror giymatiga to’g’ri kelgan b nugta funksiyaning giymati bo’lishi
mumkin, lekin bu nugta funksiya giymatlarining to’plamiga tegishli bo’Imasligi ham
mumkin. (10-shakl).




10-shakl.

f(x) M

Q

11-shakl.

y=f(x)

v

a0 a a+d X

12-shakl.

v




x argument a ga intilganda f (x) funksiya uchun b nugta (son) limit bo’lishi
yoki bo’Imasligini aniglash uchun:

1) b nugtaning e radiusli atrofini ixtiyoriy ravishda tanlab olish kerak, bunda e
istagan ( shu jumladan, istagancha kichik) musbat son (10-shakl) va

2) a nugta atrofining shunday o radiusini izlab topish kerakki, argumentning
o atrofiga tushgan hamma qiymatlari funksiyaning e atrofiga albatta tushadigan
giymatlarini  (balki  f (a) qgiymatdan boshga giymatlarini) aniglaydigan
bo’lIsin. (11-shakl).

Qisgacha aytganda, a nugtaning & atrofidagi argumentning X# ad hamma
giymatlari b nuqgtaning e atrofiga garashli nuqtalarga aks etiladi (11-shaklda
funksiyaning grafigi ko’rsatilmagan).

Shuni ham esda tutish zarurki, argument giymatlaridan iborat to’plamning limit
nuqgtasi a dir, demak, u shu to’plamga tegishli yoki tegishli bo’lmasligi mumkin;
birinchi holda f (a) mavjud, ya’ni ma’noga ega, ikkinchi holdaesa f (a) ma’noga

ega emasdir.

2—ta’rif. Agar x to’plamning nugtalaridan tuzilgan a ga yaginlashuvchi

har ganday {Xn} ketma - ketlik olganda ham, funksiya

giymatlaridan iborat {f (X,)} ketma — ketlik yagona (chekli
yoki cheksiz) b limitga intilsa, shu b ga f (x) funksiyaning a
nugtadagi (x ning a ga intilgandagi) limiti deyiladi va

lim f(x) =b kabi belgilanadi.

X—>a

Funksiya limitiga berilgan bu ta’rif Geyne ta’rifi deyiladi.

Eslatma. Agar a ga intiluvchi ikkita {Xn} va {yn} ketma — Kketliklar olinganda

mos {f(X,)} va {f(Y,)} ketma — ketliklarning limiti turlicha bo’lsa, u holda

f (x) funksiya X — a da limitga ega bo’Imaydi.



3—ta’rif. Agar Ve > 0 son uchun shunday d(e)>0 son topilsaki, argument
x ning O0<|x—a|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida |f(X)—bl<e  tengsizlik bajarilsa, b son f (x)
funksiyaning a nugtada (X—>a) limiti deyiladi va lim f (x)=b

kabi belgilanadi. Funksiya limitiga berilgan bu ta’rif Koshi yoki
“e— 0 ” ta’rifi deyiladi.

Agar X —>a da f(X) =D bo’lsa, u holda ¥ = f(X) funksiyaning grafigida

tengsizlik chigar ekan, u holda bu, a nugtadan & dan yiroq bo’lmagan masofada

turuvchi barcha x nugtalar uchun Y= f(X) funksiya grafigining M nugtalari

y=b—e va y=Db+e to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan, yoki 2e bo’lgan yo’l

! 4 —ta’rif. Agar x biror a sondan kichik giymatlarnigina gabul qgilib, shu a |
| songa intilanda f (x) funksiya by limitga intilsa, u holda lim 1 (x) =b, yoziladi |
i va by ga f(x) funksiyaning a nugtadagi chap limiti deyiladi. Agar x fagat a dan -

bu quyidagicha tasvirlanadi (12-shakl) |x—a|<d tengsizlikdan |f(x)-b|<e |
katta giymatlarnigina gabul gilsa, u holda lim f(x)=b, yoziladi va b, ga| :

u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
i ichida yotadi.
I
I
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
H
u
H
u
H
u
H
u
H

I funk3|yasm|ng a nuqtadagi o’ng limiti deyiladi. (13 shakl) | )
y A |

y=1(x) |

\ 1

bz ;

bs ]

0 a x= ;

13-shakl j

27 :



Agar o’ng limit va chap limit mavjud va teng, ya’ni bi=b>=b bo’lsa, u holda b,
limitning yuqorida berilgan ma’nosida a nuqtadagi limitning o’zi bo’lishini isbotlash
mumkin.

Funksiyaning o0’ng va chap limitlariga uning bir tomonli limitlari deyiladi.

-
S—ta'rif. (Geyre ta’vfi). Agar X to’plamning nuqtalaridan tuzilgan, har :
bir hadi a dan katta (kichik) bo’lib, a ga intiluvchi har ganday :

{X, } ketma — ketlik olinganda ham mos {f (X,)} ketma — ketlik |
|

a nugtadagi o’ng (chap) limiti deyiladi va quyidagicha:

. . |
belgilanadi: lim f(X)=b yoki f(a+0)=b (Xhm f(x)=b I

—a-0

|
|
|
|
|
|
|
|
: yagona b soniga intilsa, shu b son f(x) funksiyaning:
|
|
|
|
|
|
|
|

I
yoki f(a—0)=b). i

6-ta'rif ([ Heshi tavifi). Agar Ve >0 son uchun shunday >0 son

topilsaki, argument x ning tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida |f(x)—b|<e tengsizlik bajarilsa, b son f (Xx)

quyidagicha belgilanadi: ~ lim f(x)=b yoki f(a+0)=b

[lim £(x)=b yoki f(a—0)=h).

i funksiyaning a nugtadagi o’ng (chap) limiti deyiladi va

Teorema. Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi (2- va 3-ta’riflar)
ta’riflari o’zaro ekvivalentdir.(Isboti [3], 204-bet).
Biz yuqorida f (Xx) funksiya X — a dagi chekli b limitga ega bo’lishining

Koshi ta’rifini (3-ta’rif) keltirdik. 0 =oo(b =+00, b =-0) po’Igan holda

funksiya limitining Koshi ta’rifi quyidagicha ifodalanadi.




7 —ta rif Agar Ve>0 son uchun shunday & > 0 son topilsaki,

X argumentning O<‘X—a‘<d tengsizliklarni  ganoatlantiruvchi  barcha
giymatlarida ~ |[f(X)|>E  (f(x)>E; - f(x)>E) tengsizlik bajarilsa,
f (x) funksiyaning a nuqtadagi limiti 00(+00,~0) deyiladi  va
lim £ (Ollim (x) = +o0;  lim f(x) = ~o ) kabi belgilanadi.

Endi X —>oo(X—>+00; X—>-o) da funksiya limiti tushunchasini

keltiramiz.

8 —ta rif. (Geyne ta’rifi). Agar x to’plamning nugtalaridan tuzilgan har

ganday cheksiz katta (musbat cheksiz katta; manfiy cheksiz katta) {Xn} ketma —
ketlik olganda ham mos {f (X,)} ketma — ketlik yagona b ga intilsa, b son f (X)
funksiyaning X—o0 dagi (X =>4+,  X——00) limiti deyiladi va
lim f(x)=bllim f(x)=b;  lim f(x)=Db] kabi belgilanadi.

X—>a X—> +00

9 —ta’ rif. (Koshita’rifi). Agar Ve >0 son uchun shunday M (e) >0 dan

topilsaki, x argumentning [x>M(e)(x>M; —x>M) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida |f (X)—b|<e tengsizlik bajarilsa, b son f (x) funksiyaning
X = o(X = +00; X —> —00) dagi limiti deyiladi va
lim f(x)=b(lim f(x)=b;  lim f(x)=b) kabi belgilanadi

Bu ta’rif ba’zan “e — 8™’ ta’rifi deb ham nomlanadi.




Misollar.

lim 3x+1 1
1. Limitning Geyne ta’rifidan foydalanib 62 5x + 4 2 tenglik to’g’riligini

ko’rsating.
Yechilishi: {X, | ketma- ketlik:

; (3x+1) _ 4
1) (x) = (5% + 4) yani X, i_g funksiyaning mavjudlik sohasiga

tegishli bo’lishi; 2) 2 soniga ketma — ketlik yaginlashuvchi ya'ni [IMX, =2

shartlarini ganoatlantiruvchi x ning giymatlaridan iborat.

3x, +1

U holda funksiya giymatlaridan iborat ketma — ketlik f(x, )—m bo’ladi.

n

Chekli limitga ega bo’lgan ketma - ketliklar hagidagi teoremalarga asosan

1 i 1
lim £ (x,) = lim 3x, + |m(3xn+):6+1 1

n—>o oo 5x, + 4 lim(5x, +4) 10+2 2°
3x+1 1
Funksiya limitining ta’rifiga asosan: |X'%2 Ex+4 2
2. Funksiya limitining Koshi ta’rifi (ya’ni “e — 0” ta’rifidan foydalanib) asosida
|X|LT1‘(3X 8) =—5 ekanligini ko’rsating.

Yechish. “e- 8" ta’rifiga asosan Ve >0 uchun shunday 4>0 topiladiki

Xx=1<d tengsizlikdan |f(X)—(-5)|=|f(x)+5/<e tengsizlikka kelamiz.
Boshgacha aytganda ‘3X—8+5‘ =3‘X—ﬂ <€ tengsizlikni yechish kerak. Bu esa

e .
\X—ﬂ<§=d bo’lganda ‘f(x)+5‘<e bajariladi. Bundan |X|LT11(3X—8)=—5

tenglik bajariladi.



.1
3. IMsin—— ping limiti mavjud emasligini ko’rsating.

x—1 X -1

1
Y echish. Ikki ketma — ketlik X, =1+— va v, =1+#(n=1,2,...) lar
pn (4n+Dp

limx, =limy, =1,

n—oo n—oo

Funksiya giymatlaridan iborat ketma — ketliklar quyidagicha:

F(x,) =sin : =sinnp =0 va f(y,)=sin L _sin 2P +1p -
1 ) >
1+——-1 14— 1
(np) [(4n+1)p]

:sin(anJr%j:l bo’lib, 1im f(x,)=0 va limf(y,)=1, ya'ni X} va

.1
{yn} ketma — ketliklar har xil limitlarga ega bo’lgani uchun X —1 da Sm—l

funksiyaning limiti mavjud emasligini ko’rsatadi.

f(x)= ‘vani C b
4. T(x) 3x—5, agar x>1 funksiyaning X — 1 dagi bir

tomonlama limitlarini toping.

Yechish x <1 bolsa, f(X)—2x+3 bolib, f(1-0)=lim f(x)=1
chap limit.
Agar x >1 bo’lsa, T(X) =3X—=5 bo’lib, f(1+0)= lim £(x) =-2 - o’ng limit

A

(14-shakl) y

: —-2x+3, agar x<1



2 — §. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari.

Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalar gator xossalarga ega bo’lib, bu xossalarni
o’rganishda asosan funksiya limiti ta’riflaridan foydalaniladi.

f (x) funksiya X to’plamda berilgan, a esa X ning limit nugtasi bo’lsin.
19 Agar f(x) funksiyaning a nugtada limiti mavjud bo’lsa, bu limit yagonadir.

2°. Agar lim f(x)=b bo’lib, b>p (b<q) bo’lsa, u holda a ning yetarli kichik

atrofidan olingan X(X # @) ning giymatlarida f (X) > p(f (X) <q) bo’ladi.

3% Agar |X|ﬂ;\ f(X)=b=#% po’lsa, u holda a ning yetarlicha kichik atrofidan

olingan X(X # &) ning giymatlarida f(x) funksiya chegaralangan bo’ladi.

4. Agar lim f,(x) =By lim f,(x) =b, bo’lib, x argumentning 0<|x—a|<d

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida f,(X) < f,(X) tengsizlik o’rinli

bo’lsa, u holda b, <Db, tengsizlik o’rinli bo’ladi.

59. Agar x argumentning 0<\x—a\<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida f,(x) < f(x) < f,(x) tengsizlik o’rinli bo’lib,

|X|Lg f,(x) = ULQ f,(X) =b bo’lsa, u holda Uﬂg f(X) - mavjud va u ham b ga teng.

6°. Agar limf,(x)=b, limf,(x)=Db, bo’lsa, u holda f,(x)* f,(x),

f (X
f,(x)- f,(x), fiixi(fz(x)?fo) funksiyalar ham limitga ega va




Ixi_rg(fl(x)ifz(x)):blibz, !(iI)T;(fl(X)-fz(X))Zbl-bz’ !(Ln;%:% (bz'_'to)

munosabatlar o’rinli.

7°. Agar Uﬂg f(X) mavjud bo’lsa, u holda Uﬂg(k' f(X)) ham majud va u

k- |le§ f(X) ga teng (k-const), ya’ni Uggl(k' f(x)) =k |X|LT;‘ f(x).

8°. Agar 1im f(X) mavjud va chekli bo’lsa, u holda 1im [T (x)]" ham

mavjud (MEN) va lim a[ f(x)]" = [lerll _f(x) Jm munosabat o’rinli

bo’ladi.

Faraz qilaylik {Xn} to’plamda t =J (X) funksiya aniglangan va bu funksiya

giymatlaridan iborat {t} to’plamda Y = f(t) funksiya aniglangan bo’lib, ular

yordamida murakkab Y = f (J (X)) funksiya hosil gilingan bo’lsin.

9%, Agar 1) 'X'L‘ZJ (X) =C bo’lib, a nugtaning shunday (a — e, a + ) atrofi
mavjud bo’lsaki, bu atrofdan olingan barcha x lar uchun J (X) # € bo’lsa, 2) ¢ nuqta
T to’plamning limit nugtasi bo’lib, Ithg f(t)=b bo’lsa, u holda X—>a da

murakkab funksiya f (J (X)) limitga ega va |X|LT; f( (X)) =b bo’ladi.



Misollar.

1. lim(3x” + 5% — X+ 2) limitni ko’phadning limitini topish qoidasiga ko’ra

hisoblanadi.

lim(3x® +5x* —x+2)=3-1+5-1"-1+2=9

x—1

XZ+Xx—2

2. “mTZ limitning maxraji x = 2 da noldan fargli bo’lgani

x=2 X

kasr— rasional funksiyaning limitini hisoblash qoidasiga ko’ra topamiz:

X2+ x-=-2 2%242-2
lim — =—
2 x2_2 222

=2

4
2

: 5
lIm ——— |im;i ’ inina limiti :
3.0 Ax—8 limitda bo’luvchining limiti nolga teng:

uchun

|XLmZ(4X—8)=0. Demak, bo’linmaning limiti haqgidagi xossani qo’llab

bo’Imaydi, chunki 4x — 8 ifoda x — 2 da cheksiz kichik migdordir, unga teskari

miqdor Ax_8 esa cheksiz katta migdordir. Shuning uchun X = 2 da
’ - - ni M —— =
ko’paytma cheksiz katta miqdor, ya’ni '"'" Ax 8 :
34

1
4x -8

-5



8} ifoda X = 2 da ikkita cheksiz katta migdorning

6X
X3 —

X—2

ayirmasidan iboratdir. Kasrlarni ayirib, surat va maxraji X — 2 da nolga intiladigan

lim
X—2

4.

kasrni hosil gilamiz. Kasrni X — 2 ga qgisqartirib, quyidagiga ega bo’lamiz:

2)
—2)(x* +2x+4)

X—2 (X

lim

6x j_
8
24 x+4  4+4+4 12

X3 —

1
X—2

Iim(
X—2

lim
x—>2x

X' —2%° +3

lim

bo’lamiz:

limitni hisoblash uchun kasrning surat va maxrajini
4

x—o0 22X

> 41
argumentning eng yuqori darajasiga, ya’ni X

35



3 — 8. Ajoyib limitlar.

Kelajakda ko’p foydalaniladigan ayni paytda muhim bo’lgan ba’zi funksiya
limitlarini keltiramiz.

._sinx
1. Agar x radian o’Ichovi bilan berilgan bo’lsa, I'_T X =1 @ munosabat

X

sin X

o’rinli, ya’ni funksiyaning x — 0 dagi limiti x ning 0 ga intilish gonuniga

bog’lig emas. Shuning uchun @ ga — birinchi ajoyib limit deyiladi.

Ravshanki, 0<Xx< %(—% <X < 0) oraligda olingan ixtiyoriy x larda

0 <sinx < X <tgx tengsizliklar o’rinli.

) . X 1
Endi Sin X <X <tgx tengsizliklarni sin X ga bo’lib, 1<——< va
sinXx COSX
sin X sin X
undan COSX<——<1=>0<1-—<1-cCOSX_
X X

P

. . X X
1-cosx=2sin’= yq 0< X< da sin > < sin o lami e’tiborga olsak,

X

2
X X

l—COSX<28In§<2'§=X munosabat o’rinli bo’ladi.

sin X

sin x
Demak, ixtiyoriy 0 <X <% da O <1—T <X. Bundan

—1‘<|x|

tengsizlik o’rinli bo’lishi kelib chigadi.



ve >0 sonni olib, unga ko’ra d >0 sonni (uni olingan e va p2_

sonlardan  kichik qilib) olinsa, u holda |X—0|=|X|<d  bo’lganda

sinx

sin X
< \X\ <€ Dbo’ladi. Bu esa le_)o X =1 bo’lishini bildiradi.

X

@ dan quyidagi tengliklarning to’g’riligini isbotlash giyin emas:
sinkx sinx )

Ilm—_l l[im——=k — | =1

x—0 SlnX @ x—0 X @ x—0 @

tgx ._arcsinx ._arctgx
i 1@ =@ T O

X

li 1+l

2. o X =€ tenglik o’rinli ekanligini ko’rsatamiz.

Faraz qgilaylik, x > 1 bo’lsin. x ning butun gismini n orgali belgilasak, u holda

1 1
Nn<Xx<n+1 bo’lib, bundan esa <X < + tengsizliklarga ega bo’lamiz. Bu

+1

1Y 1Y
izli 1+ — 1+= 1
tengsuhklardan[ + n+1) <( + xj ( + ) @ tengsizliklar kelib chigadi.

n n+1

i 14— | =e  lim1+—| =
nLoo +n+1 =° nl_m +n+1 =€ hamda@tengsizliklardan

foydalanib chekli limitga ega bo’lgan funksiya xossalariga ko’ra X — 0 da

X

li 1+E =e

X300 X tenglikka ega bo’lamiz.



Endi X <—1 bo’Isin. X=—Y belgilash kiritsak, u holda:

X -y y

lim( 142 ] = tim{1-1] = tim[1s-1| =
x> X y—+ y y—+ y—1

y-1
= lim 1+i - lim 1+i =e-1=¢
y—+ y=1) v+ y-1

X

li 1+E =e

1 X—00 X
. L
Natija. 'XTO‘(1+X)X=9 tenglik o’rinlidir.

w w
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
i: Demak :i
| [
H H
H H
H H
H H
H H
1‘ Hagigatdan ham M =Y belgilash natijasida !,'_m y ‘1
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H
H H

y

I 1 _ 1
bo’lib, y|_>00 1+§ =€ munosabatdan !('_')10(1"‘ X} =€ kelib chigadi.

va formulalarga ikkinchi ajoyib limit deyiladi. e=2,7182818 ...

irasional son bo’lib, asosi e ga teng bo’lgan logarifmga natural logarifm deyiladi,
yani 10g, X =log,x=Inx.Ilgx =M In x,M =0,43429...

Masalalarni yechishda «ajoyib limitlar» deb ataluvchi ushbu limitlardan

foydalanishga to’g’ri keladi:

Iimwzlogae@ imMEHX) g @
x—0 X x—0 X



uzluksizligidan

sohasida

aniglanish
tenglik o’rinli bo’lishligini e’tiborga olib topamiz:

a>0
funksiyaning

Bularda @ # 1,
Logarifmik

|

log, (1+ x)*

|

=lim
Xx—0

hnrlloga0;+x)
x—0 ¥

log, (1+ x)
X

lim
X—>Xo

log , e

|

1
lim (1+ x)

mga{

t—>0

tenglik bajariladi.
deb almashtirish olamiz.

a’—-1=t
da

log , e

=lne=1 <:>

1+ X)
X

hioblash uchun
Xx—=0

log ., (1+ X)

lim
1 x>0
In
Xususan lim (
1 x>0
limitni

Demak
a*-l=t=>a"=1+t=>log,a" =log,(1+t)=> xlog, a

Ravshanki,



o‘% g‘o
i =log,(1+t) => x =109 ,(1+1t) Natijada ushbu tenglikka ega *

I . a¥*-1 . t . 1 ]
ﬂ . = lim = [im T
\0\% bo’lamiz: x- a X t— 0 |Og a(1+ t) t— 0 |Og a(l-l— t) : H
I t 1
| |
i . 1 1 1 Il
: Agar t5o log ,(1+t) . log,(1+1t) log e bo’lishini :
H t t—0 t H

H li a’ -1 — H
I hisobga olsak, u holda ‘" N na(@a=l a>0) ekanligini topamiz. |
I

[ 1
l Yugoridagiga o’xshash mulohaza bilan tenglikning to’g’riligini

i ko’rsatish mumkin. I



e -1
ax
sin cX d sin dx

a-
C

= lim
Xx—0

eax . ebx

1) x>0 sin ¢cx — sin dx

Misollar.
lim

dx

CX

t+a va Xﬁadatﬁo

X—a =1 pyisinunorda X

X—2

2) = Iimi-lim
X22 X+ 2 x>2

-1 =@

lim x*! = Iim1[1+ (x —1)]x

Xx—1

4)

41



4 — 8. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar.

1-ta rif. Agar |Xi£naa (x) =0 bo’lsa, u holda a(x) X — ada cheksiz

kamayuvchi funksiya deyiladi. Ba’zan «cheksiz kichik» ham deyiladi.

. a(x
2-ta’ rif Agar a(x) va b(X) lar cheksiz kichik bo’lib, lIm b EX; =0

bo’lsa, u holda @(X) ni b(X) ga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik deyiladi va
a(x) =0(b(x)) ko’rinishda yoziladi.
3—ta'rif Agar lxiLna b(x) C (c#0, C#) po’lsa, uholda a(x) va

b (X) lar bir xil tartibli cheksiz kichiklar deyiladi.
Agar c=1 bo’lsa, u holda a(X) va b(X) lar ekvivalent cheksiz kichiklar

deyiladi va & (X) ~ b(X) lar ko’rinishda yoziladi.

T e orem a. Agar x=a nugta atrofida &(x), b(x), a,(x), b,(X) lar cheksiz

kichik va a(x) ~ a(x), b ~ Db/(X)bo’lsa, u holda

. a(x) . a(x) o
leLna b (X) o IXILna bl(X) bo’ladi.

Qoida Agar X—>a da a(X) cheksiz kamayuvchi funksiyaning b (X)
cheksiz kamayuvchi funksiyaga nisbatining limiti 1 soniga teng bo’lsa, u holda a(X)

va b(X) cheksiz kamayuvchi funksiyalar ekvivalent bo’ladi, aks holda ekvivalent

bo’Imaydi.



Misollar.

va b (x)=sinx?

1+x+x% -1

sin2x

) a(x)

1

n

1) a(x) =¥1+x -1 va b(x)

Yechilishi.

I
|
c
i
I
P
= 7
T
X )
+
|
+~
S
X O
A
c >
T
7 N\
oo
N

N1+x-1
1
7.X

=lim
X—a

alx)

lim

1) x>a b(x)

. demak, X—0

n

“DE" " L+t +])

t—0 (t

lim

B

t-1 _
(t"-1)

lim
t—1 1
n

1+ X+x" -1

1+Xx

him

+1 *0sin2x

_KQJ_
0

1
VI+X+X°

—
&
e E3
+|'® . .
x| = P 2!
EAR= > |5 =
(9p) m -
I ﬂm &
@
mm —— S 2
- oo S
Il N <
[l @

7 £
X X o~ 1Z
S = = o
c—| " + -

+

<L 5
- o
E3 9| x .
—_ > nW_ w
Il —

%) [l
<< < ]
- £ ¢
am L '» — | N
£% = !
—_x = —

[l



5 — §. Ekvivalent cheksiz kichik

funksiyalar jadvali.

K, 0<|k| <o bo’lsa, uholda f(X)a(x)~ka(x).

Agar !(LT f(x)

Agar &(X) ~Y (X), b(x) ~Y (X) bo’lsa, u holda &(x) ~b(x).

jadvali:

6. Infl+a(x)]~a(x):

1. sina(x) ~a(x):

7 a2® _1~ a(x)Ina(a>0):

2. tga(x) ~a(x);

8. e _1~a(x):

2

la(x)]

3 1-cosa(x) ~

9. l+a(x)]’ -1~ pa(x);

4. arcsina(x) ~a(x):

!

b

Il

M

Il

M

Il

M

Il

M

Il

M

Il

> |

—l = 1

> (4] %

© 5 o:

l =< hi

= Il

_ > o

— = l

— .. Il

> 2] = ¥

~—' e M\av I

© 9 3 1

+ o @ 7

. ™ < i

= = £ $

= > :

~ + £ I
N

o %

< 8

| i

l — ,”

- = =) J

S N |

> = %

5 : |

~ = g [

L > 8 !

> — 3 .. *

T — o » [

o = — 4

O o < x

e wn S 1|

T 2 x J

. . ® o:

w2 — > ¥

Il

M

Il

M

Il

M

Il

M

J



o o%

3 s [ 1 3
sinyxyvX ~Vxvx =x4: A2 +Vx® = x4V1+x2 ~x*.  Bundan
Siny xv/x ~y X2 +x° to’g’riligi kelib chigadi.

2. Quyida berilgan «cheksiz kichik» larni ekvivalentlariga almashtiring:

a) asina—ba®;  b) (1-cosa)’+12a’+2a‘+5a°;

Yechish:

a) a(x) va b(X) «cheksiz kichik» lar har xil tartibli, ya’ni a(x)=asina
miqdor 1-tartibli, b (x) = (=ba*) - 3—tartibli bo’lgani uchun:

asina + (-ba?®)~3sina ~ 3a .
b) (1-cosa)*+12a° +2a* +5a5:4sin4%+12a3+2a4+5a5 qo’shiluvchilarning eng

kichik tartibli 12 a * bo’lgani uchun: (L—cosa)? +12a° +2a* +5a° ~12a°.

3. Quyidagi limitlarni ekvivalent cheksiz kichiklardan foydalanib hisoblang:

sin kx 0 . kx
a) Im —=| —|=Ilim—=1
x=>0 In(1+ kx) 0

(Jadvalga asosan: SIN KX ~ KX va In(1+ kx) ~ kx)

2

X
A1 -1 n 1, X 1. x 1
lim X L fim L X LypX L

b) x>0 Incosx 0 In[l+(cosx—1)] 4x0cosx-1 4x0x* 2



6 — 8. Limitlarni hisoblash yo’llari.

Funksiyaning limiti uning argumentining intilgan sonida aniglangan bo’lishiga
bog’lig emas. Amalda esa funksiya limitini topishda bu munosabat katta ahamiyatga
ega.

I. Agar berilgan f (x) funksiya elementar bo’lib, x intilgan son uning

aniglanish sohasiga tegishli bo’lsa, u holda funksiyaning limiti f (x) ning x

intilgan son giymatidagi xususiy giymatiga teng bo’ladi, ya’ni im f(x)="f(a).

l1-misol.

. X*-3x+4 4-6+4 _ . .
Ix'an 1 = 1 =2, chunki elementar funksiya bo’lib,

argument intilgan son uning aniglanish sohasiga kirganligi uchun uning limiti
funksiyaning argumenti intilgan son giymatidagi xususiy giymatiga teng.

Agar funksiyada argument O ga yoki uning aniglanish sohasiga tegishli
bo’Imagan songa intilsa, bu holda funksiya limitini topishda alohida tekshirish olib
borish kerak bo’ladi.

Yuqgorida bayon qgilingan limitlar xossalariga suyanib, quyidagi ko’p
uchraydigan limitlar topilgan:

1 lim ax = o 3 lim 2 =0

X—> © X—> o0 X

0, agar a<l
> lim &= 4 lima*=J+0, agar a>1

x—>-0 X t X+

o, agar a<-1



‘T ‘11
! ) | 0, agar |d<1 ]
I 5. lim == o g. lima‘=1+0, agar O<a<l ]
e X—>wo g i B
o, agar —l<a<0
I i
: . a : +oo, agar a>1 ]
| 6. lim — =+ 9. limlog, x = I
\T X—>+0 ¥ X—00 —oo, agar O<a<l1 H
I ﬂ
; . a . —oo, agar a>1 I
l 7. lim — = o 10. limlog, x = ]
I x=>0 X X—>+0 +0, agar O<axl |

u Bu oddiy limitlardan formula tarigasida foydalanish mumkin, ularda gatnashgan u

i a > 0 o’zgarmas sondir. |

l Izox. a <0 bolganda X fagat butun son qivmatlarini gabul l
l qilishi mumkin, X ning hamma qiyvmatlari uchun a <0 J

s ) . 8
l bo [ganda Q" aniqlanmagan. ]

I Funksiya limitini topishda -, —, 0-c0, o0 -c0, 1", 0” kabi anigmasliklarni

i «ochib» limitlarni hisoblash limitlar nazariyasining asosiy vazifasidir. I
I Bunda misollarga garab, ma’lum algebraik va trigonometrik almashtirishlar
r bajarib, so’ngra limitlarni hisoblaymiz. T

| 1. X—>a yoki X — o da f(x) funksiya ikki cheksiz kichik miqdoming -

. 0 ;
| nisbatidan (gj iborat bo’lgan hol. ]



_ . x*-5x+6 (0  (x=2)(x=3) . x-2 1
2-misol lim——=|—=|=Iim = lim=—===
S0 0 3x 19 0) x> 3(x-3) 3 3 3

. X 0 . x(\/2—x+\/2+x)
-mi lim =| = |=lim -
3-misol x—>0\/2_x_\/2+x (O) x—0 2—X—2-X
) 2 — X +4/2+ X A2 + 2
= — |X|r%n0 v > v = - > ; Bundagi 2—misolda

ax’ +bx+c=a(x—x%)(X—X,) dan foydalanildi, X, , X, lar ax’ +bx+c=0

kvadrat tenglamaning ildizlaridir;

3-misolda esa kasrning surat va maxrajini (J2—x+J2+x) ga ko’paytirib,

maxrajdagi irrasionallikni yo’gqotamiz, so’ngra x ga gisqgartirdik.

Xx—> 0 X X—> 0
S

I1l. X > a yoki X —> o da f(X) funksiya ikki cheksiz katta migdorning

o0

nisbatidan (;) iborat bo’lgan hol.

5 5+ 1 5 5 1
22Xt =53+ x® (o) . X %2 o .
5-misol M 2 =|—|=lim = =2,
Y Xow X" +1 o0 X—> 1 1 '
1+ 1+ —
X 0

o0
Bu misolda (gj ko’rinishdagi anigmaslikni ochish uchun surat va maxrajini

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

i: sin sin - >
4 : 5 0 : 5 1
| —mi lim — 2 - | = | = lim —2 - =
1‘ 4-misol. (Oj X 5
! 5
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

u

I

u

I

I noma’lumning eng katta darajasiga bo’ldik.

I

I

I

u

I



IV. X > a yoki X —> o da f(X) funksiya cheksiz kichik va cheksiz katta

miqgdorlar ko’paytmasi (0 -00) dan iborat bo’lgan hol.

Bu hol ma’lum almashtirishlar yordamida 11 yoki 111 holga keladi.

_ : : . acosa
6-misol. limx-arcctgx =(0-0)=Ilima -ctga =lim ————=
x> a-0 a->0 sina

arcctgx =a  deb belgilasak, X = ctg a ga ega bolamiz,

bundan X —> © daa —> 0

. . a
= lim cos a - lim — =1-1=1
a—0 a-0s|n a

V. X—>a yoki X—> o da f(X) funksiya ikki cheksiz katta migdorlar

ayirmasi (oo - 00) dan iborat bo’lgan hol.

Bu holda funksiyani kasr bilan almashtirilsa, Il yoki 111 hollardan biriga keladi.

| - NE ) X2 (o0 —o0) = lim 2x3 +4x°2 _
7—-misol. s 3X2_4 3X + 2 x—>w9X3+6X2—12X—8
2+ —

_ 2
— X = —
= lim 2 8 9

I+ T T
49



VI. X = a yoki X —> oo da f(X) funksiya asosi 1 ga, ko’rsatkichi © ga .

intiladigan daraja (1) bo’lgan hol. |
]

\

Bunday funksiyalarning limitini topishda 2 — ajoyib limitdan foydalaniladi. A
|

]

. 1 _ 25 I

8—misol I|m0(1+2x)?:(1°°):I|m0(1+2x) = e® |
- X— X—> H
[

]

V1. Ekvivalent cheksiz kichiklardan foydalanib yechiladigan hol. |

N
N
X
N

sin 2x + arcsin * x — arctg “x _

9-misol. lIm x _leinog_ng H
:::

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar jadvaliga asosan:

sin 2x +arcsin ° x — arctg *x ~ sin 2x ~ 2x i




7-8.0’ZBILIMINI SINASH UCHUN SAVOLLAR VA
TOPSHIRIQLAR.

1. Funksiya limiti ta’riflari.

2. Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari va ularning farqi.

3. O’ng va chap limitlar deganda nimani tushunasiz ?

4. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari.

5. Birinchi ajoyib limit.

6. Ikkinchi ajoyib limit.

7. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar va uning jadvali.

8. Limitlarni hisoblash yo’llarini sanab va tushuntirib bering.

9. Quyidagi limitlarni hisoblang:

. X’ —X+6 . f - 2x?
: 3 2 . . AN
a) leinz(ZX +4x° —-x—-4): p) leTs T3 c) leTg .
10. limitlarni hisoblang:
Iimx2—5x+6_ lim x’-7x+6 lim 2x° —2x*+1
&) Taxre 0 D e v oxrs O P ax v 2x



) I
| [
| [
| [
| [
i d) Iim(«/x2+8x+3—«/x2+4x+3);e) Iim(lOsin2x+coszx+X—lj; .
ﬂ% X—>0 x—0 3X +2 H
J
[
l . A1+2x-3 . 1+x)"-1 l
I f) lim 7x ; m) lim , NEN. ]
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