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SO‘ZBÎSHI

Ushbu «Àlgåbrà và màtåmàtik ànàliz àsîslàri (II qism)»
dàrsligi shu nîmli kitîb I qismining uzviy dàvîmi bo‘lib,
àkàdåmik litsåylàr và kàsb-hunàr kîllåjlàri uchun mo‘l-
jàllàngàn hàmdà shu fàn bo‘yichà àkàdåmik litsåylàr và kàsb-
hunàr kîllåjlàri o‘quv råjàsigà àsîsàn àniq fànlàr yo‘nàlishi,
tàbiiy fànlàr yo‘nàlishi, shuningdåk, màtåmàtikà umumtà’lim
fàni sifàtidà o‘rgànilàdigàn guruhlàrining àlgåbrà và màtåmàtik
ànàliz àsîslàri kursining o‘quv dàsturidàgi bàrchà màtåriàllàrni
o‘z ichigà îlàdi.

Ìuàlliflàrning SàmDU qîshidàgi àkàdåmik litsåydà to‘plà-
gàn ish tàjribàlàri àsîsidà yaràtilgàn và o‘n bîbdàn ibîràt
bo‘lgàn ushbu darslikdà quyidàgi màvzulàr yoritilgàn:

• Òrigînîmåtrik funksiyalàr.
• Nîstàndàrt tånglàmàlàr, tångsizliklàr và siståmàlàr.
• Sînli kåtmà-kåtliklàr và ulàrning limiti.
• Funksiyaning limiti và uzluksizligi.
• Hîsilà.
• Intågràl.
• Diffårånsiàl tånglàmàlàr.
• Kîmbinàtîrikà elåmåntlàri.
• Ehtimîllik nàzàriyasi và màtåmàtik stàtistikà

elåmåntlàri.
• Chiziqli àlgåbrà elåmåntlàri.
Hàr bir bîb pàràgràflàrgà, pàràgràflàr esà bàndlàrgà bo‘lin-

gàn.
Dàrslikning yaràtilish jàràyonidà o‘zlàrining qimmàtli màs-

làhàtlàrini àyamàgàn SàmDU qîshidàgi àkàdåmik litsåy-
ning îliy tîifàli màtåmàtikà o‘qituvchilàri B. I.Usmînîv và
Z. À.Pàshàyåvgà, shuningdåk, kitîb qo‘lyozmàsini kîmpyutår-
dà sàhifàlàgàn I. Nàsimîv và À. Siddiqîvgà o‘z minnàt-
dîrchiligimizni bildiràmiz.

Àyniqsà, kitîbni diqqàt bilàn o‘qib chiqib, uning sifàtini
yaõshilàsh bo‘yichà qimmàtli màslàhàtlàr bårgàn Sàmàrqànd
vilîyati Ishtiõîn tumànidàgi 21- o‘rtà màktàbning îliy tîifàli
màtåmàtikà o‘qituvchisi, O‘zbåkistîn Råspublikàsidà õizmàt
ko‘rsàtgàn Õàlq tà’limi õîdimi À. À. Nàsimîvgà sàmimiy
tàshàkkur izhîr etishni o‘z burchimiz dåb bilàmiz.

Ìuàlliflàr
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I  B Î B

ÒRIGÎNÎÌEÒRIK
FUNKSIYALÀR

1-§. Sînli àrgumåntning trigînîmåtrik
funksiyalàri

1. Burchàklàr và yoylàr. Ìàrkàzi O nuqtàdà bo‘lgàn R
ràdiusli àylànàdàgi A và B nuqtàlàr uni ikki qismgà – yoylàrgà
àjràtàdi (I.1-ràsm). Yoyning A và B nuqtàlàri yoyning uchlàri,
qîlgàn nuqtàlàri esà yoyning ichki nuqtàlàri dåyilàdi.

Uchlàri A và B nuqtàlàr bo‘lgàn yoy uning fàqàt uchlàrini
ko‘rsàtish îrqàli ∪AB ko‘rinishdà yoki uchlàri A và B nuqtàlàr
bo‘lgàn yoylàrni bir-biridàn fàrqlàsh uchun yoyning uchlàri và
yoyning birîr ichki K nuqtàsini ko‘rsàtish îrqàli ∪AKB
ko‘rinishdà bålgilànàdi (I.2-ràsm).

Àgàr AB kåsmà àylànàning diàmåtri bo‘lsà, AB yoy yarim
àylànà dåyilàdi. Àgàr AB kåsmà àylànàning diàmåtri bo‘lmàsà
và AB yoyning hàr qàndày ichki nuqtàsini àylànàning màrkàzi
bilàn tutàshtiruvchi kåsmà AB kåsmàni kåsib o‘tsà (kåsib
o‘tmàsà), AB yoy yarim àylànàdàn kichik (mîs ràvishdà yarim
àylànàdàn kàttà) dåyilàdi.

Àylànàning màrkàzidàn chiquvchi và bårilgàn yoyni kåsib
o‘tuvchi bàrchà nurlàrdàn tàshkil tîpgàn yassi burchàkni
bårilgàn yoygà mîs màrkàziy burchàk, bårilgàn yoyni esà shu
màrkàziy burchàkkà mîs yoy dåb àtàymiz (I.3-ràsm).

Yoy uzunligi måtr (m) và uning ulushlàridà, shuningdåk,
fut, duym, àngstråm, mikrînlàrdà hàm o‘lchànàdi (1 fut =
=12 duym ≈ 30,479 sm, 1 àngstråm = 1 ⋅ 10−8 sm, 1 mikrîn=
=1 ⋅ 10−3 mm).

             I.1-rasm.    I.2-rasm.                       I.3-rasm.

A

B

A

∪AB
O

R

O

B
K

∪AKB

O

A

B
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Gåîmåtriya kursidàn mà’lumki, màrkàziy burchàkning grà-
dus o‘lchîvi và yoyning gràdus o‘lchîvi quyidàgichà àniqlànàdi:

1) yarim àylànàgà mîs màrkàziy burchàk 180° gà tång (I.4-
ràsm);

2) yarim àylànàdàn kichik AB yoygà mîs màrkàziy
burchàkning gràdus o‘lchîvi OA và OB nurlàr hîsil qilgàn
îdàtdàgi burchàkning gràdus o‘lchîvigà tång (bu yerdà O –
àylànà màrkàzi, I.5-ràsm);

3) yarim àylànàdàn kàttà yoygà mîs màrkàziy burchàkning
gràdus o‘lchîvi 360° − α gà tång, bu yerdà α – to‘ldiruvchi
burchàk (yarim àylànàdàn kichik yoygà mîs màrkàziy
burchàk)ning gràdus o‘lchîvi (I.6-ràsm).

4) yoyning gràdus o‘lchîvi shu yoygà mîs màrkàziy
burchàkning gràdus o‘lchîvigà tång (I.7-ràsm).

Burchàk và yoylàrning burchàk kàttàligini o‘lchàshdà gràdus-
ning ulushlàridàn hàm fîydàlànishgà to‘g‘ri kålàdi. Gràdus và
uning àyrim ulushlàri îràsidàgi bîg‘lànishlàrni kåltiràmiz:

1° = 60′ (minut, dàqiqà), 1′ = 60′′ (såkund, sîniya).
Buyuk o‘zbåk îlimi Ìirzî Ulug‘båk o‘z àsàrlàridà såkundning

1
60

 ulushi sîlisà(tårsiy)dàn hàm fîydàlàngàn. Uning àsàrlàridà
1 dàràjà = 60 dàqiqà, 1 dàqiqà = 60 sîniya,

1 sîniya = 60 sîlisà(tårsiy)
ekànligi kåltirilàdi.

B A
O

180°

180°

O

B

A

α α

A

B

O

360° − α

             I.4-rasm.    I.5-rasm.                      I.6-rasm.

α α

360° − α

O O

Y

XO A

                         I.7-rasm.      I.8-rasm.
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Òåkislikdà to‘g‘ri burchàkli XOY Dåkàrt kîîrdinàtàlàri sistå-
màsi kiritilgàn bo‘lsin. Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn
R ràdiusli àylànàni qàràymiz (I.8-ràsm). Bu àylànà OX o‘qning
musbàt yarim o‘qini A nuqtàdà kåssin. OA ràdius bîshlàng‘ich
ràdius, A nuqtà esà bîshlàng‘ich nuqtà dåb àtàlàdi.

OX o‘qning musbàt yarim o‘qini kîîrdinàtàlàr bîshi (qo‘z-
g‘àlmàs nuqtà) àtrîfidà musbàt yo‘nàlish(sîàt strålkàsining
hàràkàt yo‘nàlishigà qàràmà-qàrshi yo‘nàlish)dà và mànfiy
yo‘nàlish (sîàt strålkàsining hàràkàt yo‘nàlishi)dà istàlgànchà
uzluksiz siljitish (hàràkàtlàntirish) mumkin dåb hisîblàymiz.

OX musbàt yarim o‘q qo‘zg‘àlmàs O nuqtà àtrîfidà musbàt
yo‘nàlishdà siljitilsà, OA ràdius birîr OB ràdiusgà o‘tàdi. Àgàr
OA và OB ràdiuslàr ustmà-ust tushsà (I.9-ràsm), siljitish
nàtijàsidà A nuqtà àylànàni bir yoki bir nåchà màrtà to‘liq àylànib
chiqqàn bo‘làdi. Bu hîldà biz bîshlàng‘ich tîmîni OA và îõirgi
tîmîni OB bo‘lgàn àylànish burchàgigà egà bo‘làmiz. Uning gràdus
o‘lchîvi 360°•k gà tång, bu yerdà  k – àylànishlàr sîni.

Àgàr OA và OB ràdiuslàr ustmà-ust tushmàsà, A nuqtà
àylànàni to‘liq àylànib chiqmàgàn yoki àylànàni bir yoki bir nåchà

màrtà àylànib chiqib, yanà AB yoyni
bîsib o‘tgàn bo‘làdi. Bu hîldà bîshlàn-
g‘ich tîmîni  OA và îõirgi tîmîni OB
bo‘lgàn burish burchàgigà egà bo‘làmiz.
Bu burish burchàgining gràdus o‘lchîvi
quyidàgichà àniqlànàdi:

1) A nuqtà àylànàni to‘liq àylànib
chiqmàgàn bo‘lsà (I.10-ràsm), burish
burchàgining gràdus o‘lchîvi AB yoy-
ning gràdus o‘lchîvigà tång;

Y

XO B

360° ⋅ 2

O

Y

X
B

α

α

A

                   I.9-rasm.    I.10-rasm.

X

Y

O
B

A

360° ⋅ k+α
(k=2)

I.11-rasm.

A

α
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2) A nuqtà àylànàni k (k∈N) màrtà àylànib chiqib, yanà
AB yoyni bîsib o‘tgàn bo‘lsà (I.11-ràsm), burish burchàgining
gràdus o‘lchîvi 360°•k + α gà tång, bu yerdà α – shu AB
yoyning gràdus o‘lchîvi.

Endi OX musbàt yarim o‘qni qo‘zg‘àlmàs O nuqtà àtrîfidà
mànfiy yo‘nàlishdà siljitàmiz. Õuddi yuqîridàgi kàbi mulîhà-
zàlàr yuritib, gràdus o‘lchîvlàri −360°•k (k – àylànishlàr sîni)
bo‘lgàn àylànish burchàklàrigà hàmdà gràdus o‘lchîvlàri −
360°•k − α (bu yerdà k∈{0; 1; 2; 3; ...}) gà tång bo‘lgàn
burish burchàklàrigà egà bo‘làmiz (I.12- và I.13-ràsmlàr).

Gràdus o‘lchîvi 0° gà tång burchàkni hàm qàràymiz. Bu
burchàk bîshlàng‘ich nuqtà o‘z o‘rnidà hàràkàtsiz turgàn
hîlàtgà mîs kålàdi. Shu sàbàbli uni burish burchàgi sifàtidà
hàm, àylànish burchàgi sifàtidà hàm qàràsh mumkin.

Ì à s h q l à r

1.1. 1) Ìàrkàziy burchàk 18° gà tång. Gràdus o‘lchîvi shu
màrkàziy burchàkning gràdus o‘lchîvidàn 3 1

2
 màrtà kàttà bo‘lgàn

màrkàziy burchàkkà mîs yoyning gràdus o‘lchîvini tîping;
2) Gràdus o‘lchîvi 54° li yoygà mîs màrkàziy burchàkning

gràdus o‘lchîvidàn 3 màrtà kichik bo‘lgàn màrkàziy burchàk-
ning gràdus o‘lchîvini tîping.

1.2. 1) 3600° li burchàk àylànish burchàgi bo‘là îlàdimi?
2) −3600° li burchàk 0° li burchàkkà tångmi?
3) −542° li burish burchàgidà nåchtà àylànish burchàgi
bîr?

Y Y

X XO O
A A

B

B

−α

β

                   I.12-rasm.  I.13-rasm.

−α (α > 0)
∪AB = α (α > 0),
β = −360°•2 − α
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1.3. 1) Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn R = 3 sm
ràdiusli àylànà chizing. Bîshlàng‘ich ràdiusni 540° buring và
hîsil bo‘lgàn yoy uzunligini tîping;

2) Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr bîshidà bo‘lgàn R = 3 sm ràdiusli
àylànà chizing. Bîshlàng‘ich ràdiusni −270° buring và hîsil
bo‘lgàn yoyning uzunligini tîping.

2. Burchàk và yoylàrning ràdiàn o‘lchîvi. Kîîrdinàtàli
àylànà. Burchàk và yoylàrning burchàk kàttàliklàrini o‘lchàsh-
ning yanà bir siståmàsi – ràdiàn o‘lchîvi siståmàsi bilàn
tànishàmiz.

R ràdiusli àylànàni qàràylik (I.14-ràsm). Uzunligi 2πR bo‘lgàn
bu àylànàdà umumiy ichki nuqtàgà egà bo‘lmàgàn và hàr
birining uzunligi R gà tång bo‘lgàn 2π tà yoy màvjud. Bu
yoylàrdàn hàr birining, shuningdåk ulàrgà mîs hàr bir

màrkàziy burchàkning burchàk kàttàligi 360 180
2π π=

 
 gà tångdir.

Dåmàk, uzunligi àylànà ràdiusigà tång yoyning và ungà mîs
màrkàziy burchàkning burchàk kàttàligi àylànà ràdiusigà bîg‘liq
emàs. Shu sàbàbli, uzunligi àylànà ràdiusigà tång bo‘lgàn yoy-
ning burchàk kàttàligini shu àylànà yoylàrini o‘lchàshdà o‘lchîv
birligi sifàtidà, ungà mîs màrkàziy burchàk kàttàligini esà
burchàklàrni o‘lchàshdà o‘lchîv birligi sifàtidà îlish mumkin.

Uzunligi àylànà ràdiusigà tång yoy 1 ràdiànli yoy, ungà mîs
màrkàziy burchàk esà 1 ràdiànli burchàk dåyilàdi (I.15-ràsm).

Yuqîridàgi mulîhàzàlàrdàn quyidàgi bîg‘lànishlàrni îlàmiz:

1801 radian π=

,  

180
1  radianπ= .

Bu ikki tånglik yordàmidà ràdiàn o‘lchîvidàn gràdus
o‘lchîvigà o‘tish và gràdus o‘lchîvidàn ràdiàn o‘lchîvigà o‘tish
fîrmulàlàri hîsil bo‘làdi:

R

R

RR

O

I.14-rasm.

O R

1 rad
1 rad

I.15-rasm.
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( )180aa π=

,  

180
π⋅αα = .

1 - m i s î l .  120° ni ràdiànlàrdà, 3
4
π  và 5 (ràd)làrni esà gràdu-

slàrdà ifîdàlàng.

Yechish.  
180
π⋅αα =  (ràd) fîrmulàgà ko‘rà

120 2
180 3

120 (rad)
π⋅ π= =

tånglikni, ( )rad
180aa

π
=


 fîrmulàgà ko‘rà

3180
3 4
4

135
π⋅

π
π

 
 = =
 
 


  và ( ) ( )180 5 9005 ⋅

π π= =
 

tångliklàrni hîsil qilàmiz.

2 - m i s î l .  Ràdiusi R = 5 (uzun. birl.) bo‘lgàn àylànàning
uzunligi l = 10 (uzun. birl.)gà tång yoyini gràduslàrdà và
ràdiànlàrdà ifîdàlàng.

Y e c h i s h .  10
5

l 10 (uzun. birl.)  (rad) 2 (rad)= = =  và

( ) ( )180 2 3602 (rad) 114 19 52l  ⋅
π π

′ ′′= = = ≈
    tångliklàrgà egàmiz.

3 - m i s î l .  Àgàr ràdiusi R = 4  bo‘lgàn dîiràviy såktîrning
yoyi  3 ràd gà tång bo‘lsà, shu såktîrning S yuzini tîping.

Y e c h i s h .  Yoyi π ràd gà tång dîiràviy såktîr (yarim

dîirà)ning yuzi π⋅R
2

2
 (bu yerdà R – ràdius) gà tång bo‘lgàni

uchun, yoyi 1 ràd bo‘lgàn dîiràviy såktîrning yuzi R
2

2
 gà,

yoyi a ràd gà tång bo‘lgàn dîiràviy såktîrning yuzi esà a R⋅
2

2

gà tång. Shu sàbàbli S = ⋅ =3 244
2

2
 kv. birlik.

E s l à t m à .  5 ning gràduslàrdà ifîdàlàngàn àniq qiymàti ( )900
π


 gà

tång. Uning gràduslàrdà ifîdàlàngàn tàqribiy qiymàtini hîsil qilish uchun
π ni uning kåràkli àniqlikdàgi tàqribiy qiymàti bilàn àlmàshtirish kåràk

bo‘làdi. Ìàsàlàn, π ≈ 3 dåb îlinsà, ( ) ( )900 900
3

5 300
π

= ≈ =
    gà egà bo‘là-

miz. Õuddi shu kàbi,  1 rad 0,017 (rad)
180

π= ≈
 ,  ( )1801 (rad)

π
= ≈



57 17 44′ ′′≈    munîsàbàtlàr hîsil qilinàdi.



10

Òåkislikdà XOY Dåkàrt kîîr-
dinàtàlàri siståmàsi kiritilgàn
bo‘lsin. Ìàrkàzi kîîrdinàtàlàr
bîshi O (0; 0) dà bo‘lgàn R = 1
ràdiusli àylànàning A (1;0)
nuqtàsini bîshlàng‘ich nuqtà, OA
ràdiusini esà bîshlàng‘ich ràdius
dåb àtàymiz (I.16-ràsm) và shu
àylànàdà kîîrdinàtàlàr siståmàsini
quyidàgi tàrtibdà kiritàmiz.

Bîshlàng‘ich nuqtà A (1; 0) ni
yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsining kîîrdinàtàlàr bîshi (sànîq
bîshi) sifàtidà îlàmiz. Uning yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi
kîîrdinàtàsi 0 gà tång. Bîshlàng‘ich ràdiusni O (0; 0) nuqtà
àtrîfidà α ràdiànli burchàkkà buràmiz (bu yerdà và bundàn
kåyin àylànish burchàgi burish burchàgining õususiy hîli si-
fàtidà qàràlàdi). Nàtijàdà A nuqtà àylànàning birîr B (x; y)
nuqtàsigà o‘tàdi (I.16-ràsm). B (x; y) nuqtàning yangi kîîr-
dinàtàsi (àylànàdàgi kîîrdinàtàsi) α gà tång dåb qàbul qilàmiz
và B (α) ko‘rinishdà bålgilàymiz.

Ìàsàlàn, C (0; 1) nuqtà bîshlàng‘ich ràdiusni O (0; 0)

nuqtà àtrîfidà π
2
 ràd burchàkkà burishdàn hîsil qilinàdi. Shu

sàbàbli, uning yangi kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi kîîrdinàtàsi
π
2
 gà tångdir (I.16-ràsm).
Àylànàning hàr bir nuqtàsi àylànàdàgi kîîrdinàtàlàr sistå-

màsidà chåksiz ko‘p kîîrdinàtàlàrgà egà, chunki bîshlàng‘ich
ràdiusni O (0; 0) nuqtà àtrîfidà α, α ± 2π, α ± 4π, ..., ya’ni
α ± 2kπ, k∈Z burchàklàrgà burish nàtijàsidà bîshlàng‘ich
nuqtà àylànàning àyni bir B nuqtàsigà o‘tàdi và α ± 2kπ, k∈Z
sînlàrning hàr biri B nuqtàning kîîrdinàtàsi (àylànàdàgi
kîîrdinàtàsi!) bo‘làdi.

Yuqîridàgi usul bilàn kîîrdinàtàlàr siståmàsi kiritilgàn birlik
àylànà kîîrdinàtàli àylànà (yoki kîîrdinàtàlàr àylànàsi) dåb
àtàlàdi.

4 - m i s î l .  Kîîrdinàtàli àylànàdà ( ) ( )M N5 51
4

1
4

π π,  −
nuqtàlàrni bålgilàng.

Y e c h i s h .  1) ( )5 2 21
4 4

π π π π= ⋅ + +  bo‘lgàni uchun

( )M 5 1
4

π  và ( )M1 4
π π+   nuqtàlàr kîîrdinàtàli àylànàdà ustmà-

O

Y

X

y

x
α

B (x; y)

A (1; 0)

−1

−1

( )C π
2

I.16-rasm.

B (α)
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ust tushàdi. D(π) nuqtàni (I.17-ràsm) musbàt yo‘nàlish

bo‘yichà 
4

45π =   burchàkkà burib, ( )M 5 1
4

π  nuqtàni hîsil
qilàmiz;

2) N và M nuqtàlàr AD diàmåtrgà nisbàtàn simmåtrik
nuqtàlàr bo‘lgàni uchun M nuqtàni shu diàmåtrgà nisbàtàn

simmåtrik àlmàshtirib, ( )N − 5 1
4

π   nuqtàni hîsil qilàmiz (I.17-
ràsm).

5 - m i s î l .  Kîîrdinàtàli àylànàdà 2 và −3 sînlàrini bålgilàng.
Y e c h i s h .  2 sînining kîîrdinàtàli àylànàdàgi tàsviri (kîîr-

dinàtàsi 2 gà tång bo‘lgàn nuqtà)ni tîpish uchun uzunligi 1
ràdiàn (àylànà ràdiusi)gà tång bo‘lgàn yoyni bîshlàng‘ich A
nuqtàdàn bîshlàb, musbàt yo‘nàlishdà kåtmà-kåt ikki màrtà
qo‘yamiz (I.18-ràsm).

−3 sînining kîîrdinàtàli àylànàdàgi tàsvirini tîpish uchun
uzunligi 1 ràdiàngà tång bo‘lgàn yoyni bîshlàng‘ich A nuqtàdàn
bîshlàb, mànfiy yo‘nàlishdà kåtmà-kåt uch màrtà qo‘yish
yetàrli (I.18-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.4. Àylànà ràdiusi R = 10 sm, yoyi l (sm), yoki a (ràd),
yoki α° birliklàrning biridà bårilgàn. Yoy qîlgàn ikki birlikdà
ifîdàlànsin:

1) l = 1; 2; 5; 10; 20; 30;
2) α = 2°; 10°; 10°30′; 60°; 90°; 180°; 350°; −30°; −45°;
3) α = 360°; 540°; 700°; 720°30′; 750,5°; 1000,5°; −450°;

−660°;
4) α = 2; 5; 10; 20π; 50,5π; −5; −π; −5π (ràd).

O

Y Y

X XA A

R

R
R

R

R2

−3

( )N − 5 1
4

π

( )M 5 1
4

π

D (π)

                      I.17-rasm.         I.18-rasm.

O
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1.5. Quyidàgi nuqtàlàr birlik àylànàdà bålgilànsin hàmdà
ulàrgà àylànà màrkàzigà, gîrizîntàl và vårtikàl diàmåtrlàrgà
nisbàtàn simmåtrik jîylàshgàn nuqtàlàr tîpilsin:

À (π/8), B (2π/3), C (5π/8), D (36°), E (220°), F (−75°),
G (4), H (−5).

1.6. Ìuntàzàm sàkkizburchàkning ikki qo‘shni tîmîni
îràsidàgi burchàgini gràduslàr và ràdiànlàrdà ifîdàlàng.

1.7. Àylànà ràdiusi R = 6 dm. Yoylàr α° kàttàlikdà bårilgàn.
Ulàrni ràdiànlàrdà ifîdàlàng và mîs såktîrlàrning yuzini
tîping:

α = 12°; 15°; 22°30′; 24°; 30°; 45°; 60°; 72°; 90°; 120°;
180°; 225°;

270°; 315°; 330°.

1.8. Jism 
6
πω =  ràd/s burchàk tåzlik bilàn àylànmîqdà. U

t = 10 s dà qàndày burchàkkà burilàdi? 2 min dà-chi?

3. Sînli àrgumåntning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và
kîtàngånsi. Òåkislikdà XOY Dåkàrt kîîrdinàtàlàr siståmàsi
kiritilgàn và t hàqiqiy sîn bårilgàn bo‘lsin. t hàqiqiy sîngà
kîîrdinàtàli àylànàning kîîrdinàtàsi t gà tång bo‘lgàn B (t)
nuqtàsini mîs qo‘yamiz (I.19-ràsm).

B (t) nuqtàning àbssissàsi t sînning kîsinusi, îrdinàtàsi esà
t sînning sinusi dåyilàdi và mîs ràvishdà cost, sint îrqàli bålgi-
lànàdi.

B(t) nuqtà îrdinàtàsining shu nuqtà àbssissàsigà nisbàti
(àgàr bu nisbàt màvjud bo‘lsà) t sînning tàngånsi dåyilàdi và

tgt îrqàli bålgilànàdi.
B (t) nuqtà àbssissàsining shu

nuqtà îrdinàtàsigà nisbàti (àgàr bu
nisbàt màvjud bo‘lsà) t sînning
kîtàngånsi dåyilàdi và ctgt îrqàli
bålgilànàdi.

Sînning sinusi, kîsinusi, tàn-
gånsi và kîtàngånsi tushunchàlàri-
ning àniqlànishidàn ko‘rinàdiki,

sin
cos

tg  (cos 0),t
t

t t= ≠    (1)

Y

XO
D (π)

B (t)

t
1

1−1

A (0)

( )C π
2

( )F π
2

−1

1

I.19-rasm.
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cos
sin

ctg  (sin 0)t
t

t t= ≠               (2)

munîsàbàtlàr o‘rinli và kîîrdinàtàli àylànàning B(t) nuqtàsi
XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi B(cost; sint) nuqtà bilàn
ustmà-ust tushàdi. B(cost; sint) nuqtà birlik àylànàdà yotgàni
sàbàbli, uning kîîrdinàtàlàri shu birlik àylànà tånglàmàsi x2

+ y2 = 1 ni qànîàtlàntiràdi:

2 2cos sin 1.t t+ =                 (3)

Sînning sinusi và kîsinusi tushunchàlàrining àniqlànishidàn
ko‘rinàdiki, iõtiyoriy t hàqiqiy sîn uchun B(cost; sint) nuqtà
birlik àylànàdà yotàdi. Shu sàbàbli, (3) tånglik t ning hàr qàndày
hàqiqiy qiymàtidà o‘rinli.

1 - m i s î l .  3
2 2

0, , , π ππ  sînlàrining sinusi, kîsinusi, tàn-
gånsi và kîtàngånsini tîping.

Y e c h i s h .  3
2 2

0, , , π ππ  sînlàrigà kîîrdinàtàli àylànàning

A (0),  ( )2
C π , ( )D π , ( )3

2
F π  nuqtàlàri mîs kålàdi (I.19-ràsm).

Bu nuqtàlàr XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidà mîs ràvishdà
quyidàgi kîîrdinàtàlàrgà egà: A (1; 0), C (0; 1), D (−1; 0),
F (0; −1).

Sînning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và kîtàngånsi tushun-
chàlàrining àniqlànishigà ko‘rà, quyidàgi tångliklàrgà egà
bo‘làmiz:

cos 0 = 1;
2

cos 0;π = cos π = −1; 3
2

cos 0;π =

sin 0 = 1;
2

sin 1;π = sin π = 0; 3
2

sin 1;π = −

tg 0 = 0;  
2

tg π  – màvjud  emàs;  tg π = 0;  3
2

tg π  – màvjud

emàs;
ctg 0 – màvjud  emàs;    

2
ctg 0;π =     ctg π – màvjud

emàs;  3
2

ctg 0.π =

2 - m i s î l .  4 4 4 4
sin ,  cos ,  tg ,  ctgπ π π π   làrni hisîblàng.

Y e c h i s h .  Kîîrdinàtàli àylànàdà ( )B 
4
π  nuqtàni yasàymiz

(I.20-ràsm) và bu nuqtàning XOY kîîrdinàtàlàr tåkisligidàgi
kîîrdinàtàlàrini àniqlàymiz.
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OBC tång yonli to‘g‘ri burchàkli uchburchàkdà OB2 =

=OC2 + BC 2 =  2BC2 bo‘lgàni uchun 2BC2 = 1 yoki BC = 2
2

gà egà bo‘làmiz. ( )B 
4
π  nuqtàning àbssissàsi hàm, îrdinàtàsi hàm

musbàtdir. Dåmàk, ( )B 
4
π  nuqtà B  

2 2
2 2;



  nuqtà bilàn ustmà-

ust tushàdi. sinα, cosα, tgα, ctgα làrning àniqlànishigà ko‘rà,

2
4 2sin π = , 2

4 2cos π = , 
2
2

4 2
2

tg 1π = = , 4ctg 1π =

tångliklàrgà egà bo‘làmiz.

3 - m i s î l .  
6
π  và 

6
π−  ning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và

kîtàngånsini tîping.

Y e c h i s h .  ( )B 6 π  nuqtàni yasàymiz (I.21-ràsm) và bu

nuqtàning dåkàrt kîîrdinàtàlàrini tîpàmiz. ( )B 6 π  nuqtàning

dåkàrt kîîrdinàtàlàri musbàt sînlàrdir. OBC to‘g‘ri burchàkli

uchburchàkdà BC OB1 1 1
2 2 21= = ⋅ =  bo‘lgàni uchun Pifàgîr

tåîråmàsigà ko‘rà ( )22 31
2 21OC = − =  bo‘làdi. Dåmàk, ( )B 6 π

nuqtà ( )3 1
2 2 ;  B  nuqtà bilàn ustmà-ust tushàdi. Sîn àrgumånt-

ning sinusi, kîsinusi, tàngånsi và kîtàngånsining àniqlànishigà
ko‘rà

1
26

sin π = , 3
26

cos π = , 

1
2 1

6 3 3
2

tg π = = , 6
ctg 3π = .

Y Y

XX
−1

−1

1
A

( )B π
4

1

OC

1

−1

−1 1
AC

                      I.20-rasm.            I.21-rasm.

π
4 π

4

( )B π
61

2

( )D − π
6
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( )D 
6

− π  và ( )B 
6
π  nuqtàlàr OX o‘qqà nisbàtàn simmåtrik

bo‘lgàni uchun ( )D 
6

− π  nuqtà D  
2 2
3 1; −



  nuqtà bilàn ustmà-

ust tushàdi. Shu sàbàbli

( ) 1
26

sin π− = − , ( ) 3
26

cos π− = ,

( )
1
2 1

6 3 3
2

tg
−

π− = = − , ( )6
ctg 3π− = − .

sin ,  cos ,  tgy t y t y t= = =  và ctgy t=  fîrmulàlàr bilàn àniq-
làngàn funksiyalàr àsîsiy trigînîmåtrik funksiyalàr dåyilàdi.
Ulàrning àyrim àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz.

1°. y = sint funksiya chågàràlàngàn funksiya và bàrchà t∈R
làr uchun sin 1t ≤  munîsàbàt o‘rinli.

I s b î t .  Birîr t∈R uchun sin t > 1  bo‘lsin. U hîldà 2sin t =
2

sin 1t= >  bo‘lgàni uchun 2 22 2sin cos sin cost t t t+ = + ≥
2

sin t≥ +  2
0 sin 1t= > , ya’ni 2 2sin cos 1t t+ >  tångsizlikkà egà

bo‘làmiz. Bu esà (3) gà ziddir.
Dåmàk, bàrchà t∈R sînlàr uchun sin t ≤ 1  munîsàbàt

o‘rinli và sint  funksiya chågàràlàngàn funksiyadir.
2°. y = cost  funksiya chågàràlàngàn và bàrchà t∈R làr uchun

cos 1t ≤  munîsàbàt o‘rinli.

α

sinα

cosα

tgα

ctgα

0

0

1

0

Mavjud
 emas

π
6

1
2

3
2

1
3

3

π
4

2
2

2
2

1

1

π
3

3
2

1
2

3

1
3

π
2

1

0

Mavjud
 emas

0

π

0

−1

0

Mavjud
 emas

3
2
π

−1

0

 Mavjud
 emas

0

2π

0

−1

0

Mavjud
emas
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I s b î t .  ∀t∈R dà 0 ≤ sin2t ≤ 1  bo‘lgàni uchun cos2t = 1 −
−sin2t ≤ 1 bo‘làdi. Îõirgi tångsizlikdàn, ∀t∈R dà cos 1t ≤  ekàni
ko‘rinàdi. Dåmàk, cost funksiya chågàràlàngàn funksiya và ∀t∈R
dà cos 1t ≤ .

1°, 2°- õîssàlàrdàn, y = sinx và y = cosx funksiyalàrdàn hàr
birining qiymàtlàr sîhàsi [−1; 1]  kåsmàdàn ibîràt ekànligi
kålib chiqàdi.

Òrigînîmåtrik funksiyalàrning àyrim burchàklàrdàgi qiymàt-
làri jàdvàlini kåltiràmiz:

Ì à s h q l à r

1.9. Ushbu sînli qiymàtlàrgà kîsinus tång bo‘là îlàdimi? Sinus-
chi?

1) 0,562;  2) −0,562;     3) 1,002;     4) −1,002;

5) a

a b2 2−
;   6) a

a b
a b

2 2
0 1

+
> >, ,  ;   7) 3

3

3
;  8) π;

9) 
31
7

π ;  10) 5 3
3 1
−
−

;  11) 8 2− ;  12) ( )1
2

1 1a a
a

+ >,  .

1.10. 1) Àgàr α = 0°;  90°;  π;  π
4 ; 1,5π bo‘lsà, sinα +

+ cosα và 2(1 − cosα) ni tîping;
2) y = sin2α + 2cos2α ifîdà qàbul qilàdigàn eng kàttà qiymàtni

tîping.

1.11. R ràdiusli hàlqà OX o‘qining musbàt  yo‘nàlishi
bo‘yichà  yumàlàb bîrmîqdà (I.22-ràsm). O‘qning 1 birlik kåsmà
uzunligi R gà tång. Hàràkàt bîshidà àylànàning Ì nuqtàsi Î
nuqtàdà turgàn bo‘lsin.

Y

XO

R

O
1

N

ON = ∪MN

M O
1 A

B

O

ϕ

θ
θ
C

P(90°)

                      I.22-rasm.         I.23-rasm.
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1) Àgàr Ì nuqtà α ràd gà burilsà, àylànàning Î1 màrkàzi
qànchàgà siljiydi?

2) O1 màrkàz (õ = 3; y = 1) nuqtàgà kålishi uchun Ì
nuqtà qànchà burilishi kåràk?

3) Î1 nuqtà 5 birlik/s tåzlik bilàn siljimîqdà. Ì nuqtàning
burchàk tåzligini tîping.

4) Î1 nuqtà såkundigà R màsîfàgà siljisà, Ì nuqtàning
t mîmåntdàgi o‘rnining kîîrdinàtàlàrini tîping.

1.12. Gåîgràfik kångligi θ gà tång  bo‘lgàn pàràllåldà  gåîgràfik
uzunliklàrining fàrqi ϕ gà tång bo‘lgàn ikki À và B nuqtà îlingàn
(I.23-ràsm). Yer shàri ràdiusi R gà tång. ∪ÀB = l  ni tîping.

1.13. À nuqtàgà 120° burchàk îstidà qo‘yilgàn 10 N và
12 N kàttàlikdàgi ikki kuchning tång tà’sir etuvchisini tîping.

1.14. Dàryo qirg‘îg‘idàgi tåpàlikdàn shu qirg‘îq gîrizîntàl
yo‘nàlishgà nisbàtàn 30°, nàrigi qirg‘îq 15° burchàk îstidà
ko‘rinàdi. Dàryoning kångligi 100 m. Òåpàlikning bàlàndligi và
uning uchidàn dàryo qirg‘îg‘igàchà bo‘lgàn màsîfàni tîping.

1.15. Yer ràdiusi R gà tång. Shimîliy yarim shàrdà gåîgràfik
uzunligi λ gà, kångligi ϕ gà tång bo‘lgàn B nuqtà îlingàn.
Òîping:

1) B nuqtàdàn ekvàtîr tåkisligigàchà bo‘lgàn màsîfà;
2) B nuqtàning ekvàtîr tåkisligidàgi prîyåksiyasining kîîrdi-

nàtàlàri (àbssissàlàr o‘qi ekvàtîr bilàn nîlinchi måridiàn kåsi-
shuvidàgi  nuqtà  ustidàn  o‘tàdi). Hisîblàshlàrni R = 6367 km,
λ = 30° và ϕ = 60° uchun hàm bàjàring.

1.16. ∆BÎÀ dà ÎÀ = ÎB = R, MA = R(1 − cost ), BÌ=
= R sint, OM = Rcost  (I.24-ràsm). Isbît qiling:

sin (1 cos )(1 cos )t t t= ± − + ; 2(1 cos )AB R t= − .

Y

XO

R
t

B(t)

M  A

E N
K

L

O S
V

l

E

r
V

r
E

              I.24-rasm.      I.25-rasm.                   I.26-rasm.

α

2 Àëgebra, II qism



18

1.17. Òång yonli ÀÎB uchburchàk yuzi 64, ÌÀ = 8 (I.24-ràsm).
ÀB –?

1.18. Yer sàthidàn EK = h (I.25-ràsm) bàlàndlikdà
jîylàshgàn E kuzàtuv punktidàn gîrizînt chizig‘idàgi L nuqtà
gîrizîntàl yo‘nàlishgà nisbàtàn ∠NEL = α burchàk îstidà
ko‘rinàdi (Àbu Ràyhîn Båruniyning «Qînuni Ìà’sudiy»  àsàri-
dàn). Àgàr h ≈ 3 km và R ≈ 6367 km bo‘lsà, α ni tîping.

1.19. I.26-ràsmdà V Vånårà và E Yer îrbitàlàri àylànà
ko‘rinishidà tàsvirlàngàn, Yerning S Quyoshdàn uzîqligi rE =
=149500000 km.

Îddiy kuzàtishdà Vånårà Quyoshgà nisbàtàn α ≈ 46° burchàk
îstidà chåtlàshgàn ko‘rinàdi. Bu chåtlànish ko‘pi bilàn qànchà
bo‘lishi mumkin?

1) Vånåràning Quyoshdàn rV  uzîqligini hisîblàng.
2) Vånårà sutkàlik hàràkàti dàvîmidà Quyoshdàn α qàdàr

îrtdà qîlishi mumkin. U hîldà u kåchàsi ko‘rinàdi. Àksinchà,
α qàdàr îldin o‘tgàn bo‘lsà, ertàlàb, Quyosh chiqmàsdàn îldin
ko‘rinàdi. Nimà uchun, tushuntiring.

1.20. I.24-ràsmdà tàsvirlàngàn kîîrdinàtàli àylànàdà ∪ÀB = t.
1) t, 360° + t, 360° − t, −360° + t, 2πk + t, k∈Z yoylàrgà

mîs nuqtàlàr ustmà-ust tushàdimi? Àgàr ulàr ustmà-ust
tushsà, bu nuqtàlàrgà mîs trigînîmåtrik funksiyalàr o‘rtàsidà
qàndày bîg‘lànishlàr màvjud bo‘làdi? Ìisîllàr kåltiring. Shu

ishni πk + t, k∈Z và π
2

+ t , k∈Z nuqtàlàr uchun tàkrîrlàng;

2) yuqîridàgi ishni B(t) nuqtàgà Î màrkàzgà nisbàtàn
simmåtrik bo‘lgàn E(π + t) nuqtàgà nisbàtàn hàm bàjàring.

4. Òrigînîmåtrik funksiyalàrning dàvriyligi. Òrigînîmåtrik
funksiyalàrning dàvriyligi hàqidàgi tåîråmàlàrni kåltiràmiz.

1 - t å î r å m à .  cost và sint funksiyalàrning hàr biri dàvriy
funksiya và ulàrning àsîsiy dàvri 2π gà tång.

I s b î t .  Iõtiyoriy t∈R sîn uchun K(t), L(t + 2π), M(t −
−2π) nuqtàlàr kîîrdinàtàli àylànàdà ustmà-ust tushàdi. Shu
sàbàbli ulàrning Dåkàrt kîîrdinàtàlàri bir õil:

x = cost = cos(t − 2π) = cos(t + 2π),

        y = sint = sin(t − 2π) = sin(t + 2π).      (1)
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Dåmàk, cost và sint funk-
siyalàr dàvriy funksiyalàr và 2π
sîni ulàrdàn hàr birining birîr
dàvridir. 2π sîni ulàrdàn hàr biri
uchun àsîsiy dàvr bo‘lishligini
ko‘rsàtàmiz.

0 < T1 < 2π sîni cost ning dàvri
dåb fàràz qilàylik. U hîldà, màsà-
làn, t = 0 dà cos0 = cos(0 + T1)=
= 1, ya’ni cosT1 = 1 bo‘lishi kåràk.
Kîîrdinàtàli àylànàdà àbssissàsi 1
gà tång bo‘lgàn fàqàt bittà (1; 0) nuqtà màvjud và ungà
t = 2πk, k∈Z sînlàri mîs kålàdi. T1 sîn esà bu sînlàr îràsidà
màvjud emàs. Dåmàk, fàràzimiz nîto‘g‘ri, kîsinus funksiyaning

àsîsiy dàvri 2π sînidàn ibîràt. Shu kàbi, màsàlàn, 
2

t π=  dà

( )12 2
sin sin 1Tπ π= + =  tånglikni qànîàtlàntiràdigàn và 2π dàn

kichik bo‘lgàn T1 musbàt sîn yo‘q. Dåmàk, T = 2π  sîni sinus
funksiyaning àsîsiy dàvri.

2 - t å î r å m à .  tgt dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri π
gà tång.

I s b î t .  t k
2
π≠ + π , k∈Z bo‘lsin. K(t), L(t + π), M(t − π)

nuqtàlàrni qàràymiz. L(t + π), M(t − π) nuqtàlàr àyni bir
õil Dåkàrt kîîrdinàtàlàrigà egà, ya’ni ulàr ustmà-ust tushàdi.
Shu nuqtàlàrning umumiy àbssissàsi x, umumiy îrdinàtàsi esà

y bo‘lsin (I.27-ràsm). U hîldà, y
x

t ttg( ) tg( )+ π = − π =  bo‘làdi.
K(t) và L(t + π) nuqtàlàr diàmåtràl qàràmà-qàrshi nuqtàlàr
bo‘lgàni uchun K(t) nuqtàning àbssissàsi −x  gà, îrdinàtàsi
esà −y gà tångdir (I.27-ràsm). Shu sàbàbli,

tg tg( ) tg( )y y
x x

t t t−
−

= = = + π = − π .

Dåmàk, tgt funksiya dàvriy funksiya và t = π sîni uning birîr
dàvridir. Bu sîn tgt ning àsîsiy dàvri ekànini ko‘rsàtàmiz. T sîn

tgt ning àsîsiy dàvri, ya’ni bàrchà 
2

t kπ≠ + π , k∈Z sînlàri uchun
tg(t + T) = tgt  tånglik o‘rinli bo‘lsin. Îõirgi tånglik t = 0 dà hàm
bàjàrilàdi: tgT = 0. Bu yerdàn T = πk, k∈Z ekànini ko‘ràmiz.
Shundày qilib, tgt ning àsîsiy dàvri πk, k∈Z sînlàri îràsidàgi
eng kichik musbàt sîn, ya’ni  π sînidir. Dåmàk, T = π.

Y

X

−y K(t)

A(0)

( )F 3
2
π

−x

( )C π
2

O
x

y

D(π)

L(t + π)
M(t − π)

I.27-rasm.
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3 - t å î r å m à .  ctg t dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri
π gà tång (mustàqil isbîtlàng).

Ì à s h q l à r

1.21. y = 1 − cost  funksiyaning dàvriyligini isbît qiling và
àsîsiy dàvrini tîping.

1.22. 1) f (x) = sinx, g x
x

( ) = 1 , x ≠ 0 bo‘lsà, g ° f kîmpîzitsiya

dàvriy funksiya bo‘là îlàdimi? f ° g -chi? Àgàr shundày bo‘lsà,
dàvrini  tîping.

2) Àgàr 5
3
 và 2

7
  sînlàri f  funksiyaning  dàvrlàri bo‘lsà,

17
21

 sîni hàm uning dàvri bo‘lishini isbît qiling.
3) y = cos(αx) ning àsîsiy dàvrini tîping.
4) y xcos=  ning  àniqlànish sîhàsini tîping và dàvriylikkà

tåkshiring.
5 )Quyidàgi funksiyalàrning dàvriy emàsligini isbît qiling:

y = cosx2;  siny x= ;  y = sinx3;

y x x= +sin cos( )3 .

1.23. Funksiyalàrning dàvrini tîping:
1)  y = sin5x + cos4x; 2)  y = cosx + 2sin4,9x;

3) y x x= − +sin , sin4 3 10 3 .

5. Sinus và kîsinus funksiyalàrning õîssàlàri. Sinus và
kîsinus funksiyalàrning õîssàlàri bilàn tànishishni dàvîm
ettiràmiz.

Y

XA(0)

B1(−t)

B(t)

O

E(π+t)

O

Y

X
A
1

1
C

D
−1

−1
F

III

III IV

                     I.28-rasm.       I.29-rasm.
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1) sint funksiya àrgumåntning t = πk, k∈Z qiymàtlàridàginà,

cost funksiya esà àrgumåntning t k k Z= + ∈π π
2

,   qiymàtlàridàginà

nîlgà àylànàdi. Hàqiqàtàn, kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt ikki
A(0) = A(1; 0) và D(π) = D(−1; 0) nuqtàning îrdinàtàsi nîlgà
tång, ya’ni y = sint = 0 (I.27-ràsm). Bu nuqtàlàrgà 2πk, k∈Z
và π + 2πk, k∈Z sînlàr to‘plàmlàri mîs. Bu ikkàlà to‘plàmni
bittà {πk, k∈Z} to‘plàmgà birlàshtirib yozàmiz. Shu kàbi

kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt ikki ( )C Ñπ
2

0 1= ( ; )  và ( )3
2

F π =

(0;  1)F= −  nuqtà àbssissàsi nîlgà tång (I.27-ràsm), ya’ni

x = cost = 0. Bu nuqtàlàrgà k
2

2π + π , k3
2

2π + π  k
2

(2 1)π= + + π ,

k∈Z sînlàr to‘plàmlàri yoki { }2
,  k Zπ + π ∈  to‘plàm mîs;

2) cost – juft funksiya, sint – tîq funksiya. Hàqiqàtàn, B(t)
và B1(−t) nuqtàlàr àbssissàlàr o‘qigà nisbàtàn simmåtrik  jîy-
làshgànligidàn (I.28-ràsm) ulàrning àbssissàlàri tång, îrdinà-
tàlàri esà fàqàt ishîràlàri bilàn fàrq qilàdi. Dåmàk, cos(−t) =
=cost, ya’ni cost juft funksiya, sin(−t) = −sint, ya’ni sin t tîq
funksiya;

3) àgàr B(t) nuqtà kîîrdinàtàli àylànà bo‘ylàb π qàdàr
siljitilsà, cost và sint funksiyalàr o‘z ishîràlàrini o‘zgàrtiràdi:

cos(t + π) = −cost;               (1)

sin(t + π) = −sint.                (2)

Hàqiqàtàn, B(t) và E(π + t) nuqtàlàr kîîrdinàtàlàr bîshigà
nisbàtàn simmåtrik jîylàshgànligidàn (I.28-ràsm) ulàrning
kîîrdinàtàlàri qàràmà-qàrshi ishîràli bo‘làdi;

4) A (1; 0), C (0; 1), D (−1; 0), F (0; −1) nuqtàlàr
kîîrdinàtàli àylànàni to‘rt chîràkkà àjràtàdi (I.29-ràsm). Àgàr
A(0) nuqtà A dàn C gàchà siljitilsà, A nuqtà àbssissàsi 1 dàn

0 gàchà kàmàyadi, îrdinàtàsi esà 0 dàn 1 gàchà o‘sàdi. Dåmàk,

0
2

≤ ≤t π  îràliqdà (I chîràkdà) sint funksiya nîmànfiy và 0
dàn 1 gàchà o‘sàdi, cost hàm nîmànfiy, låkin 1 dàn 0 gàchà
kàmàyadi. Qîlgàn chîràklàrdà hàm shu kàbi mà’lumîtlàrni
to‘plàb, quyidàgi jàdvàlni tuzàmiz:
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Ì à s h q l à r

1.24. 1 − ñost funksiya (Ìirzî Ulug‘båk bu funksiyani sàhm
t  funksiya dåb àtàgàn) ishîràlàrining sàqlànish îràliqlàrini,
nîllàrini, juft-tîqligini àniqlàng, 180° ± α yoy sàhmining 1 +
+cosα  gà tångligini tåkshiring, α  yoy sàhmi 1 − ñosα  gà tång.

1.25. sint, cost và 1 − cost mîs ràvishdà:

1) 2 10
7

3
7

4
7

; ;   gà tång bo‘lishi mumkinmi?

2) − −
+ + +
a

a b

b

a b

b

a b2 2 2 2 2 2
1; ;   gà-chi ?

1.26. Quyidà t ning qiymàtlàri ko‘rsàtilgàn. B(t) nuqtà qàysi
chîràkdà jîylàshgàn, sint, cos t làr qàndày ishîràgà egà
bo‘làdi?

1) 5
4

π ; 2)  4
5

π ; 3) π
7

; 4) 2
3
π ; 5) 3; 6) 3,13;

7) 1,7π;  8) 1,78π;  9) −1,78π;  10) −2,8; 11) −4;
12) −1,31; 13) 49600;   14) 356°;  15) 247°36′42′′;
16) 34680°;17) −674°; 18) −107°13′55′′.

1.27. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) sin
cos

cos
sin cos sin

x
x

x
x x x

+ = 1 , bundà sinx ≠ 0, cosx ≠ 0;

2) sin 30 cos30 4
3cos30 sin 30

+ =
 
  ; 3) sin2x ⋅ cos2x + cos2x + sin4x = 1;

4) sin2x − cos2x = sin4x − cos4x;
5) sin2x − sin2xcos2x − cos4x = 1 − 2cos2x;
6) cos2x + sin2x ⋅ cos4x − sin6x = 1 − 2sin4x;
7) 6(sin4x + cos4x) − 4(cos6x + sin6x) = 2.

o‘sàdi      kàmàyadi    kàmàyadi    o‘sàdi

Funksiya 0 2< <t π π
π2 < <t π π< <t 3

2
3
2

2π π< <t

 musbàt,     musbàt,     musbàt,     musbàt,
0 dàn 1 gàchà  1 dàn 0 gàchà  0 dàn −1 gàchà −1 dàn 0 gàchàsint

cost

o‘sàdi      kàmàyadi    kàmàyadi    o‘sàdi

 musbàt,     musbàt,     musbàt,     musbàt,
0 dàn 1 gàchà  1 dàn 0 gàchà  0 dàn −1 gàchà −1 dàn 0 gàchà
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1.28. sinx − cosx = m bo‘lsin. sinx và cosx ni hisîblàmày,
quyidàgilàrni tîping:

1) sin3x − cos3x; 2) sin4x − cos4x.
1.29. Òånglàmàlàrni yeching:

1) sin10x = 0; 2) cos5x = 0; 3) sin x
3

0= ; 4) cos x
5

0= ;

5) ( )sin 2 0
6

x − =π ; 6) ( )sin 6 0
4

x + =π ; 7) ( )cos x
6 2

0− =π ;

8) ( )sin x
4 8

0+ =π .

1.30. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:
1) 2cos(π + x) + 3cos(−x) + cos(π − x);
2) sin(π + x) − 2sin(π − x) − 3sin(−x);
3) 4cos(−x) + 5sin(π + x) − 2sin(π − x) − 6cos(π + x).
1.31. à) Quyidàgi funksiyalàrni juft-tîqlikkà tåkshiring:
1) sin9x;   2) cos9x;   3) sin8x;     4) 5cos5x + 6cos4x;

5) 3sin3x − 2sin2x;  6) 3sin3x + 4cos5x; 7) 4 22 5

5
sin cos

sin
x x

x
+ + .

b) Ifîdàlàrning ishîràlàrini àniqlàng:

1) 6 7
5 4

sin cosπ ⋅ π ;              2) 3 7 7
4 3 4

sin sin cosπ ⋅ π ⋅ π ;

3) sin 0,9 cos(−1) cos 4.
1.32. Sinus và kîsinus funksiyalàr qàysi chîràklàrdà bir õil

ishîràgà egà?
1.33. Àgàr:
1) cost = 3sint; 2) cost = sin2t; 3) sint = 2cos3t; 4) cost =

= sin4t bo‘lsà, t qàysi chîràkkà tegishli bo‘làdi?
1.34. Àgàr: 1) t burchàk ikkinchi chîràkkà tågishli và

cos t = − 2
3
 bo‘lsà, sint nimàgà tång bo‘làdi?

2) t burchàk uchinchi chîràkkà tågishli và 4
5

sin t = −  bo‘lsà,
cost nimàgà tång bo‘làdi?

1.35. Qàysi biri kàttà:

1) sin45°  yoki 
3

sin π ;  2) ños45°  yoki 
3

cos π ;  3) sin50°
yoki cos50°?

1.36. Ifîdàlàrning qiymàtlàrini hisîblàng:

1) sin240°;   2) cos240°;  3) 9
6

sin π ;  4) ( )11
3

sin π− ;
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5) ( )7
3

cos π− ;                 6) ( ) ( )2 213 11
3 6

cos sinπ π− + − ;

7) 
3cos( 180)

cos180
cos cos90 −π⋅ −

o

o
o ;

8) 
( )

5sin
3 2 1
2 cos 0 5cos

4

cos sin
π

π
π−

π ⋅ + − ;             9)  
2 2

2 2
cos 30 sin 45

sin 30 sin 45
−

o o

o o .

1.37. f (x) = 6sin4x − 3cos4x funksiyaning f (0), ( ) ( )f fπ π
2 4

,  −

qiymàtlàrini hisîblàng.
1.38. Àyirmàlàrning ishîràlàrini àniqlàng:

1) sin38° − sin40°; 2) cos51° − sos21°; 3) 
9 4

sin sinπ π− ;

4) sin48° − sin52°; 5) 
9 4

cos cosπ π− ; 6) sin132° − sin152°;

7) 
10 20

cos cosπ π− ; 8) 
10 20

sin sinπ π− ; 9) sin12° − cos732°.

1.39. Funksiyalàrning o‘sish và kàmàyish îràliqlàrini tîping:

1) y x= sin
3

; 2) y x= cos
3
; 3) y = sin5x; 4) y = cos5x;

5) ( )3
siny x π= + ;  6) ( )3

cosy x π= + ;  7) ( )3
4 siny x π= − ;

8) ( )3
sin 3xy = + ; 9) y = cos2x;  10) 2

2
sin xy = ;

11) 4
3

3cos xy = − ; 12) y = cos(5x + 60°); 13) y = sin(2x − 60°).

1.40. Funksiyalàrning o‘sish và kàmàyish îràliqlàrini tîping:

1) y = 2sin3x − 3cos2x ; 2) y
x

= 1
2 cos

; 3) y
x

=
+

1
2 1cos( ) ;

4) y x= sin ;     5) y = sin4x + 2sin2xcos2x + cos4x ;

6) y = cos2x + sin2x ;   7) y = cosx + sin2x ;

8) ( )1
2 4

3 siny x π= + .

1.41. Funksiyalàrni o‘sish và kàmàyishgà tåkshiring:
1) y = sin2x + 1;        2) y = cos3x − cos5x + 6x ;

3) y = (cos2x + 3)(1 − 4sinx); 4) 1 1
2 2

cos sin 3 7y x x x= − + − .
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1.42. Funksiya x ning qàysi qiymàtlàridà àniqlànmàgàn?

1) y
x

= 1
sin

; 2) y
x

= 1
cos

; 3) y x
x

=
−
cos
sin1

;

4) y = 0,8sin2x − 0,75; 5) y x
x

= +
−

2 1
2 1

sin
cos

.

1.43. Quyidàgi funksiyalàrning eng kichik musbàt dàvrini
tîping:

1) y = cos4x;                      2) y = 10cos0,5x ;

3) ( )y x= −2 3
6

cos π ;                    4) y = 9cos(ωt + ϕ), ω ≠ 0;

5) ( )4
30 sin 5y x π= − + ;                   6) ( )3

2 6sin 2y xπ= − ;

7) ( )5
36

sin 4y x π= π + ;                 8) y = Asin(ωt + ϕ), A∈R, ω ≠ 0;

9) ( )y x x= − +10 4 8 5
4

cos sin π ;         10) y x x= − +10 4
2 2

cos sin ;

11) y = 5cosx sin2x;                          12) y x
x

= −
+

sin
cos

2
2
.

1.44. Funksiyalàrning àniqlànish sîhàsini tîping, màksimàl
và minimàl qiymàtlàrini hisîblàng; àgàr õ ning qiymàti π/6
dàn π/3 gàchà îrtsà, funksiya qàndày o‘zgàràdi?

 1) ( )6
siny xπ= − ; 2) y = cos(45° − x).

6. Òàngåns và kîtàngåns funksiyalàrning õîssàlàri.
1) Òàngåns và kîtàngåns dàvriy funksiyalàrdir và ulàrning

àsîsiy dàvri Ò = π (4- bànd, 2, 3- tåîråmàlàr);
2) tgt và ctgt – tîq funksiyalàr. Hàqiqàtàn, cosα ≠ 0 dà

sin( ) sin
cos( ) cos

tg( ) tg
t t
t t

t t
− −
−

− = = = −  gà, sint ≠ 0 dà ctg(−t) = −ctgt gà egà

bo‘làmiz. Òàngåns và kîtàngånslàrning dàvri π gà tång và ulàr
tîq funksiyalàr bo‘lgàni uchun tg(π − t) = tg(π +(−t)) = tg(−t) =
= −tgt, ctg(π + (−t)) = −ctgt, ya’ni

tg(π − t) = −tgt,                                              (1)
ctg(π − t) = −ctgt.                                            (2)

tångliklàr o‘rinli bo‘làdi;

3) ( )0
2

;  π  îràliqdà tgt funksiya 0 dàn +∞ gàchà o‘sàdi, ctgt

esà +∞ dàn 0 gàchà kàmàyadi.

Hàqiqàtàn, ( )0
2

;  π  dà sint và cost musbàt, sinus o‘suvchi,

kîsinus kàmàyuvchi, dåmàk, tgt o‘suvchi, õususàn, t = 0 dà
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sin 0
cos 1

tg0 0t
t

= = =  bo‘làdi, t burchàk π
2  gà yaqinlàshgàndà sint

qiymàti 1 gàchà o‘sàdi, cost esà 0 gàchà kàmàyadi, nàtijàdà
sin
cos

tgt
t

t=  funksiya +∞ gàchà o‘sàdi, àksinchà cos
sin

t
t

t= ctg  funksiya
0 gàchà kàmàyadi.

Îlingàn õulîsàlàr hàmdà tàngåns và kîtàngånsning tîq

funksiyaligidàn fîydàlànib, ( )− π
2

;  0  îràliqdà ulàrning mànfiy
ekànligini, tgt funksiyaning −∞ dàn 0 gàchà o‘sishini hàmdà ctg t
ning 0 dàn −∞ gàchà kàmàyishini àniqlàymiz. Uchinchi và
to‘rtinchi chîràklàrdàgi hîlàtlàrini àniqlàshdà ulàrning õîssàlàri

Ò = π dàvr bilàn tàkrîrlànishidàn fîydàlànàmiz. Õususàn,

( )π π;  3
2

 dàgi hîlàt ( )0
2

;  π  dàgigà,  ( )π π
2

;   dàgi hîlàt ( )− π
2

;  0

dàgigà o‘õshàsh.

4) t ning tgt, ctgt funksiyalàr àniqlàngàn qiymàtlàridà quyidàgi
àyniyatlàr o‘rinli:

2
tg ctg 1,  ,  kt t t k Zπ= ≠ ∈ ,                             (3)

2
2

1
2cos

1+tg ,  ,  
t

t t k k Zπ= ≠ + π ∈ ,                     (4)

2
2

1

sin
1+ctg ,  ,  

t
t t k k Z= ≠ π ∈ .                         (5)

(3) àyniyat sin
cos

tg t
t

t =  và cos
sin

ctg t
t

t =  tångliklàrni ko‘pàytirish

îrqàli, (4) và (5) àyniyatlàr esà sin2t + cos2t = 1 tånglikning hàr
ikkàlà qismini àvvàl cos2t gà, so‘ng sin2t gà bo‘lish îrqàli hîsil
bo‘làdi.

Ì i s î l .  Àgàr 2
3

tgt = −  và ( )2
;  t π∈ π  bo‘lsà, sint, cost, ctgt

ning qiymàtini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  II chîràkdà sint > 0, cost < 0, u hîldà ctgt < 0. (3)

àyniyat bo‘yichà 3
2

ctgt = − ; (4) àyniyat bo‘yichà:

( )
2

2
91
1321

3

cos t
+ −

= = , 3 133
1313

cos t = − = − . Shu kàbi (5)

bo‘yichà 2 13
13

sin t =   ni tîpàmiz.
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Ì à s h q l à r

1.45. Ifîdàlàrning qiymàtini tîping:

1) (atg30°)2 − (bctg45°)2; 2) ( ) ( )3 3

4 6
ctg ctga bπ π− ;

3) 2 2 2 2 2 2

4 36
ctg ctg ctga b cπ π π+ − ;

4) sin tg1,2 cos1,5 tg sin1,8a b cπ π − π + π π ;

5) 
2

2 2 2

2 2
1 cos cos ( 31,1 )ctga b 

 
 

π π− + − π ;  6) 2 3 2 2

3 3
tg ctga bπ π− .

1.46. Quyidàgi qiymàtni àsîsiy trigînîmåtrik funksiyalàrning
qàysi biri qàbul qilà îlàdi:

1) a
a

a
2 1
2

0+ >,  ; 2) 2 1
3

2
0a

a
a+ >,  ;   3) a a

a
a

4 2

2
2 1

4
0+ + >,  ;

4) ( ) , , ,a b
ab

a b a b+ > > ≠
2

4
0 0   ;  5) 2 0 0ab

a b
a b a b

+
> > ≠, , ,   .

1.47. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) cos
ctg

sinx
x

x= ; 2) cosxtgx = sinx; 3) 
22
2

sin

tg
1 sin x

x
x= + ;

4) cos cos
2 2 1x
x

x
ctg2

+ = ; 5) (1 − cos2x)(1 + ctg2x) = 1;

6) cos2x tg2x + cos2x = 1; 7) (1 + tg2x)(1 − sin2x) = 1;

8) ( ) ( )tg tg
cos2

x x
x

+ + − =1 12 2 2 ;           9) 1
1

1
2

2

2
1

+

+⋅ =
ctg

tg

tgx

x

x
;

10) (1 − cosα + sinα)2 = 2(1 − cosα)(1 + sinα);

11) 1
2

2 1
sin sin

ctg

sin2 2 2
ctg

α β

α

β
β− − = ;

12) 2 2 2
2 2 2

1 1

sin sin sin
ctg ctg ctg

β α β
α β + α + = .

1.48. sin , , ,α α π= > > ≤ ≤
+

2
22 2

0 0 0ab
a b

a b     bo‘lsà, cosα và
tgα ni tîping.

1.49. ctgα = −1 ekàni mà’lum. 8 6
3

sin cos
sin

α α
α α

−
−4cos

 kàsrning qiymà-
tini tîping.
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1.50. cosα = −0,5, 90° ≤ α ≤ 180° bo‘lsà, sinα, tgα và ctgα ni

tîping.

1.51. 32
3 2

sin ,  2πα = − < α < π  bo‘lsà, cosα, tgα, ctgα ni
tîping.

1.52.  Ifîdàlàrni  sîddàlàshtiring:
1) ctg2α − cos2α + cos2αctg2α; 2) cos2α + sin2αtg2α − tg2α;

3) sin2
2

1
1

α
α

−
+ctg

; 4) cos2
2

1
1

α
α

−
+ tg

.

1.53. Bàrchà  trigînîmåtrik  funksiyalàrni
1) sinα;       2) cosα;      3) tgα;       4) ctgα    îrqàli  ifîdàlàng.

1.54. Isbît qiling:
1) tgα + ctgα ≥ 2, bundà tgα > 0;

2) (sin cos )
sin cos

x x
x x x

x− −
−

= −
2 1 2

tg
ctg2 ;

3) sin cos
sin cos

2 2 1 2x
x

x
x x x

x
tg ctg3 3

tg− + = ;        4) x x3 6 1
4

sin sin− ≤ .

1.55. Àgàr sinx + cosx = 1,5 bo‘lsà, quyidàgilàrni hisîblàng:
1) tg2x + ctg2x;        2) tg3x + ctg3x;            3) tg4x + ctg4x.

1.56. Àgàr cos6x + sin6x = q bo‘lsà, cos4x + sin4x ni tîping.

1.57. y x
x

= sin  funksiya ( )0
2

;  π  îràliqdà kàmàyuvchi funksiya

ekànligini isbît qiling.

1.58. y x
x

= tg  funksiya ( )0
2

;  π  îràliqdà o‘suvchi funksiya ekàn-

ligini isbît qiling.

1.59. Àyirmàlàr ishîràsini àniqlàng:
1) tg164° − tg165°; 2) tg379° − tg10°; 3) ctg187° − ctg6°;

4) ( ) ( )tg tg1 15 5
7 6

π π− ; 5) ctg tgπ π
6 6

− .

1.60. õ∈(π; 2π) îràliqdà quyidàgi funksiyalàrning mînîtîn
o‘sish và mînîtîn kàmàyish îràliqlàrini àniqlàng:

1) y = tgx ; 2) y = ctgx ; 3) y
x

=
+

1
1 2ctg

; 4) y
x

=
+

1
1 2tg

; 5) y = ctg4x.
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1.61. y xtg(sin )=  funksiyaning àniqlànish sîhàsini tîping,
bu funksiya qàbul qilàdigàn eng kichik và eng kàttà qiymàtlàrni

hisîblàng, àgàr õ ning qiymàti π
6
 dàn π

3
 gàchà îrtsà, y funksiya

qàndày o‘zgàràdi?

2-§. Òrigînîmåtrik funksiyalàrning
gràfiklàri

1. Sinus và kîsinus funksiyalarning gràfigi. y = sinx funksiya
gràfigi sinusîidà, y = cosx funksiyaning gràfigi esà kîsinusîidà dåb
àtàlàdi. Ulàrni yasàshdà trigînîmåtrik funksiyalàrning õîssà-
làridàn fîydàlànàmiz.

sinx – dàvriy funksiya và uning àsîsiy dàvri Ò = 2π bo‘lgàni
uchun, ÎX o‘qidà uzunligi 2π gà tång bo‘lgàn birîr îràliqni,
màsàlàn, [−π; π] îràliqni àjràtàmiz (I.30-ràsm) và undà
gràfikning mîs qismini yasàymiz. Àgàr sinusning tîq funksiya
ekàni e’tibîrgà îlinsà, [−π; π] îràliqning yarmi [0; π] bilàn
chågàràlànish, sinx = sin(π − x) ekàni, ya’ni õ và π − õ nuqtàlàr
π
2
 gà nisbàtàn simmåtrik jîylàshgànliklàri hàm nàzàrdà tutilsà, [0;

π
2
] îràliq bilàn chågàràlànish yetàrli. Shu îràliqdà yasàlgàn qismi

õ = π
2
 to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik àkslàntirilsà, gràfikning

[ π
2
; π] dàgi qismi hîsil qilinàdi, nàtijàdà gràfikning [0; π] dàgi

qismi chizilgàn bo‘làdi. Bu qism (0; 0) kîîrdinàtàlàr bîshigà
nisbàtàn simmåtrik àkslàntirilsà, [−π; π] îràliqdàgi qismi hîsil
bo‘làdi. Endi uni 2π dàvr bilàn sîn o‘qi bo‘yichà dàvîm ettirish

qîldi. Gràfikni [0; π
2

] îràliqdà gåîmåtrik yasàsh uchun
kîîrdinàtàli àylànàning I chîràgini (ÀC yoyni, I.30-ràsm)

O A(0) O

Y

Xπ
2

π
3

π
6

3
2
ππ

1C( )π 2

B2 3( )π
B1 6( )π

2π

I.30-rasm.
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B1, B2, ... nuqtàlàr bilàn tång bo‘làklàrgà àjràtàmiz. ÎX o‘qining
shu îràlig‘i hàm shunchà tång bo‘làkkà àjràtilàdi. Àgàr àylànàdàgi
bo‘linish nuqtàlàridàn OX o‘qigà pàràllål và OX o‘qidàgi bo‘linish
nuqtàlàrdàn OY o‘qigà pàràllål to‘g‘ri chiziqlàr o‘tkàzsàk, ulàrning
kåsishish nuqtàlàri izlànàyotgàn sinusîidàdà yotgàn bo‘làdi.
Nuqtàlàr ustidàn uzluksiz chiziq chizàmiz. U sinusîidàning eskizi
bo‘làdi.

y = cosx kîsinusîidàni hàm yuqîridà ko‘rsàtilgàn tàrtibdà
yasàsh mumkin. Funksiyaning àsîsiy dàvri Ò = 2π. Dåmàk,
gràfikni uzunligi 2π gà tång birîr îràliqdà, màsàlàn, [−π; π]
îràliqdà yasàsh, so‘ng uni sîn o‘qi bo‘yichà 2π dàvr bilàn ikki
tîmîngà dàvîm ettirish kåràk. cosx juft funksiya bo‘lgànidàn bu

îràliqning [0; π] qismini, cos(π − x) = −cosx munîsàbàtgà ko‘rà

esà yanàdà kichik [0; π
2
] îràliqni tànlàymiz. Undà yasàlgàn gràfik

Ox o‘qidàgi õ = π
2
 nuqtàgà nisbàtàn simmåtrik àlmàshtirilsà,

gràfikning õ = π gàchà qismi hîsil bo‘làdi. Bu qism îrdinàtàlàr
o‘qigà nisbàtàn simmåtrik àlmàshtirilsà, gràfikning [−π; π] dàgi

qismi hîsil qilinàdi. Gràfikning [0; π
2
] dàgi qismi yuqîridà

sinusîidàni yasàshdà ko‘rsàtilgàndåk hîsil qilinàdi. Låkin bundà
gràfikdàgi nuqtà îrdinàtàsi kîîrdinàtàli àylànàdà ungà mîs nuqtà
àbssissàsigà tång bo‘lishi kåràk.

− π
2− 3

2
π −π−2π 2ππ

2
3
2
ππ

Y

1

X

−1

O

y = sinx

I.31-rasm.

1

Y

1

−1

O Xπ
2

π 3
2
π 2π− π

2
−π− 3

2
π−2π

y = cosx

I.32-rasm.
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Kîsinusîidàni yasàshning bîshqà yo‘li sinusîidàni π
2
 qàdàr

chàpgà pàràllål ko‘chirishdàn ibîràt.
I.31, I.32-ràsmlàrdà mîs ràvishdà sinusîidà và kîsinusîidà

tàsvirlàngàn.

Ì à s h q l à r

1.62. y = cosx funksiya gràfigi (I.32-ràsm) bo‘yichà shu
funksiyaning mînîtînlik îràliqlàrini ko‘rsàting.

1.63. Funksiyalàrning gràfiklàrini yasàng:
1 ) y = 3cosx;      2) y = −2sinx;    3) y = | cosx |;

4) y = cos| x |;      5) ( )y x
6

sin π= − ;   6) y x= −sin π
6

;

7) y = [cosx];      8) y = {cosx};   9) { }y x= +3
4

sin π .

1.64. Gràfiklàrni chizing:
1) | y | = cosx;       2) | y | = cos| x |;        3) | y | = | sinx |;

4) y x
6

cos π= − ;       5) y = 1 − cos| x |.

1.65. Funksiyalàrning àniqlànish sîhàsini, qiymàtlàri sîhà-
làrini, o‘sish, kàmàyish và ishîràlàrining sàqlànish îràliqlàrini,
màksimum và minimum nuqtàlàrini ko‘rsàting, gràfiklàrini
yasàng:

1) y = cosx + 3;               2) ( )y x= −2 2
2

sin π ;

3) y = 3cos(π − 2x);      4) y x= +cos 3
2

;     5) y = −(1 − cosx).

1.66. 1) y = sinx funksiyaning gràfigini yasàng. Sinusîidàni
siljitish yordàmidà kîsinusîidàni hîsil qiling;

2) sinusîidàni 2 birlik yuqîrigà và 1 birlik chàpgà surish nàti-
jàsidà qàndày funksiyaning gràfigi hîsil bo‘làdi? Shu funk-
siyaning õîssàlàrini uning gràfigi bo‘yichà àniqlàng.

1.67. Quyidàgi funksiyalàrni juft-tîqlikkà, dàvriylikkà tåkshi-
ring và gràfiklàrini yasàng:

  1) y = sin3x;          2) y = cos3x;    3) y x1
3
sin= ;

  4) y x1
3
cos= ;        5) y = 3sinx;    6) y = 3cosx;

  7) y = sinx + 3;        8) y = cosx − 3;    9) y = 3sin 0,5x + 1;

 10) y = 2cos3x − 1.
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2. Sinusîidàl tåbrànishlàr. Òåbrànmà hàràkàt trigînîmåtrik
funksiyalàr îrqàli ifîdàlànàdi. Ìàtåmàtik màyatnikning hàràkàt
tånglàmàsi, o‘zgàruvchàn elåktr tîki kuchi yoki kuchlànishining
o‘zgàrish qînuniyatlàri bungà misîl bo‘là îlàdi. Eng sîddà
tåbrànmà hàràkàt sinusîidàl (yoki gàrmînik) tåbrànishlàrdir.

Birîr nuqtà ràdiusi À gà tång àylànà bo‘yichà ω ràd/s burchàk
tåzlik bilàn hàràkàt qilàyotgàn bo‘lsin. Nuqtà t s dà ωt ràdiàngà
tång yoy chizàdi. Àgàr àylànàning màrkàzi kîîrdinàtàlàr bî-
shidà jîylàshtirilgàn và t = 0 vàqt mîmåntidà nuqtà birîr B0(α)
nuqtàdà turgàn bo‘lsà, t vàqtdàn so‘ng u B(ωt + α) gà kålàdi.
B nuqtà kîîrdinàtàlàri:

x = A cos(ωt + α)                                            (1)
và

u = A sin(ωt + α).                                             (2)
Bungà qàràgàndà B  nuqtàning t gà bîg‘liq ràvishdà hàràkàti

dàvîmidà uning õ và y kîîrdinàtàlàri OX và OY o‘qlàri bo‘yichà
ko‘pi bilàn | A | qàdàr îldingà-kåyingà siljiydi, tåbrànàdi và
o‘tilgàn màsîfà (1) và (2) munîsàbàtlàrdàgi sinus và kîsinus
qiymàtigà bîg‘liq bo‘làdi. Bu hàràkàt sinusîidàl tåbrànishdir. (1)
và (2) tånglikdàgi À sîn tåbrànishning qulîchini ifîdàlàydi và
tåbrànish àmplitudàsi dåyilàdi, ω esà 2π vàqt birligi ichidàgi to‘liq
tåbrànishlàr sîni bo‘lib, burchàk chàstîtàsi dåyilàdi. α sîn
nuqtàning àylànàdàgi bîshlàng‘ich o‘rni, ya’ni bîshlàng‘ich fàzà.

(1) và (2) funksiyalàrning àsîsiy dàvri T = 2π
ω

 (isbît qiling!).

(1) yoki (2) gàrmînik tåbrànishlàr gràfigini sinusîidàdàn fîy-

dàlànib yasàsh màqsàdidà (2) funksiya ifîdàsini ( )y A t= +sin ω α
ω

ko‘rinishdà yozàmiz. Bungà qàràgàndà gràfikni yasàsh uchun sint

− π
2− 3

2
π −π−2π 2ππ

2
3
2
ππ

Y

1

X

−1

O

2

y = sint

−2

y = 2sint

I.33-rasm.

y = 2sin(t + π/3)
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I.34-rasm.

X

Y

π
2

π
3

π
4

π
6

OO A

C B
3
B

2

B
1
T

1

T
2

l

sinusîidàni OX o‘qi bo‘yichà À kîeffitsiyånt bilàn cho‘zish, OY
o‘qi bo‘yichà ω kîeffitsiyånt bilàn qisish và kîîrdinàtàlàr bîshini

( )L − α
ω

;  0  nuqtàgà àkslàntiruvchi pàràllål ko‘chirishni bàjàrish

kåràk.

Ì i s î l .  ( )3
2 siny t π= +  funksiya gràfigini yasàymiz.

Y e c h i s h .  y = sint  sinusîidàni OY  o‘qi yo‘nàlishidà 2 màrtà

cho‘zishni và Ot o‘qi bo‘yichà π
3

 qàdàr chàpgà pàràllål
ko‘chirishni bàjàràmiz (I.33-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.68. Fîrmulàlàr bilàn bårilgàn gàrmînik tåbrànishlàrning
àmplitudàsi, dàvri, bîshlàng‘ich fàzàsini tîping và gràfigini
yasàng:

1) ( )2
3sin 2y t π= + ; 2) ( )3

0,8siny t π= π + ; 3) y = 2,5 sin(0,5t + 1);

4) ( )6
3,5sin 0,5y t π= π − ;  5) y = 2π sin4t;  6) y = 3 sin(2t − 1).

3. Òàngåns và kîtàngåns funksiyalàrning gràfigi. tgx tîq

funksiya, dàvri Ò = π bo‘lgànidàn uning gràfigini [ ]0
2

;  π  îràliqdà

yasàsh, so‘ng uni kîîrdinàtàlàr bîshigà nisbàtàn simmåtrik
àkslàntirish và àbssissàlàr o‘qi bo‘yichà πk, k∈Z làr qàdàr
surish kåràk bo‘làdi.

Ìàrkàzi Î1 (−1; 0)
nuqtàdà bo‘lgàn birlik

àylànàning ∪ =AC π
2   yoyi

tång uzîqlikdà îlingàn B1,
B2,... nuqtàlàr bilàn bir
nåchà tång bo‘làkkà
bo‘lingàn bo‘lsin (I.34-
ràsm). Bu nuqtàlàr và Î1
nuqtàdàn o‘tkàzilgàn
Î1B1, Î1B2, ...  to‘g‘ri
chiziqlàr Àl  tàngånslàr
chizig‘i bilàn Ò1, Ò2, ...
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nuqtàlàrdà kåsishsin. Chizmàgà qàràgàndà 1 6
tgAT π= , 2 3

tgAT π=
và  hîkàzî. Ò1, Ò2, ... nuqtàlàrdàn OX o‘qigà pàràllål và

36
,  ,  ...x π π=  nuqtàlàrdàn OY o‘qigà pàràllål o‘tkàzilgàn to‘g‘ri

chiziqlàrning kåsishish nuqtàlàri bålgilànàdi. Ulàr ustidàn
o‘tàdigàn egri chiziq tgx funksiyaning gràfigi (tàngånsîidà)
bo‘làdi.

Gràfik x = π
2
 to‘g‘ri chiziqqà tîmîn yaqinlàshgànidà yuqîrigà

chåksiz ko‘tàrilàdi. Endi kîîrdinàtàlàr bîshigà nisbàtàn màrkàziy
simmåtriya, so‘ng àbssissàlàr o‘qi bo‘yichà πk, k∈Z dàvrlàr
bilàn pàràllål ko‘chirishlàrni bàjàrish gràfikning kàttàrîq îràliq-
dàgi dàvîmini båràdi (I.35-ràsm).

ctgx funksiyaning gràfigi (kîtàngånsîidà) hàm shu kàbi
yasàlàdi (I.36-ràsm).

Ì à s h q l à r

1.69. Quyidàgi funksiyalàrning õîssàlàrini tåkshiring và
gràfiklàrini yasàng:

1) y = ctg2x;                 2) ( )y x= −ctg 2
3
π ;             3) y x= ctg

2
;

X

y = tgx

π
2

− π
2

3
2
π− 3

2
π π−π

Y

O

O

y = ctgx

π 2π 3π X

Y

−π−2π

I.35-rasm.

I.36-rasm.
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A(0)
O             E     F

α
β

D
Q

B(α)

ϕ

C(β)

R = OB = OA = 1

I.37-rasm.

4) y = 2ctgx;                   5) y = | ctg2x |;                      6) y x= 1
2

2tg ;

7) y = | tg2x |;                  8) ( )y x= +tg2
4
π ;                    9) y = ctg| x |;

10) y x= −tg π
6

;        11) y = [ ctgx ];                    12) y = {ctgx};

13) [ ]y x= tg
2

.

3-§. Qo‘shish fîrmulàlàri

1. Ikki burchàk àyirmàsining và yig‘indisining kîsinusi và
sinusi. Chizmàdà (I.37- ràsm) ∠BÎÀ = α, ∠COA = β, ϕ = β − α,
BD⊥CE, CQ⊥OB, DE = BF, DB = EF = OF − OE = cosα − cosβ,
QB = OB − OQ = 1 − cosϕ, CQ = sinϕ, CD = CE − BF = sinβ −
−sinα, CDB và CQB to‘g‘ri burchàkli uchburchàklàr umumiy
CB giðîtånuzàgà egà. Pifàgîr tåîråmàsi bo‘yichà:

BC 2 = CQ 2 + QB 2 = CD 2 + DB 2

yoki
sin2ϕ + (1 − cosϕ)2 = (sinβ − sinα)2 + (cosα − cosβ)2,

sin2ϕ + 1 − 2cosϕ + cos2ϕ =
= sin2β − 2sinβsinα + sin2α + cos2α − 2cosαcosβ + cos2β,

(sin2ϕ + cos2ϕ) + 1 − 2cosϕ = (sin2β + cos2β) + (cos2α + sin2α) −
 − 2(sinαsinβ − cosαcosβ), 2 − 2sosϕ  = 2 − 2(sinαsinβ −

−cosαcosβ)
yoki

cos(β − α) = cosαcosβ + sinαsinβ.                       (1)

(1) munîsàbàt bo‘yichà và funksiyalàrning õîssàlàridàn fîy-
dàlànib, yanà bîshqà fîrmulàlàrni tîpish mumkin:

cos(α + β) =  cos(α − (−β)) =
= cosαcos(−β) + sinαsin(−β),

cos(α + β) = cosαcosβ − sinαsinβ.  (2)
Õususàn:

à) ( )2 2
cos cos cosπ π− α = α +

2
sin sin 0 cosπ+ α = ⋅ α +

1 sin sin+ ⋅ α = α ,
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( )2 2 2
cos cos cos sin sin 0 cos 1 sin sinπ π π+ α = α − α = ⋅ α − ⋅ α = − α ;

( )2
cos sinπ − α = α ;                                            (3)

( )2
cos sinπ + α = − α .                                          (4)

b) ( ) ( )( )2 2 2
sin cos cosπ π π− α = − − α = α ,

( ) ( )( )2 2 2
sin cos cos( ) cosπ π π+ α = − + α = −α = α .

Dåmàk,

( )2
sin cosπ − α = α ;                                             (5)

( )2
sin cosπ + α = α .                                              (6)

α ± β burchàk sinusi uchun fîrmulàlàr yuqîridà tîpilgàn
fîrmulàlàrdàn fîydàlànib chiqàrilàdi:

( ) ( )( )
( )
2 2

2 2

sin( ) cos ( ) cos

cos( ) cos sin sin sin cos cos sin

π π

π π

α + β = − α + β = − α − β =

= − α β + − α β = α β + α β

yoki

sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ.                        (7)

Àgàr (7) fîrmulàdàgi β o‘rnigà −β qo‘yilsà, nàtijàdà:

sin(α − β) = sinαcosβ − cosαsinβ.                        (8)

Ì i s î l .  cos150° và sin150° ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  (4) và (6) fîrmulàlàr bo‘yichà:

cos150° = cos(90° + 60°) = −sin60° = − 3
2

;

sin150° = sin(90° + 60°) = cos60° = 1
2
.

Ì à s h q l à r

1.70. Hisîblàng: 1) 
12

sin π ;  2) 4
3

cos π ;  3) 5
4

cos π ; 4) 4
3

sin π .
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1.71. Àgàr 3
8

sin x = ; 4
9

sin t = ; 0
2

< <x π ; π π
2

< <t  bo‘lsà,
quyidàgilàrni tîping:

1) sin(x − t); 2) sin(x + t); 3) cos(x − t); 4) cos(x + t).

1.72. Àgàr cosx = −0,8; siny = 0,4; π π< <x 3
2

; π π
2

< <y

bo‘lsà, quyidàgilàrni tîping:

1) cos(x + y); 2) cos(x − y);     3) sin(x + y);    4) sin(x − y).

1.73. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) cos(x + t)sin(x − t) + sin(x + t)cos(x − t);

2) cos(α + β)cos(α − β ) − sin(α + β)sin(α − β);

3) cos(45° + α)cos(45° − α) + sin(45° + α)sin(45° − α);

4) cos( ) sin sin
sin( ) sin cos

α β α β
α β α β

− −
− +

; 5) sin( ) sin cos
cos( ) sin sin

β α α β
α β α β
+ −
+ +

2
2

;

6) cos( ) sin sin
cos( ) cos cos

α β α β
α β α β

+ +
+ −

; 7) cos( ) sin sin
cos( ) cos cos

α β α β
α β α β

− −
− −

.

1.74. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) 2
2

cos(45 ) (cos sin )−α = α + αo ;    2) 
cos( )
sin sin

ctg ctg 1
α−β

α β
= α β+ ;

3) sin(α − β)sin(α + β) = cos2β − cos2α;
4) sin2x cosx + cos2x sinx = sin3x;
5) sin(α + β) + cos(α − β) = (sinα + cosα)(sinβ + cosβ);

6) sin( )
cos cos

sin( )
cos cos

sin( )
cos cos

α β
α β

β γ
β γ

γ α
γ α

− − −
+ + = 0 .

1.75. Funksiyalàrning juft-tîqligi và dàvriyligini tåkshiring
hàmdà   gràfiklàrini   yasàng:

1) 
2 2

cos cos sin sinx xy x x= + ; 2) 
3 3

sin cos sin cosx xy x x= − .

2. Ikki burchàk yig‘indisi và àyirmàsining tàngånsi và
kîtàngånsi. 1-bànddàgi fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. Buning uchun

cos(α + β) ≠ 0, ya’ni k
2
πα + β ≠ + π , k∈Z và cosα ≠ 0, cosβ ≠ 0

bo‘lishi, ya’ni α và β làr k
2
π + π , k∈Z gà tång bo‘lmàsligi kåràk.

Shu shàrtlàrdàn quyidàgilàrgà egà bo‘làmiz:
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sinsin
sin( ) sin cos cos sin cos cos tg tg
cos( ) cos cos sin sin sin 1 tg tgsin1

cos cos

tg( )

βα +
α+β α β+ α β α β α+ β
α+β α β− α β β − α βα− ⋅

α β

α + β = = = = .

Bundàn:

tg tg
1 tg tg

tg( )
α+ β

− α β
α + β = .                                            (1)

Õuddi shundày,

tg tg
1 tg tg

tg( ) α− β
+ α β

α − β = .                                            (2)

Quyidàgi fîrmulàlàr hàm shu kàbi hîsil qilinàdi:

ctg ctg 1
ctg ctg

ctg( )
α β−
α+ β

α + β = ,                                       (3)

ctg ctg 1
ctg ctg

ctg( )
α β+
α− β

α − β = .                                         (4)

Ì i s î l .  7
12

ctg π   ni  hisîblàymiz.

Y ec h i sh .  ( )
3ctg ctg 1 1 1

3 3 1 37 3 4 3
12 3 4 3 3 3 1 3ctg ctg 13 4 3

ctg ctg
π π⋅ − ⋅ −

− +π π π
π π + −+ +

= + = = = = .

Ì à s h q l à r

1.76. Àgàr sin(2α + β) = 2sinβ bo‘lsà, tg(α + β) = 3tgα bo‘lishini
isbît qiling, bundà β ≠ kπ, k∈Z.

1.77. (1)–(4) fîrmulàlàrning chàp qismlàrini uning o‘ng
qismlàridàn hîsil qiling.

1.78. Hisîblàng:

1) tg75°;  2) 5
12

ctg π ;  3) ctg105°;  4) tg15°;  5) ctg15°.

1.79. Bårilgàn: 1) tgx = 1,5, tgy = −0,5;   2) ctgx = 1,5, ctgy = −0,5.
Òîping: 1) tg(x − y);   2) tg(x + y);   3) ctg(x − y);   4) ctg(x + y).

1.80. Bårilgàn: 1
3

tgα = ,  4
5

ctgβ = ,  tg 1γ = . Hisîblàng:

1) tg(α + β + γ);    2) ctg(α + β + γ);    3) tg(α + β − γ).
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1.81. Hisîblàng: 1) tg26 tg34

1 tg26 tg34

+

−

 

  ;   2) 
ñtg ctg

ctg ctg

π π

π π
5

9
20

1

5
9
20

+

−
.

1.82. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( )tg
tg
tg

π
4

1
1− =

−
+x

x
x ;    2) ( )ctg

ctg
ctg

π
4

1
1

− = −
+

x
x
x

;  3) ctg2
ctg

ctg

2

α α
α

= −1
2

;

4) 
( ) ( )
( ) ( )

ctg ctg

ctg ctg

π α π α

π α π α

3 3 1

3 3

3
3

+ ⋅ − −

+ + −
= − ;     5) 

( )tg1
tg tgctg ctg 1

1
α+β

α+ βα ⋅ β −
− = −

1.83. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 
ctg( ) ctg
ctg ctg( )

α β β
β α β

− ⋅ −
+ −

1
; 2) 

tg( ) tg
1+tg( ) tg

α β α
α β α
− −

− ⋅ ;

3) 
tg5 tg2

1 tg5 tg2
x x

x x
−

+ ⋅ ; 4) 
ctg5 ctg
ctg5 ctg

x x
x x
⋅ +
−

4 1
4 .

1.84. Ikki egri chiziq îràsidàgi burchàk shu chiziqlàrning kåsi-
shish (umumiy) nuqtàsidàn o‘tkàzilgàn ikki urinmà îràsidàgi
burchàkkà tång. Quyidà ko‘rsàtilgàn funksiyalàr gràfiklàri
îràsidàgi burchàk tàngånsini tîping:

1) y = x2 và y x= ;    2) y
x

=
+

6
12
 và y = x2;

3) y = 3x2 + 4x − 6 và y = x2 + x + 3;     4) y = x2 và y
x

= − 2 .

1.85. ABC uchburchàkdà tgA : tgB : tgC = 1 : 2 : 3. Shu
burchàklàrning tàngånslàri và sinuslàrini tîping.

3. Kåltirish fîrmulàlàri. Îldingi bàndlàrdà π − α, π + α, π α
2

− ,
π α
2

+  burchàklàr sinusi, kîsinusi, tàngånsi, kîtàngånsi uchun

fîrmulàlàr chiqàrilgàn edi. Ulàrdàn hàmdà ikki burchàk yig‘indisi

và àyirmàsi fîrmulàlàridàn fîydàlànib, 3
2
π α± , 2π ± α burchàklàr

uchun fîrmulàlàrni chiqàrà îlàmiz. Bu fîrmulàlàr bir burchàk
funksiyasini bîshqà burchàk funksiyalàri îrqàli ifîdàlàshgà,
õususàn, o‘tmàs burchàk funksiyalàrini o‘tkir burchàk funksiya-
làrigà kåltirishgà imkîn båràdi. Ìàsàlàn,

( ) ( )3
2 2

cos cos ( ) sin( ) sinππ + α = + π + α = − π + α = α .      (1)

Shu kàbi,
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( )sin cos3
2

π α α+ = − ;                                       (2)

( ) ( )
( )tg ctg3

2

3
2
3
2

π α α
π α

π α
α

α+ = = = −
+

+
−sin

cos
cos
sin ;                          (3)

 ( )ctg tg3
2

π α α+ = − .                                            (4)

 Kåltirish fîrmulàlàri ko‘p, ulàrni esdà sàqlàsh màqsàdidà
ushbu mnåmînik qîidàdàn hàm fîydàlànàmiz (yunînchà
mnåmonikon – ko‘p qîidàlàr màjmuàsini yoddà sàqlàshni
yengillàshtiruvchi usul):

1) àgàr àrgumånt 2π ± α ko‘rinishdà bo‘lsà, trigînîmåtrik
funksiyaning nîmi o‘zgàrmàydi;

2) àgàr àrgumånt π α
2

± , 3
2
π α±  ko‘rinishdà bo‘lsà, funksiya-

ning nîmi o‘zgàràdi (sinus kîsinusgà và àksinchà, tàngåns
kîtàngånsgà và àksinchà);

3) bårilgàn trigînîmåtrik funksiya àrgumånti qàysi chîràkdà
yotgàn bo‘lsà, funksiyaning o‘shà chîràkdàgi ishîràsi izlànàyotgàn
funksiya îldigà qo‘yilàdi.

Kåltirish fîrmulàlàrini quyidàgi jàdvàl ko‘rinishidà umum-
làshtiràmiz:

π α
2

−  π α
2

+  π − α π + α  3
2
π α− 3

2
π α+ 2π − α 2π + α

sinα cosα cosα  sinα −sinα −cosα  −cosα −sinα sinα

cosα sinα  −sinα −cosα −cosα −sinα sinα cosα cosα

tgα ctgα  −ctgα  −tgα tgα ctgα −ctgα −tgα tgα

ctgα tgα  −tgα  −ctgα ctgα tgα −tgα −ctgα ctgα

Ì i s î l .  à) cos(15π + α); b) tg(π + α) ifîdàlàrni o‘tkir

burchàk trigînîmåtrik funksiya ko‘rinishigà kåltiràmiz, 0
2

< <α π .
Y e c h i s h .  a) cos( 7•2π + π + α) = cos(π + α). Bundà π + α

burchàk, dåmàk, 15π + α burchàk hàm, uchinchi chîràkkà
qàràshli. Bu chîràkdà kîsinusning ishîràsi mànfiy, hîsil
bo‘làdigàn funksiyaning nîmi kîsinusligichà qîlàdi. Dåmàk,
cos(15π + α) = − cosα;

b) uchinchi chîràkdà tàngåns musbàt. Nàtijàdà tg(π + α) = tgα
hîsil bo‘làdi.
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Ì à s h q l à r

1.86. Bir nåchà kåltirish fîrmulàsini gåîmåtrik usuldà isbît-
làng.

1.87. Ifîdàning qiymàtini tîping:
1 ) sin1080°; 2) cos1080°; 3) tg1080°;

4) ctg1080°; 5) 1080° li yoy sàhmini; 6) ( )5
6

sin 7 π ;

7) ( )49
6cos − π ;         8) ( )29

8tg − π ;                       9) ( )32
3

ctg − π .

1.88. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) ( ) ( ) ( ) ( )55 51 73 101
3 4 3 4sin cos sin cosπ π π π− − ;     2) 

tg tg

ctg ctg

−











− 











32
3

47
4

1 17
6

21
4

π π

π π
.

1.89. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) 
( ) ( )

( ) ( )
2

2

52 sin cos 16 1 tg ( )2
5 7 1 tg ( )cos( ) 2 cos cos
2 2

π+α π+β + π+α+β
π π − π−α+βα−β + +α +β

= ;

2) 
sin cos

(cos( ) sin )
(sin( ) cos( ))

9
2

11
2

2 4
1
2

5 9

π α π α

π α α
π α π α

+



 + +





+ +
⋅ + + − = − ;

3) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

197sin 11 cos tg
2 2

19 15cos cos tg( 11 )
2 2

ctg
x x x

x x x
x

πππ− + −

π π− − − π
= − .

4. Ikkilàngàn và uchlàngàn àrgumåntning trigînîmåtrik
funksiyalàri. Àgàr α + β burchàk trigînîmåtrik funksiyalàri
fîrmulàlàridà α = β dåyilsà, 2α burchàk trigînîmåtrik funksiyalàri
fîrmulàlàri hîsil qilinàdi. Ulàr 2α àrgumånt funksiyasini α
àrgumånt funksiyasi îrqàli ifîdàlàshgà imkîn båràdi:

sin2α = 2sinαcosα;      (1)                cos2α = cos2α − sin2α;      (2)

2
2tg

1 tg
tg2 α

− α
α = ;                 (3)                            

2ctg 1
2ctg

ctg2 α−
αα = .          (4)

Àksinchà, α àrgumånt funksiyasini 2α funksiyasi îrqàli hàm
bårish mumkin. Chunînchi, 1 = sin2α + cos2α àyniyat và (2)
fîrmulà bo‘yichà 1 + cos2α = 2cos2α và 1 − cos2α = 2sin2α yoki
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cos2α = 2cos2α − 1                                       (5)
và

cos2α = 1 − 2sin2α                                         (6)
hosil qilinàdi. (5) và (6) fîrmulàlàrni quyidàgi ko‘rinishdà hàm
yozish mumkin:

2 1 cos2
2cos + αα = ;                                            (7)

2 1 cos2
2sin − αα = .                                              (8)

Àgàr cosα ≠ 0 bo‘lsà, (1) tånglikning o‘ng qismini sin2α +
+cos2α gà, ya’ni 1 gà, so‘ng suràt và màõràjni cos2α gà bo‘lsàk,
quyidàgini hîsil qilàmiz:

2

2 2 2 2

2

sin cos2
2 sin cos cos
sin cos sin cos

cos

sin2 a

a

α α⋅
α α

α+ α α+ α
α = = ,

bundàn:

2
2tg

1+tg
sin2 α

α
α = .                                                 (9)

Shu kàbi:

2

2
1 tg

1+tg
cos 0 äà cos2 − α

α
α ≠ α = .                       (10)

Shuningdåk, 1
tg2ctg2 αα =  và (3) fîrmulà bo‘yichà:

21 tg
2tg 2ctg2 , ,  ka k Z− α π

αα = ≠ ∈ .                   (11)

Uchlàngàn àrgumånt 3α ning trigînîmåtrik funksiyalàrini
yuqîridà tîpilgàn fîrmulàlàrdàn fîydàlànib tîpish mumkin.
Ìàsàlàn,

sin3α = sin(2α + α) = sin2αcosα + cos2αsinα =

 = 2sinαcos2α + (1 − 2sin2α)sinα = sinα(2(cos2α − sin2α) + 1) =

 = sinα(2(1 − 2sin2α) + 1) = sinα(3 − 4sin2α),

sin3α = sinα(3 − 4sin2α).                           (12)

Shu kàbi: cos3α = cosα(4cos2α − 3).
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Ì à s h q l à r

1.90. sinα = −0,83, π α π< < 3
2

 bo‘yichà sin2α, cos2α, tg2α ni

tîping.
1.91. cosα = −0,4, sinα < 0 bo‘yichà sin2α, cos2α, tg2α ni

tîping.

1.92. tgα = −3 bo‘yichà ctg2α ni tîping.

1.93. Àgàr 0 < <α π
2
 bo‘lsà, sin2α < 2sinα bo‘lishini isbît qiling.

1.94. ctgα = −1,2, π α π
2

< <  bo‘yichà sin3α, cos3α, cos4α, tg4α
ni tîping.

1.95. Àgàr tgα = 0,3, tgβ = 0,4 bo‘lsà, tg(2α − β) ni tîping.
1.96. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( )
2cos 2 1 cos 1

25cos 2
2

ctgt t

t
t

π
+ −

+
= − ; 2) 2 2 4

2 2
sin sin

sin
t t

t t
t−

+
=

sin4
tg2 ;

3) sin
cos

2 2
2 2t t

t
t

+ =tg
tg2

; 4) 1 2 22− = −cos t

t
t t

1
2
sin4

tg2 ctg ;

5) cos
sin

t t
t

t
+ = +ctg

ctg
1 2 ; 6) ( ) ( )

2 1

4 4

2

2
1cos

sin

t

t t

−

− −
=

2ctg π π ;

7) 1 + = +
cos

sin
t

t t
t
tg

tg
; 8) ( )

2 4 1 2

2
2

2

8
sin ( )

sin
t t

t
t

−

+
=tg

1+ctg2 π ;

9) cos cos cos
sin sin sin

2 5 3 4
2 5 3 4

3t t t
t t t

t+ +
+ +

= ctg ;      10) tg55°tg65°tg75° = tg85°.

1.97. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 2 3 4 5 6 7
15 15 15 15 15 15 15

cos cos cos cos cos cos cosπ π π π π π π ;

2) ( ) ( )2 2 2 25 11
2 2

sin cos sin (5 )sin cos (5 )cosπ πα − α − π−α α − π−α + α ;

3) ( ) ( )
2 sin(17 )13

2 15sin tg sin( )
2

2ctg 2 π−απ
π +α + α −α

− α + ;

4) 2 2
3 32 2
cos sin

sin sin cos
α α

α α α
−

− +
; 5) sin cos sin cos

cos

4 4

2
2 2 2 2 2

2 2 1
t t t t

t
+ −

−
;
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6) 1 + 2cos2α + 2cos4α + 2cos6α;

7) ( ) ( )7 172 2
2 2

cos tg(5 ) sinπ π− α + απ − α + ;    8) 
( )(1 tg2 ) cos 2
4

1 tg2

π+ α + α

− α
.

5. Yarim àrgumåntning trigînîmåtrik funksiyalàri. Bu fîrmu-

làlàr îldingi bànddà bårilgàn (4)–(11) fîrmulàlàrdàgi α o‘rnigà α
2

ni qo‘yish îrqàli hîsil qilinàdi. Jumlàdàn,(7),(8) fîrmulàlàr bo‘-

yichà 2 1 cos
2 2

cos ,α + α=  2 1 cos
2 2

sin α − α=   yoki

1 cos
2 2

cos α + α= ;                                             (1)

1 cos
2 2

sin α − α= .                                               (2)

Àgàr (2) tånglik (1) gà hàdmà-hàd bo‘linsà:

1 cos
2 1 cos

tg α − α
+ α

=                                                (3)

tånglik hîsil bo‘làdi. 1
tg

ctg
α

α =  bo‘lgàni uchun

ctg α α
α2

1
1

= +
−
cos
cos

.                                               (4)

tånglik hàm o‘rinlidir.
(1)–(4) fîrmulàlàr trigînîmåtrik funksiyalàr qiymàtlàrining

mîdulini tîpishgà imkîn båràdi. Ulàrning ishîràlàri esà α
2

àrgumåntning qàysi chîràkkà tågishli ekànigà bîg‘liq.

Ì i s î l .  5
3 2

sin ,  πα = ≤ α ≤ π  ekàni mà’lum. 
2 2

sin ,  cos ,α α

2
tg α  ni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Shàrtdàn fîydàlànib π α π
4 2 2

≤ ≤  bo‘lishini àniq-
làymiz. Bu îràliqdà bàrchà trigînîmåtrik funksiyalàr musbàt.
Yuqîridà tîpilgàn fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. Îldin cosα ni
tîpàylik:

2 5 2
9 3

cos 1 sin 1α = − α = − − = − .

U hîldà:

( ) ( )2 21 1
3 31 5

2 2 2 2 266
cos ,  sin ,  tg 5

+ − − −
α α α= = = = = .
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Yarim àrgumåntning tàngånsi uchun yanà bir fîrmulà hîsil

qilish màqsàdidà tg α
α

α2
2

2

=
sin

cos
 tånglikning o‘ng qismidàgi kàsr

suràt và màõràjini 2sin α
2

 gà ko‘pàytiràmiz:

( )
tg α

α

α α

α

α
α

α2

2
2

2
2 2

2 1
2

2
2

1
2

= = =
⋅ −

⋅

−
sin

cos sin

cos

sin

cos
sin ,

tg α α
α2

1= −cos
sin

.                                                  (5)

Àgàr suràt và màõràj 2cos α
2

 gà ko‘pàytirilsà,

tg α α
α2 1

=
+
sin
cos

.                                    (6)

(5) và (6) fîrmulàlàr bo‘yichà:

ctg α α
α

α
α2 1

1= =
−

+sin
cos

cos
sin

.                                         (7)

M à s h q l à r

1.98. Bårilgàn: 1) α π=
6

; 2) 
4
πα = ; 3) cosα = −0,4, 

2
π < α < π ;

4) ctgα = 4, 3
2

π < α < π ;    5) sinα = 0,8; 450° < α < 540°.

Òîping:  
2 2 2

sin ;   cos ;   tgα α α .

1.99. sin15°, cos15°, sin18°, cos18°, sin12°, cos12° làr
hisîblànsin.

1.100. Ifîdàlàrni sîddàlàshtiring:

1) 1 6
2

−cos α ; 2) 1 10+ cos x ; 3) 2 2

2
cos cosα α− ;

4) 1 4
4

+cos
sin

α
α

; 5) 
( )
( )

sin

sin

7
2 1

5
2 1

π α

π α

− +

+ +
.

1.101. Àyniyatlàrni isbît qiling:

1) ( ) ( )2

2 4 2
1 cos 2 cosπ π α− + α = − ;
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2) ( ) ( )25
2 4 2

1 cos 2 sinπ π α+ + α = − ; 3) 
( )

( )
tg ctg

2 2

tg ctg
2 2

cos
α απ− −

α α+ π−
= − α ;

4) ( )tg ctg ctgπ αα α− + =
2 2

2 ;    5) 4 4 3 cos 4
4

sin cos + αα + α = ;

6) cos4α − sin4α = cos2α.

6. Òrigînîmåtrik funksiyalàrni yarim àrgumånt tàngånsi îrqàli

ifîdàlàsh. sinα và cosα ni 
2

tg α  îrqàli ifîdàlàshdà sin α =

2 2
2 sin cosα α= ⋅ , 2 2

2 2
cos cos sinα αα = −  và 2 2

2 2
sin cos 1α α+ =

fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. 
2 2

2 sin cos
2 2

cos sin
2 2

sin
α α⋅

α α+
α =  tånglikkà egà-

miz. Bu tånglikdàgi kàsrning suràt và màõràjini 2

2
cos 0α ≠  gà

bo‘lib,

2

2 tg
2

1 tg
2

sin
α

α+
α =                                                  (1)

tånglikni hîsil qilàmiz. Õuddi shu kàbi, 
2 2

2 2

cos sin
2 2

cos sin
2 2

cos
α α−

α α+
α =  tång-

lik yordàmidà quyidàgi tånglik hîsil qilinàdi:
2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos
α−

α+
α = .                                                (2)

tgα và ctgα ni tg α
2

 îrqàli ifîdàlàsh uchun (1) ni (2) gà và
àksinchà, (2) ni (1) gà hàdmà-hàd bo‘lish yetàrli. Nàtijàdà
quyidàgi tångliklàrgà egà bo‘làmiz:

2

2 tg
2

1 tg
2

tg
α

α−
α = ,                                             (3)

21 tg
2

2 tg
2

ctg
α−

α
α = .                                                (4)

Ì i s î l .  Àgàr 2
2 3

tg α = −  bo‘lsà, 2 3+
−

cos α
α4 5sin

 ni hisîblàng.



47

Y e c h i s h .  (1) và (2) fîrmulàlàrgà ko‘rà,

( )
( )2

2 42 1
3 912 5

13 4 132 11 93

sin ,    cos
⋅ − −

++ −

α = = − α = =
.

Bundàn  

152
2 3cos 13 41
4 5 sin 112604

13

+
+ α
− α +

= = .

Ì à s h q l à r

1.102. Ifîdàni sîddàlàshtiring:

1) 
tg

tg2

α α
α

⋅
+
cos 2

1
; 2) cos2 tg

tg

2

2

α α α
α

− ⋅
+
cos 2

1
.

1.103. 1
2 2

tg x =  bo‘lsà, sinx, cosx, tgx, ctgx ni tîping.

1.104. 1
5

sin cosx x+ =  bo‘lsà, 
2

tg x  ni tîping.

1.105. Àyniyatni isbîtlàng:

1) 
1 tg

cos 2
1-sin 1 tg

2

α+
α
α α−

= ;  2) 
ctg 1

cos 2
1 sin ctg 1

2

α −
α

+ α α +
= ;

3) 

2
tg 1

1 sin2
1 sintg 1

2

α +
+ α

α − α−

 
  =
 
 

;  4) 1 sin cos
1 sin cos 2

ctg+ α+ α α
+ α− α

= ;

  5) ( )22
2 2

cos 1 tg 1 sinα α+ = + α ;          6) ( )22
2 2

sin ctg 1 1 sinα α − = − α .

7. Òrigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisini ko‘pàytmàgà và
ko‘pàytmàsini yig‘indigà àylàntirish. Ikki burchàk yig‘indisi và
àyirmàsi sinusi munîsàbàtlàrini hàdmà-hàd qo‘shàylik:

sin(  + ) = sin cos  + cos sin

sin(  – ) = sin cos  – cos sin  

α β α β α β

α β α β α β 
sin(  + ) + sin(  - ) = 2sin cos , α β α β α β

bundàn:
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( )1
2

sin cos sin( ) sin( )α β = α + β + α − β .                        (1)

Shu kàbi ikki burchàk kîsinusi yig‘indisi và àyirmàsi munîsà-
bàtlàrini hàdmà-hàd qo‘shsàk và àyirsàk, quyidàgi fîrmulàlàr
hîsil bo‘làdi:

( )1
2

cos cos cos( ) cos( )α β = α + β + α − β ,                   (2)

( )1
2

sin sin cos( ) cos( )α β = α − β − α + β .                       (3)

Òrigînîmåtrik funksiyalàr ko‘pàytmàsini yig‘indi yoki àyirmà
ko‘rinishigà kåltirish màqsàdidà α + β = u, α − β = v dåb îlàmiz.

Bulàrdàn 
2 2

,  u u+ −α = β =v v  làrni tîpib, (1) fîrmulàgà qo‘ysàk,
nàtijàdà:

2 2
sin sin 2 sin cosu uu + −+ = v vv .                               (4)

(4) fîrmulàdà v ni −v gà àlmàshtirsàk,

2 2
sin sin 2 sin cosu uu − +− = v vv .                                (5)

(2) và (3) fîrmulàlàr bo‘yichà quyidàgi tångliklàr hîsil
bo‘làdi:

2 2
cos cos 2 cos cosu uu + −+ = v vv ,                                (6)

2 2
cos cos 2 sin sinu uu + −− = − v vv .                                    (7)

1 - m i s î l .  cos45° + cos15° ni hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  (6) fîrmulà bo‘yichà:

45 15 45 15
2 2

3 31
2 2 2

cos 45 cos15 2 cos cos

2 cos 60 cos30 2 .

+ −+ = =

= = ⋅ ⋅ =

o o o oo o

o o

Òàngåns và kîtàngånsgà tààlluqli fîrmulàlàrni chiqàràylik:
sin( )sin sin sin cos cos sin

cos cos cos cos cos cos
tg tg uu u u

u u u
u

+++ = + = = vv v v
v v v

v ,

bundàn
sin( )
cos cos 2

tg tg ,  ,  ,  u
u

u u k k Z
+ π+ = ≠ + π ∈v

v
v v .             (8)

Quyidàgi fîrmulàlàr hàm shu tàrtibdà kåltirib chiqàrilàdi:
sin( )
cos cos 2

tg tg ,  ,  ,  
u

u
u u k k Z

− π− = ≠ + π ∈v
v

v v ,             (9)
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ctg ctg    u u k k Z
u

u
+ = ≠ ∈+

v v
v
v

sin( )
sin sin

, , ,π ,              (10)

ctg ctg    u u k k Z
u

u
− = ≠ ∈−v v

v
v

sin( )
sin sin

, , ,π .               (11)

2 − m i s î l .  Àgàr u + v + w = π bo‘lsà, ctgu + ctgv − tgw =
= −ctgu ctgv tgw bo‘lishini isbît qilàmiz.

Y e c h i s h .
ctgu + ctg v − tgw = ctgu + ctgv − tg(π − (u + v)) = ctgu + ctgv + tg(u + v) =
sin( ) sin( ) sin( )(cos( ) sin sin ) sin( )cos cos
sin sin cos( ) sin sin cos( ) sin sin cos( )

u u u u u u u
u u u u u u

+ + + + + +
+ + += + = = =v v v v v v v

v v v v v v

ctg ctg tg( ) ctg ctg tg( ) ctg ctg tgu u u w u w= + = π − = −v v v v

Ì à s h q l à r

1.106. Òrigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisi ko‘rinishidà
yozing:

1) 2sin22°cos12°; 2) sinxsin(x − 1);

3) 4sin35°cos25°sin15°; 4) 8cos3°cos6°cos12°cos24°.

1.107. Hisîblàng:
1) cos80°cos40°cos20°;   2) tg35°tg55°.

3) 2cos80 cos20

sin10

−


 
;   4) cos20°cos40°cos80°;

5) cos9°cos27°cos63°cos81°;   6) sin20°sin40°sin60°sin80°.

1.108. Ko‘pàytmà yoki ko‘pàytmàlàr ko‘rinishidà tàsvirlàng:

1) cos43° + cos37°; 2) sin76° − sin26°;
3) sin57° − cos64°; 4) sin18° + cos15°;

5) 5 7
sin cosπ π− ; 6) cos6x + cos4x;

7) cos2α − cos2β; 8) cosα − cosβ;
9) ctg2α − ctg2β; 10) cosx + cos3x + cos5x + cos7x;
11) sinx + sin2x + sin3x + sin4x ;
12) sin20° + sin10° + sin30°;

13) 2
cos cos sin α+βα + β + ;       14) sin2x − cosx − sin5x;

15) ( ) ( )10 10
cos cos sinx x xπ π+ − − − ;

4 Àlgebra, II qism
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16) sin(5α + β) + sin(3α + β) + sin2α;

17) 2
ctg cos ctg cos ,  0 πα + α + α − α < α < ;

18) 1 − ctgα; 19) 1 + ctgα;
20) 1 − tgα; 21) 1 − sin(π − x) + cos(π − x);

22) ctgα + ctg2α − tg3α.

1.109. Àyniyatni isbît qiling:

1) 
sin( ) sin( )
sin( ) sin( )

ctg ctg
t s t s
t s t s

t s
+ − −
+ + −

= ;

2) 2
2

2(1 sin sin cos cos ) 4 cos t st s t s −+ + = .

3) (sin3t + sin5t)2 + (cos3t + cos5t)2 = 4cos2t;

4) tg20° + tg40° + tg80° − tg60° = 8cos50°;

5) 6 4 2 1
3

ctg 20 9ctg 20 11ctg 20− + =o o o ;

6) cos 9°cos 27°cos 63°cos 81° + cos 12°cos 24°cos 48°cos 96° = 0;

7) 

( 1)
sin sin

2 2

sin
2

sin sin 2 sin 3 ... sin

nn

n

+ αα

α
α + α + α + + α = ;

8) 

( 1)
sin cos

2 2

sin
2

cos cos 2 cos 3 ... cos

nn

n

+ αα

α
α + α + α + + α = ;

9) Àgàr sinα + sinβ = 2sin(α + β) và α β π+ ≠
2

k  bo‘lsà,

1
2 2 3

tg tg βα + =  bo‘làdi;

 10) Àgàr x
2

0 π≤ ≤  bo‘lsà, 
2

1 sin 1 sin 2 sin xx x+ − − =

bo‘làdi.
1.110. Yig‘indini hisîblàng:

1) cosα + 2cos2α + 3cos3α + ... + n cosnα;

2) 1 1 1
cos cos 2 cos 2 cos 3 cos 9 cos10

...
α α α α α α

+ + + ;

3) sinα − sin2α + sin3α − ... + (−1)n sin n α.
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8. Gàrmînik tåbrànishlàrni qo‘shish. 1) y = A sin(ωt + α)
gàrmînik tåbrànishni ikki gàrmînik tåbrànish yig‘indisi ko‘ri-
nishidà yozishdà sin(x + z) = sinxcosz + cosõsinz fîrmulàdàn
fîydàlànàmiz:

y = A sin(ωt + α) = A cosαsinωt + A sinαcosωt,
bungà C1 = À cosα, C2 = A sinα bålgilàsh kiritsàk:

y = Asin(ωt + α) = C1sinωt + C2cosωt,  
2 2
1 2A C C= + ;        (1)

2) ikkità gàrmînik tåbrànishning 1 2sin cosC t C tω + ω  yig‘in-

disini ( )1 2sin cos
C C
A A

A t tω + ω  ko‘rinishdà yozib îlàylik. ( )21C
A

+

( )22 1C
A

+ =   bo‘lgàni uchun 1 2cos ,  sin
C C
A A

= α = α  tångliklàr

o‘rinli bo‘làdigàn  α∈[0; 2π] sîn màvjuddir.

Bu yerdàn ikkità gàrmînik tåbrànishning 1 2sin cosC t C tω + ω
yig‘indisini 1 2sin cos sin( )C t C t A tω + ω = ω + α  ko‘rinishdà yozish
mumkinligi và gàrmînik tåbrànishlàrning yig‘indisi hàm gàrmînik
tåbrànish bo‘lishini ko‘ràmiz;

3) bir õil ω chàstîtàli ikki C1sinωt + C2 cosωt và a sinωt +
+b cosωt gàrmînik tåbrànish yig‘indisi (C1 + a)sinωt + (C2 +
+b)cosωt bo‘làdi, bundà ω − yig‘indining chàstîtàsi, À −

àmplitudàsi, 2 2
1 2( ) ( )A C a C b= + + + .

Yig‘indining àmplitudàsi và bîshlàng‘ich fàzàsini qo‘shiluvchi
tåbrànishlàr àmplitudàlàri và bîshlàng‘ich fàzàlàri îrqàli ifîdà-
làylik:

C1 = A1cosα1, C2 = A2cosα2, a = A2cosα2, b = A2sinα2 bo‘lsin. U
hîldà:

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2 22 1 2

2 2
1 2 1 21 2

( ) ( ) ( cos cos )

( sin sin ) cos 2 cos cos

cos sin 2 sin sin sin

2 cos( )           (2)

A C a C b A A

A A A A A

A A A A A

A A A A

= + + + = α + α +

+ α + α = α + α α +

+ α + α + α α + α =

= + α − α +

Yig‘indi tåbrànishning α bîshlàng‘ich fàzàsi quyidàgi tånglik-
làrdàn biri bo‘yichà tîpilàdi:

( )1
1 1 2 2

1cos cos cos
C a

A A
A A

+
α = = α + α ,                 (3)
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( )sin sin sinα α α= = +
+C b

A A
A A2

1 1 2 2
1 ,                    (4)

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
cos cos

tg
A A

A A

α + α
α + α

α = .                                          (5)

Hàr õil chàstîtàli gàrmînik tåbrànishlàrni qo‘shish màsàlàlàri
îliy màtåmàtikà kurslàridà qàràlàdi.

Ì i s î l . 5 sin 9 75 cos 9y x x= +  funksiyaning eng kàttà và
eng kichik qiymàtlàrini tîping.

Y e c h i s h . Funksiyani sin( )y A t= ω + α  ko‘rinishdà tàsvir-
làymiz:

( )

2 2

2 2 2 2

5 75

5 ( 75 ) 5 ( 75 )

31
2 2 3

5 ( 75) sin 9 cos 9

10 sin 9 cos 9 10 sin 9 .

y x x

x x x

+ +

π

 
 = + ⋅ + =
 
 

 = ⋅ + = + 
 

Bu yerdàn, ( )3
10 10 sin 9 10x π− ≤ + ≤  tångsizlikkà egà bo‘làmiz.

( )7
27

10y π = − , ( )54
10y π =  tångliklàr o‘rinli và bàrchà x∈R làrdà

10 ( ) 10y x− ≤ ≤   bo‘lgàni uchun y(x) funksiyaning eng kichik
qiymàti −10 gà, eng kàttà qiymàti esà 10 gà tång bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

1.111. Ifîdàlàrni A sin(ωt + α) ko‘rinishgà kåltiring:

1) 3sin5t + 4cos5t;                   2) ( ) ( )6 6
11sin 3 23 cos 3t tπ π− + − ;

3) ( ) ( )3 3
12 sin 2 5cos 2t tπ π+ + + .

1.112. Quyidà bårilgàn funksiyalàrning eng kàttà và eng ki-
chik qiymàtlàrini tîping:

1) 60sin3x − 11cos3x;   2) −12sin4x + 5cos4x;

3) 2 sin 5 cosx x+ ;    4) ( ) ( )4 4
4 sin 3 3cos 3x xπ π− − − .

1.113. Gàrmînik tåbrànishlàr yig‘indisini tîping:

1) y = 4sin3t  và ( )3
5 sin 3y t π= − ;

2) ( )4
6 sin 2y t π= +  và ( )4

sin 2y t π= − ;
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3) ( )3
2 sin 5y t π= −    và

( )3
5 sin 5y t π= + ;

4) y = 3sin 6t  và ( )6
2 sin 6y t π= − .

1.114. O‘zgàruvchàn tîk tàrmî-
g‘idà I tîk kuchi và t vàqt îràsidàgi
bîg‘lànish I = Imsin(ωt + ϕ) îrqàli
bårilàdi, bundà Im – tîk kuchining
àmplitudàviy qiymàti, ω – tåb-
rànishning dîimiy chàstîtàsi, ϕ –
tîk kuchi bilàn kuchlànishning fàzàviy fàrqi. Àgàr Im = 3, ω = 600,
ϕ = 1,2 bo‘lsà, bîshlàng‘ich fàzàdàgi tîk kuchining màksimàl
qiymàtini và såkundigà dàvrlàr sînini tîping.

1.115. Bîshlàng‘ich t0 vàqt mîmåntidà R = |OM | ràdiusli
àylànàdàgi Ì nuqtà o‘zi turgàn qism àylànà bo‘ylàb ω burchàk
tåzlik bilàn hàràkàt qilmîqdà (I.38-ràsm). U t vàqtdà
ϕ = ∠ÌÎÌ1 burchàkkà burilgàn, ϕ = ωt và Ì1(x; y) nuqtàgà
yetgàn. Hàràkàt dàvîmidà OX o‘qidàgi x nuqtà MN diàmåtr
bo‘yichà, OY o‘qidàgi y nuqtà KL diàmåtr bo‘yichà bîrib-
qàytàdi và bu hàràkàt gàrmînik tåbrànish qînuniyati bo‘yichà
o‘tàdi.

1) Kîîrdinàtàlàri shàkli o‘zgàruvchàn to‘g‘ri burchàkli uch-
burchàk OxM1 ning kàtåtlàri ekànidàn fîydàlànib, x và y
nuqtàlàrning gàrmînik tåbrànishlàri tånglàmàlàrini tuzing;

2) bundày tånglàmàlàrni ϕ0 ≠ 0 và burilish burchàgi ϕ + ϕ0 gà
tång bo‘lgàn hîl uchun hàm tuzing;

3) R = 10 sm, ϕ0 = 0, ϕ = 30°; 60°; 90°; 180°; 270°; 450° dà
jism qànchàgà siljiydi?

4) ω = 2π/T và t = 10 s bo‘lsà, bir to‘liq tåbrànish uchun kåtà-
digàn Ò vàqtni hisîblàng, ϕ ning qiymàtlàrini 3- sàvîldàn îling.

4- §. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr

và tångsizliklàr

Nîmà’lum sîn fàqàt trigînîmåtrik funksiyalàrning àrgumånti
sifàtidà qàtnàshgàn tånglàmà (tångsizlik) trigînîmåtrik tånglàmà
(trigînîmåtrik tångsizlik) dåyilàdi.

Ì
X

N

Y
K

L

O ϕ
x

I.38-rasm.

Ì
1

y
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sinα = m, cosα = m, tgα = m, ctgα = m ko‘rinishdàgi
tånglàmàlàr eng sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrdir. Bu
tånglàmàlàrdà tånglik bålgisi tångsizlik bålgisi bilàn àlmàshtirilsà,
eng soddà trigînîmåtrik tångsizliklàr hîsil bo‘làdi.

Îdàtdà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni (tångsizliklàrni) yechish
bittà yoki bir nåchtà eng sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni
(tångsizliklàrni) yechishgà kåltirilàdi.

1. sinα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmà. Àrksinus. sinα = m
tånglàmàni yechish birlik àylànàdàgi shundày B(α) nuqtàni
tîpishdàn ibîràtki, uning y = sinα îrdinàtàsi m gà tång bo‘lishi
kåràk. Buning uchun gîrizîntàl diàmåtrgà pàràllål bo‘lgàn y = m
to‘g‘ri chiziq bilàn birlik àylànàning kåsishish nuqtàlàrini tîpish
kåràk. Uch hîl bo‘lishi mumkin:

à) àgàr |m| > 1 bo‘lsà, y = m to‘g‘ri chiziq àylànàni kåsmày,
undàn yuqîri yoki quyidàn o‘tàdi (I.39-à ràsm). Dåmàk, bu
hîldà tånglàmà yechimgà egà emàs;

b) àgàr |m| = 1 bo‘lsà, to‘g‘ri chiziq àylànàgà yo yuqîridàgi

( )1 2
B π  nuqtàdà yoki quyidàgi ( )2 2

B π−  nuqtàdà urinib o‘tàdi

(I.39-b ràsm). Bu hîldà tånglàmà yagînà ildizgà egà: 
2
πα =  yoki

2
πα = − . Àgàr funksiyaning Ò = 2π àsîsiy dàvri hàm e’tibîrgà

îlinsà, yechimni 
2

2 ,  k k Zπα = + π ∈  ( )2
2 ,  k k Zπα = − + π ∈

ko‘rinishdà yozish mumkin;
d) |m| < 1 bo‘lsà, y = m to‘g‘ri chiziq àylànàni  B1(α0) và

B2(π − α0) nuqtàlàrdà kåsàdi(1.39-d ràsm). Dåmàk, tånglà-
màning yechimi shu nuqtàlàrning kîîrdinàtàlàri bo‘lgàn bàrchà
sînlàr to‘plàmlàrining birlàshmàsi bo‘làdi:

Y

O       A      X

| m | > 1
Y

O       A      X

B
1

B
2

| m | = 1

Y

O       A      X

B
1

B
2

| m | < 1

α
0

π−α
0

              à)                                   b)                                 d)

I.39-rasm.

D
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{α0 + 2kπ, k∈Z}∪{π − α0 + 2kπ, k∈Z}.

Yechimni x = α0 + 2kπ, k∈Z; x = π − α0 + 2kπ, k∈Z
ko‘rinishdà hàm yozish mumkin.

Yechimning gåîmåtrik tàhlilidà y  = m to‘g‘ri chiziq bilàn
sinusîidàning kåsishish nuqtàsi hàqidà hàm gàpirilishi mumkin.

1 - m i s î l .  3
2

sin α =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  3
2

y =  (y < 1) to‘g‘ri chiziq kîîrdinàtàli àylànàni

( )1 3
B π  và ( )2

2
3

B π  nuqtàlàrdà kåsàdi (I.39-d ràsm). B1 nuqtà

bàrchà 
3

2 ,kπ + π  k Z∈  sînlàr to‘plàmigà, B2 nuqtà esà bàrchà

2
3

2 ,  k k Zπ + π ∈  ko‘rinishdàgi sînlàr to‘plàmigà mîs. Bàrchà

yechimlàr to‘plàmini 
3

2 ,  ;k k Zπα = + π ∈  2
3

2 ,  k k Zπα = + π ∈

yoki { }3
2 ,  k k Zπ + π ∈ ∪  { }2

3
2 ,  k k Zπ + π ∈  ko‘rinishdà yozish

mumkin.

2 - m i s î l .  à) sinα = 1; b) sinα = −1; d) sinα = 0
tånglàmàlàrni yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) Kîîrdinàtàli àylànàdà fàqàt bittà ( )1 2
B π

nuqtàning îrdinàtàsi 1 gà tång (I.39-b ràsm). Y e c h i m :

α ππ= + ∈
2

2 k k Z,  ;

b) ( )2 22
(0;  1)B Bπ− = −  nuqtà bo‘yichà 

2
2 , k k Zπα = − + π ∈ ;

d) îrdinàtàsi 0 bo‘lgàn nuqtà ikkità: A(0) và D(π) (I.39-d
ràsm). À nuqtàgà 2kπ, k∈Z, D nuqtàgà esà π + 2kπ, k∈Z sînlàr
mîs kålàdi.

J à v î b :  α = 2kπ, k∈Z; α = π + 2kπ, k∈Z.
|m| ≤ 1 dà y = m to‘g‘ri chiziq và o‘ng yarim birlik àylànà yagînà

umumiy nuqtàgà egà bo‘làdi. Shu sàbàbli sinα = m (| m | ≤ 1)

tånglàmà  [ ]− π π
2 2
;   îràliqqà tågishli bo‘lgàn yagînà x0 yechimgà

egà. sinα = m tånglàmàni qànîàtlàntiruvchi 0 2 2
;  π π α ∈ −   sîni m

sînning àrksinusi dåyilàdi và arcsinm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà
ko‘rà
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sin(arcsinm) = m            (1)
và

2 2
arcsin mπ π− ≤ ≤                   (2)

bo‘làdi. Àksinchà, sinα = m và 
2
π− ≤

2
π≤ α ≤  bo‘lsà, α = arcsinm bo‘làdi.

3-misîl.  à) arcsin 3
2

; b) arcsin( )1
2

− ;

d) 3
2

arcsin  − 
 

 ifîdàlàrni hisîblày-

miz.

Y e c h i s h .  à) 3
2

sin x =  bo‘yichà 1 3
,x π=  2

2
3

x π= . Àrksinus-

ning tà’rifi bo‘yichà 2 2
xπ π− ≤ ≤  bo‘lishi kåràk. Bu shàrtgà 1 3

x π=

to‘g‘ri kålàdi. Dåmàk, 3
2 3

arcsin π= .

b) ( ) 1
26

sin ,π− = −  
2 26
π π π− ≤ − ≤   bo‘lgàni uchun arcsin ( )1

2
− =

6
π= −   bo‘làdi.

d) ( ) 3
3 2 2 3 2

sin ,  π π π π− = − − ≤ − ≤ .  Dåmàk, 3
2 3

arcsin π − = − 
 

.

I.40-ràsmdàn y = m và α = arcsinm sînlàri îràsidàgi bîg‘lànish
àyon bo‘làdi. Chizmàdà α = arcsinm và −α = arcsin(−m). Dåmàk,

arcsin(−m) = −arcsinm.                                      (3)

Shundày qilib, |m| ≤ 1 bo‘lgàn hîldà sinα = m tånglàmàning α
yechimi {arcsinm + 2kπ, k∈Z}∪{π − arcsinm + 2kπ, k∈Z}
to‘plàmlàr birlàshmàsi ko‘rinishidà yoki α = arcsinm + 2kπ, k∈Z;
α = π − arcsinm + 2kπ, k∈Z ko‘rinishdà yoki bu kåyingi ikki
fîrmulàni birlàshtirib,

α = (−1)k  arcsinm + kπ, k∈Z                          (4)

ko‘rinishdà yozish mumkin.

4 - m i s î l .  à) 1
7

sin α = ;   b) 1
9

sin α = −  tånglàmàlàrni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) 1
7

sin α =  tånglàmà yechimini (4) fîrmulà

bo‘yichà 1
7

( 1) arcsin ,  k k k Zα = − + π ∈  ko‘rinishdà yozàmiz;

Y

XO

m

−m
−α

α

B
1
(arcsinm)

B
2
(arcsin(−m))

I.40-rasm.
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b) (3) munîsàbàtgà ko‘rà ( )1 1
9 9

arcsin arcsin− = .

Y e c h i m :  { } { }1 1
9 9

arcsin 2 , arcsin 2 , k k Z k k Z− + π ∈ ∪ π + + π ∈

yoki 1 1
9

( 1) arcsin ,  k k k Z+α = − + π ∈  ekànligi kålib chiqàdi.

Ì à s h q l à r

1.116. Òånglàmàlàrni yeching và gràfik yordàmidà tushun-
tiring:

1) sinx = −0,5; 2) sinx = −0,75; 3) sinx = 0,2; 4) 7
8

sin x = ;

5) 2
2

sin x = ; 6) 3 03
2

sin x + = ; 7) 5 sinx − 7 = 0; 8) 6 sinx − 2 = 0.

1.117. Òånglàmàlàrni yeching:
1) 4 sin2x − 1 = 0; 2)  −2 sin2x + sinx + 1 = 0;

3) 3 sin2x − 4sinx − 0,75 = 0; 4) 23 sin 2 sin 0x x− = .
1.118. Qiymàtini tîping:

1) 2
2

arcsin  − 
 

; 2) 2
2

arcsin  
 
 

; 3) arcsin0,5.

1.119. Hisîblàng:

1) arcsin(sin30°); 2) ( )12
arcsin sin π ;

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sin10).
1.120. arcsinα quyidàgi qiymàtlàrni qàbul qilà îlàdimi?

1) π
3
;  2) −3π;  3) − π

6
;  4) π

4
;  5) − π

4
;  6) 3 ;  7) −π;

8) 4 5 .

2. cosα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmà. Àrkkîsinus.
Kîîrdinàtàli àylànàdà îlingàn hàr qàysi B(α) nuqtàning

Y
| m | > 1

X1
A(0)

O−1

| m | = 1

−m

Y

X
A(0)

x = −1

O

x = 1
C

D(π)

Y

XO

B
2
(−α

0
)

| m | < 1

B
1
(α

0
)

A(0)D(π)

     à)                              b)                                    d)
I.41-rasm.

m
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àbssissàsi    õ = cosα gà tång. Shungà ko‘rà bårilgàn m bo‘yichà
cosα = m tånglàmàni yechish nuqtàning õ = m àbssissàsi bo‘yichà
ungà mîs α = α0 yoy kàttàligini tîpishdàn ibîràt. Uch hîlni
qàràymiz:

1 - h î l . |m| > 1 dà õ = m vårtikàl to‘g‘ri chiziq àylànàni
kåsmàydi (I.41-a ràsm). Bu hîldà tånglàmà yechimgà egà emàs.
Ìàsàlàn, cosα = 2,8 tånglàmà yechimgà egà emàs, chunki
m = 2,8 > 1.

2 - h î l .  Àgàr |m| = 1 bo‘lsà, to‘g‘ri chiziq àylànàni fàqàt bir
nuqtàdà, ya’ni yo À(1; 0) nuqtàdà, yoki D(−1; 0) nuqtàdà kåsàdi
(I.41-b ràsm). À nuqtàning àylànà bo‘yichà kîîrdinàtàsi α = 2πk,
k∈Z. Shungà ko‘rà cosα = 1 ning yechimi α = 2πk, k∈Z sînlàr
to‘plàmi bo‘làdi. D(−1; 0) = D(π + 2πk) ekàni e’tibîrgà îlinsà,
cosα = −1 ning yechimi α = π + 2πk sonlar to‘plami bo‘làdi.

3 - h î l .  |m| < 1 bo‘lsà, õ = m to‘g‘ri chiziq àylànàni ikki nuq-
tàdà kåsàdi (I.41-d ràsm). Ulàrdàn biri B1(α0) nuqtà 0 ≤ α0 ≤ π
yuqîri yarim àylànàdà jîylàshàdi. α0 sîn m sînning àrkkîsinusi
dåyilàdi và α0 = arccosm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà ko‘rà cosα =
=cos(arccosm) = m và 0 ≤ arccosm ≤ π bo‘làdi.

Shu kàbi B2(−α0) nuqtà uchun: cos(−α0) = cosα0 = m. Bundàn
−α0 = arccosm yoki α0 = −arccosm. Dåmàk, |m| < 1, k∈Z dà
cosα = m tånglàmàning yechimi {arccosm + 2πk, k∈Z}∪
∪{−arccosm + 2πk, k∈Z} sînlàrto‘plàmlàri birlàshmàsi bo‘làdi. Uni

{±arccosm + 2πk, k∈Z}                                  (1)
yoki

±arccosm + 2πk, k∈Z                                    (2)

ko‘rinishdà hàm yozish mumkin. I.42-ràsmdàn, ÎY  o‘qigà
nisbàtàn  simmåtrik  jîylàshgàn  B1(arccosm) = B1(α)  và
B2(arccos(−m)) = B2(π − α) nuqtàlàr bo‘yichà α = arccosm và
π − α = arccos(−m) bo‘lishini àniqlàymiz. Undàn:

arccos(−m) = π − arccosm                                   (3)
hîsil qilinàdi, bundà 0 ≤ α ≤ π.

1 - m i s î l .  3
2

cos α =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  ( ) 3
26 6

cos cosπ π= − =  bo‘làdi. Dåmàk, 3
2

x =

to‘g‘ri chiziq kîîrdinàtàli àylànàni ( ) ( )1 1
3
2 6

arccosB B π=  nuqtàdà
và àbssissàlàr o‘qigà nisbàtàn B1 gà simmåtrik jîylàshgàn



59

( ) ( )2 2
3
2 6

arccosB B π− = −  nuqtàdà kå-

sàdi.  Yechim  B1  nuqtà  bo‘yichà
π π
6

2+ ∈k k Z,   sînlàr to‘plàmi và B2

nuqtà bo‘yichà k k Z
6

2 , π− + π ∈

sînlàr to‘plàmi birlàshmàsi bo‘làdi:

{ }3
2 6

cos ;  2 ,  k k Zπα = + π ∈ ∪

{ }6
2 ,  k k Zπ∪ − + π ∈  yoki

k k Z
6

2 , πα = ± + π ∈ .

2 - m i s î l .  ( )arccos − 1
2

 ni hisîblàng.

Y e c h i s h .  (3) fîrmulàgà ko‘rà, quyidàgini tîpàmiz:

( ) 21 1
2 2 3 3

arccos arccos π π− = π − = π − = .

3 - m i s î l .  3
7

cos x = −  tånglàmàni yeching.

Y e c h i s h . ( )3
7

arccos 2 ,  x k k Z= ± − + π ∈  gà egàmiz. (3) gà

ko‘rà ( )x k k Z3
7

arccos 2 ,  = ± π − + π ∈  bo‘làdi.

4 - m i s î l .  x 1
3

cos =   tånglàmàni  y = cosx  funksiya  gràfigi

yordàmidà yeching.
Y e c h i s h .  Àyni bir XOY kîîrdinàtàlàr siståmàsidà y = cosx

và  1
3

y =  funksiyalàr gràfiklàrini yasàymiz (I.43-ràsm).

Bu gràfiklàr chåksiz ko‘p nuqtàlàrdà kåsishàdi. y = cosx
funksiya dàvri 2π bo‘lgàn dàvriy funksiya bo‘lgàni uchun bårilgàn

Y

X

−1

1

O π
2

3
2
ππ

2
π−−π3

2
π− 1x 2x

cosy x=

I.43-rasm.

1
3

y =

Y

XO m−m

B
2
(π − α)

I.42-rasm.

B
1
(α)
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tånglàmàning [−π; π] kåsmàdàgi bàrchà yechimlàrini tîpish và
qîlgàn yechimlàrni shu yechimlàr îrqàli àniqlàsh mumkin.

[−π; π] îràliqdà y = cosx funksiya gràfigi 1
3

y =  funksiya gràfigi

bilàn ikkità kåsishish nuqtàsigà egà. Kåsishish nuqtàlàrining

1
1
3

arccos ,x = −  2
1
3

arccosx =  àbssissàlàri bårilgàn tånglàmàning

[−π; π] dàgi bàrchà yechimlàridir. Shu sàbàbli bàrchà yechimlàr

quyidàgichà àniqlànàdi: 1
3

arccos 2 ,  x k k Z= ± + π ∈ .

5 - m i s î l .   arccos(cos53°) ni tîping.
Y e c h i s h . arccos(cosm) = m, (0 ≤ m ≤ π) àyniyatdàn fîy-

dàlànàmiz. 53
180

53 π=o  và 53
180

0 π< < π  bo‘lgàni uchun bu àyniyatgà
ko‘rà

( )53 53
180 180

arccos(cos 53 ) arccos cos π π= =o .

Ì à s h q l à r

1.121. Òånglàmàni y = cosx funksiya gràfigi yordàmidà yeching:

1) cosx = 0;       2) cosx = 0,5; 3) 2
9

cos x = − ;

4) 2
2

cos x = − ;      5) cosx = 2,4;          6) 2 cos 3 0x + = .
1.122. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) ( )2
2

arccos − ; 2) arccos(−0,5); 3) arccos(cos30°);
4) arccos(cos(−30°)); 5) arccos(sin30°); 6) arccos(cos2);
7) arccos(cos(−2));  8) arccos(sin2)); 9) arccos(sin(−2));
10) arccos(cos88); 11) arccos(sin86).
1.123. Òångliklàrning to‘g‘riligini tåkshiring:
1) arccosx = −arcsinx; 2) −arccosx = π + arccosx.
1.124. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) 3 3
2 2

cos arccos arcsin − 
 

;    2) 31
2 2

sin arccos arcsin + 
 

.

1.125. Òånglàmàni yeching:

1) cos2x − 3 = 0;    2) 2
2

cos 2x  = − 
 

;    3) 6cos2x + 3 = 0;

4) 3cos2x − 5 = 0;    5) 2cos2x − 1 = 0;      6) 4cos2x − 1 = 0.
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1.126. Òånglàmàni yeching:
1) cos2x − 2cosx = 0; 2) 2cos2x − cosx = 0;
3) 2cos2x − cosx − 1 = 0; 4) 2cos2x − 3cosx + 1 = 0.
3. tgα = m và ctgα = m ko‘rinishdàgi eng sîddà tånglàmàlàr.

Àrktàngåns và àrkkîtàngåns. Kîîrdinàtàli àylànàning hàr bir
B(α) nuqtàsi Dåkàrt kîîrdinàtàlàr siståmàsidàgi birîr B (õ, y)
nuqtà bilàn ustmà-ust tushishini và õ = cosα, y = sinα ekànini
bilàmiz. Shungà ko‘rà, nîmà’lum α qàtnàshàyotgàn tgα = m yoki
sin
cos

mα
α

=  tånglàmàning bàrchà yechimlàrini kîîrdinàtàli àylànà

bilàn y
x

m= , ya’ni y = mx to‘g‘ri chiziqning kåsishish nuqtàlàri
yordàmidà àniqlàsh mumkin. m ning hàr qàndày qiymàtidà
y = mx to‘g‘ri chiziq àylànàni O (0; 0) nuqtàgà nisbàtàn sim-
måtrik bo‘lgàn B1 và B2 nuqtàlàrdà kåsàdi (I.44-ràsm). Ulàrdàn

biri 2 2
π π− < α <  o‘ng yarim àylànàdà yotàdi. Bu nuqtà B1(α0)

bo‘lsin. Ikkinchi nuqtà B2(α0 + π) bo‘làdi. Dåmàk, tgα = m tång-
làmàning bàrchà yechimlàri to‘plàmi α = α0 + 2kπ, k∈Z và α =
= (α0 + π) +2kπ, k∈Z sînlàr to‘plàmlàri birlàshmàsidàn ibîràt.
Bàrchà yechimlàr

α = α0 + kπ, k∈Z                                         (1)
fîrmulà bilàn àniqlànàdi.

m sînning àrktàngånsi dåb ( )2 2
;  π π−  îràliqdà yotàdigàn

shundày α sîngà àytilàdiki, uning uchun tgα = m bo‘làdi. m
sînning àrktàngånsi α = arctgm îrqàli bålgilànàdi. Òà’rifgà àsîsàn,
hàr qàndày m sîn uchun quyidàgi munîsàbàtlàr o‘rinli bo‘làdi:

tg(arctgm) = m, 2 2
arctgmπ π− < < .                            (2)

Àksinchà, tgα = m, 
2 2
π π− < α <

bo‘lsà, α = arctgm bo‘làdi.
Yuqîridàgi shàrtlàrdàn và tàn-

gåns tîq funksiyaligidàn tg(−α) =
= −tgα = −m bo‘lgàni uchun quyidàgi
tånglik o‘rinli bo‘làdi:

arctg(−m) = −arctgm         (3)

Àrkkîtàngåns tushunchàsi hàm
shu kàbi kiritilàdi.

Y

X

B
1
(α

0
)

D(π)

C(π/2)

O

D(−π/2)

A(0)

I.44-rasm.
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m sînning àrkkîtàngånsi dåb (0; π) îràliqdà yotàdigàn
shundày α sîngà àytilàdiki, uning uchun ctgα = m bo‘làdi. m
sînning àrkkîtàngånsi α = arcctgm îrqàli bålgilànàdi. Uning uchun
quyidàgi tånglik o‘rinli:

arcctg(−m) = π − arcctgm.                       (4)

1 - m i s î l .  à) tg 3x = − ;  b) ctg 3x = −   tånglàmàlàrni

yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) ( )3
tg 3π− = − , dåmàk, 3

,  x k k Zπ= − + π ∈ .

b) 5
6

ctg 3π = − , dåmàk, 5
6

,  x k k Zπ= + π ∈ .

2 - m i s î l .  à) ( )arctg 3− ; b) ( )arcctg 3−  sînlàrni tîpàmiz.

Y e c h i s h .  à) (3) fîrmulà bo‘yichà ( )arctg 3− =

3
arctg 3 π= − = − ;

b) (4) fîrmulà bo‘yichà ( ) 5
6 6

arcctg 3 π π− = π − = .

M à s h q l à r

1.127. Òånglàmàni yeching (gràfikdàn hàm fîydàlàning):

1) 3
2

tgx = − ;     2) ctg 3x = − ;     3) ctgx = 0,2.
1.128. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) 
3
2

arcctg  − 
 

;    2) arcctg1;    3) arctg(−1);    4) arctg0;

5) arcctg0.

1.129. Hisîblàng:

1) 3
2

tg arcsin 
 
 

;                         2) ctg(arcsin0,5);

3) tg(arccos0,5);                         4) ctg(arctg(−1));

5) ( )( )2
3

tg arcctg − ;                          6) ( )sin arcctg( 3) ;

7) 
3
3

cos arctg  −    
;                      8) cos(arcctg(−0,8)).

1.130. 
2

arcctg arctgx xπ= −  tånglikning to‘g‘riligini tåkshiring.
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1.131. Hisîblàng:

1) 3 3
2 2

sin arctg arcctg − 
 

; 2) 2
2

tg arcsin arctg 3 − 
 

.

1.132. arctgx quyidàgi qiymàtlàrni qàbul qilà îlàdimi? arcctgx-chi:
1) 0; 2) −0,01; 3) −π; 4) π/2;

5) 3π/2; 6) 2 ; 7) −1; 8) π?

4. Òånglàmàlàrni yechishning àsîsiy usullàri. Òrigînîmåtrik
tånglàmà nîmà’lum àrgumåntning trigînîmåtrik funksiyalàrigà
nisbàtàn

R(z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + an−1z + an = 0                  (1)

ko‘rinishdàgi àlgåbràik tånglàmàgà kåltirilishi mumkin, bundà z
îrqàli sinλx, cosλx, tgλx, ctgλx funksiyalàrdàn biri ifîdàlàngàn.
Àlgåbràik tånglàmà kàbi (1) trigînîmåtrik tånglàmàlàrni yechish-
dà yangi nîmà’lum kiritish, ko‘pàytuvchilàrgà àjràtish và hîkàzî
usullàr qo‘llànilàdi. Jàràyon eng sîddà trigînîmåtrik tånglà-
màlàrdàn birini yechishgàchà bîràdi. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàrni
yechishdà àsîsàn quyidàgi hîllàr uchràydi:

1) R(f (x)) = 0 tånglàmàdà R trigînîmåtrik funksiya bålgisi
îstidà õ gà bîg‘liq bo‘lgàn f (x) ifîdà turibdi. f (x) = z àlmàshtirish
îrqàli tånglàmà eng sîddà R(z) = 0 trigînîmåtrik tånglàmàlàrdàn
birigà kåltirilishi mumkin. Uning z = zi ildizlàri birmà-bir f (x) = z
gà qo‘yilàdi và õ ning qiymàtlàri tîpilàdi.

1 - m i s î l .  ( ) 3
8 2

sin 10x π+ =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Ìisîlimizdà 8
( ) 10f x x π= + . Òånglàmàgà

8
10x zπ+ =  àlmàshtirish  kiritsàk, 3

2
sin z =  tånglàmà hîsil

bo‘làdi. Uning yechimi: 3
( 1) ,  kz k k Zπ= − + π ∈ . Bu 8

10x zπ+ =  gà

qo‘yilàdi và jàvîb tîpilàdi:

( )1
10 8 3

( 1) , kx k k Zπ π= − + − + π ∈ .

2 - m i s î l .  ( )2 3
36

tg 6x x π+ + =   tånglàmàni  yechàmiz.

Y e c h i s h .  2
6

6z x x π= + +  àlmàshtirish kiritàmiz. Òånglàmà

3
3

tgz =  ko‘rinishgà kålàdi. Undàn 
6

,  z k k Zπ= + π ∈  ni tîpàmiz.
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U hîldà 2
6 6

6 ,  x x k k Zπ π+ + = + π ∈  yoki x2 + 6x − kπ = 0, k∈Z.

Kvàdràt tånglàmàning ildizlàri 3 9 ,  x k k Z= − ± + π ∈ , bundà

9 + kπ ≥ 0 yoki 9 2,86...k
π

≥ − = − , ya’ni k = −2; −1; 0; 1;... .

J à v î b :  3 9 , , 2x k k Z k= − ± + π ∈ ≥ − .
2) sinx = sinα, cosx = cosα và tgx = tgα tånglàmàlàr. Bu

tånglàmàlàr mîs ràvishdà x = (−1)kα + kπ, k∈Z, x = ±α + 2nπ,
n∈Z, x = α + mπ, m∈Z  fîrmulàlàr yordàmidà yechilishi mum-
kin.

3 - m i s î l .  cos(5x − 45°) = cos(2x + 60°) tånglàmàni yeching.
Y e c h i s h .  5x − 45° = ±(2x + 60°) + 360°k, k∈Z tånglàmàlàrni

yechàmiz. 5x − 45° = +(2x + 60°) + 360°k, k∈Z tånglikdàn x = 35° +
+120°k, k∈Z yechimlàr guruhini, 5x − 45° = −(2x + 60°) + 360°k,

k∈Z tånglikdàn esà ( )1
7

15 360x k= − +o o , k∈Z  yechimlàr

guruhini tîpàmiz.

Shundày qilib, x = 35° + 120°k, k∈Z; ( )1
7

15 360x k= − +o o ,

k∈Z.

4 - m i s î l .  sinx2 = sin(6x − 5) tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  x2 = (−1)k(6x − 5) + kπ, k∈Z tånglàmà hîsil bo‘làdi.
Àgàr k juft bo‘lsà, ya’ni k = 2n, n∈Z dà x2 = 6x − 5 + 2nπ, n∈Z

kvàdràt tånglàmà kålib chiqàdi. Uning yechimi

1,2
23 9 (5 2 ),  ,  x n n Z n
π

 = ± − − π ∈ ≥ −  .

Àgàr k tîq bo‘lsà, ya’ni k = 2m + 1, m∈Z dà x2 = −6x + 5 + (2m +
+1)π, m∈Z ko‘rinishdà bo‘làdi và bundàn

1,2
14
2

3 9 (5 2( 1) ),  ,  x m m Z m +π
π

 = − ± + + + π ∈ ≥ −  .

3) f (R(x)) = 0 tånglàmàdà R trigînîmåtrik funksiya bîshqà
f funksiya bålgisi îstidà turàdi. R(x) = z àlmàshtirish màsàlàni
f (z) = 0 tånglàmàni yechishgà kåltiràdi. Bu tånglàmàning z1, z2, ...
ildizlàri bo‘yichà R(x) = z1, R(x) = z2, ... tånglàmàlàr màjmuàsini
hîsil qilàmiz. Uni yechish bilàn màsàlà hàl qilinàdi.

5 - m i s î l . sin2x + 3sinx + 1,25 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
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Y e c h i s h . sinx = z àlmàshtirish nàtijàsidà z2 + 3z + 1,25 = 0
kvàdràt tånglàmà hîsil bo‘làdi. Uning ildizlàri z1 = −5, z2 = −1.
sinx = −5 tånglàmà yechimgà egà emàs. sinx = −1 tånglàmà x = −90°+
+ 360°k, k∈Z yechimlàrgà egà.

4) Bà’zàn bårilgàn tånglàmàni ko‘pàytuvchilàrgà àjràtish
usulidàn trigînîmåtrik funksiyalàr yig‘indisini ko‘pàytmà ko‘ri-
nishigà kåltirishdà fîydàlànilàdi.

6 - m i s î l .  2 cos 2 sin 2 2 2 sin 2 0x x x− − + =  tånglàmàni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  sin2x = 2sinx cosx àlmàshtirish tånglàmàni 2 cos x −
4 sin cos 2 2 sin 2 0x x x− − + =  ko‘rinishgà kåltiràdi. Uning

chàp qismini ko‘pàytuvchilàrgà àjràtàmiz:

2 cos (1 2 sin ) 2 (1 2 sin ) 0,

(1 2 sin )(2 cos 2 ) 0,

x x x

x x

− + − =

− + =

bundàn:

2
2

sin 0,5,1 2 sin 0,

cos .2 cos 2 0,

xx

xx −

=− = ⇒ 
=+ = 

J à v î b :  { } { }( 1) 30 180 ,  135 360 ,  k k k Z k k Z− + ∈ ∪ ± + ∈o o o o
.

7 - m i s î l .  1
2

1 sin cosx x+ =  tånglàmàni yeching.

Y e c h i s h .  Bu tånglàmà 21
2

cos 0,

1 sin cos

x

x x

≥
 + =

 yoki

( )1
2

cos 0,

sin sin 0

x

x x

≥
 + =

 tånglàmàlàr siståmàsigà tång kuchlidir (VI

bîb, 7-§; 1-bànd). ( )1
2

1
2

cos 0,

cos 0, sin 0;

cos 0,sin sin 0,

sin

x

x x

xx x

x

 ≥
≥ =  ⇒  ≥+ =    = −

 bo‘lgàni

uchun bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechimlàri x = 2kπ, k∈Z

và 
6

2 ,  x k k Zπ= − + π ∈  fîrmulàlàr bilàn àniqlànàdi.

5 Àlgebra, II qism
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J à v î b :  { } { }2 2
6

k k Z k k Zπ ππ, ,  ∈ ∪ − + ∈ .

Ì à s h q l à r

1.133. Òånglàmàni yeching:

1) 3
2

sin10x = − ;                                           2) 3
2

cos10x = ;

3) tg10 3x = ;                                           4) 3
3

ctg10x = ;

5) sin(6x − 60o) = −1;                                      6) cos(4x + 30°) = 0;

7) tg(5x − 45°) = 0;                                           8) 2 3 3
4

sin
x

= ;

9) 2 1
4

cos (2 45 )x − =o ;                                10) 2
4

tg 6 3x 
 
 

π− = ;

11) 2
6

sin 7 3x 
 
 

π− = ;                                    12) ( )2 1
3 4

cos 4x π+ = − ;

13) 2
3

tg 5 1x 
 
 

π− = − ;                                  14) sin(4x2) = 0,5;

15) cos26x2 = 0,25;                                          16) tg 5 1
x

= − .

1.134. Òånglàmàni yeching:
1) sin4x cos3x tg8x = 0;                   2) cos4x = −cos5x;

3) 
3

tg5 tg xx = − ;                                   4) sin11x = −sin15x;

5) cos4x = cosx;                   6) tg3x = −ctg5x;

7) 
3 4

sin cosx x= ;                    8) ( )tg ctg( )5 2
6

π π− = − +x x ;

9) 4
6

sin sinx
x

= ;                                     10) ( )2 3
4

sin cosx xπ− = − ;

11) 3ctg7 ctg
x

= − ;                                12) ctg tg2x x= ;

13) cos22x + 3cos2x + 2 = 0;          14) tg25x − 3tg5x − 4 = 0;

15) sinx2 = −sin3x2;                           16) sin2x + sin22x + 2 = 0;

17) 3 32(cos sin ) sin 2x x x+ = .

5. Õususiy usullàr. 1) Àgàr tånglàmà tàrkibidà hàr õil trigînî-
måtrik funksiyalàr qàtnàshsà, ulàrni bir ismli funksiyagà kålti-
rish, so‘ngrà àlmàshtirishlàrni bàjàrish kåràk.
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1 - m i s î l .  3sin2x + 4sinx + 2cos2x − 7 = 0 tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  cos2x = 1 − sin2x àlmàshtirish bårilgàn tånglà-
màni 3sin2x + 4sinx + 2 − 2sin2x − 7 = 0 yoki sin2x + 4sinx − 5 = 0
ko‘rinishgà kåltiràdi. Îõirgi tånglàmàdàn sinx = z àlmàshtirish
bàjàrsàk, z2 + 4z − 5 = 0 kvàdràt tånglàmà hîsil bo‘làdi. Bu kvàdràt
tånglàmà z1 = −5, z2 = 1 ildizlàrgà egà. z = sinx ekànligini e’tibîrgà
îlsàk, sinx = −5 và sinx =1 tånglàmàlàr hîsil bo‘làdi. Ulàrning

birinchisi yechimgà egà emàs, ikkinchisi esà 2
2 ,  x k k Zπ= + π ∈

yechimlàrgà egà.
2) Chàp qismi sinx và cosx gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya

bo‘lgàn R(sinx, cosx) = 0 tånglàmà. Îldingi bàndlàrdà ko‘rsàtib
o‘tilgànidåk, u và v gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya dåb, qiymàtlàri
u và v làrni qo‘shish, ko‘pàytirish và bo‘lish îrqàli hîsil bo‘là-
digàn funksiyagà àytilàdi. R(sinx, cosx) = 0 tånglàmàdà:

à) àgàr sinx (yoki cosx) fàqàt juft dàràjà bilàn qàtnàshàyotgàn
bo‘lsà, cosx = u (mîs ràvishdà sinx = u) àlmàshtirish bàjàrilàdi;

b) àgàr bir vàqtdà sinx ifîdà −sinx gà, cosx esà −cosx gà
àlmàshtirilgàndà R(sinx; cosx) funksiya o‘zgàrmàsà, ya’ni R(sinx;
cosx) = R(−sinx; −cosx) bo‘lsà, tgu = z àlmàshtirish bàjàrilàdi.

2 - m i s î l .  cos4x + 3sinx − sin4x − 2 = 0 tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  cosx funksiya fàqàt juft dàràjà bilàn qàtnàshmîqdà.
cos4x = (1 − sin2x)2 = 1 − 2sin2x + sin4x bo‘lgànidàn tånglàmà fàqàt
sinusgà bîg‘liq: 2sin2x − 3sinx + 1 = 0; endi bu tånglàmà sinx = u
àlmàshtirish bilàn 2u2 − 3u + 1 = 0 ko‘rinishgà kålàdi. Buning

ildizlàri: 1
1
2

u = , u2 = 1. Shu tàriqà màsàlà 1
2

sin x =  và sinx = 1 eng
sîddà trigînîmåtrik tånglàmàlàrni yechishgà kålàdi. Bu tånglà-
màlàr bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechimlàrini båràdi:

26
( 1) ,  ;  2 ,  .kx k k Z x k k Zπ π= − + π ∈ = + π ∈

3 - m i s î l .  sin2x + 2sin2x + 5cos2x − 4 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàni sin2x + 4sinx cosx + 5cos2x − 4 = 0

ko‘rinishdà yozib îlàylik. Bu tånglàmàni õ ning cosx ni nîlgà
àylàntiràdigàn håch qàndày qiymàti qànîàtlàntirmàydi, chunki
cosx = 0 bo‘lgàndà sin2x =1 bo‘lib, tånglàmàdàn −3 = 0 nîto‘g‘ri
tånglik hîsil bo‘làdi. Bundàn tàshqàri, sinx và cosx îldidàgi
ishîràlàr bir vàqtdà o‘zgàrtirilgàndà, tånglikning chàp qismi
o‘zgàrmàydi. Dåmàk, tgx = u àlmàshtirishni bàjàrish mumkin.
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Òånglàmàning ikkàlà qismini cos2x gà bo‘làmiz:

2
2
4

cos
tg 4tg 5 0

x
x x+ + − = .

2
2
1

cos
1 tg

x
x= +  bo‘lgàni uchun

3tg2x − 4tgx − 1 = 0
tånglàmà hîsil bo‘làdi. Bu tånglàmàdà tgx = t àlmàshtirish
bàjàrsàk, 3t 2 − 4t − 1 = 0 tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu kvàdràt

tånglàmà 2 7
3

±  ildizlàrgà egà. Òîpilgàn ildizlàr yordàmidà bårilgàn

tånglàmàning bàrchà ildizlàrini àniqlàymiz:

2 7 2 7
3 3

arctg ,  ;  arctg ,  .x k k Z x k k Z− += + π ∈ = + π ∈

3) R(sinx; cosx) = 0 tånglàmàning chàp qismi sinus và
kîsinusgà nisbàtàn bir jinsli funksiya, ya’ni, àgàr sinx và cosx bir
vàqtdà birîr λ gà ko‘pàytirilsà, tånglàmàning chàp qismi λn gà
ko‘pàytirilgàn bo‘làdi: R(λsinx; λcosx) = λnR(sinx; cosx), bundà
n – funksiyaning bir jinslilik dàràjàsi, o‘zgàrmàs miqdîr. Bu
hîldà tånglikning ikkàlà qismi cosnx gà bo‘linàdi và tgx = u
àlmàshtirish bàjàrilàdi. Àgàr tånglikning bàrchà hàdlàri cosmx
gà bo‘linàdigàn bo‘lsà, u hîldà cosmx qàvsdàn tàshqàri chiqàrilsà,
bårilgàn tånglàmà ikki tånglàmàgà àjràlàdi.

4 - m i s î l .  9cos6x − 4sin3xcos3x = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàning bàrchà hàdlàri cos3x gà bo‘linàdi.

cos3x ni qàvsdàn tàshqàrigà chiqàràmiz:
3

3 3 3
3 3

cos 0,
cos (9 cos 4 sin ) 0

9 cos 4 sin 0.

x
x x x

x x

 =
− = ⇒ 

 − =
cosx = 0 tånglàmà izlànàyotgàn yechimning bir turkumini

båràdi: 
2

,  x k k Zπ= + π ∈ . Ikkinchi tånglàmà cosx và sinx gà
nisbàtàn bir jinsli. Uning ikkàlà qismini cos3x gà bo‘làmiz (cosx ≠

≠0, ya’ni 
2

,  x k k Zπ≠ ± + π ∈  hîl qàràlyapti). Nàtijàdà: 9 − 4tg3x =
=0 tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu tånglàmà yechimning yanà bir

turkumini båràdi: 3 9
4

arctg ,  x k k Z= + π ∈ .

 Bà’zàn îddiy àlmàshtirishlàr tånglàmàni ungà tång kuchli bir
jinsli tånglàmàgà kåltirishi mumkin. Ìàsàlàn, cos2x − 6sinx cosx = 4
ning o‘ng qismini sin2x + cos2x gà (ya’ni 1 gà) ko‘pàytirish
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tånglàmàni cos2x − 6sinxcosx = 4(cos2x + sin2x) yoki 3cos2x+
+6sinx cosx + 4sin2x = 0 bir  jinsli  tånglàmàgà  àylàntiràdi.
3- misîldà hàm shundày yo‘l tutish mumkin edi.

4) Àgàr trigînîmåtrik tånglàmàdà õ dàn bîshqà yanà 2õ, 3õ
và hîkàzî àrgumåntning ko‘p kàrràli trigînîmåtrik funksiyalàri
hàm qàtnàshàyotgàn bo‘lsà, ulàr ikkilàngàn, uchlàngàn àrgu-
månt trigînîmåtrik funksiyalàri yordàmidà fàqàt bir àrgumåntgà
bîg‘liq trigînîmåtrik funksiya îrqàli ifîdàlànishi mumkin.

5 - m i s î l .  sin3xsinx − sin22x + sinx − 0,25 = 0 tånglàmàni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  sin2ϕ = 2sinϕ cosϕ, sin3ϕ = 3sinϕ − 4sin3ϕ, cos2ϕ =
= 1 − sin2ϕ fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, tånglàmàni ushbu ko‘ri-
nishgà kåltiràmiz:

3sin2x − 4sin4x − 4sin2x•(1 − sin2x) + sinx − 0,25 = 0

yoki iõchàmlàshtirishlàrdàn so‘ng:  sin2x − sinx + 0,25 = 0.
Y e c h i m i :  x = (−1)k•30° + 180°k, k∈Z.
6 - m i s î l .  cos3t sin6t − cos4t sin5t = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Kàrràli àrgumånt trigînîmåtrik funksiyalàri fîrmu-

làlàridàn fîydàlànsàk, ifîdà ànchà muràkkàb ko‘rinishgà kålàdi.
Bu o‘rindà ko‘pàytmàni yig‘indigà àylàntirish fîrmulàlàridàn
kålib chiqàdigàn quyidàgi tångliklàrdàn fîydàlànish qulày:

1 1
2 2
1 1
2 2

cos 3 sin 6 sin 9 sin 3 ,

cos 4 sin 5 sin 9 sin .

t t t t

t t t t

= +

= +

Bu ifîdàlàr bårilgàn tånglàmàgà tàtbiq etilsà và shàkl àlmàsh-
tirishlàr bàjàrilsà, sin3t − sint = 0 yoki 2sint cos2t = 0 tånglàmà

hîsil bo‘làdi. Uning yechimlàri 4 2
;  ,  kt k t k Zπ π= π = + ∈  sîn-

làrdàn ibîràt. Bu sînlàr bårilgàn tånglàmàning bàrchà yechim-
làridir.

5) a sinx + b cosx = c ko‘rinishdàgi tånglàmàlàrni yechishning
eng qulày usuli yordàmchi burchàk kiritish usulidir.

Àgàr c = 0 bo‘lsà, yechish usuli bizgà tànish bo‘lgàn bir jinsli
tånglàmà hîsil bo‘làdi.

c ≠ 0, a2 + b2 ≠ 0 bo‘lsin. Òånglàmàning ikkàlà tîmînini hàm
2 2a b+   gà  bo‘làmiz:

2 2 2 2 2 2
cos sina b c

a b a b a b
x x

+ + +
+ = .
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2 2

2 2 2 2
1a b

a b a b+ +

   
+ =   

   
 bo‘lgàni uchun 

2 2
sina

a b+
= ϕ

và 
2 2

cosb

a b+
= ϕ   tångliklàr o‘rinli bo‘làdigàn ϕ sîn màvjuddir.

Bu yerdà,

2 2
cos sin sin cos c

a b
x x

+
ϕ + ϕ =   yoki  

2 2
sin( ) c

a b
x

+
+ ϕ =

tånglàmà hîsil bo‘làdi. Hîsil bo‘lgàn bu tånglàmà 
2 2

1c

a b+
≤  bo‘l-

gàndàginà yechimgà egà: 
2 2

( 1) arcsin ,  n c

a b
x n n Z

+
= −ϕ + − + π ∈ .

7 - m i s î l .  3 cos sin 2x x+ =  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  Òånglàmàning ikkàlà tîmînini 2 2( 3) 1 2+ =

gà bo‘lsàk, 3 1
2 2

cos sin 1x x+ =  hîsil bo‘làdi. 3
2 3

sin ,π=

1
2 3

cos π=   bo‘lgànligi uchun

 ( )3 3 3
sin cos cos sin 1 sin 1x x xπ π π+ = ⇒ + = ⇒

3 2 6
2 2 ,  x k x k k Zπ π π⇒ + = + π ⇒ = + π ∈ .

8 - m i s î l .  2sinx + 3cosx = 4  tånglàmàni yechàmiz.

Y e c h i s h .  
2 2

4

2 3
1

+
>  bo‘lgàni uchun tånglàmà yechimgà egà

emàs.

6) Bà’zi trigînîmåtrik tånglàmàlàr chàp yoki o‘ng tîmînini
bàhîlàsh yo‘li bilàn îsîn yechilàdi.

9 - m i s î l .  cos2x + cos3x + cos4x = 3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàning chàp tîmînidàgi yig‘indi cos2x = 1,

cos3x = 1, cos4x = 1 tångliklàr bir vàqtdà bàjàrilgàndàginà 3 gà
tång bo‘làdi. Bu tångliklàr bir vàqtdà bàjàrilà îlmàydi. Dåmàk,
tånglàmà yechimgà egà emàs.

1 0 - m i s î l .  1 − cos23x + sin22x = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  Òånglàmàni quyidàgichà yozib îlàmiz: sin22x +

+ sin23x = 0. Bundàn, sin22x = sin23x = 0  siståmà hîsil bo‘làdi.
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sin2x = 0 tånglàmà  
2

,  x k x nπ= π = + π  ildizlàrgà egà. 
2

,x nπ= + π

n Z∈  sînlàri sin23x = 0 tånglàmàni qànîàtlàntirmàydi. x = πk ildiz

esà sin23x = 0 tånglàmàni qànîàtlàntiràdi. Dåmàk, bårilgàn
tånglàmà x = πk, k∈Z ildizlàrgà egà.

7) P(sinx ± cosx, sinxcosx) = 0 ko‘rinishdàgi tånglàmàlàr (bu
yerdà P bilàn sinx ± cosx gà nisbàtàn ratsiînàl funksiya
bålgilàngàn). Bu kàbi tånglàmàlàr sinx ± cosx = t àlmàshtirish
yo‘li bilàn yechilàdi.

1 1 - m i s î l .  sinx + cosx = 1 − 2sinx cosx tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  sinx + cosx = t àlmàshtirish kiritsàk, sin2x +

+2sinxcosx +  cos2x = t 2 yoki 2sinx cosx = t 2 − 1 bo‘làdi và tånglàmà
t = 1 − (t 2 − 1) ko‘rinishgà kålàdi. Bu tånglàmàning t1 = 1; t2 = −2
ildizlàri yordàmidà sinx + cosx = 1; cosx + sinx = −2  tånglàmàlàrni
hîsil qilàmiz.

sinx + cosx = 1 tånglàmà 
4 4

( 1) ,  kx k k Zπ π= − − + π ∈  ildizlàrgà
egà.

cosx + sinx = −2 tånglàmà esà yechimgà egà emàs. Dåmàk,

bårilgàn tånglàmà 
4 4

( 1) ,  kx k k Zπ π= − − + π ∈  ildizlàrgà egà.

Ì à s h q l à r

1.135. Òånglàmàni yeching:
1) 2sin2x + cos2x − 2 = 0; 2) 2sin2x + cosx = 0;
3) sinxcosx = 0; 4) sin2x + sinx − cos2x + 1 = 0;

5) 3
4

sin cosx x = ; 6) cos22x + sin2x = 2.

1.136. Bir jinsli và ungà kåltiriladigan tånglàmàni yeching:
1) sin2x − 2sinxcosx + cos2x = 0;

2) 7cos2x − 3sin2x = 0;

3) cos22x − 10sin2xcos2x + 21sin22x = 0;

4) 8sin2x − cos2x = 0;

5) cos2x − 2cos2x − 4sin2x = 0;

6) sin23x + 7cos23x = 6sin3xcos3x;

7) cos6x + cos4x sin2x = cos3x sin3x + cos2x sin4x;

8) 2sin4x − 6sin3x cosx − 23cos2x sin2x = 0;



72

9) 10 3 5 02

2
cos sinx x− − = ;                  11) 6 6 1

4
sin cosx x+ = ;

10) cos4x − sin4x = 2sin2x;                    12) sin8x + cos8x = cos22x.

1.137. O‘rnigà qo‘yish usulidàn fîydàlànib yeching:

1) cos2x + 1 = 2cosx;

2) 3cos2x sinx + 1 = 3cos2x + sinx;

3) 6cos3x + 6sin2x − 3cosx − 3 = 0;

4) 5sin2x cosx + 6cos2x − 10cosx + 6 = 0;

5) 1 + sin22x = (1 − cos2x)2.

1.138. Òånglàmàlàrni yeching:

1) cos2x + cosx = 0;                                  2) cos3x = 2cos2x − 1;

3) 2cos2x = 4sinxcosx − 1;                     4) cos2x − 3sinxcosx = −1;

5) ( ) ( )2 21 1
sin cos

sin cos 1
x x

x x− + − = ;

6) ( )2
2 cos 1 0xπ + + = ;

7) (cos5x + cos7x)2 = (sin5x + sin7x)2;

8) sin24x − cos2x = 2sin4x cos4x;

9) sin32x − 5sin22x + 4 = 0.
1.139. Òånglàmàni sinx + cosx = t àlmàshtirish yordàmidà

yeching:

1) 2(sinx + cosx) + sin2x + 1 = 0;    2) sin 2
2

sin cos 1 xx x+ = + ;
3) sin42x + cos42x = sin2xcos2x.

1.140. Òånglàmàni bàhîlàsh usuli bilàn yeching:

1) 2sin8x + 3cos8x = 5;             2) (cos2x − cos4x)2 = 4 + cos23x;

3) sin3x + cos2x + 2 = 0.

1.141. Òånglàmàni yordàmchi burchàk kiritish usuli bilàn
yeching:

1) 12cosx − 5sinx = −13; 2) sin cos 2x x+ = ;

3) 3 sin cos 1x x− = .

6. Univårsàl àlmàshtirish. 3-§ ning 4-bàndidàgi (9) và (10)
fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, x ≠ (2k + 1)π, k∈Z qiymàtlàr uchun
quyidàgi munîsàbàtlàrni hîsil qilàmiz:
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2

2 tg
2

1 tg
2

sin
x

x
x

+
= ;                                               (1)

2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos
x

x
x

−

+
= .                                                (2)

Àgàr R(sinx;cosx) = 0 tånglàmàdà (1) và (2) àlmàshtirishlàr

bàjàrilib, x z
2

tg =  o‘rnigà qo‘yish tàtbiq etilsà, chàp tîmîni z gà

nisbàtàn ratsiînàl funksiya bo‘lgàn tånglàmà hîsil bo‘làdi:

2

2 2
2 1

1 1
;  0z z

z z
R −

+ +

  = 
 

.                                        (3)

(3) tånglàmà ildizlàrini (àgàr bu ildizlàr màvjud bo‘lsà)

birmà-bir 2
tg x z=  gà qo‘yib, õ ning izlànàyotgàn qiymàtlàri

tîpilàdi. tgα ifîdà k k Z
2

,  πα = + π ∈  qiymàtlàrdà àniqlànmàgànligi

sàbàbli õ ning x = (2k + 1)π, k∈Z qiymàtlàri àlîhidà tåkshirilàdi.

Ì i s î l .  3sint − cost = 3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  (1) và (2) fîrmulàlàrdàn fîydàlànib, sint và cost

ni  
2

tg t  îrqàli ifîdàlàymiz, so‘ng 2
tg t z=  àlmàshtirishni kiritàmiz.

Nàtijàdà, 
2

2 2
6 2 4

1 1

z z

z z

+

+ +
=  ratsiînàl tånglàmà hîsil bo‘làdi. Uning

ildizlàri z1 = 1, z2 = 2. Ulàrni kåtmà-kåt 2
tg t z=  gà qo‘yamiz.

2
tg 1t =  tånglàmàdàn t k k Z

2
2 ,π= + π ∈  ni, 

2
tg 2t =  tånglà-

màdàn esà t = 2arctg2 + 2πk, k∈Z ni hîsil qilàmiz.

Ì à s h q l à r

1.142. asinx + bcosx = c tånglàmàni yeching. Òånglàmà à, b, c
làrgà nisbàtàn qàndày shàrtlàrdà yechimgà egà bo‘làdi?

1.143. Òånglàmàlàrni yeching:

1) 4sinx − 7cosx = 7; 2) 1
1

1
2

−
+

=cos
sin

x
x

;
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3) 3 cos sin 1x x− = ;            4) ( ) ( )3 3
2 sin sin 2x xπ π+ − − = ;

5) cosx − cos(π − 2x) − 2 = 0; 6) 2 sin 6 2(1 cos 4 )x x= − ;

7) ( ) ( )x x
4 4

ctg 2 ctg 2 0π π+ − − = ;      8) 1
8

sin cos sin 2x x x = ;

9) sin(x + 20°) + sin(2x + 40°) + sin(3x + 60°) = 0;

10) 2 23 cos ( 3 1) sin cos sin 0x x x x+ − − = ;

11) 3 cos sin 0x x+ = ;

12) 3 2(2 sin cos 2 ) 3 2(2 sin cos 2 ) 2x x x x+ − + − + = ;

1.144. Gràfik yordàmidà tàqribiy yeching:
1) sinx = x − 0,5; 2) sinx = x + 1; 3) x = 1 + 0,5sinx.

7. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr siståmàsi. Òrigînîmåtrik tånglà-
màlàr siståmàsini yechishdà yuqîridà ko‘rilgàn tånglàmàlàrni
yechish usullàridàn và trigînîmåtrik fîrmulàlàrdàn fîydàlànilàdi.

Quyidà tånglàmàlàr siståmàsini yechishning o‘zigà õîs
õususiyatlàri bilàn tànishàmiz.

1 - m i s î l .  
5 sin sin ,

3 cos 2 cos

x y

x y

=
 = −

 tånglàmàlàr siståmàsini yechà-

miz.

Y e c h i s h .  Bårilgàn siståmàni 
5 sin sin ,

2 3cos cos

x y

x y

=
 − =

  ko‘rinishdà

yozib îlàmiz. Bu siståmàning kvàdràtgà ko‘tàrilgàn tånglàmàlàrini
hàdmà-hàd qo‘shsàk,

25sin2x + 4 − 12cosx + 9cos2x = 1
yoki

16cos2x + 12cosx − 28 = 0

tånglàmà hîsil bo‘làdi. Hîsil bo‘lgàn bu tånglàmàni cosx gà

nisbàtàn yechib, cosx = 1, 7
4

cos x = −  tånglàmàlàrgà egà bo‘làmiz.

7
4

cos x = −  tånglàmà yechimgà egà emàs. Dåmàk, cosx = 1 bo‘lishi

zàrur. cosx = 1, ya’ni x = 2πn, n∈Z dà sinx = 0 bo‘lgàni uchun
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5 0 sin ,

2 3 1 cos

y

y

⋅ =
 − ⋅ =

siståmàgà egà bo‘làmiz. Bu siståmàdàn, y =

= (2k + 1) π,  k∈Z ekànligi tîpilàdi.
J à v î b :  x = 2πn, n∈Z, y = (2k + 1)π, k∈Z.

2 - m i s î l .  
4
3

3

sin sin ,x y

x y π

 + =


+ =

  tånglàmàlàr siståmàsini yechà-

miz.

Y e c h i s h :

4 4
3 2 2 3

3 3

sin sin , 2 sin cos ,x y x yx y

x y x y

+ −

π π

 + = = ⇒ ⇒ 
+ =  + = 

4 4
2 3 2 36

33

2 sin cos , cos ,

.

x y x y

x yx y

− −π

ππ

 = = ⇒ ⇒ 
  + =+ = 

2
cos 1x y− ≤  shàrt bàjàrilmàgànligi uchun siståmà yechimgà egà

emàs.

Ì à s h q l à r

1.145. Òrigînîmåtrik tånglàmàlàr siståmàsini yeching:

1) 
3

sin sin 1,

;

x y

x y π

+ =
 + =

2) 
4 sin cos 1,

3tg tg 0;

x y

x y

=


− =

3) 
4 cos cos 3,

4 sin sin 1;

x y

x y

=


= −
4) 2

3

cos cos 1,6,

.

x y

x y π

+ = −
 + =

8. Òrigînîmåtrik tångsizliklàrni isbîtlàsh. Òrigînîmåtrik tång-
sizliklàrni isbîtlàsh màsàlàsi bà’zàn àlgåbràik tångsizliklàrni
isbîtlàsh màsàlàsigà kåltirilàdi.

1 - m i s î l .  4cosx − 3sinx ≤ 5 tångsizlikni isbît qilàmiz.

Y e c h i s h .  2
tg x z= , x ≠ π + 2πk, k∈Z univårsàl o‘rnigà

qo‘yish tångsizlikni quyidàgi ko‘rinishgà kåltiràdi:
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2

2
2 2

4(1 ) 6

1 1
5 9

z z

z z
z−

+ +
− ≤ ⇒ + .

          26 1 0 (3 1) 0z z+ + ≥ ⇒ + ≥      (1)

(1) tångsizlik z ning hàr qàndày
qiymàtidà o‘rinli. Dåmàk, bårilgàn
tångsizlik bàrchà õ ≠ π + 2πk, k∈Z
làrdà bàjàrilàdi. Òåkshirish tångsiz-
likning x = π + 2πk, k∈Z uchun hàm
o‘rinli ekànini ko‘rsàtàdi.

2 - m i s î l .  ÀBC uchburchàkdà
2 2 2

2 2 2
tg tg tg 1A B C+ + ≥    tångsizlikning  bàjàrilishini  isbît

qilàmiz.
I s b î t .  ABC uchburchàkning A, B và C burchàklàri uchun

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2 2 2 2
tg tg tg tg tg tg 0A B A C B C− + − + − ≥

yoki
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
tg tg tg tg tg tg tg tg tgA B C A B A C B C+ + ≥ + +

munîsàbàt o‘rinli ekànligi ràvshàn. Bu yerdà gåîmåtriya kursidà
mà’lum bo‘lgàn

2 2 2 2
tg tg ,   tg tgp c p bA B A C

p p
− −= =  và 

2 2
tg tg p aB C

p
−=

tångliklàrdàn fîydàlànsàk (bu yerdà a, b, c – uchburchàkning
mîs ràvishdà  A, B, C burchàklàri qàrshisidàgi tîmînlàr,

2
a b cp + += ), isbîtlànishi kåràk bo‘lgàn tångsizlikni hîsil qilàmiz.

3 - m i s î l .  0 < α < π bo‘lsin. U hîldà sinα < α < tgα bo‘lishini
isbît qilàmiz.

I s b î t .  Birlik àylànàdà (I.45-ràsm) B1ÎB và ÎEE1
uchburchàklàrni yasàymiz, ∪B1ÀB = 2α, ∪ÀB = α bo‘lsin. 1-§
ning 1-bàndidà kåltirilgàn mulîhàzàlàrgà ko‘rà BL < ∪AB < AE
bo‘làdi. Bundàn

sinα < α < tgα                                     (1)
bo‘làdi.

Y

XO
A

B
1

L

B
E

I.45-rasm.

E
1
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Ì à s h q l à r

1.146. Òångsizlikni isbîtlàng:
1) ctg2α < 0,5ctgα, 0 < α < π;
2) sin3α − sin6α ≤ 0,25;

3) − ≤ ≤
+

3 33
2

sin
cos

α
α

;

4) A B C 1
8

cos cos cos ,≤  À + B + C = 180°;

5) cos(cosx) > 0, bundà x∈R;
6) cosx − sinx − cos2x > 0;

7) x x5 2 sin 6 sin 1− ≥ − ;
8) àniqlànish sîhàsidàn îlingàn iõtiyoriy õ dà |tgx + ctgx| ≥ 2;
9) |3sinx − 4cosx | ≤ 5;
10) α và β o‘tkir burchàklàr uchun sin(α + β) < 2sinα + sinβ;
11) àgàr α và β o‘tkir burchàklàr uchun sin(α + β) = 2sinα

o‘rinli bo‘lsà, u hîldà α < β;
12) α ning bàrchà qiymàtlàridà sinαcosα ≤ 0,5 bo‘làdi;

13) 2 2
1 1

sin cos
4

α α
+ ≥ ; 14) 4 4

1 1
sin cos

8
α α

+ ≥ .

9. Eng sîddà trigînîmåtrik tångsizliklàrni yechish. sinx > m,
cosx > m, tgx > m, ctgx > m kàbi ko‘rinishdàgi tångsizliklàrni
yechishdà kîîrdinàtàli àylànàdàn yoki trigînîmåtrik funksiya-
làrning gràfiklàridàn fîydàlànàmiz.

1 - m i s î l .  à) sinα > 0;  b) sinα > m, 1 ≤ m < 1;  â) sinα < m
tångsizliklàrni yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) sinα > 0 ning yechimlàr to‘plàmi sinu-
sîidàning àbssissàlàr o‘qidàn yuqîridà jîylàshgàn bo‘làklàri bilàn
àniqlànàdi (I.46-à ràsm). Bu bo‘làklàrdàn biri àbssissàlàr o‘qining
(0; π) îràlig‘igà, qîlgànlàri undàn 2πk, k∈Z uzîqliklàrdà
jîylàshgàn îràliqlàrgà mîs kålàdi. Dåmàk, 2πk < α < (2k + 1)π,
k∈Z ko‘rinishdàgi îràliqlàrdà yotuvchi α sînlàrginà yechim
bo‘làdi.

b) sinα > m tångsizlikni yechàmiz, bundà −1 ≤ m < 1. Birlik
àylànàning îrdinàtàlàri m dàn kàttà bo‘lgàn nuqtàlàri y = m to‘g‘ri
chiziqdàn yuqîridà jîylàshàdi. Ulàr MBN yoyni hîsil qilàdi
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(I.46-b ràsm). Bu yoygà Ì(α0) và N(π − α0) nuqtàlàr kirmàydi.
Shundày qilib, sinα > m tångsizlikning yechimi (α0; π − α0)
intårvàl yordàmidà àniqlànàdi. α0 = arcsinm và y = sinx funksiya
dàvriy funksiya bo‘lgàni uchun bårilgàn tångsizlikning bàrchà
yechimlàr to‘plàmini

 (arcsin 2 ;  arcsin 2 )
k Z

m k m k
∈

+ π π − + π
yoki

arcsinm + 2kπ < α < π − arcsinm + 2kπ, k∈Z
ko‘rinishdà yozàmiz.

sinα > m tångsizlik m ≥ 1 dà bàjàrilmàydi, m < −1 dà esà bàrchà
α làrdà bàjàrilàdi.

d) sinα < m tångsizlikni yechish α = −z o‘rnigà qo‘yish îrqàli
yuqîridà qàràlgàn hîlgà kålàdi: sinz > −m. Uning bàrchà yechimlàrini
yozàmiz:

arcsin(−m) + 2πk < z < π − arcsin(−m) + 2πk, k∈Z.
arcsin(−m) = −arcsinm và z = −α bo‘lgàni uchun bårilgàn

tångsizlikning bàrchà yechimlàri quyidàgichà bo‘làdi:
−π − arcsinm + 2kπ < α < arcsinm + 2kπ, k∈Z.

2 - m i s î l .  à) cosα > m;  b) cosα < m tångsizliklàrni
yechàmiz.

Y e c h i s h .  à) m ≥ 1 dà tångsizlik yechimgà egà emàs,
m < −1 dà esà α ning bàrchà qiymàtlàri tångsizlikni qànîàtlàntiràdi.
Biz  −1 ≤ m  < 1 bo‘lgàn hîlni qàràymiz. I.41-d ràsmgà qàràlgàndà
m < cosα ≤ 1 gà B2ÀB1 yoy mîs kålàdi, bundà B1(α0) và B2(−α0)
làr õ = m to‘g‘ri chiziq bilàn kîîrdinàtàli àylànàning kåsishish
nuqtàlàri, À(0) –hisîb bîshi nuqtàsi. Dåmàk, cosα > m tång-
sizlikning yechimi −α0< α < α0 yoki −arccosm < α < arccosm, yoki
funksiya dàvri e’tibîrgà îlinsà, −arccosm + 2πk < α < arccosm +
+2πk, k∈Z bo‘làdi.

                                 à)                                      b)

I.46-rasm.

Y

O X
2
π π 3

2
π 2π 5

2
π 3π

1

−1

siny x=

Y

A X

M

B

OC

N

0α

0π − α
y m=
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b) cosα < m tångsizligini yechish
α = π − z àlmàshtirish îrqàli yuqîridà
qàràlgàn  tångsizlikkà  kåltirilàdi:
cosz > −m. Bundàn −arccos(−m) + 2kπ <
< z<arccos(−m) + 2kπ, k∈Z ni tîpàmiz.
z = π − α và arccos(−m) = π − arccosm
bo‘lgàni uchun

arccosm + 2kπ < α < 2(k + 1)π −
−arccosm, k∈Z

bo‘làdi.
3 - m i s î l .  tgα < m và tgα > m tångsizliklàr yechimini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  arctgm tà’rifidàn fîydàlànàmiz (I.47-ràsm).

B1(α0) nuqtà EÀC yarim àylànàni EÀB1 và B1C yoylàrgà

àjràtàdi, bundà ( )2
E π−  và ( )2

C π . Undàn E, B1, C nuqtàlàr

chiqàrilàdi. EÀB1 yoydà tgα < m, B1C yoydà esà tgα > m tångsizlik
bàjàrilàdi. Dåmàk, tgα < m tångsizlikning yechimi

2
arctg ,  ,k m k k Zπ− + π < α < + π ∈

tgα > m tångsizlik yechimi esà

2
arctg ,  m k k k Zπ+ π < α < + π ∈

bo‘làdi.
Shu kàbi ctgα < m, ctgα > m tångsizliklàr yechimi mîs

ràvishdà arcctgm + kπ < α < π + kπ, k∈Z và kπ < α < arcctgm + kπ,
k∈Z bo‘làdi.

Y

A X

B
2

E

O

C

D

y mx=

B
1

I.47-rasm.

Y

X

A
0

A
1

A
2

A
3

A
4 y = 1

O

ctgy x=

4
π π 2π 3π−π−2π

I.48-rasm.
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4 - m i s î l .  ctgx ≤ 1 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  y = 1 to‘g‘ri chiziq y = ctgx kîtàngånsîidàni chåksiz

ko‘p À0, À1, À2, ... nuqtàlàrdà kåsàdi (I.48-ràsm). Hîsil bo‘làdigàn

îràliqlàrdàn biri 
4
;  π π  . Kîtàngånsning dàvrini hàm e’tibîrgà

îlib, yechimni 
4

,  k x k k Zπ + π < < π + π ∈  ko‘rinishdà yozàmiz.

Ì à s h q l à r

1.147. Òångsizlikni yeching:

1) sinx < 0,5, bundà 
2 2
;  x π π ∈ −  ; 2) sinx ≤ 1;

3) [ ]3
2

sin ,  ;  x x< ∈ −π π ;  4) [ ]3
2

sin ,  0;  2x x≥ − ∈ π ;

5) [ ]2
2

sin ,  ;  x x> ∈ −π π ;  6) [ ]2
2

sin ,  0;  2x x≤ − ∈ π ;

7) [ ]2
2

sin ,  0;  2x x> − ∈ π .

1.148. Òångsizlikni yeching:

1) 1
2

cos x ≤ , [ ]0;  2x ∈ π ;  2) [ ]1
2

cos ,  0;  2x x> ∈ π ;

3) [ ]3
2

cos ,  ;  x x≥ ∈ −π π ;  4) [ ]3
2

cos ,  ;  x x< ∈ −π π ;

5) 3
2 2 2

cos ,  ;  x x π π ≥ ∈ −  ;  6) [ ]2
2

cos ,  0;  x x< ∈ π ;

7) [ ]2
2

cos ,  0;  2x x≤ − ∈ π ;  8) [ ]3
2

cos ,  ;  x x≤ − ∈ −π π .

1.149. Òångsizlikni yeching:

1) tg 3x < , ( )2 2
;  x π π∈ − ;  2) ( )2 2

tg 3,  ;  x x π π≥ ∈ − ;

3) [ ]tg 1, 0; x x< ∈ π ;  4) ( )3
3 2 2

tg ,  ;  x x π π≥ ∈ − ;

5) ( )2 2
ctg 1,  ;  x x π π< ∈ − ;  6) [ ]ctg 1, 0; x x≥ − ∈ π ;

7) tgx < 2; 8) tg2x > 2; 9) ctgx < −1.

1.150. Òångsizlikni yeching:

1) 3 cos 2 1 0x + > , [ ]0;  x ∈ π ;

2)
2 2

3 sin 2 1 0,  ;  x x π π + ≥ ∈ −  ;



81

3) [ ]2 2
2 2

cos ,  0;  2x x− < < ∈ π ;

4) [ ]2
2

0 sin ,  ;  x x< < ∈ −π π ;

5) 2 1
4 2 2

sin ,  ;  x x π π > ∈ −  ;

6) [ ]24 sin 1 0,  0;  2x x− ≤ ∈ π .

1.151. Òångsizlikni yeching:

1) sin 0,80x > − , 
3

2 2
;  x π π ∈   ;

2) 
2 2

sin 0,80,  ;  x x π π ≤ − ∈ −  ;

3) [ ]cos 0,6,  0;  x x≥ ∈ π ;

4) [ ]cos 0,7,  ;  2x x< ∈ π π .

10. Òrigînîmåtrik tångsizliklàrni intårvàllàr usuli bilàn yechish.
f (t) > 0 yoki f (t) < 0 trigînîmåtrik tångsizliklàrni yechishdà
intårvàllàr usulidàn fîydàlànàmiz. Shu màqsàddà îldin f (t)
funksiyaning Ò0 àsîsiy dàvri, f (t) = 0 tånglàmàning [0; Ò0)
îràliqdà yotgàn ildizlàri và uzilish nuqtàlàri tîpilàdi. Ulàr [0; Ò0)
îràliqni bir nåchà intårvàlgà àjràtàdi. Sinàsh nuqtàlàri usuli
qo‘llànilib, funksiyaning intårvàllàrdàgi ishîràlàri àniqlànàdi.
Funksiyaning õîssàlàridàn, jumlàdàn, juft-tîqligidàn fîydà-
lànish ishni îsînlàshtiràdi.

1 - m i s î l .  f (α) = cos2α − cos3α < 0 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  1) cos2α ning dàvri: cos(2α + 2π) = cos2(α + T1),

bundàn 2α + 2π = 2(α + Ò1), Ò1 = π; shu kàbi cos3α ning dàvri

2
2
3

T π= . Bu sînlàrning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi , ya’ni
Ò0 = 2π sîni  f (x) funksiyaning àsîsiy dàvri bo‘làdi;

2) f (α) = 0 tånglàmà ildizlàri 2α = ±3α + 2πk, k∈Z munîsàbàt
bo‘yichà àniqlànàdi. Bizgà ulàr ichidàn (0; T0) îràliqdà yotgànlàrini
àniqlàsh yetàrli, qîlgànlàri Ò0 dàvr bilàn tàkrîrlànàdi. Îràliqning
α = 0 chàp uchidà f (0) = 0, ya’ni f (x) < 0 tångsizlik bàjàrilmàydi.
Dåmàk, îràliqning chàp uchi îchiq qîlàdi. Îràliqning ichidà yotgàn
ildizlàrni tîpàmiz. Shu màqsàddà munîsàbàtdàgi k gà kåtmà-kåt 0,
1, 2, ... qiymàtlàr bårish và α ning qiymàtlàri ichidàn (0; 2π)

intårvàldà yotgànlàrini àjràtish kåràk. Ulàr: 2 4 6 8
5 5 5 5

,  ,  ,  π π π π .
6 Àlgebra, II qism
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3) f  funksiya sîn o‘qidà uzluksiz;

4) (0; 2π) îràliq ( 2 2 4 4 6 6 8
5 5 5 5 5 5 5

0; ,  ;  , ;  ,  ;  ,π π π π π π π           

)8
5

;  2π π   intårvàllàrgà àjràlàdi;

5) ( ]0 2
5

;  π  îràliqdàn sinàsh nuqtàsi sifàtidà π
3
 ni îlàylik. Undà

( ) 2 3 1
3 3 3 2

cos cos 1 0f π π π= − = − + > . Dåmàk, bu îràliqdà bårilgàn

tångsizlik bàjàrilmàydi. Òåkshirish tångsizlik 2 4 6 8
5 5 5 5

;  , ;  π π π π     
îràliqlàrdà bàjàrilishini ko‘rsàtàdi. Yechim ushbu îràliqlàr bir-
làshmàsidàn ibîràt:

( ) ( )2 4 6 8
5 5 5 5

2 ;  2 2 ;  2 ,  k k k k k Zπ π π π+ π + π ∪ + π + π ∈ .

2 - m i s î l .  
3

( ) t tg 0f g αα = α − >  tångsizligini yechàmiz.

Y e c h i s h .  1) tgα ning dàvri Ò1 = π, 
3

tg α  ning dàvri Ò2 = 3π.

Ò1 và Ò2 ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi, ya’ni f  ning
àsîsiy dàvri Ò0 = 3π. Òångsizlikning [0; 3π] îràliqdàgi yechimini
tîpish yetàrli. Qîlgànlàri sîn o‘qidà 3π dàvr bilàn tàkrîrlànàdi;

2) 
3

tg tg 0αα − =  tånglàmàning ildizlàri: 3 ,k k Zα = π ∈ .

Ulàrdàn [0; 3π] îràliqdà yotgàni 0 và 3π;

3) f  funksiya cosα = 0 và 
3

cos 0α =  dà, ya’ni 
2

,kπα = + π

k Z∈  nuqtàlàrdà uzilishgà egà. Shu jumlàdàn 3 5
2 2 2
,  ,  π π π

nuqtàlàr qàràlàyotgàn [0; 3π] îràliqdà jîylàshgàn;

4) tîpilgàn nuqtàlàr [0; 3π] îràliqni 3
2 2 2

0;  , ;  ,π π π   
   

3 5
2 2

;  ,π π 
    5

2
;  3π π   qismlàrgà àjràtàdi;

5) sinàsh nuqtàlàri yordàmidà bårilgàn tångsizlik yechimi
ushbu intårvàllàrdàn tuzilgànligini àniqlàymiz:

( ) ( )3 5
2 2 2

3 ;  3 ,  3 ;  3 ,  k k k k k Zπ π ππ + π + π + π ∈ .
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f – tîq funksiya. Shungà ko‘rà hisîblàshlàrni [0; 3π] dà emàs,

bàlki 3 3
2 2

;  π π −   dà bàjàrish mà’qul. Hàqiqàtàn, f (α) > 0 tångsizlik

2
0;  π 

   dà bàjàrilsà, 
2
;  0π − 

 dà f (α) < 0 tångsizlik  bàjàrilàdi.

Y e c h i s h :  ( ) ( )3
2 2 2

3 ; 3 ,  3 ;  3 ;  ,  k k k k k Zπ π π− + π − + π π + π ∈ .

Ì à s h q l à r

1.152. Òångsizliklàrni yeching:
  1) sin3x < −cos3x;      2) sin3x < cos3x;       3) sin3x cos3x > 0;
  4) cos3xtg3x > 0;       5) sin2x + tg2x < 0;    6) tg2 3x > ;

  7) 2
3( 2)

ctg 1x
x
π
−

< ;                     8) cosxcos3x < cos2xcos4x;

  9) 4 4 1
2

sin cosx x− < ;          10) (1 − ctgx)sin2x > 1;
11) 3sin2x − 1 > sinx + cosx.

11. Òrigînîmåtrik funksiya qiymàtini tàqribiy hisîblàsh.

2
0 x π< <  dà sinx < x < tgx bo‘lishini bilàmiz. Ikkinchi tîmîndàn

1 cos
2 2

sin x x−=  ekànligidàn ( )22
2 2

cos 1 2 sin 1 2x xx = − > − ⋅ =

2

2
1 x= −  ni îlàmiz. Bu tångsizlik và sin

cos
tg x

x
x =  munîsàbàtdàn

fîydàlànib, iõchàmlàshtirishlàrdàn so‘ng ushbu qo‘sh tångsizlik
hîsil bo‘làdi:

3

2
sin tgxx x x x− < < < .                                         (1)

1 - m i s î l .  sin0,05 qiymàtini 0,01 gàchà àniqlikdà tîpàmiz.
Y e c h i s h .  (1) bo‘yichà:

0,000125
2

0,05 sin 0,05 0,05;  0,0499 sin 0,05 0,05− < < < < ,

bundàn 0,05 0,0499
2

sin 0,05 0,050.x +≈ =

Yuqîri àniqlik tàlàb qilingàn hîllàrdà ushbu fîrmulàlàrdàn
fîydàlànish mumkin (isbîti îliy màtåmàtikà kursidà o‘rgànilàdi):

3 5

3! 5 !
sin ...;x xx x= − − −                                      (2)
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2 4

2 ! 4 !
cos 1 ....x xx = − − −                                       (3)

2 - m i s î l .  à) sin0,15; b) cos0,15 ni 10−4 gàchà àniqlikdà
tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Òàlàb etilàyotgàn àniqlikkà erishish uchun (2) và
(3) fîrmulàlàrni qàndày dàràjàli hàdgàchà îlishni bilish kåràk:

3 40,15 0,15
3 ! 4 !

0, 00056 0, 0001,  0, 000021 0, 001.= > = <

Dåmàk, (2) fîrmulà båshinchi dàràjàli hàdgàchà, (3)
fîrmulà esà to‘rtinchi dàràjàli hàdgàchà îlinishi yetàrli.
Hisîblàshlàrgà o‘tàmiz:

à) sin , , , ;
,

!
,

!
0 15 0 15 0 14948

0 15
3

0 15
5

3 5

≈ − − ≈

b) cos , , .,
!

,
!

015 1 0 988760 15
2

0 15
4

2 4

≈ − − ≈

Ì à s h q l à r

1.153. Ifîdàning qiymàtini 0,0001 gàchà àniqlikdà tîping:
1) sin0,24; 2) cos0,18; 3) tg0,15;
4) sin31°; 5) cos23°; 6) tg16°.

5-§. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr

1. Àrkfunksiyalàr và ulàrning àsîsiy õîssàlàri. Ushbu

y x x= − ≤ ≤sin ,  π π
2 2

                                            (1)

funksiyani qàràymiz.

x àrgumåntning qiymàtlàri − π
2

 dàn π
2
 gàchà o‘sib bîrgàndà y

ning qiymàtlàri −1 dàn 1 gàchà o‘sib bîrishi và [−1; 1] kåsmàni
to‘ldirishi bizgà mà’lum (I.31-ràsm). Bu yerdàn, y ning [−1; 1]

kåsmàdàgi hàr bir qiymàtigà sin ,x y x= − ≤ ≤ π π
2 2

 shàrtlàrni
qànîàtlàntiruvchi birginà x sînni, ya’ni x = arcsin y sînni mîs
qo‘yish mumkinligi kålib chiqàdi.

Hàr bir y∈[−1; 1] sîngà uning àrksinusini mîs qo‘yib,
quyidàgi funksiyagà egà bo‘làmiz:
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x = arcsiny,  −1 ≤ y ≤ 1.                                      (2)

x và y o‘zgàruvchilàrning (1) shàrtni qànîàtlàntiruvchi hàr
qàndày qiymàtlàri jufti (2) shàrtni hàm qànîàtlàntiràdi và
àksinchà, shu juftlik uchun (2) shàrt bàjàrilsà, u hîldà x và y
uchun (1) shàrt hàm bàjàrilàdi (isbîtlàng). Dåmàk, (1) và (2)
funksiyalàr o‘zàrî tåskàri funksiyalàrdir.

Îdàtdà funksiyaning àrgumånti x bilàn, funksiyaning o‘zi esà
y bilàn bålgilàngàni uchun (2) dà x ni y bilàn, y ni esà x bilàn
àlmàshtirib, quyidàgi funksiyagà egà bo‘làmiz:

y = arcsinx,  −1 ≤ x ≤ 1.                               (3)

y = arcsinx funksiya y = sinx, [ ]x ∈ − π π
2 2

;   funksiyagà tåskàri

funksiya bo‘lgàni uchun uning àyrim õîssàlàrini y = sinx,

[ ]x ∈ − π π
2 2

;   funksiyaning  õîssàlàridàn  hîsil  qilish  mumkin.

1°. y = arcsinx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kåsmàdàn
ibîràt, chunki y = sinx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [−1; 1]
kåsmàdàn ibîràt.

2°. y = arcsinx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [ ]− π π
2 2
;   kåsmà-

dàn ibîràt, chunki y = sinx, − ≤ ≤π π
2 2

x  funksiyaning àniqlànish

sîhàsi [ ]− π π
2 2
;   kåsmàdàn ibîràt.

E s l à t m à . y = sinx funksiya (−∞; +∞) îràliqdà tåskàrilànuvchi emàs,
chunki hàr qàndày y∈[−1; 1] sîngà sinx = y shàrtni qànîàtlàntiruvchi
chåksiz ko‘p x∈(−∞; +∞) sînlàr mîs kålàdi. y = sinx funksiyaning
tåskàrilànuvchi bo‘lishligini tà’minlàsh uchun uning àniqlànish sîhàsi

sun’iy ràvishdà tîràytirilàdi và àniqlànish sîhàsi sifàtidà [ ]− π π
2 2

;   kåsmà

îlinàdi.

3°. y = arcsinx funksiya [−1; 1] kåsmàdà o‘sàdi, chunki y = sinx

funksiya [ ]− π π
2 2
;   kåsmàdà o‘suvchi funksiyadir.

4°. y = arcsinx funksiya tîq funksiya, ya’ni arcsin(−x) = −arcsinx
tånglik bàrchà x∈[−1; 1] làr uchun o‘rinli (qàràng, 4- § ning
1-bàndi).

5°. y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya emàs.
Hàqiqàtàn hàm, y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya và T ≠ 0

sîn y = arcsinx funksiyaning birîr dàvri, ya’ni bàrchà x∈[−1; 1]
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làr uchun arcsin(x + T) = arcsinx tånglik bàjàrilàdi dåb fàràz
qilàylik. U hîldà bu tånglikdàn x = 0∈[−1; 1] dà arcsinT = 0 gà egà
bo‘làmiz. Dåmàk, T = 0. Bu esà T ≠ 0 ekànligigà zid. Shundày qilib,
y = arcsinx funksiya dàvriy funksiya emàs.

y = arcsinx funksiya y = sinx, 
2 2

xπ π− ≤ ≤  funksiyagà tåskàri

funksiya bo‘lgàni uchun, uning gràfigini y = sinx, 2 2
xπ π− ≤ ≤

funksiya gràfigini y = x to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik àlmàsh-
tirish bilàn hîsil qilish mumkin (I.49-à ràsm).

Ò à r i õ i y  m à ’ l u m î t

Ìirzî Ulug‘båk o‘zining «Zij» àsàridà sinusni jàyb, 1 − cosx ni
sàhm (x), àrksinusni esà jàybi mà’kus (tåskàri sinus) dåb àtàgàn.
Bu funksiyalàrni dîiràviy sågmåntdà tàsvirlàgàn (I.49-b ràsm,
hîzirgi yozuvlàr bizniki) và ulàrning àyrim õîssàlàridàn
fîydàlàngàn.

y = cosx, 0 ≤ x ≤ π funksiya tåskàrilànuvchi và ungà tåskàri
funksiya y = arccosx, −1 ≤ x ≤ 1 funksiyadàn ibîràt ekànligi õuddi
yuqîridàgi kàbi mulîhàzàlàr yuritib hîsil qilinàdi.

y = arccosx funksiyaning àsîsiy õîssàlàrini kåltiràmiz:
1°. y = arccosx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kåsmàdàn

ibîràt.
2°. y = arccosx funksiyaning qiymàtlàri sîhàsi [0; π] kåsmàdàn

ibîràt.
3°. y = arccosx funksiya [−1; 1] kåsmàdà kàmàyadi.
4°. y = arccosx funksiya juft funksiya hàm emàs, tîq funksiya

hàm emàs (4-§, 2-bànd.).

Y

X−1 1

1

O− π
2

−1

π
2

− π
2

y x=
π
2

y x= sin

A

B
y x= arcsin

jayb

vatar

jaybi ma’kus

sahm

à) b) I.49-rasm.
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5°. y = arccosx funksiya dàvriy emàs.

y = arccosx funksiyaning gràfigi
y = cosx, 0 ≤ x ≤ π funksiya gràfigini
y = x to‘g‘ri chiziqqà nisbàtàn simmåtrik
àlmàshtirish bilàn hîsil qilinàdi (I.50-
ràsm).

y = arcsinx và y = arccosx funk-
siyalàrning àsîsiy õîssàlàrini jàdvàldà
kåltiràmiz:

  Õîssàlàr                                   Funksiya

y = arcsinx y = arccosx

Àniqlànish sîhàsi [−1; 1] [−1; 1]

Qiymàtlàr sîhàsi [ ]− π π
2 2

;  [0; π]

Ìînîtînligi [−1; 1] îràliqdà [−1; 1] îràliqdà
o‘suvchi kàmàyuvchi

Juft-tîqligi tîq funksiya juft emàs, tîq emàs

Dàvriyligi dàvriy emàs dàvriy emàs

y = arctgx, x∈R funksiya y = tgx, − < <π π
2 2

x  funksiyagà,
y = arcctgx, x∈R funksiya esà y = ctgx, 0 < x < π funksiyagà tåskàri
funksiyadir. Ulàrning àsîsiy õîssàlàrini jàdvàl ko‘rinishidà kåltiràmiz:

 Õîssàlàr                                  Funksiya

y = arctgx y = arcctgx

Àniqlànish sîhàsi (−∞; +∞) (−∞; +∞)

Qiymàtlàr sîhàsi ( )− π π
2 2

;  (0; π)

Ìînîtînligi
(−∞; +∞) îràliqdà (−∞; +∞) îràliqdà

o‘suvchi kàmàyuvchi

Juft-tîqligi tîq funksiya juft emàs, tîq emàs

Dàvriyligi dàvriy emàs dàvriy emàs

Y

X−1 1O

π
2

π

arccosy x=

I.50-rasm.
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y = arctgx  và  y = arcctgx  funksiyalàrning  gràfiklàri  mîs
ràvishdà I.51-ràsm và I.52-ràsmlàrdà tàsvirlàngàn.

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx và y = arcctgx funksiyalàr
tåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr dåb àtàlàdi. Bîshqà funksiyalàr
kàbi, bu funksiyalàrning hàm bà’zi nuqtàlàrdàgi àniq qiymàt-

làrini, màsàlàn, 
2

arcsin1 π= , arccos1 = 0, 2
2 4

arctg π= ,

6
arcctg 3 π=  ekànligini ko‘rsàtish mumkin. Umumiy hîldà esà
turli hisîblàsh vîsitàlàri (gràfiklàr, jàdvàllàr, kàlkulatîrlàr và
h.k.) yordàmidà bu funksiyalàrning tàqribiy qiymàtlàri kåràkli
àniqlikdà hisîblànàdi.

1 - m i s î l .  Kàlkulatîr yordàmidà arcsin0,5773 ≈ 0,615,
arccos0,5773 ≈ 0,836  ekànligini tîpish mumkin.

2 - m i s î l .  y = arcsin(x2 + 1) funksiyaning  àniqlànish sîhà-
sini và qiymàtlàri sîhàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  y = arcsinx funksiyaning àniqlànish sîhàsi [−1; 1]
kåsmàdàn ibîràt. Shu sàbàbli, y = arcsin(x 2 + 1) funksiya x ning
−1 ≤ x 2 + 1 ≤ 1 shàrt bàjàrilàdigàn bàrchà qiymàtlàridàginà
àniqlàngàndir. −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1 tångsizlik x = 0 bo‘lgàndà và fàqàt
shu hîldà bàjàrilàdi.

x = 0 bo‘lgàndà, 2
2

(0) arcsin(0 1) arcsin1y π= + = = . Shundày

qilib, bårilgàn funksiyaning àniqlànish sîhàsi {0} to‘plàmdàn,

qiymàtlàr sîhàsi esà { }π
2

 to‘plàmdàn ibîràt.

3 - m i s î l .  
2arccos( 1)x

x
y

+=  funksiyaning àniqlànish sîhàsi và

qiymàtlàri sîhàsini tîpàmiz.
Y e c h i s h .  Bu funksiya x ning x ≠ 0 và −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1

shàrtlàrni qànîàtlàntiràdigàn bàrchà qiymàtlàridàginà àniqlàngàn.

                 I.51-rasm.  I.52-rasm.

Y

X

π
2

O

arctgy x=

− π
2

Y

X

π
2

O

arcctgy x=

π
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x ning x ≠ 0,  −1 ≤ x2 + 1 ≤ 1 shàrtlàr bir vàqtdà o‘rinli bo‘làdigàn
qiymàti màvjud emàs. Shundày qilib, bårilgàn funksiyaning
àniqlànish sîhàsi, shuningdåk, qiymàtlàr sîhàsi hàm bo‘sh
to‘plàmdir.

4 - m i s î l .  y = arcsinx, − ≤ <1
2

0x  funksiyaning àniqlànish
sîhàsini và qiymàtlàr sîhàsini tîpàmiz.

Y e c h i s h .  Funksiyaning bårilishidàn ko‘rinàdiki, uning

àniqlànish sîhàsi ( ]− 1
2

0;   îràliqdàn, qiymàtlàr sîhàsi esà y =

=arcsinx funksiya [−1; 1] kåsmàdà o‘suvchi và ( )y − = −1
2 6

π , y(0) =

=0 bo‘lgàni uchun [ )− π
6

0;  îràliqdàn ibîràt bo‘làdi.

Ì à s h q l à r

1.154. à) Quyidàgi funksiyaning àniqlànish sîhàsini tîping:

1) y = arcsin(x + 1);    2) 1 4
3

arccos xy += ;    3) 5
7

arccos xy −= .

b) y = arcctg2x − 3 funksiya sîn o‘qi bo‘yichà chågàràlàn-
gànmi?

d) y = 1 − cosx (sàhm)gà tåskàri funksiyani tà’riflàng, ifîdàsini
yozing, àniqlànish và o‘zgàrish sîhàlàrini tîping, mînîtînlikkà
tåkshiring, gràfigini yasàng.

1.155. Jàdvàldàgi bo‘sh kàtàklàrni to‘ldiring (hisîblàshlàrni
EHÌ yoki mikrîkàlkulatîrdàn fîydàlànib bàjàring):

x 0,7

arcsinx 0,85 (ràd)

arccosx 0,9 (ràd)

arctgx −π/6 (ràd)

arcctgx 0,3

2. Àrkfunksiyalàr qàtnàshgàn àyrim àyniyatlàr. Òåskàri trigî-
nîmåtrik  funksiyalàrgà  bårilgàn  tà’riflàrgà  ko‘rà,  màsàlàn,

y =sinx, x
2 2
π π− ≤ ≤  và x = arcsiny,  −1 ≤ y ≤ 1  bir mà’nîli munî-

sàbàtlàrdir. Àgàr y = sinx tånglikdà x o‘rnigà arcsiny qo‘yilsà,
ushbu àyniyat hîsil bo‘làdi:

sin(arcsiny) = y,  −1 ≤ y ≤ 1.                           (1)
Shu tàriqà quyidàgi àyniyatlàrni hàm îlish mumkin:
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cos(arccosy) = y,  −1 ≤ y ≤ 1,                               (2)

tg(arctgy) = y,  −∞ < y < +∞,                                 (3)

ctg(arcctgy) = y,  −∞ < y < +∞.                                (4)
Àgàr õ = arcsiny tånglikdà y o‘rnigà sinx qo‘yilsà:

arcsin(sinx) = x, − ≤ ≤π π
2 2

x .                      (5)

Shu kàbi:
arccos(cosx) = x,  0 ≤ x ≤ π,                                     (6)

arctg(tgx) = x,  − < <π π
2 2

x ,                                      (7)

arcctg(ctgx) = x, 0 < x < π.                               (8)

1 - m i s î l .  
2

arcsin arccosx x π+ =  (bu yerdà, | x | ≤ 1)

àyniyatni isbît qilàmiz.

I s b î t .  | x | ≤ 1 bo‘lsin. U hîldà arcsinx và 
2

arccos xπ − ifîdàlàr

mà’nîgà egà. arcsinx, π
2

− arccos x  sînlàrining hàr biri y =

=sinx funksiyaning o‘sish îràliqlàridàn birigà, õususàn, [ ]− π π
2 2
;  

îràliqqà tågishli và sin(arcsinx) = x, ( )2
sin arccos x xπ − =

tångliklàr o‘rinli. Shu sàbàbli 
2

arcsin arccosx xπ= − .

2 - m i s î l .  arcsin(sinx) ifîdàni hisîblàymiz.
Y e c h i s h .  Hàr qàndày x∈R sîn uchun sinx∈[−1; 1] bo‘lgàni

sàbàbli arcsin(sinx) ifîdà bàrchà x∈R sînlàr uchun mà’nîgà egà

và arcsina ning tà’rifigà ko‘rà, arcsin(sinx)∈ [ ]− π π
2 2
;  .

arcsin(sinx) = y bo‘lsin. U hîldà siny = sinx, y∈
2 2
;  π π − 

shàrtlàr bàjàrilàdi. siny = sinx bo‘lgàni uchun, x = (−1)ky + kπ

yoki 
1( 1)( )

( 1) ( 1)
( 1) ( )k

k k

k xx ky k x−− π−− π

− −
= = = − π −  (bu yerdà k∈Z )

bo‘làdi. Bu yerdàn ko‘rinàdiki, y ≤ π
2
 bo‘lishi uchun 

2
k x ππ − ≤

bo‘lishi yetàrlidir.
Shundày qilib, arcsin(sinx) = (−1)1−k(k − π), bu yerdà k sîn

2
k x ππ − ≤  tångsizlikni qànîàtlàntiràdigàn butun sîn.
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Ì à s h q l à r

1.156. Àyniyatni isbîtlàng:

1) 2cos(arcsin ) 1x x= − ;

2) 
21

arccos arcctg , 1 1x

x
x x

−
= − < < ;

3) 
21

arcctg arccos x

x
x

+
= ;

4) 
21

arctg arcsin ,  x

x
x x

+
= − ∞ < < +∞ ;

5) ( )2
2

2 arcsin arcsin 2 1 ,  0x x x x π= − ≤ ≤ ;

6) 2 2
arctg(tg ) ,  x x k x kπ π= − π π − < < π + ;

7) 
2

1

1
cos(arctg )

x
x

+
= ; 8) 

2

1

1
sin(arctg )

x
x

−
= .

1.157. Ifîdàning qiymàtini tîping:

1) arctg(tg3);                              2) arcsin(sin4);

3) ( )3
arccos cos π ;                              4) ( )6

arcctg ctg π ;

5) ( )8
arccos sin π −  

;                             6) ( )30
7

arcsin cos π ;

7) ( )3
7

arctg ctg π ;

8) ( )3 1
2 2

2 arcsin 3arccos arcctg1  − + − −    
;

9) cos(2arccosx);                                 10) cos(3arccosx);

11) ( )( )5
24

cos arctg − ;                                12) arcsin(sin100);

13) sin(3 arcsinx).

3. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr qàtnàshgàn tånglàmàlàr
và tångsizliklàr. Òåskàri trigînîmåtrik funksiyalàr qàtnàshgàn
tånglàmàlàrni yechishdà tång àrgumåntlàrdà bir õil ismli trigînî-
måtrik funksiyalàrning qiymàtlàri hàm tång bo‘lishidàn, ya’ni
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trigînîmåtrik funksiyalàrning bir qiymàtlilik õîssàsidàn fîydà-
lànilàdi.

Ko‘pchilik hîllàrdà àrkfunksiyalàr ko‘rinishidà bårilgàn tång
àrgumåntlàrning bir õil ismli trigînîmåtrik funksiyalàrini
tånglàshtirib, bårilgàn tånglàmàgà nisbàtàn sîddàrîq tånglàmà
(màsàlàn, àlgåbràik tånglàmà) hîsil qilish mumkin bo‘làdi. Hîsil
qilingàn tånglàmà bårilgàn tånglàmàgà umumàn îlgàndà tång
kuchli emàs, chunki bir õil ismli trigînîmåtrik funksiya
qiymàtlàrining tångligidàn shu funksiya àrgumåntlàrining tångligi
kålib chiqmàydi.

1 - m i s î l .  3 4
5 5

arcsin arcsin arcsinx x x+ =   tånglàmàni yechà-
miz.

Y e c h i s h .  Òånglàmàning àniqlànish sîhàsi x ning 3
5

1,x ≤

4
5

1x ≤ , | x | ≤ 1 tångsizliklàr bir vàqtdà bàjàrilàdigàn qiymàt-

làri to‘plàmi {x: | x | ≤ 1} dàn ibîràt.
Bårilgàn tånglàmà chàp và o‘ng tîmînlàrining sinuslàrini

tånglàshtiràmiz:

( )3 4
5 5

sin arcsin arcsin sin(arcsin )x x x+ = .

Yig‘indining sinusi fîrmulàsidàn và sin(arcsinα) = α,

( ) 2cos arcsin 1α = − α   (bu yerdà | α | ≤ 1) àyniyatlàrdàn fîydà-

lànib,

2 293 16 4
5 25 5 25

1 1x x x x x⋅ − + ⋅ − = .

tånglàmàgà egà bo‘làmiz. Bu tånglàmà x1 = 0, x2,3 = ±1  ildizlàrgà
egà. Ulàrning hàr birini tånglàmàgà båvîsità qo‘yib ko‘rib, bu
ildizlàr tånglàmàni qànîàtlàntirishini ko‘ràmiz. Ìàsàlàn, x = 1
uchun

3 4 3 3
5 5 5 5 2

arcsin arcsin arcsin arccos π+ = + = .

2 - m i s î l .  (arcsinx)3 + (arccosx)3 = π3 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  a3 + b3 = (a + b)3 − 3ab(a + b) àyniyatdàn

fîydàlànib và 2
arcsin arccosx x π+ =  ekànligini nàzàrdà tutib,

quyidàgi tånglàmàgà egà bo‘làmiz:
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( )3 3
2 2

3 arcsin arccosx xπ π− ⋅ ⋅ ⋅ = π

yoki
27

12
arcsin arccosx x⋅ = − π .

( )2
arccos ,  y x y π= ≤  dåsàk, 

22 7
2 12

0y yπ π− − =  kvàdràt tång-

làmà hîsil bo‘làdi. Bu kvàdràt tånglàmàning ildizlàri àbsîlut

qiymàti jihàtidàn π
2
 dàn kàttà bo‘lgàni uchun bårilgàn tånglàmà

yechimgà egà emàs.
3 - m i s î l .  2arcsin2x − 5arcsinx + 2 = 0 tånglàmàni yechàmiz.
Y e c h i s h .  arcsinx = z àlmàshtirish bårilgàn tånglàmàni

2z 2  − 5z + 2 = 0 kvàdràt tånglàmàgà kåltiràdi. Uning ildizlàri

z1 = 0,5, z2 = 2. Låkin z2 ildiz 
2 2

arcsin xπ π− ≤ ≤  bo‘lish shàrtini

qànîàtlàntirmàydi. z1 ildiz bo‘yichà 1
2

arcsin x =  tånglàmàni

tuzàmiz. Bu tånglàmàning yechimi x = sin0,5.
Endi àrkfunksiyalàr qàtnàshgàn tångsizliklàrgà dîir misîllàr

qàràymiz.
4 - m i s î l .  arctg2x − 4arctgx + 3 > 0 tångsizlikni yechàmiz.
Y e c h i s h .  arctgx = y dåb îlsàk, bårilgàn tångsizlik quyidàgi

ko‘rinishni îlàdi:
y 2 − 4y + 3 > 0.

Bu tångsizlik y < 1 yoki y > 3 bo‘lgàndà bàjàrilàdi. Eski
o‘zgàruvchigà qàytib, arctgx < 1 và arctgx > 3 tångsizliklàrgà egà
bo‘làmiz. arctgx < 1 tångsizlik x∈(−∞; tg1) yechimlàrgà, arctgx > 3
tångsizlik esà x∈(tg3; +∞) yechimlàrgà egà.

J à v î b :  (−∞; tg1)∪(tg3; +∞).

5 - m i s î l .  arcsinx > arccosx tångsizlikni yeching.
Y e c h i s h .  Òångsizlikning àniqlànish sîhàsi [−1; 1] kås-

màdàn ibîràt.
x < 0 bo‘lgàndà arcsinx < 0, arccosx > 0 bo‘lgàni uchun

bårilgàn tångsizlik mànfiy yechimlàrgà egà emàs. 0 ≤ x ≤ 1 bo‘lsin.

U hîldà 
2

arcsin 0; x π ∈    và 
2

arccos 0; x π ∈    bo‘làdi. 
2

0; π  

îràliqdà sinx funksiya o‘suvchi bo‘lgàni uchun, x∈[0; 1] bo‘l-
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gàndà bårilgàn tångsizlik sin(arcsinx) > sin(arccosx) tångsizlikkà

tång kuchlidir. Bu yerdàn 21x x> −  tångsizlikni hîsil qilàmiz.

21x x> −  tångsizlikni [0; 1] îràliqdà yechib, 2
2

;  1x  ∈   
 ni

îlàmiz.

Ì à s h q l à r

1.158. Òånglàmàni yeching:

1)
22 3 5

2 4
arcsin arcsin 0x xπ π− + = ;

2) 
22 2

3 12
arccos arccos 0x xπ π− + = ;

3) 
22 7

12 12
arctg arctg 0x xπ π− + = ;

4) ( )2 7
4 6

arcsin 5x x π− + = − ;

5) ( )2
4 2

arcsin 3x x π π− + = ;

6) 
2

arcsin arcsin 3x x π+ = ;

7) sin(2arcsinx)+ cos(2arcsinx)=1;

8) ( )1
5

sin arccos 1x = .

1.159. Òångsizlikni yeching:

1) 2
4 3

arcsin( 4)xπ π− ≤ − ≤ ;

2) 25
4

arctg 3 2arctg3 3x x≤ − ≤ ;

3) arccosx < arcsinx;      4) arctgx < arcctgx.

1.160. 1) Àgàr:

 5 5
2 2

tg ,  tgx x+ −α = β = , α + β = 45°

bo‘lsà, õ ni tîping;
2) ABC uchburchàkdà:

∠À = α, ∠B = β, ∠C = γ, α : β : γ = 1 : 2 : 3, BC = 2 3

bo‘lsà, uning pårimåtrini tîping.
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I  b î b  b o ‘y i c h à  t î p s h i r i q

1–6- tîpshiriqlàr hàmmà uchun, 7–8- tîpshiriqlàr vàriànt-
làr bo‘yichà bàjàrilàdi. Hisîblàshlàrdà EHÌ, mikrîkàlkulatîr
và jàdvàldàn fîydàlànish mà’qul.

Ò î p s h i r i q n i n g  m à z m u n i . Jism Î nuqtàdàn (I.53-
ràsm) gîrizîntgà nisbàtàn α burchàk îstidà v0 bîshlàng‘ich tåzlik
bilàn îtilgàn. Òàshqi kuchlàr tà’sir etmàgàndà u s = v0t to‘g‘ri
chiziqli tåkis hàràkàt qilgàn và t vàqtdàn so‘ng birîr B(õ, y′)
nuqtàgà kålgàn bo‘làr edi, nuqtà kîîrdinàtàlàri õ = v0t cosα, y ′ =
=v0 t sinα. Låkin jism Yerning tîrtish kuchi tà’siri îstidà hàràkàt

chizig‘idàn chåtgà chiqàdi và t vàqtdàn so‘ng 
2

2
gt

 qàdàr quyidà

jîylàshgàn À(õ, y) nuqtàgà kålàdi (hàvî qàrshiligi hisîbgà
îlinmàgàn hîldà):

õ = v0t cosα;                                              (1)

2

0 2
v sin gt

y t= α − .                                                2)

Qîlgàn vàqt mîmåntlàridà hàm hàràkàt shu tàrzdà dàvîm
etàdi.

(2) munîsàbàt bîsh hàd kîeffitsiyånti ishîràsi mànfiy, îzîd
hàdi nîlgà tång bo‘lgàn kvàdràt uchhàd. Dåmàk, jism pàràbîlik
tràyåktîriya bo‘yichà hàràkàt qilàdi.

Shu kàbi, v0 bîshlàng‘ich tåzlikning tàshkil etuvchilàri vx =
=v0cosα, vy = v0t sinα. Låkin gràvitatsiya tà’siri îstidà jismning  t
vàqt pàytidàgi v tåzligi

vx = v0cosα,                                              (3)

Y

XO M

α

x

C

A
L
y

By ′
v0t

2

2
gt−

I.53-rasm.
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vy = v0 sinα − gt                                          (4)

tàshkil etuvchilàrgà (kîîrdinàtà o‘qlàridàgi prîåksiyalàrgà) egà
bo‘làdi.

Ò î p i n g :
1) jismning t vàqt mîmåntidàgi v tåzligi;

2) jismning y = f (x) ko‘rinishdàgi hàràkàt tånglàmàsi;

3) qànchà vàqtdàn so‘ng jismning eng yuqîrigà (C nuqtà)
ko‘tàrilishi, t = tC ;

4) eng yuqîri qàndày bàlàndlikkàchà ko‘tàrilishi (yC);

5) jism bîrib tushàdigàn màsîfà (õÌ);

6) jism eng uzîqqà bîrib tushishi uchun u Î nuqtàdàn
gîrizîntgà nisbàtàn qàndày α burchàk îstidà îtilishi kåràkligi;

7) v0 = 10 km/s tåzlik và gîrizîntgà nisbàtàn α = 10° + 5°k,

0;  30k =  burchàk îstidà îtilgàn jism qàndày bàlàndlikkàchà
ko‘tàrilàdi và qàndày màsîfàgà bîrib tushàdi?

8) qàndày α burchàk îstidà îtilgàn jism s = 1 + 0,1k (km),

0;  30k =  uzîqlikkà bîrib tushàdi?

9) ikkinchi jism H = 0,5 + 0,05k (km) bàlàndlikdàgi L
nuqtàdàn o‘ng tîmîngà qàràb y = 1 + 0,05k (km/s) tåzlik bilàn
to‘g‘ri chiziqli tåkis hàràkàt qilib bîrmîqdà. O nuqtàdàgi birinchi
jism gîrizîntgà nisbàtàn qàndày burchàk îstidà îtilsà, u ikkinchi
jismgà bîrib tågàdi và bu qànchà vàqtdàn so‘ng sodir bo1adi?

k = 0 30; .

K o ‘ r s à t m à :  1) 2 2
x y= +v v v . (3) và (4) munîsàbàtlàrdàn

fîydàlànilsà, nàtijàdà 
2

2
0 0 2

2 sin gtg t = − ⋅ α − 
 

v v v ;

2) (1) munîsàbàt bo‘yichà 
0 cos

xt
α

=
v  ni tîpib, (2) gà

qo‘ysàk:

2
2 2
02 cos

tg gy x x
α

= α − ⋅
v

;
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3) hàràkàt bîshidà v = v0 bo‘lgàn tåzlik hàràkàt dàvîmidà
kàmàyib bîrib, C nuqtàdà nîlgà tång bo‘làdi: 0 = v0sinα − gt,

bundàn C g
t 0v sin α= ;

4) (2) pàràbîlà C uchining îrdinàtàsi ifîdàsidàn fîydàlànilsà,

 
2 2 2 2
0 0sin sin

2
4

2

C gg
y

α α

 ⋅ − 
 

= − =
v v

;

5) (1) munîsàbàt và tC qiymàtidàn fîydàlànilsà,

 ( (
22

0 0
0

sin 2sin
2 2 cosC g g

s OM x
αα

= = = ⋅ ⋅ α =
vv

v ;

6) îldingi sàvîl bo‘yichà tîpilgàn 
2
0 sin 2

g
s

α
=

v
 munîsàbàtgà

qàràgàndà s màsîfà sin2α = 1, ya’ni α = 45° dà eng kàttà
qiymàtgà erishàdi.

7 Àlgebra, II qism


