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KIRISH

Berilgan dissertatsiya ishi Yordan algebralari nazariyasiga, ya’ni vector fazo bo’lgan
yordan halgalari nazariyasiga bag’ishlangan. Yordan algebralari birinchi marta nemis fizigi P.
Yordanning ilmiy ishlarida kiritilgan. P. Yordanning bu ishlari kvant mehanikasi asoslarining
aksiomalashtirilishiga bag’ishlangan edi. Bundan tashqgari yordan halqgalarini (algebralarini) J.
fon Neyman va E. Vignerlar ham to’liq tadqiq qilishdi. 1930 yillarning o’rtalaridan ular P.
Yordan bilan birgalikda kvant mexanikasining aksiomatik nazariyasini ishlab chigishdi.

Yordan halqalari assptsiativ halgalar bilan juda yaqin alogadadir. A —harakteristikasi = 2
bo’lgan maydon ustida vector fazo va shubilan bir vaqitda assotsiativ halqa bo’lsin. A vektor

fazoda yangi ko’paytirish amalini
HHZEEH'!Q—H'E{:I

kabi kiritamiz. Hosil bo’lgan algebrani A/ orgali belgilaymiz. Bu algebra yordan xalgasi va
demak yordan algebrasi bo’ladi. Agar A algebraning E qisim fazosi shu ko’paytiruv amaliga
nisbatan yopiq bo’lsa, u holda & ushbu operatsiya bilan birga 4’ algebraning gismalgebrasini

tashkil giladi va demak yordan algebra bo’ladi.

Har ganday maydon ustida hech ganday A4 assotsiativ algebra uchun A7 yordan
algebraning gismalgebrasi bo’Imaydigan yordan algebralar mavjuddir. Agar biron A assotsiativ
algebra uchun B yordan algebra 4’ algebraning qismalgebrasi bo’lsa, u holda 5 maxsus yordan

algebra deb ataladi. Har ganday ikkiti quruvchi elementdan iborat yordan algebraning maxsus

yordan algebra bo’lishi A. Shirshov tomonidan isbotlangan.

Funksional analiz nuqtai nazaridan yordan algebralarni sistematik o’rganish

boshlangandan so’ng C°- algebra va fon Neyman algebralari nazariyasi bilan uzviy bog’liq
bo’lgan nazariya shakillandi. Bu nazariyaning asosiy ob’ektlari JE —va JEW — algebralar
hisblanadi. Xususan, [E5W —algebralar fon Neyman algebralarining  yordan analoglari

hisoblanadi.

P. Yordan, J. fon Neyman va E. Vignarlar [JNW] magolasi yordan algebralar
nazariyasiga qo’shilgan muhim xissa hisoblanadi. Bu maqolada hamma sodda chekli o’lchovli

formal-haqgiqy yordan algebralarning klassifikatsiyasi qurilgan. I tipidagi chekli o’Ichovli
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JEW — faktorlar chekli o’Ichovli formal haqiqiy yordan algebralar hisoblanadi ikkinchi
tomondan har bir soda chekli o’lchovli formal haqiqiy yordan algebra ! tipidagi JEWW —faktor
bo’ladi.

JB —algebralar £ —algebralar nazariyasiga qo’llash nuqtai nazaridan muhim ro’l
o’ynaydi. Bundan tashqari JE —algebralar kvant fizikasining matematik asosalariga, chekli va

cheksiz sondagi o’zgaruvchili kompleks funksiyalar nazariyasiga ham qo’llaniladi.

Hagigatdan ham C* —algebralar nazariyasida tartib bilan bog’liq nazariy savollar

to’g’ridan-to’g’ri yoradn algebralarga bog’ligdir. Xususan, R. Kadison [Kad] tomonidan olingan

klassik natija bo’yicha C" —algebraning tartibli avtomorfizmi yordan avtomorfizmidir. [Kad]
monografiyada rivajlantirilgan nazariya hozirgacha " —algebralarning funksionallari fazosini,

antigomomorfizmlarini va musbat idempotentli akslantirishlarini tadqiq qilishda qo’llanilmoqda.

Kvant fizikasining matematik nazariyasi aksiomalaridan biri tasodifiy kattaliklar
(kuzatiluvchi kattaliklar deb ham ataladi) yordan algebrasini tashkil giladi. Bundan tashgari, agar
bu tasodifiy kattaliklarga spectral nazariyani qo’llamoqchi bo’lsak, u holda ushbu tasodifiy
kattaliklar to’plamini /B —algebra deb olishimizga to’g’ri keladi. Bu bog’liglik [Emch] kitobida

to’liq yoritib berilgan.

Yordan algebralarining bir nechta o’zgaruvchili gomomorf funksiyalar nazariyasiga
to’g’ridan-to’g’ri alogadorligi [Koe] ilmiy asarda asoslab berilgan. Keyinroq bu asarda olingan
natijalarning analoglari cheksiz sondagi o’zgaruvchili kompleks funksialar holi uchun olingan
(garang [Kaup] ). Bu bog’liglikni ko’rsatib beruvchi asosiy natija quyidagi ko’rinishga ega:
ayrim simmetrik sohalar (€™ da yoki kompleks banax fazosida) jE —algebralar terminlarida

to’liq tasvirlanishi mumkin.

Berilgan magisterlik disertatsiyasi gilbert fazosidagi 0’z-0’ziga qo’shma operatorlarning

yordan algebralari (bular JC — va JE —algebralardir) va ularning abstract umumlashtirilgan —/5
va JBEW —algebralar nazariyasiga bag’ishlangandir. Ular C" —algebralar va fon Neyman
algebralarining haqiqiy assotsiativ bo’lmagan analoglaridir. JI#" —algebralar nazariyasi birinchi
marta 1965-yilda D. Topping tomonidan sistematik yoritib berilgan. JC — va JW —algebralarni

tadqiq qilish Sh. Ayupov, E. Shtermer va boshqgalarning ishlarida davom ettirilgan ( garang
[ES1], [ES2], [S1], [S2], [S3], [S4], [A1], [A2].)



Bu yo’nalishning jadal rivoji 1970-yillarning oxirlaridas E. Alfsen, F. Shuls va E.
Shtermerlarning [SSA], va F. Shulsning [Sh] ishlari paydo bo’lgndan keyin boshlandi. Ushbu
ishlarda, xususan, Gelfond-Neymark teoremasining analogi isbotlangan.

Ma’lumki, har qanday €~ —algebrani biron-bir gilbert fazoda H ustida aniglangan
chegaralangan operatorlar algebrasi 5(H) ga joylash mumkin. Gelfond-Neymark teoremasi
yordan analogi shuni ko’rsatadiki /5 —algebralar sinfi " —algebralar sinfidan farqli o’laroq
0’ziga xos xossaga ega. Aniqrog’l har qanday JE —algebra ham biron-bir 5(H) algebraga
joylashavermaydi. Misol 3 x 3 o’Ichovli ermit matritsalari MZ algebrasini olish mumkin. Ya’ni
bu algebrani hech ganday < —algebraga joylash mumkin emas. Shuls [Sh] teoremasiga ko’ra
JBW —algebralar uchun bu xossa yana ham aniqrog’ ifodalanadi. Aniqroq qilib aytganda har
ganday /5W —algebra A quyidagi A =4_, & A, to’g'ri yig’indiga yoyiladi, bu yerda
A_, —Jw-algebra, A.. —JBW- algebra esa C(X, ME) hamma X giperston kmpaktidan A%

algebra uzliksiz akslantirishlar algebrasiga izomorfdir.

JB —algebralar nazariyasining rivojlanish bosqichlari [HOS] kitobida o’z aksini topgan.

Ma’lumki, invalyutiv assotsiativ algebralar nazariyasida annulyatorlar uchun Ber

shartining bajarilishi muhim ro’l o’ynaydi: A algebraning har bir annulyatori proektor yordamida
tuziladi, ya'ni Ann(S)= eA4 ko’rinishda bo’ladi. Ber shartiga ganoatlantiruvchi invalyutiv
algebralar muhim ro’l o’ynaydi. Bunday algebralar bo’yicha kata nazariya shakllangan. Xususan,
AW?* —algebralar nazariyasi rivojlangan.AW " —algebra -Ber shartiga ganoatlantiruvchi
" —algebradir. Ma’lumki, bu nazariya yordan operatorlar algebralari nazariyasi bilan uzviy

bog’langan. Hozirgi payitda yordan operatorlar algebralari nazariyasi ham yetarlicha rivojlangan.

Shu bilan birga yordan operatorlar algebralari sinfida yordan algebralarning shunday kata gism
mavjudki unda Ber shartining yordan analogi bajariladi. A4/ -algebralar -bu shunday /5-
algebralarki ularning yordan ko’paytmaga nisbatan har qanday S musbat elementlari
gismto’plami annulyatori proektor yordamid tuziladi, ya'ni Ann(S)= U.(A) ko’rinishda
bo’ladi. AJ/W -algebralar sinfi /5W -algebralart sinfidan ancha keng. Shu bilan birga har ganday
AJW -algebra ham biron bir AW -algebraning ermit gismi bilan ustma-ust tushavermaydi. AJjW -

algebralar birinchi marta 1965-yilda D. Topping tomonidan o’rganilgan [Topl]. D. Topping

AJW -algebra tushunchasini gilbert fazosidagi 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar yordan algebralari

sinfi doirasida kiritdi va o’rgandi. Keyinchalik 1998-yilda F. Arziqulov AjWW-algebra
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tushinchasini umumiy holda, ya’ni JE-algebralart sinfi doirasida Kiritdi [Az1]. AJWW- algebralar

uchun har xil ekvivalent shartlar qurdi [Az2], hamda ularning klassifiatsiyasini o’rgandi [Az3].

AJW —algebralar 1. Kaplanskiy tomonidan [K1] magolada kiritilgan AW "-algebralarning
(abstract fon Neyman algebralarining) haqiqiy, assotsiativ bo’lmagan annaloglaridir. AJW -

algebralar sinfi J51W-algebralar va J5-algebralar sinflari orasidagi oraliq sinfdir:
JBW € AJW S JB

AJW-algebraga misolqilib quyidagi algebrani keltirish mumkin. @ —har ganday ochiq
to’plami yopilmasi ochiq bo’lgan kompakt (ekstremal kompakt) va C(@) —aniglanish sohasi @
va giymatlar sohasi haqigiy sonlar maydoni & bo’lgan barcha uzluksiz funksiyalar algebrasi
bo’lsin. U holda C(@)AjW -algebraga misol bo’la oladi, lekin har doim ham JEW-algebra
bo’lavermaydi. Agar @ —ekstremal kompakt bo’lishdan tashqari giperstoun kompakti (ya’ni
shunday B vector fazo mavjudki B = ¢(Q) bo’ladi, bunda B’ vektor fazo B vektor fazoning
qo’shma fazosi) bo’lsa algebra C(Q) JBW-algebra bo’ladi. Shuni ta’kidlash kerakki, JBW-
algebralarga taallugli ko’p natijalar AJW-algebralar uchun ham o’rinlidir. Xususan, AJW-

algebraning barcha proektorlari to’plami to’liq tartib panjarasini tashkil qiladi va bu panjara

ortomodulyator. Shuls teoremasi AJ1W " -algebralar uchun ham o’rinlidir, ya’ni ixtiyoriy AJW -
algebra 4 A=A_ & A_ noto’g’ri yig'indiga yoyiladi. Bu yerda AjW-algebra A, biron bir
hamma X ekstremal kompaktdan MZ algebraga uzluksiz akslantirishlar algebrasiga izomorf.
A_, —maxsus AfW-algebra. Bundan tashqari har ganday AjW-algebra 4 =4; G A, & Ay
to’g’ri yig’indiga yoyiladi. Bu yerda A; — I tipidagi, 4;; — II tipidagi, 4;; — I tipidagi A/W -
algebralar. O’z navbatida ixtiyoriy A1 tipidagi AJW -algebra
A=A, _TA TA T .. ©A,T .. to’gr yig'indiga yoyiladi. Bu yerda A, — I, tipidagi
AJW -algebra yoki 0, A, — I tipidagi AJ/WW -algebra yoki 0. JETW-algebralar holidagiga o’xshash
har ganday I,, tipidagi, bundan n = 2 —natural son, AJW-algebra yagona usulda

yana ham “soddaroq” qismalgebralar to’g’ri yig’indisiga Yyoyiladi. Bunda bu soddaroq

gismalgebralarning har biri C(Q,H,(F)), bunda @ —ekstremal kompakt (har bir ochiq
to’plamning yopilmasi ochiq bo’lgan kompakt) F = R (haqiqgiy sonlar maydoni), € (kompleks
sonlar maydoni), H (kvaternionlar tanasi), yoki O (Keli sonlar algebrasi, = = 3 bolgan holda).

Har bir [, tipidagi AjW-algebra, yagona tartibda, ekstremal kompaktni spin faktorga



akslantiruvchi  uzluksiz ~ funksiyalar  algebrasi  ko’rinishida  aniq  ifodalanadigan

qismalgebralarning to’g’ri yig’indisi ko’rinishida ifodalanishi mumkin.

Shuni ta’kidlash kerakki, ! tipidagi 4/1"-algebralar A. Kusraevning [Kus4] va [Kus6]
ilmiy maqolalarida to’liq o’rganilgan. Bu maqolalarda [ tipidagi AjW -algebralarning
strukturasining atroflicha tavsifi va bu algebralarning to’liq tasnifi izomorfizmgacha aniqlikda

berilgan.

Umuman olganda, har ganday A/ -algebra

-":1=-":1r‘. e'-":]-r e'-":]-rr e'-":]-rr e'-":]-rrr
LFim i iy i £id

Ko’rinishdagi to’g’ri yig’indiga yoyiladi. Bu yerda 4;, & Ay gismi modulyar 4/1-algebra,
Ay 5-’4:::c & A;; gismi esa xususan cheksiz AjWW-algebra bo’ladi. Berilgan magisterlik
dissertatsiyasida AJW -algebralar uchun yuqorida ko’rilgan tiplar I.I, ,I.. . Il , IIT, 11,
tushunchalari korrekt aniqlanganligi ko’rsatilgan. Aniqrog’ qilib aytganda, ixtiyoriy AJW -
algebra A tipi uning 4., 0’z-0’ziga qo’shma elementlari AW -algebrasi tipi bilan bir xilligi

ushbu magisterlik dissertatsiyasida ko’rsatilgan.

Ushbu ilmiy ishda o’rganilgan tushuncha bu yana qobiq C"-algebra tushunchasidir.
Ma’lumki, agar 4 —teskarilanuvchi W -algebra bo’lsa va W"(A4), €*(A)—mos ravishda 4
algebraning qobiq fon Neyman algebrasi va qobiq € “-algebrasi bo’lsa, u holda C*(4) = W* (4}
tenglik o’rinli bo’ladi [ART]. Ixtiyoriy A teskarilanivchi A/ -algebraning tipi uning qobiq fon
Neyman algebrasi W (A]tipi bilan bir xil bo’lishi Sh. Ayupov va E. Shtyormerlar [Ay], [HOS]
tomonidan isbotlangan. F. Arziqulov va Sh. Ayupovlarning magolasida [AAR] esa quyidagi
natija olingan: A —hagqiqiy AW "-algebra bo’lsin. Faraz qilaylik M = A + i4 —kompleks AW -
algebra bo’lsin, A Nid = {0}. €*(A.,) — A., A/W-algebraning qobiq C"-algebrasi bo’lsin. U
holda C*(A4..)AW  -algebra bo’ladi. Bundan tashqari, agar AJWW-algebra A__ I, tipidagi noldan
farqli to’g’ri qo’shiluvchilarga ega bo’lmasa, u holda M = C*(4_.). Bu yerda 4 + {4 yig’indi
haqiqgiy AW -algebra A uchun har doim ham A1 *-algebra bo’lavermasligi Albeverio, Ayupov

va Abduvoitovlarning [AAA], [AAA2] magqolalarida ko’rsatilgan. Bundan tashqari haqiqiy
AW -algebra A tipi kompleks AW ™-algebra A + iAtipi bilan bir xil bo’lishi isbotlangan. Shunga

o’xshash berilgan magisterlik dissertatsiyasida berilgan haqiqiy AW -algebra 4 uchun



A +1iA = {0} bo’lsa va 4 +i4 yig’indi kompleks AW "-algebra bo’lsa AJWW-algebra A__ tipi

kompleks AW "-algebra A + i4 tipi bilan bir xil bo’lishi ko’rsatilgan.

Anigroq qilib aytganda, mazkur magisterlik dissertatsiyasida quyidagi teorema
isbotlangan.

Teorema. A —haqigiy AW -algebra, A., ={x € A:x" =x}, A+id — AW~ —algebra

va A Nid = {0} bo’Isin. U holda quyidagilar o’rinlidir.

1) AjW-algebra A_, I, tipida < AW "-algebra 4 +i4 I tipida.
2) A, 1l tipida & A + Al tipida.
3) A Il tipida < A + iAll__ tipida.

4) A, Iltipida < A+ iA Il tipida.

| BOB. YORDAN ALGEBRALARI
1.1. § ASOSIY TUSHUNCHALAR

Hozirgi vaqtda yordan algebralari nazariyasining rivojlanishi natijasida yordan
algebralari kabi matematik ob’ektlar assotsiativ algebralar yaxshi ma’lumdir. Yordan algebralri
bu xv = vx, (x v)x == x*(vx) aksiomalariga ganoatlantiruvchi algebradir. Yordan algebra
klassik ob’ekt hisoblanadi. Ular nemis fizigi P. Yordanning kvant mehanikasi asoslarini
aksiomalashtirishga bag’ishlangan ishlarida paydo bo’lishgan.

Asosiy ob’ektlar orasida Keli sonlari algebrasi ustida aniglangan o’lchovli 3 X 3

o’lchovli (matritsalar algebasi) ermit matritsalar yordan algebrasi ham mavjud. Bu yordan
algebraning ahamiyati shundaki, yordan algebralar nazariyasi uchun u spetsifik matematik
ob’ekt sifatida e’tirof etilgan. Keli sonlari algebrasi 1845- yilda ingliz matematigi A. Keli
tomonidan qurilgan. Keli sonlar algebrasi — haqigiy sonlar maydoni ustida bo’linuvchili sakkiz

o’lchovli  algebradir. Bu algebra alternativ  algebraning asosiy  aksiomalariga



((aa)b = alab)(ab)b = a(bb)) ganoatlantiradi. Shu bilan birga Keli sonlari algebrasi

kommutativ ham emas, assotsiativ ham emas.

Asosiy antijalardan biri bu Shirshov teoremasidir. Unga ko’ra ixtiyoriy ikkita element
yordamida qurilgan yordan algebrani biron —bir assotsiativ algebraga yotgizish mumkin.

Yordan algebralari nazariyasi bo’yicha to’laroq ma’lumotni [ZKCILI], [HOS]

managrafiyasidan olish mumkin.

Ta’rif. A— vektor E hagigiy sonlar maydoni ustida aniglangan vektor vazo bo’lsin
va A vektor fazoda, umuman olganda, assotsiativ bo’lmagan x - v, x, veA ko’paytirish amali
kiritilgan bo’lsin. U holda, A haqigiy yordan algebrasi deb ataladi, agarda quyidagi shartlar

bajarilsa.
(1) xy = yx;
(2)(x+ v)z = xz +vz;
(3) alxy) = (ax)y;
(4) (e y)x = 2% (yx)

ixtiyoriy x,v,zed, acR uchun. A haqigiy yordan algebrasi ¢ elementi birlik element deb

ataladi, agarda ¢ = 0 vaea = a, Yae4d bo’lsa.

O- Keli sonlari algebrasi bo’lsin, (bu sonlarni kvazi kvaternionlar yoki oktavlar deb ham

ataladi). 0,-elementlari @ algebradan olingan = X n- o’lchovli matritsalar algebrasi bo’lsin,
#—0, da aniglangan involyutsiya bo’lsin. Bu involyutsiya matritsani transporlashdan va

matritsa har bir elementi o’rniga uning qo’shma elementini olishdan iborat.

H(0,) = {xe0, :x" = x}

ermit matritsalar to’plami 0,,da xv = v,(xyv + vx) amaliga nisbatan yopiqdir. H(0,,) to’plam
aperatsiya bilan birga fagat n =3 bo’lgandagina yordan algebra bo’ladi. Bundan buyon
(H(0,).)yordan algebrani A£ orgali belgilaymiz. Agar yugorida gabul gilingan belgilashlarni
E haqigiy sonlar maydoniga Ckompleks sonlar maydoniga va H kvaternionlar tanasiga

qo’llasak, u holda hosil bo’lgan (H(R, )}, (H(C,)), (H{H,).) algebralar ixtiyoriy » uchun



yordan algebralari bo’ladi. Bu algebralarni mos ravishda H,(C), H,(H), H,(H) kabi

belgilaymiz.

H — R hagiqgiy sonlar maydoni ustida, = &,{ =, {{eH skalyar ko’paytmaga ega bo’lgan
gilbert fazo bo’lsin. (a, &), aeR, &eH, juftliklar 4 to’plamini, koordinatalari bo’yicha vektor
amallari bilan birgalikda olamiz. A to’plamda ko’paytiruv amalini quyidagicha kiritamiz:
(a, &)(B.8) = (af+< & { = [&++al). Ravshanki, 4 —1 =(1,0) birlik elementga ega
bo’lgan, bu yerda, o — H gilbert fazosining nol vektori, komutativ algebradir. = (. &) bo’lsin, u

holda

-

- = [ﬂ:_'{ ':';L-J': :}118'3:_ ﬂ:'-f:] = Eﬂ::_'i l-fjl:: }jl_ 2([:(‘-[_2{'[:: -1 =
= (< &8> —a®)l+ 2a.

Ma’lumki, ixtiyoriy kommutativ algebrada (abla = a(ba) va (1b)a = 1(ba), ixtiyoriy
(a,beA) uchun, tengliklar o’rinlidir. Yuqoridagi tenglamalardan ixtiyoriy a,beA elementlar
uchun (a*b)a = a”(ba)tenglik o’rinlilik kelib chigadi. Demak, A yordan algebrasidir. Bunday
yordan algebra spinfaktor [Topl] deb ataladi. Bundan keyin H&R1 belgisi hagida (4,)

yordan algebrasini tushunamiz.

X — F maydon ustida, o’lchovi 1 dan katta vektor fazo bo’lsin, f(x, v) — X da berilgan

simmetrik “kiritilmagan”  bir chiziqli forma bo’lsin. Vector fazolar to’g’ri yig’indisini

r(X, f) = F@X olamiz va unda ko’paytuvchini quyidagicha inqlaymiz
(a+x)(B+y) =(aB + f(x,y)) + (ay + B¥).

Shunda (X, f) — sodda maxsus yordan algebrasidir. Agar F = R va f(x,v) — odatiy skalyar
ko’paytma bo’lsa, T(X, f)yuqorida kiritilgan spin factor bo’ladi. Bunday spin faktorlarni V, kabi

ham belgilanadi, bundan — 1 = dim ().

Yordan algebralari  assotsiativ  algebralar  bilan  quyidagiga  bog’langan.

A —xarakteristikasi = 2 bo’lgan maydon ustida aniqlangan assotsiativ algebra bo’lsin. A vektor

fazosida yangi ko’paytirish amalini kiritamiz

a-b= %[ab + ba) (yordan ko’paytma).

10



Hosil bo’lgan algebrani Aforqgali belgilaymiz. Bu algebra yordan algebrasidir. Agar A
algebraning 4, qism fazosi a-b  ko’paytmaga nisbatan yopiq bo’lsa, u holda u shu
ko’paytiruv amali bilan AT algebraning qism algebrasi va demak yordan algebrasi bo’ladi.
Bunday A, yordan algebrasi maxsus yordan algebrasi deb ataladi. Maxsus bo’lmagan
yordan algebralar g’ayrioddiy yordan algebralar deyiladi. H,(R), H,(H) va HESR-1
yordan algebralari maxsus yordan algebralari bo’ladi. G’ayrioddiy yordan algebraga M%
misol bo’ladi. Ammo AT algebra har doim ham assotsiativ algebra bo’lavermaydi. Masalan,

H,(R) algebrani olamiz. Aytaylik,
e=(o o =0 1) <=( o

bo’lsin, u holda bir tomondan (a - b} - ¢ = 0 va ikkinchi tomondan
a-(b-c) =1:_c. Demak, H,,(R) algebra assotsiativ emas.

Shunga o’xshash bog’liglik assotsiativ algebralar va Li algebralari orasida ham

mavjud. Bu yerda Li algebralari

2=0, (xv)z+(zx)v+ (vz)x=0
tengliklari orgali aniglanadi. Agar A assotsiativ algebraga yangi ko’paytiruv amalini
[a.b] = ab —ba formulasi orqali kiritsak, hosil bo’lgan algebra A Li algebrasi bo’ladi.
Maydonlar ustida algebralar uchun teskari tomonga ham bog’liglik mavjud: Puankare-

Birkgof Viyet teoremasi bo’yicha ixtiyoriy maydon ustida aniqlangan ixtiyoriy Li biron

bir mos A assotsiativ algebra uchun A Li algebraning qism algebrasi bo’ladi. Yordan
algebralar nazariyasida esa bunday emas: ixtiyoriy maydon ustida A" xech ganday A
assotsiativ algebra uchun A° algebraning qism algebrasi bo’lmaydigan yordan algebralar

mavjud.
Kvaterionlarni algebrasi quyidagicha kiritiladi: ij = —ji =k,
Quyidagi to’plamni olamiz:
Hi={A, +id, +ji;+ ki A, 4,45 4. eR]
elementlar a,beHd uchun H to’plamda ko’paytiruv amlini quyidagicha Kiritamiz:
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a=a, +ia, + ja; + ka,, b= b, +ib, + jby + kb,, Gy, Oy, g, @y, by, b, by, byeR

bo’lgani uchun

1.1

ab = (a, +ia, + jag +kay)(by + +ib, + jby +kb,) =

1 1

— 7 7 b . 7 7 b
=a;b; —a,b, —azb; —a,b, +ilab, +a,by +azb, —a.yb;)

T

- 3
+jlayby +azh, +a.b, —a,b,) +k(ab, +a.by +a,b; —agb,)

tenglik o’rinli  bo’ladi. Elementlarni qo’shish va elementni songa ko’paytirish amallari
quyidagicha kiritilgan bo’lsin:
a+b=a; +by +(ay+by)++jlag+ by) + k(a, + by),

7.1

Aa = Aay +ita, +jilag + kida,.

3

U holda bu amallarga nisbatan H to’rt o’lcholi vekto’r fazo bo’ladi. Uning ba’zisi
{1,1.j,k} bo’lishi mumkin. Elemetlarni ko’paytirish ab amalga nisbatan H algebra bo’ladi.
ij = —ji =k bo’lgani uchun, masalan. H algebra kommutativ emas. Lekin bu algebra
assotsiativdir,  ya’ni, a(bc)= (ab)e, a,b,ceH sharti bajariladi. H  algebra = —

invalyutsiyani Kiritish mumkin:

I ] ] T o r . T
a’ = (a, +ia, +ja; + ka,)" = a, — ia, —ja; — ka,, aeH.

b

Bu invalyutsiyaga nisbatan H —# algebra bo’ladi. Ravshanki

H., ={a:aeH,a” = a} = R yuqorida ta’kidlangan H,(H) — elementlari H# algebradan
olingan, n X n — ermit matritsalari ab = %(ab— ba)yordan ko’paytmaga nisbatan yordan
algebrasi bo’ladi. Elemenlar H algebradan olingan barcha #n xn —o’lchovli matritsalar

to’plami M, (H) esa matritsalarni ko’paytirish amaliga nisbatan haqiqiy *— algebra

(haqiqiy fon Neyman algebrasi) bo’ladi.

Keli sonlari algebrasiga quyidagicha kiritiladi: ¢ = H & HI, buyerda ! vekto’r i,j
va k vekto’rlarga ogtogonal va ! = —1.bundan tashgari ! element i, va k elementlarga

anti kommutativdir. Bundan tashqari

HnH!I={0}0—-8 o’lchovli vektor fazodir.

0 vector fazoda ko’paytiruv amalini quyidagicha kiritamiz:
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(a+bl)c+dl)=ac—d'b+ (da+ bc*)l,a+ bl,c+ dled

yuqorida aytib o’tilganidek bu algebra alternetiv algebralarning asosiy aksiomalariga

(aa)b = a(ab) ganoatlantiradi. Shu bilan birga Keli sonlari algebrasi kommutativ ham,

assotsiativ ham emas.
A yordan algebrasining a. &, ¢ elementlari uchun yordan uchlik ko’paytma {abc} mavjud.
Ufabc} = (ab)ec + a(bec) — (ac)b
kabi aniglanadi. A yordan algebrada U_, L_, va U_, operatorlar
U,c={aca}, L,c=ac va U,c= {ach}

kabi aniglanadi. Bunda U_ = 2L> — L =

z”"

agar A maxsus yordan algebra bo’lsa, u formulalar

quyidagi formulalarga aylanadi:

{abc} = [%) (abc + cha), {aba} = aba, L c=(v,)(ac+ ca),

bunda tengliklarning o’ng tomonida elementlarning assotsiativ ko’paytmasi olingan.

Agar A yordan algebraning a, b elementlari uchun L_ L, = L,L_ sharti bajarilsa, u

holda bu elementlar operatorli kommutativ deyiladi. Yordan algebrasi ta’rifidan va yordan
aksiyomasidan quyidagi, chiziglashtirilgan yordan aksiyomasi deb ataluvchi ayniyat kelib

chigadi.

L:Lbc L LE:'LL'-E +L JI:'r:.'i:' Ll Lbc‘[': Ll LEEL.’J = L:E;'Lc

ixtiyoriy a, b, ¢, deA elementlar uchun. Bundan quyidagi ayniyatlar kelib chigadi.

L L.L

LcLch_LELbLE_L = Lc‘[‘bc_‘[' (ee) T Lelian)

(@b b

LELEJLE_LELEJLE_L =ch‘['c_‘[':c‘['b_‘['bc‘['|:'

(zcib
Quyidagi Shirshov teoremasi o’rinlidir.

Teorema. Ikkita element yordamida qurilgan yordan algebra maxsus yordan

algebradir.
Shu bilan birga quyidagi teorema ham o’rinlidir.
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Teorema. (Shirshov - Makdonald). Agar x; bo’yicha darajasii =1 bo’lgan
assotsiativ bo’lmagan f(x,,x,, x3) ko’pxad ixtiyoriy maxsus yordan algebrada ayniyat

bo’ladi.
Ushbu (formu) teoremadan quyidagi formulalar kelib chigadi.

Uy z=UU.U.z (Uy)=UUx?

4(xy)? = 2x Uyx + U.y-+ Lf_,..x:

ixtiyoriy A yordan algebraning ixtiyoriy x,v va =z elementlari uchun. Tengliklardan

birinchisi Makdonald ayniyati deyiladi. [ZKCIUILI], [CAXY],[HOS].

Albert teoremasi. Ta’rif. A yordan algebraning 5 qismi algebrasi kuchli assotsiativ deb
ataladi, agar har ganday x,x'eB, yed elementlar uchun (xv)x" = x(vx") tengliklar o’rinli

bo’lsa.

Yordan algebraning kuchli assotsiativ. gism algebrasini quyidagi teorema yordamida
ko’rish mumkin.

Teorema. Bir element yordamida qurilgan ixtiyoriy yordan algebrasi kuchli

assotsiativdir.

Ta’rif. A haqgiqiy yordan algebrasi elementlarining M to’plami sheriklik to’plam
deb ataladi, agarda bu to’plam yordamida qurilgan (M) qism algebra kuchli assotsiativ
bo’lsa. Agar ikkita x, veéA element sheriklik to’plam hosil gilsa, uholda bu x < v Kkabi
belgilanadi. Agar 4 yordan algebrada ixtiyoriy chekli miqdordagi  ay, @, ..aze4
elementlar uchun X™,a; =0 tenglik a; =a,=-+=a, =0 shartga teng kuchli bo’lsa,

u holda A4 forma haqigiy yordan algebrasi deb ataladi.
Teorema. A — forma haqiqiy yordan algebra bo’lsin. U holda

a) To’plam M sheriklik to’plam bo’ladi shu va fagat shu holda gachonki  to’plam

elementlari juft- jufti bilan sheriklik to’plam hosil qilsa.

b) a,beAelementlar sheriklik to’plam hosil giladi shu va fagat shu holda qachonki

2 1

a,b, a-,b= ab  elementlar o’zaro  operatorli kommutativ = bo’lsa, ya’ni, agar

L.L;=L,L,., cde{a ba’ b’ab} shart bajarilsa.

o
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Shuni ta’kidlash lozimki [A#(]macgolada bu teoremaning a) punkti nilponent

elementlarga ega bo’lmagan yordan algebralar uchun isbotlangan. Ixtiyoriy formal haqiqiy
yordan algebra nilponent elementlarga ega bo’lmaydi.

A —formal haqiqiy yordan algebra bo’lsin. Ravshanki, A4 yordan algebraning

ixtiyoriy elementi shu algebraning birlik elementi bilan sheriklik to’plam tashkil giladi.

Yugqoridagi teoremaga ko’ra A algebraning har bir elementi biror bir kuchli assotsiativ gism
algebraga tegishli bo’ladi. Hamma A algebraning kuchli assotsiativ gism algebralari

yuqoridagi teoremaga ko’ra Tsorn lemmasi shartlarini ganoatlantiradi. Demak, har ganday

element uchun A algebraning shu elementini oz ichiga oluvchi maksimal kuchli
assotsiativ. gism algebralar kesishmasi markaz markaz deb ataladi va z{AJorgali
belgilanadi. Agar z(4) = R1 bo’lsa, u holda A faktor deb ataladi. Agar e* =e shart
bajarilsa ee4 element idempotent (element) deb ataladi. Berilgan magistrlik
disertotsiyamda biz idenpotentni proyektor deb ataymiz. Agar ixtiyoriy f;e=A4 proyektorlar

uchun fe =0 bo’lsa, u holda bu proyektorlarni orthogonal proyektorlar deb atashadi.

Tracktoriya to’plami {e.} © A ortogonal to’plam deb ataladi, agarda {e.} to’plam
elementlari juft - jufti bilan ortogonal bo’lsa. A4 yordan algebraning s elementi simmetrik

deb ataladi, agarda == =1 shart bajarilsa. Ravshanki ixtiyoriy es4 proyektor uchun

. . . . . (1+s)
re —1 element simmetrik bo’ladi va agar s — simmetrik bo’lsa, u holda ——element

proyektor bo’ladi.
Quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:
U (4) ={U,x:xed},  U,,(4) = {U_,x:xeA].
Har ganday haqigiy yordan algebra uchun Albertning quyidagi teoremasi o’rinli.

Teorema. (Albert). A — haqiqiy yordan algebrasi bo’lsin, e —A algebraning
proyektori va algebra A birlik elementga ega bo’lsin. U holda algebra A quyidagi

to’g’ri yig’indiga yoyiladi.
A= UE (-q)eus.‘l—s (_4)6'U1_E E-’;l:l

Bu yerda to’g’ri chiziqli vector fazolarning to’g’ri yig’idisidir, bu to’g’ri yig’indi

go’shiluvchilari Pirs komponentlari deb ataladi. Bunda

15



U.(A) = {xed:ex =x}, U, ,__(4) = {xe_:ll:ex = [%) 1‘}, u,_.(4)=

={xed:ex = 0} vaxed element uchun x = U_x +2U,_,_, + U,__x. Pirs komponentlari

uchun quyidagi ko’paytirish jadvali o’rinli.

(v.@) sv.@, U @U_ (=}
(U () €U (4), (Uyy-o(4))° S U (A) + U, (4)
U‘l—s (-';]-j Us.i—s (-';]'j = Us.i—s [.’4), Lrs (-';]-j Us.i—s-(-';lj = Us.i—b'(-';lj'

Misollar. H,(R) yordan algebrani olaylik. Bu yordan algebra forma haqiqiy bo’lib

faktor xamdir.bu faktorning markazi quyidagi ko’rinishga ega.

2= (G 9) ren)=( 9

Yangi markaz Z bir o’Ichovli vector fazo va demak, Z = R.H,(R) yordan

algebraning maksimal kuchli assotsiativ gqism algebraga misol qilib quyidagilarni olish

mumkin:

) . A, HER va x. K

[ I P I
[ I S A T I
—
—
=
[ I S A Y I
[ I S T I

Umuman olganda, ixtiyoriy orthogonal minimal proektorlar p,geH,(R) uchun

1 0 . S
ptqg= ( 0 lj bo’ladi va quyidagi qism algebra

Rp + Rq == {ip + uq: A ueR}

ham maksimal kuchli assotsiativ qism algebra bo’ladi. Xar qanday H,(R) algebraning

maksimal kuchli assotsiativ qism algebrasi yuqoridagidek ko’rinishda bo’ladi. Matritsa

1 0 . . 2 :
(0 G] proektordir, ya’ni (; g] =(; g] u holda albert teoremasiga ko’ra H,(R)

algebra quyidagi to’g’ri yig’indiga yoyiladi:
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Jre () ()~

H:[RI'Z(l G]Re[ ; 0 1/

1]
W0 0/ 1

Hagigatan ham ixtiyoriy xeH,(R) uchun

x X ya 0 0 0 0
o i) R ) ROR () RS O P

tenglik o’rinlidir.
Endi Albert teoremasini bir nechta ortogonal proektorlar uchun umumiylashtiramiz.

Teorema. A — birlik elementli yordan algebrasi bo’lsin. Faraz  qilaylik
Py Pas 0P, —A yordan algebrasida yig’indisi 1 ga teng ortogonal proektorlar bo’lsin.
Aj; =U, , (A) bo’lsin. U holda A4, =A; vaquyidagi yoyilma o’rinli 4 =&, .., UA, ;.

bundan tashqari quiydagi ko’paytirish jadvali o’rinli

Agj - Ay = {0}, agar {tjin{k.e}=0,
A A S Ay agar ij.k har hil bo'lsa,
A A ; S AL +HA, A.-A.CA

Ta’rif. 4 — yordan algebrasi (bir elementli), #,g —A algebraga tegishli orthogonal
proektorlar bo’lsin. Bu proektorlar kuchli bog’langan deyiladi, agarda shunday veU, . (4)
element mavjud bo’lsaki v?=p+qg shart bajarilsa. A — Pirs komponent bo’lsin, ya’ni

A; =U,p, (4). harbirj, 2 =j =% uchun, lar kuchli bog’langan bo’lsin. Quyidagi
t; =p:(i=12,..,n), t; = 2t;t;(i #j).

Tengliklarni gabul qilamiz. Shunda t;; elementlar simmetriklangan matritsali birliklar

to’plamini tashkil giladi, ya’ni quyidagi shartlarna qanoatlantiradi.

a) ﬂ: =ty t: =1,
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d) t;-ty, =0, agar {ij}n{k1}=0.

Teorema, (koordinatizatsion teorema). A — birlik elementli yordan algebra bo’lsin.
Faraz gilaylik A »n = 3 ta o’zaro orthogonal kuchli bog’langan yig’indisi birga teng bo’lgan
proektorlarni 0’z ichiga olsin. U holda A biror bir R = — algebra ustida = xn — o’Ichovli

ermit matritsalari H,,(R) yordan algebrasiga izamorfdir.

Teorema. A —C kompleks son;ar maydoni ustida aniglangan, birli elementli
assotsiativ * — algebra bo’lsin. A.. —A algebraning hamma qo’shma elementlaridan iborat, R
haqigiy sonlar maydoni ustida aniglangan maxsus yordan algebrasi bo’lsin, va 5 —A,_
algebraning yordan qismi algebrasi bo’lsin. Faraz qilaylik, qism algebra B yig’indisi 1 ga teng
bo’lgan = ta, bunda n = 3, o’zaro ortogonal, kuchli bog’langan proektorni 0’z ichiga olgan
bo’lsin. U holda A4 algebraning shunday = — qism algebrasi A, va Azalgebraning shunday * —
gism algebrasi R (R maydon ustida) mavjudki, bunda H, (R) algebrani 4., algebrani ustiga

akslantiruvchi A, (A4,) va A algebraning izamorfizmi mavjud bo’ladi.

1.2. § FORMAL HAQIQIY YORDAN ALGEBRALAR

Yugqorida kiritilgan formal haqiqiy yordan algebra tushunchasiga quyidagicha ta’rif

berish mumkin: agar 4 yordan algebra uchun ixtiyoriy x,ved elementlarning x=+ y* =10
sharni ganoatlantirishdan x = v = 0 Kkelib chigsa, u holda A formal hagiqiy yordan algebra deb
ataladi. Masalan, gilbert fazoda aniqlangan barcha 0’z-0’ziga qo’shma (ya’ni a” = a bo’lgan)
chegaralangan chizigli ortogonallar yordan algebrasi formal hagigiy yordan algebradir.
Berilgan paragrafda chekli — o’lchovli formal haqiqiy yordan algebralarning klassifikatsiyasi
ko’riladi. Har qanday chekli haqiqiy formal haqiqiy yordan algebrasi R algebra ustida barcha
n X n —o’lchovli 0’z- 0’ziga qo’shma matritsalarH, (R) algebrasi, bunda & = R.C,H yoki O,

komponenti bilan to’g’ri yig’indi ko’rinishda bo’ladi. Ya’ni
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A= Z H.(R), R,e{R,C, H, 0O}
i=1

Buni isbotlash uchun bizga minimal proektorlar kerak bo’ladi. Minimal proektorlar ixtiyoriy

halga yoki algebra uchun quyidagicha aniglanadi: noldan fargli # proektor minimal proektor
deyiladi, agar ixtiyoriy noldan fargli g proektor uchun, pg = gp =g shartdan » =g kelib
chigsa. Bundan tashqari isbotda ma’lum  shartlarga ganoatlantiruvchi abel halgalari
maydonlarining to’g’ri yig’indisi ko’rinishda bo’lishi haqidagi lemmadan ham foydalanamiz.
Teorema. Faraz qgilaylik & = R, C,H yoki O bo’lsin, va n = 2; agar R = 0 bo’lsa,

n = 3 shartni olamiz. U holda H,, (R} formal haqiqiy yordan algebra bo’lsin.

Isbot. Yuqorida aytilganidek H,(O0) yordan algebradir. U yuqorida M5 kabi
belgilangan. Qism algebra U, +e,,(H#;(0))2 X 2 o’Ichovli matritsalar #,(0) algebrasiga
izamorf bo’lgani uchun, bunda e, — (i, j) —komponentasi 1 ga va qolgan komponentalari 0 ga
teng bo’lgan 3 % 3 o’Icholi matritsa, algebra H,(O) yordan algebra bo’ladi. Ravshanki bu
yerda €44, €52, €33 — minimal proektorlar bo’ladi. Qolgan ko’rib o’tilgan misollar ham
yuqorida takidlanganidek yordan algebra bo’ladi. Xususan H,(R) ko’rinishda algebralar

yugorida kiritilgan spin- faktorlarga misol bo’ladi.

T, —H,(R) algebra aniqlangan iz (trace) akslantirish bo’lsin, ya’ni

n

T,(a)= Z a, aeH, (R).

i=1

U holda aeH, (R) elementuchun T,(a*) =X, ;& a;;. buyerdaa, —a,; songaqo’shma son.
Ammo, agar a;; = 0 bo’lsa, &;;a,; bu hagigiy musbat son. Demak, T.(a®) =0, agar a = 0.

Bundan yordan algebrasining H,(R) formal haqigiyligi kelib chigadi.

Lemma. R — nilpotent elementlarsiz abel halgasi bo’lsin. B halgada ideallarning
ixtiyoriy ixtiyoriy kamayuvchi [ = [, = - zanjiri chekli bo’lsin. U holda & halga shunday
minimal proektorlar ey,e,,...,e, mavjudki, bunda e, +e;=0, i=j e, +e,+-+e, =1

va Re; maydon bo’ladi { = 1,2,..., 7 uchun.
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Isbot. R — halganing biron bir noldan fargli I minimal idealni olaylik. Bunday

minimal ideal lemmadagi ideallarni ixtiyoriy kamayuvchi zanjiri chekli bo’lishligi shartiga

ko’ra mavjuddir. Biz ta’kidlaymizki [ o’z ichiga e noldan fargli proektorni oladi. Hagigatdn
ham, x —I idealning noldan fargli elementi bo’lsin. R halga nilpotent elementga ega bo’lgani
uchun x* = 0. Ammo u holda x“elx. Shuning uchun Ix to’plam ! idealda no’ldan farqli
ideal bo’ladi. ! minimal ideal bo’lgani uchun [x = {. Xususan, ex = x biror bir el element
uchun. Bundan e”x = ex va (e® —e)x =0, yani e* —el idealdagi x annulyatoriga tegishli.
Bu annulyator ideal bo’lgani uchun va x elementni 0’z ichiga olmagani uchun, I ideal minimal
bo’lgani uchun bu annulyator ideal no’lga teng bo’lishi shart. Shuning uchune- —e =0 vae

proektordir.

Aslida e — I ideaalning birlik elementidir. Agar xel umumiy element bo’lsa, u holda
e(x — ex) = 0. yuqorida keltirilgan annulyator idealga taallugli fikrlar x —ex = 0 ekanligini
isbotlaydi. Aslida I maydondir, yuqoridagi oldingi abzatsga ko’ra, agar x # 0 va xel bo’lsa,

u holda el = Ix, uchun x I idealda o’zining teskari elementiga ega.

T — ¢ elementning B halgadagi annulyatori bo’lsin. U holda TR halganing idealidir va
R = I&71. hagigatan ham, agar xeR bo’lsa, u holda x = ex + (x — ex)el + 1. shu bilan

birga agar xel Nt bo’lsa, x = ex = 0.

Agar T = 0 bo’lsa, uholda R maydon bo’ladi. Aks holda, T ideal uchun lemmada R
halgaga qo’yilgan barcha barcha shartlar bajariladi. Biz yuqoridagi fikrlarni R halga
o’rniga T idealni olgan holda takrorlaymiz. Shu yo’l bilan minimal ideallarning I,. [, ....!
ketma- ketligini olamiz. Bu yerda ideallardan har biri maydon bo’ladi, va I,maydon e,

birlik elementga ega,

k=12 ..,n. bundan tashgari, R =18, t,=r1,., shartlarga ganoatlantiruvchi

Iy.T,,...T, Iideallarni ham olamiz. Ammo t; =1, = bu ideallarning kamayuvchi

-}

zanjiridir va u cheklidir (lemma shartiga ko’ra). I, = R.  bo’lgani uchun teorema isboti

0’z yakuning topdi.

Lemma. A — R ustida chekli o’lchovli, formal haqiqiy, birlik elementli yordan

algebrasi bo’lsin. U holda quyidagilarga ega bo’lamiz:
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(1) Anilpotent elementlarga ega emas.

(1) A algebraning ixtiyoriy » minimal yo’lda shu va fagat shu holda qachonki

{pAp} = Rp.

(1) 4 algebraning ixtiyoriy elementi A algebraning birn bir maksimal gism
algebrasiga tegishlidir, va har bir shunday gism algebra R, ©..@R, ko’rinishga ega,

bunda g, ..., p,, — yig’indisi 1 ga teng bo’lgan o’zaro orthogonal minimal proektorlardir.

(IV) agar » va gA algebraning ortogonal minimal proektori bo’lsa, va ae{pAq} —
element bo’lsa, u holda a® = A(p+ q), bu yerda AeR, 1 =0. Xususan\yoki {pAg}=0,

yoki p va g kuchli bog’langandir.

(V) agar aed vapA algebraning minimal proektori bo’lsa, u holda {pa“p} = Ap, bu

yerda AeR, A = 0.

(VI) a =X a,p; bo’lsin, bunda py, ..., o0’zaro orthogonal minimal proektorlar
va «.cR. U holda a element biror element kvadrati bo’ladi shu va fagat shu xolda agar

e, =0, i=12, ..,n
(VII) agar ay, a,,..a,e4 bo’lsa, uholda 2™, ai element kvadrat bo’ladi.

Isbot. () aeA nilpotent element bo’lsin, ya’ni
— - 1 1 L ) . .
a” 120, a"=0. K—-m < —(m+ 1) tengsizlikka ganoatlantiruvchi butun son bo’lsin.

U holda 2k =m. demak, a** =0. Ammo, formal haqigiylik xossasiga ko’ra

a® = 0.k = m bo’lgani uchun bu ziddiyatdir.
(1) Ravshaki, agar @, g — proektorlar va pq = g bolsa, u holda

q = {pqp}e{pAp}. bundan, agar {pAp} =R, bo’lsa g=0 yoki g =p bo’lishi shart.
Shuning uchun  minimaldir. Teskarisi, endi » minimal proektor bo’lsin va as{pAp}.a va
p elementlar yordamida qurilgan algebra yugoridagi lemmaning shartlarini ganoatlantiradi.

Shuning uchun bu algevra maydonlarning to’g’ri yig’indisi ko’rinishida bo’ladi. Xususan,

bu algebraning birlik elementi p maydonlarning birlik elementlari g4.4,.....q, yig’indisiga

teng. » — minimal proektor bo’lgani uchun 7 =1 bo’lishi shart. Demak, a va p
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elementlar yordamida qurilgan algebra maydon bo’ladi. Bu maydon faqat R ustida
chekli o’Ichovli R yoki € maydon bo’lishi mumkin. € maydon formal hagigiy emas.

Demak, bu maydon R,. shuning uchun aeR, yoki {pAp}=R,.

(111) Kuchli assotsativlik xossasiga ko’ra A algebraning har bir elementi biron bir

assotsativ qism algebrada yotadi. Ravshanki, o’suvchi zanjirni hosil qiluvchi assotsativ
gism elgebralar assotsativ qism algebra bo’ladi. Shuning uchun berilgan elementni o’z
ichiga oluvchi maksimal qism algebra mavjuddir. (tsorn lemmasiga ko’ra bu cheksiz

o’lchovli holda ham o’rilidir). U holda 1eR. Avvalgi lemmaga ko’ra R algebrap,. p,.....p,
o’zaro orthogonal bo’lgan, yig’indisi birga teng proektorlar mavjud va ¢ = 1,2,..n uchun
R, maydondir. Yana, bu maydon chekli o’lchovli va R ustida formal haqigiy bo’lgani
uchun u R, Kkorinishdadir. Shuning uchun R =R, © ..©R, .Agar p;4 algebra minimal
bo’lsa, 0 = p += g, shrt bajarilganda p;g = p shrtni ganoatlantiruvchi g proektorni olamiz
u holda g ={p;qp,}. Shuning uchun i =1 bo’lganda p,g = 0. bundan kelib chigadiki
Rp@R(p, — q,)BRp,S .. ©R, yig'indi R algebrani 0’z ichiga oluvchi assotsiativ
algebradir. Bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, ; minimaldir, va shunga o’xshash

Ps, .., proektorlar ham minimaldir.
(IV) ».q — ortogonal minimal proektorlar va as{pA4g} bo’lsin.

(I) Punktga va Pirs komponentlarining ko’paytirish qoidalariga ko’ra a® = A;p+ 4,q
bunda A,eR. Buni a® =i(p+q)+up ko’rinishda yozish ham mumkin. Ammo a
element p +q yig’indi bilan operatorli kommutativdir, a* element bilan ham. Shuning
uchun g =0. U holda a vap operatorli kommutativdir. as{pA4g} bo’lgani uchun bu
a =0 ekanligini bildiradi. Shuning uchun © =0, va a* =i(p+gq). agar 1< 0 bo’lsa
a®+ [(—4)*(p+q)]°=0 tenglik o’rinlidir. Bu formal haqiqiylikka ziddir. Shuning

uchun 4 = 0. Agar a =0 bo’lsa A = 0. shuning uchun

(A za)>=p+q bunda p va g kuchli bog’ligdir.

(V) aeA va p — minimal proektor bo’lsin. (III) punktga ko’ra yig’indisi 1 ga
teng py. 25, ...0, ortogonal minimal proektorlar mavjud va peRp,@ ... @Rp,. Ravshanki,

biror bir i uchun p =p, bo’ladi. Deylik p = p; bo’lsin. Pishem H=E:-5J,-a;,-, bunda

22



a;.e{p.Ap. . Pirs  komponentlarini ko’paytirish qoidalariga ko’ra
{pyapy} = Z7=y{pyalp ) ayeRpy bo’lgani uchun aj; =A;py, A4, =0, j=2,...n

uchun. Shunday gilib {pa*p} =X ip va I ;=0

(Vl) a=2XF,ap, bo’lsin, bunda py.p,. ...p, 0'zaro orthogonal minimal
proektorlar va «;eR. Agar @ =0 bo’lsa u holda a element E'_ a’*p, elementning
kvadrati bo’ladi. Teskarisi, agar & =b" bo’lsa, uholda a.p. ={p.,b’p.} va shuning

uchun (V) punktga ko’ra e, = 0.
(VIl) aya,, ...a,eA va a =2, a; bo’lsin. U holda

a.p; ={;G:.ﬂja:.}=Ejl:"'=1{p:.ﬂ§;ﬂ:-}, shuning uchun @, =0 (V) punktga ko’ra (VI) punktga

ko’ra @ kvadratdir.

Lemma. A — chekli o’lchovli, birlik elementli, formal haqiqiy yordan algebra
bo’lsin. py.p5,....p, — yig'indisi birga teng bo’lgan o’zaro orthogonal minimal proektor
bo’lsin. Agar p; va p; kuchli bog’langan bo’lsa buni p,~p; kabi yozamiz. U holda ~
ekvivalentlik munosabati bo’ladi va har qanday i uchun Z_,_,;.\_,_,:__;aj A algebraning markaziy

proektori bo’ladi.

Isbot. Ravshanki, ~ munosabati refleksiv va simmetrikdir. Ma’lumki, agar p,
proektor ikkita g, va g5 proektorlarni har biri bilan kuchli bog’langan bo’lsa, u holda
g, va gy proektorlar ham o’zaro kuchli bog’langan . shuning uchun ~ tranzitiv

munosabat va demak ekvivalentlik munosabatidir.

e =2X, ., p; bo’lsin, e proektorning markazi ekanligini ko’rish uchun e ixtiyoriy
k.1 uchun Pirs 4., = {p,.Ap,} komponentlashning har bir elementi bilanoperatorli kommutativ
ekanlgini ko’rsatish kifoya. Ravshanki, agar p, ~p;~p, bo’lsa yoki agar p,~p; ham p,~p;
ham o’rinli bo’lmasa bu o’rinlidir. Agar aeA,; bo’lsa, ae =a yoki ae =0 bo’ladi.

Bundan [T,.T.] = 0 tenglik kelib chigadi. Boshga tomondan, agarp,~p; ® p, bo’lsa, U

holda avvalgi lemmaning (VI) punktiga ko’ra 4,, = 0. bu isbotni yakunlaydi.

Teorema. Har bir chekli o’lchovli, formal haqiqiy, birlik elementga yordan algebra

A sodda algebralarning to’g’ri yig’indisi ko’rinishida bo’ladi. Agar A sodda algebra bo’lsa,
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u yig’indisi 1 gateng # =1 dona o’zaro orthogonal va kuchli bog’langan minimal
proektorlarga ega bo’ladi. Agar m =1 bo’lsa, u holda A =Hf. agar n =3 bo’lsa, 4
algebra H,(R), H,(C), H, (H), yoki, n=3 bo’lganda H,(0), algebralardan biriga

izamorf bo’ladi.

Isbot. A — chekli o’lchovli, formal haqiqiy  birlik elementli yordan algebra
bo’lsin. U holda berilgan paragrafning uchunchi lemmasiga ko’ra A algebra yig’indisi 1 ga
teng n =1 ta o’zaro orthogonal py,p,....p, minimal proektorlarni o’z ichiga oladi.
Agar = proektor A algebra markaziy bo’lsa, =4 ideal bo’ladi va A =ed +(1—¢)A
yig’indi to’g’ri yig’indi, ya’ni 4 = eAfB(1—e)4 bo’ladi. Shuning uchun bundan avval
lemmaga ko’ra ikkita narsaga ega bo’lamiz. Birinchisi, agar A sodda algebra bo’lsa, u
holda bu algebrada no’ldan farqli markaziy proektorlar mavjud emas va py. Pz ...0,
proektorlar juftligi bilan kuchli bog’langandir. Ikkinchisa, A algebra, yig’indisi 1 ga teng

bo’lgan o’zaro orthogonal va kuchli bog’langan minimal proektorlarni o’z ichiga olgan

algebraning to’g’ri yig’indisiga teng.

Agar algebra A bu talabga javob bersa A sodda algebra bo’lishini ko’rsatamiz.
I — A algebraning ideali bo’lsin, asl — no’ldan fargli element bo’lsin va quyidagi yozuv
Kiritamiz « =}::.5J,.a:.;,., bunda a;;ed;; = {p:._qu}. shunday i.;j ideallar olamizki a; =0
bo’lsin. Agar i =j bo’lsa, u holda a; = {p;ap,}el. berilgan paragrafning (&3) uchinchi
lemmasining (IT) punktiga ko’ra a,; = Ap, bunda A =0, p.l. agar i #j bo’lsa, u holda
yana shu lemmaning (IV) punktiga ko’ra af; = A(p;+p,). a; = 2{p.ap,}el, shuning
uchun  A7*p;-aj; element I idealga tegishli bo’ladi. Bu shuni bildiradiki, b= 2pb
(yoki agar k =1 bo’lsa b= p.;b) bo’lgani uchun har ganday bed,, element ixtiyoriy &
uchun I idealga tegishli bo’ladi. 4,; komponentaning ixtiyoriy elementi uchun yuqoridagi
fikrlarni takrorlaymiz. Bundan p.el ekanligi va 1= X p.lekanligi kelib chigadi. I = 4

va soda algebradir.

S

Agar n =1 bo’lsa shu paragrafning uchinchi lemmasining (II) nuqtaga ko’ra 4 = R
bo’ladi. Agar n = 3 bo’lsa, 2 — & ning kordinatizatsion teoremasiga ko’ra 4 = H, (R), biron
bir hagiqgiy = — algebra & uchun. U, (H,(R)) = R,.e,,bo’lgani uchun yana o’sha (ll) nugtaga

ko’ra
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R__ =R1. xeR— noldan fargli element bo’lsin. a ==xe;; +x"2,; bo’lsin. U holda

0 = a® = (xx7)e,; + (x7x)e,,. shunday gilib yoki xx* yoki x“x noldan fargli.

Ammo, x +x"eR_ = R;bo’lgani uchun, xvax® o’zaro kommutativdir. Demak,
x“x = 0[HOS] kitobining 2.7.8 punkitiga ko’ra R algebra R, C, H algebralardan biriga yoki, agar
n =23 bo’lsa O Keli sonlar algebrasiga izomorfdir. Chekliu o’lchovli formal haqiqiy yordan

algebraning klassifikasiyasi to’liq bo’lishi uchun biz n = 2 holni ko’rib chiqishimiz kerak.

Teorama. Har qanday chekli o’lchovli, formal haqiqiy, birlik elementli yordan algebra,
gaysiki bundan tashgari yana soda bo’lgan va yig’indisi 1 ga teng bo’lgan ikkita proektorga ega
bo’lgan chekli o’lchovli spin faktordir.

Isbot. p va g —teorema shartiga ganoatlantiruvchi A algebraning minimal proektorlari va
p+qg =1 bo’lsin. Ravshanki, pva g o’zaro ortoganaldir. Shu paragrifning uchinchi
lemmasining (ii) punkitiga ko’ra quyidagi Pirs yoyilmasi o’rinlidir . 4 = Rp & Rq & A,, ., bu

yerda 4,, = {pAg}. O’sha lemmaning (iv) punkitiga ko’ra, agar a4, bo’lsa, u holda

ba | =

a® =A1,bunda AeR, 2 2 0. a'b==[(a+b)* —a® — b*] bop’lgani uchun, quyidagiga ega
bo’lamiz: o - beR -1 ixtiyoriy a,beA,, elementlar uchun. Shunday qilib, 4, vektor fazoda

shunday simmetrik, musbat aniglangan ichki ko’paytiruv mavjudki

a-b=(ab)l (abed;,)

shart bajariladi. Agar a4, bo’lsa, u holda pa = %a = ga. shunung uchun (p — g) - a = 0. Shu
bilan birga (p —q)® = l.shuning uchun yuqorida aniglangan ichki ko’paytiruv
H =R(p—q) & A,,vektor fazoga kengaytirilishi (yoyilishi) mumkin va a-b = (a, b)1,
(a,beH) o’rinli bo’ladi. Shuni ta’kidlash kerakki dimH = 2. agar A,, =0 bo’lsa, u holda
A = Rp@Rg sodda soda algebra bo’lmaydi. Demak A = HGR - 1. Teorema isboti yakunlandi.
2 % 2- o’Ichovli matritsalar algebralari H,(R), H,(C),H,(H) va H,(9) chekli o’lchovli spin-
faktorlardir. Hagiqatan ham, ichki ko’paytmali H fazo (Evkilid fazosi) uchun ortonornal bazis

quyidagi matritsalardan birinchi ikkitasidan (uchtasidan, beshtasidan yoki to’qqiztasidan mos

ravishda) tashkil topadi.
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13.§ JB— ALGBRLAR

Berilgan paragraph o’z-0’ziga qo’shma operatorlar yordan algebralari (< va Jw
algebralar) va ularning abetrakt analoglari - /& va JEW — algebralarga bag’ishlangan. 1965-
yilda D. M. Toppingning ishida [Tep 1] JW — algebralar birinchi marta sistematik o’rganilgan.
Keyinroq /€ — va JW — algebralarni tadqiq gilish Sh. A. Ayunov, va boshgalarning ishlarida

davom ettirilgan.

Bu yo’nalishning yana ham ribojlanishi 1970- yillarda E. M. Alrsen, F. V. Shults, E.
A. Shtyormer [S54] hamda F. V. Shultsning [Sk] ishlari paydo bo’lgandan keyin boshlandi.

Ularning ishlarida yordan banax algebralari-fE — va JEW algebralar kiritilgan va o’rganilgan

edi. Bu yerda hususan Gelfand-Naymork teoremasining analogik isbotlangan. Bu teoremaning
Gelfond-Naymork teoremasidan muhim farqi shundaki, operator ko’rinishga ega bo’lmagan

mustasnoli [B — algebralar mavjud. Yordan-banax algebralari bo’yicha kerakli ma’lumotlar

[NOS], [A1], [A2] monografiyalarda mavjud.

Operatorlar algebralari nazariyasidan ma’lumki, ixtiyoriy N kompleks Gilbert fazosi
uchun barcha chegaralangan chizigli operatorlarning 5( ) banax fazosi fon Neyman algebrasi
bo’ladi. Bu algebraning ermit qismi 5 (H) ., yordan ko’paytirish amaliga nisbatan yopiqdir, ya’ni
%(ab— ba)eB(H)., ixtiyoriy a, beB(H)., elementlar uchun. B(H)., to’plam bu amal bilan
birga maxsus yordan algebra, ya'ni JC — algebra bo’ladi. Bu H kompleks gilbert fazosida

aniqlangan barcha chegaralangan chiziqli 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar yordan algebrasi ham

E(H),. kabi belgilaymiz.

Ta’rif. JC — algebra - bu normaga va

1
ab = (EJ (ab + ba),

bu yerda ab — operatorlarning assotsiativ kompozitsiyasi, a.b € B(H).,.yordan ko’paytmaga
nisbatan yopiq bo’lgan B(H)., algebraning hagiqiy chizigli gism fazosidir. Normalangan
yordan algebraning ham JC — algebra deb ataymiz, agar u yuqorida kiritilgan jC — algebraga

izometrik izomorf bo’lsa.

Agar §, n € H bo’lsa, uholda ws, € B(H)" funksionalni
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wg, (€)= (x&n) kabi aniglaymiz. B(H).—B(H)" fazoning, wg,, ko’rinishdagi
funksionallar yordamida qurilgan vector gqism fazosi bo’lsin, va B(H), — B(H). qism
fazoning BE(H)" banax fazosidagi bir tekist (norma bo’yicha) yopilmasi bo’lsin. Bu

topologiyasi bilan ta’minlangan. Bu topologiya ultra-kuchsiz topologiya deb ataladi.

Ta’rif. B(H)., yordan algebraning M yordan qism algebrasi Ji¥" — algebra deb
ataladi, agarda M ultra kuchsiz yopiq bo’lsa. M JI¥" — algebraga izomorf bo’lgan JB —algebrani

ham 1" — algebra deb ataladi.

JC — algebralar € —algebraning yordan analoglari va Ji¥" — algebralar fon Neyman
algebralarning yordan analoglari hisoblanishadi. JC — va 1" — algebralar maxsus yordan

algebralardir.

C" — algebralardagiga o’xshash JC —algebralarning ixtiyoriy x,v elementlari uchun

A J¢ —algebraning |l |Inormasiga nisbatan quyidagi tengsizliklar o’rinlidir:

Q) llxyll = lxlllyll(x, v € 4),
) =l = llx* + v3l{x v € 4),

(3) =2l = llxll*(x € 4).

Ammo, [C —algebra bo’lmagan va o’zida mavjud normaga nisbatan yuqoridagi

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi va banax fazosi bo’lgan yordan algebra mham mavjud. Bu

ME —mustasnoli yordan algebradir. Shuning uchun jC-algebradan yana ham kengrog tushuncha

JE-algebra tushunchasini kiritish tabiiy holdir.

Ta’rif. Bir vaqtning o’zida yordan algebrasi bo’lgan 4 haqiqiy banax fazosi J5- algebra

deb ataladi, agarda u qo’shimcha ravishda yuqoridagi (1), (2) va (3) tengsizliklarni
ganoatlantirsa.

Har ganday /& — algebra formal haqiqiy yordan algebra bo’ladi.

Teorema. (/E-algebralar uchun Kon-Shirshov teremasi). Ikki element yordamida

qurilgan ixtiyoriy /B-algebra jC-algebra bo’ladi.

Berilgan A4 jE-algebraning o’suvchi  opproksimativ  birligi — bu shunday

(U;) e, € Ato’plamki, bunda ] = R va
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(i) U]l = 1ixtiyoriy 4 € J uchun,
(i) 0= U, =U,ixtiyoriy 2 = u shertga ganoatlantiruvchi w, A € J uchun.
(iii)  lU, -a — all — 0 barcha a £ A elementlar uchun,

shartlar o’rinli bo’ladi.

Bu to’plamning nomi shundan kelib chiqqanki bu to’plam qaysidir ma’noda birlik

element xossalariga ega (bu, masalan, (iii) xossada ko’rinib turibdi).

JB-algebra A berilgan bo’lsin. U holda A. = [x?:x € 4] to’plam qavariq konus bo’ladi
va u A algebrada tartiblangan vector fazosi tuzilishini aniglaydi. Bunda A jE-algebraning 1
birlik elementi tartiblangan vector fazosining kuchli tartibli birlik elementi bo’lib xizmat qiladi,
[-11]:={x€A: —1=<x = 1} tartibli interval — birlik doira, ya'ni {a €4 : |lall =1}

1

I

to’plam bo’lib hizmat qiladi (ustma-ust tushadi). Bunda —1=x =1 va 0=<x
tengsizliklar teng kuchlidir. Operator U, :A — A ,U.a = 2x(xa)— x“a, a € 4, munosabat
operatordir. jB-algebraning idempotent elementlarini (ya'ni e® = e xossaga ega bo’lgan)
proektorlar deb ham ataladi. /&5-algebra markaziga kiruvchi barcha proektorlar to’plami bul
algebrasini tashkil giladi. A JE-algebraning 0, 1 elementlari yordamida qurilgan /&-gismalgebra
C(A4) kabi belgilanadi. Ravshanki, bu gismalgebra assotsiativdir. /5-algebra markazi Z(A4) ham
assotsiativ JE-algebra bo’ladi. Bir vaqtning o’zida factor bo’lgan /E-algebra JE-faktor deb
ataladi. lkkita A va & normalangan yordan algebralarining ¢ izomorfizmi izometrik deb ataladi,
agarda ¢ ularning elementlari normasini saqlasa, ya’ni ixtiyoriy a €4 element uchun

& (a)ll = llall shart o’rinli bo’lsa.

Teorema. A — JE-algebra, A, — AJB -algebraning yopiq assotsiativ qismalgebrasi bo’lsin
va 1 € A birlik elementni o’zichiga olsin, xususan, ixtiyoriy a € A element uchun 4, = C(a)
bo’lsin. U holda A, algebra biron bir X kompaktda aniglangan barcha uzluksizhaqiqiy

funksiyalarning €(X) algebrasiga izometrik izomorf bo’ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, ixtiyoriy a € A.musbat element uchun shunday yagona x € A.

element mavjudki @ = x* shart bajariladi. Bunda x element C(a) algebrada yotadi.

Lemma. Kompleks gilbert fazosida aniglangan ixtiyoriy a va & 0’z-0’ziga qo’shma

operatorlar uchun quyidagi shartlar o’zaro ekvivalentdir:
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1) ab = ba;

2) ixtiyoriyC 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar uchun biron bir 0’z-0’ziga qo’shma
operatorlarning yordan algebrasida yotgan va bu yordan algebra o va & elementlarni
0’z ichiga olgan yordan ko’paytiruv amaliga nisbatan (a - ¢} - b = a - (¢ - b) tenglik
o’rinli;

3) a’-b=a-b-atenglik yordan ko’paytmasiga nisbatan o’rinli.

Xususan, berilgan 0’z-0’ziga qo’shma operatorlarning yordan algebrasi p’zaro
kommutativ operatorlardan (assotsiativ ko’paytmaga nisbatan) tashkil topgan bo’ladi shu va

fagat shu holatda qachonki bu algebra yordan ko’paytmasiga nisbatan assotsiativ bo’lsa.

Lemma. ([SAX4], [AJ]). A — JB-algebra va e — A algebraning proektori bo’lsin. U holda

(@) Agarx € U;__(A4), yaniex = 0bo’lsa,uholdae < x ;
(b) Agar x € U.(A4), ya’niex = x bo’lsa, uholda e < x ;
(c) Agarx € U,_.(4), v €U, (A4)bo’lsa, uholda x < v ;

(d) Agar x € U,__(A), v €U.(A) bo’lsa, uholda x = v « e.
Yugoridagi lemmadan quyidagi lemma kelib chigadi.

Lemma. A —JEB-algebra, e, x € A va e —proektor bo’lsin. U holda quyidagi shartlar
ekvivalentdir:
1) x =g
2) Ixtiyoriy ¢ £ 4 element uchun (xc)e = x(ce), ya’ni x va e elementlar

o’zaro operatorli kommutaytiv;
3) elex) =ex;

4) x:=2{ex(1—e)} =0.
Shunga o’xshash j5-algebralar va ularning elementlari uchun quyidagi xossalar ham
o’rinlidir.
Lemma. A — JEB-algebra va e —shu JE-algebraning proektori bo’lsin. U holda

(@ U.(A) ={U,a:ac A} to’plam [E-algebra, aniqrog’l, A —JB-algebraning

qismalgebrasi bo’ladi;
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(b) ixtiyoriy x £ A. musbat element uchun U,x = 0 tenglikdan xe = 0 tenglik kelib

chigadi.

(c) ixtiyoriy x ,v € A. elementlar uchun quyidagi shartlar o’zaro ekvivalentdirlar:

(1) U,y = 0;
(2) U,x = 0;
(3) xy = 0.

(d) ixtiyoriy f £ A proektor uchun quyidagi shartlar o’zaro ekvivalentdirlar:
(1D e=f;
(2) ef =e.

A — [B-algebra bo’lsin, u holda A algebraning g proektori minimal proektor deb ataladi,
agar ixtiyoriy p € A proektor uchun p = g shartdan » = g kelib chigsa. A algebraning ¢
funksionali (T : A — A operatori ) normal deyiladi, agar ixtiyoriy o’suvchi tarmoqli to’plam
(x, =A) uchun, qaysiki, x=supx_, yuqori aniq chegaraga ega bo’lgan,
#(x) = sup® (x_)(T(x) = supT (x_) )sharti bajarilsa. Shuni ta’kidlash kerakki A JB-algebra va

uning a elementi (ixtiyoriy) uchun U/_: 4 — A operator normal operatordir.

JB-algebra A normal funksionallarning ajratuvchi to’plamiga ega deyiladi, agar ixtiyoriy
x € A, x =0 element uchun shunday o € A" normal funksional mavjud bo’lsaki p(x*) = 0
shart bajarilsa. AjE5-algebra monoton to’liq deyiladi, agar ixtiyoriy {x.} =4 o’suvchi va
yuqoridan chegaralangan tarmoqli to’plam uchun A algebrada x = supx_aniq yuqori chegara

mavjud bo’lsa.

Ta’rif. Agar A JEB-algebra monoton to’liq va normal funksionallarning ajratuvchi

to’plamiga ega bo’lsa, u holda bu algebra /51 -algebra deyiladi.

A JEW-algebraning barcha proektorlari to’plami tartibi bo’yicha to’liq ortomodulyar
panjara bo’ladi va P(A) kabi belgilanadi, barcha markaziy elementlari to’plami esa tartib
bo’yicha to’liq bul algebrasi bo’ladi va Z(A) kabi belgilanadi. jBW-algebraning boshga
ekvivalent ta’rifi ham mavjud.
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Teorema. jE-algebra A JEW-algebra bo’ladi shu va fagat shu holatda gachonki bo
algebra old qo’shma fazoga ega bo’lsa (ya’ni shunday banax fazosi B mavjud bo’lsaki 4 = 5~
shart bajarilsa, bu terda 5 —bu B banax fazoga qo’shma fazo). Bunda A algebraga old qo’shma
fazo (ya’ni & banax fazo) yagonadir va N barcha normal funksionallar (4 algebra ustida

aniqlangan) vector fazosi bilan tenglashtirilishi mumkin (ya’ni & = N).

Lemma. M — JBW -algebra va a — M algebraning elementi bo’lsin. U holda M algebrada
r(a)a = a shartga ganoatlantiruvchi eng kichik r(a) proektor mavjud. Bunda +{a) proektor
W (a) gismalgebrada yotadi, gaysiki W {a)—bu 1 va aelementleri yordamida qurilgan JBT¥-

gismalgebra, »(a) proektorni & elementning tashuvchisi deyiladi.

Agar berilgan kompleks gilbert fazoning 0’z-0’ziga qwo’shma operatorlari fC-algebrasi
kuchsiz (operatorli) topologiyada yopiq bo’lsa, u holda bu jC-algebra jiW-algebra deb ataladi.
JW -algebra /5 W -algebraga misol bo’la oladi. Ixtiyoriy fon Neyman algebrasini ermit qismi JW/'-

algebra va demak JEW-algebra bo’ladi.

X —kompakt, A — JB-algebra bo’lsin. X kompaktni A/5-algebraga akslantiruvchi barcha
uzluksiz funksiyalar to’plamini C(X,A) orqali belgilaymiz. Agar C(X,A) elementlari uchun
nuqtalar bo’yicha ko’paytirish va qo’shish amallarini kiritsak C({X,4) yordan algebrasiga
aylanadi. Agar C(X,A) yordan algebrasida aniglangan norma funksiyaning giymatlari

normalarining aniq yuqori chegarasi bo’lsa, u holda C{ X, A)JE-algebraga aylanadi.

Agar X kompakt uchun X kompaktda aniglangan barcha hagiqiy sonli giymatli uzluksiz
funksiyalar algebrasi C(X) old qo’shma fazoga ega bo’lsa, ya’ni shunday vector fazo E mavjud
bo’lsaki B* = C(X) shart bajarilsa X giperstoun kompakti deb ataladi. Kompakt X giperstoun
kompakti bo’lganda C(X) algebra assotsiativ jEW-algebraning klassik misoli hisoblanadi.
C(x,M3)—Xx giperstoun kompaktining A% istisnoli jEW-algebraga barcha uzluksiz
akslantirishlari yordan algebrasi bo’lsin, bu yerda ME —Keli sonlari ustida aniglangan barcha
3 % 3 o’Ichovlo ermit matritsalari yordan algebrasi. U holda C(X, MI) assotsiativ bo’lmagan

JEW-algebraga misol bo’ladi. JEW —algebraga yana bir misol quyidagi teoremada mavjud.

Teorema. A — JE-algebra bo’lsin. U holda 4™ vector fazo JEW-algebra bo’ladi, bu

yerda yordan ko’paytma A algebradagi yordan ko’paytmaning A algebradan A™ vector fazoga
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kuchsiz —* uzliksiz davom etishidir. Bundan tashqari, A" vector fazodagi har bir funksionalning

kuchsiz=* nuzluksiz davom ettirilishi A™ algebra ustida normal chiziqli funksional bo’ladi.

Masalan, M, (R) — R hagigiy sonlar maydoni ustida n % n o’Ichovlo ermit matritsalari
yordan algebrasining ikkinchi qo’shma fazosi H,, (R} "shu yordan algebraning o’zi bilan ustma —
ust tushadi, ya'ni H,(R)™ = H,, (R).sababi H, (R)algebra chekli p’lchovli vector fazo va demak,

refleksiv vector fazodir

Ta’rif. Birlik elementli tartiblangan normalangan fazo deb shunday gisman tartiblangan
normalangan vector fazoga aytiladiki, bunda belgilangan 1 tartibga nisbatan birlik element
mavjud, tartib arhimed tartibidir (ya’ni ixtiyoriy n = 1,2, .. uchun na = 1 shartdan kelib
chigadi) va norma quyidagi shartga ganoatlantiradi [lall =inf{i = 0: —4i1 = a =< A1}, Bu
yerda tartibga nisbatan birlik element deb A tartiblangan vector fazoning shunday 1 elementiga
aytiladiki, bunda ixtiyoriy @ € A element uchun 4 = 0 nomanfiy son mavjud bo’ladi va

—Al = a = A1 tengsizliklar bajariladi.

Teorema. Agar 4 — JB-algebra bo’lsa A™ = {a” : @ € A} to’plam to’g’ri qavariq konus
bo’ladi va bu konus A algebrani norma bo’yicha to’la tartibiga nisbatan birlik elementga ega

bo’lgan tartiblangan fazoga aylantiradi. Bu yerda multiplikativ birlik element 1 fazoning tartibga

nisbatan birlik elementi bo’ladi va agar —1 < a = 1 tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda

= a* = 1 tengsizlik ham o’rinli bo’ladi.

Teskarisiga. Agar A —norma bo’yicha to;la tartibga nisbatan birlik elementga ega bo’gan

vector bo’lsa va unda multiplikativ birlik element dastlabki tartibga nisbatan birlik element

bo’ladigan va ixtiyoriy @ € 4 uchun —1 = a = 1 tengsizliklardan 0 = a® = 1 tangsizliklar

kelib chiqadigan yordan ko’paytma mavjud bo’lsa, u holda A
lall =inf{d > 0: —41 < a < A1)}
normaga nisbatan /5-algebra bo’ladi.

Spin faktorlarning tasnifi. /B-algebraning 5 —simmetriyalar to’plami spin sistema deb
ataladi, agar 5§ to’plamda hech bo’lmaganda ikkita =1 elementlardan fargli simmetriyalar

mavjud bo’lsa va ixtiyoriy 5.t € 5,t = s simmetriyalar uchun s - ¢ = 0 tenglik o’rinli bo’lsa. Bu
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yerda /B-algebraning s elementi simmetriya deb ataladi agar s* = 1 shart bajarilsa. Masalan,

1,—1 elementlar simmetriya bo’ladi.

1, —M,(C) kompleks sonlar maydoni C ustida aniglangan barcha n xn o’lchovli
matritsalarning assotsiativ algebrasining birlik elementi bo’lsin. M, (C) & M, (C) —tenzor
ko’paytmani quyidagicha tushinish mumkin. Bu tenzor ko’paytmani M,,,.(C) kabi M, (M, (C))
ga tenglashtirilgan holda tushunish mumkin. Bunda »,(Calgebraning M,,(C) algebraga

yotqizilishi quyidagicha bo’ladi : agar a € M, () bo’lsa, u holda

a 0

e'l“,, =[ :|'E_-'l"f“ ."lff,“ c
a®1, =[5 2] €M, (M,(0)

—bu m xm o’lchovli, diaganallarida @ matritsa joylashgan bosha elementlari nol bo’lgan,
matritsa. Agar b= (b,) € M, (C) bo’lsa, u holda 1, &b = (b;1,)€ M, (M,(C))—bu

m ¥ m o’lchovli komponentlari 5,1, ko’rinishda bo’lgan, matritsadir. Tenzor ko’paytma

T

a £ b quyidagi ko’rinishdagi matritsadir.
a®Bb=(® 1,)@® 1) =(ba)e M, (M,(C) a=ad 1,

akslantirish  orgali aniglangan A, (C) algebrani M, .(C) algebraga yotgizishni
M,(C) = M,..(C) orgali belgilaymiz va M,(C) algebrani M, .(C) algebra gismalgebrasi
sifatida ko’ramiz. Agar biz buni M,(C) algebraning o’zini — 0’zigz tenzor ko’paytmalariga
qo’llasak, quyidagi induktiv sistemani olamiz M,(C) —= M,=(C) = M,=(C).. . bu induktiv
sistemaning A, induktiv limiti * - algebra bo’ladi. Har bir M= (C) algebrada €* - norma || |
yagona bo’lishi uchu, x € 4, elementning normasini har safar = M,= (C) algebrada 0’zining
gismi sifatida v elementga ega bo’lganda [|x|| norma .= (C) algebrada || ¥|l norma bilan ustma
— ust tushadigan qilib olsak 4, algebrada aniglangan normaga ega bo’lamiz. 4, algebraning shu
norma bo’yicha Ato’ldirilgani £~ —algebra bo'ladi. Bu €™ —algebra Aodatda CAR —algebra deb

ataladi. Ravshanki, A separable C- algebra bo’ladi.

Har bir n € N natural son uchun va N, sanogli kordinal son uchun mos ravishda

Mn(C), M=(C) & M, (C) yoki 4 algebradan birini quruvchi spin factor quramiz. Deylik

o= %) a(t 9a(® )

—1/ \ K L —1
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M,(C) algebrada Pauli spin matritsalari bo’lsin. @3*orqali M,=(C) algebrada n —o’Ichovli

oy & ... & g3 tenzor ko’paytmani belgilaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz.

S1= 01,5, 03,53 =030 03,5, =03 B0y, ,Spp41= O3 B0y, 5ms2 =03 & 0.

Yugorida kiritilgan M. =(C)— M =+:(C) vyotgizishlarga nisbatan quyidagiga egamiz
S, EM(C), agar k = 2n. o -g; = 8;;1, bo’lgani uchun P, = {5, 55.... . S.}—har bir
k € N natural son uchun spin sistema bo’ladi. U holda 1 birlik element va P, spin sistema o’rami
V,(k+ 1) —o’lchovli spin factor bo’ladi, agar k =< 2n bo’lsa. Bu V, spin factor M.(C)

algebrada yotadi. Shunga o’xshash fikirlar quyidagi teoremani isbotlashga imkon beradi.

Teorema. Har bir K € {2,3,... } son uchun, agar K € (2n— 1,2n) bo’lsa M,=(C)
algebrada yotuvchi k + 1 o’Ichamga ega bo’lganl’, spin factor mavjud. Shu bilan birga agar
k = bo’lsa A CAR algebrada yotuvchi k o’lchamli V,.spin factor mavjud. 1%, spin factor
yordamida qurilgan € *(V, J€* —algebra quyidagi ko’rinishlardan biriga ega bo’lishi mumkin:

M2 (C)EB M2 (C), agar K= 2n—1,bo'lsa
C* (V) ={Mn(C),agar k = 2n bo'lsa,
A, agar k = w bo'lsa

Teorema. A —spin factor bo’lsin. Agar A biron — bir teskarilanuvchi JC —algebraga
izomorf bo’lsa, u holda 4 spin factor 15 .15,1% spin factorlardan biriga biriga izomorfdir.
Teskarisiga, I, va V3 spin faktorlar uchun ular izomorf bo’lgan teskarilanuvchi JC —algebralar

ham teskarilanuvchi bo’lmagan JC —algebralar ham mavjud.
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11 BOB. AJW —ALGEBRALAR VA ULARNING QOBIQ ¢"-ALGEBRALARI
2.1. §¢* —ALGEBRALAR, AW™ —ALGEBRALAR VA FON NEYMAN ALGEBRALARI

" —algebralar nazariyasi — bu normalangan halgalar nazariyasining eng rivojlangan va

ilovalarga boy gismidir. U fagat har xil mutaxasisliklardagi matematiklar uchungina emas balki

nazariyotchi — fiziklar uchun ham tadgigot uchun odatiy apparatga aylangan. €~ —algebralar

nazariyasini erkin qo’llamasdan turib, kvant mexanikasini, maydonlar nazariyasini va statistiC
fizikani zamonaviy ko’rinishda bayon qilish mumkin emas. Oxirgi 60-65 yilda bu nazariyada

kuchli natijalar olindi.

C" —algebra tushunchasiga ta’rif berish uchun eng avvalo invalyutiv algebra

tushunchasini kiritish lozim.

Ta’rif. A — C kompleks sonlar maydoni ustida algebra bo’Isin. 4 algebrada aniglangan
invalyutsiya deb shunday A algebrani A algebraning o’ziga akslantirishga x — x* aytiladiki,

bunda ixtiyoriy x,v € Ava 4 € C uchun
(O(x) = x; () (x+ ) = x"+v7, (D) (A0)" = Ax%; (iv) ()" = y'x°

shartlar bajariladi. Invalyutsiyaga ega bo’lgan C ustida aniglangan algebra invalyutiv algebra deb
ataladi. Bu yerdai —bu A €C songa qo’shma sonni bildiradi. x* elementni ko’pincha x
elementga go’shma element deb yuritiladi. Yuqoridagi (i) xossadan ko’rinadiki invalyutsiya A

algebrani A algebraga biyektiv akslantirish bo’ladi.

Misollar. A =C algebrada 4 — A (A songa qo’shma kompleks son) akslantirish

invalyutsiya bo’ladi. Bunda € kommutativ invalyutiv algebraga aylanadi.

M, (C)— C maydon ustida n % n —o0’lchovli barcha matritsalar algebrasi bo’lsin {a}":1 —shu
matritsalar algebrasining elementi bo’lsin. Bu yerda i —gator nomerini , j —ustun nomerini va
{a;;}i;=1 —elementlari «,; kompleks sonlardan iborat 7 X n o’lchovli matritsani bildiradi.

fr=1 € M, (C) matritsani olaylikki, bunda i,j =1,2,..,n uchun b =a_ bo’lsin.

i diq
iy dt

Shunda {&
U holda
{a;;}i5=1 = (b H=1{ay;}i5=1 € M, (C)
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akslantirish invalyutsiya bo’ladi va A, (L) algebra bu invalyutsiya yordamid invalyutiv

algebraga aylanadi.

A —invalyutiv algebra bo’lsin. Element x £ A ermit elementi deyiladi, agar x* = x bo’lsa
va normal element deyiladi, agar xx* = x"x bo’lsa. Idenpotentli (ya’ni x* = x bo’lgan) ermit
elementi proektor deb ataladi. Har bir ermit elementi normal element bo’ladi. Barcha ermit

elementlar to’plami A algebraning haqiiy vektor gismfazosidir. Agar x va v —ermit elementlari
bo’lsa, u holda (xv)" = ¥"x" = yx va demak, agar x va v kommutativ (ya’ni xy = vx) bo’lsa

xy ermit elementi bo’ladi. Har bir x € 4 uchun xx” va x"x elementlar ermit elementlaridir.

Har bir x € A element x, + ix, ko’rinishda, bu yerda x, ,x, —ermit elementlari, fagat
yagona usulda yoziladi. Agar A =C bo’lsa bu yoyilma kompleks sonni haqiqiy va mavhum
gismlar bo’yicha yoyishdir (masalan, A=4,+14,, 4,4, € Rkabi). Hagigatdan ham,

agar

1 1
0 =5+ at)a = —x),

bo’lsa, u holda x, va x, ermit elementlari bo’ladi va x = x; +ix, tenglikka ega bo’lamiz.
Teskarisi x = x; +ix, va x.x,—ermit elementlari bo’lsa, u holda x* = x, + ix,bo’ladi,

shuning uchun

1 1
g =5[x—x'),x: = E[x— x”)

va bu bizning ta’kidimizni tasdiglaydi. Quyidagi tengliklar o’rinli

xxt =ax] +xs+i(x,xy —axgx ), xtx = xf F g+ i(xgx, — xaxy),

shuning uchun, x normal bo’ladi shu va fagat shu holda gachonki x, va x, o’zaro kommutativ

bo’lsa.

Agar A invalyutiv algebra 1 chap birlik elementga ega bo’lsa, u holda har bir x € A
uchun x-1"=(1-x")"=x" =x, shuning uchun 1" —o’ng birlik element bo’ladi; demak,
1= 17— A algebraning birlik elementidir. Agar x — A algebraning teskarilanuvchi elementi

bo’lsa, u holda
(x™x = (xx™) =1"=1,
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Shuning uchun x=* element ham teskarilanuvchi va (x*)™* = (x™*)" bo’ladi teskarisi, agar x*
teskarilanuvchi bo’lsa, u holda x™ = x ham teskarilanuvchi bo’ladi. element x € A unitary
element deyiladi, agar xx* = x"x = 1 tengliklar o’rinli bo’lsa, boshqacha qilib aytganda, agar x
teskarilanuvchi va x = x*~ bo’lsa. A4 invalyutiv algebraning barcha unitary elementlari

ko’paytiruv bo’yicha gruppa — A algebraning unitary gruppasini tashkil giladi; hagigatan ham,

agar x va y—A algebraning unitary elementlari bo’lsa, u holda
(xv) =(v'x)t=x"y" =xy, shuning uchun xv unitary elementdir va
(x™)" = (x")7! = x 1 bo’lsa, u holda x~* unitar elementdir.

A, E —ikkita invalyutiv algebra bo’lsin.Aalgebrani Ealgebraga ¢ akslantirishni A
algebrani E algebragamorfizmi debataymiz, agar ixtiyoriy x,v €A , A& uchun
e(x+v) = @lx) +o(y), ¢(ix) = Ao (x).0(xy) = o(x)o(¥).0(x") = @(x)’ tengliklar
o’rinli bo’lsa. A algebraning E algebraga biektiv morfizmi A algebraning E algebraga

izomorfizmi deyiladi.

A —invalyutiv algebra bo’lsin. A algebraning invalyutsiyasi 0’°ziga o’tuvchi qismalgebrasi
A algebraning invalyutiv gismalgebrasi deb ataladi. Invalyutiv gismalgebraning ixtiyoriy
kesishmasi invalyutiv qismalgebra bo’ladi; demak, agar M — A algebraning qismto’plami bo’lsa,
u holda A algebrada M to’plamni 0’z ichiga oluvchi eng kichik invalyutiv gismalgebra mavjud,

bu M to’plam bo’yicha qurilgan invalyutiv qismalgebra deb ataladi. Bu
X Xg e X, X Xq, X, €M UM

Ko’rinishidagi elementlarning chizigli kombinatsiyalari to’plamidir. M to’plam faqat bir x

elementdan iborat bo’lsa, u hoda bu qismalgebra kommutativ bo’ladi shu va faqat shu holatda

gachonki x normal element bo’lsa.

A —invalyutiv algebra bo’lsin, M — A algebraning 0’z — 0’ziga qo’shma qismi. U holda
M to’plamning A algebradagi M’ kommutanti 4 algebraning invalyutiv qismalgebrasi bo’ladi.
demak, M to’plamning A algebradagi bikommutanti #**ham M to’plamni o’z ichiga olgan A
algebraning invalyutiv gismalgebrasidir; bu algebra, umuman olganda, M to’plam bo’yicha
qurilgan A algebraning invalyutiv gismalgebrasidan farq giladi (masalan, agar 4 kommutativ

bo’lsa). Agar M to’plam elementlari juft — jufti bilan kommutativ bo’lsa, u holda = M* | shuning
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uchun M* = M*¥ va M¥ — kommutativ invalyutiv gismalgebradir. x € A va M = {x, %"} bo’lsin,

u holda M* kommutativ bo’ladi shu va faqat shu holatda qachonki x normal element bo’lsa.

" —algebraga ta’rif berish uchun yana invalyutiv normalangan algebra tushunchasini

kiritamiz.

Ta’rif. Invalyutiv normalangan algebra deb, har bir x4 element uchun
[l*|l = |lx|lshartni ganoatlantiruvchi x — x* invalyutsiya bilan ta’minlangan normalangan A
algebraga aytiladi. Agar, bundan tashqari, A algebra berilgan normaga nisbatan to’liq bo’lsa, u

holda 4 invalyutiv banax algebrasi deb ataladi.

Misollar. Yugorida keltirilgan 4 = C, M, (C) algebralar invalyitiv banaz algebralarga

misol bo’la oladi. Bunda norma quyidagicha Kiritila:
A=Cuchunllill =i, A eC algebra uchun
a € M, (Clllall = sup{|la(v)| : ||v|| = 1.+ € M~n} deb olinadi.

A —invalyutiv normalangan algebra bo’lsin, A = 4 algebradan birlik elementni biriktirish
orqali hosil qilingan invalyutiv algebra bo’lsin. Aalgebrada 4 algebra normasini davom ettirivchi
va A algebrani invalyuitiv normalangan algebragaaylantiruvchi norma mavjud (masalan, A
£ C,x € A uchun ||[(Ax)] = |4] + [lx] deb olish mumkin). Har bir shunday yo’l bilan hosil
gilingan invalyutiv normalangan algebra A algebradan birlik elementni biriktirish yo’li bilan

hosil gilingan invalyutiv normalanganalgebra deb ataladi.

A va E —invalyutiv normalangan algebralar bo’lsin. A algebraning E algebraga morfizmi

deb A algebrani B algebraga oddiy invalyutiv algebralarning mrfizmiga aytiladi (normaga hech

ganday shart qo’yilmagan holda). Aksincha 4 va Einvalyuiv normalangan algebralarngni
izomorfizmi deb normani saglovchi A algebraning £ algebraga invalyutiv algebra sifatida

izomorfizmiga aytiladi.

A —invalyutiv normalangan algebra bo’lsin. Invalyutiv qismalgebraning norma bo’yicha
yopilmasi invalyutiv algebra bo’ladi. agar M = A bo’lsa, u holda M to’plamni 0’z ichiga oluvchi
eng kichik B = A yopiq invalyutiv gismalgebra M to’plamda qurilgan yopiq invalyutiv
gismalgebra deb ataladi. Bu algbra M to’plamda qurilgan invalyutiv qismalgebraning yopilmasi

bo’ladi. Agar M bir normal elementdan iborat bo’lsa, u holda & kommutativdir.
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Endi € —algebraning ta’rifini keltiramiz.

Ta’rif. C° —algebra deb shunday A invalyutiv banax algebraga aytiladiki, bunda

lx|1* = |l =]l ixtiyoriy x € 4 uchun bajariladi.

Misollar. €, M, (C)—invalyutiv normalangan fazolar " —algebralardir. Ixtiyoriy H

kompleks gilbert fazosida aniglangan barcha chegaralangan chizigli  operatorlari
algebrasiB (H)C* —algebra bo’ladi.

Agar A — C"-algebra bo’lsa, u holda 4 algebraning har bir yopiq invalyutiv gismalgebrasi
C*-algebra bo’ladi. Xususan, agar H-gilbert fazo bo’lsa, u holda E{C) algebraning har bir yopiq
invalyutiv gismalgebrasi C* — algebra bo’ladi. Ma’lumki, har bir C"-algebra shunday
ko’rinishdagi C"-algebraga izomorfdir. Shuni ta’kidlash lozimki, shu misoldan €~ —algebralar

nazariyasi 0’sib chiqqgan.

(A.).e; — C"-algebralar to’plami bo’lsin. A —har bir €I uchun x, A4, va

suplix,ll < +
iel

Ravshanki, A to’plam (x,) + (v,) = (x, = v, ), A(x ) = (Ax ), (x)0v) = (xv), ()" = (x7)

shartlarni - ganoatlantiruvchi barcha (x},., to’plamlar to’plami bo’lsin.

amallarga va |I(x)ll = supllx,|l normaga nisbatan C*- algebra bo’ladi. Aalgebra A,
algebralarning ko’paytma —C "-algebrasi deb ataladi. Shuni e’tiborga olish lozimki, 4 to’plam A,

to’plamning ko’paytmasi emas.

A — C7-algebra bo’lsin. A algebrada (x, v) — xv ko’paytirish amalidan boshqa hamma
amallarni o’zgarishsiz qoldiramiz. (x, v) — xv ko’paytirish amalini esa (x, v) = vx ko’paytirish
amaliga almashtiramiz. Boshgacha qilib aytganda A4 algebrada garama — qarshi bo’lgan A"

invalyutiv normalangan algebrasini graymiz. Ravshanki, 4°C*- algebradir.

A  shunday invalyutsiyaga ega bo’lgan banax algebrasi bo’lsinki, bunda
lxll* = [lx*xlitengsizlik bajarilsin. U holda llx|I* = [lx*llllxll va llxll < |lx*] tengsizliklar
o’rinli bo’ladi; x elementni x* elementga almashtirib [|x"|l = [|x|l tenglikni hosil gilamiz. U
holda berilgan shartdan [lx[l* < |lx"x|l < [|x]|* tengsizliklar kelib chiadi. Shuning uchun 4 C*-

algebra bo’ladi.
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A —C*-algebra bo’lsin. Ixtiyoriy x € 4 element uchun |lx|l = supllxx’|l tenglik
o’rinlidir. Haqgiqatan ham, ravshanki, [lx’]l = 1 tengsizlikdan |lxx’]l = [lx|lkelib chigadi.
x|l = supllxx’|| tengsizlikni isbotlash uchun [lx|l= 1 deb faraz qilish mumkin; u holda

%]l =1 va
sup|lxx’| = ||xx7| = |x]|* = 1.

A —birlik elementli €*-algebra bo’Isin. U holda [[1]I* = [[1°1]l = [I1ll, shuning uchun [I1]l = 0

yoki 1. Agar A = 0 bo’lsa ko’rinib turibdiki || 1|l = 1. Shuning uchun A algebraning har ganday

u unitary elementi uchun agar 4 = {0} bo’lsa [lull = [lu"ul =1 tengliklar o’rinli bo’ladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, C*-algebralar morfizmi avtomatik ravishda uzluksizdir.
Endi, Ber invalyutiv algebrasining va AW —algebraning ta’riflarini kiritamiz.

A —invalyutiv algebra bo’lsin (kompleks sonlar maydoni ustida aniglangan) va 5 — A
algebraning bo’sh bo’lmagan gismto’plami bo’lsin. R(5) = {x € E:sx =0 ¥s£ 5} to’plam S
to’plamning A algebradagi o’ng annulyatori deb ataladi. Agar A invalyutiv algebraning har bir
5 € 4 gismto’plami uchun shunday g £ A proektor mavjud bo’lsaki B(5) = g4 shart bajarilsa,
bu yerda g4 = {ga : a £ 4}, u holda 4 Ber invalyutiv algebrasi deb ataladi. Berilgan holatda, g
proektor S to’plamning A algebradagi o’ng annulyator proektori deb ataladi. Ixtiyoriy Ber
invalyutiv algebrasi 1 halga birlik elementiga ega. Bu yerda R({0}) =gA4 shartga

ganoatlantiruvchi proektor g birlik element bo’ladi.
Ta’rif. Ber invalyutiv algebrasi bo’lgan C"-algebra AW "-algebra deb ataladi.

A AW*-algebraning proektorlar to’plamini va markazini mos ravishda P{4) va Z(A)

kabi belgilaymiz.

Misollar. C vaM, (C) algebralar AW™ —algebra bo’ladi. ixtiyoriy H kompleks gilbert
fazosiuchun B(H) —barcha chegaralangan chizigli operatorlar algebrasi ham AW —algebra

bo’ladi.

Kommutativ AW™ —algebraga misol keltiramiz. X —topologik fazo bo’lsin. X ekstremal
bog’lanmagan deyiladi, agarda X topologiyaning ixtiyoriy U ochiq to’plamining yopilmasi yana

ochiq to’plam bo’lsa. €°(X) —X kompaktda aniglangan barcha kompleks giymatli, uzluksiz
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funksiyalar C* —algebrasi bo’lsin. £(X) algebra AW" —algebra bo’ladi shu va faqat shu holatda
gwachonki X ekstremal bog’lanmagan kompakt bo’lsa. Birinchi marta AW™ —algebralar 1.

Kaplanskiyning [K1] ishida kiritilgan va o’rganilgan.

A — AW —algebra bo’lsin, e, f — A algebraning proektorlari, ya’ni e, f € P(A) bo’lsin.
Agar ef = e tenglik o’rinli bo’lsa ¢ = f deb gabul gilamiz. Bu kiritilgan munosabat P{A4)
to’plamda kiritilgan gisman tartib munosabati bo’ladi. ravshanki, bu tartib AAW ™ —algebraning
A__ ermit gismidan tushirilgan gisman tartib bilan ustma — ust tushadi. Shuni eslatish joizki,
ixtiyoriy C° — algebrada bo’lgani kabi A_, to’plamda qisman tartib quyidagicha Kkiritilgan:
x,¥v € A, uchun ¥y —x = a”a tenglik biron bir a € A element uchun o’rinli bo’lsa x = v deb

gabul gilamiz. Har bir e € P(A) element uchun e~ = 1 — e belgilashni kiritamiz.

Teorema. 4 — AW ™ —algebra bo’lsin. U holda yuqorida kiritilgan qwisman tartibga va

e — e~ ortoto;ldiruvchi akslantirishga nisbatan P4} to’plam to’liq ortomodulyar panjra bo’ladi.

A — AW = —algebra va e, f — A algebraning proektorlari bo’lsin. Agar e f = 0bo’lsa
e va f ortogonal proektorlar deb ataladi. Agar {e.} P(A) proektorlar to’plamining har bir juft
proektorlari ortogonal bo’lishsa, u holda bu {e,} to’plam ortogonal to’plam deb ataladi.
Ravshanki, e f = f e sharti va ¥ va f proektorlar birlik element bilan birgalikda kommutativ
" —algebra qurishlari uchun zaruriy va yetarli shartlardir. Shuning uchun Z(P({4})) -barcha
markaziy proektorlar bul algebrasi, FP(A4) to’plamdan olingan,A —AW = —algebraning

Z(A)markazidan olingan barcha proektorlar to’plami bilan ustma —ust tushadi.

Ta’rif. A — AW = — algebraning u elementi boshlang’ich e proektorli va ohirgi f
proektorli gisman izometriya deyiladi, agarda u = u = e, uu *= f tengliklari o’rinli bo’lsa. 4 —
algebraning evaf proektorlari ekvivalent deb ataladi, (e ~ f kabi belgilanadi), agar e boshlang’ich
proektorli va f ohirgi proektorli i qisman izometriya mavjud bo’lsa. Ixtiyoriy a&£A element
uchun ar(a) (I{a)a = a) shartni ganoatlantiruvchi eng kichik #{a) proektor (mos
ravishdal (o) proektor) a elementning o’ng (mosravishda chap) proektori deb ataladi.
A AW™ —algebrada ixtiyoriy a €4 element uchun o’ng r{a}va chap I(a) proektorlar mavjud,
bunda r(a)~I(a) va r(a)A r(a),l(a)Al(a)qismalgebralar 0’zaro izomorfdir,
ya’ni r(a)Ar(a) = l{a)Al(a).
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A AW® —algebraning e proektori chekli deyiladi, agar f = e.f ~e munosabatlardan
e = f tenglik kelib chigsa.Aks holda e proektor cheksiz deb ataladi. Ma’lumki, agar  chekli
proektor bo’lsava g = e g&P(A) bo’lsa, u holda g ham chekli proektor bo’ladi.

Ta’rif. A — AW™ —algebra bo’lsin. U holda, agar A algebraning 1 birlik elementi chekli
proektor bo’lsa, Achekli AW™ — algebradeyiladi.Agar 4 AW™ — algebraning har biri noldan
farqli markaziy proektori cheksiz proyektor bo’lsa , u holda A umuman olganda cheksiz AW*—
algebradeyiladi. Quyidagi ta’kidlar o’rinlidir:

Teorema. Ixtiyoriy AW*™ —algebra chekli AW — algebraning va umuman olgand cheksiz
AW?™ —algebraning to’g’ri yig’indisidir.

Teorema.{e.},{f.} — AW -algebra proektorlarining ikkita ortogonal to’plami va
ixtiyoriy i uchun ei~ fio’rinli bo’lsin. U holda ¢ = supe,, f = supf, proektorlar uchun e

~ fo’rinlidir.

Lemma. Ixtiyoriy umuman olganda cheksiz AW™ — algebraning birlik 1 elementi juft—
jufti bilan ekvivalent va ortogonal bo’lgan sanoqli miqdordagi (chesiz) proektorlarning ortogonal
to’plamining aniq yuqori chegarasi sifatida keltirish mumkin.

Lemma. Ixtiyoriy umuman olganda cheksiz AW™ — algebradashunday & proektor
mavjudkil — e~1~e sharti bajariladi.

Ta’rif.A AW"™ —algebraning e noldan fargli proektori abel proektori deb ataladi, agarda
ede qismalgebra kommutativ bo’lsa. A algebra [ tipidagi AW —algebra deyiladi, agarda
A algebraning har bir zmarkaziy proektori uchun zA4 to’g’ri qo’shiluvchi noldan farqli abel
proektoriga ega bo’lsa.

A AW" —algebra II tipidagi AW™ —algebra deyiladi, agar A algebra noldan fargli abel
proektorlarini 0’z ichiga olsa va har bir z €4 markaziy proektor uchun z4 to’g’ri qo’shiluvchi
noldan farqli chekli proektorga ega bo’lsa. Agar A IItipidagiAW "™ —algebra bir vaqtning o’zida
chekli AW™ —algebra bo’lsa , u holda bu algebra I1;tipidagi AW = —algebra deb ataladi. Agar
A Iltipidagi AW —algebrada hech qaysi markaziy proektor chekli bo’lmasa, u holda A I7__
tipidagi AW™ —algebra deb ataladi. Nihoyat, agar A AW~ —algebraning barcha
proektorlaricheksiz bo’lsa, u holda A II!tipidagiAWW " —algebra deb ataladi. A [tipidagi
AW — algebra [ tipidagiAW ™ —algebra deb ataladi, agarda shunda y e o’zaro juft — jufti bilan
ortogonal va  ekvivalent  proektorlarning  {ei} i€Zto’plami  mavjud  bo’lsaki,
sup;e; =1, [Z]1 =n bo’lsa. Ma’lumki, ixtiyoriy I tipidagi AW™ — algebra I,,, tipidagi AW™ —
algebraning to’g’ri yig’indisi ko’rinishiga keltirish mumkin [K2].

Teorema. Har ganday AW™ — algebra yagona usulda 7,11, I, III tipidagi AW™ —

algebralarning to’g’ri yig’indisi ko’rinishiga keltirish mumkin.
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Misollar. € — AW™ — algebrafaqgat 1 va O proektorlardan iborat. Bunda 1- birlik element
bir vaqtning o’zidaham markaziy proektor, ham abelproektoridir. C — 1; tipidagi
(kommutativ)AW*- algebradir.

Natural sonlar n uchunM,(C) AW*-algebra I, tipidagi AW*- algebradir. Bu algebraning
markazil * Cko’rinishiga eag, bu yerda 1#C={1=4 £€C}1— M,_(C)algebraning
birlikmatritsasi. Indekslar i=17,2,3,...,.n uchun e=S;; — i-chi kompanenti 1 ga qolgan
kompanentalari 0 ga tengn X #n o’lchovli matrisa bo’lsa ,u holda €€My(C), Vi, e, —abel
proektora va har bir ¢ Baj indekslar uchun e;e;, e, *e; = Oshartlar bajariladi. Shuning
uchunM,(C)- Iqtipidagi AW~ -algebradir. Bu yerda e; , €, , €3, ... , eqnelementlar barchasi
proektorlardir, ya™ni e} = e..

Yugorida misol tarigasida keltirilgan C“(X) — X ekstremal bog’ligsiz kompakt ustida
aniglangan barcha kompleks giymatli uzluksiz funksiyalar assotsiativ kommutativ invalyutiv
algebrasi 1, tipidagiAW ™ —algebra bo’ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, II3, Il , 1l tipidagi AW -algebralarga misollar osonlikcha
qurib bo’lmaydi. 11 vall tipidagi AW -faktorlar(markazi 1 C
bo’lgan)qurishgabirnechamaqolalarbag’ishlangan. Demak, shuni ta’kidlash mukinki, 14, I, ,
111 tipidagiAW*—algebralargamisollarmavjud.

H -kompleks gilbert fazo, E(H) -barcha chegaralangan chizigli operatorlarning
invalyutiv algebrasi bo’lsin. ( Hgilbert fazoda aniglangan). Agar S<B(H)bo’lsa, u holda §'
orqaliSto’plamning B (H)algebradagi kommutantini belgilaymiz,
ya’'niS'= {x B(H): xs = sx, ¥5=5' 1. Ravshanki, S" bikommutants"= (5" ' kabi aniglangan,
har doimS to’plamni o’zichiga oladi.

Ta’rif. 5(H jalgebraningBinvalyutiv gism algebrasifon Neyman algebrasi deb ataladi,
agardaB"= B tenglik bajarilsa. Ko’pincha, BB (H)ekanligini ko’rsatish uchun Balgebrada®
ustida aniglangan deyiladi.

Teorema. B - B(H) algebraning invalyutiv qism algebrasi bo’lsinvaB(H) algebrani
birlik elementi E algebragategishlibo’lsin. U holdaquyidagishartlartengkuchlidir:

1. B —fon Neyman algebrasidir;
2. B kuchsiz operatorlar topologiyasida yopid;
3. B kuchli operatorlar topoloiyasida yopiqg.

Agar B - H kompleks gilbert fazoda aniglangan fon Neyman algebrasi, a,&Eg, |,
a&B(H),={x€B(H):x*=x} vaa, 7 a, ya’ni (a;) — o’suvchi tarmoq, & = [ bo’lsa, o, = ag
bo’lgani uchun a = sup a,shart 5 (), algebrada bajarilsa, u holda ixtiyoriy { €H uchun < ag

, ¢ =7<af, & = bo’ladi. Shuning uchun , yuqoridagi teoremaga ko’ra a,eBg, , ya’ni V —
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monoton to’liq involyutiv algebra bo’ladi. Fon Neyman algebralari sinfini, ularni gilbert
fazolarda  aniqlangan operatorlar  algebralari  ko’rinishida qo’llamasdan tasniflash
(klassifikatsiyalash) mumkin.
Teorema. B — S*- algebra uchun quyidagi shartlar ekvivalentdir:
1) B algebra old qo’shma banax fazosiga ega. Ya’ni shunday N banax fazosi
mavjudki N*=B tenglik bajariladi;
2) B algebra biron — bir gilbert fazosida aniglangan fon Neyman algebrasiga * -
izamorfdir
AW*-algebra uchun kiritilgan barcha ta’riflar, tushunchalar va terminologiya fon Neyman
algebralari uchun ham o’rinlidir. Xususan, F=I, Iy, Il , Il tiplar uchun A fon Neyman
algebrasi F tipidagi fon Neyman algebra deyiladi, agar A F tipidagi AW*-algebra bo’lsa.
Buning boisi har ganday fon Neyman algebrasi AW*-algebra bo’ladi. Ammo teskarisi har doim
to’g’ri bo’lavermaydi, ya’ni fon Neyman algebrasi bo’Imagan AW*-algebra ham mavjud.

S* - algebralarga o’xshash haqiqiy S* - algebralarni ham kiritish mumkin. Fagat, bu
algebralar R haqgigiy sonlar maydoni ustida aniglanadi.

Ta’rif. A — haqiqiy (ya’ni S maydon o’rniga R maydon ustida aniglangan) invalyutiv
banax algebrasi bo’lsin. U holda agar A; = A + iA invalyutiv algebra, bu yerda A + iA = {a+ia:
a,b€A }, shunday norma bilan ta’minlanishi mumkin bo’lsaki As S* - algebra bo’lsa va uning
normasi A algebrada dastlabki A algebraning normasi bilan ustma-ust tushsa, u holda A haqiqiy

S*- algebra deb ataladi.

2.2. § AJW — ALGEBRALAR VA ULARNING XOSSALARI

Berilgan magisterlik dissertatsiyasining asosiy ob’ektlaridan biri bu AJW — algebralardir.
Dastavval Gilbert fazosida aniglangan AJW - algebralar hagida fikr yuritilgan. Bunday
algebralar birinchi marta D. Topping (Torl) ishda ko’rilgan. Bu ishda, xususan, JW —
algebralarning aksariyat xossalari Gilbert fazosida aniglangan AJW — algebralar (yoki maxsus
AJW — algebralar) uchun ham o’rinli bo’lashi qayd etilgan. Keyinchalik 1998 yilda F. Arziqulov
JW — algebralar sinfi doirasida AJW — algebra tushunchasini kiritdi va o’rgandi (AF2).

AJW — algebralar tushunchasini kiritish uchun avval quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema. A JB —algebra uchun quyidagi shartlar teng kuchlidir:
1. A algebraning barcha proyektorlarining gisman tartiblangan to’plamida ixtiyoriy juft-jufti

bilan ortogonal bo’lgan proyektorlar qism to’plami o’zining aniq yuqori chegarastga ega va A
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algebraning ixtiyoriy maksimal assotsiativ qism algebrasi o’zining proyektorlari yordamida
quriladi,

2. Ixtiyoriy ScA,={a’ : acA } gism to’plam uchun shunday yeeA proyektor (e?=e) mavjudki
S L:Ue(A) tenglik bajariladi, bu yerda S™={acA : Uex=0, xeS }, Us(A)={Uea : acA}.

3. Ixtiyoriy “ScA qism to’plam uchun shunday eeA proyektor mavjudki S:=Ug(A.) tenglik
bajariladi, bu yerda S={xeA : Uxx=0, aeS }, *S.=S A..

Ta’rif. Yuqoridagi teoremaning (1) ,(2), (3) shartlaridan biriga ganoatlantiruvchi A
JB —algebra AJW — algebra deb ataladi.

Endi B - JB — algebra A AJW — algebraning JB — qism algebrasi bo’lsin. Quyidagi
shartlarni ko’rib chigamiz:

(a) B gism algebraning har bir {e;} ortogonal proyektorlar (ya’ni juft-jufti bilan ortogonal
bo’lgan) to’plamining A algebrada hisoblangan aniq yuqori chegarasi B qism algebrada yotadi;

(b) B AJW — algebra hisoblanadi;

(v) B gism algebraning har bir elementining A algebradagi tashuvchisi B gism algebrada
yotadi.

Bu shartga nisbatan quyidagi lemma o’rinli:

Lemma. A AJW — algebraning 5 JE — qgism algebrasi yuqoridagi (a) shartga
ganoatlantirsin. U holda & algebra uchun (b) va (v) shartlar teng kuchlidir.

Ta’rif. A AJW - algebraning B jB - qism algebrasi AJW — algebra deb ataladi , agar B
algebrada (a) va (b) (ekvivalent ravishda (a) va (b)) shartlari bajarilsa.

A AJW — algebraning proyektorlar to’plamini va markazini mos ravishda P(A) va Z(A)
kabi belgilaymiz.

A — AJW — algebra, reR(A) bo’lsin.u holda Uy(A) to’plam A algebraning AJW —
gismalgebrasidir. A AJW — algebraning barcha proyektorlari tartibga nisbatan to’la panjara
tashkil gilishadi.

Misollar. R - kommutativ assotsiativ AJW -

algebradir. Hn(R) = { x e Mn(R): x*=x ] to’plam xey= l (xy + vx) yordan

ko’paytmaga nisbatan AJ¥ - algebra bo’ladi.
@ — ekstremal bog’ligsiz kompakt bo’lsin, 5{@) — barcha haqgigiy giymatli uzluksiz
funktsiyalar algebrasi, @ kompaktda aniglangan. U holda 5(@) - assotsiativ AJWW - algebradir.
Keyingi misolni kiritamiz ¢ - ekstremal bog’ligsiz kompakt, S(@) - yuqorida Kiritilgan
algebra bo’lsin. He F maydon ustida gilbert fazosi, bu yerda £ = R, C, H (kvaternionlar tanasi),
B(Hr) — He gilbert fazoda aniglangan barcha chegaralangan chizigli operatorlar involyutiv

algebrasi bo’lsin. Quyidagi algebrani kiritamiz S(Q, B(Hf)sa) — bu Q kompaktda aniglangan va
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giymatlari B(Hg)sa algebrada yotuvchi barcha uzluksiz akslantirishlar fazosi bo’lsin. U holda
x-y=1? (xy+yx), x,yeS(Q, B(Hg)sa) ko’paytiruv amaliga nisbatan S(Q, B(Hg)sa) AJW — algebra

bo’ladi, agar He— chekli o’lchovli bo’Isa. Agar Hr— cheksiz o’Ichovli bo’lsa, S(Q, B(Hg)sa) JB —
algebra har doim ham AJW — algebra bo’lavermaydi.

Yana bir misol. A — AW*-algebra bo’lsin. As={X€A : x*=x} to’plam x-yZl: (xy+yx)
ko’paytiruv amaliga nisbatan JC — algebra bo’ladi. Quyidagi lemmaga ko’ra, berilgan holatda Ag,
— AJW*-algebra bo’ladi.

Lemma. A — C* - algebra bo’lsin. U holda As; AJW*-algebra bo’ladi shu va faqat shu
holatda gachonki A — AW*-algebra bo’lsa.

Avytish joizki, hagigiy S*- algebra uchun ham shunday lemma o’rinlidir.

Shunday gilib, A AJW — algebraning P(A) barcha proyektorlari to’plami tartib bo’yicha
to’liq, ortomodulyar panjarani tashkil giladi. Har bir a £A element uchunr(a}- shua elementning
A algebrada tashuvchisi mavjud. Bu {a}. = Ur{a)(A.)tenglik orgalianiglanadi. Har bir
p P(A) proyektor uchun c(p) €P{Z(4)) markaziy positel mavjud. Oxirgi sanab o’tilgan
faktorlarga va AJW™ —algebra ta’rifiga ko’ra quyidagi teorema o’rinli.

Teorema. A - AJW - algebra bo’lsin. U holda A algebra A = A;F + A_x ko’rinishidagi
to’g’ri yig’indiga yoyiladi, bu yerda A;P — JC - algebra, Aex AJW — algebra esa C(X, ME) -
ekstremal bog’ligsiz kompaktdan AF istisnoli JBW — algebraga bo’lgan barcha uzluksiz
akslantirishlar AJW — algebrasidir.

A- AW — algebra bo’lsin.l/;: A—A operatorni olamiz, bu yerda SeA — simmetriya
(va’ni s?=1). Ravshanki Us — chizigli operator. s>=1 bo’lgani uchun Usa?=UsU,s*. U holda 1-
paragrifdagi (I-boning) (Uxy)’=UUyx? ayniyatga ko’ra oxirgi tenglikni quyidagicha yozish
mumkin. Ugza2 = (Usa)2ya’'ni Us operator gomomorfizm bo’ladi. Agar Uyyxz=UyUsUyz
Makdonald ayniyatida x=1,y=s giymatlarni olsak U1 = U U,U; , ya’ni U:U:;=I — birlik operator
bo’ladi. Demak,U;0operator 0’ziga teng teskarisi bilan teskarlanuvchi operatordir. Xususan Us-

avtomarfizmdir.Bu avtomarfizm A algebraning ichki aftomarfizm deb ataladi. Bunday

avtomarfizmlar IntA gruppasini quradi va bu gruppa A algebraning ichki avtomorfizmlari
gruppasi deyiladi.
Lemma. Quyidagi shartlar teng kuchlidir:
1) z£Z(A), ya’ni z4 algebraning markaziy elementi ;
2) ixtiyoriy p £€P({A) proyektor uchun (za)p = z(ap) FasA;

3) ixtiyoriy s4 simmetriya uchun Ugz=z.
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Ta’rif. {4} - JB - algebralar to’plami bo’lsin. Bu to’plam ustida quyidagi amallarni

kiritamiz : avvalo {4;} = {{a;}: a; €4, Fi} bo’lsin, yana

{a;} +{b} = {a; + b} AMa;} = {Aa;}. {a;} ¢ {b;} == {a; * b} {a;} . {b;} {4}, A€R
o’rinli bo’lsin. Bu amallarga nisbatan {A;} yordan algebrasi bo’ladi. Bu amallarda quyidagi
norma kiritamiz: || { a,}|| = sup, | a,||. Bu normaga nisbatan {A;} — /B - algebra bo’ladi va bu
JB - algebra A, AJW -algebralarning JB - yig’indisi deb ataladi. Ixtitsriy A,
AJW -algebralarning 5 -yig’indisi {Ai} yana A/W — algebra bo’lishini isbotlash giyin emas.
Teskarisi, agar4/1W - algebralarning markazi ko’p o’lchovli bo’lsa, bu algebrada B -yig’indi
qurish mumkin. Agar AW - algebra faktor bo’lsa, u holda bu algebrada faqat bir komponentali
JB - yig’indi qurish mumkin. Buni quyidagi lemmada ko’rish mumkin.
Shuning uchun , yuqoridagi teoremaga ko’ra a,€Bs; , ya’ni B — monoton to’liq involyutiv
algebra bo’ladi. Fon Neyman algebralari sinfini, ularni gilbert fazolarda aniqlangan operatorlar
algebralari ko’rinishida qo’llamasdan tasniflash (klassifikatsiyalash) mumkin.

Teorema. B — C*- algebra uchun quyidagi shartlar ekvivalentdir:

1. B algebra old qo’shma banax fazosiga ega. Ya’ni shunday N banax fazosi
mavjudki N*=B tenglik bajariladi;
2. B algebra biron — bir gilbert fazosida aniglangan fon Neyman algebrasiga * -
izamorfdir
AW*-algebra uchun Kiritilgan barcha ta’riflar, tushunchalar va terminologiya fon Neyman
algebralari uchun ham o’rinlidir. Xususan, F=l,, Il3, Il , 1l tiplar uchun A fon Neyman
algebrasi F tipidagi fon Neyman algebra deyiladi, agar A F tipidagi AW*-algebra bo’lsa. Buning
boisi har ganday fon Neyman algebrasi AW*-algebra bo’ladi. Ammo teskarisi har doim to’g’ri
bo’lavermaydi, ya’ni fon Neyman algebrasi bo’lmagan AW*-algebra ham mavjud.

S* - algebralarga o’xshash haqiqiy S* - algebralarni ham Kkiritish mumkin. Fagat, bu
algebralar R haqgiqgiy sonlar maydoni ustida aniglanadi.

Ta’rif. A — haqiqiy (ya’ni S maydon o’rniga R maydon ustida aniglangan) invalyutiv
banax algebrasi bo’lsin. U holda agar A. = A + iA invalyutiv algebra, bu yerda A + iA = {a+ia:
a,b€4 }, shunday norma bilan ta’minlanishi mumkin bo’lsaki As S* - algebra bo’lsa va uning
normasi A algebrada dastlabki A algebraning normasi bilan ustma-ust tushsa, u holda A haqiqiy
S*- algebra deb ataladi.

Ta’rif. Bir vaqtning o’zida invalyutiv Ber algebrasi bo’lgan haqiqiy S*-algebra hagiqiy
AW*-algebra deb ataladi.

Haqiqiy AW*-algebralar bo’yicha, xususan, quyidagi teorema mavjud.
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Teorema.(AAA2) A — hagiqiy AW*- algebra bo’lsin. Faraz qilaylik M=A-+iA (kompleks)
AW=*-algebra bo’lsin. U holda F=I,,1, 113, I, , 1l tiplar uchun A — haqiqiy AW*- algebra F tipiga
ega bo’ladi shu va faqat shu holatda gachonki M AW*- algebra ham F tipiga ega bo’lsa.

Teoremadagi M=A+iA yig’indining kompleks AW*- algebra bo’lishligi haqidagi faraz
bejiz Kiritilmagan. S. Alberino, Sh. Ayupov va A. Abduvoitovlar o’zlarining (AAA) ishda
yig’indisi A + iA kompleks AW*- algebra bo’lmaydigan A haqiqiy AW*- algebra qurganlar.
Shuning uchun har ganday A + 1A yig’indi ham AW*- algebra bo’lavermaydi.

2.2. § AJW - ALGEBRALAR VA ULARNING XOSSALARI

Berilgan magisterlik dissertatsiyasining asosiy ob’ektlaridan biri bu AJW — algebralardir.
Dastavval gilbert fazosida aniglangan AJW — algebralar hagida fikr yuritilgan. Bunday
algebralar birinchi marta D. Topping (Torl) ishda ko’rilgan. Bu ishda, xususan, JW -
algebralarning aksariyat xossalari gilbert fazosida aniglangan AJW — algebralar (yoki maxsus
AJW — algebralar) uchun ham o’rinli bo’lashi qayd etilgan. Keyinchalik 1998 yilda F. Arziqulov
JW — algebralar sinfi doirasida AJW — algebra tushunchasini kiritdi va o’rgandi (AF2).

AJW — algebralar tushunchasini kiritish uchun avval quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema. A JB — algebra uchun quyidagi shartlar teng kuchlidir:

1. A algebraning barcha proyektorlarining gisman tartiblangan to’plamida ixtiyoriy juft-jufti
bilan ortogonal bo’lgan proyektorlar qism to’plami o’zining aniq yuqori chegarastga ega va A
algebraning ixtiyoriy maksimal assotsiativ qism algebrasi o’zining proyektorlari yordamida
quriladi,

2. Ixtiyoriy ScA.={a’: aeA } qism to’plam uchun shunday e €A proyektor (e?=e) mavjudki
S L:Ue(A) tenglik bajariladi, bu yerda S“={aeA : Ux=0, x &S }, Ue(A)={Uea : acA}.

3. Ixtiyoriy “ScA gism to’plam uchun shunday e A proyektor mavjudki S:=U(A+) tenglik
bajariladi, bu yerda S={x €A : U.x=0, a &S }, “S+=S A..

Ta’rif. Yugoridagi teoremaning (1) ,(2), (3) shartlaridan biriga ganoatlantiruvchi A
JB —algebra AJW — algebra deb ataladi.

Endi B - JB — algebra A AJW — algebraning JB — qism algebrasi bo’lsin. Quyidagi
shartlarni ko’rib chiqamiz:

(a) B gism algebraning har bir {e;} ortogonal proyektorlar (ya’ni juft-jufti bilan ortogonal
bo’lgan) to’plamining A algebrada hisoblangan aniq yugori chegarasi B gism algebrada yotadi;

(b) B AJW — algebra hisoblanadi;

(v) B gism algebraning har bir elementining A algebradagi tashuvchisi B gism algebrada
yotadi.

Bu shartga nisbatan quyidagi lemma o’rinli:
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Lemma. A AJW - algebraning B JB — qgism algebrasi yuqoridagi (a) shartga
ganoatlantirsin. U holda B algebra uchun (b) va (v) shartlar teng kuchlidir.

Ta’rif. A AJW —algebraning B JV — gism algebrasi AJW — algebra deb ataladi , agar V
algebrada (a) va (b) (ekvivalent ravishda (a) va (b)) shartlari bajarilsa.

A AJW - algebraning proyektorlar to’plamini va markazini mos ravishda P(A) va Z(A)
kabi belgilaymiz.

A — AJW — algebra, reR(A) bo’lsin.u holda Uy(A) to’plam A algebraning AJW —
gismalgebrasidir. A AJW — algebraning barcha proyektorlari tartibga nisbatan to’la panjara
tashkil gilishadi.

Misollar. R — kommutativ assotsiativ AJW — algebradir. Hy(R) = { X € Mp(R) : x*=x }

to’plam x-yzlﬂ(xy+yx) yordan ko’paytmaga nisbatan AJW — algebra bo’ladi.

Q — ckstremal bog’ligsiz kompakt bo’lsin, S(Q) — barcha hagiqiy giymatli uzluksiz
funktsiyalar algebrasi, Q kompaktda aniglangan. U holda S(Q) — assotsiativ AJW — algebradir.

Keyingi misolni Kiritamiz Q — ekstremal bog’ligsiz kompakt, S(Q) — yugorida Kiritilgan
algebra bo’lsin. HF F maydon ustida gilbert fazosi, bu yerda F=R,C,H (kvaternionlar tanasi),
B(Hr) — He gilbert fazoda aniglangan barcha chegaralangan chizigli operatorlar involyutiv
algebrasi bo’lsin. Quyidagi algebrani kiritamiz S(Q, B(Hg)sa) — bu Q kompaktda aniglangan va
giymatlari B(Hg)s, algebrada yotuvchi barcha uzluksiz akslantirishlar fazosi bo’lsin. U holda

x-FI? (xy+yx), Xx,yeS(Q, B(Hg)sa) ko’paytiruv amaliga nisbatan S(Q, B(Hg)sa) AJW — algebra

bo’ladi, agar He— chekli o’Ichovli bo’lsa. Agar Hr— cheksiz o’lchovli bo’lsa, S(Q, B(Hg)sa) JB —
algebra har doim ham AJW — algebra bo’lavermaydi.

Yana bir misol. A — AW*-algebra bo’lsin. Ai;={X€A : x*=x} to’plam x-yZl: (xy+yx)
ko’paytiruv amaliga nisbatan JC — algebra bo’ladi. Quyidagi lemmaga ko’ra, berilgan holatda Asa
— AJW*-algebra bo’ladi.

Lemma. A — S* - algebra bo’lsin. U holda A;; AJW*-algebra bo’ladi shu va faqat shu
holatda gachonki A — AW*-algebra bo’lsa.

Avytish joizki, haqigiy S*- algebra uchun ham shunday lemma o’rinlidir.

Shunday qgilib A AJW — algebraning P(A) barcha proyektorlari to’plami tartib bo’yicha
to’liq, ortomodulyar panjarani tashkil giladi. Har bir a £A element uchunr{a)- shua elementning
A algebrada tashuvchisi mavjud. Bu {a}. = Ur{a)(A.)tenglik orgalianiglanadi. Har bir
p P(A) proyektor uchun c(p) €P{Z(4)) markaziy positel mavjud. Oxirgi sanab o’tilgan

faktorlarga va AJW"™ —algebra ta’rifiga ko’ra quyidagi teorema o’rinli.
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Teorema. A - AJW - algebra bo’lsin. U holda A algebra A = A:F + A_x ko’rinishidagi
to’g’ri yig’indiga yoyiladi, bu yerda A;P — JC - algebra, Aex AJW — algebra esa C(X, ME) -
ekstremal bog’ligsiz kompaktdan M7 istisnoli JVW - algebraga bo’lgan barcha uzluksiz
akslantirishlar AJW — algebrasidir.

A - AJW — algebra bo’lsin.Us: A—A operatorni olamiz, bu yerda SeA — simmetriya
(ya’ni s*=1). Ravshanki Us — chiziqli operator. s>=1 bo’lgani uchun Usa?’=UsU,s*. U holda 1-
paragrifdagi (I-boning) (ny)ZZUXUyXZ ayniyatga ko’ra oxirgi tenglikni quyidagicha yozish
mumkin. Uga2 = (Usa)2ya’'ni Us operator gomomorfizm bo’ladi. Agar Uyyxz=UyUsUyz
Makdonald ayniyatida x=1,y=s giymatlarni olsak U1 = U U,U; , ya’ni U:Us;=I — birlik operator
bo’ladi. Demak,lV;operator o’ziga teng teskarisi bilan teskarlanuvchi operatordir. Xususan Us-
avtomarfizmdir.Bu avtomarfizm A algebraning ichki aftomarfizm deb ataladi. Bunday
avtomarfizmlarintAgruppasini quradi va bu gruppa A algebraning ichki avtomorfizmlari
gruppasi deyiladi.

Lemma. Quyidagi shartlar teng kuchlidir:

4) z£Z(A), ya’ni z4 algebraning markaziy elementi ;

5) ixtiyoriy p £P{A) proyektor uchun (za)p = z(ap) Fa£A;

6) ixtiyoriy s A simmetriya uchun Usz=z.

Ta’rif. {4} - JB - algebralar to’plami bo’lsin. Bu to’plam ustida quyidagi amallarni
Kiritamiz : avvalo {A.} = {{a;}: a, €4, i} bo’lsin, yana
{a;} +{b)={a; + b} Ha}= {Aa}{a;])*{b}={a,* b} {a] {b}e{A} 1eR o’rinli
bo’lsin. Bu amallarga nisbatan {A;} yordan algebrasi bo’ladi. Bu amallarda quyidagi norma
kiritamiz: | { a,}|| = sup, |a,||. Bu normaga nisbatan {A;} — jB& - algebra bo’ladi va bu 5 -
algebra A; AJW -algebralarning jB - yig’indisi deb ataladi. Ixtitsriy A; 4J1W -algebralarning
JB -yig’indisi {A;} yana AJ/W — algebra bo’lishini isbotlash qiyin emas. Teskarisi,
agarA/W - algebralarning markazi ko’p o’lchovli bo’lsa, bu algebrada [5 -yig’indi qurish
mumkin. Agar 4jWW - algebra faktor bo’lsa, u holda bu algebrada faqat bir komponentali 5 -
yig’indi qurish mumkin. Buni quyidagi lemmada ko’rish mumkin.

Lemma. A - AJIW —algebrava {e;} = A —aniq yuqori chegarasi 1 ga teng bo’lgan juft —
jufti bilan ortogonal markaziy proektorlar to’plami bo’lsin. U holda x&4 — {e,x} akslantirish,
bu yerda e . x®.A ¥i, A algebraning {e;4} JB —yig’indiga izomorfizm bo’ladi.

Endi AJW — algebraning to’g’ri yig’indisini kiritamiz.

Ta’rif. A- AJW — algebrava {4}, — A/W — algebralar to’plami bo’lsin. Agar

shunday A algebraning markaziy proektorlarining {z;};+ ortogonal to’plami mavjud bo’lsaki
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A; = z;A ixtiyoriy i uchun o’rinli bo’lsa, u holda A algebra A;algebraning to’g’ri yig’indisiga
yoyiladi deyiladi va bu A =E;Ee_-’4:' kabi yoziladi. Bu yerda yuqoridagi lemmaga ko’ra A
algebra {4}, to'plamning JE& —yig’indisi bo’ladi.

A - AJW — algebra bo’lsin. P{A)NZ(4) to’plam A algebraning markaziy proektorlari to’plami
bo’ladi. p~ =1 —p ixtiyori yp®(A)] bo’lsin. Shuni ta’kidlash kerakki p = g.g®(A)

tengsizlikdan p~ng =g —p tenglik kelib chigadi. Bundan g =pv(gap™), ya’ni P(4)
ortoto’ldiruvchili b panjara bo’ladi. Bu yerda p —gq~ akslantirish ortoto’ldiruvchili bo’ladi.
peP(A) proektorning () markaziy tashuvchisi — bu » dan katta yoki unga teng bo’lgan eng
kichik markaziy proektordir.

v, geP(A)  proektorlar ekvivalent deb ataladi va p ~gq  shart bajarilsa. Agar
a=U,Us Ugq, oo . Ug,,bu yerda 54.5......5, — simmetriyalar, bo’lsa bu ekvivalentlik
p ~ng kabi yoziladi. Agar n =1 bo’lsa , u holda »va g simmetriya orgali ervivalent
deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki , fon Neyman algebrasidagi ekvivalentlik munosabatidan
farqli o’laroq , agar p ~gbo’lsa u holda » ~ g bo’ladi. Yana shuni ta’kidlaymizki,
fgeP(A):q ~ p}  to’plami Int A gruppa elementlariga nisbatan invariantdir , demak bu
to’plamning aniq yuqori chegarasi uchun ham o’rinlidir. Shuning uchun bu aniq yuqori chegara
markaziy proektor bo’lishin lozim. Teskarisi, markazi y proektorlar ichki izoformizim ta’sirida
o’zgarishsiz qoladi. Shuning uchun
c(p) =v{g®(A):q~ p}

A - AJW — algebraning pproyektori abel proektori deyiladi, agar U-(A4) assotsiativ
qismalgebra bo’lsa; agar [0.p] = {geP(A)NU-(4)} proektorlar panjarasi modulyar bo’lsa , u
holda » modulyar proektor deb ataladi. A - 41 — algebraning 1 birlik elementi modulyar
proektor bol’sa, u holda 4 modulyar A/WW —algebra deb ataladi. Abel va modulyar proektorlar
to’plami Int A gruppaga nisbatan invariantdir. Demak , biz A algebra I; va I;; markaziy
proektorlarni quyidagi formulalar yordamida Kiritishimiz mumkin.
I, = sup{peP(A): p — abel proektoridir} | e;; = sup{pP(A):p — modulyar proyektor } .
Ravshanki, e; = e;;; = 1 —e; —e;; bo’lsin. A AJW — algebral tipidagi ({1, {II tipidagi , mos
ravishda ) 4/W —algebra deyiladi, agar e; = 1 (mos ravishda e;; = 1,e;; = 1) bo'lsa. Bu
borada quyidagi teorema mavjud.

Teorema.A - AJIW — algebra bo’lsin. U holda A yagona usulda I,II wa IiItipidagi
AJW — algebraning to’g’ri yig’indisiga yoyiladi. Bundan tashqari quyidagi alomatlar o’rinlidir:
(@) AI tipida bo’ladi shu va faqat shu holatda qachonki, A algebrada e(p) = 1shartga

ganoatlantiruvchi noldan fargli # abel proektori mavjud bo’lsa.
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(b) AII tipida bo’ladi shu va faqat shu holatda gachonki, A algebrada c(p) =1 shartga
ganoatlantiruvchi noldan fargli » modulyar proektori mavjud bo’lsa va A hech ganday noldan
farqli abel proektoriga ega bo’lmasa.

(v) AlIlltipida bo’ladi shu va fagat shu holatda gachonki, bu algebra noldan fargli modulyar
proektorga ega bo’lmasa.

Ta’rif. Ixtiyoriy AJ/1W —algebra eng katta markaziy modulyar proektor mavjud. Agar bu
0 bo’lsa , u holda A A/IW —algebra umuman olganda modulyar bo’lmagan A/W — algebra deb
yuritiladi; agar u 1 ga teng bo’lsa , u holda 4 modulyar 4/W —algebra deyiladi. A4 - AJW —
algebra umuman modulya rmodulyar bo’lmagan algebra deb ataladi, agar bu algebra noldan
farqli modulyar proektorlarga ega bo’lmasa. AJ/W —lgebra A I1;tipiga ega deyiladi , agar bu
algebra modulyar bo’lsa va IT tipiga ega bo’lsa. AJ/WW —algebra A [I_.tipiga ega deyiladi, agar bu
algebra I1 tipiga ega bo’lsa va umuman olganda modulyar bo’lsa. AJ/W¥ —algebra A III tipiga ega
bo’lganda, ravshanki, bu algebra ummuman modulyar bo’lmagan AjW —algebra bo’ladi.

Deylik, n —kordinal son bo’lsin. A AJW — algebra I, tipidagi 4/1W —algebra deyiladi,
agar 4 algebraning abel proektorlarining ixtiyoriy c uchun ¢(p.c) = 1 va supp, =1, /| =n
shartlarini  ganoatlantiruvchi  (p,_)..q — ortogonal to’plami mavjud bo’lsa.  Shu
bilanbirga4 I tipidagiA4/W — algebra deb ataladi, agar 4 algebra I,,.n —cheksiz kordinal son,
tipidagi  AJW —algebraning to’g’ri yig’indisi bo’lsa. Ravshanki , agar A —1I_ tipidagi
AJW —algebra va e — A algebraning markaziy proyektori bo’lsa , u holda 4 ham I, tipidagi
algebra bo’ladi.

Lemma.A — I ,n < oo, tipidagi A/W — algebra bo’lsin. U holda n A abel algebradagi
bitta markaziy tashuvchiga ega bo’lgan noldan farqli proyektorlarning ortogonal to’plamining
quvvatiga teng maksimal kordinal songa teng.

Teorema. Har bir I tipidagi A/W —algebra A =A_ S A, S A, & ... 4, & bu yerda
har bir A,.bu 0 yokil, tipidagi A/W —algebra ko’rinishdagi yagona yoyilmaga ega.

Teorema. DeylikA —I;va I3 tipidagi to’g’ri qo’shiluvchilarga ega bo’lmagan
AJW —algebra bo’lsin. U holda A JC —algebra bo’ladi.

Teorema. Deylik, M — AW — algebra va A —M__ AJ/W —qismalgebra, I, tipidagi
to’g’ri qo’shiluvchiga ega bo’lmagan bo’lsin. U holda A teskarilanuvchi AJW —algebradir.

Teorema. Bir vaqtning o’zida factor bo’lgan AJW —algebrani A/W —faktor deyiladi.
AJW —faktorni I tipiga ega deb aytiladi, agar bu faktor minimal proektorga ega bo’lsa. I tipidagi
AJW —faktorning ta’rifi [ tipidagi A/W —algebraning ta’rifiga faktor uchun ekvivalentdir.

Teorema. I tipidagi A/W —faktor JE1W —algebradir.
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Teorema. Deylik, n — 3 dan kata kordinal son, A — I, tipidagi A/W —faktor bo’lsin. U
holda bu faktor quyidagi faktorlardan biriga izomorfdir.1) MZ; 2)B(Hz)..; 3) B(H:).., 4)
B(Hy)., bunda B(Fy)., —H: gilbert fazosida aniglangan barcha chegaralangan 0’z-0’ziga
go’shma operatorlar yordan algebrasi va F = R, C, H.

Teorema. A I, tipidagi A/W —faktor bo’ladi shu va fagat shu holat qachonki, A spin-
faktor bo’lsa, ya’ni shunday H gilbert fazo mavzud bo’lsaki A = H & Ry. Bu yerda H & R,
spin-faktor |a + 41| = |la4 + 1]l normaga nisbhatan /5 —algebra bo’ladi. Bu yerda yordan
ko’paytirish amali quyidagi ko’rinishga ega
(a+A1)(b+ul) =(ua+ib) +(<a,b>=+iu)a,bsH, A, u =R.

I, tipidagi AJW —algebralar klassifikatsiyasi quyidagi teoremada 3 = n < o holat
uchun to’la yoritilgan.

Teorema. Deylik A — I_tipidagi AJW —algebra, bu yerda 3 = n < @@ bo’lsin. U holda
(a) n =73 gateng bo’lsa A algebra A = 4, & A, & A; © 4, to’g’ri yig’indi ko’rinishga ega;
(b) agar n = 3 bo’lsa, u holda A algebra A=A, S A, D A; to’g’r yig’indi ko’rinishga
ega. Bu yerda har bir i = {1.2,3,4} uchun shunday X; ekstremal bog’ligsiz kompakt mavjudki
A, =C(X, H,(F,)) izomorfizm o’rinli bo’ladi, H,(F.)— F, ustidagi nxn o’lchovli
matritsalar algebrasining ermit gismi, buyerda F;, = R, F, = C, F; = H, F, = 0 —Keli sonlari
algebrasi, ya'ni Hy(F,) = ME.

Misollar. Yugoridagi teoremada I tipidagiA/1W —algebralar
keltirilgan.R — I, tipidagi4/W —agebradir. Bu yerda abel proektori e =1 va c(e) = 1 bo’ladi.
Q — ekstremal bog’ligsiz kompakt bo’lsin, C(@) — hagigiy giymatli va aniglanish sohasi @
bo’lgan uzluksiz finksiyalar algebrasi /,, tipidagi 4/W — algebradir . Huddi AW" — algebralar
uchun bo’lgani kabi 1,11, III tipidagi AJW — algebralarga misollar ko’rish murakkab
hisoblanadi. Bir misolni keltirishimiz mumkin H cheksiz o’lchavli komoleks gil’bert fazosi
uchun B(H) algebrani va K —barcha H gil’bert fazodagi kompakt operatorlar idealini olamiz. U
holda B(H)/K factor algebra mana shunday algebralarga misol bo’la oladi. Aniqrog’i
E(H)/KII_ tipidagi AW" —faktor va B(H) ., /K., 1l tipidagi AJW — faktor bo’ladi.

A — AJW —algebra bo’lsin. U holda yuqoridagi teoremaga ko’ra shunday A; I tipidagi,
Ay IT tipidagi vady; {11 tipidagi AJW — algebralar mavjudki 4 = A; & A;; © Ay, tenglik
o’rinli bo’ladi. O’z navbatida A; AJW — algebra quyidagi ko’rinishdagi to’g’ri yig’indiga
yoyiladi. 4; = A & A, & A, & ... bu yerda ixtiyoriy n uchun 4, — 0 yoki I, tipidagi A/W —
algebra, 4.. esa m —cheksiz kordinal son bo’lganda I, tipidagi 4/W — algebralarning to’g’ri
yig’indisi. Bu yerda 4; & A, & ...to’g’ri yig’indi I, tipidagi A/W — algebra deb ataladi va
Ao kabi belgilanadi. A..algebra esa cheksiz kordinal son  uchun I, tipidagi A/W — algebra
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ko’rinishidagi algebralarning to’g’ri yig’indisi bo’lgani uchun bu algebrani 4; __kabi belgilaymiz.
Agar AJW — algebra noldan farqli markaziy modulyar proyektorlarga ega bo’lmasa bu algebrani
umuman olganda cheksiz AJW — algebra deb ataymiz. Ma’lumki, A; A/ —algebra
Ay = Ay, S 4y ko’rinishga ega, bu yerda Ay —1I tipidagi modulyar A/W — algebra,
Ay —II tipidagi umuman olganda cheksiz bo’lgan 4/W — algebra. Demak, quyidagi yoyilma

orinlidir. A=4, @4, &4, SA; & Ay Ravshanki, 4, & Ay, gismimodulyar

1
AJW — algebrava A; _ & Ay _ & Ay gismi esa umuman olganda cheksiz 4/W — algebradir.

P. A. J. Steysining [Stac] ishida, agar 4 kompleks tipidagi JBEW — algebra bo’lsa, u holda
A algebraning qobiq €° —fon Neyman algebrasi bo’lishi isbotlangan, boshqacha qilib aytganda
A algebraning qobiq € - algebrasi shu algebraning qobig fon Neyman algebrasi bilan ustma-ust
tushishi isbotlangan. O’shaishda, yana, cheksiz spin sistemaga ega bo’lgan, to’g’ri
go’shiluvchiga ega bo’lmagan ixtiyoriy JW —algebraning qobiq € -algebrasi fon Neyman
algebrasi bo’lishi yuqoridagi natijaning isbotiga o’xshash isbotlanishi mumkinligi ta’kidlangan.
F. Arziqulov o’zining [ART], [ARTZ2] ishlarida (ikkinchi [ART2] ishi Sh. Ayupov bilan
hammualliflikda yozilgan) oxirgi yugoridagi umumiy holdagi natijaning yetarlicha
soddalashtirilgan isbotini berdi.

Ta’rif. Deylik, H —kompleks gil’bert fazosi bo’lsin, A — H gilbert fazosidagi 0’z-0’ziga
go’shma chegaralangan chiziqli operatorlarning f€ —algebrasi bo’lsin.A algebraning B(H)
algebradagi gobiq €°- algebrasi deb B(H)- algebrada A algebra yordamida qurilgan
C* —algebraga aytiladi. A algebraning qobiq hagigiy € —algebrasi deb B(H) algebrada 4
algebra yordamida qurilgan haqiqiy € —algebraga aytiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, agar C€"(A)—AJC —algebraning qobiq €™ —algebrasi
R"(A) —esa qobiq haqigiy €* —algebrasi bo’lsa, u holda € (4) = R*(A) + iR (4).

B — B(H)- algebraning gism to’plami bo’lsin, u holda B to’plamning B{H) algebradagi
ultrakuchsiz yopilmasini W{B) orqali belgilaymiz. B{H) algebrada AjC-algebra yordamida
qurilgan fon Nuyman algebrasi AJ C-algebrani gobig fon Nuyman algebrasi deb ataladi.

Teorema. Deylik, A — teskarilanuvchi JW —algebra bo’lsin va I tipidagi to’g’ri
qo’shiluvchiga ega bo’lmasin, W*(A) — A algebraning qobiq fon Neyman algebrasi, R* (4) — A
algebraning qobig hagigiy fon Neyman algebrasi va R™(A4)n iR™(A)={0). Deylik,
p— W*(A) algebraning proyektori, p = x +iy ,x,¥ € R"(4) va R*(xy) —x,y elementlar
bo’yicha qurilgan haqiqiy € —algebra, W(R"(x.¥)..) — CR(xy).JC— algebraning
AJW —algebradagi kuchsiz yopilmasi bo’Isin. U holda shunday X giperstoun kompakt mavjudki
quyidagi shartlar bajariladi:
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1) agary = 0 ,l(x) = l(y) (I{a) — aelementning fon Neyman agebrasidagi chap
tashuvchisi, lla)a = a), yEC (w(R (x¥)..)) bo’lsa, u holda
RE(w(R"(x.),0)) = C(X.M,(R)), bu yerda R°(w(R®(x,¥),))— w(R"(x,¥),.)
algebra bo’yicha qurilgan haqiqiy €~ —algebra.

2) agary = 0.l(x) = l(y)va xy = yx bo’lsa, u holda

REwR (e, = (g 2)R+(2) J)R,

buyerdaR® (w({R"(x,¥)..).¥) —w(R"(x.¥).,) algebra va y element bo’yicha qurilgan
hagigiy €° — algebra. Bundan tashgari, z £ R"(A) element mavjudki,
R°(x,v,2) = M,(R) bo’ladi.
3) Agar y =0 bo’lsa, uholda R (w(R"(xy)..).¥) =R p,
4) Umumiy holda shunday e € R*{w(R"(x,¥)_..).¥) proyektor mavjudki, e, r(x), r(y)
elementlar R“(w(R"(x,y])..).¥) algebrada markaziy bo’lishadi va
A, =c(x,M,(R)), A, = (; (::]R - [(1} 3)}2,,&13 =R 1,R (W(R(%),,).¥) =
A, TA, A,
, bu yerda

A= (r(y)—e)R (W(R(%.¥),,).¥). Ay = eR*(W(R (x,¥).,).¥). A3 = (r(x) —
r(y)) R (w(R(x,¥),.).¥).

Bundan tashqari R* (A4) algebrada shunday z element mavjudki,
Rf(ex,ey.z) = M,(R).

Ushbu teoremedan quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema. Deylik, A —teskarilanuvchi J€ —algebra W*(A4) — A algebraning qobiq fon
Neyman algebrasi va €"(A)—A algebraning qobiq € —algebrasi bo’lsin. U holda
AJC —algebra va JW —algebra bo’ladi shu va fagat shu holatda gachonki W*(A4)= C*(A4)]
tenglik bajarilsa.

Yugqoridagi teorema teskarilanuvchi bo’lmagan, ya’ni cheksiz spin sistemaga ega bo’lgan
to’g’ri qo’shiluvchisi bor JW —algebra uchun bajarilmaydi. Hagigitdan ham, agar JW —algebra
A cheksiz spin sistemaga ega bo’lgan spin faktor bo’lsa, u holda A algebraning €*(A) qobiq
C" —algebrasi CAR —algebra bo’ladi. Bu algebra esa fon Neyman algebrasi emas.

Endi yuqoridagi teoremani AJW — algebra uchun ko’rib chigamiz. Buning uchun haqiqiy
AW —algebra tushunchasidan foydalanamiz. Haqigiy AW —algebra S. Alberio, Sh. Ayupov va
A. X. Abduvoitovlarning ishlarida [AAA], [AAAZ2] kiritilgan va o’rganilgan. Xususan, ular
tomonidan M = A + i4 yig’indisi (kompleksifikatsiyasi) kompleksAW™ —algebra bo’lmaydigan

hagiqiy AW?™ —algebraga misol qurilgan. Shuning uchun quyidagi teoremalarda zarurat
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tug’ilganda M = A +iAd yig’indi (kompleks) AW™ —algebra bo’lsin va AN id = {0} shart
bajarilsin. €"(A,,) —A,,AJW —algebraning  qobiqC” —algebrasi  bo’lsin. U  holda
C'(A,,JAW" —algebra bo’ladi. Bundan tashqari, A.,AJW" —algebra I tipidagi to’g’ri
qo’shiluvchiga ega bo’lmasa, u holdaM = €*(A4_,).

Misol. H —kvaterionlar haqiqiy algebrasi bo’lsin. A = H deb olaylik, ya’ni H —haqiqiy
AW" —algebradir. U holda M =A +id =H +iHyig’indi AW" —algebra bo’ladi. Bunda
A_ AW" —algebra I, tipidagi to’g’ri qo’shiluvchiga ega bo’lganda yuqoridagi teorema har doim
ham to’g’ri bo’lavermaydi.

Yugqoridagi teoremalarni qo’llanishiga misol tarigasidaAW™ —algebra ustida aniglangan
0’lchovni ko’rib chigqamiz.

Ta’rif. Deylik, M — AW" —algebra yoki AJW" —algebra bo’Isin.P(M) — M algebraning
barcha proektorlari panjarasi (to’plami) bo’lsin. P{A) to’plamda aniglangan o’lchov —bu u
hagigiy qiymatli musbat funksiya (P(M) to’plamda aniglangan) shundayki,
pn(0)=0,u(1)= 1 vaixtiyoriy ortogonal p va g proektorlar uchun p(p + q) = p(p) + p(q)
tenglik bajariladi.

Glison teoremsining umumiy natijalariga ko’ra teskarilanuvchi MJW —algebraning
P(M) algebralari to’plamida aniglangan har bir mera yagona ravishda M algebraning chizigli
holat-funksionaligacha davom etadi, agar M noldan fargli I.tipidagi to’g’ri qo’shiluvchilarga
ega bo’Imasa. Ammo bu natijal, tipidagi JW —algebra uchun o’rinli emas.

M —teskarilanuvchi AW* —algebra, R* (M) — M algebraning qobiq hagigiy € -algebrasi
hagigiy AW" —algebra va R* (M) +iR" (M) yig’indi kompleks AW" —algebra bo’lsin, hamda
R*(M)niR (M) = {0} shart bajarilsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
R(M)" ={iy:y € R"(M),y" = —y}.U holdaR(M) banax fazosi bo’ladi. R (M) — R(M)
banax fazosidagi haqiqiy qiymatli chiziqli funksionallarning qo’shma fazosi bo’lsin. U holda
quyidagi teorema o’rinlidir.

Teorema. Deylik, p —M teskarilanuvchi AJW —algebraning P(M) proektorlari
panjarasida aniqlangan o’lchov bo’lsin. Faraz qilaylik, M — algebra [I,tipidagi to’g’ri
go’shiluvchilarga ega bo’lmasin. g — gt o’lchovning M algebradagi davomi bo’lgan holat —
funksionali  bo’lsin, @eR(M)"(¢=0 holatni ham  hisobga olgan  holda),
U=v(p)=p(x)+eliy), buyerda p— C(M)=R"(M)+iR (M) qobiq C"- algebraning
proektori, p = x +iy , x, y ER'(M),C" (M) =R (M) + iR (M) shartlari bilan aniglangan
C*(M)AW" — algebra proektorlaridagi akslantirish bo’lsin. Faraz qilaylik, har bir p € €*(M)
proektor uchun p(x) = |e(iy)lshart bajarilsin. U holda v akslantirish o’lchov bo’ladi va g

o’lchov vo’lchovga € (M) algebra proektorlarida davom etadi.
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Teskarisi, agar g o’lchov €*(A)AW" — algebra proektorlarida aniglangan®o’lchovga
davom etsa, u holda shunday eeR(M)" funksional mavjudki, @(p) = p(x) + &(iy) shart
bajariladi, bu yerda p € €*(M) —proektor, p = x + iy, x, ¥ € R"(M). Bundan tashqari ixtiyoriy
p € C°(M) proektor uchun p(x) = |&(iy]| tengsizlik bajariladi.

Misol. = —natural son, = =3,M,(R)_ — Rhaqgigiy sonlar maydoni ustida
n ¥ no’lchovli 0’z-o’ziga qo’shma matritsalar yordan algebrasi bo’lsin. Deylik,
{e}:i=1" — M (R) algebraning birlik matritsalar to’plami bo’lsin, ya’ni {e;}; ;=;" — minimal
priektorlarning  maksimal  ortoganal to’plami va barcha i.j indekslar uchun

i €;;€;; = €;bo’lsin. U holda R(M,(R),,) banax fazo chekli o’lchovlidir

e.e. =g i j

i ji

va{e; — e; ,¥i =+ j} ba’zis orqali quriladi.

Deylik, & — M, (R}, algebraning proektorlarida aniglangan, g — g o’lchovning davomi
bo’lgan M, (R).. algebra ustida holat- funksional bo’lsin, eeK(M (R).. )" — shunday
funksionalki, barchap € € (M, (R].,) proektorlar uchun |e{iv)| = p(x), bu yerda

p=x+iy, x, yER (M,R)_,).

RaVShanklc- (Mﬂ (R:Ii'ﬁ) = M'}'! (C:I-' R- (M'J! (R:Ii'ﬁ) = M'}'! (R)' U hOIda
barchaiy € R(M,,(R) . juchuny = E%_, = 4, (e; —e;)va
o(iy) = T¥o, = A 0i(e; — e;;)). Shuni ta’kidlash kerakki,

{eﬁ}u{eﬂ.—eﬁ}to’plamM,.,,(ijyordan algebrasining  birlik  matritsalari  to’plamidir.
e }— € (M,(R),,)=M,(C) algebraning bazisi. M,(C) algebrada ¢ akslantirishni

quyidagicha kiritamiz:

1) oley) = %p[:eﬂ- +e;) —%ﬂ'[i[eﬂ — e;;)) barcha i, j uchun;

2) Harbira=X%_,4;e; € M, (C) uchun @(a) = X7,-, 4,0(e;)
Ravshanki, bug akslantirishni M, { C)algebrada holat funksional bo’lsadi. Bundan tashqari,

har birp € M, (C)proektor uchung(p) = o (x) + o(iv), bu yerda
p=x+iy, x,yER (M,(R),,) =M, (R).

Shu bilan birga, agar ¥ M, (Cifon Neyman algebrasi proektorlari ustidagi o’Ichov bo’lsa,
B(p) = plx) + oliv) kabi aniglangan, bu yerda p EM,(C) proektor

p=x+ivy, vER (M (R)..)=M_(R)u holda @ o’lchov bo’ladi va i o’lchov
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1 o’Ichovgacha davom etadi. Bundan tashqari, 4 = ¢ | s, (cyy- DU Yerda P(M, (C)—M,(C)
algebraning barcha proektorlari to’plami.

Teskarisi, faraz qgilaylik, i o’lchov biron bir ¥ o’lchovga davom etsin, M, (C Jfon
Neyman algebrasining proektorlarida aniglangan. U holda® wholat funksionaliga davom etadi,
bundag: M, (C) = M,(C), va bu ¢ holat funksional yuqorida keltirilgan barcha shartlarni

gonigtiradi.
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2.3. § JC-ALGEBRALAR TIPLARI VA ULARNING QOBIQ C*-  ALGEBRALARI
TIPLARI MOSLIGI

Lemma. A-kompleks yoki haqgigiy AW=*-algebra, e, f-Asa AJW-algebra proyektorlari
bo’lsin. U holda e va f proyektorlarining Asa AW*-algebrada ekvivalent bo’lishi shu e va f
proyektorlarning As; AJW-algebrada ekvivalent bo’lishiga teng kuchlidir.

Isbot. Proyektorlar e va f A AW*-algebrada o’zaro ekvivalent bo’lishsin, ya’ni e=xx*, XA u

holda w=exf-+fx*e yelement w=w* va w”=e+f shartlariga qanoatlantiradi. Hagigatdan ham
w’=exffx*e+fx*eexf=exx*xxe*+ix*xx*xf=e-+f
Bundan tashqari
U f=wiw=(exf+fx*e)f(exf+fx*e)=exffx*e=e va U,e=wew=f.

Ravshanki weAs,. U holda element s=1-(e+f)+w simmetriya (ya’ni $°=1) bo’ladi va Ug=f

bo’lsin. U holda x=es uchun uchun e=xx*, f=x*x tengliklar o’rinlidir.

Teorema. A-kompleks yoki hagigiy AW*-algebra bo’lsin. U holda A AW*-algebraning chekli
bo’lishi P(Asa) panjaraning modulyar bo’lishiga teng kuchlidir.

Isbot. Panjara P(Asa) modulyar. U holda maqolaga ko’ra As; AJW-algebrada shunday o’zaro
ortoganal proyektorlarning {gi} cheksiz ketma-ketligi mavjudki, undagi har bir juft proyektorlar
0’zaro simmetriyaga nisbatan ekvivalentdir. U holda 1 lemmaga ko’ra {g;} to’plamdagi har ikkita
proyektor A AW*-algebrada ekvivalentdir. {gi} to’plamni ikkita teng kuchli (ya’ni bir xil
miqdorda elemetlarga ega bo’lgan) {f;} va {ej} qism to’plamlarga bo’lamiz. Deylik

g=sup gi, f=sup f; , e=sup g

bo’lsin. U holda AW*-algebralar nazariyasidan ma’lumki, e~g~f. e va f proyektorlarning

aniqlanishiga ko’ra g=e+f, ya’ni g>f,e. Demak AW*-algebra A chekli emas.

Faraz gilaylik endi AW*-algebra A chekli bo’lmasin. U holda AW*-algebralar nazariyasidan
ma’lumki A AW*-algebrada noldan farkli cheksiz z markaziy proyektor mavjuddir. Bundan A
AW*-algebrada shunday o’zaro ortogonal proyektorlarning {g;} cheksiz to’plami mavjudki,
undagi har bir juft proyektorlar A AW*-algebrada o’zaro ekvivalent bo’ladi. U holda 1 lemmaga
ko’ra {gi} to’plamning har ikkita proyektori simmetriyaga nisbatan ekvivalentdir. Ma’lumki
proyektorlar panjarasi P(A) modulyar bo’lgan A AJW-algebrada har ganday simmetriyaga
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nisbatan o’zaro ekvivalent proyektorlar to’plami cheklidir. Demak, Asa AJW-algebrada

proyektorlar panjarasi P(As;) modulyar emas. 2-teorema isbotlandi.

Lemma. A-kopleks AW*-algebra, As;-uning AJW-algebrasi u holda quyidagi teng kuchlilar

o’rinli.

1) AJW- algebra As, proyektori p Abel proyektori bo’ladi <> p proyektor A AW*- algebraning
abel proyektori bo’ladi .

2) AJW- algebra As, proyektori p markaziy element < p A AW*- algebraning markaziy
elementi.

Isbot. 1) aepAsa bo’lsin. Lemma shartiga ko’ra Yordan ko’paytmasiga nisbatan vb epAsap
(ac)b=a(ch) vCepAsap sharti bajariladi. Yordan va assotsiativ ko’paytmalar X ey=12(xy+yx)
tenglik orgali bir-biri bilan bog’lik. Shuning uchun a pAsp gismalgebraning har bir
elementi bilan kommutativ munosabatdadir.

PAp = pAsap+ipAgp tenglikka ko’ra ixtiyoriy xerAr element uchun shunday c,d epAsap
elementlar mavjudki x=s+id tenglik o’rinlidir. Bundan ax=a(s+id)=as+iad=xa. Demak element
a rAr gismalgebraning har bir elementi bilan kommutativ munosabatdadir. Element a ixtiyoriy
element bo’lgani sababli ixtiyoriy y=a+ibepAp element uchun quyidagiga egamiz.

yx=(a+ib)(c+id)=ac+iad+ibc+i’bd=ca+ida+ich+i’bd=(c+id)(a+ib).

Bundan uerAr element ixtiyoriy bo’lgani uchun rAr gismalgebra kommutativdir. Shuning uchun
r-A algebrada abel proyektoridir. Ravshanki, agar r proyektor A algebrada abel proyektori bo’lsa,
u holda r Ag, algebrada abel proyektoridir.

2) ham shunga o’xshash isbotlanadi.

Teorema. A-kompleks AW* -algebra , Asa -AJW* -algebra va Ags={x €A: x*=x} bo’lsin. U
holda quyidagi teng kuchlilar o’rinlidir

1) AJW* -algebra Ag, I, tipida < AW* -algebra A |, tipida.
2) Agq g tipida < A 1l tipida.
3) Asa Il tipida < A 11, tipida

4) As Il tipida < A 111 tipida.

Isbot. Ravshvnki As; AJW —algebra va A AW* -algebra proyektorlari panjaralari P(Asa) va
P(A) o’zaro tengdir. Ya'ni R(Asz)=R(A). U holda teoremadan va lemmadan kelib chigadi.

Shunga o’xshash quyidagi teorema ham o’rinlidir:
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Teorema. A-haqgiqiy AW*—algebra, Asz={x eA: x*=x}, AnIA={0} bo’lsin. Faraz qilaylik A
I; tipidagi to’g’ri qo’shiluvchiga ega emas va A+IA AW* -algebra bo’lsin. U holda reAs
proyektor uchun quyidagi o’rinli rAs; AJW —algebrada abel proyektori < r A+iA AW* —
algebrada abel proyektori.

Isbot. = Ravshanki rAr+irAr kompleks AW* -algebrada bo’ladi. Ixtiyoriy
01, Q2 pAp+ipAp proyektorlar uchun
gi=aiei+bifi+i((zi+iyieisi-(zi-yi)fisi) +ti, i=1,2

ai, bi e, fi, zi, Vi, Si, ticAsa o’rinli. Ravshanki a; , bj,ej, fi, z;, Vi, Si, tiepAsap 1=1,2 bo’ladi va
ushbu elementlar o’zaro kommutativ munosabatdadir (ya’ni ab=ba) (lemmening isbotiga

garang). Bundan q; va g, proyektorlar o’zaro kommutativ munosabatda , ya’ni
01°¢2=02°q1
Bundan q; va q ixtiyoriy olingan va pAp+ipAp AW* -algebra bo’lgani uchun rAr+irAr

komutativ AW* -algebra bo’ladi. Bundan p A+iA AW*- algebrada abel proyektoridir.

< Ravshanki, agar r A+iA AW* -algebrada abel proyektori bo’lsa, u holda pAsap elementlari
o’zaro kommutativdirlar. Ma’lumki operator algebralari uchun to’plamning elementlari
assotsiativ ko’paytmada kommutativ bo’lishi ushbu barcha to’plam elementlari Yordan
ko’paytmaga nisbatan assotsiativ bo’lishga teng kuchlidir. Demak rAsr Asa AJW -algebrada
assotsiativ gismalgebra va r abel proyektori bo’ladi.

Teorema. A-haqigiy AW*-algebra, Asa={ x €A: x*=x }, A+iA — AW*- algebra AIA = {0}
bo’lsin. U holda quyidagilar o’rinlidir.

1) AJW-algebra Ag I, tipida <> AW*-algebra A+iA I, tipida
2) Asa g tipida < A+iA 11 tipida.

3) Aq Il tipida < A+iA 1l tipida.

4) Asa Il tipida < A+iA 1L, tipida.

Mazkur ilmiy ishda JB-algebralar uchun ularning tiplarining ta’riflari kirtilgan.
Ma’lumki C*-algebralarning 1, 114, 1, 1l tiplari mavjud [1]. JB-algebralar uchun tiplar C*-
algebralar uchun aniglangani kabi annulyatorlar yordamida kiritilgan. Berilgan ishda JC-

algebralar va ularning qobiq C*-algebralari tiplarining mosligi o‘rganilgan. Bunga o‘xshash
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masalalar JW-algebralar va ularning qobig fon Neyman algebralari uchun Sh.Ayupovning [2]
va Ye.Shtyormerning [3] ishlarida ko‘rilgan. Bundan tashqari, AJW-algebralar va ularning
gobig C*—algebralari uchun mualliflardan birining [4] ilmiy ishida bu masala o‘rganilgan.
Berilgan maqolada ayrim xali tekshirilmagan xollar uchun JC-algebra va uning qobiq C*-

algebrasi tiplari mos kelishi, bir xil bo‘lishi ko‘rsatilgan.

IImiy ishda foydalanilgan asosiy tushunchalarni eslatib o‘tamiz. A—JB-algebra bo‘lsin,
#(A)—uning annulyatorlari to‘plami bo‘lsin, ya’ni  @(A)={Ann(S):ScA.}, bu yerda
A.={a%:aeA}, Ann(S)={aeA:as=0 t5eS}. U holda & (A) tartib bo‘yicha to‘lig, ortomodulyar
panjara bo‘ladi. Bu yerda ortoqo‘shimcha _/ amali quyidagicha aniglanadi X*=Ann(X), X € @(A).
Shuni takidlash kerakki X—JC-gismalgebra va Ann(X.)=Ann(X). Agar X— assotsiativ algebra
bo‘lsa, X—abel annulyatori deb ataladi. Agar @ (X)={Y e (A):YcX} gismto‘plam modulyar
panjara bo‘lsa, u holda X modulyar annulyator deb ataladi. Ixtiyoriy VcA uchun %v={aeA:
xay+yax=0, X,y eV} bo‘lsin. U holda agar X ~*Ann(X)={0} bo‘lsa X markaziy annulyator deb
ataladi. Barcha markaziy annulyatorlar to‘plamini Z(4(A)) kabi belgilaymiz. Z( &(A)) to‘plam

(A) panjaraning tartib bo‘yicha to‘la qismpanjarasidir.
Ta’rif. Agar A JB-algebrada X abel annulyatori mavjud bo‘lsa va
inf{Y eZ(2(A)):YX}=Ae o(A)

bo‘lsa, u holda A | tipidagi JB-algebra deb ataladi. Agar A JB-algebraning (A) panjarasi
modulyar bo‘lib, A algebrada noldan farqli abel annulyatori mavjud bo‘lmasa, u holda A Il;
tipidagi JB-algebra deyiladi. Agar A JB-algebraning hech ganday markaziy annulyatori
modulyar bo‘lmasa va ixtiyoriy markaziy X €Z((A)) annulyator o°‘zida yotuvchi, noldan fargli
XY € o(A}—modulyar annulyatorga ega bo‘lsa, u holda A Il tipidagi JB-algebra deyiladi.
Agar A JB-algebrada nodan farqli modulyar annulyator mavjud bo‘lmasa, u holda A IlI tipidagi
JB-algebra deb ataladi.

Shuni takidlash kerakki I, 111, 1., 11l tipidagi C*-algebralar [1] magolada kirtilgan va

o‘rganilgan.

Ma’lumki JBW-algebralarning 1, 11, I, 111 tiplari proektorlar orgali aniglanadi. Ammo,
JBW-algebralar uchun berilgan maqolada kirtilgan I, 1l3, 11, Il tiplarning ta’riflari JBW-

algebralarning proektorlar orgali aniglangan I, 11y, Il., 111 tiplari ta’riflariga teng kuchlidir.
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Teorema 1. A—C*-algebra, A;={acA: a*=a} bo‘lsin. U holda As; JC-algebra F tipga
ega bo‘ladi shu va faqat shu holda gachonki A C*-algebra F tipga ega bo‘lsa, bu yerda F=I, 11y,
e, I

Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz ~ Ann(S)={a eA:as+sa=0 5 €S},
2(A)={Ann(S):ScA.}, A.={aa*: aeA}. Ravshanki Ann(S) € &2(A) uchun Ann(S).={aAnn(S):
a*=a} to‘plam Ag; JC-algebraning annulyatori bo‘ladi. Demak ¢:X—>Xs, X € 2(A) akslantirish
(A) va g(Asa) Orasidagi panjaralar izomorfizmidir. Buning uchun ¢—sur’ektiv akslantirish
ekanini ko‘rsatish yetarli. X e ©(Asa) uchun X+iX C*-algebra bo‘ladi. Ta’rif bo‘yicha shunday
ScA+ mavjudki X=Anna_(S)={aAsa :as+sa=0 V5e&S}. Anna(S)=X+iX ekanini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy a+ibeAnna(S), abeAsa uchun s(a+ib)+(a+ib)s=0 V5&S bo‘lgani uchun

(sa+as)+i(sb+bs)=0 va AxaniAsa={0} shartga ko‘ra sa+as=0, sb+bs=0. Bundan a,b eAnn,_(S).

Demak, a,b eX va Anna(S)=X+iX. Demak, ¢— izmorfizmdir.

Agar X—abel annulyatori bo‘lsa Xss € 2(Asa) ham abel annulyatori bo‘ladi. Bundan X
annulyator 4(A) panjarada modulyar (abel annulyatori) bo‘ladi shu va fagat shu xolatda

gachonki X, annulyator (Asa) panjarada modulyar (abel annulyatori) bo‘lsa.

Lemma. A—AJW-algebra, C*(A)}—uning gobiq C*-algebrasi, R*(A)}—qobiq xaqiqiy
C*—algebrasi va R*(A)iR*(A)={0} bo‘lsin. U holda g4 (A) panjarani 4~ (C*(A)) panjaraga tartib

bo‘yicha to‘la qismpanjara sifatida yotqizish mumkin.

Isbot. P(A)—A algebraning proektorlari to‘plami va peP(A) bo‘sin. U holda
@:Up(A)—pC*(A)p akslantirish lemma shartiga ganoatlantiruvchi yotgizishni bajaradi. Xagigatan
ham, {Xi}c(A) to‘plamni olamiz. Shunday {pi}<P(A) mavjudki Xi=Up(A) ¥i. Unga mos
keluvchi (¢ bo‘yicha) {piC*(A)pi} to‘plamni olamiz. X e &(C*(A)) uchun piC*(A)picX Vi
bo‘lsin. U holda ScC*(A)+, X=Ann(S) uchun sa+as=0 Vt5&S, vaepiC*(A)pi, Vi ofrinli.
Xususan, spi+pis=0 va bundan sp;=pis=0 ¥5e&S, Vi. Berilgan A algebraning {pi} to‘plamining
yuqori aniq chegarasini p deb olaylik, ya’ni p=supa pi bo‘lsin. U holda C*(A)=R*(A)+iR*(A),
S=S1+iSy, S1, S2eR*(A), S1€A, $5,* €A bo‘lgani uchun, lemma shartiga ko‘ra, piS1=S1pi=0,
SoPi=pis2=0 va bundan ps;=s1p=0, ps,=s,p=0. Demak, ps+sp=sp=ps=0 I5&S. Shu bilan birga,
spap+paps=0 shartdan ixtiyoriy papepC*(A)p uchun spap+paps=0 kelib chigadi. Demak,
pC*(A)pcX va {@(Xi)} to‘plamning 4 (C*(A)) panjaradagi supremumi pC*(A)p=¢(pAp) bo‘ladi.

Ravshanki, bundan ¢ lemmaga ganoatlantiradi.
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Yugoridagi lemma asosida quyidagi teoremani isbotlash mumkin.

Teorema. Agar lemma shartlari bajarilsa A algebra F tipida bo‘ladi shu va fagat shu holda

gachonki C*(A) algebra F tipida bo‘lsa, bu yerda F=I, 11y, I, I11.
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