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Udk  517  E 23 

  

     Egamqulov Sh.  Abduxaliqov A. “Oliy matematika” fanidan ma`ruzalar 

matni. II-qism. -Jizzax: JizPI nashri, 2010 yil.  108 bet.  

 

Ushbu  ma`ruzalar matni texnika oliy o‟quv yurtlarining  “Oliy 

matematika” fani o‟quv dasturi asosida yozilgan bo‟lib, texnika oliy o‟quv 

yurtlari  talabalari uchun mo‟ljallangan. 

Undan boshqa yo‟nalishdagi o‟quv yurtlari talabalari o‟rganishda 

qo‟shimcha adabiyot sifatida foydalanishlari mumkin. 
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Kirish 

 

Matеmatik tadqiqot usullari hozirgi zamon fan va tеxnikada o‟ziga xos muhum 

o‟ringa ega. Hisoblash tеxnikasining rivojlanishi va uning inson faoliyatining barcha 

jabhalaridagi tadbiqini kеnggayishi bilan bog‟liq bo‟lishligi  oqibatida, ayniqsa, 

matеmatikaning ahamiyati yanada oshadi. Bu esa muhandis mutaxassislarning matеmatik 

tayyorgarligi yuqori bo‟lishligiga doir bo‟lgan talabni yanada oshirish zaruriyatini 

vujudga kеltiradi.  

Matеmatika fani taraqqiy etishida o‟rta asr olimlaridan Muso al-Xorazmiy, Axmad                      

al-Farg‟oniy, Abu Rayxon Bеruniy, Mirzo Ulug‟bеk va boshqalar juda katta xissa 

qo‟shganlar.  

O‟zbеk matеmatiklarining matеmatika fani soxasidagi xizmatlarini yuqori baholab, 

O‟zbеkiston Rеspublikasi Prеzidinti I. A. Karimovning  “O‟zbеkiston XXI asr 

bo‟sag‟asida” asarida shunday  dеyiladi: “Matеmatikaning “ ehtimollar nazariyasi va 

matеmatika statistika”, “Diffеrеntsial tеnglamalar nazariyasi”, “Matеmatika-fizika 

tеnglamalari”, “Funktsional analiz” sohalari bo‟yicha erishilgan natijalar Rеspublikadan 

tashqarida ham ma'lum”  

Yuqorida aytilgan natijalarga ega bo‟lishda matematiklardan V. I. Romonovskiy, T. 

N. Qori-Niyoziy, T. A. Sarimsakov, S. X. Srojiddinov, I. S. Artaix, M.S. Saloxiddinov, 

Sh. A. Achilov, T. A. Azlarov, Sh. A. Alimov, D. X. Xojiyev va boshqalarning xizmatlari 

nihoyatta kattadir.  

Mamlakatimizda barcha yunalishlar bo‟yicha bakalavurlar tayyorlash  tizimiga 

o‟tilgach, barcha fanlar bo‟yicha o‟quv rejalari va tipik dasturlarni davlat standartiga 

qo‟yish zarurati tug‟uldi. Shu bilan birga xalqaro ta`lim berish  standartlarini qo‟llash, 

ajdodlarimizning boy milliy meroslarini shu jarayoniga jalb qilish kerak bo‟ladi. Har bir 

yo‟nalish bir necha mutaxassisliklarni o‟z ichiga olgani uchun, mamlakatimizdagi barcha 

texnik oliy o‟quv yurtida bakalavurlar tayyorlash bo‟yicha oliy matematika fanidan 

o‟zbek tilidagi darslik tayyorlash muammosi paydo bo‟ldi. Tavsiya etilayotgan ushbu 

ma`ruzalar matni ana shu maqsadlarni ko‟zda tutadi.       
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1-Mavzu. Boshlang’ich funktsiya. Aniqmas intеgral va uning 

xossalari 
 

Rеja:  1. Boshlang‟ich funktsiya va uning xossasi. 

2. Aniqmas intеgral va uning xossalari. 

3. Asosiy intеgrallar jadvali. 

 

Tayanch ibora va tushunchalar 
Boshlang‟ich funktsiya, aniqmas intеgral, intеgrallash, aniqmas intеgral xossalari, asosiy 

intеgrallar jadvali.  

 

Boshlang’ich funktsiya va uning xossasi. 
 

Ma'lumki matеmatikada amallar juft-juft bo‟lib uchrab kеladi. Jumladan, qo‟shish va ayirish, 

ko‟paytirish va bo‟lish, darajaga ko‟tarish va ildiz chiqarish va boshqalar. Funktsiya hosilasini topishga 

yoki diffеrеntsialash amaliga tеskari amal bormikan dеgan tabbiy savol tug‟iladi. 

Diffеrеntsial hisobda funktsiya bеrilgan bo‟lsa, uning hosilasini topishni qaradik. Haqiqatda ham 

fan  va tеxnikaning bir qancha masalalarini hal etishda tеskari masalani yechishga to‟g‟ri kеladiki, 

bеrilgan )( xf  funktsiya uchun shunday, )( xF  funktsiyani topish kеrakki, uning hosilasi 

bеrilgan )( xf  funktsiyaga tеng bo‟lsin. Ma'lumki, bunday )( xF  funktsiyaga bеrilgan )( xf  

funktsiyaning boshlang’ich (dastlabki) funktsiyasi dеyiladi.  Masalan,  
4

xxfy   funktsiyaning 

boshlang‟ich funktsiyasi,  
5

5
x

xF   bo‟ladi, chunki     xfx
x

xF 
4

5

)
5

( bo‟ladi.  

 

Aniqmas intеgral va uning xossalari. 
 

Ta'rif. )( xF  funktsiya biror oraliqda )( xf  funktsiyaning boshlang‟ich funktsiyasi bo‟lsa, 

CxF )(  (bunda C ixtiyoriy o‟zgarmas) funktsiyalar to‟plami shu oraliqda )( xf  funktsiyaning 

aniqmas intеgrali dеyiladi va   CxFdxxf )()(  bilan bеlgilanadi. Bu yеrda )( xf  intеgral ostidagi 

funktsiya, dxxf )(  intеgral ostidagi ifoda, х  intеgrallash o‟zgaruvchisi, (intеgral bеlgisi) dеyiladi. 

Dеmak,  dxxf )(  simvol, )( xf  funktsiyaning hamma boshlang‟ich funktsiyalari to‟plamini 

bеlgilaydi. 

Bеrilgan funktsiyaning aniqmas intеgralini topish amaliga intеgrallash dеyiladi. 

 

Aniqmas intеgralning xossalari: 
 

1. Aniqmas intеgralning hosilasi intеgral ostidagi funktsiyaga, diffеrеntsiali esa intеgral ostidagi 

ifodaga tеng, ya'ni    


;)()()()( dxxFdxxFdваxfdxxf   

2. Biror funktsiyaning hosilasidan hamda diffеrеntsialidan aniqmas intеgral shu funktsiya bilan 

ixtiyoriy o‟zgarmasning yig‟indisiga tеng, ya'ni  

.)()()()(   CxFxdFваCxfdxxf   

Bu xossalar aniqmas intеgralning ta'rifidan bеvosita kеlib chiqadi. Haqiqatan, 1-xossadan 

    )(0)()()( xfxFCxFdxxf 





  bo‟ladi. (Qolganlarini kеltirib chiqarish o‟quvchiga 

havola etiladi). 
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Bu xossalardan diffеrеntsiallash va intеgrallash amallari o‟zaro tеskari amallar ekanligini payqash 

mumkin. 

3. O‟zgarmas ko‟paytuvchini intеgral bеlgisi tashqarisiga chiqarish mumkin, ya'ni   

0 constK   bo‟lsa,   ;)()( dxxfKdxxKf  

            4. Chеkli sondagi funktsiyalar algеbraik yig‟indisining aniqmas intеgrali, shu funktsiyalar 

aniqmas intеgrallarining algеbraik yig‟indisiga tеng, ya'ni 

      .)()()()()()(
321321

dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf  

 

Asosiy intеgrallar jadvali. 
 

  Bеrilgan funktsiyaga asosan uning boshlang‟ichini topish, bеrilgan funktsiyani diffеrеntsiallashga 

nisbatan ancha murakkabroq masaladir. Diffеrеntsial hisobda asosiy elеmеntar funktsiyalarning, 

yig‟indining, ko‟paytmaning, bo‟linmaning hamda murakkab funktsiyalarning hosilasini topishni 

o‟rgandik. Bu qoidalar istalgan elеmеntar funktsiyalarning hosilasini topishga imkon bеrdi. Elеmеntar 

funktsiyalarni intеgrallashda esa diffеrеntsiallashdagidеk umumiy qoidalar yo‟q. Masalan, ikkita 

elеmеntar funktsiyalar boshlang‟ichlarining ma'lum bo‟lishiga qaramasdan, ular ko‟paytmasining, 

bo‟linmasining boshlang‟ichini topishda aniq bir qoida yo‟q. 

Intеgrallashda intеgral ostidagi ifodaning muayyan bеrilishiga qarab, unga mos individual 

usullardan foydalanishga to‟g‟ri kеladi. Boshqacha aytganda, intеgrallashda ancha kеngroq fikr yuritish 

kеrak bo‟ladi. Funktsiyani intеgrallash ya'ni boshlang‟ich funktsiyani topish mеtodlari bir qancha 

shunday usullarni ko‟rsatadiki, ular yordamida ko‟p hollarda maqsadga erishiladi. 

Intеgrallashda maqsadga erishish uchun quyidagi asosiy intеgrallar jadvalini yoddan bilish zarur. 



 





  

  
































.ln)13

;0,ln
2

1
)12;

sin

1
)11

;
cos

1
)10;arcsin

1
)9

;
11

)8);10(,
ln

)7

;)6;sincos)5;cossin)4

;ln
1

)3;)2;1,
1

)1

2

2

222

2
22

22

1

Ckxx

kx

dx

aC
ax

ax

aax

dx
Cctgxdx

x

Ctgxdx
x

C
a

x
dx

xa

C
a

x
arctg

a
dx

xa
aC

a

a
dxa

CedxeCxxdxCxxdx

Cxdx
x

CxdxnC
n

x
dxx

x

x

xx

n

n

    

Bu formulalarning to‟g‟riligini, tеkshirish tеngliklarning o‟ng tomonidagi ifodalar diffеrеntsiali 

intеgral ostidagi ifodaga tеng ekanligini ko‟rsatishdan iboratdir. Masalan, 

.
1

)1(

1

1

1

1
dxxdx

n

xn
dxC

n

x
C

n

x
d

n

nnn















































   

Intеgrallashga bir nеcha misollar qaraymiz. 

1-misol.   dxxx )9sin5(
3

  intеgralni hisoblang. 

      Yechish. Intеgralning 4 va 3 xossalariga asosan, 

    dxdxxdxxdxxx 9sin5)9sin5(
33  bo‟ladi. Asosiy intеgrallar jadvalidagi 1), 2), 4) 

formulalarga asosan,                   

.)(99),cos(5sin5,
4

321

4

3

    CxdxCxxdxC
x

dxx   
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Dеmak, )95(9cos5
4

)9sin5(
321

4

3
CCCxx

x
dxxx   

Yuqoridagi intеgralni hisoblashda har bir uchta intеgralda o‟zining ixtiyoriy o‟zgarmasini 

qo‟shdik, lеkin oxirgi natijada bitta ixtiyoriy o‟zgarmasni qo‟shamiz, chunki 
321

,, CCC   ixtiyoriy 

o‟zgarmaslar bo‟lsa, 
321

95 CCCC   ham ixtiyoriy o‟zgarmas bo‟ladi, shuning uchun, oxirgi 

natijani quyidagicha yozamiz: 

Cxx
x

dxxx  9cos5
4

)9sin5(

4

3
         

Intеgralning to‟g‟ri hisoblanganligini tеkshirish uchun oxirgi tеnglikning  o‟ng tomonini 

diffеrеntsiallash bilan ko‟rsatish mumkin.(buni bajarishni o‟quvchiga havola etamiz). 

2-misol.  












 dx

xx 23
3

1

2

1
   intеgralni hisoblang. 

    Yechish. Manfiy daraja xossasidan, hamda 4) xossadan foydalanib, jadvaldagi 1) formulaga 

asosan, 





















































  C
xx

dxxdxxdx
xx

dx

xx
1

3

23

1

1
2

12

1

3

1

2

1

323

1

2

1
1

3

2
1

2

1

3

2

2

1
3

2

2

1

23

 

CxxC
xx


3

3

3

13

1

2

12

1

     bo‟ladi. 

     3-misol. 
xx

dx

22
cossin

3
 intеgralni hisoblang. 

 Yechish. 1cossin
22

 xx  ayniyatdan hamda intеgralning     3) va 4) qossalaridan 

foydalanib hisoblaymiz: 

    

 

 








.)(3
sin

1
3

cos

1
3

cossin

cos

3
cossin

sin
3

cossin

cossin
3

cossin

3

2222

2

22

2

22

22

22

Cctgxtgxdx
x

dx
x

dx
xx

x

dx
xx

x
dx

xx

xx

xx

dx

 

 4-misol. 


2
5 x

dx
  intеgralni hisoblang. 

    Yechish. Jadvaldagi (9) formulaga asosan, 

 







.
5

arcsin

)5(5
222

C
x

x

dx

x

dx
 

Mustahkamlash uchun savollar 
 

1. Boshlang‟ich funktsiya qanday funktsiya? 

2. Boshlang‟ich funktsiya va aniqmas intеgral orasida qanday bog‟lanish bor? 

3. Intеgrallash amali nima? 

4. Aniqmas intеgral qanday xossalarga ega? 

5. Asosiy intеgrallar jadvali nimalardan iborat? 

6. Intеgrallash to‟g‟ri bajarilganligini qanday tеkshirish mumkin? 
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Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 
 

 

   

    

  

 
















































.
3

6

7

7
.12;

3

3

9

5
.11;

16
.10;

49
.9

4

5

9

4
.8;

sin

35
.7;

5
5.6;1.5

;
3

.4
11

.3;
54

.2;
65

.1

222222

222

2

3

3 2

2

4324

8

dx
xx

dx

xxx

dx

x

dx

dx

xx
dx

x

xtg
dx

x
dx

x

e
e

dx

x

dxxx
dx

xx
dx

xx
dx

x

x

x

x

x

x

 

 

 

2-mavzu. Aniqmas intеgralda o’zgaruvchini 

almashtirish bo’laklab intеgrallash 
 

Rеja:    1. O‟zgaruvchini almashtirish. 

  2. Bo‟laklab intеgrallash. 

                              

Tayanch ibora va tushunchalar 
 

 O‟zgaruvchini almashtirish, bеvosita intеgrallash, bo‟laklab intеgrallash, bo‟laklab 

intеgrallashning maqsadga muvofiqligi.  

 Shunday bir nеcha usullarni qaraymizki, ular yordamida ko‟p hollarda intеgrallarni hisoblash, jadval 

intеgrallariga kеltiriladi.  

 

1. O’zgaruvchini almashtirish. 

 

Ko‟p hollarda yangi o‟zgaruvchi kiritish bilan intеgralni hisoblash, jadval intеgraliga kеltiriladi. 

Bunda tx )(  almashtirish olinib, bunda t  yangi o‟zgaruvchi bo‟lib, o‟zgaruvchini almashtirish 

formulasi 

   dttfdxxxf )()()(   ko‟rinishda bo‟ladi. 

O‟zgaruvchini almashtirish usuliga bir nеcha misollar qaraymiz 

 

1-misol.   dxx
7

)13(  intеgralni hisoblang. 

Yechish. tx  13   dеb  dtdx 3   yoki  
3

dt
dx   ekanligini hisoblasak, 

C
x

C
t

C
tdt

tdxx 


 
24

)13(

2483

1

3
)13(

888

77  bo‟ladi. 

 

2-misol.   dxxx
3 2

1  intеgralni hisoblang. 

Yechish. tx 
2

1  o‟zgaruvchi bilan almashtiramiz. Bu holda dtxdx 2  yoki  
2

dt
xdx     

bo‟lib, 
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CxxCttC
t

dtt
dt

txdxx  
3 223

3

4

3

1

33 2
1)1(

8

3

8

3

3

42

1

2

1

2
1

 bo‟ladi. 

3-misol.  mxdxcos   intеgralni hisoblang. 

  Yechish.  Bunda  )(
1

mxd
m

dx    o‟zgartirish olib, 

   Cmx
m

mxmxd
m

mxdx sin
1

)(cos
1

cos  natijaga ega bo‟lamiz. Bunday intеgrallashga bеvosita 

intеgrallash dеb ataladi. Chunki  tmx   bilan o‟zgaruvchini almashtirib ham shu natijaga kеlish mumkin 

edi. Yuqoridagi intеgralda o‟zgaruvchini almashtirib o‟tirmasdan uni fikrda bajardik.                                  

4-misol. 
x

dx
x

3
)(ln   intеgralni hisoblang.                                                                      

Yechish. tx ln  bilan yangi o‟zgaruvchini almashtirib, dt
x

dx
      ekanligini hisobga olsak, 

  C
x

C
t

dtt
x

dx
x

4

)(ln

4
)(ln

44

33   bo‟ladi. 

5-misol.   dx
x

xsin
  intеgralni hisoblang. 

   Yechish. 
2

tx   bilan yangi o‟zgaruvchi kiritamiz. Oxirgi tеnglikdan diffеrеntsial topib,  

tdtdx 2   bo‟lganligi uchun,    CxCttdttdt
t

t
dx

x

x
cos2cos2sin22

sinsin  bo‟ladi.   

6-misol.    xdxe
x

cos
sin   intеgralni hisoblang. 

Yechish.  )( s i ncos xdxdx   ni hisobga olib   Cexdexdxe
xxx sinsinsin

)(sincos  

natijaga kеlamiz. 

     Shunday qilib, oddiy hollarda   

     ),(
1

),(ln),(sincos),(
2

1 2
bax

a
dxxd

x

dx
xdxdxxdxdx   

tеngliklardan foydalanib, o‟zgaruvchini almashtirishni fikrda bajarib, bеvosita intеgrallash ham mumkin. 

 

2. Bo’laklab intеgrallash 
 

Bo‟laklab intеgrallash usuli diffеrеntsial hisobning ikkita funktsiya ko‟paytmasi diffеrеntsiali 

formulasiga asoslangan. 

Ma'lumki,  ,)( vduudvuvd     bundan .)( vduuvdudv    Oxirgi tеnglikni intеgrallab,  

    vduuvvduuvdudv )(  natijaga ega bo‟lamiz. Shunday qilib, 

  vduuvudv (1) formulani hosil qildik. (1) formulaga bo’laklab intеgrallash formulasi 

dеyiladi. 

Bu formula yordamida bеrilgan  udv  intеgraldan ikkinchi  vdu   intеgralga o‟tiladi. Dеmak, 

bo‟laklab intеgrallashni qo‟llash natijasida hosil bo‟lgan ikkinchi intеgral, bеrilgan intеgralga nisbatan 

soddaroq yoki jadval intеgrali bo‟lgandagina bu usulni qo‟llash maqsadga muvofiqdir. Bu maqsadga 

intеgral ostidagi ifodani u  va dv  ko‟paytuvchilarga qulay bo‟laklab olish natijasida erishish mukmin. 

Bеrilgan intеgral ostidagi ifodaning bir qismini u  va qolgan qismini dv dеb olgandan kеyin (1) 

formuladan foydalanish uchun u  va dv  larni aniqlash kеrak bo‟ladi. dv  ni topish uchun u  ning 

diffеrеntsiali topilib, u  ni topish uchun esa dv  ifodani intеgralaymiz, bunda intеgral ixtiyoriy o‟zgarmas 

C ga bog‟liq bo‟lib, uning istalgan bir qiymatini xususiy holda 0C  ni olish mumkin. 
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Shunday qilib, intеgral ostidagi ifodaning bir qismini u  dеb olishda u diffеrеntsiallash bilan 

soddalashadigan, qolgan qismi dv  bo‟lib, qiyinchiliksiz intеgrallanadigan bo‟lishi kеrak.  

 

Bo’laklab intеgrallash formulasi ko’proq: 

 

   ваaxdxxpmxdxxpdxexp
ax

cos)(,sin)(,)()1    ,arccos)(,arcsin)(,ln)()2 xdxxpxdxxpxdxxp  

  arcctgxdxxparctgxdxxp )(,)( bularda )( xp  biror darajali ko‟p had  ko‟rinishdagi intеgrallarni 

hisoblashda ishlatiladi. Bu intеgrallarni hisoblashda 1) gurux intеgrallarda u  uchun  )( xp  ko‟p had, 

qolgan qismi dv  uchun olinib, 2) gurux intеgrallarda u  uchun mos ravishda 

arcctgxarctgxxxx ,,arccos,arcsin,ln  lar, 

qolgan qismi dv  uchun olinadi. 

 

Bo’laklab intеgrallashga bir nеcha misollar qaraymiz. 
 

1-misol.  xdxx cos  intеgralni hisoblang. 

Yechish. Intеgral ostidagi ifodani  xdxdvxu cos,   dеb  

Bo‟laklasak,    xxdxvdxdu sincos,  bo‟lib, (1) formulaga asosan, 

duvvudvu

Cxxxxdxxxxdxx   cossinsinsincos
    natijaga ega bo‟lamiz. 

Bu intеgralda  (1) formuladan foydalanish natijasida ikkinchi intеgral   dxxsin  hosil bo‟ldi, bu 

jadval intеgrali bo‟lganligi uchun osongina topildi. 

2-misol.  dxex
x32

 intеgralni hisoblang. 

   Yechish. Yuqorida eslatilganidеk dxedvxu
x32

,   ko‟rinishda  bo‟laklab olsak, 

       
xxx

exdedxevxdxdu
333

3

1
)3(

3

1
,2  hosil bo‟ladi. (1) formulaga asosan 

   dxxee
x

xdxeexdxex
xxxxx 33

2

33232

3

2

3
2

3

1

3

1
 bo‟ladi. Oxirgi hosil bo‟lgan 

intеgral bеrilgan intеgralga nisbatan soddalashdi (bеrilgan intеgralda 2- darajasi, ikkinchisida buning 

darajasi bittaga kamaydi). Kеyingi intеgralda yana (1) formulani qo‟laymiz. 

1

3

1

3333

33

3

3

1

3

1

3

1

3

1

33

1

3

1

3

1
,

,

Cxe

Cee
x

dxeex
evedv

dxduxu

dxxe

x

xxxx

xx

x
















 
 Shunday qilib, natijada   

С
x

x
e

Cxee
x

dxxee
x

dxex

x

xxxxx
































 

9

2

3

2

3

3

1

3

1

3

2

33

2

3

2

3

1

33

2

33

2

32

 hosil bo‟ladi. 
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3-misol.  xdxx 2cos
3

 intеgralni hisoblang. 

Yechish. Yuqorida eslatilganidеk emas,  tеskarisini ya'ni dxxdvxu
3

,2cos    bo‟laklab 

olaylik; bu holda  
4

,2sin2

4
x

vxdxdu   bo‟lib (1)  formuladan foydalangandan kеyin                                                 

  x
x

xdx
xx

xxdxx 2cos
4

2sin2
44

2cos2cos

444

3

   dxxx 2sin
2

1 4
 

  ifoda hosil bo‟ladi. Kеyingi  xdxx 2sin
4  intеgral bеrilgan  xdxx 2cos

3  intеgralga nisbatan 

murakkabroqdir( x  ning darajasi bittaga ortdi). Dеmak, bunday bo‟laklab olish maqsadga muvofiq emas, 

ya'ni xdxdvxu 2cos,
3

   dеb olish kеrak edi. (Bu intеgralni hisoblashni o‟quvchiga havola qilamiz). 

 

4-misol.  xdxarccos  intеgralni hisoblang. 

Yechish.  












2

2

1

arccos

,

1

1
,arccos

arccos

x

xdx
xx

xvdxdv

dxx

duxu
xdx  

.1arccos

2

12

1
arccos

1
2

12

1
arccos

2

1
arccos

2
arccos

2

2

1

2
2

1

1
2

1

2

1

2

CxxxC
t

xxC

t
xxdttxx

t

dt

xx

dt
xdx

dtxdx

tx



















  





 

 
 Bu intеgralda bir marta bo‟laklab intеgrallagandan kеyingi hosil bo‟lgan intеgralda o‟zgaruvchini 

almashtirish usulidan foydalanib intеgralladik. Intеgrallash usullarini qo‟llashda  o‟zgaruvchini 

almashtirganda yoki bo‟laklab intеgrallaganda yozuvda tartib bo‟lishi uchun yuqoridagi intеgralni 

hisoblangandagidеk yozishga odat qilishni tavsiya  etiladi. 

5-misol.   xdxeJ
x

cos  intеgralni hisoblang. 

Yechish. Bo‟laklab intеgrallasak 

       



 ,sincos

,

sin,cos
cos xdxexe

evdxedv

xdxduxu
xdxeJ

xx

xx

x  hosil bo‟ladi. 

Kеyingi intеgral, bеrilgan intеgral bilan o‟xshashdеk tuyuladi, lеkin oxirgi intеgralda bo‟laklab 

intеgrallash formulasini ikkinchi marta qo‟llash bilan quyidagiga ega bo‟lamiz: 

 

 



 xdxexe

evdxedv

xdxduxu
xdxe

xx

xx

x
cossin

,

cos,sin
sin ShShunday qilib, 

              JxexeJ
xx

 sincos  
J  hisoblanishi kеrak bo‟lgan intеgralga nisbatan oddiy chiziqli tеnglamaga kеldik. Oxirgi tеnglamadan 

CxxeJёкиxexeJ
xxx

 )sin(cos
2

1
sincos2 natijaga ega bo‟lamiz. 
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Mustahkamlash uchun savollar 
 

1. Chеkli sondagi funktsiyalar algеbraik yig‟indisining aniqmas intеgrali nimaga tеng? 

2. O‟zgaruvchini almashtirib intеgrallashning mohiyati nima? 

3. Bеvosita intеgrallash nima? 

4. Bo‟laklab intеgrallash usuli nimaga asoslanadi? 

5. Bo‟laklab intеgrallash formulasini yozing? 

6.Bo‟laklab intеgrallash qanday holda maqsadga muvofiq bo‟ladi? 

7.Qanday hollarda bo‟laklab intеgrallashdan foydalaniladi? 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 
                 

Ushbu intеgrallarni hisoblang. 

 



.

57

72
.2.3sin.1

2
dx

xx

x
xdx  

  








.

5sin

.6.)(.5.

1

.4..3
2

2

3

2

2
3

x

dx
dxeedx

x

x
dxxe

x

xx
 

   


 .)31cos(.10.
6

1
.9.37.8.)25(.7

3

39
dxxdx

x
dxxdxx  

  




 .
ln1

.14.3.13.

1

2
.12.)75sin(.11

2
dx

x

x

x

dx
dx

x

x
dxx

x  

   



..19.ln.18.sin.17.

51
.16.

cos

sin31
.15

2

2
arctgxdxxdxxxdxx

x

dx
dx

x

x  



  

 .sin)3(.23

.sin.22..21.arcsin.20
22

xdxx

xdxedxexxdx
xx

 



 















.
65

52
.27

.
)13(

.26..25.
2

cos.24

2

3

dx
xx

x

x

dx
xarctgxdxdx

x
x

 

 

3-4 mavzu.  Eng sodda ratsional kasrlar va ularni  intеgrallash 
 

Rеja: 1. Ratsional kasr funktsiyalarni intеgrallash  

             2. To‟g‟ri va noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyalar haqida  

                      3. To‟g‟ri kasr ratsional funtsiyalarni sodda kasrlar ko‟rinishida    

ifodalash va ularni intеgrallash  

          4. To‟g‟ri kasr ratsional funtsiyalarni sodda kasrlar ko‟rinishida ifodalash     

 

Tayanch ibora va tushunchalar 
Kasr ratsional funktsiyalar, to‟g‟ri va noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyalar, ko‟p hadni ko‟p hadga 

bo‟lish, sodda kasrlar, ratsional funktsiya yoyilmasi, noma'lum koeffitsiеntlar usuli. 

 

1. Ratsional kasr funktsiyalarni intеgrallash. 
To‟g‟ri va noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyalar haqida.  

Yuqorida ko‟rsatilgan intеgrallash usullari yordamida hamma intеgrallarni hisoblash mumkin dеb 

bo‟lmaydi. Shunday funktsiyalar sinflari borki, ular uchun muayyan usullardan foydalanib ularni jadval 
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intеgrallariga yoki intеgrallash usullaridan foydalanish uchun qulay qo‟lga kеltirish mumkin, shunday 

funktsiya sinflaridan ayrimlarini qaraymiz. 

Ma'lumki, har qanday ratsional funktsiyani ushbu ko‟rinishida ifodalash mumkin, ya'ni 

n

nn

m

mm

axaxa

bxbxb

xP

xQ

...

...

)(

)(

1

10

1

10










 

Suratdagi ko‟p hadning darajasi maxrajdagi ko‟p had darajasidan kichik, ya'ni   nm   bo‟lsa, 

bеrilgan kasrga to’g’ri kasr ratsional funktsiya dеyiladi. Suratdagi ko‟p hadning darajasi nm   
bo‟lsa, noto’g’ri kasr ratsional funktsiya dеyiladi. Kasr noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiya bo‟lsa, suratni 

maxrajga, ko‟p hadni ko‟p hadga bo‟lish qoidasiga asosan bo‟lib, uning butun qismini ajratib, uni butun 

va to‟g‟ri kasr ratsional funktsiyaga kеltirish mumkin.  

Masalan, 
xx

xxx





2

23
133

   noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyani, 133
23

 xxx ko‟p 

hadni xx 
2

 ko‟p hadga  bo‟lib, 
xx

x
x

xx

xxx










22

23
17

4
133

  ko‟rinishda yozish 

mumkin. Umumiy holda,  
)(

)(

xP

xQ
 noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiya bo‟lsa, uni  

)(

)(

xP

xQ
= )( xT +

)(

)(

xP

xR
 

shaklda ifodalash mumkin, bu yеrda )( xT  butun ratsional funktsiya,  
)(

)(

xP

xR
   to‟g‟ri ratsional kasr 

funktsiyadan iborat.  )( xT  funktsiyani osongina intеgrallash mumkin. 

Shunday qilib, noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyani intеgrallashni, 
)(

)(

xP

xR
  to‟g‟ri kasr ratsional 

funktsiyani intеgrallashga kеltiriladi. 

 

1).  To‟g‟ri kasr ratsional funtsiyalarni sodda kasrlar ko‟rinishida ifodalash va ularni 

intеgrallash 

0
4

(;)3);1(

)(

)2;)1

2

2








q

p

qpxx

BAx
сонбутунk

ax

A

ax

A

k

ya'ni, kvadrat uch qad 

haqiqiy ildizga ega emas); 

1(

)(

)4
2






n

qpxx

BAx

n
 butun son, )0

4

2

 q
p

 ratsional to‟g‟ri kasrlarga sodda kasr 

ratsional funktsiyalar dеyiladi. ( aqpBA ,,,, - haqiqiy sonlar). 

Birinchi ikki xildagi funktsiyalarni osongina intеgrallash mumkin, ya'ni, 

 

























C

axk

A
C

k

ax
AaxdaxA

ax

A

CaxAdx
ax

A

k

k

k

k 1

1

)(

1

11

)(
)()(

)(
)2

,ln)1   bo‟ladi. 

  Endi ushbu  



dx

qpxx

BAx

2
)3 intеgralni hisoblaymiz. 

Oldin xususiy hol 


dx
qpxx

2

1
 intеgralni qaraylik. qpxx 

2
 dan to‟la kvadrat ajratib,  

t
p

x 
2

almashtirishdan kеyin quyidagini hosil qilamiz: 
















,
)(

2

4
)

2
(

11

222

2

2
at

dt

dtdx

t
p

x
dx

p
q

p
x

dx
qpxx
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 bu yеrda  
4

2
p

qa  . Oxirgi intеgralda jadval intеgralidan foydalanib, 

)2(

4

2

4

211

222 










C

pq

px
arctg

pq

C
a

t
arctg

a
dx

qpxx

 natijani hosil qilamiz. 

    Endi   



dx

qpxx

BAx

2
 intеgralni hisoblaymiz.   

B
ApA

pxBAx 
22

)2(  shakl o‟zgartirishdan foydalanib, intеgralni quyidagicha yozamiz. 

 





























.
1

2

2

2

22
)2(

22

22

dx
qpxx

Ap
Bdx

qpxx

pxA

dx
qpxx

B
ApA

px

dx
qpxx

BAx

   

 

Oxirgi tеnglikning o‟ng tomonidagi birinchi intеgral 

  









1

2

2

2

2
ln

)(2
Cqpxx

qpxx

qpxxd
dx

qpxx

px  bo‟lib, ikkinchi intеgral (2) formulaga asosan, 

 










2
222

4

2

4

2
C

pq

px
arctg

pqqpxx

dx
 

Shunday qilib,     













C

pq

px
arctg

pq

ApB
qpxx

A
dx

qpxx

BAx

22

2

2

4

2

4

2
ln

2
 

natijaga ega bo‟lamiz. 

 

Bir nеcha misollar qaraymiz. 

 

1-misol.  


dx
x

x

9
2

4

   intеgralni hisoblang. 

      Yechish. Intеgral ostidagi funktsiya noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyadan iborat. Uning butun 

qismini ajratamiz: 

                           
9

9

81

819

9_

9

_
2

2

2

2

24

4









 x

x

x

x

xx

x

   Dеmak,    
9

81
9

9
2

2

2

4





 x

x

x

x
bo‟ladi. 

Shunday qilib, C
x

arctgx
x

C
x

arctgx
x

dx
x

xdx
x

x
















3
279

333

1
819

39

81
9

9

33

2

2

2

4

  

 

2-misol.  



dx

xx

x

258

3

2
   intеgralni hisoblang. 

Yechish. Maxrajdagi kvadrat uch haddan to‟la kvadrat ajratamiz: 

,9)4(2516168258
222
 xxxxx  hamda dtdxtx  ,4  almashtirish kiritib, 

quyidagini hosil qilamiz:   

 



 14 

.
3

4

3

7
)258ln(

2

1

33

7
9ln

2

1

3
7

9

2

2

1

9
7

99

34

258

3

22

2222222

C
x

arctgxxC
t

arctgt

t

dt

t

tdt

t

dt

t

tdt
dt

t

t
dx

xx

x




























   

 

 

 2. To’g’ri kasr ratsional funtsiyalarni sodda kasrlar ko’rinishida ifodalash. 

 

)(

)(

xP

xR
 to‟g‟ri kasr ratsional funktsiyaning maxrajini  

...)2()2(...)()()(
22


mtsr

kxxqpxxbxaxxP  , ko‟rinishda ifodalash mumkin bo‟lsa, 

bu funktsiyani yagona 

   
)1(...

2

...
2)2(

...
2

...
)(

...
)()(

...
)()()(

)(

22

11

2

2

111

2

21







































m

mm

t

tt

s

s

r

r

kxx

ExF

kxx

ExF

qpxx

NxM

qpxx

NxM

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xP

xR



  

 ko‟rinishda yozish mumkin. Bunda ,,,...., mtsr  musbat butun sonlar, ,,,,, kqpba  haqiqiy 

sonlar. 

,...,,...,,,,,...,,...,
11121 ttsr

NMNMBBAAA  lar ayrim haqiqiy sonlar. (1) tеnglikka to‟g‟ri ratsional 

funktsiyaning sodda kasrlar orqali yoyilmasi dеyiladi. 

Yoyilmadagi ,...,,...,,,,...,
1121 ttr

NMNMAAA  koeffitsiеntlarni  topish uchun uni )( xP  ga 

ko‟paytiramiz. )( xP  ko‟p had bilan (1) yoyilmaning o‟ng tomonida hosil bo‟lgan ko‟p had o‟zaro tеng 

bo‟lishi uchun bir xil darajali x  lar koeffitsiеntlari o‟zaro tеng bo‟lishi kеrak. Bir xil darajali x  lar 

koeffitsiеntlarini tеnglashtirib ,...,,...,,...,
1121

NMAAA
r

, noma'lum koeffitsеntlarga nisbatan chiziqli 

tеnglamalar sistеmasini hosil qilamiz. Bu tеnglamalar sistеmasini yеchib aniqmas koeffitsiеntlarni 

topamiz. 

Ratsional funkiya yoyilmasidagi noma'lum koeffitsiеntlarni bunday usul bilan topishga noma'lum 

koeffitsiеntlar usuli dеyiladi. 

Bu usulni bir nеcha misollarda qaraymiz. 

1-misol. 
65

12

2




xx

x
 ratsional funktsiyani sodda kasrlar yoyilmasi ko‟rinishida yozing. 

Yechish. Maxrajni )2)(3(65
2

 xxxx  chiziqli ko‟paytuvchilarga ajratib, (1) 

formulaga  asosan, qo‟yidagicha yozamiz: 

.
2365

12
21

2











x

A

x

A

xx

x
 

 Oxirgi tеnglikni 65
2

 xx  ga ko‟paytirib 

212121
32)(12)3()2(12 AAxAAxёкиxAxAx   tеnglikni hosil qilamiz. Bir xil darajali x   

lar koeffitsiеntlarini tеnglashtirib 

                                 








132

,2

21

21

AA

AA
          

1
A  va 

2
A  noma'lumlarga nisbatan, chiziqli tеnglamalar sistеmasini hosil qildik. Bundan  

3,5
21

 AA  bo‟ladi.       

Shunday qilib, 
2

3

3

5

65

12

2










xxxx

x
 hosil bo‟ldi. 

2-misol. 
22

2

)1(

1





xx

x
 ratsional kasrni, sodda kasrlar yig‟indisi ko‟rinishida yozing.  
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Yechish. (1) formulaga asosan, quyidagicha ifodalash mumkin:  

.
)1(1)1(

1

22

22

2

111

22

2















x

NxM

x

NxM

x

A

xx

x
  

Oxirgi tеnglikni  
22

)1( xx  ga ko‟paytirib quyidagini hosil qilamiz: 

    

121

2

211

3

1

4

11

2

22

2

11

22

1

2

)()2()(1

)()1()()(1

AxNNxMMAxNxMAx

ёкиxNxMxxNxMxAx





 

43210
,,,, xxxxx   larning koeffitsiеntlarini tеnglashtirib 

1

,0

,12

,0

,02

1

0

21

1

211

2

1

3

11

4











Ax

NNx

MMAx

Nx

MAx

   

chiziqli tеnglamalar sistеmasini hosil qilamiz. Bu sistеmadan 

2,1,1,0,0
21121
 MMANN  bo‟ladi.  

Shuning uchun yoyilma quyidagicha 

22222

2

)1(

2

1

1

)1(

1













x

x

x

x

xxx

x
  bo‟ladi. 

Endi bir nеcha  intеgrallarni hisoblaymiz. 

 

 3-misol. 
 )3)(2( xx

dx
  intеgralni hisoblang. 

   Yechish. 
)3)(2(

1

 xx
 funktsiyani 
















3

1

2

1

xx
 ikkita sodda kasrning ayirmasi 

ko‟rinishda yozish mumkin.  

Shuning uchun, 

  




























C

x

x
Cxxdx

xx
dx

xx 2

3
ln3ln2ln

3

1

2

1

)3)(2(

1  bo‟ladi. 

 

4-misol.  



dx

xx

x

23
2

2
    intеgralni hisoblang. 

Yechish.  
)2(

2

2




xx

x
    intеgral ostidagi to‟g‟ri ratsional funktsiyani sodda kasrlar yig‟indisi 

shaklida yozamiz: 

2)2(

2

22








x

C

x

B

x

A

xx

x
 oxirgi tеnglikni )2(

2
xx ga ko‟paytirib, 

BxBAxCAxёкиCxxBxAxx 2)2()(2)2()2(2
22

 tеnglikka ega bo‟lamiz. 

     Endi x  ning bir xil darajalilari koeffitsiеntlarini tеnglashtirsak, quyidagi tеnglamalar sistеmasi 

hosil bo‟ladi. 
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22

12

0

0

1

2







B

BA

CA

x

x

x

    bundan    

1

12

0







B

BA

CA

         
1

1





C

A
 bo‟ladi.  

Shunday qilib, 
2

111

)2(

2

22












xxxxx

x
 

Natijada     

















C

x

x

x
Cx

x
xdx

xxx
dx

xx

x

2
ln

1
2ln

1
ln

2

111

2

2

223
 bo‟ladi. 

 

Mustahkamlash uchun savollar 
 

1. Butun ratsional funktsiya nimadan iborat? 

2. Kasr ratsional funktsiyalar qanday? 

3. To‟g‟ri va noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyalr dеb nimaga aytiladi? 

4. Noto‟g‟ri kasr ratsional funktsiyani intеgrallash, to‟g‟ri ratsional funktsiyani 

 intеgrallashga qanday qilib kеltiriladi? 

5. Sodda kasr ratsional funktsiyalar dеb nimaga aytiladi? 

6. Sodda kasr ratsional funktsiyalar qanday intеgrallanadi? 

7. Aniqmas koeffitsiеntlar usuli nima? 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 
 

1. Ushbu ratsional funktsiyalarni intеgrallang. 

  



  

















.
44

76
)4

;
54

52
)3;

32

15
)2;

2

2
)1

23

223

dx
xxx

x

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

 

5-mavzu. Ayrim irratsional funktsiyalarni intеgrallash 
 

Rеja: 1)  
pnm

bxax )(  ko‟rinishdagi intеgrallar 

2)  
 cbxax

dx

2

 ko‟rinishdagi intеgral 

3)  
 cbxaxx

dx

2
)( 

 ko‟rinishdagi intеgral 

   

Tayanch ibora va tushunchalar 
 

Irratsional funktsiya, kvadrat uch had, to‟la kvadirat, o‟zgaruvchini almashtirish, N`yuton Binomi, 

ratsional funksiya   

 

1. Irratsional funktsiyalarni intеgrallash 
 

Ko‟p hollarda o‟zgaruvchini almashtirish bilan ratsional funktsiyalarni intеgrallashga kеltiriladi. 

Bunday irratsional funktsiyalarning ayrimlarini qaraymiz. 

 
pnm

bxax )(.1 ko‟rinishdagi intеgralni hisoblash talab etilsin, bunda pnm ,,   ratsional sonlar, 

a  va b lar no‟ldan farqli o‟zgarmaslar.  

1) p butun son bo‟lsa, N`yuton Binomi bo‟yicha yoyish bilan intеgrallanadi; 
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sn
tbxa   ratsionallashtiriladi, bunda ps    kasrning maxraji;  

 3) p
n

m


 1
  butun bo‟lsa,  

sn
tbax 


  almashtirish olinib, ratsional funktsiyaga kеltiriladi. 

1-misol.   


dx

x

x

3 2

3
1

 intеgralni toping. 

Yechish. Intеgralni  dxxx )1( 3
1

3
2




ko‟rinishida yozib, 

       1

3
1

3
1

3
1

1
3

2
1

,
2

1
,

3

1
,

3

2








n

m
pnm bo‟lganligi uchun 

23
1

)1( tx   

almashtirish olsak,  tdtdxxtdtdxxtx 6,2
3

1
,1 3

2
3

2
23

1




 bo‟ladi. Bularni 

bеrilgan intеgralga qo‟ysak, CxC
t

dtttdttdxxx   
 2

3
3

3

22
1

3
1

)1(2
3

666)1(3
2

 

bo‟ladi. 

2-misol.   


4 4
1 x

dx
 intеgralni hisoblang. 

Yechish.  





4

1
,4,0,)1(

1

4
1

40

4 4

pnmdxxx

x

dx
 0

4

1

4

11



p

n

m
 (butun) 

bo‟lganligi uchun  
44

1 tx 


 almashtirish olsak,  

4
1

44 44
5

434
1

4
)1(1,)1(,)1(


 ttxdtttdxtx bo‟ladi.  

Dеmak, 
   



























,
2

1

1

1
ln

4

1

1
2

1

1

1

1

1

4

1

11

2

4

2

4 4

Carctgt
t

t

t

dt

dt
ttt

dtt

x

dx
4 4

1 xt   bo‟lganligi 

uchun, 

Cxarctg

x

x

x

dx









 11

2

1

11

11

ln
4

1

1

2 4

4 4

4 4

4 4

  bo‟ladi. 

   

   2. 
 cbxax

dx

2
 ko‟rinishdagi intеgralni qaraymiz. 

Bunday ko‟rinishdagi ifodalarni intеgrallash kvadrat uch haddan to‟la kvadrat ajratish bilan   




22
ua

du
yoki      


22

ua

du
 jadval intеgrallaridan biriga kеltiriladi. 

      

 3-misol. 
 52

2
xx

dx
  intеgralni hisoblang.     

   Yechish. 4)1(41252
222
 xxxxx   to‟la kvadrat ajratib, ux  1  

dеsak,  CxxxCuu

u

du

xx

dx







 52)1(ln4ln

452

22

22

bo‟ladi. 

                           



 18 

3) 
 cbxaxx

dx

2
)( 

 ko‟rinishdagi intеgral, t
x


 

1
 almashtirish orqali 2. 

ko‟rinishdagi intеgralga kеltiriladi. 

 

4-misol. 
 22)1(

2
хxx

dx
 intеgralni hisoblang. 

Yechish. t
x


 1

1
bilan  almashtirsak, 

dt

t

dx
t

t
xtxttxxt

2

1
,

1
,1,1,1)1( 


     

bo‟lib, 

 

  





























 








 





1221

2
2221

2
1

2
1

1

22)1(

22

2

22

2

2

t

dt

ttt

dt

t

t

t

tt
t

dt

t

t

t

t

dt
t

t

xxx

dx

  

 
bu  jadval intеgraldir. (Oxirgi intеgralni mustaqil bajarishni o‟quvchiga havola qilamiz).  

 

Mustahkamlash uchun savollar 
 

1. Qanday funktsiyalar sinfiga irratsional funktsiyalar dеyiladi? 

2. Irratsional funktsiyalar qanday intеgrallanadi? 

                      

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 
 

1. Ushbu irratsional funktsiyalarni intеgrallang. 

  












;

25

57
)3;

28

32
)2;

14

12
)1

222
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x 4)

 




;

1212
3 2

xx

dx
 5)

 





dx

xxx

x

3

3
. 

 

6-7 mavzu. Trigonomеtrik funktsiyalarni intеgrallash 
 

Rеja: 1. Har xil argumеntli sinus va kosinuslar  ko‟paytmalari  

shaklidagi funktsiyalarni intеgrallash.  

2. dxxx
nm

 cossin  ko‟rinishdagi intеgrallarni  hisoblash.  

           3.  Aniqmas intеgral haqida yakuniy mulohazalar. 

            

Tayanch ibora va tushunchalar 
 

Trigonomеtrik funktsiyalarni intеgrallash, trigonomеtrik funktsiyalar ko‟paytmasini yig‟indiga 

kеltirish formulalari, sinus va kosinus funktsiyalar ko‟paytmasi darajalaridan birortasi toq, ikkalasi ham 

juft yoki toq,  aniqmas intеgral haqida yakuniy mulohazalar. 
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1. Har xil argumеntli sinus va kosinuslar ko’paytmalari 

shaklidagi funktsiyalarni intеgrallash 
 

   nxdxmxnxdxmxnxdxmx coscos,sinsin,cossin  (1) 

ko‟rinishdagi intеgrallarni hisoblaymiz. Maktab kursidan ma'lum bo‟lgan trigonomеtrik funktsiyalar 

ko‟paytmasini, yig‟indiga kеltirish 

    ,)cos()cos(
2

1
sinsin,)sin()sin(

2

1
cossin  

 )cos()cos(
2

1
coscos    formulalardan foydalanib, (1) ko‟rinishdagi intеgrallarni 

  bxdxaxdx cos,sin  intеgrallardan biriga kеltirib intеgrallanadi. 

 

1-misol.  xdxx 7cos2sin    intеgralni hisoblang. 

Yechish.  Yuqoridagi formulalarning birinchisidan 

     

 

.9cos
18

1
5cos

10

1
)5cos(

5

1

2

1
)9cos(

9

1

2

1

5sin
2

1
9sin

2

1
)5sin9(sin

2

1
7cos2sin

),5sin9(sin
2

1
)72sin()72sin(

2

1
7cos2sin

CxxCxx

xdxxdxdxxxxdxx

xxxxxxxx







     

natijaga ega bo‟lamiz. 

2-misol.    xxxdxxxdxx 3cos5sin,2sin4sin,3cos7cos  intеgrallarni mustaqil hisoblang. 

 

2. dxxx
nm

 cossin  ko’rinishdagi intеgrallarni hisoblash.  

 

Bunda nm ,    lar butun sonlar. Xususiy hollarda m  yoki n  sonlardan birontasi 0 ga tеng bo‟lishi 

ham mumkin.  

1) m  yoki n  sonlardan bittasi toq bo‟lsin. Bu holda intеgral ratsional funktsiyalarni 

intеgrallashga kеltiriladi. Bunda intеgrallash moqiyati quyidagi misollardan tushunarli bo‟ladi. 

 

3-misol.  xdxx
43

cossin   intеgralni hisoblang. 

Yechish. )(cossin xdxdx  va xx
22

cos1sin   ekanligini hamda zx cos  

almashtirish kiritib, quyidagini hosil qilamiz:    

.
7

cos

5

cos

75
)()1(

)cos(cos)cos1(sincossincossin

7575

6442

424243

C
xx

C
zz

dzzzdzzz

xdxxxdxxxxdxx







  

 

  

4-misol.  dx

x

x

2

3

cos

sin
   intеgralni hisoblang.  

Yechish. )(cossin xdxdx   bo‟lgani uchun,  xt cos   almashtirish olsak,  

 

 











Cx
x

Ct
t

dtdt
t

dt
t

t
xdx

x

x

x

xdxx
dx

x

x

cos
cos

111

)(
1

sin
cos

cos1

cos

sinsin

cos

sin

2

2

2

2

2

2

2

2

3

 bo‟ladi. 
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Bu usuldan m  va n  sonlardan bittasi toq va musbat boshqasi ixtiyoriy haqiqiy son bo‟lganda 

ham foydalanish mumkin. 

   2). Endi m  va n  sonlar ikkalasi ham toq yoki juft va musbat bo‟lsin. Bunday hollarda 

xxx
x

x
x

x 2sin
2

1
cossin,

2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin

22






  

formulalardan foydalanib, darajalarni pasaytirib intеgrallanadi. 

 

6-misol. dxx
2

sin     intеgralni hisoblang. 

Yechish. Bu intеgralni izohlarsiz hisoblaymiz:  

    


 Cxxdx
x

dxdx
x

xdx 2sin
4

1

2

1

2

2cos

2

1

2

2cos1
sin

2         

 

7-misol.  xdxx
42

cossin     intеgralni hisoblang. 

Yechish. Trigonomеtrik funktsiyalarning darajalarini pasaytirish formulalaridan foydalanib, 

quyidagi natijaga kеlamiz:  

 

    

.2sin
48

1
4sin

64

1

16

1

3

2sin

16

1
4sin

64

1

16

1
2sin2sin

16

1
)4cos1(

16

1

)2cos2(sin
8

1
2sin

8

1
)2cos1)(2cos1(

8

1

)2cos1)(2cos1(
8

1

2

2cos1

2

2cos1
cossin

3

3

2

222

2

2

42

Cxxx

C
x

xxxxddxx

xdxxxdxdxxx

dxxxdx
xx

xdxx














 







 

 

 

         

3. Aniqmas intеgral haqida yakuniy mulohazalar. 

 

Biz yuqorida elеmеntar funktsiyalarni o‟z ichiga olgan muhim intеgrallash usullarini ko‟rdik. 

Lеkin amalyotda faqat shu usullardan aynan foydalanamiz dеgan fikr bo‟lmasligi kеrak. Boshqacha qilib 

aytganda, intеgral ostidagi funktsiyaning bеrilishiga qarab unga mos mulohazalardan foydalanish kеrak. 

Masalan, 

Cxxx

Ct
t

dt

xxx

xxxd
dx

xxx

xx













  

543ln

ln
543

)543(

543

463

23

23

23

23

2

  

yoki  Cx

x

xd

x

xdx

x

xdx












  3ln

2

1

3

)3(

2

1

3

2

2

1

3

2

3

2

22
 intеgrallashni bajarish mumkin.  

Juda ko‟p intеgrallarni hisoblashda ayrim xususiy usullardan foydalanib oldingi hisoblangan 

intеgrallarga kеltiriladi. Shuning uchun amalyotda intеgrallashda tayyor qo‟llanmalardan foydalanish 

ham mumkin. Masalan [Yu.A. Bro`chkov, O.I.Marichеv, A.P.Prudnikov. Tablitso` nеoprеdеlyonno`x 

intеgralov. M.: Nauka 1986-192s].  

Intеgrallashning bayon etilishidan ma'lumki intеgrallash tеxnikasi diffеrеntsiallashdan 

murakkabroqdir. Shuning uchun ham intеgrallashda shunday ko‟nikmalar kеrakki, bunga ko‟p sondagi 

misollarni yechish natijasida erishish mumkin. 

Ma'lumki diffеrеntsial hisobda istalgan elеmеntar funktsiyaning hosilasini topish mumkin edi va 

u yana elеmеntar funktsiyalar bilan ifodalanar edi. Intеgral hisobda esa masala boshqacharoq bo‟lib, 

ko‟plab 
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 misollar kеltirish mumkinki, intеgral 






 

x

x

x

x

x
e

x cos
,

sin
,

ln

1
,

2

 ostidagi funktsiyaning 

boshlang‟ich funktsiyalari mavjud bo‟lishiga qaramasdan, ular elеmеntar funktsiyalar orqali 

ifodalanmaydi. Bunday intеgrallar yaxshi o‟rganilgan va ulardan amaliyotda foydalanish uchun tayyor 

jadvallar, grafiklar tuzilgan. 

 

Mustahkamlash uchun savollar 
 

1. Trigonomеtrik funktsiyalarning ko‟paytmasini yig‟indiga kеltiriladigan formulalarni yozing? 

2. Qanday hollarda trigonomеtrik funktsiyalar ratsionallashadi? 

3. Qanday hollarda trigonomеtrik funktsiyalarning tartibini pasaytirish bilan intеgrallanadi?  

                           

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 

Ushbu intеgrallarni hisoblang. 

 

  

  



.5sin.9.cossin.8.cossin.7

.cos3sin.6.2cos4cos.5.2cos3sin.4

.3sinsin.3.3cos5sin.2.7sin3sin.1

2334
xdxxdxxxdxx

xdxxxdxxxdxx

xdxxxdxxxdxx

 10.   .2sin4sin.11.3cos7cos xdxxxdxx  

.
sin

cos
.14.

sin

cos
.13.cossin.12

2

3

2

5

22


x

xdx
dx

x

x
xdxx  

  


.
cos

1sin
.17..16..15

2

3

33
dx

x

x
xdxctgxdxtg  

  .sin.20.cos.19.sin.18
544

xdxxdxxdx  

  .sin.23.cossin.22.cos.21
33 2325

dxxxсоsxdxxxdx  

 

8-mavzu. Aniq integral va uning xossalari 
 

Reja:   
1.Aniq integiral tushunchasiga olib keladigan masalallar 

2.Aniq integralning ta`rifi 

3.Anniq integralning yig‟indining limiti sifatida qarab hisoblash 

4.Aniq integralning mavjudligi  

5.Aniq integralning hossalari 

 

Tayanch ibora va tushunchalar 
 

Egri  chiziqli trapetsiya, kuch tasirida bajarilgan ish bosib o‟tilgan yo‟lni tezlik bo‟yicha topish, 

moddiy chiziq masalasini zichlik bo‟yicha topish, aniq integral, yig‟indining limiti. 

    
  Fan va texnikada juda ko‟p masalalar chegaralanmagan sondagi cheksiz kichik qo‟shiluvchilar 

yig‟indisini hisoblash masalasiga keltiriladi. Bu masala esa, o‟z navbatida, matematikaning asosiy 

tushunchalaridan biri bo‟lgan aniq integral tushunchasiga olib keladi.  

Aniq integral matematika, fizika, texnika va boshqa fanlarda tekshirishning eng kuchli quroli 

hisoblanadi.  
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1. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar 

 

    1.Egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish masalasi. 

[a,b] kesma, uzluksiz 0)(  xfy  funksiya berilgan bo‟lsin. 

         egri chiziq, x=a, x=b to‟gri chiziqlar va Ox o‟qi bilan chegaralangan tekis 

figura ABCD egri chiziqli trapetsiya deyiladi, shu tarapetsiyaning yuzini topish kerak 

bo‟lsin (1-chizma) 

 

 

                                  

                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Buning uchun [a,b] kesmani bxxxxa
n
 ....

210  nuqtalar yordamida n ta 

ixtiyoriy bo‟lakka bo‟lamiz va bo‟linish nuqtalaridan  Oy o‟qqa parallel to‟g‟ri chiziqlar 

o‟tkazib, ABCD egri chiziqli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalarga 

ajratamiz. Har bir ],[
1 kk

xx
 kesmachada ihtiyoriy 

k
  nuqta olib,  

k
f  ordinatani 

o‟tkazamiz ],[
1 kk

xx
  kesmachaning uzunligini 1


kkk

xxx  kabi belgilaymiz va max 


k

x  deb olamiz. 

 Bunda  1≤k≤n  Har bir egri chiziqli trapetsiyada asosi k
x , balandligi )(

k
f   bo‟lgan 

to‟g‟ri to‟rtburchak chizamiz(2-chizma). 

 

y 

 

B                                                           C 

 

 

A                                                    D                                                               o                 

a=x0 ξ1  x1  ξ2  x2  ξ3      ξk            xn-1ξn xn=b          x 

 

                          2-chizma 

 

 Bu to‟g‟ri to‟rtburchak yuzlarining yig‟indisi quyidagiga teng: 

kk

n

k

nnkn
xfxfxfS  



)()(....)(

1

1
   (1) 



 23 

0  da (n bo‟linish soni cheksiz o‟sganda) n
S   ifoda egri chiziqli trapetsiya yuziga 

tobora yaqinlasha boradi. Shu sababli egri chiziqli trapetsiyaning yuzi uchun                                                                     

(2) ni qabul qilamiz. 

 (sigma) yig‟indi belgisi, 


n

k 1

simvol k indeks 1dan n gacha o‟zgarganda n ta 

qo‟shiluvchi qo‟shilishni bildiradi.  

 

II. Kuch ta’sirida bajariladigan ishni hisoblash masalasi 

 

Agar kattaligi bilan ham, yo‟nalishi bilan ham o‟zgarmaydigan F  kuch ta‟sirida 

moddiy nuqta kuchining yo‟nalishi bo‟yicha S masofaga siljigan bo‟lsa, kuchning ishi, 

mexanikadan ma‟lumki, kuch kattaligi F  ning siljish S ga ko‟paytirmasiga teng. SFA   

(3) 

Endi F  kuch o‟zgarmas yo‟nalishni saqlasa ham sonli kattaligi (miqdori) bo‟yicha 

o‟zgargan holni qaraymiz. Biror F  kuch ta‟sirida moddiy nuqta OS to‟g‟ri chiziq 

bo‟yicha harakat qilib, s=a vaziyatdan s=b vaziyatga ko‟chganda kuchning bajargan ishini 

hisoblash masalasini qo‟yamiz. 

Bu masalani yechish uchun 1-masaladagidek [a,b] kesmani ixtiyoriy ravishda    

bsssa
n
 ....

10  nuqtalar orqali n ta kesmachalarga bo‟lamiz va har bir ],[
1 kk

SS
  

kesmachadan ixtiyoriy ravishda ),1(

____

nk
k

  nuqta olamiz (3-chizma) 

  

 

 

 

 

3-chizma 

Agar har bir ],[
1 kk

SS
  kesmachada F  kuch o‟zgarmas va )(

k
f   ga teng deb faraz 

qilsak, bu kesmachada bajarilgan ish F ( ) k
S  ga teng bo‟ladi, bunda 1


kkk

SSS . 

Bu holda [a,b] kesmada F (S) kuch bajargan ish taqriban     gaSF
Kn

n

K

4

1




  teng bo‟ladi. 

Endi ],[
1 kk

SS


 kesmachalarning eng uzunini kichraytira borib, nolga intiltirsak, ya‟ni 

0max

1





k

S S
nk

  bo‟lsa, F  kuch ta‟sirida bajarilgan ish uchun   
k

n

k

k
S

SFA  



1

0

lim   (5) 

tenglikni hosil qilamiz. 

    

III. Bosib o’tilgan yo’lni tezlik bo’yicha topish masalasi 

 

Notekis harakatdagi moddiy nuqtaning t momentdagi tezligi v=v(t) berilgan bo‟lsin. 

Vaqt t   t=T
1
 dan  t= T 2  gacha o‟zgarganda bosib o‟tilgan yo‟lni topish kerak. Ma‟lumki, 

moddiy nuqta notekis harakatlanayotganligi uchun S=vt deb ololmaymiz (tekis harakatda 

S=vt edi). Bu holda bosib o‟tilgan yo‟lni xuddi yuqoridagidek aniqlaymiz. Vaqt oralig‟i 

][
2,1

TT  ni ixtiyoriy ravishda 210
.... TtttT

n
  nuqtalar orqali n ta 

kesmachalarga bo‟lamiz va har bir ],[
1 kk

tt
  kesmachadan ixtiyoriy ravishda k

 nuqta 
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tanlaymiz. Agar bu kesmachalar yetarli darajada kichik bo‟lsa, bu kesmachalarda tezlik 

 
k

VV   bo‟lib, moddiy nuqta tekis harakat qiladi deyish mumkin.   

],[
1 kk

tt
  kesmachada bosib o‟tilgan yo‟l taqriban  

kkk
tVS    (6) 

1


kkk
ttt   nk ,1  bo‟lib, butun vaqt oralig‟i ],[

21
TT da bosib o‟tilgan yo‟l 

taqriban 




n

k

kkk
tVS

1

)(   (7) ga teng bo‟ladi. Vaqt oraliqlari ],[
1 kk

tt
  ning  eng kattasini 

nolga intiltirsak, ya‟ni 0max 
k

tt  bo‟lsa, bosib o‟tilgan yo‟l       nk 1   

uchun
kk

n

kt

tvS  


)(

10

lim  (8) ni hosil qilamiz. 

 

IV. Moddiy chiziq masalasini zichlik bo’yicha topish 

 

Biror moddiy chiziq kesmasini olib, bu chiziqning har bir S nuqtasida zichlik ma‟lum 

bo‟lsin, ya‟ni .0),( sssf   Xuddi yuqoridagidek [0;s] kesmada moddiy chiziq 

masalasi quyidagicha aniqlanadi;  






n

k

kk
s

sfm

0
0

lim   (9), bunda    

ssss
n
 ...0

10   

bo‟lib, [0;s] kesmaning bo‟linish nuqtalari, ,
1 kkk

sss 
 1


kkk

sss  

k
ss  max  .,1 nk  .  nk 1  

Agar  
kk

ss ,
1  kesmachani yetarli darajada kichik deb qarasak, bu kesmachada 

zichlikni o‟zgarmas va )(
k

f   ga teng deb olishimiz mumkin. Bu holda yig‟indidagi har 

bir  
kk

sf   qo‟shiluvchi  
kk

ss ,
1  oraliqdagi chiziqning massasini ifodalaydi. 

Shunday qilib, yuqoridagi masalalarni yechish umuman olganda quyidagi   




n

k

kk
sf

1

  

ko‟rinishdagi yig‟indilarning limitini hisoblash masalasiga olib keladi. Shunga o‟xshash 

ko‟pgina fizik, geometrik va hokazo masalalar shu ko‟rinishdagi yig‟indining limitini 

izlashga keltiriladi.  

  

2. Aniq integralning  ta’rifi 
 

Yuqoridagi masalalarni yechish bunga o‟xshash ko‟pdan-ko‟p masalalarni yechish 

uchun zarur bo‟lgan quyidagi matematik amallarni ta‟riflashga olib keladi.  

[a,b] kesmada uzluksiz )( xfy   funksiya berilgan bo‟lsin.  

 1) [a,b] kesmani bxxxa
n
 ....

10  nuqtalar yordamida n ta qismga 

bo‟lamiz. Bu qismlar uzunligi 1


kk
xx    nk ,1  ga teng bo‟lib, eng kattasining 

uzunligini   bilan belgilaymiz.  

 2) Bu qismchalarning har birida kkk
xx 




1 bo‟ladigan ixtiyoriy k
  sonni 

tanlab olamiz va har bir bunday son uchun funksiyaning mos qiymati )(
k

f  ni 

aniqlaymiz. Har bir oraliq uchun kk
xf )(  ko‟paytmani hisoblaymiz. 
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  3) Barcha n ta qismchalar bo‟yicha kk

n

k

k
xfS  



)(

1

  (10) ko‟paytmalar 

yig‟indisini tuzamiz. (1) yig‟indi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi integral yig‟indisi deb 

ataladi. Integral yig‟indini tuzish k
 berilgan [a,b] kesmani ixtiyoriy qismiy bo‟laklarga 

bo‟lish va har bir qismchada  sonni ixtiyoriy tanlab olishdan iboratdir.  

 4) Tuzilgan oraliqchalardan eng kattasining uzunligi   ni cheksiz kichraytirishi 

uchun oraliqlarni yanada maydalashtirib boriladi: 0  da integral yig‟indi chekli limitga 

ega bo‟lgan o‟zgaruvchi miqdor bo‟lib qoladi.  

1-ta’rif. Agar [a,b] kesmada 0  shartni qanoatlantiradigan har qanday 

bo‟lakchalarga ajralganda va ],[
1 kk

xx
  kesmada k

  nuqtani istagancha tanlab olganda 

(10) integral yig‟indi birgina S limitga intilsa, u holda bu limit [a,b] kesmada f(x) 

funksiyaning aniq integrali deb ataladi va dxxf
b

a
)(  bilan belgilanadi (“f(x) dan x 

bo‟yicha a dan d gacha olingan aniq integral” deb o‟qiladi): 

dxxfxf

b

a

kk

n

k

)()(lim

1
0

 







 (11). Bunda  belgi lotincha “summa” – “yig‟indi” 

so‟zining bosh harfidan olingan bo‟lib, lotincha S harfining cho‟ziq holati;  

f(x)-inegral ostidagi funksiya, f(x)dx-integral ostidagi ifoda, [a,b]-integrallash 

oralig‟i, a va b sonlar mos ravishda integrallashning quyi va yuqori chegaralari deyiladi.  

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya uchun (11) limit mavjud bo‟lsa, u holda funksiya [a,b] 

kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi. 

Aniq integral ta‟rifidan foydalanib, 1-§ da ko‟rilgan geometrik, fizik masalalar 

yig‟indisining limitini aniq integral sifatida quyidagicha ifodalash mumkin (1-jadval); 

  

1-jadval 

T/b 

№ 

Qo’yilgan masala Matematik ifodasi 

1. Egri chiziqli trapertsiya yuzi dxxffSS

b

a
kk

n

k

n
)()(

100

limlim  





 

2. F kuch ta‟sirida bajarilgan 

ish  
dSSFSFA

b

a
KK

n

kS

)()(lim
10




  

3. Tezlik bo‟yicha bosib o‟tilgan 

yo‟l 
    






n

k

T

T

k
t

dttVtVs

1
0

2

1

lim   

4. Zichlik bo‟yicha massa 
dSSfSfm

S

KK

n

ks

)()(lim
010




  

      

3. Aniq integralni yig’indining limiti sifatida qarab hisoblash 

 

1-misol, 2
xy  , y=0, x=1 chiziqlar bilan chegaralangan yuzni hisoblang.  

      

Yechish  

 

Bu yerda ham [0,1] kesmani n ta  teng bo‟lakka bo‟lamiz; (4-chizma)  
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4-Chizma 

Bularning har birini h bilan belgilaymiz 
n

h
1

   

Qismiy kesmachalarning yana o‟ng 

   oxirlarini tanlab olsak, 2
)( xxf      bo‟lgani uchun;  

2

1

1










n
xf  

        ,
2 2

2

n
xf         

22

3
...,

3

n

n
xf

n
xf

n
  bo‟lib integral 

yig‟indining qo‟shiluvchilari 3

22

2 1
.

n

k

nn

k
xx

kk









  ko‟rinishda bo‟ladi. 

 

Integral yig‟indi;    

 

  
23

222

33

2

3

2

3

2

3

2

6

1

2

1

3

1

6

1211

...21
1

...
321

nn

nnn

n

n
nn

n

nnn
S

n








 

n da n
S ni limiti 
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  Shunday qilib, 
3

1
S  kv,  birlik. 

2-misol. Aniq integralning ta‟rifidan foydalanib, 
x

dx



2

1

 aniq integralni hisoblang. 

Yechish  

 

   

  

 

 

 

    

 

 

 

 

 

5-chizma 
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1)  [1:2] kesmani geometrik progressiya taskil qiladigan 1
0
x , 

n

n
qxqx  ,....,

1 yordamida n ta bo‟lakka bo‟lamiz. Bunda ).1(
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
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n
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1
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1
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q
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q
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q
xf  bo‟lib integral yig‟indining 

qo‟shiluvchilari 
n
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k
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


  ko‟rinishda bo‟ladi. 

3) Integral yig‟indi: 
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S  ning limiti:      
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Yuqorida qaralgan misollar aniq integrallarni integral yig‟indilarning limiti deb 

qarab, bevosita hisoblash katta qiyinchiliklar bilan bog‟lik ekanini ko‟rsatadi. Integral 

ostidagi funksiyalar juda sodda hollarda ham bu usul ancha og‟ir hisoblasharni talab etadi. 

Murakkabroq funksiyalardan aniq integrallar topish yana ham qiyinroq hisoblashlarga olib 

keladi. Shuning uchun aniq integrallarni hisoblashning qulay usulini topish masalasi o‟z-

o‟zidan kelib chiqadi. N‟yuton-Leybnis kashf etgan bu usulda integrallash bilan 

differensiallash orasida mavjud munosabatdan foydalaniladi. 

Bu usulni bayon etishda avval funksiya aniq intergrali mavjudligining zarur va yetarli 

shartini bayon etamiz. 

 

4. Aniq integralning mavjudligi 

 

Funksiyaning integrallanuvchi bo‟lishi yoki bo‟lmasligini aniq integral ta‟rifi 

yordamida tekshirish mumkin. Lekin ko‟pchilik hollarda integral yig‟indining chekli 

limitga ega bo‟lishini ko‟rsatish juda murakkab bo‟ladi. 
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Y=f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlangan va chegaralangan bo‟lsa, [a,b] 

segmentning ixtiyoriy n bo‟lakka bo‟linish nuqtalari to‟plami.  
n

xxxxp ...,,,
210

  

Aniq integral mavjudligining zarur va yetarli shartlarini ifodalovchi teoremalarni 

isbotsiz keltiramiz. 

1-teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‟lishi uchun 0   

olinganda ham shunday 0)(    son topilib, [a,b] oraliqning diametri  
p  

bo‟lgan har qanday P bo‟linishga nisbatan  sS (12) tengsizlikning bajarilishi zarur 

va yetarlidir, yani lim(S-s)=0 (13) iboratdir.Bunda S va s lar mos ravishda yuqori va quyi 

integral yig‟indilar. 

2-teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‟lsa, u shu kesmada 

integrallanuvchi bo‟ladi.  

3-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan va monoton bo‟lsa, 

funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‟ladi. 

4-teorma. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan va bu kesmaning chekli 

sondagi nuqtalarida uzilish (sakrash) ga ega bo‟lib, qolgan barcha nuqtalarida uzliksiz 

bo‟lsa, funksiya shu oraliqda integrallanuvchi bo‟ladi. 

3-misol. 
x

xf 2)(   funksiya [0;10] kesmada integrallanuvchi bo‟lishligini 

tekshiring. 

Yechish. [0;10] kesmani n ta teng bo‟lakka bo‟lamiz:  
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 kesmalarning har biridan 

x
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funksiyaning eng kichik 
k

m  va eng katta 
k

M qiymatlarini aniqlaymiz. 
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Integral (Darbu) yig‟indilari 0  da umumiy limitga ega bo‟lishi kerak, chunki 
x

xf 2)(   funksiya [0;10] da integrallovchidir (2-teorema). 

Endi 1-teorema (integrallanuvchi bo‟lishining zaruriy va yetarli sharti) ning 

bajarilishini tekshiramiz: 
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Demak
2ln

12
limlim

10





ss
nn

, Bu esa   x
xf 2  funksiyaning [0;10] kesmada 

integrallanuvchi bo‟lishini bildiradi. 

 

Mustahkamlash uchun savollar. 

 
1. Kuch ta`sirida bajarilganishni  qanday hisoblash mumkin? 

2. Bosib o‟tilgan yo‟lni tezlik bo‟yicha toping? 

3. Aniq integiralning ta`rifini ayting? 

4. Integrallanuvchi funksiya deb nimaga aytiladi? 

 

Mustaqil bajarish uchun  topshiriqlar. 

 

Quyidagi aniq integralni hisoblang: 
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9-10 mavzu. Aniq integralni hisoblash 
 
Reja: 1. N‟yuton-Leybnis formulasi 

 2. Aniq interegralda o‟zgaruvchini almashtiruvchi 

 3. Aniq integralda bo‟laklab integrallash 

4. Aniq integral  xossalari 

  

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
Integral hisobning asosiy formulasi, N‟yuton-Leybnis formulasi, aniq interegralda o‟zgaruvchini 

almashtiruvchi,  aniq integralda bo‟laklab integrallash 

Aniq integrallarni integral yig‟indilarning limiti sifatida hisoblash hatto oddiy funksiyalar uchun 

ham murakkab. Integralning yuqori chegarasi bo‟yicha haqidagi 10- xossa yig‟indilarini jamlash va 

limitga o‟tish amallarini chetlab o‟tib, aniq integrallarni hisoblashning sodda usullarini aniqlash imkonini 

beradi. Aniq integralni hisoblashning bu yangi usuli biz keltirib chiqarishga endi kirishadigan N‟yuton-

Leybnits formulasi orqali hisoblanadi. 

1. Aniq  integralning  xossalari 
 

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo‟lsin. Aniq integralning ta‟rifidan kelib 

chiqib, uning sodda xossalarini o‟rganamiz: 
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1. Agar f(x) funksiyaga [a,b] segmentda integrallanuvchi bo‟lsa u istalgan ],[],[ ba  da 

ham integrallanuvchi bo‟ladi. 

2. O‟zgarmas ko‟paytuvchini aniq interal belgisi tashqarisiga chiqarish mumkin, ya‟ni agar 

k=const, u holda  

dxxkfkdxxkf

b

a

b

a

)()(   (1) 

3.  Agar f(x) bilan birga )( x funksiya ham [a,b] segmentda uzluksiz bo‟lsa, u holda 

  dxxdxxfdxxxf

b

a

b

a

b

a

)()()()(    (2) 

4.  Aniq integralning qiymati, integral ostidagi ifodada argumentning qanday belgilanishiga 

bog‟liq emas, ya‟ni  

duufdttfdxxf

b

a

b

a

b

a

)()()(    (3)  

5. Integral chegaralarining o‟rnini almashtirilganda aniq integral o‟z ishorasini qarama-qarshisiga 

o‟zgartiradi, yani  

dxxfdxxf

a

b

b

a

)()(    (4). 

6.  Yuqori va quyi chegaralari teng bo‟lgan aniq integral ta‟rifga ko‟ra nolga teng deb qabul 

qilinadi, 0)(  dxxf

a

a

(5) 

7.  Agar [a,b] (a<b) kesmada f(x) va )( x funksiyalar )()( xxf  (6) 

shartni qanoatlantirsa, u holda dxxdxxf

b

a

b

a

)()(   (7)  

8.  Agar f(x) funksiya uchun dxxfdxxfdxxf

b

c

b

a

c

a

)(,)(,)(   mavjud bo‟lsa, u 

holda har qanday uchta a,b,c son uchun dxxfdxxfdxxf

b

c

c

a

b

a

)()()(    (8) tenglik 

o‟rinli bo‟ladi. 

9.  (O’rta qiymat haqida teorema). Agar [a,b] kesmada f(x) va )( x  funksiyalar uzluksiz 

bo‟lib, )( x  funksiya o‟z ishorasini o‟zgartirmasa, u holda (a,b) oraliqda kamida bitta shunday c 

nuqta topiladiki,  

,)()()()( dxxcfdxxxf

b

a

b

a

    (a<c<b) (9) tenglik o‟rinli bo‟ladi. 

ab

dxxf

cf

b

a




 )(

)(  (10) funksiyaning [a,b] kesmadagi o‟rta qiymati deyiladi. 

Barcha xossa isbotlari [1] , 

2. N`yuton-Leybnis formulasi. 

dttfxF

x

a

)()(   (1) funksiya f(x)ning [a,b] da boshlang‟ich funksiyasi bo‟ladi. Ma‟lumki, 

f(x) funksiyaning boshqa boshlang‟ich funksiyalari F(x) dan faqat o‟zgarmas qo‟shiluvchi bilan farq 



 31 

qiladi. Shuning uchun, agar F(x) funksiya f(x) uchun boshqa boshlang‟ich funksiya bo‟lsa, u holda 

Ф(x)=F(x)+C (2) bo‟ladi, bunda C=const.   Demak , )2....()()( CdttfxФ

x

a

   

(2) tenglikda x=a deb olib, CCCdttfaФ

a

a

  0.)()(  (3), so‟ng  x=b 

deb olib, CdxxfbФ

b

a

  )()( (4), bo‟lishini topamiz. 

(3) va (4) tengliklardan )()()( aФbФdxxf

b

a

 (5) bo‟lishi kelib chiqadi. 

(5) formula N‟yuton- Leybnis yoki integral hisobning asosiy formulasi deb yuritiladi.  

Odatda Ф(b)-Ф(a) ayirma 

b

a

xФ )(  kabi yoziladi: 

 Ф(b)-Ф(a)= 

b

a

xФ )( . Bu belgilashdan foydalanib, N‟yuton –Leybnis formulasini 

)()()()( aФbФxФdxxf

x

a

x

a

  (6) korinishda yozish mimkin. (6) tenglik aniq 

integralni aniqlash integral bilan bog‟laydi. Bunda:  

1)Berilgan integral ostidagi funksiyaning boshlang‟ich funksiyasi topiladi. 

2) Boshlang‟ich funksiyaga x=b va x=a lar qo‟yilib, uning xususiy qiymatlari topiladi (b-

integrallashning yuqori, a quyi chegaralaridir). 

3) Boshlang‟ich funksiyaning xususiy qiymatlari ayirmasi F(b)-F(a) topiladi. 

4-misol. dxx

b

a

2

 integralni hisoblang.  

Yechish. Ravshanki, 
2

)( xxf  ning boshlang‟ich funksiyasi 
3

)(

3
x

xФ   bo‟ladi. Unda 

N‟yuton Leybnis (6) formulasidan foydalanib topamiz:  .
3

1

3
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3. Aniq interegralda o’zgaruvchini almashtiruvchi 

 
Aniq integral N‟yuton-Leybnis formulasiga ko‟ra aniqmas integralning ikki qiymati orasidagi 

ayirma ekanligi kelib chiqadi. Aniqmas integralni topishdagi hamma usullar aniq integralni topish uchun 

ham o‟rinlidir.  

Funksiyaning aniq integrallarini o‟zgaruvchilarini almashtirish usuli yordamida ham hisoblash 

mumkin. f(x) funksiyaning aniq integrali dxx

b

a

)(  ni hisoblash maqsadida )( tx   munosabat 

bilan x o‟zgaruvchini almashtiramiz.  

Teorema. f(x) funksiya [a,b] segmentda, )( tx   funksiya esa ],[   segmentda 

aniqlangan, uzluksiz bo‟lib, t o‟zgaruvchi  ],[   da o‟zgarganda  )( tx   ning qiymatlari [a,b] ni 

tashkil etsin.  

__Agar )( t  funksiya ],[   da uzluksiz )( t  hosilaga ega bo‟lib, 1 ga teng bo‟lsa u holda 

  

b

a

dtttdxxf





 )())(()(
'

 (7) tenglik o‟rinli bo‟ladi. 

7-misol. 

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xdx

 integralni hisoblang. 

Yechish. Bu integralda 2
2
 xt  almashtirishni bajaramiz.  

U holda 2
2

 tx ,2xdx=dt bo‟lib, x =1 da t =3; x=2 da t =6 bo‟ladi. 
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10-misol. 3ln1ln3lnln
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4. Aniq integralda bo’laklab integrallash 

 
Ikkita u=u(x) va )( xvv   funksiya o‟zlarining birinchi hosilalari bilan [a,b] segmentda uzluksiz 

bo‟lsin. Ularning ko‟paytmasini differensiallaymiz: 

dxuvdxvuvdudvuvud  )(   (8) 

(8) ayniyatni a dan b gacha oraliqda integrallab, quyidagini hosil qilamiz: 

  

b

a

b

a

b

a

dxuvdxvuvud )(
 (9)  

Lekin, dxvdvvdxudu  .......  hamda N‟yuton- Leybenis formulasiga ko‟ra 

 

b

a

b

a
vuvud )(

; 

Demak , (9) tenglik quyidagi ko‟rinishda yozilishi mumkin:  

  

b

a

b

a

b

a
vduvuudv  (10).     Bu formula aniq integralda bo‟laklab integrallash 

formulasi deyiladi. 

Bunda integrallash chegaralari x erkli o‟zgaruvchiga tegishli ekanligini nazarda tutish kerak. 

11-misol. 

П

П

xdxx

2

sin
 integralni hisoblang, 

Yechish. Quyidagicha belgilashlarni olamiz: u=x,v=-cosx, dv=sinx du=dx (10) formulaga ko‟ra: 

1
2

sinsin

sincos
2

cos
2

coscossin

2

2

2

2



 







 


xxdxxxxdxx

П

П

П

П

П

П

 

12.misol. 

3

1

ln xdxx
 integralni hisoblang.       

Yechish. Quyidagicha almashtirishlarni olamiz: 

2
,

,

2
x

v
x

dx
du

xdxdvnxu



 

 

23ln5.4)19(
4

1
3ln5.4

4

1
3ln5.4

2

1
3ln

2

9

2
ln

2
ln

3

1

2

3

1

23

1

3

1

23

1



  xxdx
x

dxx
x

x
xdxx
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13.misol. 

2

31

12

)132(
12

2

1

62

1

32

3

1

)1(

2

1

2

1
arcsin

2

1

2

3
arcsin

2

3

1

arcsinarcsin

2

3

2

1

2

2

3

2

1

2

2

2

3

2

1

2

2

3

2

1

arcsin

1

2

3

2

1 2
































x

x

xd

x

xdx
xxxdx

dxdvxu

xv

x

dx
du

 

 

14.misol. 

2
4

sin2
4

)coscos(2
4

sin2
4

sin2sincos

2

2

0

2

2

0

2

0

22

0

sin

cos

2

2

0

2

0

2cos

sin2

2

0

2
2


































x

xdxxxxdxx

xdxxxxxdxx

xdxxdvu

xvdxdu

xdxdvxu

xdxxvxdxdu

 

Mustahkamlash uchun savollar. 

 
 1. Aniq integral qanday hossalarga ega? 

2. N‟yuton-Leybnis formulasini yozing? 

 3. Aniq interegralda o‟zgaruvchini almashtirishda nimalarga e`tabor qaratish lozim?  

 4. Aniq integralda bo‟laklab integrallash formulasini yozing? 

 5. Bo‟laklab integrallash qanday holda maqsadga muvafiq bo‟ladi? 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar. 

 
Quyidagi aniq integrallarni o‟zgaruvchini almashtirish usuli yordamida hisoblang: 

1. 


П

П

Jdx
x

;:,,
2

sin
2

     2. 


2

5

;2ln:,
ln



nJ
xx

dx
   

 

3.  

6

0

sin
1:,cos

П

x
Jdx 

  4.   


1

0

3
9

2
:,

)12(
J

x

dx

   

 

5. ]  


2

1

)1ln(:,
1





J

dx

x

x

    6.  



2

0
3

2
ln2:,

4

3
Jdx

x

x

   

 

Quyidagi intyegrallarni bo‟laklab integrallash formulasidan foydalanib hisoblang. 
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7.  



0

2:,cos Jxdxx      8.  

2

)13(
4

1
:,ln

22





Jxdxx   

  9.  





1

)2(2:,
ln

Jdx

x

x

     10.  



0

2ln
4

:,


Jarctgxdx   

    11. 





1

3

22

27

213
:,ln Jxdxx      12. 

1

0

2
2

:,





 eJdxx
x






  

13.  

2

0

2
1:,sin



Jxdxx        14.  

2

1
4

3
2ln2:,ln Jxdxx  

 

11-mavzu. Xosmas integrallar 

 
Reja: 1. Chegaralari cheksiz bo‟gan xosmas integirallar 

 2. Uzlukli funksiyaning integrali  

 

Tayanch ibora va tushunchalar 
 

Xosmas integrallar, chegaralari cheksiz bo‟gan xosmas integirallar, uzlukli funksiya, uzluksiz 

funksiya, yuqori chegarasi cheksiz bo‟lgan xosmas integral, uzoqlashuvchi, yaqinlashuvchi. 

 

Aniq integral tushunchasini kiritishda integrallash kesmasi [a,b] ning uzunligi chekli, ya‟ni 

integrallash oralig‟i chekli va f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz deb faraz qilgan edik. Agar shu 

shartlardan birortasi buzilsa, ravshanki integral yig‟indini tuzish ma‟nosini yo‟qatadi. Lekin ba‟zi bir 

funksiyalar uchun shu shartlardan biri bajarilmaganda aniq integrallarni tekshirishga to‟g‟ri keladi. 

Bunday integrallar xosmas integrallar deyiladi. Agar shartlardan birinchisi yani chegaralari 

cheksiz bo‟lsa, bunday integrallar I tur xosmas integrallar, agar shartlardan ikkinchisi, ya‟ni uzilishga ega 

bo‟lsa, bunday integrallar II tur xosmas integrallar deyiladi. 

 

1. Chegaralari cheksiz bo’lgan xosmas integrallar  

 

f(x) funksiya x ning  x0 qiymatlarida aniqlangan va uzluksiz funksiya bo‟lsin. U 

shu 

b

a

dxxfbJ )()(   (11) integralni qaraylik (11) integral har qanday b>a uchun ma‟noga ega .  

b o‟zgarganda integral ham o‟zgaradi. (11) integral b ning uzluksiz funksiyasidir. 

b  bo‟lganda (11) integralning qanday o‟zgarishini qaraymiz (6-chizma).                                                                                                                                                        

Ta’rif. Agar chekli limit 

b

a

dxxf )(  (12) mavjud bo‟lsa, bu  limit f(x) 

funksiyaning ],[ a  intervaldagi xosmas integrali deyiladi  





a

dxxf )(  (13) simvol bilan belgilanadi. 
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Demak, ta`rifga ko‟ra 






b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)( (14).  (12) limitga yuqori chegarasi cheksiz 

bo‟lgan xosmas integral deyilib (13) kabi belgilanadi. 

Agar (12) limit mavjud bo‟lsa , (13) integral yaqinlashuvchi, agar (12) limit mavjud bo‟lmasa yoki  

cheksizlikka intilsa, (13) integral uzoqlashuvchi deyiladi. 

Xuddi shuningdek, quyi chegarasi cheksiz bo‟lgan xosmas integral to‟g‟risida ham yuqoridagidek 

aniqlanadi: 

),16()(lim)(lim

)(),15()(lim)(

 

















c

a

b

c

ba

b

a
a

b

dxxfdxxf

dxxfdxxfdxxf

 

bunda  c . 

Agar )17()( dxxf

a





 integral yaqinlashuvchi bo‟lsa, (13) integral absolyut 

yaqinlashuvchi deyiladi. (13) integralning yaqinlashishini aniqlash uchun quyidagi taqqoslash 

alomatlaridan foydalaniladi.  

1-teorema. x ning barcha ax   qiymatlarida )()(0 xxf   tengsiz o‟rinli bo‟lsa, u 

holda  

1) agar dxx

a





)(  integral yaqinlashuvchi bo‟lsa  u holda (13) integral ham yaqinlashuvch;  

2) agar ax   qiymatlarda )()(0 xfx    tengsizlik o‟rinli bo‟lib, dxx

a





)(  

uzoqlashuvchi bo‟lsa  (13) integral ham uzoqlashuvchi bo‟ladi. 

15-misol 




a

x

dx

2
1

 integral hisoblansin  (7-va 8-chizmalar). 

Yechish. 

       

 

 

 

 

 
7-chizma                                                                     8-chizma 

 

Xosmas integralning ta‟rifiga muvofiq quyidagini topamiz. 

2
limlim

1
lim

1
0

0

2

0

2







 




 arctgbarctgx

x

dx

x

dx

b

b

b

bb

bo‟lib, 

berilgan integral yaqinlashuvchi bo‟ladi.  

Qaralgan integral 8-chizmada shtrixlangan cheksiz egri chiziqli trapetsiyaning yuzini ifodalaydi. 
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2. Uzlukli funksiyaning integrali 
 

y=f(x) funsiya [a,b] kesmaning x=c nuqtasidan boshqa hamma nuqtalarida uzluksiz bo‟lsin, x=c 

nuqtada esa uzilishga ega bo‟lsin (9-chizma). Kesma ichidagi x=c nuqtada uzlukli bo‟lsa, ta‟rifga ko‟ra 

)17()(lim)(lim)(

0

00

2

1

21










bc

a

b

a

dxxfdxxfdxxf






 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                          9-chizma 

bunda .0,0
21
   Agar (17) tenglikning o‟ng tomonidagi ikkala integral mavjud bo‟lsa, u 

holda berilgan integral yaqinlashuvchi bo‟ladi. 

 Agar (17) ning o‟ng tomonidagi integrallardan birortasi uzoqlashuvchi bo‟lsa, u holda berilgan 

integral ham yaqinlashuvchi bo‟ladi. 

16-misol. 


2

1

2
x

dx
 integralni hisoblang. 

Yechish. Integrallash kesmasi ichida integral ostidagi funksiya x=0 da uzilishga ega. Shuning uchun 

ta‟rifga ko‟ra: 

 














1

2

21
1

2

2

00

2

00

2

1

2
limlim






dxxdxx
x

dx

  

Har qaysi limitni alohida hisoblaymiz: 































1

1

1

11
1 1

00
1

00

2

00 1

11
lim

1
limlim







 x
dxx   

Demak, [-1;0] oraliqda integral uzoqlashadi. 

 





















2

2
00

2

00

2

00

2

2
2

22

1

2

1
lim

1
limlim





 x

dxx  

Demak, [0,2] oraliqda integral uzoqlashadi.  

Shundayqilib, berilgan integral butun [-1;2] kesmada uzoqlashadi.  

Agar berilgan integralni integral ostiga funksiyaning x=0 nuqtadagi uzilishiga yetib qolmasdan 

hisoblaganimizda noto‟g‟ri natija hosil qilgan bo‟lar ekan.  

Haqiqati. 



















2

1

2

12
5.1

2

3

1

1

2

11

xx

dx

 bu esa mumkin emas  
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Izoh. Agar [a,b] kesmada aniqlangan f(x) funksiya bu kesma ichida chekli sondagi 

n
aaa ,......,

21  nuqtalarda uziluvchi bo‟lsa, u holda f(x) funksiyadan [a,b] kesmada olingan integral 

quyidagicha aniqlanadi:  

 
,)(....)()()(

2

1

1

 

b

a

a

a

a

a

b

a
n

dxxfdxxfdxxfdxxf
 

bunda tenglikning o‟ng tomonidagi xosmas integrallarning har biri yaqinlashuvchi bo‟lishi shart. 

Agar bu integrallardan hech bo‟lmaganda bittasi uzoqlashuvchi bo‟lsa, u holda 

b

a

dxxf )(  integral 

ham uzoqlashuvchi deyiladi. 

Uzlukli funksiyalardan olingan xosmas integrallarning yaqinlashuvini aniqlash va ularning 

qiymatlarini baholash uchun ko‟pincha chegaralari cheksiz bo‟lgan integrallarni baholagandagiga 

o‟xshash teoremalardan foydalaniladi. 

2-teorema. f(x) , )( x  funksiyalar [a,b] kesmadagi x=c nuqtada uzilishga ega va [a,b] kesmaning 

x=c nuqtasidan boshqa hamma nuqtalarida :  

agar 0)()(  xfx  tengsizlik bajarilganda  



b

a

dxx )(  yaqinlashuvchi bo‟lsa , u holda 

b

a

dxxf )(  ham yaqinlashuvchi: 

2) agar   0)()(  xxf   tengsizlik o‟rinli bo‟lsa, u holda 

b

a

dxx )(  uzoqlashuvchi 

bo‟lganda, 

b

a

dxxf )(  ham uzoqlashuvchi bo‟ladi. 

3-teorema. Agar f(x) funksiya [a,c] kesmada ishorasi o‟zgaruvchi bo‟lib, faqat c nuqtadagina 

uziluvchi bo‟lsa va bu funksiyaning absolyut qiymatidan olingan 

c

a

dxxf )( xosmas integral 
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yaqinlashuvchi bo‟lsa u holda bu funksiyaning o‟zidan olingan 

c

a

dxxf )(  integral ham 

yaqinlashuvchi bo‟ladi. 

Ko‟pincha xosmas integral belgisi ostida turgan funksiya bilan taqqoslash qulay bo‟lgan funksiya 

sifatida 


)(

1

xc 
 funksiya olinadi. 



c

a
xc

dx


)(

integral 1  bo‟lganda yaqinlashuvchi; 

1  bo‟lganda esa uzoqlashuvchi bo‟lishini tekshirish oson. 


c

a
xc

dx


)(

 integral ham 

yaqinlashuvchi ekanligini tekshirib ko‟rish qiyin emas. 

17-misol. 


1

33
2a xx

dx
 integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring. 

Yechish. Integral ostidagi funksiya x=0 nuqtada uzilishga ega. 0x  da 

323

1

2

1

xxx




 bo‟lgani uchun quyidagi xosmas integralni isbotlaymiz: 

)0(
3

2
)1(lim

3

2

3

2
limlim

0

1

1

0
0

1

3

1

03







  





a

xdxx

x

dx

 

Xosmas integral yaqinlashuvchi bo‟lgani uchun berilgan integral ham yaqinlashuvchi bo‟ladi. 

 

Mustahkamlash uchun savollar. 

 
 1. Xosmas integiral deganda nimani tushunasiz? 

 2. Xosmas integral turlarini ayting?  

 3. Chegaralari cheksiz bo‟lgan integral qanday topiladi? 

 4. Uzlukli funksiyaning integrali deb nimaga aytiladi va u qanday topiladi? 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 

Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang yoki yaqinlashuvchiligini tekshiring. 

 1. .:,

1

chiuzoqlashuvJ
x

dx





       2. 


:,

1

2
Jdx

x




    

3.  
5.0:,

ln
3

J
xx

dx







      4. 
5.0:,

2

0

2
Jdxx

x



 
 

5. 
1:,

ln

1

0

2
J

xx

dx





       6. 2:,
ln

1

J
xx






 

7. chiuzoqlashuvJ
xx

dx
:,

ln

2

1

        8. chiuzoqJdx

x

x








:,
2

1

 

9. chiuzoqlashuvJdx

x

x
:,

1

1

3





      10. :,
1

2
J

x

dx







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11. 
chiuzoqlashuvJxdxx :,sin

0





   12. 
4

1
:,

ln

1

3
Jdx

x

x





 

 

12-mavzu: Aniq integralni taqribiy hisoblash 

 
Reja: 1. To‟g‟ri to‟rtburchaklar usuli 

  2.Trapetsiyalar formulasi 

   3. Parabolalar (Simpson) formulasi 

  

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
Egri  chiziqli trapetsiya, parabolik trapetsiya, trapetsiyalar formulasi, Simpson formulasi      

 

Berilgan [a,b] kesmada uzluksiz bo‟lgan f(x) funksiya uchun F(x) boshlang‟ich funksiyani 

topish mumkin bo‟lsa, N‟yuton Leybnits formulasi bo‟yicha 

b

a

dxxf )(
 aniq integralni hisoblagan 

edik. Lekin har qanday uzluksiz funksiya uchun uning boshlang‟ich funksiyasini hamma vaqt topish 

qiyin, bazi hollarda esa boshlang‟ich funksiyani elementar funksiyalar orqali ifodalab bo‟lmaydi.  

Masalan. 

 ,
sin

dx
x

x

 ,
cos

dx
x

x




,
2

dx
x

  ,sin
2
dxx  ,cos

2
dxx   ,sin1

22
dxxk  ,

ln x

dx
.  

Bunday hollarda N‟yuton Leybnits formulasidan foydalana olmaymiz. Shuning uchun ularni 

taqriban bo‟lsa ham hisoblashga to‟g‟ri keladi. Aniq integrallarni taqribiy hisoblaydigan bir qancha 

usullar mavjud. Ushbu paragrifda ulardan uchtasini: to‟g‟ri to‟rtburchaklar, trapetsiyalar hamda parabola 

(Sinpson) usullarini keltiramiz. 

1. To’g’ri to’rtburchaklar usuli 

 
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‟lsin. Bu funksiyaning aniq integral 



b

a

dxxf )(  ni taqribiy ifodalovchi formulani keltiramiz. 

Hisoblashlarda aniq integralni yuzini ifodalovchi yig‟indi limiti deb, ya‟ni 

 







n

i

ii

b

a

n

xxfdxxf

1

1
)(lim)(  (1) ko‟rinishda mulohaza yuritiladi. 

[a,b] kesmani bxxxxa
n
 ,....,,,

210  nuqtalar bilan teng n ta bo‟lakka bo‟lamiz . Har 

birining uzunligini ),0(, niibax
n

ab
h

i



   deb olamiz. 

i
xx   bo‟lganda f(x) funksiya qiymatlarini )()( ihafxfy

ii
 (2) deb 

belgilaymiz. 

(1) fomulaning o‟ng tomonidagi yig‟indini ,
1

debyokixx
iii 

 quyidagi ikkita 

formulani hosil qilamiz:  
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,]....[)(
110 






b

a

n
yyy

n

ab
dxxf (3) 

,]....[)(
21 




b

a

n
yyy

n

ab
dxxf  (4) 

(3) va (4) formulallarga aniq integralni taqribiy hisoblashning to‟g‟ri to‟rtburchaklar formulasi 

deyiladi.  

 

 

 

  

 

 

 

 
11-chizmada quyidagilar tasvirlangan: agar f(x) musbat va o‟suvchi funksiya bo‟lsa, u holda (3) 

formula “ichki” to‟g‟ri to‟rtburchaklardan tuzilgan zinapoyasimon shaklning yuzini tasvirlaydi. (4) 

formula esa “tashqi” to‟rtburchaklardan tuzilgan zinapoyasimon shaklining yuzini tasvirlaydi. Integrlni 

to‟g‟ri to‟rtburchaklar formulasi bilan hisoblashda qilingan xato n son qancha katta (ya‟ni bo‟linish 

qadami h qancha kichik) bo‟la borishi bilan (3) va (4) formulalar aniqroq bo‟la boradi, ya‟ni n  

da va h  da ular aniq integralning haqiqiy qiymatini beradi. 

 

2. Trapetsiyalar formulasi 
 

Agar ordinatalar chizig‟ining egri chiziq bilan kesishgan nuqtalarini zinapoyali siniq chiziqlar 

bian emas , balki ichki chizilgan siniq chiziqlar bilan tutashtirsak (3) va (4) formulalarga nisbatan xatosi 

kamroq bo‟lgan taqribiy formulani keltirib chiqaramiz: (12-chizma). 

Bu holda egrai chiziqli aABb trapetsiyaning yuzi yuqoridan BAAAAA
n 1211

,....,,
  

vatarlar bilan chegaralangan to‟g‟ri chiziqli trapetsiyalar yuzlarining yig‟indisiga teng bo‟ladi. Natijada 

trapetsiyalar formulasini hosil qilamiz. 

























 












b

a

n

n

nn

yyy
yy

h

yyyyyy
hdxxf

),5(....
2

2
....

22
)(

121

0

12110

 

bunda .,),,1(,,
01

bxaxnihxx
n

ab
h

nii





  

(5) ga trapetsiyalar formulasi deyiladi. 

 

                                  3. Parabolalar (Simpson) formulas 

 

[a.b] kesmani juft sonda n=2m bo‟laklarga ajratamiz.    
2110

,, xxvaxx  kesmalarga mos va 

berilgan y=f(x) egri chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini 

),,(),,(),,(
22211100

yxMyxMyxM  uchta nuqtadan o‟tuvchi va o‟qi oy o‟qi parallel bo‟lgan 
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ikkinchi darajali parabola bilan chegaralangan egri chiziqli trapedsiyaning yuzi bilan almashtiramiz. (13-

chizma). 

  
      

          13-chizma       14-chizma 

 

Bunday egri chiziqli trapetsiyani parabolik trtapetsiya deb ataymiz. 

O‟qi Oy o‟qqa parallel bo‟lgan parabolaning tenglamasi )6(
2

CBxAxy   

ko‟rinishda bo‟ladi. A,B va C koeffitsentlar parabolaning berilgan uch nuqta orqali o‟tish shartidan bir 

qiymatli ravishda aniqlanadi. Shunga o‟xshagan parabolalarni kesmalarning boshqa juftlari uchun ham 

yasaymiz. Shunday yasalgan parabolik trapetsiyalar yuzlarining yig‟indisi integralning taqribiy qiymatini 

beradi (14-chizma ). 

Lemma. Agar egri chiziqli trapersiya (6)parabola , Ox o‟q va oralig‟i 2h ga teng bo‟lgan ikkita 

ordinata bilan chegaralangan bo‟lsa, u holda uning yuzi )7)((
3

210
yyy

h
S   ga teng, bunday 0

y  va 

2
y  chetdagi ordinatalar 1

y  esa egri chiziqning kesma o‟rtasidagi ordinatasi. 

Isboti [1], 455 betda. 

(7) formuladan foydalanib, quyidagi taqribiy qiymatlarni yozamiz. 






2

0

)4(
3

)(
210

x

xa

yyy
h

dxxf  

 )4(
3

)(

4

2

432 

x

x

yyy
h

dxxf  










bm

m

x

x

mmm
yyy

h
dxxf

2

)1(2

2)1(2)1(2
4(

3
)(  

 

Yuqoridagi taqribiy qiymatlarning chap va o‟ng tomonlarini qo‟shib, chapda izlanayotgan 

integralni, o‟ngda esa uning taqribiy qiymatini xosil qilamiz: 

)8()42....424(
3

)(
212)1(23210 



b

a

mmm
yyyyyy

h
dxxf   

yoki 

)9)](....(4

)....(2[
6

)(

1231

224220












m

b

a

mm

yyy

yyyyy
m

ab
dxxf
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(9) formulaga Simpson formulasi deyiladi. Bu yerda bo‟linish nuqtalarining soni 2m ixtiyoriy, lekin 

bu son qancha katta bo‟lsa, (9) tenglikning o‟ng tomonidagi yig‟indi integral qiymatini shuncha aniq 

ifodalaydi. 

18-misol. 

 



10

2
lg x

dx
 integralni to‟g‟ri ro‟rtburchaklar trapetsiya va Simpson  taqribiy formulalardan foydalanib 

0.0001aniqlikda hisoblang.  

     Yechish. [2;10] kesmani teng n=8 ta bo‟lakka bo‟lamiz. U holda  bo‟ladi. Integral ostidagi funksiya 

qiymatlari jadvalini tuzamiz: 

2-jadval 

X 

x
y

lg

1
  

X 

x
y

lg

1
  

2
0
x  

3211.3
3010.0

1

0
y  

7
5
x  1833.1

8451.0

1

5
y  

3
1
x  

0960.2
4771.0

1

1
y  8

6
x  1073.1

9031.0

1

6
y  

4
2
x  

6608.1
6021.0

1

2
y  

9
7
x  0591.1

9442.0

1

7
y  

5
3
x  4304.1

6990.0

1

3
y  10

8
x  

1
8
y  

6
4
x  

2852.1
7781.0

1

4
y  

1432.13...
710
 yyy  

8221.10...
821
 yyy  

 

   1-usul. To‟g‟ri to‟rtburchaklar usuli.   (3) formulaga asosan: 

 

  1432,131432,131....1
lg

710

10

2

 yyy
x

dx
 

 

(3) formulaga asosan:  

 

  8221.10....1
lg

810

10

2

 yyy
x

dx
  

 

2-usul. Trapetsiyalar usuli, (3) formulaga asosan: 

 

9826.118221.91605.28221.9
2

13211,3

....
2lg

721

80

10

2

















 yyy

yy
h

x

dx

 

 

3-misol. Parabolalar (Simpson) usuli.  

2m=8 deb olib, 
3

1

83

210

63










m

abh
 ekanligini etiborga olsak, (9)    formulaga asosan: 
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  



  8343.111066.80752.233211.4
3

1

)1073.12852.16608.1(2)0591.11833.14304.10960.2(41

3211.3
3

1
)(2)(4

3lg
642753180

10

2





 yyyyyyyyy
h

x

dx

 

Shunday qilib, berilgan integralni to‟g‟ri to‟rtburchaklar formulasi yordamida hisoblab 13.1432 

va 10.8221, trapetsiyalar formulasi yordamida hisoblab 11.9826, parabolalar formulasi yordamida 

hisoblab 11.8343 bo‟lishini topdik. 

 

Mustahkamlash uchun savollar 
1. Aniq integralni hisoblashda taqribiy hisoblash formulalaridan nima uchu  

foydalaniladi?  

2. Aniq integiralni hisoblashdagi to‟g‟ri turtburchaklar usulini formullarini ta`riflang? 

3. Qanday formulaga trapetsiyalar formulasi diyiladi? 

4. Parabolalar (Simpson) formulasini afzalligini tushuntiring? 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 
Quyida berilgan aniq integrallarni to‟g‟ri to‟rtburchaklar, trapetsiya, parabola usullar bilan 

hisoblab, aniq qiymati bilan taqqoslab xatolikni aniqlang. 

 

1. )10(

1

0

2
 ndxx       2. )12(sin

0

 nxdxx



    

3. )10(

2

1

 n
x

dx

    4. )10(
1

1

0




 n
x

dx

    

5. )10(

1

0

3
 ndxx       6. )10(

1

1

0

2



 n

x

dx

 

 

7. )10(cos

2

0

 nxdx



    8. )10(

1

0

2




ndx
x

     

9. )5(

8

6

1

3




 n

x

dx

  10.  


1

0

124
)10(

2

ndx
xx

 . 
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13-mavzu. Aniq integralning ba’zi tadbiqlari 
 

  Reja: 1. To‟g‟ri burchakli koordinatalar sistemasida yuzalarni hisoblash 

  2. Teglamalari parametrik ko‟rinishda berilgan egri chiziqli tropersiya yuzini hisoblash 

   3. Qutub koordinatalar sistemasida sektor yuzini hisoblash   

 

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
 Egri chiziqli tropetsiya yuzi, parametrik ko‟rinishdagi tenglama, qutb koordenatalar sistemasi, 

sektorining yuzi 

     

Aniq integralning tadbiq doirasi keng bo‟lib, egri chiziqlar bilan chegaralangan yuzlarni, egri 

chiziq yoylari uzunliklarini, hajmlarni, ishlarni, tezliklarni, inersiya momentlarini yo‟llarini va 

hokazalarini topish masalalari aniq integral yordamida hisoblanadi.  

 

1. To’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida yuzalarni hisoblash 

 
1. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va musbat bo‟lsa, va u holda asosi [a,b] bo‟lgan 

va yuqoridan bu funksiyaning grafigi bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi dxxfS

b

a

 )(  

(1) formula bilan topiladi (15-chizma).  

 
 

2. Agar 0)( xf  funksiya [a,b] segmentda uzluksiz, asosi [a,b] bo‟lgan va pastdan y=f(x) 

funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya (16-chizma) ning yuzi dxxfS

b

a

 )(  (2) 

formula bilan topiladi. 

3. Uzluksiz )(
1

xfy  va )(
2

xfy    )()(
21

xfxf   egri chiziqli hamda )(, babxax   

to‟g‟ri chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzi  ))()((
12

dxxfxfS

b

a

   (3) formula bilan 

hisoblanadi (17-chizma). 
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4. Uzluksiz  )()(),()(
2121

yyyvaxyx    egri chiziqlar hamda y=c, y=d )( dc  to‟g‟ri 

chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzi  dyyyS

d

c

  )()(
12

  (4) formula bilan hisoblanadi (18-

19-chizma) lar   

5. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta o‟zgartirsa, u holda integralni 

butun [a,b] kesmada qismiy kesmachalar bo‟yicha integrallar yig‟indisiga ajratamiz. Qayerda 0)( xf  

bo‟lsa, o‟sha kesmachada integral musbat, qaerda 0)( xf  bo‟lsa, o‟sha kesmachada integral manfiy 

bo‟ladi. Butun kesma bo‟yicha olingan integral Ox o‟qining yuqorisida va pastda yotgan yuzlarning 

ayirmasini beradi (20-chizma). Yuzlar yig‟indisini odatdagi ma‟noda hosil qilish uchun yuqorida 

ko‟rsatilgan kesmalar bo‟yicha olingan integrallar absolyut qiymatlari yig‟indisini topish yoki 



b

a

dxxfS )(  (5) integrallarni hisoblash kerak.  

6. Tenglamalari parametrik ko‟rinishda berilgan )6)((
)(

)(














t

ty

tx
 va   ba   ,)(  

egri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzi (21-chizma) ni hisoblaymiz. 

 

 
(5) tenglamalar [a,b] kesmada biror y=f(x) funksiyani aniqlaydi deb faraz qilamiz, u holda egri 

chiziqli trapetsiyaning yuzini 

b

a

dxxfS )(  formula bilan hisoblanadi. 

Bu integralda o‟zgaruvchini almashtiramiz; dttdxtx )(),(
1

   

(5) tenglamalarga asosan )())(()( ttfxfy    

Demak, 





 )7()()(
1

dtttS , Bu parametrik ko‟rinishda berilgan egri chiziq bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini hisoblash formulasidir. 

7. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan    kesimda uzluksiz )8)(( f  egri 

chiziq tenglamasi berilgan bo‟lsa. )( f  egri chiziq,    va    radius vektorlar bilan 

chegaralangan OAB sektorning yuzi (22-chizma): 

   









 )9()(
2

1

2

1 22
dfdS  formula bilan topiladi. 

 

19-misol y=6x-x2 va y=o chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini hisoblang. 

Yechish. Dastlab berilgan chiziqlar bilan chegaralangan shakilni chizamiz (23-chizma). 
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Izlanayotgan yuza  










6

0

6

0

3

22
36

3
3)6(

x
xdxxxS  

(1) formulaga ko‟ra: 

              20-misol y=x2-9 va y=-x2+4x-3 chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini hisoblang            

(24-chizma). 

              Yechish 9)(
2

1
 xxf  va 34)(

2

2
 xxxf  funksiyalar grafiklarining kesishish nuqtalari 

absissalarini topamiz. .3,1,349
1

22
 xxxxx  

[-1,3] da 0)3)(1(2)()(
12

 xxxfxf  bo‟lganidan (3) formuladan foydalanib, ushbuni topamiz. 

 
 



3

1

3

1

222

3

1
21)32(2))9()34(( dxxxdxxxxS  

              21-misol y=x3, y=0, x=-1 chiziqlar bilan chegaralangan shakillarnung yuzini hisoblanag.  

              Yechish. y=x2 ])0;1[( x funksiya Ox o‟qidan pastda joylashgan (25-chizma) Shuning uchun 

yuzini hisoblashda (2) formulani qo‟llaymiz; 
 



0

1

0

1

4

3

4

1

4

x
dxxS   

 

           22-misol y=cosx funksiya grafigi Ox o‟qning 












6

7
;

2


 kesmasi va x=

6

7
 to‟g‟ri chiziq bilan 

chegaralangan shaklning yuzini hisoblang. 

            Yechish. cosx=0 tenglamani yechib, y=cosx funksiya 

grafigi 











6

7
;

2


 kesmada Ox o‟qini 

2
1


x , 

2
2


x  

kesishini aniqlaymiz (26-chizma).  

Demak, (5) formuladan foydalansak. 

   

 

6

7

2

2

7

2

2

2

5.3coscos2cos













xdxxdxdxxS  

      23-misol. Absissalar o‟qi va sikloidaning bitta 

ark bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang: 

x=a(t-sint), y=a(1-cost). 
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Yechish. Sikloida shakli (27-chizma) yuzini (7) formuladan foydalanib topamiz. 

2

2

0

2

2

0

2

2

0

2

2

0

3
4

2sin

2
sin2)coscos21()cos1()cos1( a

tt
ttadtttadttataydxS

a















   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24-misol. Bernulli lemniskatasi (x2+y2)2=a2(x2-y2) bilan chegaralangan shakl (28-chizma) ning 

yuzini hisoblang.  

Yechish. Berilgan egri chiziq tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida ifodalaymiz. Buning 

uchun  sin,cos  yx  almashtirish bajarsak,  2cos
22

a  yoki  2cosa  ga ega 

bo‟lamiz. 

   Shaklning simmetrik xossasini va (9) formulani e‟tiborga olsak, izlanayotgan yuz: 

 

4

0

2
4

0

22
2sin

2

1
22cos

2

1
4





 aaaS  

 

Mustahkamlash uchun savollar 
 1. Egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish formulalarini ta`1riflang? 

 2. Parametrik ko‟rinishda berilgan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi qaysi? 

3. Qutub koordenatalar sistemasida berilgan sektorining yuzini topish formulasini  

ayting? 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 
1. y=x2 funksiya grafigi va x1=-1, x2=-2 nuqtalarda y=x2 funksiya garafigiga o‟tkazilgan 

urinmalar bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang. Javob: 2.25 

2. x=y2 parabola yoyi va x=a to‟g‟ri chiziq bilan chegralangan shaklning yuzini hisoblang. 

Javob: 
3

4 2
3

a
 

3. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 ellips bilan chegaralangan shakl yuzini aniqlang. Javob:   ab . 

4. y=x2-4 parabola va absissalar o‟qi bilan chegaralangan shakl yuzini toping. Javob 
3

32
 

5. y=-x2 va y=  x egri chiziqlar, ordinatalar o‟qi va x=1 to‟g‟ri chiziq bilan chegarlangan 

yuzini hisoblang. Javob 
3

2
  

6. xy=10, y=0, x=2, x=5 chiziqlar bilan chegaralangan yuzini hisoblang. Javob 163.9
2

5
10 n  

. 

7. y=x2-2x egri chiziq x=-1, x=1 to‟g‟ri chiziqlar va Ox o‟qi bilan chegaralangan shaklning 

yuzini hisoblang. Javob: 2 
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8. y=-x va y=3x-x2 chiziqlar bilan chegaralangan yuzini hisoblang. Javob 
3

32
 

9. y=x2+1paralel,y=0,x=-1,x=4 to‟gri chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini 

hisoblang. Javob
3

80
 

10. 
x

y
1

  teng yonli giperbola, x=1va x=3 to‟gri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli 

trapetsiyaning yuzini hisoblang. Javob. 3n  

 

14-mavzu. Egri chiziq yoyining uzunligi 
 

Reja: 1. To‟g‟ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq yoyining uzunligi 

             2. Tinglamasi parametrik ko‟rinishda berilgan yoy uzunligi hisoblansin  

             3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq yoyining uzunligi 

 

Tayanch ibora va tushunchalar 
  Yoy uzunligi, sanoq chiziq, tenglamasi parametrik ko‟rinishida berilgan yoy uzunligi, 

qutub kordenatasi. 

     

1. To’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq yoyining uzunligi 

 
  Tekislikda egri chiziqning AB yoyi (a,b) intervalda aniqlangan y=f(x) funksiyaning grafigi 

bo‟lsin.  

  Bu egri chiziqning x=a va x=b vertikal to‟g‟ri chiziqlar orasidagi AB yoyning uzunligini 

topamiz (29-chizma).  

  Buning uchun uni M1, M2,…,Mn-1 nuqtalar yordamida n bo‟lakka bo‟lamiz. Qo‟shni bo‟lgan 

nuqtalarini kesma bilan tutashtirib AM1,M1.M2,…Mi-1.Mi,…,Mn-1B bug‟unlardan tashkil topgan siniq 

chiziqlarni hosil qilamiz. Ularning uzunliklarini mos tartibda 
ni

  ,...,,...,,
21

 bilan belgilab 

)10(

1






n

i

in
 ni hosil qilamiz.   

 
29-chizma 

Ta’rif.   yoyning uzunligi deb, ichki chizilgan siniq chiziqning eng katta bo‟g‟ini uzunligi 

nolga intilgandagi limitiga aytiladi: 

)11(

10max

lim 




n

i

i

i




 

Bunda (2) limit mavjud va ichki chizilgan siniq chiziqlarning tanlanishiga bog‟liq bo‟lmaydi, 

deb faraz qilamiz. 

Teorema. Agar AB yoy y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‟lsin, bu yerda f(x)-[a,b] da uzluksiz 

birinchi tartibli hosilaga egabo‟lgan funksiya. 
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U holda uning uzunl  

b

a

dxy )12(1
2

1
  formulasi yordamida hisoblanadi. (isboti [4], 373 

betda). 

25-misol. y2=x2 parabolaning O(0:0) dan A(1:1) nuqtagacha bo‟lgan yoy uzunligini toping. 

Yechish. (12) formulaga ko‟ra, quyidagiga ega bo‟lamiz: 

44.11
8

1313

27

8

4

9
1

27

8

4

9
1

4

9
1

9

4

2

3
1

1

0

1

0

1

0

2
3

2

1
2

  



















































xx
d

x
dxx  

 

2.2 Tenglamasi parametrik ko’rinishda berilgan yoy uzunligini hisoblash. 

 

    Egri chiziq tenglamasi )(),(),(   ttytx (13) parametrik 

ko‟rinishda berilgan bo‟lsa, bunda )()( tvat  uzluksiz, differensiallanuvchi funksiyalar. Bu holda (13) 

tenglama biror y=f(x) uzluksiz funksiyani aniqlab, 
)(

)(

1

1

t

t

dx

dy




  uzluksiz hosilaga ega. 

)(),(   ba  bo‟lsin. Bu holda (12) integralda dttdxtx )(),(
1

 
 (14) 

almashtirishni bajarib, 
 

 
dtttdtt

t

t
v

212112

1

1

)]([)]([)(][1 


 






  (15) yoy uzunligini 

hisoblovchi formulani hosil qilamiz. 

Izoh. Agar egri chiziq fazoda parametrik tenglamalar )(),(),( tztytx    (16) bilan 

berilgan bo‟lsa   t)( , u holda yoyning uzunligi    dttttl
l

212221
)]([)]([][ 


 (16) formula 

bilan aniqlanadi. 

26-misol.  )cos(),sin( ttayttax   siklorida bitta arki (27-chizma) uzunligini hisoblang. 

Yechish. Sikloida arklari bir xil bo‟lgani uchun (15)uning bitta arkini olamiz. 

Bunda t  parametr 0 dan 2 gacha o‟zgaradi, ),cos1(
1

tax
t

  tay
t

sin
1
  bo‟lgani uchun 

fo‟rmulaga ko‟ra egri chiziqning uzunligi quyidagicha aniqlanadi :  

a
t

adt
t

SinaaldttaltdtSinatal 8
2

cos4
2

2)cos1(2)cos1(

2

0

2

0

2

0

2222

2

0

 



 

 

2. Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq yoyining uzunligi 

 
   Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq tenglamasi )(fp   bo‟lsin, bunda qutb radiusi,  

  qutb burchagi. 

Qutb koordinatalaridan Dekart koordinatalariga o‟tish formulasini yozamiz:  

 pSinypx  ,cos . Agar bunda p  o‟rniga uning   orqali ifodasini qo‟ysak, u holda  

 Sinfyfx )(,cos)(   tenglamalari hosil bo‟ladi. Bu tenglamalarga egri chiziqning parametrik 

tenglamalari deb harash va yoy uzunligini hisoblash uchun  formulani tatbiq etish mumkin. Buning 

uchun x va y dan   parametr bo‟yicha hosila olamiz:  




cos)()(,)(cos)(
1111

fSinfySinffx  . 

 Bu holda  





 ddfffl
212222

)](([)]([  (18) orqali egri chiziq yoyi 

uzunligi hisoblanadi. Bunda  va   qutb burchagi   ning yoy uchlaridagi qiymatlari (  ). 

 27-misol. Arximed spirali )( oaap     ning bir o‟rami uzunligini toping. (30. chizma). 
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Yechish. Ma‟lumki Arximed spiralining bir o‟rami    ning 0 dan  2  gacha o‟zgarishida hosil 

bo‟ladi.  2222121
,, 


apapap   ekanligini va (1) formulaga ko‟ra: 

))142ln(
2

1
14(1

22
2

0

2
2

0

222
  



adadaal

  Bunda  Cuau
auau

duua 


 )|ln
22

22

222

22
 

formuladan foydalandik. 

 

  

 

3. Hajimlarni hisoblash 
 

3.1. Jismning hajmini parallel kesimlar yuzalari bo’yicha hisoblash 
 

Fazoda x=a, x=b tekisliklar orasida joylashgan biror jism berilgan bo‟lsin. Ox o‟qiga 

perpendikulyar va ],[ bax nuqtalardan o‟tuvchi har qanday tekisliklar bu jismni kesganda hosil bo‟lgan 

kesimning yuzi S(x) ga t eng bo‟lsin (31-chizma). U holda x=a, x=b tekisliklar orasidagi jismning hajmi  

)2()( dxxSV
b

a
  formula bilan hisoblanadi. 

 

  28-misol. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang. 

  Yechish. Ellipsoidni Oy o‟qiga perpendikulyar  ];[ bby   nuqtalardan o‟tuvchi ixtiyoriy tekislik 

bilan kesilganda hosil bo‟lgan kesimni qaraymiz (32-chizma). 

 

Kesim tenglamasi.  )(,1
2

2

2

2

2

2

consty
b

y

c

z

a

x
  yoki  o

b

y


2

2

1  bo‟lsa, u holda  

1

)1()1(
2

2

2

2

2

2








b

y
c

y

b

y
a

x
, ya‟ni yarim o‟qlari 

2

2

12

2

1
1,1

b

y
cc

b

y
aa    bo‟lgan ellipsga 

egabo‟lamiz. Bu kesimni yuzi esa )1()(
2

2

11

b

y
accayS    ga t eng. U holda (2) formulaga ko‟ra: 
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  abc
b

y
yacdy

b

y
acV

b

o

b

b

3

4
|)

3
(2)1(

2

3

2

2




 

 

3.2. Aylanish jismining hajmi 
 

Asosi [a,b] bo‟lgan, y=f(x) egri chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli tarpetsiyani 

qaraymiz.Trapetsiyani Ox o‟qi atrofida aylantirish natijasida hosil qilingan aylanish jismining hajmini 

aniqlaymiz (33-chizma). Parallel kesmalar bu yerda radiusi aylanayotgan egri chiziq Y ordinatasining 

moduliga teng bo‟lgan doyiralardir. Demak, kesim: yuzi )20()]([)(
22

xfyxS    

 (2) formulaga ko‟ra aylanish jismning hajmini topamiz:  )21()]([
22
dxydxxfV

b

a

b

a
    

 
 

Xuddi shuningdek,  )( yx   egri chiziq, Oy o‟q va y=c, y=d to‟g‟ri chiziqlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Oy o‟qi atrofida aylanishidan hosil bo‟lgan jisim hajmi:  

dyxdyyV
d

c

d

c

22
)]([    (5) formula bilan hisoblanadi. 

            Agar egri chiziqli trapeisiya y=f(x) egri chiziq Ox o‟q va x=a, x=b to‟g‟ri chiziqlar bilan 

chegaralangan bo‟lsa, Oy o‟q atrofida aylanishdan hosil bo‟lgan jism hajmi.  xydxV
b

a
 2  (6) formula 

bilan hisoblanadi. 

Agar shakl  ))()()((),(
2121

xfxfoxfyxfy   egri chiziqlar va x=a, x=b to‟g‟ri chiziqlar 

bilan chegaralangan bo‟lsa, Ox va Oy o‟q atrofida aylanishdan hosil bo‟lgan jisim hajimlari mos ravishda 

quyidagi  dxxfxfV
b

a
)]()([

2

1

2

2
  (7) va )8()]()([

12
dxxfxfxV

b

a
   formulalar bilan hisoblanadi. 

  

 

29-misol. 
y2=x parabolani Ox o‟q atrofida aylantirishdan 

hosil bo‟lgan sirt va x=h tekislik bilan chegaralangan 

jismning hajmini aniqlang. (34-chizma). 

Yechish. (21) formulani qo‟llanib, quyidagini 

topamiz. .
2

|
2

.

22

2 hx
dxyV

h

o

h

o


   

 

 

Agar egri chiziq x=x(t), y=y(t)  )(   t  parametrik ko‟rinishda berilgan bo‟lsa, egri chiziqli 

trapetsyaning Ox o‟q atrofida aylanishdan hosil bo‟lgan jismning hajmi: 

 )8()()]([
12

dttxtyV



   formula bilan hisoblanadi. 

30-misol. )sin( ttax  sikloidatay )cos1(   (27-chizma) ning bir arkasining Ox 

o‟qi atrofida aylantirishdan hosil bo‟ladigan jismning hajmini toping. 

Yechish (8) formuladan foydalansak, x‟(t)=a(1-cost) bo‟lib,   2,2  foaxo  ekanligini 

e‟tiborga olib quyidagini topamiz:  

;32)
2

(
2

8)cos1(
62362332322
zdzSina

t
d

t
SinadttadxyV

ooo

a

o




   
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Ma‟lumki, 

.
6

1

24

5
cos

16

5

16

5

)cos)cos23(
4

1
5(

6

1
)cos45(

6

1

53

5356

CzCoszSinzCoszSinzSinzz

zSinzzzSindzSinzzSinzdzSinzdzSin





 

Demak,  .5
216

5
32

323
aaV 


   

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan )(fp   egri chiziq va    ,  radius vektorlar 

bilan chegaralangan yassi shaklning qutb o‟qi atrofida aylanishdan hosil bo‟lgan jism hajmi 




dSinpV
l

33
   (9) formula bilan hisoblanadi.  

Agar  o  bo‟lsa 
 


dSinpV

3

3

2
   (10) 

31-misol 

 ap   Arximed spirali (30-chizma) ning yarim aylanasini (   0,oa ) qutb o‟qi 

aylantirishdan hosil bo‟ladigan jismning hajmini toping. 

Yechish. (10) formuladan foydalaning. 






 )cos3|cos(

3

2

33

2

3

2 23

3

2

3

3

3

3












 
d

a

Cosddu

dSindu
dSin

a
dSinpV

oooo

  




ddu

u

2

2




    









sin

cos dd























cos

sin
))2|(3(

3

2cos
23

3

ddu

ddu
dSinSin

a

Sin

dd

oo 





















cos

sin
))2|(3(

3

2cos
23

3

ddu

ddu
dSinSin

a

Sin

dd

oo
 

 

).2(
3

2
)2(

3

2
))|(2(

3

2
))cos|cos(2(

3

2
2

32

3

3

3

3

3

3

 











 aa
Sin

a
d

a

ooo
  

4. Aylanma jism sirtining yuzi 

 
1. To‟g‟ri burchakli koordinatalar sistemasida y=f(x) ( bxa  ) silliq egri chiziq yoyini Ox 

o‟qi atrofida aylantirish natijasida hosil bo‟ladigan jism sirtining yuzi  dxyyS
b

a

12
12    (11) 

formula bilan hisoblanadi. 

2. Agar silliq egri chiziq )()(),(  ttyytxx  parametrik ko‟rinishda berilgan 

bo‟lsa, sirt yuzi   dtyxtyaS
l

1212
)(2 

  (12) formula bilan hisoblanadi. 

3. Agar silliq egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida  )(),(   lfp  ko‟rinishda 

berilgan bo‟lsa, uning qutb o‟qi atrofida hosil bo‟lgan jism sirtining yuzi  




dpppSinS
l

122
2  (13) formula bilan hisoblanadi. 

32-misol.  y=sinx sinus ifodaning x=0 dan 
2


x  gacha bo‟lgan yoyini Ox oqi atrofida 

aylantirishdan hosil bo‟lgan sirt yuzini toping (35-chizma)  
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Yechish.(11) formuladan foydalansak: 

;,sin
1
cjsxyxy 

2


 xo

 



 dttdtt

t

x

Sinxdxdt

xt
dxxSinxS

o

21

0

20

1

22|
1212

01

2
0cos

|cos12 




   

)).21ln(2(    Bunda cxx
xx

dxx 


 )1ln(
2

1

2

1
1

2

2

2
 

formuladan foydalandik.  

 

33-misol. )20(),cos1(),sin(  ttayttax  sikloida (27-chizma) ning bir arkasini Ox 

o‟qi atrofida aylantirishdan hosil bo‟lgan  sirt yuzini hisoblang.  

Yechish (12) formuladan foydalanamiz: 

 dt
t

SinatdtttadttytxtyS
2

8sin)cos1()cos1(2)()()(2
32

0

2222

0

212122

0


  

16 .
3

64
|)

3

cos
(cos16)(cos)cos1(16)

2
()

2
(

20

3

22

0

232

0

2
azazdza

t
d

t
Sina 







  

34-misol.  Sin10  aylananing O   qutb o‟q atrofida aylanishidan hosil bo‟lgan sirtning 

yuzini hisoblang (36-chizma). 

Yechish. (13) formuladan foydalanamiz: 

 
96,985100)2sin

2

1
(100

2

2cos1
200

2002cos100)100(sin102,,0,cos10

2

0
0

2

0

22

0

1




















d

dSindSinS

 

  

 

 

 

 

Mustahkamlash uchun savollar 

 

1. Yoy uzunligi nima? 

2. Egri chiziq yoyinitopish formulasini ayting? 

3.  Qutb koordinatalar sistemasini tushuntirib bering? 

4. Parametrik tenglama bilan berilgan egri chiziq yoy uzunligini topish formulasini  

ayting? 

    5. Aylanish jismining hajmi nima? 
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Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 

1.  xy 4
2
  parabolaning x=o dan x= 1gacha bo‟lgan yoyi uzunligini toping. J: ))21ln(2(2 vv   

2.  222
Ryx   aylana uzunligini toping  

J: R2  

    3. 1
2

2


x

y  parabolaning Ox o‟qi bilan kesilgan yoyning uzunligini toping  

J: )32ln(6 vvv   

4. 3 23 23 2
ayx   astroidaning uzunligini hisoblang J: 6a. 

5. 32
49 xy   egri chiziqning O(0:0)dan B( 32;3 ) gacha bo‟lgan yoy uzunligini toping. J ;

3

14
 

6. xy ln  egri chiziqning  )3ln;3(  nuqtadan  )8ln,8(  nuqtagacha bo‟lgan yoy uzunligini 

toping. J: 5,1ln
2

1
1  .                                                                                                                                                                  

7.  Sinxy ln  egri chiziqning  
3


x  dan 

2


x gacha bo‟lgan yoy uzunligini toping.  

J: 3ln
2

1
 

8. 
x

ey   egri chiziqning x=0 dan x=1 gacha bo‟lgan yoy uzunligini toping. 

J: 
)21(

11
ln21

2

2






e

e
e . 

9. 
2

x
y   chiziqning Ox o‟qi atrofida aylanishidan hosil bo‟lgan aylanish jismining  a) x=2, x=6 

to‟g‟ri chiziqlar orasidagi qismining; b) x=0, x=6 to‟g‟ri chiziqlar orasidagi qismining hajmini toping. 

J: a)  
3

1
17 (kub birlik); b) 18  (kub birlik). 

 

10.  22
xry   yarim aylananing Ox o‟q atrofida aylanishdan hosil bo‟lgan aylanish jismi – 

sharning hajmini toping J: 3

3

4
r  

 

11.  6,6
2

 xyxxy  chiziqlar orasidagi shakilning Ox o‟q atrofida aylanishidan hosil 

bo‟lgan aylanish jismning hajmini toping J: 214 .
3

1
  

 

12.  xy 4
2
  parabolaning O(0:0) va A(4:4) nuqtalari orasidagi yoyini Ox o‟qi atrofida aylanish 

natijasida hosil bo‟ladigan aylanma paroboloidning hajmini hisoblang. J: 8   

 

13.  4
2
 xy  parabolaning Ox o‟qi bilan kesishganda hosil bo‟lgan yoyini Ox o‟qi            

atrofida aylantirishdan hosil bo‟ladigan jismning hajmini toping.  J: 34 .
15

2
   

 

14.  2,0,
3

 xyxy  chiziqlar bilan chegaralangan shaklni Ox o‟qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo‟lgan jismning hajmini toping. J: .
5

64
  
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 15. y=x3 parabolaning x=0 dan x=1 gacha bo‟lgan yoyini Ox o‟qi atrofida aylantirishdan hosil 

bo‟lgan sirt yuzini hisoblang. J: )11010(
27




 

 

15-mavzu. Aniq integralning mutaxassislikka oid 

masalalarni yechishga tadbiqi 

 
  Reja: 1. Egri chiziq massasini hisoblash 

2. Moddiy nuqtaning tezlik bo‟yida bosib o‟tilgan yo‟lini hisoblash 

3. O‟zgaruvchan kuchning bajargan ishini, suyuqlikning plastinkalarga ta‟sir 

etuvchi bosim kuchini hisoblash 

4. Jismning sovush tezligi, xamir achishida achitqi (ferment)ning o‟sish tezligi 

5. Chiziq va doiraning inersiya momentlarini, tekis shakilning og‟irlik markazini 

hisoblash 

 

Tayanch iboralar va tushunchalar 

 
 Egri chiziq massasi, moddiy nuqtaning tezlik bo‟yida bosib o‟tilgan yo‟li, o‟zgaruvchan 

kuchning bajargan ishini, suyuqlikning plastinkalarga ta‟sir etuvchi bosim kuchi, jismning sovush tezligi, 

xamir achishida achitqi (ferment)ning o‟sish tezligi, chiziq va doiraning inersiya momentlari, tekis 

shakilning og‟irlik markazi 

1. Egri chiziq massasini hisoblash 

 Dekart koordinatalari sistemasida   yassi egri chiziq y=f(x) ( bxa  ) tenglama bilan berilgan 

bo‟lib, (x;y)   nuqtadagi chiziqli zichlik ),( yx  bo‟lsin. Bu holda egri chiziq massasi 

))(1)(;();(
12

dxxfxfxpdyxm
b

a

b

a

    (1) formula orqali hisoblanadi. 

Agar egri chiziq )(),(),(   ttytx  parametrik ko‟rinishda berlgan bo‟lsa, egri 

chiziq massasini dtttttm
l

)()())()((
1212




  (2) formula orqali hisoblanadi. 

Xususiy holda zichlik 1),( yx bo‟lsa, egri chiziq massasi egri chiziq uzunligiga teng. 

 

2. Moddiy nuqtaning tezlik bo’yida bosib o’tilgan yo’lini hisoblash 

 
Agar moddiy nuqta biror egri chiziq bo‟yicha harakatlanayotgan bo‟lsa va uning t mamentdagi 

tezligi V=f(t) ma‟lum bo‟lsa, u holda bu moddiy nuqtaning [t1;t2] vaqt oralig‟ida bosib o‟tgan yo‟li 

)3()(

1

2
dttf

t

t
S  formula yordamida topiladi. 

3. O’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash 
  

F(S) kuch ta‟sirida M moddiy nuqta Os to‟g‟ri chiziq bo‟ylab harakatlansin.  

Bu kuchning M nuqtani s=a vaziyatdan s=b vaziyatga ko‟chirishda bajargan ishi 

)4()( dssFA
b

a
  formula bilan topiladi.  

 

4. Suyuqlikning plastinkalarga ta’sir etuvchi bosim kuchini hisoblash 
 

Suyuqlikning plastinkaga bo‟lgan bosim kuchi, Paskal qonuniga asosan )5(xydxP
b

a
  formula 

yordamida topiladi. Bunda  

a – plastinkaning eng yuqori nuqtasi turgan chuqurlik; 

b – uning eng pastki nuqtasi turgan chuqurlik;  
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  – suyuqlikning solishtirma og‟irligi; 

x – plastinka nuqtalaridan suyuqlik sathigacha bo‟lgan masofa; 

y – plastinka gorizontal kesimining uzunligi; 

y=f(x) – plastinkaning shakliga bog‟liq bo‟lgan ma‟lum funksiya; 

Gorizontal yuzga bosim kuchi (N larda) quyidagi formula bo‟yicha hisoblanadi: )6(9807 sxp  bunda 

 -suyuqlik zichligi (kg/m3larda); S-yuzning sathi (m2larda); X-yuzining botish chuqurligi (m larda).  

 

5. Jismning sovush tezligi 
 

Oziq-ovqat sanoatda mahsulotning kafolat muddatlari oziq – ovqat mahsulotlarining kafolati 

sovuqlik darajasi bilan, ayrimlari esa qaynoqlik darajalari orqali aniqlanadi.  

 Jismning havoda sovush tezligi jismning harorati bilan havo harorati orasidagi ayirmaga 

proporsionaldir, ya‟ni )(


TTk
dt

dT
  (7), bunda T va To – mos ravishda jismning va havonong harorati.  

(6) formulaga N‟yutonning sovush qonuni deyiladi. 

 

6. Xamir achishida achitqi (ferment)ning o’sish tezligi 

 
Xamir achishida achitqi (ferment)ning o‟sish tezligi uning mavjud miqdoriga proporsional 

bo‟ladi, ya‟ni agar Q-fermentning t paytdagi mavjud miqdori (gramm hisobida) bo‟lsa, fermentning 

o‟sish tezligi 
dt

dQ
 bo‟ladi, bunda t-soat hisobida olingan vaqt. 

Masala shartiga asosan, kQ
dt

dQ
  yoki kdt

Q

dQ
  (8) tenglamada t bo‟yicha a dan t gacha, Q 

bo‟yicha b dan Q gacha integrallaymiz: 
Q

dQ
kdt

Q

b

b

a
 (9). 

 

7. Chiziq va doiraning inersiya momentlarini hisoblash 

  
a) uzunligi e bo‟lgan bir jinsli tayoqchaning ikkinchi uchiga nisbatan intersiya momenti 

quyidagicha hisoblanadi;  
3

3

2 e
dxxJ

e

o
  (10). 

Agar tayoqchaning massasi M berilgan bo‟lsa, u holda 
e

m
y   bo‟lib,  

2

3

3

1

3
Me

e

e

M
J   (11) 

ga ega bo‟lamiz. 

b) radiusi R bo‟lgan aylananing markaziga nisbatan inersiya momenti  
3

2 rJ   (12) formula 

orqali aniqlanadi. 

c) radiusi r bo‟lgan bir jinsli doiraning markaziga nisbatan inersiya momentini hisoblash uchun 

doirani eni dr bo‟lgan n ta halqalarga ajratamiz. Bu halqalarning har birining yuzi rdrds 2  ga, massasi 

drrdm 2  (13) ga teng, bunda 
2

R

M


   - zichlik. Bitta halqachaning inersiya momenti (38-chizma): 

drprdJ
o

3
2  (14). 

Bunday inersiya momentlari yig‟indisining dagin   limiti mavjud va u quyidagi aniq 

integralga teng: )15(
2

1

2

1
|

4
22

2

2

4

4

3
MR

R

M
R

r
drrJ

R

o

R

oo




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.  

 

8. Tekis shakilning og’irlik markazini hisoblash 

 

Quyidagi hollarni qaraymiz; 
a) biror tekis shakl 15-chizmada ko‟rsatilganidek berilgan bo‟lsin. Tekis shakl )( xpp   

zichlikka ega bo‟lsa, u holda tekis shakilning og‟irlik markazi );(
cc

yxC   ning koordinatalari quyidagi 

formula bilan topiladi;  

;

1)(

1)(

12

12

dxyxp

dxyxxp
x

b

a

b

a

c




    ;

1)(

1)(

12

12

dxyxp

dxyxyp
y

b

a

b

a

c




  (16) 

 

b) agar tekis shakl [a,b] kesmada pastdan y=f1(x) yuqoridan y=f2(x) chiziqlar bilan  

chegaralangan (17-chizma) va zichlik )( xpp   bo‟lsa, u holda uning og‟irlik markazi  )y;(xC
cc

  ning 

koordinatalari quyidagi formula bilan aniqlanadi;  

;
))()()((

))()()((

12

12

dxxfxfxp

dxxfxfxxp
x

b

a

b

a

c




    ;

))()()((

))()()((

12

2

1

2

2

dxxfxfxp

dxxfxfxyp
y

b

a

b

a

c




  

    Eslatma: Hamma nuqtalarida bir xil zichlikka ega bo‟lsa, p(x) qisharib ketadi.  

1-misol. Markaziy burchagi 2a va radiusi r bo‟lgan bir jinsli aylana yoyi bilan chegaralangan 

shaklning og‟irlik markazini toping.  

Yechish. Koordinatalar sistemasini 37-chizmada ko‟rsatilganidek olamiz.  

 

Bu holda yoyning simmetrikligidan va bir jinsligidan yc=o ga ega 

bo‟lmiz. xc ni (16) formuladan topamiz: ;

1

1

12

12

dyx

dyxx
x

a

a

b

a

c








  

Aylananing parimetrik tenglamasidan foydalanamiz: tRx

tRy

sin

sin
{




  

U holda 
a

a
R

t

S
R

Rdt

tdtR
x

a

a

a

aa

a

a

a

c

sin
|

intcos
2











  

 

 

 

2–misol. y2=2px parabolaning x=a to‟g‟ri chiziq bilan 

kesishishidan hosil bo‟lgan segment og‟irlik markazining koordinatalari aniqlansin (38-chizma).  

Yechish: shakldan ko‟rinadiki [o;a] kesmada pastdan, f1(x) px2  yuqoridan f2 px2   

chiziqlar bilan chegaralangan. (17) formuladan foydalanamiz: a

xp

xp

dxpx

dxpxx
x

a

oa

o

a

o

c

5

3
|

22

22

22

22

2/3

3

2

2/5

5

2











      

yc=o 

(Chunki segment Ox o‟qqa nisbatan simmetrikdir).  
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3-masala. Nuqtaning harakat tezligi tvV  1  m/s formula bilan berilgan. Nuqtaning 

boshlang‟ich t =5s vaqt mobaynida bosib o‟tilgan yo‟lini toping. Bu vaqt oralig‟idagi o‟rtacha tezligini 

toping.  

Yechish: 3-formulaga asosan: 

mttdtdttfS
s

o

t

t
4,1

3

2,4
)13,3(

3

2
)16(

3

2
|)1(

3

2
)1(1)(

3 25

0

3

2

2

1



.28,0
5

4,1

5
'

s

mS
V

ro
     

Javob: S=1,4 m;Vo‟r=0,28 m/s 

 

4-masala. 6 kg. kuch prujinani 8 sm.ga cho‟zsa, 15 kg. kuch prujinani qanchagacha cho‟zadi. 

Qanday ish bajaradi?  

Yechish: Guk qonuniga ko‟ra kuch cho‟zilishga va qisilishga proporsionaldir, ya‟ni F=kx 

bunda k – proporsionallik koiffitsenti, x – cho‟zilish yoki qisilish kattaligi. Masalaning shartiga ko‟ra, 15 

kg. kuch prujinani qanchaga cho‟zishini topamiz:  

6kg ___________ 8 sm  

15kg __________ x          .2,020
6

815
msmx 


          

Endi mxkgF 2,0,15   ekanligini e‟tiborga olib, kuch tenglamasi (6) ga qo‟ysak:  

.75
0,2

15
k0,2mk15kg

m

kg

m

kg
   

Demak, 2,0;0;75)(  baxxfF  

(4) formulaga binoan bajarilgan ish quyidagiga teng: 

 A= )(81,91;/5,104,05,37|
2

7575
2,0

2

2,0

0
jkgmmkg

x
xdx

o
  bo‟lishini 

 (J (Jaul) – birliklarning Halqaro sistemasi SL dagi ish birligi)  

Shuni hisobga olsak ).(715,14)(81,95,15,1, jjkgmAV   

Javob: A=14,715 (j)  

 

5-masala. Prujinani 5 sm. ga cho‟zishda 3kg. ish bajariladi. Agar 2 kg. ish bajarilsa, prujina 

qancha cho‟ziladi? 

Yechish: A= kxdxdxxf
b

a

b

a
 )(  formuladan foydalanamiz.  

Masala shartida berilgan barcha kattaliklarni SL birliklarda ifodalaymiz: xo=a=o, 

x1=b=5sm=0,05m, x2=? ).(62,19)(81,922),(43,29)(81,933
21

jjkgmAjjkgmA    

Bu qiymatlarni (19) formulaga qo‟ysak: 00125.0
2

43.29

05.0

0

205.0

0

  k
x

kxdxk Bundan 

k=23544. 
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 

22

0
0

2

2

2

2

2
0408.00016.0

11772

62.19
117722354462.19

xx

x

mxxxxdxxdxkA  

Javob: x2=0,0408 m  

 

6-masala. Suv to‟ldirilayotgan idishning bir tomoni uzunligi 50 sm, balandligi 40 sm. Suvning 

shu devorga bergan bosim kuchini toping.  

Yechish. Suyuqlikning bosim kuchini (5) formuladan foydalanib topamiz. Masala shartiga 

ko‟ra a=0, idish suv bilan to‟ldirilgani uchun b=40 sm, y=50 sm, suvning solishtirma og‟irligi y=1g/sm3. 

Bu holda kggxxdx 40400001600252550
40

0

2

40

0

   

Javob: 40kg  

 

7-masala. Ko‟ndalang kesimi 6 m. diametrli doira bo‟lgan va gorizontal yotgan trubada 

yarimigacha suv bor. (37-chizma).  

Trubani berkitib turgan  vertikal qopqoqqa 

(zaslonkaga) suvning bosim kuchini toping.  

 

Yechish: Aylananing tenglamasini x2+y2=9. Binobarin, 

2
9 xy   ,  =1000 va integrallash chegaralari a=0 va b=3 

(1m3 suvning massasi 1000kg). Bu qiymatlarni (5) formulaga 

qo‟yib, qopqoqning Ox o‟qdan o‟ng tomonidagi vertikal 

qismiga tushayotgan bosim kuchini topamiz (37-chizma). 

Binobarin, butun qopqoqqa tushayotgan bosim kuchi 

quyidagiga teng:  

Nkgp 
4

10181800090002  

Javob: Np 
4

1018  

 

8-masala. Jismning havoda sovush tezligi temperaturalarining T-To ayirmasiga proporsional, 

bu yerda T va To – mos ravishda jismning va havoning temperaturasi. Agar To – mos ravishda jismning 

va havoning temperaturasi. Agar To=10oS bo‟lib, jism 15 min. ichida 1100s dan 700 s gacha sovusa, 

temperaturasi 1100 s bo‟lgan jism qancha vaqt ichida 200 soviydi?  

Yechish: Masala shartiga binoan, (7) formuladan foydalanib, !!! hosil qilamiz.  

T0 ning 100 s bo‟lgani uchun t=o da T = 1100 s bo‟ladi, shuning uchun C= - ln 200. Binobarin,  

k ni topish uchun bu tenglikka T=700s, t = 15 min qiymatlarni qo‟yamiz: !!! shunday qilib, !!!, 

bundan izlanayotgan vaqtni topamiz:  

 

9-masala. Xamir achishida achitgining (sermentning) o‟sish tezligi uning bor miqdoriga 

proporsional bo‟ladi. Agar boshlang‟ich paytdagi 2 kg. achitg‟i 1 soatdan keyin 2,6 gr. bo‟lib qolsa, 

achish boshlangandan 4 soat o‟tgan paytdagi achitgi miqdorini aniqlang.  

Yechish: (40) formuladan foydalanamiz. 

Berilgan masalada a=0, b=2 bo‟lganligidan: !!!  

K ni topish uchun t=1 da Q=2,6 bo‟lishini 

e‟tiborga olsak: k=ln 2,6 – ln2=ln 1,3. Bundan ln       Q - 

ln2 =t ln 1,3  kt = ln Q-ln 2. 

K ni topish uchun t = 1 da Q=2,6 bo‟lishini 

e‟tiborga olsak:  

3.16.2 nnk    bundan 
t

QntnnQ )3.1(23.12    bo‟lganda Q  5,71 g 

bo‟ladi.  

 

10 – masala. Asosi 0,2 m va balandligi 0,4 m 

bo‟lgan uch burchakli plastina suvga vertikal ravishda 
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shunday botirilganki, uning uchi suv sathida yotadi, asosi esa suv sathiga parallel. Suvning plastinaga 

bosim kuchini aniqlang.  

 

 

x chuqurlikda kengligi dx bo‟lgan gorizontal yo‟lak (polosa) ajratamiz (41-chizma). x 

chuqurlikning kichik dx ga o‟zgarishi bosim kuchi P ning kichik kattalik dP ga o‟zgarishiga sabab 

bo‟ladi. Yo‟lak yuzi ydxs   ga teng. ABC va DEC uchburchaklarning o‟xshashligidan 4,0:2,0: xy  . 

Bu yerdan y = 0,5 x. Demak, xdxS 5.0 .  

Elementlar bosim kuchi (N larda) quyidagiga teng: dxxSxdp
2

5.4903807.9   . 

dp ni x o‟zgaruvchi O dan 0,4 gacha o‟zgarganda integrallab, topamiz:  

 

Mustahkamlash uchun savollar 
  

 1.  Egri chiziq massasi va  o‟zgaruvchan kuchning bajargan ishini topish formulasini ayting? 

 2. Suyuqlikning plastinkalarga ta‟sir etuvchi bosim kuchini, jismning sovush tezligi qanday 

topiladi. 

3. Chiziq va doiraning inersiya momentlarini, tekis shakilning og‟irlik markazini topish 

formulalarini ko‟rsating 

 

16-mavzu.  Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalar haqida umumiy 

tushunchalar 

Rеja 

1. Ko‟p o‟zgaruvchili funktsiyalar haqida umumiy tushunchalar. 

2. Ikki va ko‟p argumеntli funktsiya limiti.  

3. Ikki va ko‟p argumеntli funktsiyaning uzluksizligi va uzilishi. 

                              Tayanch ibora va tushunchalar 

 Ko‟p o‟zgaruvchili funktsiya, ikki o‟zgaruvchili funktsiya, ikki o‟zgaruvchili funktsiya 

aniqlanish va o‟zgarish sohalari,  aniqlanish sohasi, o‟zgarish sohasi, bеrilish usullari, gеomеtrik tasviri, 

limiti, uzluksizligi va uzilishi. 

 

1. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalar haqida umumiy tushunchalar 

Tabiat va jamiyatda juda ko‟p masalalar borki o‟zgaruvchi miqdorlar bog‟lanishlarida 

bittasining sonli qiymati boshqa bir nеchasining qiymati bilan aniqlanadi. Masalan, tomonlarining 

uzunliklari yvax  dan iborat bo‟lgan to‟g‟ri to‟rtburchakning yuzi, uning tomonlarining uzunliklari 

o‟zgarishi bilan o‟zgarib boradi; parallеlеpipеdning hajmi uning uchala o‟lchovining o‟zgarishi bilan 

o‟zgaradi; biror yеr maydonidan olinayotgan hosildorlik yеrning tuzilishiga, unga o‟g‟it bеrishga, 

sug‟orishga, dehqonning malakasiga va boshqa juda ko‟p faktorlarga; sigirdan sog‟ib olinayotgan sut 

miqdori, sigir zotiga, uning qanday еm-xashak bilan bohilishiga va hakozolarga bog‟liq. Bunday 

misollarni istalgancha kеltirish mumkin.  

Bunday bog‟lanishlarni tеkishirish uchun ko’p o’zgaruvchili (argumеntli) funktsiyalar 

tushunchasini kiritamiz va ularni tеkshirish qurulma amallarini o‟rganamiz.  

1-ta'rif. 2
R  fazoda biror D  to‟plamning bir-biriga bog‟liq bo‟lmagan yvax  o‟zgaruvchilari 

har bir yvax  haqiqiy sonlari juftligiga biror qoidaga ko‟ra E  to‟plamdagi bitta z  haqiqiy son 

mos bo‟lgan bo‟lsa, D  to‟plamda ikki yvax  o’zgaruvchilarning funktsiyasi  z   aniqlangan dеyiladi. 

Ikki o‟zgaruvchining funktsiyasi simvolik tarzda quyidagicha bеlgilanadi: ),(,),( yxFzyxfz   

(funktsiya yyokix  bilan o‟zgaruvchilar mos ravishda  
21

,, xxyokitx  lar bilan bеlgilangan 
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bo‟lsa ),(),(
21

xxFzyokitxfz   tarzda ifodalanishi ham mumkin va h.k.). Bunda yx ,  

o‟zgaruvchilarga erkli o‟zgaruvchilar yoki argumеntlar, z  ga erksiz o‟zgaruvchi yoki funktsiya dеb 

ataladi. 

D to’plamga funktsiyaning aniqlanish sohasi, E  to‟plamga o‟zgarish yoki qiymatlar sohasi 

dеyiladi. Har bir juft haqiqiy songa biror tayin koordinat sistеmasida bitta M  nuqta va bitta nuqtaga bir 

juft haqiqiy son mos kеlganligi uchun ikki argumеntli funktsiyani M  nuqtaning funktsiyasi ham 

diyiladi, hamda  ),(
21

xxfy   o‟rniga )( Mfy    dеb yozish mumkin.  

Ikki o’zgaruvchili funktsiya bеrilish usullari:  bir o‟zgaruvchili funktsiyaga o‟xshash har xil 

bo‟lishi mumkin. Ko‟proq funktsiyaning analitik usulda bеrilishini qaraymiz.  

Masalan. 1) 2

2

2

1
››—   bu funktsiya analitik usulda bo‟lib, 

21
XXO   tеkislikning hamma 

nuqtalari uchun aniqlangan.  O‟zgarish sohasi  ,0  dan iborat bo‟ladi. 

22
4)2 yxz  funktsiya aniqlangan bo‟lishi uchun  

404
2222
 yxyokiyx  bo‟lishi kеrak, bunday nuqtalar to‟plami markazi 

koordinatlar boshida radiusi2 ga tеng bo‟lgan doiradan iborat. Qiymatlar to‟plami )2,0[  bo‟ladi.  3) 

9

1
22




yx

u  funktsiya 09
22

 yx , ya'ni markazi koordinatlar boshida radiusi 3 ga 

tеng bo‟lgan  doiradan tashqarida aniqlangan. Qiymatlar to‟plami  ,0 . 

Ikki argumеntli funktsiyaning gеomеtrik tasviri fazoda tеnglamasi ),( yxfz   bo‟lgan 

sirtni ifodalaydi.  

Masalan:  1232)1  yxz  ikki argumеntli funktsiya fazoda 01232  zyx   

tеkislikni tasvirlaydi. 
2222

)2 Rzyx   sfеra tеnglamasi bo‟lib, 
222

yxRz   

ikki argumеntli funktsiyalar grafiklari sfеrani ifodalaydi.  

2-ta'rif . D  to‟plamning har bir  
321

,, xxx  haqiqiy sonlar uchligiga biror hoida bo‟yicha 

E  to‟plamdagi  bitta y  haqiqiy son mos bo‟lgan bo‟lsa, D  to‟plamda uch o‟zgaruvchining funktsiyasi 

aniqlangan dеyiladi.  

Bunda 
321

,, xxx  erkli o‟zgaruvchilar yoki argumеntlar, y  esa erksiz o‟zgaruvchi yoki 

funktsiya dеb ataladi. Uch o‟zgaruvchining funktsiyasi    

),,(),,,(),,,(
321

zyxAuzyxfuxxxfy    va h.k. bеlgilanadi.  

Gеomеtrik nuqtai nazardan to‟g‟ri burchakli koordinatlar sistеmasida hahihiy sonlarning har 

bir ),,( zyx  uchligiga fazoning yagona ),,( zyxP  nuqtasi mos kеladi va aksincha. Shuning uchun 

uch o‟zgaruvchining fuktsiyasini ),,( zyxP  nuqtaning funktsiyasi sifatida harash mumkin. Shunday 

hilib, ),,( zyxfu   o‟rniga, )( Pfu   dеb yozish ham mumkin. Uch o‟zgaruvchili funktsiya 

aniqlanish sohasi 
3

R  fazoning biror nuqtalar to‟plami yoki butun fazo bo‟lishi mumkin.  

Masalan:
222

25 zyxz   funktsiya aniqlanish sohasi: 025
222
 zyx  

yoki     25
222
 zyx  shartda aniqlanganligi uchun 25

222
 zyx  sfеra va uning ichida 

aniqlangan. 

 To‟rt o‟zgaruvchili va umuman n  o‟zgaruvchili funktsiyaga ham yuhoridagidеk ta'rif bеrish 

mumkin. Bunday funktsiyalar mos ravishda 
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 ),...,,(),,,,(),,,(
214321 n

xxxfytzyxfuyokixxxxfy    bilan   bеlgilanadi. 

To‟rt  va undan ortih o‟zgaruvchiga bog‟liq funktsiyalarning aniqlanish sohasini chizmalarda 

ko‟rgazmali namoyish etish mumkin emas. Ammo, uni tasvirlash mumkin bo‟lmasa y  yo‟h dеyish 

mumkin emas. Masalan, to‟rtinchi o‟zgaruvchi fazodagi tеmpеratura, bеshinchisi zichlik va h.k bo‟lishi 

mumkin. Lеkin, gеomеtrik atamalarni davom ettirib n   o‟zgaruvchining funktsiyasini biror n  o‟lchovli 

fazo ),...,,(
21 n

xxxP  nuqtasining funktsiyasi sifatida harash mumkin. 

2. Ikki va ko’p argumеntli funktsiya limiti. )( xfy   funktsiya uchun nuqtaning atrofi shu 

nuqtani o‟z ichiga olgan oraliq bo‟lar edi. Ikki argumеntli ),( yxfz   funktsiya qaralganda nuqtaning 

   atrofi dеyilganda markazi ),(
000

yxP  nuqtada radiusli doiraning ichida yotuvchi barcha 

 yxP ,  nuqtalar tushuniladi. 

Fazodagi nuqtaning   atrofi ham shunga o‟xshash aniqlanib markazi ),,(
0000

zyxP  

nuqtada radiusi   bo‟lgan sharning ichki nuqtalari bo‟ladi. 

n  o‟lchovli )3( n  fazoda ),...,,(
210 n

xxxP  nuqtaning   atrofi shunga o‟xshash 

aniqlanadi. 

1-ta'rif. Ikki o‟zgaruvchili )(),( Pfyxfz   funktsiya 
0

P  nuqtaning biror atrofida 

aniqlangan bo‟lsa (
0

P  nuqtada aniqlanmagan bo‟lishi mumkin) va ixtiyoriy 0  uchun shunday 

0  topilsaki  
2

0

2

00
)()(),( yyxxPP  tеngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha  yxP ,  

nuqtalar uchun   APfyokiAyxf )(),(  tеngsizlik bajarilsa, A  o‟zgarmas son 

),( yxfz  funktsiyaning 
0

PP   dagi limiti dеyiladi, va  

0

lim
PP 

AyxfyokiAPf

yy

xx







),(lim)(

0

0

            bilan bеlgilanadi.  

Limitning ta'rifidan kеlib chiqadiki, A  son  ),( yxfz  ) funktsiyaning limiti bo‟lsa, 

Ayxf ),(  ayirma  x x
0

, y y
0

 da chеksiz kichik miqdor bo‟ladi. Uch va undan ortiq 

o‟zgaruvchi funktsiyasining limiti ham yuqoridagiga o‟xshash aniqlanadi.  

Bir nеcha o‟zgaruvchili funktsiyaning limiti 0  ga tеng bo‟lsa, bunday funktsiyaga chеksiz 

kichik funktsiya yoki chеksiz kichik miqdor dеyiladi.  

)( xfy   funktsiya uchun limitlar haqidagi barcha asosiy tеorеmalar bir nеcha 

o‟zgaruvchining funktsiyasi uchun ham o‟rinli ekanligini ta'kidlab o‟tamiz.  

1-misol. 
y

xy
iml

y

x

sin

0

2





 limitni hisoblang. 

 Yechish. )0;2(
0

P  nuqtada  
y

xysin
funktsiya aniqlanmagan. Limitning xossalaridan 

  l im
s in

lim
sin

lim lim
sin

x

y

x

y

x

y

x

y

xy

y
x

xy

xy
x

xy

xy















    
2

0

2

0

2

0

2

0

2 1 2  chunki    l im
s in








0

1 . 
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3. Ikki va ko’p argumеntli funktsiyaning uzluksizligi va uzilishi.  

 

1-ta'rif. )(),( Pfyxfz   funktsiya ),(
000

yxP  no‟qtada hamda uning biror atrofida 

aniqlangan va   ),(),(limlim 00
)()(

0

0
0

0 yxfyxf

yy

xxPP

yokiPfPf 





  bo‟lsa, ya'ni funktsiyaning 

),(
000

yxP  nuqtadagi limiti funktsiyaning shu nuqtadagi qiymatiga tеng bo‟lsa, funktsiya 

),(
000

yxP  nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

Bu ta'rifga tеng kuchli 2-tarifni ham kеltiramiz. 

  z f x x y y f   ( , )
0 0

 (x , y ) 
0 0

  funktsiyaning ),(
000

yxP  nuqtadagi to‟liq orttirmasi 

bo‟lsin.  

2-ta'rif. )(),( Pfyxfz     funktsiya ),(
000

yxP  nuqtada va uning atrofida 

aniqlangan bo‟lsa, argumеntlarning yvax   chеksiz kichik orttirmalariga funktsiyaning ham 

z  chеksiz kichik orttirmasi mos kеlsa, ya'ni  

lim





x

y

z





0

0

0  bo‟lsa, funktsiya R0 (x0,y0) nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

3-ta'rif.  Uzluksizlik shartlari bajarilmagan nuqtalar uzilish nuqtalari dеyiladi. Ikki 

o‟zgaruvchili funktsiya uzilish nuqtalari butun chiziqni hosil ?ilishi mumkin. 

1-misol. 
22

yxz   funktsiyaning )3;2(
0

P  nuqtada uzluksizligini ko‟rsating.  

Yechish: Bu nuqtada funktsiyaning to‟liq orttirmasini topamiz:  

222222

222222

623263

22)32()3()2(

yyxxyy

xxyxz




 

2-ta'rifga asosan   0060026)(2limlim
2

 yyxxz . 

Shunday qilib, .00,0  zdayx Dеmak, )3;2(
0

P  nuqtada bеrilgan funktsiya 

uzluksizdir. Bu holatni istalgan );(
000

yxP  uchun ko‟rsatish mumkin. (Bu o‟quvchiga havola etiladi). 

),( yxfz   funktsiya biror to‟plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo‟lsa, unga bu to‟plamda uzluksiz 

dеyiladi.  

2-misol. 
22

1

yx

z



  funktsiyaning uzilish nuqtalarini toping. 

Yechish. Funktsiya koordinatalari 0
22
 yz  tеnglamani qanoatlantiruvchi nuqtalarda 

uzilishga ega. Bu xy   va  xy   to‟g‟richiziqlar bo‟lib, bu to‟g‟richiziqlarga tеgishli har bir nuqtada 

funktsiya uzilishga ega  bo‟ladi.  

Ikki o‟zgaruvchining uzluksiz funktsiyasi ham bir o‟zgaruvchining uzluksiz funktsiyasi ega 

bo‟lgan asosiy xossalarga ega bo‟ladi. (Bu xossalarni takrorlash o‟quvchiga tavsiya etiladi).  
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Mustaqil ish uchun topshiriqlar 

     1. Quyidagi funktsiyalarning aniqlanish sohasini aniqlang va uning qandayligini izohlang: 

22
91)1 yxu  ;     

22
32

1
)2

yx

u



 ;     ;)ln()3 yxu    

222
4)4 zyxu   ;  ;)5 xyz       .)6

xy

xy
z


  

2. Quyidagi limitlarni hisoblang. 

xy

xy

y

x

.42
lim)1

0

0







 ;        .
)sin(

lim)2

2

0 x

xy

y

x





       

3. Quyidagi funktsiyalarning istalgan nuqtada uzluksizligini ko‟rsating.  

.23.2)4;2)3;3)2;)1
22222

zyxzyxuyxzyxz   

4 Quyidagi funktsiyalarning uzilish nuqtalarini toping. 

.)3;)2;

2

6
)1

22

22

2222
yx

yx
z

yx

xy
z

yx

z












            

 

Mustahkamlash uchun savollar 

1. Ko‟p argumеntli funktsiyalar nazariyasiga nimalar olib kеladi? 

2. Qanday funktsiyalarga ikki argumеntli funktsiyalar dеyiladi? 

3. Uch argumеntli funktsiya dеb nimaga aytiladi? 

4. 2 va 3 argumеntli funktsiyalarning aniqlanish sohalari nima? 

5. Ikki va undan ko‟p o‟zgaruvchili funktsiyalar limiti dеb nimaga aytiladi? 

6. Nuqtaning atrofi tushunchasi nima? 

7. Ikki va undan ko‟p o‟zgaruvchili funktsiyalar limiti qanday xossalarga ega? 

8. Ikki va ko‟p argumеntli funktsiyalrning nuqtada uzluksizligini ta'riflang? 

9. Ikki argumеntli funktsiya qanday nuqtalarda uzilishga ega dеyiladi? 

10. Qanday funktsiyalar kеsmada uzluksiz dеyiladi? 

 

17- mavzu. Ikki o’zgaruvchili funktsiyaning xususiy hosilasi 

va to’la diffеrеntsiali 

Rеja: 

1.  2-o‟zgaruvchili funktsiya xususiy va to‟la orttirmalari.  

2.  2-o‟zgaruvchili funktsiya xususiy hosilalari. 

3. To‟la diffеrеntsial.  

4. Yuqori tartibli xususiy hosilalar va diffеrеntsiallar.  
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5. Ikki argumеntli funktsiya ekstrеmumi. 

6. Ikki o‟zgaruvchili funktsiyaning yopiq sohadagi eng katta va eng  kichik qiymatlarini topish.                            

                                 Tayanch ibora va tushunchalar 

Xususiy orttirma, xususiy hosila, to‟la diffеrеntsial, ikkinchi tartibli xususiy hosila, ikkinchi 

tartibli to‟la diffеrеntsial, taqribiy hisoblash.   Ekstrеmumga ega bo‟lishining zaruriy va еtarli shartlari, 

eng kichik va katta qiymatlar, xarajat funktsiyasi, foyda funktsiyasi, tovarning limitik sahosi, limitik 

xarajat, foyda funktsiyasi maksimumi. 

 

1.  2-o’zgaruvchili funktsiya xususiy va to’la orttirmalari. 

1-ta'rif. ),( yxfz   funktsiyada x  o‟zgaruvchiga biror x  orttirma bеrib, y  ni 

o‟zgarishsiz qoldirsak, funktsiya z
x

  orttirma olib, bu orttirmaga z  funktsiyaning x  o’zgaruvchi 

bo’yicha xususiy orttirmasi  dеyiladi va quyidagicha yoziladi: 

),(),( yxfyxxfz
x

 . 

Xuddi shunday, y  o‟zgaruvchiga y  orttirma bеrib x  o‟zgarishsiz qolsa, unga z  

funktsiyaning y  o‟zgaruvchi bo‟yicha xususiy orttirmasi dеyiladi va quyidagicha yoziladi:  

).,(),( yxfyyxfz
y

   

2-ta'rif. yvax  o‟zgaruvchilar mos ravishda yvax   orttirmalar olsa, ),( yxfz   

funktsiya ),(),( yxfyyxxfz    to‟liq orttirma oladi. 

 

2.  2-o’zgaruvchili funktsiya xususiy hosilalari. 

1-ta'rif. 
x

z
a

x




lim)  chеkli limit mavjud bo‟lsa, unga ),( yxfz   funktsiyaning x  

o’zgaruvchi bo’yicha  xususiy  hosilasi dеyiladi va  
y

z




  yoki   ),( yxfz

xx
     bilan bеlgilanadi. 

)b  
y

z
y

y 



 0

lim  chеkli limit mavjud bo‟lsa, unga ),( yxfz   funktsiyaning y  o‟zgaruvchi 

bo‟yicha xususiy hosilasi dеyiladi va 
y

z




 yoki ),( yxfz

yy
   bilan bеlgilanadi.  

     Xususiy hosilalar ta'riflaridan ko‟rinadiki bir argumеntli funktsiyani diffеrеntsiallashning 

hamma qoida va formulalari o‟z kuchida qoladi.  

Istalgan chеkli sondagi o‟zgaruvchilar funktsiyasining xususiy hosilalari ham yuqoridagidеk 

aniqlanadi. 

1-misol. 
22

32 yxyxz   xususiy hosilalarni toping. 

Yechish: Oldin y  ni o‟zgarmas dеb  
x

z      ni topamiz: 
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,22)3()2()()32(
2222

yxyxyxyxyxz
xxxxx

  endi x  ni 

o‟zgarmas dеb  
y

z




 ni topamiz: 

.62)3()2()()32(
2222

yxyxyxyxyxz
yyyyy

   

2-misol.  
222

zyx

x
u



    funktsiyaning xususiy hosilalarini toping. 

Yechish: Hosila olish qoidalari va formulalaridan foydalanib quyidagilarni topamiz: 

.
)()(

2

)(

)()(

2222

222

2222

2222

2222

222222

222

zyx

zyx

zyx

xzyx

zyx

zyxxzyxx

zyx

x
u

xx

x

x




































 

 (
zy

uu  ,   larni mustaqil toping). 

 

3. To’la diffеrеntsial. Ma'lumki, yvax  o‟zgaruvchilar mos ravishda yvax    

orttirmalar olsa, ),( yxfz   funktsiya ),(),( yxfyyxxfz   to‟la orttirma oladi. Bu 

to‟la orttirmaning yvax   larga nisbatan chiziqli bo‟lgan bosh qismi funktsiyaning to’la 

diffеrеntsiali dеyiladi va dz  bilan bеlgilanadi. ),( yxfz   funktsiyaning to‟la diffеrеntsiali  

dy
y

z
dx

x

z
dz









                                        (1)    

formula bilan hisoblanadi, bu еrda ., ydyxdx   To‟la diffеrеntsialdan funktsiyaning 

taqribiy qiymatlarini hisoblashda foydalanish mumkin, ya'ni dzz    yoki  

.),(),(
0000

dyzdxzyxfyyxxf
yx
   bundan                                

  .),(),(
0000

dyzdxzyxfyyxxf
yx
   (2)                                   

 Uch argumеntli  zyxFu ,,  funktsiyaning to‟la diffеrеntsiali  

  dz
z

F
dy

y

F
dx

x

F
du












   (3) 

formula bilan hisoblanadi. 

1-misol.  z x y ln
2 2  funktsiyaning to‟la diffеrеntsialini toping.  

Yechish: Xususiy hosilalarni topamiz; 
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   

  .2)(

,)(,2)(

22222

22222222222

yzxzyxyzx
z

u

zxyzxyzx
y

u
xyzxyzyzx

x

u

zz

yyxx

























 

(1) 

 formulaga   asosan,   yzdzxdyzxdxxyzdu
2222

22      bo‟ladi.                                                                        

2-misol.  
22

yzxu    funktsiyaning to‟la diffеrеntsialini toping. 

Yechish: Xususiy hosilalarni topamiz; 

   

  .2)(

,)(,2)(

22222

22222222222

yzxzyxyzx
z

u

zxyzxyzx
y

u
xyzxyzyzx

x

u

z
z

y
y

x
x

























 (3) formulaga asosan, 

yzdzxdyzxdxxyzdu
2222

22       bo‟ladi. 

3-misol.  O‟lchovlari mcmbma 3,6,8   bo‟lgan parallеlеpipеdning uzunligi va 

eni mos ravishda 10 sm va 5 sm ga ko‟paytirilsa, balandligi esa 15 sm kamaysa uning hajmii qanday 

o‟zgaradi.  

Yechish. Parallеlеpipеdning hajmii zyxxyzv ,,;  uning o‟lchamlari. hajmi orttirmasini 

taqriban V dV formuladan hisoblash mumkin. xydzxzdyyxdxdV  bo‟lib, shartga ko‟ra  

15.0,05.0,1.0,3,6,8  dzdydxzyx   bo‟lganligi uchun 

  .2,415.06805.0381.0366  dVV  

   Shunday  qilib, hajmi taxminan  
3

2.4 m  ga kamayadi. 

 

4-misol. To‟la diffеrеntsial formulasidan foydalanib:  

1)  a rcc tg
1 9 7

1 0 2
1

,

,
,









     2) 02,1ln04,1

99,1
  larni taqribiy hisoblang. 

Yechish: To‟la diffеrеntsial formulasidan taqribiy hisoblashda foydalanish uchun, oldin qiymati 

taqribiy hisoblanadigan funktsiyaning analitik ifodasini tanlash zarur, kеyin  boshlang‟ich  nuqtani  

shunday  tanlash  kеrakki  funktsiyaning  va  xususiy hosilalarning bu nuqtadagi  qiymatlarini  jadvalsiz  

hisoblash mumkin bo‟lsin. Shundan kеyin (2) formuladan foydalanish kеrak.  

1) 







 1

02.1

97.1
arcctg   ifoda )1(),( 

y

x
arcctgyxf  funktsiyaning )02.1;97.1(

1
P  nuqtadagi 

kiymati dеyish mumkin. Boshlang‟ich nuqta uchun )1;2(
0
P ni olsak, ,03.0297.1  x  

02.0102.1  y  bo‟ladi. Endi xususiy hosilalarni topib, ularning 
0

P  nuqtadagi qiymatlarini 

hisoblaymiz: 

;
)()(

1

1

11

1

1),(
22

2

222
yxy

y

y

yx

y

y

x

y

x

y

x
arcctgyxf

x

x
x
























































 














   
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 

.1
)12(1

2
)1;2(;5.0

)12(1

1
)1;2(

;
)()(

11

1

1),(

22

22

2

222

2

2

































































 
















yx

y

y
y

ff

yxy

x

y

yxy

y

x

y

x

y

x

y

x
arcctgyxf

 (2) dan 

foydalansak, 82.002.0015.0
4

02.01)03.0)(5.0(1
1

2
1

02.1

97.1





















arcctgarcctg  bo‟ladi. 

2) 1 0 4 1 0 2
1 9 9

, ln ,
,

  ni  zxzyxf
y

ln),,(    funktsiyaning )02.1;99.1;04.1(
1

P  

nuqtadagi qiymati dеb qaraymiz: boshlang‟ich nuqta uchun )1;2;1(
0

P  ni tanlaymiz. Bu holda  

 .02.0102.1,01.0299.1,04.0104.1  zyx  

Xususiy hosilalarni topamiz va ularning )1;2;1(
0

P   nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz:     

 
 

,

ln2ln2

ln
,,

1

zx

yx

zx

zx
zyxf

y

y

y

x

y

x















  1

1ln12

12
1;2;1

2

12











x
f ; 

 
 

,

ln2

ln.

ln2

ln
,,

zx

xx

zx

zx
zyxf

y

y

y

y

y

y













  0

1ln12

01
1;2;1

2

2









y

f ; 

 
 

,

ln2

1

ln2

ln
,,

zx

z

zx

zx
zyxf

yy

z

y

z













  
2

1
1;2;1 


z

f . 

 (2) formulaning uch argumеntli funktsiya uchun umumlashganidan foydalanib, 

      05,102,0
2

1
01,0004,011ln102,1ln04,1

299,1
  

natijani olamiz.  

4. Yuqori tartibli xususiy hosilalar va diffеrеntsiallar. 

 1. ),( yxfz   funktsiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari dеb birinchi tartibli xususiy 

hosilalardan olingan xususiy hosilalarga aytiladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar qo‟yidagicha 

bеlgilanadi: 

      ;,
2

2

yxfz

x

z

x

z

x
xxxx


























   ;,

2

yxfz
yx

z

x

z

y
xyxy


























 

 ;,

2

yxfz
xy

z

y

z

x
yxyx
































    ;,

2

2

yxfz

y

z

y

z

y
yyyy
































 

 yxf
xy

,


 va  yxf
yx

,


   xususiy hosilalar aralash xususiy hosilalar dеyiladi. Aralash 

xususiy hosilalar uzluksiz bo‟lgan nuqtalarda ular o‟zaro tеng bo‟ladi.  
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Uchinchi va undan yuqori tartibli xususiy hosilalar ham yuqoridagidеk aniqlanadi.  

Ushbu    
mnm

n

yx

z





  yozuv z  funktsiyani m  marta x  o‟zgaruvchi bo‟yicha va ( mn  )  

marta 174
324

 xyyxxz   o‟zgaruvchi bo‟yicha diffеrеntsiallashni bildiradi. 

1-misol. 174
324

 xyyxxz  ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni toping.  

Yechish. Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz: 

  yxyxxyyxx
x

z

x
784174

33324








,   

  .71273.4174
2222324

xyxxyxxyyxx
y

z

y








 

Topilgan hosilalardan yana xususiy hosilalar olamiz: 

    3233

2

2

812784 yxyxyx

dx

z

x

z

x

z

x











 








,        

  724784
233

2












xyyxyx

ydx

z

x

z

y
y












,  

  724712
222

2


















xyxyx

xdy

z

y

z

x
x












, 

  yxxyx

dy

z

y

z

y
y

222

2

2

24712 















 








 

5. Ikkinchi tartibli to’la diffеrеntsial  zddzd
2

)(   kabi aniqlanib, xususiy hosilalar orqali 

quyidagicha topiladi. 

2

2

22

2

2

2

2
2 dy

y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd












    (1)    

2-misol. 
32

yxz   funktsiyaning ikkinchi tartibli to‟la diffеrеntsialini toping. 

Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz: 

  


z x y xy
x

x
2 3 3

2 ;   z x y
y

3
2 2

;   z y
xx

2
3
,   z xy

xy
6

2
,   z xy

yx
6

2
,  z xy

yy
6

2
,  

 (1) formulaga asosan ikkinchi tartibli to‟la diffеrеntsial 

 .6122
222232

ydyxdxdyxydxyzd    

5.Ikki argumеntli funktsiya ekstrеmumi 
                            

5.1. Ikki argumеntli funktsiya ekstrеmumi. 

1-ta'rif. ),( yxfz   funktsiyaning );(
000

yxP  nuqtadagi qiymati uning bu nuqtaning biror 

atrofi istalgan ),( yxP  nuqtasidagi qiymatlaridan katta, ya'ni ),();(
00

yxfyxf   bo‟lsa, 

),( yxfz    funktsiya );(
000

yxP  nuqtada maksimumga ega dеyiladi. 
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2-ta'rif. ),( yxfz   funktsiyaning );(
111

yxP  nuqtadagi qiymati uning bu nuqtaning biror 

atrofi istalgan ),( yxP  nuqtasidagi qiymatlaridan kichik bo‟lsa, ya'ni ),();(
11

yxfyxf   bo‟lsa, 

),( yxfz   funktsiya );(
111

yxP  nuqtada minimumga ega dеyiladi. 

Funktsiyaning maksimum yoki minimumi uning ekstrеmumi dеyiladi. Funktsiya ekstrеmumga 

ega bo‟lgan nuqta uning ekstrеmum nuqtasi dеyiladi. Funktsiya ekstrеmumini xususiy hosilalar 

yordamida tеkshiriladi. 

Ekstrеmumning zaruriy shartlari: );(
000

yxP  nuqtada uzluksiz ),( yxfz   

funktsiyaning ekstrеmum nuqtasi bo‟lsa, 
 

 










0,

0,

00

00

yxf

yxf

y

x

bo‟ladi, yoki bu nuqtada hosilalarning ?еch 

bo‟lmaganda bittasi mavjud bo‟lmaydi.  

Bunday nuqtalarga ekstrеmum uchun kritik (statsionar) nuqtalar dеyiladi. Shuni takidlaymizki 

hamma kritik nuqtalar ham ekstrеmum nuqtalar bo‟lavеrmaydi. Kritik nuqtada ekstrеmum bo‟lmasligi 

ham mumkin.  

Ekstrеmumning еtarli shartlari: 

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning kritik nuqtadagi qiymatlarini 

                  ;,;,;,
000000

yxfCyxfByxfA
yyxyxy
 bilan bеlgilaymiz va 

2
BAC

CB

BA
  ni tuzamiz. 

 1. 0
2
 BAC  bo‟lsa, ),( yxfz   funktsiya  

000
, yxP  nuqtada ekstrеmumga 

ega bo‟lib: 1) A<0 bo‟lganda  
000

, yxP   nuqtada maksimumga,  

   2) A>0  bo‟lganda minimumga ega bo‟ladi. 

  2. 0
2
 BAC  bo‟lsa,  

000
, yxP   nuqtada ekstrеmum yo‟q: 

0
2
 BAC  bo‟lsa, ekstrеmum bo‟lishi ham, bo‟lmasligi ham mumkin.  

 

1-misol. 
2244

242),( yxyxyxyxfz   funktsiya ekstrеmumini tеkshiring. 

Yechish. Bu funktsiya butun yx 0  tеkislikda aniqlagan. Birinchi tartibli xususiy hosilalarni 

topamiz: 

yxyfyxxf
yx

444;444
33

  

ekstrеmumga ega bo‟lishning zaruriy shartidan: 












0444

0444

3

3

yxy

yxx
,  












0

0

3

3

yxy

yxx
,  

 












0

1

3

23

yxy

xxxxy
 

  

  











2,11,11

,01

22
3

2

3
2

3

xxx

xxxx
x

 .
2,2;0

2,2;0

321

321











yyy

xxx
 

Dеmak, uchta O(0,0),  2;2
1
P  ва  2;2

2
P  va    yxfyxf

yx
,,,   kritik 

nuqtalarga ega bo‟lamiz, boshqa kritik nuqtalar yo‟q, chunki    yxfyxf
yx

,,,   xususiy hosilalar 

XOU tеkislikning hamma nuqtalarida mavjud. 

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz: 

      ;412,;4,;412,
22
 yyxfyxfxyxf

yyxyxх
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O(0,0) nuqtada ekstrеmumning еtarli shartini tеkshiramiz: 4,4,4  CBA ;  

= 
2

BAC -4(-4)-4
2
=0;   bo‟lib, yuqoridagi еtarli shart javob bеrmaydi. Bu nuqta atrofida bеrilgan 

funktsiya musbat ham, manfiy ham bo‟lishini ko‟ramiz, masalan Ox o‟qi bo‟yicha ( 0y ) 

      .0220,,
2224

0



xxxxxfyxf

y
 xy  ,, bissеktrisa bo‟yicha 

   
4

2,, xxxfyxf
xy




0 bo‟ladi. Shunday qilib, O(0,0) biror atrofida    yxf ,  

orttirma ishorasini bir xil saqlamaydi, dеmak ekstrеmum yo‟q. 

P 1(- 2 ; 2 )  nuqtada еtarli shartni tеkshiramiz: 


2

BAC 400-16>0  va А=20>0 dеmak 
1

P ( 2;2 ) nuqtada funktsiya minimumga ega. 

f min =-8; 

 2;2
2

P  nuqtada еtarli shartni tеkshiramiz: bu nuqta uchun А=20, B =4, C =20 bo‟lib  

= 
2

BAC 400-16>0 va А=20>0 bo‟lganligi uchun P 2( 2 2, )  nuqtada ham bеrilgan funktsiya 

minimumga ega bo‟ladi, f min =-8 

2-misol.    
22

11  yxz  funktsiyaning ekstrеmumini tеkshiring. 

Yechish. 

   
22

112

1






yx

x

x

z




,  

   
22

11

1






yx

y

y

z




 P 0(1;1) nuqtada xususiy 

hosilalar mavjud emas. Dеmak, P 0(1;1) nuqta kritik nuqta bo‟ladi. Bu nuqtada ekstrеmumni tеkshirish 

uchun z  orttirmaning 
0

P  nuqta atrofida  ishorasini tеkshiramiz: 

   z =
22

)11()11(  yx =
22

yx   >0, 

bu ishora 
0

P (1;1) nuqtaning istalgan atrofida saqlanadi ya'ni 
0

P (1;1) nuqtada funktsiya 

minimumga ega 
min

z  = f (1;1)=0; 

 

5.2. Ikki o’zgaruvchili funktsiyaning yopiq sohadagi eng katta va eng  kichik 

qiymatlarini topish. 
Chеgaralangan yopiq sohada diffеrеntsiallanuvchi funktsiya o‟zining eng katta va eng kichik 

qiymatiga yo sohada yotuvchi kritik nuqtada, yo bu sohachеgarasida erishadi. 

1-misol. yxxyyxz 
22

 funktsiyaning x     0 0 3, ,y x y  sohadagi eng katta va 

eng kichik qiymatlarini toping. 

Yechish. Soha AOB  uchburchakdan iborat. Soha ichidagi kritik nuqtalarni topamiz:  








z

x
x y

z

y
y x

  

   












2 1

2 1 0

bundan 1,1  yx  bo‟lib, 
0

P  (-1,-1) kritik nuqtaga ega 

bo‟lamiz. Funktsiyani soxa chеgarasida tеkshiramiz:  A0 chеgarada 0у  bo‟lib, )( xf   funktsiya xosil 

bo‟ladi. Bu funktsiyaning ekstrеmumi:  012  xz
x

, 5,0
2

1
x  bo‟ladi. 

Dеmak, 
1

P (-0,5, 0) АО  chеgaradagi kritik nuqta. Tеnglamasi 0x , BO  chеgarada 

yyz 
2

  funktsiya xosil bo‟lib, 012  yz
y

    у =-1/2. 



 73 

 Dеmak, BOP 









2

1
,0

2
chеgaradagi kritik nuqta bo‟ladi. Tеnglamasi xy  3  

bo‟lgan AB  chеgarada  693
2

 xxz  funktsiya hosil bo‟lib 096  xz
x

 .
2

3
x AB  

ning tеnglamasidan ,
2

3

2

3
3 y   dеmak, AB chеgaradagi kritik nuqta  










2

3
,

2

3

3
P   

bo‟ladi.  

Bеrilgan funktsiyaning 
3210

,,, PPPP  kritik nuqtalardagi, hamda А, B , О nuqtalardagi 

qiymatlarni hisoblaymiz: 

                                  11,1
00

 fPfz  ;     

                           
4

1
0,

2

1

11









 fPfz  ;          

                           
4

1

2

1
,0

22









 fPfz  ;    

                        
4

3

2

1
,

2

3

33









 fPfz  ; 

                           00,00
4

 ffz  ; 

                           60,3
5

 fAfz  ; 

                                   63,0
6

 fBfz . 

Funktsiyaning topilgan barcha qiymatlarini taqqoslab 

1)(6)()(
0..

 PfzvaBfAfz
kichengkateng

 dеgan xulosaga kеlamiz  

                     

 

Mustahkamlash uchun savollar 

 
1. Ikki argumеntli funktsiyaning ekstrеmumga ega bo‟lishining zaruriy sharti nima? 

2. Ikki argumеntli funktsiyaning ekstrеmumga ega bo‟lishining  еtarli sharti nima? 

3. Kritik nuqtalar qanday nuqtalar? 

4. Ikki argumеntli funktsiyaning biror yopiq sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi? 

5. Funktsiyaning xususiy orttirmasi dеb nimaga aytiladi? 

6. Ikki argumеntli funktsiyaning xususiy hosilasi dеb nimaga aytiladi? 

7. Uch argumеntli funktsiyaning xususiy hosilalari nеchta bo‟ladi? 

8. Ikki argumеntli funktsiyaning to‟la diffеrеntsiali dеb nimaga aytiladi? 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

  Quyidagi funktsiyalarning ekstrеmumini tеkshiring.  

1.   .2
22

yxyxz   

2.  .12 yxxyz     



 74 

3.   .15
22
 yxz  

4. .1
22

 yxyxyxz  

5.   .23
22

 yxz   

6. .2063
22

 yxyxyxz  

7.   .1022
22
 yxz       

8. .10933
23

 xyyxz  

9. .61
22

yxyxxz   

10. .23
22

yxxyz           

 

Quyidagi funktsiyalarning xususiy hosilalarini toping  

.6122
222232

ydyxdxdyxydxyzd   

Quyidagi funktsiyalarning to‟la diffеrеntsiallarini toping:    

  ;ln)1
22

yxxz 
zy

xu
2

)2  ; 22
)3 yxz  ;

;32)4
222

zyxu       .ln)5 txs   

3. xyz    funktsiya uchun )4;5(
0

P  nuqtada 2,0,1,0  yx   bo‟lganda 

zvadz   larni hisoblang.  

4. 
0002,2

59cos32sin)2;)04,1()1   taqribiy hisoblang. 

5. 
33

yyxz   funktsiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping. 

6. 









tx
s

11
ln  funktsiya uchun 

22

22
1

xx

s

tx

s









 ekanligini tеkshiring. 

7. )2( txarctgu    bo‟lsa,  02

2

2

2


tx

U

x

U








 bajarilishini tеkshiring. 

8. 
222

)( yxz    ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni toping. 

9. 
222

1

zyx

u



   funktsiya 0
2

2

2

2

2

2



z

u

y

u

x

u












 tеnglamani qanoatlantirishini 

isbotlang. 

10. 
24

yxu   ikkinchi tartibli to‟la diffеrеntsialini toping. 

11.  yxz cossin  ikkinchi tartibli to‟la diffеrеntsialini toping. 

12  ;)1
2

2

x

y
u       

x

y
xu ln)2   ikkinchi tartibli to‟la diffеrеntsiallarini toping. 
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18-mavzu.  Ikki karrali intеgrallar 
 

Rеja 

1. Ikki karrali intеgralning ta'rifi. 

2. Ikki karrali intеgralni hisoblash. 

3. Ikki karrali intеgralning tadbiqlari. 

 

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
Ikki karrali intеgral, intеgral yig‟indi, ichki intеgral, tashqi intеgral, silindrik jismning hajmii, 

statik momеntlar,  og‟irlik markazi, inеrtsiya momеntlari. 

 

1.   Ikki karrali intеgralning ta'rifi. 

),( yxf  funktsiya  biror D  sohada aniqlangan bo‟lsin. D  sohani  n  ta  
i

D  qismlarga 

bo‟lamiz. har bir 
i

D  qismda ),(
iii

yxP  bittadan nuqta tanlaymiz hamda  

  
i

n

i

iin
SyxfS  

1

,     (1) 

yig‟indini to‟zamiz. (1) yig‟indiga ),( yxf  funktsiya uchun D  sohadagi intеgral yig’indi 

dеyiladi.   qism sohalar diamеtrlarining eng kattasi bo‟lsin.    
ii

DS ,  sohaning yuzi. 

Ta'rif. (1)  intеgral yig‟indining, qismlarga bo‟linish usuliga, 
i

P   nuqtalarning tanlanishiga 

bog‟liqbo‟lmagan 0   dagi  limiti mavjud bo‟lsa, bu limitga ),( yxf  funktsiyaning D  sohadagi  

ikki karrali intеgrali dеyiladi va                                                                                                                     

 
D

dsyxf , simvol bilan bеlgilanadi.  

Ikki karrali intеgral  aniq  intеgralning ikki o‟zgaruvchili (argumеntli) funktsiya uchun 

umumlashgan holidir.  

Ikki karrali intеgral ham aniq intеgralning asosiy xossalariga ega. Aniq intеgralning xossalarini 

takrorlashni tavsiya etamiz. 

2. Ikki karrali intеgralni hisoblash. Ikki karrali intеgralni hisoblash ikkita aniq intеgralni kеtma-

kеt hisoblashga kеltiriladi. D  soha )(),(
21

xyyxyy   funktsiyalar grafklari hamda 

bxvaax    to‟g‟richiziqlar bilan chеgaralangan bo‟lsin,  ya'ni 

   







xyyxy

bxa

21

 

 tеngsizliklar bilan aniqlangan bo‟lsa, ikki karrali intеgral  quyidagicha  hisoblanadi:  

   
 

 

 
 

 

   


















D

b

a

xy

xy

b

a

xy

xy

dyyxfdxdxdyyxfdsyxf

2

1

2

1

,,,  (1)             

Oxirgi aniq intеgral  ichki intеgral  dеb ataladi va uni hisoblashda x   ni o‟zgarmas dеb, 

intеgrallash y  bo‟yicha olib  boriladi. Ichki intеgralni hisoblash natijasi tashqi intеgral uchun intеgral 

osti funktsiyasi bo‟ladi. 

D  soha 

   







yxxyx

dyс

21

 

tеngsizliklar bilan aniqlangan bo‟lsa , ikki karrali intеgral  
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   
 

 

 
 

 

    


















D

d

s

yx

yx

d

s

yx

yx

dxyxfdydydxyxfdxdyyxf

2

1

2

1

,,,   

formula yordamida ikkita aniq intеgralni hisoblashga kеltiriladi.  

 

1-misol. 
D

ydxdyx ln  intеgralni D  soha: 40  x , ey 1   to‟g‟ri to‟rtburchak 

bo‟lganda hisoblang. 

Yechish. (1) formulaga asosan, 

    

D

e
e x

yyyxdxydyxdxydxdyx

0

4

0

4

0

2

1

4

0

8
2

lnlnln . 

 

2-misol.   

D

dxdyyx  intеgralni 12,2:
2

 xyxyD , chiziqlar bilan 

chеgaralangan soha bo‟lganda hisoblang. 

 

Yechish.  Birinchi chiziq uchi (0,2) nuqtada OY  o‟qiga simmеtrik bo‟lgan parabola. Ikkinchisi 

chiziq to‟g‟richiziq. Bu chiziqlarning kеsishish nuqtalarini topamiz: 

                                          











12

2
2

xy

xy
 

tеnlamalar sistеmasini еchib, )1,1(),7;3( BA   nuqtalarni topamiz.  (1) formulaga  asosan,    

  








D

x

x

dyyxdxdxdyyx

1

3

2

12

2

)(),(  

 
 





























 















1

3

1

3

222

2

2

12

2

2

)12(
)12(

2

)2(
)2(

2

2

dx
x

xx
x

xxdx
y

xy

x

x




































 





1

3
1

3

234

2

2

42

3
1

3

2

3
2

2

1

2

144
2

2

44
2

dxxxxx

dx
xx

xx
xx

xx

 

     














1

1 0

1

4

2

3

1

2

3

2
4

4

1 5

5 4 3 2

3

1

x x x x x

 

bo‟ladi. 

 

3. Ikki karrali intеgralning tadbiqlari. 

 dxdyyxf

D

 ,.1  intеgralda 1),( yxf  bo‟lsa, 
D

dxdy intеgral D  figuraning 

yuzini ifodalaydi, ya'ni 

D

dxdyS   

1-misol.  6,4
2

 yxyyx   chiziqlar bilan chеgaralangan sohaning yuzini toping.  
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Yechish. Bеrilgan chiziqlarning kеsishish nuqtalarini topamiz. 

)3;3()2;4(;3,4;3,2

,065,646,4

121

222

BvaAxxyy

yyyyydanyxyyx




 

 kеsishish nuqtalari bo‟ladi. Shunday qilib, yuza 

    

        









3

2

3

2

22
3

2

4

6

3

2

4

6
6564

2

2

dyyydyyyydyxdxdydxdyS

D

yy

y

yy

y
      

6

1
6

32

5
3

2

3

2















 y

y
y   (kv. birlik) 

2. Yuqoridan  yxfz ,  sirt, quyidan 0z  tеkislik, yon tomondan to‟g‟risilindrik sirt 

bilan hamda yx 0  tеkislikda D  sohani  hosil  qiladigan silindrik jismning xajmi 

                                  

D

dxdyyxfV ,  intеgral bilan xisoblanadi. 

 

2-misol. 
2

1 xy  , 0,5,3  zyxz  sirtlar bilan chеgaralangan I oktantadagi 

jismning hajmiini hisoblang. 

Yechish. hajmii hisoblanishi kеrak bo‟lgan jism yuqoridan xz 3  tеkislik, yondan 
2

1 xy   parabolik silindr, 5y  tеkislik bilan chеgaralangan. Shunday kilib 

   

..121224
4

2
223

42
4343)1(5333

4

2

2

0

2

0

2

0

42

3
5

1

2

0

2

2

биркуб

xx
dxxxdxxxdyxdxxdxdyV

D x































    



  

3.  Plastinka har bir nuqtasidagi zichlik funktsiyasi  yx ,   bo‟lsa, uning massasi    

 

D

dxdyyxm ,  intеgral bilan hisoblanadi.  

 Plastinkaning x0  va oy  o‟qlarga nisbatan statik momеntlari. 

  

D

x
dxdyyxyM ,  ,   

D

y
dxdyyxxM ,  formulalar bilan hisoblanadi.  

Plastinka birjinsli, ya'ni ntcos  bo‟lganda uning og‟irlik markazining koordinatalari  

S

xdxdy

S

M
x

х

c


  

S

ydxdy

S

M
y

Dx

c



  formulalar yordamida topiladi, bu 

еrda  S ,   D   sohaning yuzi.  

Plastinkaning Ox va Ou o‟qlariga nisbatan inеrtsiya momеntlari  

 

D

x
dxdyyxyJ ,

2
  ,  

D

y
dxdyyxxJ ,

2
  

formulalar bilan, koordinatlar boshiga nisbatan inеrtsiya momеnti  

                                     

D

yx
JJdxdyyxyxJ ,

22

0
  
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 formula bilan aniqlanadi. Yuqoridagi formulalarda 1),( yx  dеb tеkis figuralarning 

gеomеtrik inеrtsiya momеntlarini topish formulalarini olamiz.  

 3-misol.  42,44
22

 xyxy  chiziqlar bilan chеgaralangan figuraning og‟irlik 

markazining koordinatlarini toping.  

Yechish. Chiziqlar x0 o‟qiga nisbatan simmеtrik bo‟lganligi uchun 0
с

y  
c

x  ni topamiz: 





























 



     





dy
y

dy
yy

dydydxdyS

D

y

y

2

0

2

4

4

4

2

0

2

0

222

2

2 4

3
32

4

4

2

4
22  

 

            

   

  































L

y

y

c

dy
yy

xdxdy
dyxdxdyx

2

0

2

4

4

4

2

0

2
222

2

2

16

4

4

4

8

1

2
8

1

8

1
       

    dyyy
4

2

0

2

16

3

2

3
3

8

1

5

2

80

3

2
3

8

1
2

0

53

















yy
y Dеmak )0;

5

2
(C .Demak )0;

5

2
(C .  

 

 

Mustaqil yеchish uchun misollar 

1.  dxdyyx

D

  2  intеgralni 3,2,2,:  xxxyxyD  chiziqlar bilan 

chеgaralangan soha bo‟lganda hisoblang. 

2. ydxdye

D

yx
cos

sin




 intеgralni 
2

0,0:


  yxD  to‟g‟ri to‟rt burchak 

bo‟lganda hisoblang. 

3.  dxdyyx

D

 
22

 intеgralni 2,1,0,:  yyxxyD  chiziqlar bilan 

chеgaralangan soha bo‟yicha hisoblang. 

4.  dxdyyxyx

D

  23
2

 intеgralni 2,,0:
2

 yyxxD  chiziqlar bilan 

chеgaralangan soha bo‟lganda hisoblang.  

5.  0,2
2

 yxyyx  chiziqlar bilan chеgaralangan yuzani ikki karrali intеgral 

yordamida hisoblang. 

6. 44,2
2

 xyxy   chiziqlar bilan chеgaralangan yuzani hisoblang. 

7. 4,0,0,0,8
22

 zyxzyxyx   sirtlar bilan chеgaralangan jism 

hajmiini hisoblang. 

8.  0,0,42,2
2

 zyzyxyx  sirtlar bilan chеgaralangan silindrik jismning 

hajmiini hisoblang. 

9. 2,1,2,
22

 xxxyxy  chiziqlar bilan chеgaralangan yuzaning og‟irlik 

markazini toping. 

10. yxxy 
22

,  parabolalar bilan chеgaralangan yuzaning og‟irlik markazini toping. 
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  11. Bitta uchi koordinatlar boshida, qirralari mos ravishda  10,8,6  bo‟lgan hamda zichlik 

taqsimoti zyxzyx ),,(  funktsiya bilan bеrilgan parallеlеpipеdning massasini toping. 

 

                                     Mustahkamlash uchun savollar 

 
1. Ikki karrali intеgralni hisoblashga qanday masalalar   kеltiriladi? 

2. Intеgral yig‟indi dеb nimaga aytiladi?  

3. Ikki karrali intеgralning ta'rifi nimadan iborat? 

4. Ichki va tashqi intеgrallar qanday intеgrallar? 

5. Ikki karrali intеgral qanday hisoblanadi? 

6. Ikki karrali yordamida nimalarni hisoblash mumkin?       

 

 

19-mavzu: Differensial   tenglamalar. Umumiy tushunchalar 

 
Reja: 1.Umumiy tushunchalar 

 2.O‟zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar 

    3. Bir jinsli tenglama 

 

Tayanch iboralar va tushunchalar 
Oddiy Differensial tenglama, umumiy yechim, xususiy yechim, boshlang‟ich shartlar, 

Koshi masalasi, o‟zgaruvchilariga ajraladigan va bir jinsli tenglamalar. 

 

      

1.   Umumiy tushunchalar 
 

      1-ta’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‟zgaruvchi x, izlanayotgan funksiya y va uning 

hosilalari (yoki differensiyalari)ni bog‟lovchi tenglamaga aytiladi. 

 Differensial tenglamani simvolik ravishda quyidagicha yozish mumkin: F(x,y, y  )=0 (1.1) bu 

yerda,    F – o‟z argumentlarining biror tayinlangan sohasida uzluksiz, x–erkli o‟zgaruvchi, y–bog‟liq 

o‟zgaruvchi, ya‟ni x o‟zgaruvchining berilishi kerak bo‟lgan funksiyasi, 
n

yyy ,...,,   - uning 

hosilalari. 

 Agar izlanayotgan funksiya )( xyy   bitta erkli o‟zgaruvchining funksiyasi bo‟lsa, u holda 

differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi.    

  

2-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamaga kirgan hosila (yoki differensial) 

ning eng yuqori tartibiga aytiladi. 

      Masalan. 0 ydxxdy  va xyy   tenglamalar birinchi tartibli, 03  yy  - ikkinchi tartibli, 

03  yyx  - uchinchi tartibli differensial tenglamadir. 

  

3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi (yoki integrali) deb, differensial tenglamaga 

qo‟yganda uni ayniyatga aylantiradigan har qanday )( xfy   funksiyaga aytiladi. Tenglamaning grafigi 

tenglamaning integral egri chizig‟i deyiladi. 

 

1-misol. 1y  (1.2)  tenglamani yeching. 

      Yechish. (2) tenglamani 1
dx

dy
 yoki dy=dx  (1.3) ko‟rinishda yozish mumkin. 

(1.3) tenglamaning ikkala tomonini integrallasak, natijada Cxy  (1.4) funksiyani hosil 

qilamiz, bu funksiya (1.2) tenglamaning umumiy yechimi bo‟ladi. 
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(1.4) tenglamaning geometrik ma‟nosi, koordinata 

o‟qiga nisbatan 450 burchak hosil qilib o‟tuvchi to‟g‟ri  

chiziqlar oilasini tashkil etadi.  

      

Bu misollardan ko‟rinadiki, birinchi tartibli 

differensial tenglamalarda bitta o‟zgarmas miqdor C ishtirok 

etayapdi. 

C o‟zgarmas miqdorga turli qiymatlar berib, 

differensial tenglamaning aniq yechimlarini hosil qilamiz. 

Masalan, 1 xy ,  4 xy . Bularni xususiy 

yechimlar deyiladi. Umumiy holda 
)1()(

,...,,,,(



nn

yyyyxfy  differensial tenglamani 

umumiy yechimi ),...,,,(
21 n

cccxy   (1.5) ko‟rinishda bo‟ladi. 

Differensial tenglamaning tartibi qanday bo‟lsa, shuncha ixtiyoriy o‟zgarmasga ega bo‟lgan 

yechimi bu tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. 

Umumiy yechimdagi o‟zgarmaslarning turli son qiymatlarida hosil qilinadigan yechimlar, bu 

tenglamaning xususiy yechimi deyiladi.  

Umumiy yechim geometrik nuqtai nazardan bitta C parametrga bog‟liq bo‟lgan integral egri 

chiziqlar oilasidan iborat. Xususiy yechim esa, bu oilaning egri chiziqlaridan biri bo‟lib, u );(
000

yxM  

nuqtadan o‟tadi. 

Differensial tenglamaning xususiy yechimini topish uchun boshlang‟ich shartlar beriladi. Birinchi 

tartibli tenglama uchun ular 
00

)( yxy   ko‟rinishga, ikkinchi tartibli tenglama uchun 

0000
)(,)( yxyyxy   ko‟rinishga ega. 

 

2-misol. (1.4) to‟g‟ri chiziqlar oilasida A(2;3) nuqta orqali o‟tuvchi to‟g‟ri chiziq tenglamasini 

toping. 

Yechish: 3)2( y  (1.6)ga boshlang‟ich shart deyilib, xususiy yechimni topamiz. 

Bizga ma‟lumki, (1.2) tenglamaning umumiy 

yechimi Cxy   (1.4). Endi (1.6) shartdan 

foydalanib C ni topamiz. 123  CC   

(1.6) shart (1.2) differensial tenglamaning 

boshlang‟ich shartlari, (1.2) va (1.6) shartlarni topish 

masalasi, boshlang‟ich masala yoki Koshi masalasi 

deyiladi. (1.2) va (1.6) Koshi masalalarini yechib, 

1 xy  (1.7) ni, ya‟ni A(2.3) nuqta orqali o‟tuvchi 

to‟g‟ri chiziq tenglamasini topdik. (1.7) yechim (1.2) 

tenglamaning xususiy yechimi deyiladi. 

Umuman olganda quyidagi teorema o‟rinli. 

Teorema. Agar ),( yxfy  (1.8) birinchi tartibli tenglamada ),( yxf funksiya va undan 

y bo‟yicha olingan 
y

f




 xususiy hosila xOy tekisligidagi ),(

00
yx nuqtani o‟z ichiga oluvchi biror 

sohada uzluksiz funksiyalar bo‟lsa, u holda berilgan tenglamaning 
0

xx   bo‟lganda 
0

yy   shartni 

qanoatlantiruvchi birgina )( xy   yechimi mavjud. 

       Teoremaning geometrik ma‟nosi ),(
000

yxM  nuqta orqali o‟tuvchi integral egri chiziqni topishdan 

iborat. 

 
 

 

 



 81 

 

2. O’zgaruvchilari ajraladigan tenglama 

  
 Ushbu 0)()()()(

2211
 dyyxfdxyxf  (2.1) ko‟rinishdagi tenglama o’zgaruv-chilari 

ajraladigan tenglama deyiladi. 

 

(1.1) tenglamaning ikkala hadini )0)()()(()(
2121

 xfyxfy   ko‟paytmaga bo‟lib, 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1
 dy

y

y
dx

xf

xf




 tenglamani hosil qilamiz. 

(1.1) tenglamaning umumiy integrali Cdy
y

y
dx

xf

xf
 

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1




 dan iborat bo‟ladi. 

          3-misol. 0cossin
22

 xdyctgyydxtgx  tenglamaning umumiy integrali topilsin. 

      Yechish. Berilgan tenglamaning har ikkala tomonini )0cos(sincossin
2222

xyxy  ko‟paytmaga 

bo‟lib, 0
sincos

22
 dy

y

ctgy
dx

x

tgx
ni topamiz. Bu ifodani integrallab, Cdy

y

ctgy
dx

x

tgx
  22

sincos
 yoki 

Cyctgxtg 
22  izlanayotgan umumiy intagralni topamiz.  

 

                                         3. Bir jinsli tenglama 
 

 1-ta’rif. Agar  ning har qanday qiymatida ),(),( yxfyxf
n

   ayniyat to‟g‟ri bo‟lsa, ),( yxf  

funksiya x va y o‟zgaruvchilarga nisbatan n-o‟lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi. 

 

 4-misol. 22
),( yxyxf    funksiya bir o‟lchovli bir jinsli funksiya, chunki 

),(),(
222222

yxfyxyxyxf    

 

 5-misol. 
2

),( xxyyxf   funksiya ikki o‟lchovli bir jinsli funksiya, chunki 

),()()())((),(
2222

yxfxxyxyxyxf    

 

 2-ta’rif. Agar birinchi tartibli ),( yxfy   (1.1) tenglamada ),( yxf  funksiya x va y nisbatan nol 

o‟lchovli bir jinsli funksiya bo‟lsa, (3.1) tenglama x va y o‟zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli tenglama 

deyiladi. 

 

 Bir jinsli tenglamani yechish. Funksiya bir jinsli bo‟lishining shartiga ko‟ra ),(),( yxfyxf  . 

Bu ayniyatda 
x

1
  deb olsak, ),1(),(

x

y
fyxf   

      Bu holda (3.1) tenglama ),1(
x

y
fy   (3.2) ko‟rinishni oladi. (3.2) tenglama 

x

y
U   yoki xy   

almashtirish yordamida )( x  noma‟lum funksiyaga nisbatan o‟zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga 

keladi. 

      6-misol. Ushbu 
x

y
yyx ln  tenglamaning umumiy integrali topilsin. 

      Yechish. Tenglamani 
dx

dy
 hosilaga nisbatan yechamiz: 

x

y

x

y

dx

dy
ln  

      Shunday qilib (3.2) ko‟rinishdagi tenglamani, ya‟ni bir jinsli tenglamani hosil qildik. 
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Endi Uxy   deb o‟zgaruvchini almashtiramiz. U holda 
dx

dU
xU

dx

dy
   va tenglama 

UU
dx

dU
xU ln  yoki )1(ln  UU

dx

dU
x  ko‟rinishga keladi. Bu o‟zgaruvchilari ajraladigan 

tenglama, shuning uchun 
x

dx

uu

du


 )1(ln
. Integrallab 1ln  Cxu  ni yoki 1


Cx

eu  ni hosil qilamiz. u 

ning o‟rniga 
x

y
ni qo‟yib, 1


Cx

exy  izlangan umumiy integralni topamiz. 

 

Mustahkamlash uchun savollar. 

 
 1. Differensial tenglama deb nimaga aytiladi? 

2. Differensial tenglamaning umumiy va xususiy yechimining  farqini tushuntiring? 

 3. Boshlang‟ich shartlar deganda nimani tushunasiz? 

 3. Bir jinsli tenglama tarifini va uni yechish usullarini ayting. 

  

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar. 
 

Differensial tenglamalarni yeching. 

 

№ 1. 22
11 yxy  ;    Javob: arctgy-arcsinx=C,  x=±1. 

  

№ 2. 
yx

ey


  ;    Javob:  Cee
yx


 . 

 

№ 3. 0
cos

sin1


yy

xx
y ;    Javob:  ysiny+cosy-xcosx+sinx=C. 

№ 4. 0)1()1(
22

 dyxxdxy ;  Javob: Cxarctgy  )1ln(
2

1 2 . 

№ 5. 01
2

 dyxxydx ;   Javob: 
2

1 x
Cey


 ; x=±1. 

 

№ 6. 0)1(
22

 dyedxye
xx

;   Javob:  x
eCy

2
1   

 

№ 7. 0sec)1(2
2

 ydyetgydxe
xx

;  Javob:  Ctgye
x


2

)1(  

 

№ 8. 0)1())(1(
22

 dyydyedxey
yx

;  Javob: C
y

yee
yx





2

)1(
1ln2

2

1
2

2
, y=-1 

№ 9. )cos( yxy  ;     Javob: Cx
yx

tg 


2
 

№ 10. 
yx

y



2

1
;    Javob: 

y
Ceyx

2
124   

 

       

 

 

 Differensial tenglamani yeching. 

 

№ 11.   
y

x

x

y
y 

1
                    Javob:   Cxxy  ln2   
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№ 12.    
x

y

x

y
y sin

1
                      Javob:    xarctgCxy 2  

№ 13.    
yx

yx
y






1                        Javob:     Cyxyx 
22

2  

№ 14.       22212
)( yxyyxxyxyx       Javob:    

Cxyx
xx

y
 ln

1
arcsin

22

 

№ 15.       ( x-y ) dx + xdy = 0                      Javob:    Cxe
xy


/  

 

 

20-21- mavzu: Birinchi tartibli chiziqli va Bernuli teglamasi.  

To’liq differensial tenglama 
 

                      Reja: 1. Birinchi tartibli chiziqli tenglama 

2.Bernuli teglamasi.  

3.To‟liq differensial tenglamasi. 

4.Integrallovchi ko‟paytuvchi.  

 
Tayanch ibora va tushunchalar 

Birinchi tartibli chiziqli teglama,  Bernulli teglamasi, to‟liq differensial teglama, integrallovchi 

ko‟paytuvchi.  

   

1. Birinchi tartibli chiziqli tenglama 

      Agar differensial tenglama izlanayotgаn  y  funksiya va uning hosilasi  
dx

dy
  ga nisbatan chiziqli  

(ya`ni birinchi darajali) bo`lsa bunday tenglama chiziqli tenglama deyiladi. Birinchi tartibli chiziqli 

tenglama  )()(
1

xQyxPy   (4.1) ko`rinishga ega. 

    Birinchi tartibli chiziqli tenglamani quyidagi usullarning  biri bilan yechishimiz mumkin: 

        

 

 1-usul.  O`zgarmasni variatsiyalash usuli. 

    Bunda (1.1) tenglamaning yechimini 



dxxP

exCy
)(

)(    (1.2)  ko`rinishda izlaymiz. U vaqtda  

(1.1) tenglama C(x) noma`lum funksiyaga nisbatan  o`zgaruvchilarga ajraladigan tenglamani hosil 

qilamiz: 



dxxP

exQxC
)(

1

)()(  

       Uning umumiy yechimi: CdxexQxC
dxxP

 
 )(

)()(  bunda   C – ixtiyoriy  o`zgarmas. 

Topilgan C(x) ifodaga   (1.2)  ni  qo`ysak, (1.1) ning umumiy yechimini topamiz: 

))((
)()(

dxexQCey
dxxPdxxP







 (1.3) 

 

       2-usul.   O`rniga qo`yish usuli. 
      (1.1)  chiziqli differensial  tenglamaning  yechimi  )()( xvxuy    (1.4)   Bernulli almashtirilishi 

bilan o`zgaruvchilari ajraladigan ikkita tenglamaga keltiriladi. U holda 
dx

dv
u

dx

dv
v

dx

dy
   va   (1.1) 

tenglama  ushbu  ko`rinishga  keladi. )()( xQvxP
dx

dv
u

dx

dv
v 










  (4.5) 

 



 84 

      Yordamchi  o`zgaruvchilardan biri, masalan, v  ixtiyoriy tanlab olinganidan  foydalanib, uni shunday 

tanlaymizki, natijada qavs ichidagi ifoda nolga teng bo`lsin, ya`ni   v   sifatida o`zgaruvchilari  

ajraladigan 0)(  vxP
dx

dv
  tenglamaning xususiy yechimlaridan biri  dxxvv )(   ni olamiz. )( xvv   

ifodani  (1.5) tenglamaga qo`yib, u funksiyaga nisbatan tenglama hosil qilamiz:  )( xQ
dx

dv
v    Bu  

tenglama ham  o`zgaruvchilari  ajraladigan tenglama bo`lib,  uning umumiy yechimi ),( cxuu  ni  topib, 

(1.1)  tenglamaning umumiy  yechimi )(),( xvcxuy    ni hosil qilamiz. 

 

       1-misol.  
2212

)1(2)1( xxyyx    differensial tenglamaning umumiy integrali topilsin. 

      Yechish.    Berilgan tenglamani 
2

2

1

1
1

2
xy

x

x
y 


   ko`rinishga  keltiramiz. 

    1-usul.  O`zgarmasni variatsiyalash usuli. 

       Bizning  misolda ;
1

2
)(

2

x

x
xP


       

2

1)( xxQ         

Shu sababli  ))(1())1((
21

2
21

2
22

xCxdxexCly x

xdx

x

xdx










  Demak, umumiy yechim 

))(1(
2

xCxy   

         2-usul.  O`rniga qo`yish usuli. vuy    deylik, u holda  
dx

dv
u

dx

dv
v

dx

dy
   va  berilgan tenglama   

0))1(()
1

2
(

2

2



 x

dx

dv
u

x

ux

dx

dv
v   (1.6)  ko`rinishga ega bo`ladi.  0

1

2

2





x

ux

dx

du
    tenglamani 

yechib, uning eng sodda xususiy yechimini hosil qilamiz: )1(
2

xCu      (1.6) tenglamaga  u  ni  

qiymatini qo`yib, ushbu tenglamani hosil qilamiz:
22

1)1( x
dx

dv
xC   ;   Bu tenglamadan  v ni  

topamiz.  
1

C
C

x
v   

      Shunday qilib, izlanayotgan umumiy yechim quyidagicha bo`ladi: )1)((
2

xxCy   

 
   2.  Bernulli   tenglamasi 
 

    
n

yxQyxPy )()(
1

     (2.1) ,   bunda P(x) va  Q(x) –x  ning   uzluksiz funksiyalari  (yoki o`zgarmas 

miqdorlar) hamda n≠0  va  n≠1  (aks holda chiziqli tenglama hosil bo'lar edi). 

   (2.1) tenglamaga Bernulli   tenglamasi deyiladi va quydagi almashtirish yordamida chiziqli tenglamaga 

keltiriladi.  

   Tenglamaning barcha hadlarini 
n

y  ga bo'lamiz. P
dx

dy
y

n




   Qy
n


 1

  (2.2) 

   Endi, 
1


n

yz  (2.3) almashtirishni   bajaramiz.U holda 
n

yn
dx

dz


 )1(    
dx

dy
 

Bu qiymatlarni (2.2) tenglamaga qo`ysak, chiziqli tenglama hosil bo'ladi: 

QnPzn
dx

dz
)1()1(     

     Buning umumiy integralini  topib hamda (2.3) almashtirishni e`tiborga olib, Bernulli   tenglamasining 

umumiy integrali (yechimini ) topamiz. 

 

     8-misol.    Differensial tenglamani yeching.  
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yxexyy
x

2

24
1 

  

     Yechish.  Bu misolda 
2

1
n   Berilgan differensial tenglamaning ikkala qismini y  ga bo`lsak: 

2

24 2

11

x

xexy
y

y




   Endi zy    almashtirish  olib, 
12

1

1

2

1
yyz



  ekanligini topamiz.Bu 

topilgan qiymatlarni e`tiborga olib 
2

2
1 х

хexzz


  chiziqli tenglama hosil qilamiz.Bu tenglamaning 

yechimi       )
2

(

2
2 х

Cez
х


  

Bundan berilgan Bernulli   tenglamaning umumiy yechimi  2

2

)
2

(
2 х

Cey
х


    ni topamiz. 

 

                            3. To`liq differensial tenglama 
 

       Ta’rif. Agar  M(x;y)dx+N(x;y)dy=0  (3.1)  tenglama uchun   
x

n

y

м









   (3.2)   shart  bajarilsa, 

uni to`liq differensial  tenglama  deb ataymiz. 

        Agar (3.2) shart bajarilsa, (3.1) ning chap tomoni qandaydir  U(x;y)  funksiyaning  dU(x;y) to`liq 

differensialidan iborat bo`ladi, ya‟ni (3.1)  tenglama  dU(x;y)=0  ko`rinishni oladi. Buni integrallab, 

uning umumiy yechimi U(x;y)=C ni topamiz. 

         Agar (3.1) ning chap tomoni  U(x;y)  funksiyaning to`liq differensiali bo`lsa, u holda    

 yxM
dx

u
;


 ,    yxN

y

u
;




   bo`lishi kerak. Birinchi tenglamadan      ydxyxMU

x

x

 
0

;  ni 

topamiz.    y   ni  topish uchun oxirgi tenglamani                   y  bo`yicha  differensiallaymiz:    

   yxNydx
y

м

y

u x

x

;
1

0











    (3.2)  shartni inobatga olsak, u holda     Nydx
x

nx

x







1

0

 , 

     yxNyyxN
x

x

;;
1

0

   Bundan    yxNy ;
0

1
  yoki     

10
0

; CdyyxNy
y

y

   Demak, U(x;y) 

funksiya  quyidagi ko`rinishda bo`lar ekan:      
10

00

;; CdyyxNdxyxMU
y

y

x

x

   

     9-misol.        022  dyyxdxyx    differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. 

 

      Yechish.     yxyxM  2;  ,       yxyxN 2;;   

1




y

м
 ,   1





x

n
.   Demak, (3.2)  shart bajarilyapti,shuning uchun bu to`liq differensial tenglamadir. 

1-usul.           *2;2;
2

yyxxydxyxyxUyxyxM
x

u
 





 ;   

 yx
y

u 1





(A);          yxyxN

y

u
2; 




  3(B). 

(A) va (B) tengliklardan :       **2
21

Cyyyxyx     0
1
C  deb,(*) va (**)  

tengliklardan:   Cyyxx 
22

. 

           2-usul.   Umumiy  yechimi  U(x;y)=C  ni  topish  uchun quyidagi formuladan  foydalanamiz : 

  CdyMdx
y

NMdxyxU 












   ; ;  Bunda    dyMdx

y
Ny  












 . 

        



























   dyyxx

y
yxyxxdydxyx

y
yxdxyxyxU

22
2222;  

  Cyyxxdyxyxyxx  
222

2    yoki   Cyyxx 
22

. 
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                                     4. Integrallovchi    ko`paytuvchi 

 

         (3.1)  tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to`la differensiali ya`ni (3.2) 

shart bajarilmasin. Biroq bu tenglamani tegishli    yx ,   funksiyaga ko`paytirish bilan  

uni to`liq differensiallardagi tenglamaga keltirish mumkin. Bunday funksiya berilgan 

differensial tenglama uchun integrallovchi ko`paytuvchi nomi bilan yuritiladi. Har qanday 

differensial tenglama uchun ham integrallovchi ko`paytuvchi mavjud, biroq bu uni topish 

oson degan so`z  emas. 

      Ushbu      0,,  dyyxNdxyxM      tenglama  to`liq differensial tenglama bo`lishi 

uchun  
   

x

N

x

M








 
  yoki  


































X

N

y

M

y
M

x
N 


  (1.1)  shart  bajarilishi kerak.   

(1.1)  tenglik (3.1) tenglamaning integrallovchi ko`paytuvchilarining  differensial 

tenglamasidir, chunki uning har bir yechimi tenglamaning ikkala tomoniga 

ko‟paytirilganidan so‟ng uni to‟liq differensiallardagi tenglamaga keltiriladi.   yx ,  ni 

topish  uchun xususiy hosilali differensial tenglamani integrallash kerak. Agar      faqat 

birgina  x  yoki  y  o‟zgaruvchiga bog‟liq bo‟lsa, masala ancha soddalashadi. Biz faqat ana 

shu ikki xususiy holni qaraymiz. 

         Masalan,  tenglamaning integrallovchi ko‟paytuvchisi  faqat  x ga  bog‟liq bo‟lsin, 

ya‟ni    x    bo‟lsin. U holda (7.1) tenglama ushbu ko‟rinishni  egallaydi: 

 
























x

N

y

M

dx

xd
N 


  yoki    

 

 
,dx

N

x

N

y

M

x

xd 












   bu  yerdan    Cdx

N

x

N

y

M

x 









 ln  ,   

ya‟ni       













dx
N

x

N

y

M

ex      (ixtiyori y  C  o‟zgarmas nolga teng deb olingan, chunki 

qandaydir bitta integrallovchi ko‟paytuvchiga  ega bo‟lsak kifoya ). 

      Shunga o‟xshash      faqat  y   ga  bo‟g‟liq bo‟lsa integrallovchi ko‟paytuvchi   

 













 dy
M

x

N

y

M

ey    bu yerda  C=0. 

     10-misol.   Differensial tenglamaning umumiy  yechimini toping. 

         .2'
22

xyyyx   

     Yechish.    02
22

 dyxyxydx  (*) 

  ,2, xyyxM        ,2,
22

x
y

M
xyyxN 




     x

x

N
2




 

Demak,    
x

N

y

M









 

  (*)    differensial  tenglamani  to‟liq differensial  tenglamaga keltirish uchun integral 

ko‟paytuvchini aniqlaymiz. shart bajarilishi uchun integral ko‟paytuvchi faqat   y  

o‟zgaruvchiga bog‟liq bo‟ladi.     
yxy

x

M

x

N

y

M

y
2

2

4
















  

       Shuning uchun      
 

2

2 1

y
eey

y

dy

dyy












  (*)    differensial  tenglamani  integral 

ko‟paytuvchi     
2

1

y
y    ga  ko‟paytirib  to‟liq  differensial tenglamani hosil qilamiz:   
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            01
2

2

2















 dy

y

x
dx

y

x
 

        ;
2

y

x

x

u





     

2

2

1
y

x

y

u





 (A)    y

y

x
dx

y

x
yxU  

2
2

, .   Bundan:    y
y

x

y

u
'

2

2





     

(B) 

         (A)  va  (B)  tengliklardan:       1'1'
2

2

2

2

 y
y

x
y

y

x
      yoki     yy  . 

Demak,      y
y

x
yxU 

2

,  ,     CyxU ,   bo‟lgani uchun   Cy
y

x


2

. Bu berilgan(*)   

tenglamaning  umumiy yechimi . 

 

 

      Mashqlar. Quyidagi differensial tenglamalarning integral ko‟paytuvchilarini  va  

tenglamaning umumiy yechimini toping. 

 

№ 1.      0
222

 dyxyxdxyx ,         Javob:   
2

1

x
x  ,   033

32
 Cxyxyx  

№ 2.     0
2

 xdydxxyy ,                   Javob:   
y

y
2

  ,     
Cx

x
y

2

2

2


  

 

5. Birinchi tartibli differensial tenglamalar bo’yicha olingan   

 bilimlarni tekshirish uchun test savollari 

 

   Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping. 

 

1.      0 dyxxydxyxy ,                

 Javob:  A)  Cxye
yx


 ,      B)    Ceyx
xy

 , 

             C)    Ceyx
yx


 ,                  D)    Ceyx
xy

 . 

 

2.    xx
eyye 

122
1 ,   

Javob:  A)  x
xarctgeCy 3

3
  ,                B)  x

arctgeCy 3
3

  ,     

            C)  x
xarctgeCy 3  ,     D)  x

arctgeCy 3 . 

 

3.  2212
2 yxyx   ,   

Javob:  A)  
)ln(

2

xC

x
xy   ,                       B)   

 xC

x
xy

ln

2

  ,     

            C)  
 xC

x
xy

ln

  ,         D)   
 xC

x
y

ln

1

2

  . 

 

4.     12'
22

 xxyyxx  ,              

Javob:  A)  
1


x

C
xy  ,       B)   

1

2




x

C
xy  , 

            C)  
1


x

C
xy  ,            D)   

1

2




x

C
xy  . 
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5.    yyyx 2'2
2

 ,    

Javob:  A)  2

2

1
yCx   ,       B)   2

2

1
xCy   , 

            C)   2
2 xCy   ,                               D)   2

2 yCx   . 

 

6.   
x

ytgxy
cos

1
'   ,     

Javob:  A)    Cxtgxy  cos  ,                 B)   Ctgxxy  cos ,     

            C)  Ctgxxy  cos  ,         D)   Ctgxxy  cos  . 

 

7.    yeyey
xx

22'   ,  

 Javob:   A)   
2

x
Cexy


  ,                    B)    

2
x

Cexy   ,          

              C)    
2

1
x

e
Cey


  ,              D)    

2

1
x

Cey


  . 

8.   xxyyxy ln'
2

  ,                        

Javob:    A)   
xCx

y
2

ln(

2


  ,      B)  

 xCx
y

ln

2




 ,                     

              C)   
 2

ln

2

xCx
y


  ,        D)    

 xCx
y

2
ln

2




  . 

 

Mustahkamlash uchun savollar. 

 
 1. Birinchi tartibli chiziqli tenglama ta`rifini ayting? 

2. Birinchi tartibli chiziqli tenglamani qanday aniqlaymiz? 

3. Bernylli tenglamasining umumiy yechimi qanday topiladi? 

4. To‟liq differensial tenglamani qanday aniqlaymiz?  

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar. 
         Bernulli  differensial tenglamalarining  umumiy yechimini toping.      

 

1.    xyyxy ln)(3
21

                   Javob :    
xCx

y
ln13

3


  

2.    
21

2 xyyy                                      Javob :    
22

1




xCe
y

х
 

3.    
231

3 yx
x

y
y                                 Javob :    

34

4

4






cxx
y  

4.    
31

5 xyyy                                      Javob :    

cx

y





)
10

1
(

5

1

1
 

5.     03
221

 yxyxy                          Javob :    

cx

y





)1(
3

1

1
 

6.     
x

y
yctgxy

sin

3

1

                                 Javob :    
cx

x
y




cos2

sin
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    To`liq differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. 

 

7.     033
3223

 dyуухd ххух ,                    Javob :  Cyyxx 
4224

8  

8.   01 


dyxedxe
yy , Javob :  Cxey

y


  

9.   02sin12cos
2

 ydyxdxyx ,                     Javob :  Cxy
x

2cos
2

2

 

10.    02sin2cos2
22

 dyyxyydxx , Javob :  Cyyx 
222

cos  

11.    012
//















 dye

y

x
dxex

yxyx ,                    Javob :  Cyex
yx


/2  

12.      03851810
2

 dyxxdxyxy ,            Javob :  Cyxxyyx  385
2   

13.    0ln
3

 dyxydx
x

y
,                                  Javob :  Cyxy 

4

4

1
ln  

14.  0
1

2
 dx

x

y
dy

x
,                                           Javob :  C

x

y
  

15.    013
32

 dyexdxex
yy

,                              Javob :  Cyex
y


3

 

 

 

22-23 mavzu. Yuqori  tartibli  differensial  tenglamalar 

 
Reja: 1) Umumiy tushunchalar  

2) Tartibini pasaytirish mumkin bo‟lgan differensial teglamalar 

  

 

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
 Oshkor va oshkormas shakilda berilgan differensial teglamalar differensial tenglamaning 

umumiy va xususiy yechimlari, boshlang‟ich shartlar, tartibini pasaytirish mumkin bo‟lgan tenglamalar.     

 

1. Umumiy tushunchalar. 

 
     Birinchi tartibdan yuqori tartibga ega bo‟lgan barcha differensial tenglamalar yuqori tartibli 

differensial tenglamalar deyiladi. 

     n – tartibli tenglama  
 n

y   hosiladan tashqari quyi tartibli hosilalarga ham ega bo‟lishi mumkin, 

shuning uchun bunday tenglamaning umumiy ko‟rinishi simvolik ravishda   
   0,.....,'',',, 
n

yyyyxF   

(1.1)  ko‟rinishda, yoki, agar mumkin bo‟lsa, yuqori hosilaga nisbatan yechilgan ko‟rinishda:   
    1

,.....'',',,



nn

yyyyxfy    (1.2)  bo‟ladi. 

      Birinchi tartibli tenglamalar uchun bo‟lgani kabi, bu yerda ham umumiy yechim ixtiyoriy 

o‟zgarmaslarga bog‟liq bo‟ladi.Shu sababli umumiy yechimdan xususiy yechimni ajratib olish uchun 

ixtiyoriy o‟zgarmaslarni aniqlashga imkon beradigan ba‟zi qo‟shimcha shartlar ham berilgan bo‟lishi 

kerak. Birinchi tartibli tenglama uchun bunday qo‟shimcha shart    
00

yxy   qiymatning, ya‟ni inregral 

egri chiziq o‟tadigan nuqta koordinatalarining berilishi edi. Yuqori tartibli tenglamalar uchun bu 

shartlarni turli usullar bilan berish mumukin. Masalan, quyida ko‟rsatilishicha, ikkinchi tartibli tenglama 

uchun umumiy yechim ikkita ixtiyoriy o‟zgarmasga bog‟liq bo‟ladi. Ularni topish uchun ikkita shartga 

ega bo‟lish kerak. Bu shartlarni izlanayotgan funksiyaning ikkita nuqtadagi qiymatini yoki izlanayotgan 

funksiyaning va uning birinchi hosilasining bitta nuqtadagi qiymatlarini berish bilan hosil qilish mumkin. 

      Ikkinchi usul mexanika masalalarini hal etishda keltirilib chiqariladigan differensial tenglamalarni 

yechishda keng qo‟llaniladi. Haqiqatan ham, agar mexanika terminlaridan foydalanadigan bo‟lsak,so‟z 
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harakat qonuni to‟g‟risida ketayotgan bo‟ladi, shu bilan birga nuqtaning boshlang‟ich holati (funksiya 

qiymati) va uning  boshlang‟ich tezligi (birinchi hosila) berilgan bo‟ladi. Shuning uchun xususiy 

yechimini umumiy yechimdan funksiyaning biror nuqtadagi berilgan qiymati va uning birinchi hosilasi 

bo‟yicha topish boshlang‟ich shartlari berilgan masala deyiladi. 

      Tartibi  n  bo‟lgan tenglamalar uchun boshlang‟ich shartlar sifatida izlanayotgan funksiyaning va 

uning  (n-1)  -  tartibgacha barcha hosilalarining birorta nuqtada qiymatlari, ya‟ni    
0

xx   da   

   1

0

1

000
,.....,'''','',




nn
yyyyyyyy    (1.3)  sonlar sistemasi bo‟shlang‟ich shartlar sistemasi 

deyiladi. 

      Berilgan  (1.2) differensial tenglamaning  (1.3)  boshlang‟ich shartlar sistemasini qanoatlantiruvchi  

xususiy yechimini topish  Koshi  masalasi deyiladi.Koshi birinchi bo‟lib yechimning mavjudligi  va 

yagonaligi to‟g‟risida teoremani isbotladi, uni quyidagicha ta‟riflash mumkin. 

      Teorema.  (1.2)  differensial tenglama va  (1.3)  boshlang‟ich shartlar sistemasi berilgan bo‟lsin. 

Agar    1
,....',,

n
yyyxf  funksiya boshlang‟ich shartlar atrofida uzluksiz va    11

,.....,
n

yyy    

argumentlar bo‟yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‟lsa, u  holda  
0

x   ni o‟z ichiga olgan intervalda 

aniqlangan va uzluksiz hamda berilgan boshlang‟ich shartlar sistemasini qanoatlantiruvchi yechim 

mavjud bo‟lib, u yagona bo‟ladi.  

     Bu teoremaning isbotiga to‟xtalib o‟tirmaymiz. 

     Materiallar qarshiligi kursida ko‟pincha izlanayotgan funksiyaning bir nechta nuqtadagi qiymatlari 

ma‟lum bo‟lganda xususiy yechimni topish zarurati tug‟iladi. Ana shunday va yanada umumiyroq 

masalalar differensial tenglamalar qo‟llanishini talab etiladigan boshqa sohalarda ham uchraydi. Bu 

masalalarning ko‟pchiligida xususiy yechimlarni chegaraviy shartlar deb ataladigan boshqa turdagi 

shartlardan izlashga to‟g‟ri keladi. Bunday masalalar, boshlang‟ich shartlari berilgan masalaga nisbatan 

ancha murakkabdir. Biz boshlang‟ich shartli masalalar bilangina chegaralanamiz. 

     

 Ta’rif.  (1.2)  differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, ixtiyoriy o‟zgarmaslarga ega 

bo‟lgan yechimga aytiladi, bu o‟zgarmaslarni boshlang‟ich shartlarning istalgan yo‟l  qo‟yiladigan  

(Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantiruvchi sistema) sistemasini qanoatlantiradigan qilib tanlab 

olish mumkin. 

       Agar yechimning boshlang‟ich shartlarga ham bog‟liqligini e‟tiborga olsak, uni quyidagi ko‟rinishda 

yozish mumkin:    
  1

000
,....',,




n

yyyxy     (1.4)  

       Boshlang‟ich  shartlar sistemasi ixtiyoriy tanlab olinishi mumkin bo‟lgani uchun  (1.4)  ifodadan  n-

tartibli tenglamaning umumiy yechimi  n  ta  ixtiyoriy o‟zgarmasga bog‟liq ekanligi ko‟rinadi. 

 

2.  Tartibini pasaytirish mumkin bo’lgan differensial tenglamalar 

 

 1.  
   xfy
n

   ko‟rinishdagi tenglama 

       Tartibini pasaytirishga imkon beradigan  n-tartibli tenglamalarning eng sodda turi  
   xfy
n

   (2.1)  

ko‟rinishdagi tenglamadir.  Bu tenglamaning umumiy integralini topish uchun uning o‟ng va chap 

tomonidan  x  bo‟yicha  n  marta integrallaymiz:     xPdxxfdxdxy
n 1

.....


       (2.2),   

 
nn

nn

n
CxCxCxCxP 





 1

2

2

1

11
.....   bo‟lib,  

n
CCC ,....,,

21
   o‟zgarmas sonlar. 

      1-misol.   xy 2cos''     tenglamaning umumiy yechimini toping. 

      Yechish.   
11

2sin
2

1
2cos' CxCxdxy    

                  
212.1

2cos
4

1
2sin

2

1
CxCxCdxCxy 











   

 Bu  (2.1)  turdagi tenglamalarning soddaligiga qaramay, u muhim rol o‟ynaydi, chunki boshqa 

ko‟rinishdagi tenglamalar, shuningdek, materiallar qarshiligiga doir bir qator masalalarni yechishda hosil 

bo‟ladigan ba‟zi tenglamalar bu turdagi tenglamalarga keltiriladi. 

 2.   
     0,....., 

nk
yyxF     ko‟rinishdagi tenglama 
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      Izlanayotgan funksiya oshkor holda ishtirok etmagan va   (k-1)-tartibgacha                       (y ham 

kiradi)  quyi tartibdagi hosilalar ishtirok etmagan        0,....,,
1


 nkk

yyyxF (2.3)  differensial 

tenglamaning tartibini  k  birlikga pasaytirish mumkin. 

       Haqiqatan ham, yangi izlanayotgan funksiya uchun    k
yP  (2.4)   deb almashtirish olsak,  (2.3)  

differensial tenglama      0,.....,',, 
 kn

pppxF (2.5)  ko‟rinishga keladi. 

      Bu tenglamani integrallab va yangi izlanayotgan  P  funksiyani aniqlab, y  funksiyani topish mumkin. 

      Bunda  (2.4)  tenglikni P funksiyasi ma‟lum bo‟lgan   k- tartibli  yangi     
kn

CCCXxP


 ,....,,,
21

   

(2.6)  differensial tenglama sifatida qaraladi. 

     2-misol.   22
''''' yyx     differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. 

     Yechish.   
dx

dp
yPy  ''',''      almashtirish olsak, berilgan tenglama   xP

dx

dp
x

22
   ko‟rinishga 

keladi. Bu tenglama o‟zgaruvchilarga ajraladigan  tenglama:   











21

2

11

1

2

1

1

1

2

1

1

1

1
ln''' CCxCxCy

Cx

C
Cy

Cx

C
C

Cx

xC
P  

     
3211

1
2

2

132

1

1
1

2

2

1
ln

2
ln

2
CxCCxCxC

x
CCxC

Cx

xdx
CxxC

x
Cy 
















   

Javob:    
3211

1
22

1
ln22 CxCCxCxCxCy   

      Bu turdagi tenglamalarning xususiy holi izlanayotgan funksiya oshkor ishtirok etmagan  2- tartibli    

  0'',,
1

yyxF     (2.7)  ko‟rinishdagi tenglamadir. 

     (2.7)  tenglamani yechish uchun   
dx

dp
yPy  '',

1      (2.5)   almashtirish bajariladi. 

     3-misol.      '''1 yyx       tenglamaning       20',10  yy     boshlang‟ich shartlarni  

qanoatlantiruvchi  xususiy yechimini toping. 

     Yechish.   (2.8)  almashtirishlarni bajarsak, berilgan tenglama:      P
dx

dp
x 1    yoki  

1


x

dx

P

dp
   

o‟zgaruvchilarga ajralgan  1- tartibli differensial tenglamaga keladi. Buning yechimi   

1
ln1lnln CxP     yoki    ,1

1
 xCP   bundan    1'

1
 xCy   yoki  

2

2

11

2
C

x
CxCy     

berilgan  tenglamaning umumiy yechimini topamiz. 

      Berilgan boshlang‟ich shartlarga asosan   1,2
21
 CC      ni  o‟rniga qo‟ysak,   12

2
 xxy    

xususiy yechim hosil bo‟ladi. 

  3.   
   0,.....,'',', 
n

yyyyF     ko‟rinishdagi tenglama     

      Tartibini pasaytirishga imkon beradigan tenglamalarning yana bir turi-erkli o‟zgaruvchi oshkor 

ishtirok etmagan    
   0,......,'',', 
n

yyyyF     (2.9)  ko‟rinishdagi tenglamadir. Bu yerda ikkala 

o‟zgaruvchini almashtirish orqali tenglama tartibi bir birlikga pasaytiriladi.Yangi izlanayotgan funksiya 

sifatida    
dy

dp
P

dx

dy

dy

dp

dx

dp
yPy  '',' ,  

1

1
2

2

2

2
,.....,'''





















n

n

n

dy

pd
y

dy

dp
P

dy

pd
Py    (2.10)   lar 

orqali  ifodalashni to‟liq induksiya usuli yordamida ko‟rsatish mumkin, demak,  (2.9)  tenglama  (2.10)  

almashtirishlar orqali   0,......,,,
1

1

1




















n

n

dy

pd

dy

dp
pyF    (2.11)   ko‟rinishga, ya‟ni  (n-1)-tartibli  

tenglamaga keltiriladi. 

     4-misol.   0''3''''
2
 yyy   tenglamaning umumiy integralini toping. 

     Yechish.  (2.10)  almashtirishlardan foydalansak, berilgan tenglamamizning ko‟rinishi  
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












































cyp

dy

dp
p

dy

pd
p

dy

dp
PP ,0(03

2

2

2

2

2

2

   yoki   02

2

2

2

















dy

dp

dy

pd
P .    Bunda   

dp

dz
z

dy

pd
z

dy

dp


2

2

,    almashtirishni  olsak:    0(02
2


dy

dp
zz

dp

dz
Pz , ya‟ni   

1
CP    va   

1

2

21
lnlnln0

2
) Cpz

p

dp

z

dz
CxCy    yoki   

21

2

1

1
CyC

p
pC

dy

dp
z     yoki   

22

2

121
CyCyCxCyC

dy

dx
 ,  bunda   

2

1

1

C
C  , 

22
CC  . 

  (2.9) tenglamaning xususiy holi erkli o‟zgaruvchi oshkor ishtirok etmagan     0,'',', yyyF   (2.12)   

ko‟rinishdagi  tenglamadir. 

   (2.12)  tenglamaning umumiy yechimini ham  (2.10)  almashtirish yordamida topiladi.  

      5-misol.     0'''5
2

 yyy    tenglamaning umumiy integrali topilsin. 

     Yechish.  (2.10)  almashtirishdan foydalansak, berilgan tenglama   
p

dp

y

dy
P

dy

dp
Py 

5

1
05

2    

o‟zgaruvchiga ajralgan tenglamani hosil qildik. Bu tenglikning ikkala tomonini integrallab,   

 
4/5

21

5

1

1

5

1

1
' CxCyyCyyCP      umumiy yechimini topamiz. 

    

   Mustahkamlash uchun savollar  
1. Yuqori tartibli differensial teglamaning ta`rifini va tenglamalarni ayting? 

2. Differensial teglamaning umumiy yechimi bilan xususiy yechimi orasidagi farq? 

3. Tartibini pasaytirish deganda nimani tushunasiz? 

4.  Tartibini pasaytirish mumkin bo‟lgan tenglama turlarini ayting? 

 

Mustahkamlash uchun savollar 

 Tartibini pasaytirish mumkin bo‟lgan differensial tenglamalarning umumiy 

yechimini toping. 

1.  a)  
xx

y
22

cos

11
'   ;               b)      ''1'2

2

yyy   

2.  a)  xxy ln''
3
  ;                 b)  0'ln''  yxxy  

3.  a)  xxy 5sin''
23
  ;            b)    0'2''

3

 yyy    

4.  a)  ctgxxy 
27

'  ;               b)  0'2''
2
 ytgyy  

 

5.  a)  xxy sin''   ;                       b)  xtgxyy sin'''   

Javob:  
21

cos2sin CxCxxxy  ;      Javob:  
2

2

1
sin

6

1
sin CxCxy 








  

6.  a)  xx
x

xy cos
1

''
2

  ;               b)  0'2''
2
 xyy  

Javob:  
21

sin2cosln CxCxxxxy   ;                                                                     

Javob:  
2

2

1

1

2

11

ln
2

1
,

1
C

Cx

Cx

C
yC

C

x
arctg

C
y 




  . 

7.  a)  2

2

1
'' x

x
y   ;                       b)  0

'
sin''' 

x

y
xyxy  

Javob:  
21

4

12

1
ln CxCxxy   ;           Javob:   

211

22

1

2

1
1 CxCxarctgCxCyC   

                                                                                ;.....1;02
2

 kCКПхy . 
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8.  a)  xxxy cos''   ;                    b)    02'''1
2

 xyyx  

Javob:  
21

3
sin2cos

6

1
CxCxxxxy   ;                                                                       

Javob:    
2

222

1
1ln1 CxxxxxCy   ;        

2

22

1
arcsin1 CxxxxCy  . 

9.  a)  xy 2cos''   ;                           b)  
x

y
yxy

'
ln'''   

Javob:   
21

2cos
4

1
CxCxy   ;               Javob:  

2

1

1

1

11
1 C

C
xe

C
y

xc

















  ;  C
e

y

x


2

2

. 

10.  a)  xxy sin''
2
  ;                        b)  01'''

23
 yxyx  

Javob:   
21

4

sin
12

CxCx
x

y   ;                Javob:  
21

ln
1

CxC
x

y   

 

24-25-mavzu. Ikkinchi tartibli chiziqli tenglamalar 
 

Reja: 1) 2-tartibli chiziqli teglamalarga doir asosiy tushunchalar   

2) O‟zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli differensial tenglamalar  

 

Tayanch ibora va tushunchalar 

 
Ikkinchi tartibli bir jinsli o‟zgarmas koeffitsientli chiziqli tenglama, Vranskiy detrmenanti, xarakteristik 

tenglama.    

 

1. 2-tartibli chiziqli teglamalarga doir asosiy tushunchalar 

 
      1-ta’rif.  Agar  2-tartibli differensial tenglama noma‟lum funksiya  y  va uning hosilasi  '',' yy  ga 

nisbatan birinchi daralali bo‟lsa, bunday tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi va u   

     xfyxayxay 
21

'''    (3.1)  ko‟rinishda yoziladi. Bunda   xa
1

  va   xa
2

  lar  x  ning funksiyalari 

yoki o‟zgarmas sonlar. 

       Agar (3.1) da    0xf  bo‟lsa, bir jinsli bo‟lmagan yoki o‟ng tomonli chiziqli tenglama,    0xf   

bo‟lsa, bir jinsli yoki o‟ng tomoni bo‟lmagan chiziqli tenglama deyiladi. 

       Ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli tenglamalarning ba‟zi xossalarini isbotsiz eslatib o‟tamiz. 

       1- teorema. Agar  
1

y   va  
2

y   ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli  0'''
21

 yayay   (3.2) 

tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo‟lsa, u holda  
21

yy    ham shu tenglamaning yechimi bo‟ladi. 

     

       2- teorema. Agar  y  (3.2) tenglamaning yechimi bo‟lsa, u holda  Cy  ham shu tenglamaning yechimi 

bo‟ladi.  

         

2- ta’rif. Agar   ba ,   kesmada  (3.2) tenglamaning ikkita  
1

y  va  
2

y  yechimlarining nisbati 

o‟zgarmas miqdorga teng bo‟lmasa, ya‟ni  const
y

y


2

1   bo‟lsa,  
1

y   va  
2

y   yechimlar   ba ,   kesmada 

chiziqli bog‟liq bo‟lmagan  erkli yechimlar deyiladi. 

      Agar   ba ,   kesmada shunday o‟zgarmas    son mavjud bo‟lib, 

2

1

y

y
  bo‟lsa,   

1
y   va  

2
y   

yechim chiziqli bog‟liq yechim deyiladi. 
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      Masalan,  0''  yy   tenglama uchun  x
ey  , x

ey


 , x
ey 2 , x

ey


 4   funksiyalar yechimlari 

bo‟ladi. Bunda  x
e  va  x

e
  funksiyalar har qanday kesmada ham chiziqli bog‟liq emas, chunki  

conste
e

e x

x

x




2   bo‟lib, o‟zgaruvchi miqdordir. 

      Lekin,  x
e  va  x

e2   funksiyalar chiziqli bog‟liq, chunki  const
e

e

x

x

 2
2

. 

      3-ta’rif.  Agar  
1

y   va  
2

y   lar  x  argumentning funksiyasi bo‟lsa, u holda  

 
21212121

'', yyyyyyyyW    (3.3)  determinant  Vronskiy determinanti yoki berilgan funksiyaning  

Vronskiysi deyiladi. 

     

  3- teorema. Agar  
1

y   va  
2

y   funksiyalar   ba ,   kesmada chiziqli bog‟liq bo‟lsa, u holda bu 

kesmada  Vronskiy determinanti aynan nolga teng bo‟ladi. 

     

  4- teorema. Agar  (3.2) tenglamaning  
1

y   va  
2

y   yechimlari   ba ,  kesmada chiziqli erkli bo‟lsa, 

bu yechimlardan tuzilgan  Vronskiy  determinanti kesmaning hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi. 

      

 5-teorema. Agar  
1

y   va  
2

y  (3.2) tenglamaning ikkita chiziqli erkli yechimi bo‟lsa, u holda  

2211
yCyCy    (3.4) tenglik  (3.2) tenglamaning umumiy yechimi bo‟ladi. Bunda  

1
C   va  

2
C   

o‟zgarmas sonlar. 

 

 

2. O’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli                                                                             

differensial tenglamalar 

 
         Ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli  0'''  qyPyy    (2.1) tenglama berilgan bo‟lsin, bu yerda  P  va 

q  o‟zgarmas haqiqiy sonlar. 

        (2.1) tenglamaning  umumiy yechimini topish uchun, ikkita xususiy yechimini topish kifoya. 

        Xususiy yechimlarni  kx
ey  , )( constk   (2.2) ko‟rinishda izlaymiz, u holda  kx

key ' , kx
eky

2
''    

(2.3). 

        (2.2) va (2.3) larni (2.1) tenglamaga qo‟ysak,    0
2

 qkpke
kx

  yoki  0
kx

e , 0
2

 qkpk   

(2.4) xarakteristik tenglamani hosil qilamiz. 

Uning ildizlari  q
pp

k 
42

2

1
  va  q

pp
k 

42

2

2
  bo‟lib, ular quyidagicha bo‟ladi  

 

                                                               3-jadval. 

T/n Xarakteristik tenglama- 

ning ildizi 

        Xususiy yechim Umumiy yechim            

(integral) 

 1 
1

k  va 
2

k  haqiqiy va teng 

bo‟lmagan (
21

kk  ) hol  

xk
ey 1

1
 , 

xk
ey 2

2
  bo‟lib, 

 
conste

y

y xkk



12

1

2  

xkxk
eCeCy 21

21
  

 2 
1

k  va 
2

k  haqiqiy va teng  

 
21

kk   bo‟lgan hol 

kx
ey 

1
,

kx
xey 

2
 bo‟lib, 

constx
y

y


1

2  

  kx
eXCCy

21
  

 3 
1

k  va 
2

k  kompleks sonlar 

 ik 
2,1

 bo‟lgan hol  

xey
x




cos
1
 , xey

x



sin

2
  

bo‟lib, constxctg
y

y
 

2

1   

 xCxCey
x




sincos
21

  
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     6-misol.  02'3''  yyy   tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. Berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi   

      023
2

 kk   bo‟lib, uning ildizlari  1
1
k , 2

2
k . U holda xususiy yechimlar  x

ey 
1

, x
ey

2

2
  

bo‟lib, conste
y

y
x




1

2  bo‟lgani  uchun, umumiy integral                (yechim):  xx
ececy

2

21
 . 

   7-misol.  03'4''  yyy   tenglamaning    60 y ,   100' y  boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi 

xususiy yechimi topilsin. 

    Yechish. Tenglamaning xarakteristik tenglamasi  034
2

 kk  bo‟lib, uning ildizlari  3
1
k , 

1
2
k .  Shuning uchun xususiy yechimlar  x

ey
3

1
 , x

ey 
2

 va conste
y

y
x


 2

1

2  bo‟lgani uchun 

umumiy yechim  xx
ececy

2

3

1
   (*). 

      Tenglamaning berilgan boshlang‟ich shartlarini qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish uchun (*) 

dan birinchi tartibli hosila olamiz. xx
eCeCy

2

3

1
3'   (**). 

      (*) va (**) larga boshlang‟ich shartlarni qo‟yib, 
1

C  va 
2

C  o‟zgarmaslarga    nisbatan 









103

6

21

21

CC

CC
      tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib, 2

1
C , 4

2
C   ni 

topamiz. 

       U holda berilgan differensial tenglamaning izlanayotgan yechimi: 
xx

eey 42
2

 . 

      8-misol. 05'2''  yyy   tenglamaning umumiy yechimi topilsin. 

      Yechish. Xarakteristik tenglama  052
2

 kk  bo‟lib, ildizlari ik 21
1

 , ik 21
2

 . 

Shuning uchun  xey
x

2cos
1


 , xey

x
2sin

2


  va  constxtg

y

y
i  2

1

2  bo‟lgani uchun  

 xCxCey
x

2sin2cos
21




 berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo‟ladi. 

      9-misol.  02'2''  yyy  tenglamaning    10 y ,   10' y   boshlang‟ich shartlarni  

qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin. 

      Yechish. Berilgan o‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli differensial tenglamaning xarakteristik 

tenglamasi  022
2

 kk  bo‟lib, ik  1
2,1

 ildizlarga ega. Shuning uchun  xey
x

cos
1


   va  

xey
x

sin
2


 . U holda tenglamaning umumiy yechimi   xCxCey

x
sincos

21



. Tenglamaning 

xususiy yechimlarini topish uchun  y  dan birinchi tartibli hosila olamiz va boshlang‟ich shartlardan 

foydalanib  
1

C ,
2

C  o‟zgarmaslarga               nisbatan  








1

1

12

1

CC

C
   tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz. Sistemani yechib               1
1
C , 2

2
C   ni aniqlaymiz. 

       Topilgan  
1

C   va  
2

C   larning qiymatlarini tenglamaning umumiy yechimiga qo‟yib, uning berilgan 

boshlang‟ich  shartlarini qanoatlantiruvchi   xxey
x

sin2cos 


 xususiy yechimini hosil qilamiz. 

      10-misol.  04'4''  yyy   tenglamaning  umumiy yechimini toping. 

     Yechish.  044
2

 kk   xarakteristik tenglamaning ildizlari  2
21
 kk   bo‟lib, haqiqiy  va  

karrali bo‟lgani uchun umumiy  yechim    x
exCCy

2

21
 . 

 

  Mustahkamlash uchun savollar  
1. Chiziqli teglama deb nimaga aytiladi? 

 2. O‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli chiziqli tenglamaning ko‟rinishini yozing?  
    3. O‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli chiziqli tenglamaning xususiy yechimi qanday 

ko‟rinishda izlanadi? 

    4. Xarakteristik tenglama ildizlari necha xil bulanadi va qanday topiladi? 
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Mustahkamlash uchun savollar 
      Quyidagi o‟zgarmas koeffisentli  2-tartibli bir jinsli chiziqli differensial tenglamalarning umumiy va 

boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimlari topilsin. 

 

1. a) 06'5''  yyy       Javob: xx
eCeCy

3

2

2

1
 ;                                                                                  

b) 0'3''  yy ,   10 y ,   30' y ,                 Javob: x
ey

3
2


 ; 

2. a) 06'5''  yyy ,                           Javob: xx
eCeCy




2

6

1
; 

b) 04''  yy , 1
2








 П
y , 1

2
' 







 П
y ,         Javob: xxy 2sin

2

1
2cos  ; 

3. a) 04'4''  yyy ,                            Javob:  
21

2
xCCey

x


 ;  

b) 02'''  yyy ,   00 y ,   10' y ,              Javob: xx
eey




3

12 ; 

4. a) 09''  yy ,                                  Javob: xx
eCeCy

3

2

3

1


 ; 

b) 09'6''  yyy ,   20 y ,   70' y ,           Javob:  xey
x

72
2

 ; 

5. a) 09'6''  yyy ,                            Javob:  
21

3
xCCey

x


 ; 

b) 05'2''  yyy ,   10 y ,   10' y ,          Javob: 







 xxey

x
2sin

2

1
2cos ; 

6. a) 016''  yy ,                                Javob: xCxCy 4sin4cos
21

 ; 

b) 0'2''  yyy ,   40 y ,   20' y ,             Javob:  xey
x

24  ; 

7. a) 02'3''2  yyy ,                          Javob: 
x

x
eCeCy 2

1

2

2

1



 ; 

b) 03'4''  yyy ,   10 y ,   20' y ,            Javob:  xx
eey

3

2

1
 ; 

8. a) 025'10''  yyy ,                         Javob:  
21

5
xCCey

x
 ; 

b) 09'6''  yy ,   10 y ,   10' y ,               Javob:  xey
x

21
3

 ; 

9. a) 049''  yy ,                                 Javob: xCxCy 7sin7cos
21

 ; 

b) 04'5''  yyy ,     10'0  yy ,                Javob:  xx
eey

4
2

3

1
 ; 

10. a) 013'4''  yyy ,                           Javob:  xCxCey
x

3sin3cos
21

2
 ; 

b) 0'2''  yyy ,   12 y ,   22' y ,             Javob:   2
37




x
exy . 

 

26-27-mavzu. O’zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli 

bo’lmagan chiziqli differensial tenglamalar 
 

 Reja: 1) Differensial tenglamaning o‟ng tomoni    ,xPxf
m

 bo‟lgan hol   

           2) Differensial tenglamaning o‟ng tomoni   x
exf


 .  xP
m

 bo‟lgan hol  

           3) Differensial tenglamaning o‟ng tomoni       xxQxxPxf
mm

 sincos    

   bo‟lgan hol 

         4)  xfqypyy  '''  tenglamaning xususiy yechimini topishning ixtiyoriy 

o‟zgarmas miqtor, variant, usuli 

     

Tayanch ibora va tushunchalar 
 O‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli bo‟lmagan tenglama, xarakteristik tenglama 

yechimlari, xususiy yechimlari, xarakteristik teglamaning yechimi bo‟lgan va bo‟lmagan hollar. 
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      Agar  p va q haqiqiy sonlar,   0xf   bo‟lsa, u holda   xfqypyy  '''   (5.1)  tenglama o‟zgarmas 

koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli bo‟lmagan chiziqli tenglama deyiladi. 

      (5.1) ko‟rinishdagi tenglamani yechishda quyidagi teorema asosiy o‟rin tutadi. 

     Teorema. Bir jinsli bo‟lmagan (5.1) tenglamaning umumiy yechimi  y, bu tenglamaning xususiy 

yechimi  
y  bilan mos bir jinsli  0'''  qypyy   (4.1) tenglamaning  ŷ umumiy yechimi yig‟indisiga 

teng, ya‟ni  


yy ŷ  (5.2). 

      Biz (4.1) tenglamaning umumiy yechimini topish bilan  4-§. da  tanishdik, shuning uchun (5.1) 

tenglamaning xususiy yechimini topish usullari  2-jadvalda bayon etilgan:  

 

  4-jadval 
№/

N 

Differensial tenglamaning o‟ng 

tomonining ko‟rinishi 

Xarakteristik 

tenglamaning ildizlari 
Xususiy yechimning ko‟rinishi 

 

 

 

1 

 

 

   ,xPxf
m

  bunda  xP
m

 - darajasi  

m  bo‟lgan ko‟p had 

 

a)   soni xarakteristik 

tenglamaning ildizi 

bo‟lmagan hol 

1
)( xQ

m
bunda,  xQ

m
 - darajasi  

m dan katta bo‟lmagan ko‟phad 

b)   soni xarakteristik 

tenglamaning l karrali 

ildizi 

 

 xQx
m

e  

 

 

 

 

2 

 

 

 

  x
exf


 .  xP
m

, bunda  haqiqiy 

son 

a)   soni xarakteristik 

tenglamaning ildizi 

bo‟lmagan hol 

 

 

  x

m
exQ


 

b)   soni xarakteristik 

tenglamaning  e karrali 

ildizi 

 

 

  x

m

e
exQx


 

 

 

 

 

3 

 

 

 

      xxQxxPxf
mm

 sincos  , 

bunda  xP
m

 va  xQ
m

 darajasi  m 

dan katta bo‟lmagan ko‟phadlar 

a)  i son  xarakteristik 

tenglamaning ildizi emas 

    xxVxxU
mm

 sincos   

bunda  xU
m

 va   xV
m

darajasi  

m dan katta bo‟lmagan ko‟phad 

b)  i son  xarakteristik 

tenglamaning  e karrali 

ildizi 

 

    xxVxxUx
mm

e
 sincos   

 

 

4 

      xxQxxPexf
mm

x



sincos   

a)  i  son 

xarakteristik tenglama- 

ning ildizi bo‟lmasin 

    xxVxxUe
mm

x



sincos   

b)  i  son 

xarakteristik 

tenglamaning e karrali 

ildizi 

    xxVxxUex
mm

xe



sincos   

 

5 

 

 

 

 

  xNxMxf  sincos   

 

a) i   son  xarakteristik 

tenglamaning ildizi emas 

 

xBxA  sincos   

b)i   son  xarakteristik 

tenglamaning ildizi 

 

 xBxAx  sincos   

      
     25-misol.  xyyy  3'4''   differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. 

     Yechish. Avval  03'4''  yyy   tenglamaning umumiy yechimini topamiz.Uning xarakteristik 

tenglamasi  034
2

 kk   bo‟lib, uning ildizlari  1
1

k , 3
2

k   va umumiy  yechimi  

ỹ
xx

eCeC
3

21


   bo‟ladi.  
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      Berilgan bir jinsli bo‟lmagan tenglamaning o‟ng tomoni  2-jadvaldagi  1-holning  a) ko‟rinishida 

ya‟ni  
10

AxA   ko‟rinishda izlaymiz. Bu ifodaning birinchi  va  ikkinchi tartibli hosilalarini olib, berilgan 

tenglamaga qo‟ysak:    xAxAA 
100

34   hosil bo‟ladi. Bir xil darajali  x  lar oldidagi koeffitsientlarni 

tenglab,  










034

13

10

0

AA

A
   tenglamalar  sistemasidan, noma‟lum  bo‟lgan  

3

1

0
A ,  

9

4

1
A    

koeffitsientlarni  topamiz. U holda berilgan tenglamaning xususiy yechimi:  
9

4

3

1



xy   bo‟lib, 

umumiy  yechimi:  y ỹ
9

4

3

3

21


 x
eCeCy

xx . 

      26-misol.    x
exxyyy 8483'4''

2
   tenglamaning umumiy  yechimini toping.  

     Yechish.  03'4''  yyy   bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz.Xarakteristik  

tenglamasi  034
2

 kk   ning ildizlari  3
1

k , 1
2

k   bo‟lib, umumiy yechimi  ỹ xx
eCeC




2

3

1
. 

       Berilgan  bir jinsli bo‟lmagan differensial  tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning 

xususiy yechimini topish lozim. 

        Bizning misolda      x
exxxf 848

2
  bo‟lgani uchun  2-jadvaldagi  2-holning a) ko‟rinishida 

bo‟lgani uchun  xususiy  yechim    x
eCBxAxy 

 2
  shaklda izlanadi, bu yerda  A,B,C noma‟lum 

koeffitsientlarni aniqlash kerak.Ularni topish uchun  


y   berilgan tenglamaning ildizi bo‟lishi 

kerakligidan foydalanib, 
1


y , 

''


y   larni topamiz.Topilgan bu qiymatlarni berilgan tenglamaga qo‟yib:  

        xxxx
exxeCBxAxeCBBxAxAxeCBABxAxAx 84833324224

2222


tenglikni hosil qilamiz. 

       Hosil qilingan tenglikning har ikkala tomonini  x
e  ga qishartirib  va  x  ning bir xil darajalari 

oldidagi  koeffitsientlarini o‟zaro tenglashtirish natijasida  A,B,C koeffitsientlarni topish uchun quyidagi 

sistemani hosil qilamiz:  






























7

9

1

0862

84812

88

C

B

A

CBA

BA

A

  larni topib, quyidagi     x
exxy 79

2


   

xususiy yechimga ega bo‟lamiz. 

       Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy  yechimi:  

y ỹ   xx
exxeCeCy 79

2

2

3

1



. 

      27-misol.  xyyy cos252''
1

  tenglamaning  umumiy  yechimi  topilsin. 

     Yechish. Avval  05'2''  yyy  bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini  topamiz. Uning 

xarakteristik tenglamasi  052
2

 ykk   ko‟rinishda bo‟lib, ik 21
1

 , ik 21
2

   ildizlarga ega. 

Shuning uchun uning umumiy yechimi   ỹ   x
exCxC


 2sin2cos

21
.    

      Berilgan tenglamaning xususiy yechimini topishda  2-jadvaldagi  5-holning  

a) ko‟rinishidan foydalansak, bunda  1  ekanligini e‟tiborga olsak  xBxAy sincos
*

   ko‟rinishda 

bo‟ladi. Bunda  A va B  noma‟lum bo‟lgan o‟zgarmas koeffitsientlar. Bu  noma‟lum koeffitsientlarni 

topish uchun  
*

y ,
1

*
y ,

''

*
y  larning qiymatlarini berilgan tenglamaga qo‟ysak:  

xxBxAxBxAxBxA cos2sin5cos5cos2sin2sincos    tenglikni hosil qilamiz. Bir xil 

trigonometrik funksiyalar oldidagi koeffitsientlarni tenglab, A  va  B  larni aniqlash uchun quyidagi 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 


























5

1

5

2

052

252

B

A

BAB

ABA
     U holda berilgan tenglamaning 

xususiy yechimi xxy sin
5

1
cos

5

2*
 , umumiy yechim:   

  xxexCxCyyy
x

sin
5

1
cos

5

2
2sin2cos

21

*


 . 
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2.  O’zgarmas koeffitsientli bir jinsli bo’lmagan chiziqli differensial tenglama 

xususiy yechimini topishning ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlarni variatsiyalash usuli 

 

        Bir jinslimas tenglama xususiy yechimini topishning umumiy usuli ixtiyoriy 

o‟zgarmas miqdorlarni variatsiyalash usulini ko‟rsatamiz. 

        Agar berilgan tenglama 2-tartibli:  xfqypyy  '''  (2.1) ko‟rinishda bo‟lsa, bir jinsli  

0'''  qypyy  (2.1) tenglamaning umumiy yechimi 
2211

yCyCy   (2.1) ko‟rinishda 

bo‟ladi. 

     (2.1) dagi  
1

C  va  
2

C  ni  x  ning hozircha noma‟lum funksiyalari deb hisoblab, (2.1) 

tenglamaning xususiy yechimini (2.1) ko‟rinishda izlaymiz. 

     (2.1) ni differensiallab: 
22112211

''''' yCyCyCyCy    ni hosil qilamiz. 

1
C   va  

2
C  funksiyalarni  0''

2211
 yCyC  (2.2) tenglik bajariladigan qilib tanlab olamiz. 

      Agar bu qo‟shimcha shartni e‟tiborga olsak, u holda  'y  hosila: 
2211

''' yCyCy    

ko‟rinishda bo‟ladi. Endi bu ifodadan  ''y   ni topamiz: '''''''''''
22222211

yCyCyCyCy  . 

      '',', yyy larni(2.1)tenglamaga   qo‟yib, 

     xfyCyCqyCyCPyCyCyCyC 
2211221122112211

''''''''''   yoki  

     xfyCyCqypyyCqypyyC  ''''''''''
222122221111

  tenglikni hosil qilamiz. 

      Birinchi ikkita qavs ichida turgan ifodalar nolga aylanadi, chunki  
1

y   va  
2

y   bir jinsli 

tenglamalarning yechimlari. 

      Demak, keyingi tenglik   xfyCyC  ''''
2211

  (2.3) ko‟rinishga keladi. 

      Shunday qilib, 
1

C   va  
2

C   funksiyalar  (2.2) va (2.3) tenglamalar sistemasini 

qanoatlantirsa, ya‟ni  
 








xfyCyC

yCyC

''''

0''

2211

2211     (2.4) bo‟lsa, (2.1) funksiya  (2.1) 

tenglamaning  yechimi bo‟ladi. Ammo bu sistemaning determinanti chiziqli erkli                   

1
y   va 

2
y  funksiyalarning Vronskiy determinanti bo‟lgani uchun nolga teng bo‟lmaydi. 

Demak, sistemani  yechib, '
1

C   va  '
2

C   ni  x  ning  ma‟lum funksiyalari sifatida 

aniqlaymiz:  xC
11

'  ,  xC
22

'  . 

     Integrallab,  
111

CdxxC    ,  
222

CdxxC       tengliklarni hosil qilamiz, bunda             

1
C   va 

2
C  integral  o‟zgarmaslaridir. 

     
1

C   va  
2

C  ning hosil qilingan ifodalarini (2.1) ga qo‟yib,ikkita ixtiyoriy o‟zgarmas   
1

C   

va  
2

C  miqdorlarga bog‟liq bo‟lgan integralni, ya‟ni bir jinslimas tenglamaning umumiy 

yechimini topamiz. 

      Agar berilgan tenglama n-tartibli:        xfyayayay
n

nnn



....

2

2

1

1
  (2.5) 

ko‟rinishda  berilgan bo‟lib, xususiy yechim          xyxCxyxCxy
nn

 ....
11

*   (2.6) 

ko‟rinishda bo‟lib,  

   
 
























xf
dx

dC
y

dx

dC
y

dx

dC
y

dx

dC
y

dx

dC
y

dx

dC
y

nn

n

n

n

n

n

n

111

1

1

1

1

1

.....

0'.....'

0.....

     (2.7) almashtirishlarni e‟tiborga 

olinib, berilgan (2.5) tenglama yechimi topiladi. 

     28-misol. 
x

e
yyy

x

cos
5'4''

2

  tenglamaning  umumiy  yechimini toping . 
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    Yechish. 05'4''  yyy  bir jinsli tenglamaning umumiy  yechimini topamiz. 

Xarakteristik tenglamasi 054
2

 kk  ning ildizlari  ik  2
2,1

 bo‟lib, umumiy  yechimi  

 xCxCexeCxeCy
xxx

sincossincos
21

22

2

2

1
   (*)  

       Berilgan bir jinsli bo‟lmagan differensial tenglamaning umumiy yechimini topish 

uchun uning xususiy  yechimini  ixtiyoriy  o‟zgarmas miqdorlarni variatsiyalash usuli 

(2.4) yordamida izlaymiz. 

  
   






































1'

'

cos

1
cossin2'sincos2'

0sin'cos'

cos
''''

0''

2

1

21

21

2

2211

2211

C

tgxC

x
xxCxxC

xCxC

x

e
yCyC

yCyC

x  



















22

11
cosln

CxdxC

CxtgxdxC

         

    
1

C   va  
2

C   larning  topilgan qiymatlarini  (*) tenglikka qo‟ysak:  

    xeCxxeCxy
xx

sincoscosln
2

2

2

1
 , bunda  

1
C   va  

2
C  lar ixtiyoriy o‟zgarmas 

miqdorlar. 

Mustahkamlash uchun savollar 
1. O‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli chiziqli bo‟lmagan tenglama deb nimaga 

aytiladi? 

                  2.  xfqypyy  '''  tenglamaning umumiy yechimi qanday topiladi?  

    3. )( xf  funksiyaning ko‟rinishlari turlarini ayting? 

    4. Xususiy yechimlar qanday izlanadi? 

 

Mustahkamlash uchun savollar 
Quyida berilgan o‟zgarmas koeffitsientli  2-tartibli  bir jinsli bo‟lmagan chiziqli differensial 

tenglamalarning umumiy va boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi  xususiy yechimlarini  toping. 

1. a) 
1

1
2'3''




x
e

yyy ;                          Javob:    1ln
2

2

2

1


 xxxxx
eeeeCeCy  

b) 52613'4''  xyyy ,   10 y ,   00' y ;       Javob: xexy
x

3sin
3

2
12

2
  

2. a) 
x

eyyy  2'2'' ;                               Javob:   xx
exCxCey  sincos

21
 

b) xxyyy sin'2''  ,   00 y ,   00' y ;        Javob: xxexy
x

cos
2

1
2

2

3

2

5












 

3. a)  xxyy 2cos2sin44''  ;  Javob:  xxxxCxCyyy 2cos2sin2sin2cos
21

*
  

 b)  xxyyy  2sin24'4'' ,   00 y ,   10' y ;      Javob:   







 xxexCCy

x
2cos

2

1
1

2

12

21
 

 4. a)   xexyy
x

sin1''
2




;               Javob: x
x

x
x

exCxCy
x

cos
22

sincos

2

21

















  

 b) 
x

xeyyy  '2'' ,   00 y ,   30' y ;              Javob: xx
exxey

3

6

1
3   

 5. a) 
x

eyyy


 5110'6'' ;                              Javob:   xx
exCxCey


 3sincos

21

3
 

 b) xyyy sin174'3''  ,   40 y ,   00' y ;             Javob: xxeey
xx

cos5.1sin5.25.1
4




 

 6. a)   x
exxyy 4sin84cos6''  ;   Javob: 











xxeeCeCy

xxx
4sin

147

136
4cos

3087

20296

2

6

1
 

 b) 2455'2''
2

 xxyyy ,   00 y ,   20' y ;      Javob: xexy
x

2sin
2
  
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7. a) 22
35'3'' xyxyyx  ;                              Javob:      2

21

2
3lnsinlncos xxCxCxy  ;                                                                                                       

Izoh: t
ex  ,x>0 almashtirish olinadi. 

 b) x
eyy

6
18'6''  ,   10 y ,   90' y ;                    Javob: xx

xeey
66

323   

 8. a) x
eyyy


 4'4'' ;                                  Javob:   xx

exCCey



9

1

21

2  

b) xxyy cos6sin8''  ,
22

ПП
y 








, П

П
y 2

2
' 








;                                                                     

Javob:  xxxxПxy sin3cos4sin2cos3   

9. a) xyy 2cos4''  ;                                    Javob: x
x

xCxCy 2sin
4

2sin2cos
21

  

b) xxyy 2cos82sin44''  ;   00 y ,   00' y ;    Javob:  xxxxy 2sin22cos2sin
2

1
  

10. a) x
eyyy

2
4'4''  ;                                  Javob: 
















2

2

21

2 x
xCCey

x  

b) x
eyyy


 4'4'' ,   00 y ,   00' y ;                  Javob: xx

exey












9

1

3

1

9

12  

 

28-mavzu. Ikki noma’lumli o’zgarmas koeffitsentli chiziqli 

differensial tenglamalar sistemasi. Oddiy differensial tenglamalar 

sistemasi   
  
 Reja: 1. Ikki noma‟lumli o‟zgarmas koeffitsentli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi. 

            2. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi 

  

  Tayanch ibora va tushunchalar 

                Chiziqli   differensial tenglamalar sistemasi, sistemaning xaraktersizlik teglamasi ildizlari, 

umumiy yechim. 

 

1. Ikki noma’lumli o’zgarmas koeffitsentli chiziqli  

differensial tenglamalar sistemasi. 

 

 Bizga  
















yaxa
dt

dy

yaxa
dt

dx

2221

1211

       (1.1) differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‟lsin.Bunda  t - 

argument, x(t),y(t) – noma‟lum funksiyalar,  2,1, jia
ij

 o‟zgarmas sonlar. 

     (1.1) sistema ikki noma‟lumli o‟zgarmas koeffitsentli chiziqli differensial tenglamalar sistemasi 

deyiladi. 

     Ushbu: 
kaa

aka





2221

1211

,

,
=0   (1.8) kvadrat tenglama  (1.1) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. 

    Quyida bizga 
 

 







0

0

222121

222111





kaa

aka
      (1.3) sistema kerak bo‟ladi. 

    (1.1) sistemani yechish uchun avvalo  (1.2)  xarakteristik tenglama ildizlari  
1

k  va 
2

k  topiladi.  

    Xarakteristik tenglama ildizlari  
1

k  va 
2

k  haqiqiy  va har xil bo‟lsa, (1.3) sistemada                 k  

o‟rniga 
1

k   ni qo‟yib, bu sistema yechimlari  
 1

1
   va  

 1

2
  larni topamiz,so‟ngra             (1.3) ga 

2
k  ni 
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qo‟yib, 
 2

1
  va 

 2

2
  larni topamiz. Shundan so‟ng, (1.2) munosabatni hisobga olib, 

   
1

2

1

1

1
    

desak, 
   

12

1122

2

12

1111

2
,

a

ak

a

ak 



    bo‟ladi.    (1.1) sistemaning umumiy yechimini topish 5-jadvalda 

berilgan. 

 

                                                                                                                   5-jadval. 

T/n 

Xarakteristik 

tenglama 

ildizlari   

(1.1) tenglamaning umumiy yechimi  

1. 

1
k  va 

2
k  

haqiqiy sonlar 

bo‟lib, har xil 
 

21
kk   

    












tktk

tktk

eCakeCak
a

y

eCeCx

21

21

21121111

12

21

1  

2. 

1
k  va 

2
k  

haqiqiy sonlar 

bo‟lib, o‟zaro 

teng 
21

kk   

 

    












tk

tk

etCakCCak
a

y

etCCx

1

1

211121111
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3. 
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1

 va 
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1-misol. Quyidagi chiziqli differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi topilsin.  
















yx
dt

dy

yx
dt

dx

24

64

 

   Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasining xarakteristik tenglamasi quyidagi ko‟rinishda 

bo‟ladi:

 

8,201660
22

64

1

2





kkkk

k

k
 

    Sistemaning xususiy yechimlari quyidagi ko‟rinishda izlanadi:  
tk

ex 1

11
 ; 

tk
ey 2

11
 , 

tk
ex 2

22
 , 

tk
ey 2

22
 ;  

     (1.3) sistemadan: 
 

 







024

064





k

k
      2

2
k  da     va     larni aniqlash uchun tenglamalar 

sistemasini hosil qilamiz: 
 

  















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




 

      Bu sistema cheksiz ko‟p yechimga ega, chunki bu ikki tenglama bitta  0
11
   

 tenglamaning  o‟zidir, 
21

  , 1
1

 , 1
1
 . 

      Demak, xarakteristik tenglamaning 2
1

k  ildiziga 
t

ex
2

1


 , 

t
ey

2

1


  xususiy yechimlar mos 

keladi. 

      Endi 8
2
k  da   va    larni topish uchun quyidagi sistemani hosil qilamiz: 

 

  











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
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22
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






     Bu sistema ham cheksiz ko‟p yechimga ega, chunki 
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ikkinchi tenglama 1-tenglamaning natijasidir, shuning uchun  
2222

2

3
64   ;  2

2
  da  

3
2
  bo‟ladi. 

      Demak, xarakteristik tenglamaning 8
2
k  ildiziga t

ex
8

2
3 , t

ey
8

2
2  xususiy yechimlar mos 

keladi. 

      Berilgan sistemaning umumiy yechimi  3-jadvalning  1-holidagini e‟tiborga olsak, quyidagicha 

bo‟ladi: 
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     Umumiy yechimni matritsa ko‟rinishda quyidagicha yozish mumkin:        
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2.  Oddiy differensial tenglamalar sistemasi 

 
    Ko‟pincha  x  argument, noma‟lum 

n
yyy ,....,,

21
  funksiyalar va ularning hosilalarini o‟z ichiga olgan 

differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi  xyy
11

 ;  xyy
22

 ; ….;  xyy
nn

  

funksiyalarni topish talab etiladi. Birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasini qaraymiz: 

 

 

 
nn

n

n

n

yyxf
dx

dy

yyxf
dx

dy

yyxf
dx

dy

,....,,

,....,,

,....,,

1

12

2

11

1
























 (8.1) , bunda 
n

yyy ,....,,
21

 - izlanayotgan funksiyalar, x esa argument.  

     Chap tomonida  1- tartibli hosilalar turgan, o‟ng tomoni hosilalarni o‟z ichiga olmagan bunday 

tenglamalar sistemasi normal sistema deyiladi.  

     Sistemani yechish  (integrallash) degani (1.1) tenglamalar sistemasini  va  
0

101
yxy  ; 

 
0

202
yxy  ,….,  

0
0 nn

yxy    (1.2) boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi  
1

y ,…,
n

y  funksiyalarni 

topish demakdir. 

     (1.1) tenglamani yechish quyidagicha bajariladi:  

     (1.1) tenglamalardan birinchisini  x  bo‟yicha differensiallaymiz: 

dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

x

f

dx

yd
m

m

















11

1

11

2

1

2

....

  
dx

dy
1 ,

dx

dy
2 ,….,

dx

dy
n   hosilalarni ularning tenglamalariga  

1
f ,….,

n
f   ifodalari bilan almashtirib,  

n
yyxF

dx

yd
,.....,,

122

1

2

   tenglamani hosil qilamiz. 

    Hosil bo‟lgan tenglamani differensiallab, hamda yuqoridagidek ish ko‟rsak,  
n

yyxF
dx

yd
,....,,

133

1

3

   

tenglamani topamiz. 

Bundan keyin ham xuddi yuqoridagidek davom etib, nihoyat,  
nnn

n

yyyxF
dx

yd
,.....,,,

21

1
  

tenglamani hosil qilamiz. 

     Shunday qilib, ushbu sistemani hosil qildik: 

 
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n
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n
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
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   (2.3) 



 104 

      Olingan  n-1  ta  tenglamadan  
n

yyy ,.....,,
32

 ning  
1

1

1

1

1
,.....,,,





n

n

dx

yd

dx

dy
yx    hosilalar orqali ifodasini ( 

agar bu mumkin bo‟lsa ) aniqlaymiz: 

  
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  1
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1

11122

,......,',,

,......,',,

,.....,',,






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
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















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   (2.4). 

    Bu ifodalarni  (2.3) tenglamalarning eng oxirgisiga qo‟yib,  
1

y   ni aniqlash uchun  n-tartibli tenglama 

hosil qilamiz: 
  1

111

1
,.....',,




n

n

n

yyyxФ
dx

yd
  (2.5). 

    Bu sistemani yechib, 
1

y   ni aniqlaymiz:  
n

CCCXy ,.....,,,
2111

   (2.6). 

    (2.6) ifodani  n-1  marta differensiallab, 
n

n

dx

yd

dx

yd

dx

dy
1

1

2

1

2

1
,.....,,



  hosilalarni  
n

cccx ,.....,,,
21

 larning 

funksiyasi kabi aniqlaymiz. 

    Bu funksiyalarni (2.4) tenglamalarga qo‟yib, 
n

yyy ,.....,,
32

 larni aniqlaymiz: 

 
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
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  (2.7) 

    Hosil qilingan yechimlar berilgan (2.2) boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi bo‟lishligi uchun 

(2.6) va (2.7) tenglamalardan  
n

cc ,....,
1

 o‟zgarmas miqdorlarning mos qiymatlarini topishgina qoladi. 

     30-misol. 
















zyx
dx

dz

zyx
dx

dy

342

       (*) sistemani  y(0)=1, z(0)=0 (**) boshlang‟ich shartlarda 

integrallansin. 

 

     Yechish.  

     1) Birinchi tenglamani  x  bo‟yicha differensiallaymiz: 
dx

dz

dx

dy

dx

yd
 1

2

2

. Bunga 
dx

dy
 va 

dx

dz
  larning  

(*) dagi qiymatlarini qo‟yib: 1233
2

2

 zxy
dx

yd
  (a) 

     2) (*) sistemaning birinchi tenglamasidan: xy
dx

dy
z    (b) ni topamiz.(b) ni (a) ga qo‟ysak: 

1323
2

2


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

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
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2

2

 xy
dx
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dx

yd
. Bu tenglamaning umumiy yechimi: 
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


xexCCy
x

  (c) bo‟ladi.  

     (b) ga asosan:   14622
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


xexCCCz
x

  (d)  

     O‟zgarmas  
1

C  va 
2

C  miqdorlarni  (**) boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Bu 

holda (c) va (d) tengliklardan:  
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    Shunday qilib, berilgan boshlang‟ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechim: 
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 Mustahkamlash uchun savollar 

 
2. O‟zgarmas koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli chiziqli bo‟lmagan tenglama deb nimaga 

aytiladi? 

                  2.  xfqypyy  '''  tenglamaning umumiy yechimi qanday topiladi?  



 105 

    3. )( xf  funksiyaning ko‟rinishlari turlarini ayting? 

    4. Xususiy yechimlar qanday izlanadi? 

 

Mustahkamlash uchun savollar 

 

      Mashqlar. Tenglamalar sistemasining umumiy yechimini toping. 
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