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Kirish.

Graflar nazariyasi amaliy matematikaning asosiy gismlaridan biri
bo’lib, ob yektlarni va unda sodir bo'ladigan jarayonlarni tasvirlashda
qulayliklar tug diradi. Bu nazariya tushunchalari va masalalari eng
qiyin kechadigan jarayonlarni loyihalashda, masalan elektron
qurilmalarning oxirgi avlodlarini yaratishda, ularning element
asoslarini analiz va sintez qilishda ishlatilishi bilan fan va texnika
taraqqiyotida katta o'rin egallaydi.

Hozirgi kunda graflar nazariyasi neyrotexnologiya asoslarining
asosiy matematik apparati bo’lib, ularning ichki imkoniyatlarini to"liq
yoritishda xizmat gilmoqda.

Xulosa qilib aytsak, graflar nazariyasi va uning masalalarini
texnika sohasida qo’llanilishi ko p qgirrali va ko'p tarmoqlarning ichki
xususiyatlarini yechishda katta imkoniyatlar yaratadi.

Shu sababali ushbu o'quv qo’llanmada graflar nazariyasining
asosiy tushunchalari va masalalari, ularni mikroelektron texnika
elementlari va qurilmalarini yaratish nuqtai nazaridan ko'rib
chiqilgan.



I. ASOSTY TUSHUNCHALAR.
1.1. Asosiy aniqlanishlar.

Tekislikdagi va fazodagi biror x nuqtani cho’qqi deb belgilasak,
ikki nuqtani (x,; va x,)ni bog lovchi kesmani qobiq deb belgilaymiz.

Cho’qgilar nuqta yoki dumaloq ko’rinishida beriladi, qobiq esa
tutash nuqta yoki dumalogqa mos keluvchi cho’qqgilardan yoki
dumalogni bog lovchi kesmadan iborat.

Har bir qobiq ikkita cho’qqi bilan aniqglanadi. Cho’qqilarni
belgilash uchun  x,,x,,....,X,....X,,, qobiqglarni belgilash uchun esa
Up,Uy,... ;..U harflaridan  foydalanish mumkin. Bu holda qobiq

u;=(x, ,xp) bilan belgilanadi, o, f=1,m, lekin o=f.

Bu holda cho’qqilar to’plamini X={x,,x,,....X,,} (l.1-rasm)
holatida va qobiglar to’plamini esa U={u,u,,...,u;} (1.2-rasm)
holatida tasvirlash mumkin.

X2 X3

. . B \
. o Xy / X6 uy
Xl L] L]

X5 X6

1.1-rasm 1.2-rasm
Cho’qgqilar to’plami. Qobiglar to’plami.

Qobiqglarni bir-biri bilan bog'lash natijasida hosil bo’lgan
chizma graf G deb ataladi va u quyidagi ko’rinishda tasvirlanadi
G=<X, U> (1.3-rasm).

1.3-rasm. Graf G=<X,U>, m=6, n=8

Bu yerda X={xX,,...,X;...,X,} — cho’qqilar to’plami;
U={u,,u,,...,u;....,u,} — qobiqlar to’plami.
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Natijada: 1) Cho’qqilar to’plami X ning har bir elementi X;
i=1,2,3,...,m, shu to’plamga tegishli cho’qqi deb hisoblanadi va x;
€ X deb ifodalanadi.

2) Qobiqlar to’plami U ning har bir elementi u;  j=1,2,3,....,n, shu
to’plamga tegishli qobiq deb hisoblanadi va u; € U deb ifodalanadi.

Agar u=(x;x;) bo’lsa, u holda u; tuguncha deb ataladi
(1.4.a-rasm). Qobiglarning boshlang’ich va oxirgi cho’qgqilari bir xil
bo’lsa ular parallel qobiglar deyiladi (1.4.b-rasm). Faqat cho’qqining
0’zi berilgan bo’lsa, u xolis cho’qqi deyiladi.

u; +1 4
Y
X
" a b

1.4-rasm

Agar grafda tuguncha va parallel qobiglar bo’lmasa, ular oddiy
graf deb ataladi (1.3-rasm).

Masalan, agar X={x,,X,,X5,X4,Xs,Xs} va U={u,u,,u;,u,,us} bo’lsa
va u=(XpX,), Uy=(X,X3), Us=(Xp,X3), W=(X4Xs), Us=(X5,Xs), u holda
graf G=<X, U> quyidagicha tasvirlanadi (1.5-rasm). Bu grafda u, va
u, parallel qobiglar bo’lsa, us — tugunchadir. Bu graf bog lanmaganlik
grafi yoki bog lanmaganlik komponentlari deb ataladi, chunki uchta
bog'lanmagan  grafdan  iborat: G=<X,,U>, = X,={X.,X,,X3},
U={u,u,us); G=<X,,U>, X,={x,x5}, U,={u,us}; G3;=<X;,U;>,
Xs={x;}, Us;={o}. Agar grafda qobiglar bo’lmasa, u nol graf deb
ataladi.

X2 U X3
us
u3
[ ]
X6

1051 X4 Uy X5

C
X1 ® a b

1.5-rasm



Ikkita cho’qqi x,va x, bog'langan hisoblanadi, agar ular

ixtiyoriy ~ U; qobiqning tutash cho’qqilari bo’lsa u=(x,,xp), aks
holda ular bog'lanmagan hisoblanadi. Agar ixtiyoriy ikkita qobiq u,
u, umumiy cho’qqiga ega bo’lsa, ular bog'langan hisoblanadi.

Qobiglar u; har doim o’zining x,, x, tutash cho’qgilariga

insendentdir, aks holda insendent emas hisoblanadi. Masalan, graf
G=<X, U> da (1.5-rasm) qobiq u,, X, va Xx; cho’qqilariga insendent,
X, va X, cho’qqgilar bog'langan cho’qqilar deyiladi, u, va u, esa
bog langan qobiqlar deyiladi.

Berilgan x; cho’qqgiga insendent qobiqlar soni cho’qqining
darajasi deb ataladi va A (x,) deb belgilanadi, u holda A4 (x;,)=Ny; ga
teng bo’ladi. Cho’qqilarning maksimal va minimal darajasi max A (x;)
yoki min A (x;) bilan belgilash mumkin.

Ayrim hollarda cho’qqining darajasi valentlik deb ataladi.
Cho’qqining darajasi «1» bo’lsa, u osilgan cho’qqi deyiladi. Osilgan
cho’qqiga insendent qobiq osilgan qobiq deyiladi. Agar cho’qqining
darajasi «0» bo’lsa, u yakka cho’qqi deyiladi. Cho’qqidagi tuguncha
har doim ko’rilayotgan cho’qqgi uchun «I» giymatga ega bo’ladi.

1.5-rasmdagi G=<X, U> graf uchun A(x,)=3, A(x;)=2,
A(x)=1, A(xy)=1, 41(x5)=2, A(x4)=0 ga teng.

Bu yerda x4 — xolis cho’qqi, x,, x, — osilgan cho’qqilar, u,, u,—
osilgan qobiqlardir.

Grafning hamma cho’qqilari darajasining yig'indisi toq
giymatga ega bo’lib, u qobiqlarning ikki barobariga teng.

A (x;)=2IUl

Shunday qilib har qanday grafda juft darajaga ega bo’lgan

cho’qqilar soni toqdir.

5 )Ue
X u
u 3 4 -
X2 Uz
Uy
Ujo
Ug
X
X1 o 5
1.6-rasm
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Grafda parallel qobiglar va tugunchalar soni bir nechta bo’lishi
mumkin. U holda graf quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi (1.6-rasm).

1.2. Graf bo’laklari

Graf G=<X, U> da G'=<X!, U> G grafning bo’lagi bo’ladi,
agar X' va U, X va U to’plamlariga nisbatan to’plamalar bo’lagi
bo’lsa. Bu holda (x4, Xg) qobig U' qobiglar to’plami bo’lagiga
qarashli deyiladi, agar x,, xp cho’qqgilar X' cho’qqilar to’plamiga
qarashli bo’lsa. Demak Xq, Xg€ X', X'={ X;,X5,X3,...,%} V2 Xq, Xp€ X,
X={ XX...X,}, u holda X'=X bo’lib, X={X'"X"}, bu yerda
X'={X,X;,»----X;; } holatida bo’ladi va k+k,=m qiymatiga teng bo’ladi
(1.7-rasm).

X2
X
X5 X3 X X3 X 3

X1 X5 X4 X5 X1 X4 X1 Xs

1.7-rasm. Graf va uning bo’laklari ko’rinishi.
a - graf G, b — graf bo’lagi G, v — graf asosi G', g — xolis
cho’qqili graf G"

Graf G' graf G ning bo’lagi deb aytiladi, agar X'c X, U'cU.
Agar G' graf G ning bo’lagi bo’lsa, u holda G' G ga qarashli
deyiladi. Graf bo’lagi G' graf asosi hisoblanadi, agar X'=X bo’lsa.
Agar G' graf bo’lagining cho’qgilar to’plamini N deb belgilasak, va
uning qobiglar to’plami G grafning qobiglar to’plami bilan mos
kelsa, ularning ikki tugash cho’qqgilari N ga qarashli bo’lsa, u holda
G', N cho’qqgilar to’plami bilan gamrab olingan graf bo’lagi G=<H,
U> deyiladi.

1.8-rasmda G- graf va uning uchta graf bo’laklari G, G', G"
tasvirlangan, ular ichida G'" — qamrab olingan va G" — asosli graf
bo’lagidir.



X3

X1 X4 Xs

| [ [
G G G G

1.8 — rasm.

Graf bo’lagi turlaridan ayrimlari cho’qqilarni olib tashlash
orqali ifodalanadi. Agar x;, G grafning cho’qqisi bo’lsa, u holda bu
cho’qqgiga insendent bo’lgan hamma qobiqlarni olib tashlasak, Gy;
grafiga ega bo’lamiz.

Masalan, 8-rasmdagi G grafidan X,; cho’qqisini olib
tashlangandan so’ng G" graf bo’lagini ko’rish mumkin, G"“=(X",
U"Y), XV=X\x; (1.9-rasm).

X1 X4 X5
1.9 — rasm

Natijada graf bo’lagi deb G grafning shunday gqismiga G
aytiladiki, uning qo’shimcha qismi G" ning qobiglari G grafga
tegishli bo’lib, G' grafda ishtirok etmaydi.

G”= G_ GI

Bu holda graf bo’lagi G' graf G ning qoplaydigan gismi yoki
graf bo’lagi (sugraf) deb ataladi.

Graf bo'laklari G, va G,, G grafning ikki bo’lagi bo’lsin, bu
bo’laklarning yig indisi quyidagicha aniglanadi

G=G,U G,
Ular gobiqglardan iborat bo’lib, G, yoki G, ga tegishlidir. Shu tarzda
ularning kesishuvi

R= G,NG,

Grafda bo’laklarning soni ko’p bo’lsa, ularning yig indisi va
kesishuvi quyidagicha aniglanadi:



G=UG, va R=NG,

Bu yerda: G, — graf bo'laklari to'plami, « =1,k— grafdagi
bo"laklar soni.
Agar G, graf bo’laklari umumiy cho’qqgilarga va qobiqlarga

ega bo’lmasa ular cho’qqi bo’yicha kesishmaydi. Graf bo’laklari G,

umumiy qobiglarga ega bo’lmasa, ular qobiglar bo’yicha
kesishmaydi.

Agar berilgan G=<X, U> grafni graf bo’laklariga bo’lish talab
etilsa, quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

e cho’qqilar to’plami X ning bir gismini quyidagicha ifodalash
mumkin. X'=X bu holda x,e X', X bo’ladi. a<m giymatga
ega bo’ladi va cho’qqilar to’plamining bo’lagi X'={x,, X,,...,
Xq} teng bo’ladi.

e (obiglar to’plami U ning bir qismini quyidagicha ifodalash
mumkin U'cU, bu holda, uelp, U bo’ladi va qobiglar
to’plamining bo’lagi U'={u,, u,,...,us} teng bo’lib, B<n
giymatga ega bo’ladi.

Masalan: G=<X,U> berilgan (1.10-rasm). Bu grafni bo’laklarga
bo’lib, G' va G" graflarga ega bo’lamiz (1.11-rasm).

X6

1.10-rasm. Graf G=<X, U>



X2

u
u
X5
X]
Uy us
X6
1.11-rasm. G=<X,U> ning bo’laklari G' =<X',U">,

GII :<X” UII>

Bu yerda: G' grafi uchun X'={x,,x,,x5,Xs} cho’qqilar to’plami;
U'={u,,u,,u3,u,} —qobiglar to’plami;
G" grafi uchun X"={xs,x;,x,,x,} — cho’qgilar to’plami;
U'={us,uzu,, ug} — G" grafi uchun gobiglar
to’plami;
xs — G' va G" graflari uchun umumiy choqqi.

1.3. Graflar ustida amallar
Mantigiy birlashish amali. Eng kerakli amallardan biri —
birlashish amalidir. Graf G=<X,U>, G'=<X.U> va G'=<X"U">

graflarining birlashmasi hisoblanadi, agar X=X'UX" va U=U'NU"
shartlar bajarilsa, ya'ni G=G'U G"

2 X7 X7 X7
et e
5
X3 Xg X3 X6

a b d X6

1.12-rasm. Cho’qqi bo’yicha birlashish.
a- graf G'=<X'U'>; b- graf G'=<X",U">; d- G=<X,U>
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Graflar G' va G" 1.12-rasmda x, cho’qqisi orqali birlashgan
bo’lib, graf G cho’qqgi bo’yicha birlashishni tashkil etadi.

X 4 4
X2 X4
X3
X3
X3
X1 X5 X X5
a b d

1.13-rasm. Qobiq bo’yicha birlashish
a- graf G'=<X'U">; b- graf G'=<X",U">; d- G=<X,U>

1.13-rasmda graflar G' va G" (x,,x,) qobig'i orqali birlashib,
gobiq bo’yicha birlashishni tashkil etadi.

Mantiqiy kesishish amali. Agar G'(X, U) va G'(X", U")
graflari berilgan bo’lsa, ularning bir-biriga kesishishi asosida graf
G"=G'N G" hosil bo’ladi.

X2 X5
Uy Uy
A A—4
U7 u X
Xog_ -7 24
X X X,
X1 u3 3 4 Us 6 X7
GI GII

GIII

X7
1.14-rasm

G' va G" graflarning kesishishi asosida G"=<X", U"> hosil
bo’ladi, bu yerda X"={x,, x,}, U'={u,}. 1.14-rasmda G' va G'
graflarning kesishuvi asosida G" grafning cho’qgilari to’plami
X"={x4,x,} va qobiglari to’plami U"={u,} hosil bo’ladi.

1.4. Marshrutlar, zanjirlar, yo'llar va halqalar.

Marshrut deb, qobiglarning ketma-ketligini tushunib, unda har

bir ikkita qo’shni qobiqglar u;, va u; umumiy tutash cho’qqiga ega
S={u,, u,,.., Usenos u,}

Bu yerda har bir qobigni u,=(X;, X,), W,=(X,, X3), ..., U
Xms) N1 ko'rinishida yozish mumkin.

Demak, grafdan cho’qqi va qobiglarining ketma-ketligi x,, u,,
Xy, Uy, X3, Us,e.., X, Uy, marshrut deb ataladi va u u=(x;, x;,,) ifoda
ko’rinishida yoziladi. Bundan tashqari marshrutni cho’qqilar ketma-

n=(Xm7
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ketligi X, Xp,..., X;,; va qobiqlar ketma-ketligi u,, u,,..., u;,, bilan
aniglanadi (1.15-rasm).

X X X3 X4 Xi-1 Xi Xi+1

e e o PY
oo *Tm T U

1.15-rasm

Aytish kerakki, marshrutda ixtiyoriy bir u; qobig'l, yoki x;
cho’qqisi bir necha marta ishtirok etishi mumkin.

Agar marshrutda x, cho’qgidan oldin hech ganday cho qqi
bo'lmasa u boshlang’ich cho'qqi deb ataladi. Agar x, cho qqidan
keyin hech qanday cho'qqi bo’lmasa, x, tugash cho'qqisi deb
ataladi. Agar ikkita qobiq u;, u;,; o'rtasida umumiy cho'qqi bo'lsa, u
holda x; cho'qqi ichki cho'qqi deb ataladi. Agar marshrut
boshlang™ich cho’qqgiga ega bo’lib, tugash cho’qgisi bo’lmasa yoki
tugash cho’qqisi bo’lib boshlang’ich cho’qqisi bo’lmasa, u holda
bunday marshrut bir tomonlama tugallanmagan deb ataladi.
Marshrutda boshlang’ich va tugash cho'qqgilari bo’lmasa, ikki
tomonlama tugallanmagan deb ataladi.

Agar S marshrut x, boshlang’ich cho’qgiga va x, tugash
cho’qqisiga ega bo’lsa, u quyidagi ko'rinishda ifodalanadi.

S=S(xy, X,
bu yerda x,, x,, — marshrutning tugash cho qqilari deb ataladi.

Agar x, boshlang’ich cho'qqi x, tugash cho'qqisi bo’lsa,
marshrutning uzunligi m ga teng bo’ladi.

Agar har bir qobiq bir marta ishtirok etsa, marshrut zanjir deb
ataladi.

Agar zanjirda hech qanday cho’qqi gaytarilmasa, u oddiy zanjir
deb ataladi. Uning ayrim ko'rinishlari 1.16-rasmda ifodalangan.

X1 X1 X3 X1 X2
X0 /OvXZ\ X4 ‘ X0 X3

1.16—rasm.

m

12



Grafdagi har qanday zanjirni grafning bo’lagi deb aytish
mumkin. Ikkita zanjirning boshlang’ich va tugash choqgqilarini
bog'lanishidan halqa tashkil etiladi. Graf bog'langan hisoblanadi,
agar bir-biriga mos bo’lmagan ikkita cho’qqi marshrut orqali
bog'langan bo’lsa.

Marshrut halqa deb ataladi, agar uning boshlang’ich va tugash
cho’qqilari bir cho’qqgidan iborat bo’lsa, ya'ni x,=x,. Halqalarda
boshlang™ich cho’qqi ichki cho’qqilar bo’lmaydi va golgan cho’qgqilar
gaytarilmaydi (1.17-rasm).

X1 X1 X3 X X4 X6
X0 X2 Xp X4 X1 X7
1.17-rasm

Yuqoridagi tushunchalar yo’naltirilmagan graf uchun gqabul
qilingan.

Yo’naltirilgan graf uchun ham yo’naltirilgan marshrut, zanjir va
oddiy zanjirlar tushunchasini kiritish mumkin. Bu masalalarga
keyinroq to"xtalamiz.

1.5. Masala va mashqlar.

1. Bog'langan grafda lokal daraja va qobiglar sonini aniglang.

2. T, va T, darajalarning kesishuvi 7, N 7, T darajani tashkil
etishini ko rsating.

3. Graf G m ta cho'qgidan va n ta qobigdan iborat bo’lib,
cho'qqilar darajasi k va k+1 ga teng. Agar graf G da m,
cho'qqi k darajaga ega bo'lsa va m,,, cho'qqi k+1 darajaga
ega bo'lsa, u holda m=(k+1)m-2m ga teng bo’lishini isbot
qilish kerak.

4. To'g'ri yoki to"g'ri emasligini isbot giling:

a) turli xildagi 2 ta bog'lig marshrutlarni 2 ta cho qqilar
orqali birlashuvi siklni tashkil qilsin.

b) ixtiyoriy ikki xil yo'lni ikkita cho’qqi orqali birlashuvi
siklni tashkil qilsin.
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10.

11.
12.

13.

Hamma cho’qqilarning darajasini 2 bo’lgan bekiq zanjir sikl
ekanligini isbotlang.

23. Agar G grafning ikkita turli sikli u qobig'iga ega bo’lsa,
u holda G grafda u qobigiiga ega bo’lmagan sikl bor
ekanligini ko rsating.

Agar beshta cho'qqili grafning ikkita cho'qqisi bir xil
darajaga ega bo'lsa ularning ikkalasining darajasi 0 ga, yoki
4 ga teng bo'lishi mumkinmi?

Darajalari 2, 3, 3, 4, 4, 4 bo’lgan oltita cho qqgidan iborat
graf bormi?

G grafning hamma cho’qqilaridan o’tuvchi x, dan x5 gacha
oddiy yo'llar bormi (1.18-rasm)?

X

X4 Xs

X3

1.18—rasm

G grafda quyidagi qobiqlar sonidan iborat sikllarni toping
(1.19-rasm). a) 4 ta qobiqli; b) 6 ta qobiqli; d) 5 ta qobiqli;
e) 10 ta qobiqli. Bu sikllarning qaysi biri oddiy?

X

X Xs

X5 Xy

1.19-rasm

Oddiy siklda eng kam qobiqglar soni gancha?

Cho'qqilar soni m > 3 bo’lgan oddiy siklda qobiglar soni
gancha?
m cho'qqgidan iborat bo’lgan oddiy yo'lda qobiglar soni
gancha?



14. 17 ta cho'qqili to’lig grafdan bir nechta qobiqglarni shunday
olib tashlash kerakki u holda har bir cho’qqining darajasi 5
ga teng bo’lsin.

15. Oltita cho’qqgidan iborat bog'langan G graf berilgan, bunda
shunday yopiq marshrutni topingki, hamma cho qqilar uch
marta qaytarilsin.

16. Tasvirlangan garfdan (1.20-rasm):

a) har bir cho qqining kirish va chiqish darajalarini aniglang;

b) kirish va chiqishni toping;

v) E cho’qqgidan S cho’qgigacha bo’lgan yo'llar sonini toping;

g) E cho'qqgidan S cho’qqgigacha bo’lgan masofani toping.

X5 X,

X1 X,

Xs
1.20-rasm

17. 5 ta cho'qqili G garfni chizing, bunda graf:
a) 2 ta chiqish, 1 ta kirishdan iborat bo’lsin;
b) chiqish va kirishdan iborat bo lmasin.
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II. GRAFLARNING XUSUSIYATLARI.
2.1 Graflarning turlari.

Daraxtlar. Daraxt deb, halgaga ega bo’lmagan bog langan
grafga aytiladi. Daraxtlarning yig'indisi o'rmon deb ataladi. Shunday
qilib, o'rmonning komponentlari daraxt hisoblanadi. 2.1-rasmda
beshinchi tartibli daraxtlar keltirilgan.

XV L

2.1 — rasm

Daraxtlarda har bir cho'qqining darajasi A(x;)=1, ya'ni
boshlang’ich va tugash cho'qqgilar bitta qobiq bilan bog langan,
golgan cho’qqilarda bog lanishlar soni birdan ko p boladi.

To’liq graflar. Grafda uning ixtiyoriy ikkita cho’qqisi bir-
biriga bog'langan bo’lsa, to’liq graf deb ataladi. Masalan, graf
G=<X, U> m ta cho’qqidan iborat bo’lsa, undagi qobiglar soni m(m-
1)/2 ga teng bo’ladi (2.2-rasm).

AA B

2.2-rasm.

Graflar oddiy zanjir (1.16-rasm) va oddiy halga (1.17-rasm)
ko’rinishida bo’lishi mumkin.
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Yulduzli graf deb, boshlang’ich cho’qqisi x; va qolganlari X/x;
tugash cho’qqilardan iborat bo’lib, qobiqlar hosil qilgan grafga
aytiladi (2.3-rasm).

X

Xj

2.3 -rasm

Multigraf va psevdograf. Ayrim hollarda ikkita cho qqgining
bog lanishi bittadan ko p qobiqlar bilan ifodalanadi. Bunday hollarda
multigraf tushunchasi hosil bo’ladi. Multigraf bu (X, U) ikkiligidan
tashkil topgan bo’lib, X — bo'sh bo’lmagan cho’qqilar to’plami, U
esa ikkilik cho'qqilar to plamchasidan tashkil topgan qobiglar
to'plami. To plamchalar parallel qobiglardan iborat (2.4.,a-rasm).

Shunday qilib, agar ixtiyoriy grafda birorta qobiglar karrali
yoki parallel bo'lsa, bunday graflar multigraf deyiladi.

Ayrim graflarda parallel qobiqlardan tashqari, tugunchalar,
ya ni boshlang’ich va tugash cho’qqilarini bitta cho’qqini ifodalovchi
va shu cho’qqi atrofida tashkil etilgan qobiq grafda ishtirok etsa, bu
holda psevdograf hosil bo’ladi. U (X, U) ikkiligidan iborat bo ladi
(2.4.,b-rasm). Bu yerda X — bo sh bo’lmagan cho qqilar to plami, U
esa tartibsiz cho'qqilar ikkiligi — albatta har xil bo’lmagan
gobiglarning majmuasi.
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Yo’naltirilgan va yo’naltirilmagan graflar. Agar grafning
qobiglarini ~ aniqlashda  ularning  boshlang'ich  va  tugash

cho’qqilarining tartibi inobatga olinmasa, ya ni:

U=(x,, Xj):(xj’ X;)
bo'lsa, u holda U yo'naltirilmagan qobiq, agar ularning tartibi
zaruriy bo'lsa, yo naltirilgan qobiq deb ataladi. Bunda X, - qobigning
boshlang’ich cho’qgisi, x; esa tugash cho’qqisi hisoblanadi.

Graf yo'naltirilmagan deb ataladi, agar uning har bir qobig'i
yo naltirilmagan bo’lsa va yo'naltirilgan deb ataladi, agar hamma
qobig'i yo naltirilgan bo’lsa.

Yo naltirilmagan graflar 2.5-rasmda va yo naltirilgan graflar
2.6-rasmda tasvirlangan.

¢

2.5-rasm

oy

2.6-rasm

Ko pgina holatlarda aralash graflar ko'riladi. Ular yo naltirilgan
va yo naltirilmagan qobiglardan iborat bo'ladi. Masalan: shaharning
planida qobiqglar bilan ko chalarni, cho’qqilar bilan esa chorrahalarni
belgilaymiz. Bu holda ayrim ko'chalar bo’yicha bir tomonlama
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harakat bo’lsa, yo'nalish beriladi, ayrimlari boyicha esa ikki
tomonlama harakat bo'lsa, yo nalish berilmaydi.

Tekis va planar graflar. Tekis graf deb, shunday graflarga
aytiladiki, uning cho’qgqilari tekislikdagi nuqta bo’lib, gobiqglari esa
o’zaro kesishmagan uzluksiz tekis chiziglardan tashkil topgan. Unda
ixtiyoriy  ikkita qobiq ularga insident bo’lmagan cho’qqilardan
tashgari umumiy nuqtaga ega emas (2.7-rasm).

AN BE=

a) b) d) e) f)

2.7-rasm

Tekis grafga o’xshash har qanday grafni planar graf deb
ataladi. 2.7.,b-rasmda to’rt cho’qqgidan iborat bo’lgan graf, 2.7.,v-
rasmdagi to’rt cho’qqgidan iborat bo’lgan grafga o’xshash bo’lgani
uchun ular planar deyiladi. Xuddi shu asosda 2.8-rasmda keltirilgan
graflar ham bir-biriga o’xshash hisoblanadi.

X X3 X7 X8
°
X5 X6
X
2.8-pacm = ! a) X0 X
X2 X5
X3 l h X9
‘ s xg ’
X4
0) X10
2.8-rasm

Shunday qilib quyidagilarni ma’qullash mumkin.
1) planar grafning har qanday bo’lagi planardir.
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2) agar grafning bog lovchi komponentlari planar graf bo’lsa,
graf planar deyiladi.

2.2. Yo’naltirilgan graflar va uning asosiy xususiyatlari.

Agar grafda qobiglarning boshlang’ich cho’qqisi va tugash
cho’qqisi berilgan bo’lsa, bunday qobiqglar yo’naltirilgan qobiq deb
ataladi, ular asosida tashkil etilgan graf esa yo’naltirilgan graf deb
ataladi.

Berilgan graf G=<X, U> da X - yo’naltirilgan grafning
cho’qqilari, U - yo’naltirilgan grafning qobiqlari. Bu holda
yo’naltirilgan qobiq, tartibli joylashtirilgan juft cho’qqilardir.

Agar U=(x;, x;) — yo’naltirilgan qobiq bo’lsa, u holda x; va x;
uning tugash cho’qqilari, ya'ni x; — qobiqning boshlanishi va x;, —
uning tugashi. Yo’naltirilgan qobiq tugash cho’qgqilarining ikkisiga
ham insident hisoblanadi. Undan tashqgari yo’naltirilgan qobiq
boshlang’ich cho’qqidan chiqgib ikkinchi cho’qqida tugaydi.
Yo’naltirilgan qobigning boshlanishi va tugashi bir-biriga mos kelsa,
(x;, X;) tartibda u tuguncha deyiladi.

Yo’naltirilgan graf umumiy boshlang’ich va umumiy tugash
cho’qqilardan  iborat  yo’naltirilgan  qobiglardan va  parallel
qobiglardan tashkil topadi.

Masalan. 2.9-rasmda yo’naltirilgan qobiq yo’naltirilgan qobiq
bilan, ya'ni bir nuqtadan chiqib ikkinchisiga kiruvchi qobiq orqali
ifodalangan. Qobigning yo’nalish ko rsatkichi bilan belgilangan.

X3 ug
X2 U -
A
U3 X5

U

Uy Us

ug Y W

X1

Us X4

2.9-rasm
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Bu rasmda X={x,, X,, X3, X4, X5}, U={ u;, u,, u;, uy, us, ug,
u,, ug} va {uy, u,, Us, U, U,} - yo'naltirilgan parallel qobiglar, ug —
tugunchadir.

Yo naltirilgan  grafning cho’qqilari, birorta yo naltirilgan
qobigning tugash cho’qqilari bo’lsa, hamda yo naltirilgan qobiglar,
umumiy tugash cho’qqisiga ega bo'lsa, ular bog langan hisoblanadi.

Yo naltirilgan grafda cho’qqining darajasi. G=<X,U> -
yo naltirilgan graf bo'lsin, u holda x; cho qqisidan chiquvchi hamma
yo naltirilgan qobiqlarni G*(x;), hamda x; cho'qqisiga kiruvchi
hamma yo naltirilgan qobiqlarni G°(x;) deb belgilaymiz.

Cho"qqgidan chiquvchi qobiqglarning soni A*(X,) — cho qqining
chiqish darajasi, ya'ni A"(x;)= | G(x;) | deb ataladi. Shunga o xshash
X; cho'qqiga kirish darajasi A7 (x;), yani A(x)=l G(x;) | tarzida
aniglanadi.

Umumiy holda cho'qqining darajasi uning kirish va chiqish
darajasini yig indisidan hosil bo’ladi:

A(x)= AT (x)+ (X))

Agar R={P,, P,,..., P} birorta G grafdagi umumiy cho’qqiga
ega bo'lmagan yo'llar to'plami bo'lsa, u holda graf G quyidagicha
ifodalanadi:

G=P, U P, U..U P,

Graf G yo'llar to'plami R dan iborat bo’lib, R esa
yo naltirilgan graf G ning yo’llarga bo’linishidan iborat. Graf G ning
bo’linishidagi R yo’llarning minimal sonini / deb belgilaymiz va
natijada / (P) tashkil etiladi.

Masalan. Berilgan G=<X, U> graf (2.10-rasm).

X2 X6 X4
X5
X X3
2.10-rasm
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Bu grafda x, va x4 cho’qqilarning darajasi
AM(x)=1; A (x))=2;
M (x0)=2; A (xe)=1;

2.3. Matritsalar va ularning graf bilan bog ligligi

Bog'langanlik matritsasi. Matritsa A va uning elementi (i, j)
bilan aniglanib u A; simvoli bilan belgilanadi. Agar matritsaning har
bir elementi «0» yoki «1» bilan belgilansa, bu ikkilik matritsasi deb
ataladi.

Grafning bog'langanlik matritsasining gorizontal va vertikal
tomonlari cho’qqilar asosida ifodalanadi. Har bir x; cho’qqining
ikkinchi bir cho’qqgi x; bilan bog'lanishi berilgan G graf asosida
belgilanadi. Matritsada har bir x; cho’qqi va x; cho’qqini
bog'langanligini ko’rsatuvchi elementlar M(x;,x;)=1 ga teng, aks
holda, ya'ni x; va X; cho’qqilar orasida bog lanish bo’lmasa,
M(x;,x;)=0 ga teng bo’ladi. Shu tartibda berilgan graf G=<X, U>
ning hamma cho’qqilarining bog lanishi uning matritsasini qurish
asosida ko’rib chigiladi va matritsa elementlari «1» yoki «0»
giymatlari bilan to’ldiriladi.

Umumiy holda berilgan G=<X, U> graf uchun uning
cho’qqilari X={x,, X,,....x,,} bo’lsa, u holda ikkilik mxm matritsa A;
hosil bo’ladi.

{1, agar  x; va x; cho’ggilar bog’langan bo’lsa
A.=

ij
0, agar x;vax; cho’ggilar bog’lanmagan bo’lsa

A(G) matritsasi G grafning bog lanish matritsasi deb ataladi
(2.11-rasm).

X2

X1 X1 X2 X3 Xy X5
x3/]0 1 0 0 1
A= x| 1 0 1 1 1
x3/0 1 0 1 O
X3 4]0 1 1 0 1
Xs xs|1 1 0 1 0
X4
2.11-rasm
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Bu matritsaning diagonali bo’yicha nollar bo’lib, simmetrik
matritsa deyiladi. Matritsa qatoridagi birlar soni mos cho’qqilarning
darajasini aniqlaydi.

Shunga o’xshash tarzda multigraflarni bog langanlik matritsasi
ham aniqlanadi. Bu holda A; x; va x; cho’qqgilarini bog lovchi
qobiglar soniga teng bo’ladi (tuguncha ikkita qobiqqa teng bo’ladi)
(2.12-rasm).

X X2 X; X» X3 X4 Xs
x; | 1 1 0 O 1
x| 1 0 1 3 2
% A= x]0 1 0 1 0
x4 0 3 1 1 1
4 X5 | 1 1 O 1 0
X5

2.12-rasm

Yo naltirilgan  graflar  uchun  bog'langanlik  matritsasi
quyidagicha aniqglanadi:

Berilgan graf G=<X,U> uchun bog langanlik matritsasini
quramiz.

X o3
2
X X2 X3 Xy X5
x/0 1 0 0 1
X4 A1: X2 -1 0 1 0 0
! x50 -1 0 -1 0
« Xs X4 1 0 O
! xs|-1 0 0 0 O
2.13-rasm
Bu yerda:

1, agar qobiq to’nalishi boshlang’ich cho’qqidan tugash cho’qqiga x,—>x;;
Ii,j= -1, agar qobiq to’nalishi tugash cho’qqidan boshlang’ich cho’qqiga Xx;<—X;;
0, agar boshlanish bo’lmasa
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Har ganday yo’naltirilgan grafning ham bog langanlik
matritsasi bo’ladi. 2.14-rasmda yo’naltirilgan graf G bog langanlik
matritsasi bilan tasvirlangan.

Agar graf G=<X, U> yo’naltirilgan bo’lsa, u holda A;
bog langanlik matritsasi quyidagicha hisoblanadi:

_ 1, agar (i,j)eU bo'lsa,
W 0, agar (i,j)eU bo'lsa,

X2
X1
0O 1 0 1
1 1 1 O
Ao 0 0 1
0O 0 1 o0
X4 T X3
2.14- rasm

Insindentlik matritsasi. Graf G=<X, U> ning insindentli
matritsasi I(G) ning har bir elementi

i

= {1, agar  X;chdqqi va Y;  qobiq insindent bo'lsa

0, aeap X;choqqi va U Jj qobiq insindent bo'lmasa

bu yerda, X={xX,,....Xx,,} U={u,,u,,...,u,}

Shunday qilib cho’qqilar matritsada gorizontal qatorlarni
bildirsa, qobiglar vertikal qatorni bildiradi. Bu holda qobiqglarning har
bir qatorida ikkitadan «1» qiymati bor bo’lishi kerak. Shu bilan mxn
giymatga ega bo’lgan matritsa hosil bo’ladi (2.15-rasm).

X2 X3
U U U3 Us Us Ug
o N\ I
X2
X1 w 1O xj0 0 1 1 0 o0
/0 1 1 0 0 1
A x| 0 0 0 1 1 1
X35 X4
2.15 — rasm
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Yo’naltirilgan graf uchun insindentli matritsa I(G) qurish uchun
quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

1, agar x,cho’qqining u; yo’naltirilgan qobigning boshlang’ch cho’qqisi bo’lsa
Ii,j: -1, agar x, cho’qqining u; yo’'naltirilgan qobigning oxirgi cho’qqisi bo’lsa
0, agar x; cho’qqining u; yo’naltirilgan qobiqqa insindent cho’qqisi bo’lsa

X2 X3
U Uy U3 Uy Us Ug
u U xx/1 O O 0 -1 0
! x2/-1 1 0 0 0 0
X1 Q) x o I 1 0 0
x4 0 -1 1 0O 0 1
A x| 0 0 O -1 1 -1
X5 X4
2.16 - rasm

Insindentli matritsani tashkil etilishi 2.16-rasmda berilgan graf
G=<X,U> uchun keltirilgan.

2.4. Masala va mashqlar.

1. Cho’qqilar soni m>5 bo’lgan tekis graflarni chizing. Cho"qqilar
orasida 4 ta cho qqining darajasi 5 dan kichik bo’lsin.

2. Kontursiz yo naltirilgan grafda bitta kirish cho qqi va bitta
chiqish cho’qqisi borligini ko rsating.

3. Yo nalgan grafda quyidagi xususiyatlar orinliligini isbotlang

e yo naltirilgan graflarning har bir marshrut yo'li hisoblansin.

e G - kontursiz grafni aniglang.

e G yo'naltirilgan grafning cho qqilarini shunday tartibda tashkil
etish mumkinki, uning bog langanlik matritsasini yuqori uchburchakli
matritsa tashkil etsin.

4. Berilgan graflardan tekis va notekis graflarni toping.
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10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

2.17-rasm

To g'ri ko p burchaklar uchun boglanganlik va insidentlik
matritsalarini ko rsating.

Berilgan kvadratni uning tomonlariga parallel bo’lgan to g'ri
chiziglar yordamida n* kichik kvadratlarga to g'ri bo'ling (2.18—
rasm).

2.18-rasm

m- ta choqqiga va n ta qobiglari bo’lgan tugunchasiz
graflarning to'liq sonini aniqlang.
Agar oddiy graf G bog'lanmagan bo’lsa, u holda unga

qo shimcha graf G bog'langan bo'lishini isbotlang.

Agar graf G m ta cho'qqi va n ta qobiqqa ega bo’lsa, ya'ni
n=m-1. Graf G bog'lanmagan graf ekanligini isbotlang.

Agar 60 (G)=(n—1)/2 bo'lsa, n ta choqqi oddiy graf
bog langan ekanligini isbotlang.

Bo'lmaganda 2 ta cho'qqiga ega bo’lgan oddiy graf bir xil
darajali 2 ta cho'qqiga ega ekanligini ko rsating.

Agar graf G=<X,U> oddiy va bog'langan bo'lsa va to'liq
bo’'lmasa, u holda u shunday 3 ta x;, x;, x, cho'qqgiga egaki,
(x;, x;) va (x;, x) qobiglar U ga tegishli, (x;, x,) — esa U ga
tegishli emas.

Cho’qgqilar soni m=2,3,5 bo’lgan to’liq grafni chizing.

Cho’qgilar soni m=3,5,k bo’lgan to’liq grafda har bir cho'qqi
nechta qobiqqa tegishli bo ladi?

Cho’qqgilar soni m=3,4,5 bo’lgan to’liq grafda qobiqglar soni
qancha?

Yettita qobiqdan iborat to'liq graf bormi?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Cho’qgqilar soni m bo’lgan to’liq grafda qobiqglar soni n(n-1)/2
ekanligini isbot qiling.

To’liq graf hosil bo'lishi uchun tasvirlangan grafga nechta qobiq
qo shish kerak (2.19-rasm)?

2.19-rasm
G grafiga qo shimcha bolgan G' grafini chizing (2.20-rasm).

Xy Xy X, X2
G:
G:
Xs X5
Xy X3 :
X4
b)
Xy X2
’ E
X
Xs 4

a)

X, o ox2

Xy X3
c) 2.20-rasm d

Shunday beshta cho'qqidan iborat bo’lgan grafni topish
mumkinmi? Uning bitta cho qqisi ozod va boshqasining darajasi
to'rtga teng bolsin.

Shunday beshta cho’qqidan iborat bo’lgan grafni topish
mumkinmi? Uning choqqilari darajasi har xil, ya'ni 0,1,2,3,4.
Beshta cho’qqidan iborat G grafini chizing, unda ikkita cho’qqi
bir xil darajaga ega bo'lIsin.

23. Tasvirlangan grafni shunday to'ldiringki u bog'langan bo’lsin

(2.21-rasm).
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24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

2
X4DN(/\O X
Xs
X6

2.21-rasm

7 ta cho'qqi va 6 ta qobigdan iborat hamda siklga ega
bo lmagan graf chizing.

7 ta cho’qqi va 6 ta qobiqgdan iborat bo’lgan bog langan grafni
chizing.

Har qanday ikkita cho'qqi orasida ularni bog'lovchi yagona
yo'ldan iborat bo’lgan 7 ta cho’qqili graf quring.

G grafning bir qism qobiqlarini shunday olib tashlangki,
natijada hosil bo’lgan graf G daraxtdan iborat bo’lsin va
grafning barcha cho’qqilarini o"zida saqlasin.

m ta cho’qqidan va n ta qobigdan iborat bo'lgan grafning barcha
cho’qqilarini saglagan holda, daraxt hosil gilish uchun nechta
gobig’ini olib tashlash kerak.

2.22-rasmda berilgan graf bog'langan graf bolishi uchun eng
ko pi bilan nechta qobiglarni olib tashlash mumkin?

2.22-rasm

5 ta cho’qqidan iborat hamma mumkin bo’lgan daraxtlarni
ko'rib chiging. Ularning har bir cho qqisining darajasi 1 ga yoki
2 ga teng. Shunday daraxtlardan nechta bor?

Berilgan G graf tekisligini isbotlang (2.23—rasm).
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32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

a) b) c)
2.23-rasm

To'rtta cho qqidan iborat tekis bo’lmagan graf bormi?

Oltita cho’qqidan iborat tekis bo’lmagan graflarga misol

keltiring.

G grafga yangi qobiqlarni shunday qo shsangiz, natijada tekis

graf hosil bo’ladimi? Agar mumkin bo'lsa, ular qanday

ko'rinishda bo"ladi.

G grafning qobiqlarini to g'ri chiziq bilan tekislikda tasvirlang.

m ta choqqidan hamda n ta qobigdan iborat bo’lgan

yo naltirilgan grafda quyidagilarni isbotlang:

a) x, kirish darajasi + x, kirish darajasi + ... + x,, kirish darajasi
=1,

b) x, kirish darajasi + x, kirish darajasi + ... + x,, kirish darajasi
= X, chiqish darajasi + X, chiqish darajasi + ... + x,, chiqish
darajasi;

Nima uchun berilgan graf to'liq yo naltirilgan graf emas (2.24—

rasm)?

X3 Xy

X, X2
Xs
2.24-rasm

Oltita cho’qqidan iborat bo’lgan to'lig yo'naltirilgan grafni
chizing.
Tasvirlangan graf uchun bog langanlik matritsasini quring (2.25-

rasm).
X3 Xy

X, X2
Xs

2.25-rasm
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40.

41.

42.

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.

Quyida keltirilgan bog langanlik matritsalari uchun graflarni
tasvirlang.

Graf bog langanlik matritsa ko'rinishida keltirilgan. Shu matritsa
orqali qanday topish mumkin?: a) grafning cho"qqilari sonini; b)
B, cho'qqidan chiquvchi qobiqglar sonini; d) B; cho'qqiga
kiruvchi qobiqlar sonini; e) yo naltirilgan grafdagi qobiqlar
sonini.

Agar grafning bog'langanlik matritsasida asosiy diagonaldagi
elementlar 0 ga teng bo'lsa, bunday graf ganday xususiyatga
ega?

5 ta cho’qqidan iborat bo’lgan bog lanmagan grafni chizing.
Grafning bog langan matritsasini toping

Grafning insindentli matritsasini toping.

Grafning bo’laklarini toping.

Markazida bitta cho’qqi bo’lgan grafni quring.

Markazida uchta bog'langan cho'qqgi bo’lgan grafni quring.
Darajasi A(x;)>n bo’lgan daraxtlarni quring, n=1,2,...,10.

As cho’qqgining bog'langan graflarida eng kam qobiglar soni
ganchaga teng?

Cho'qqilar soni n>5 bo’lgan tekis grafni chizing. Unda darajasi
3 dan katta bo'Imagan 4 ta cho qqi bo’lishi kerak.

30



III. GRAFLARNING IZOMORFLIGINI ANIQLASH.
3.1. Graflar izomorfligining asosiy shartlari

Ikkita graf G=<X, U> va G'=<X', U'> izomorf deyiladi, agar
ularning cho’qqgilar to’plami X, X' o'zaro mos bo'lsa, ya'ni bir
grafdagi cho’qqilardan tashkil etilgan qobiqlar U, ikkinchi grafdagi
cho’qgilarni birlashuvidan tashkil topgan qobiglarga U' mos kelishi
kerak. Agar qobiglar yo'naltirilgan bo’lsa, u holda ularning
yo nalishlari ham ikkita graf bo’yicha mos kelishi kerak.

Graflarning izomorfligini aniglashni — ekvivalentlik yoki
o xshashlik deb ham tushunish mumkin.

Graflar nazariyasida graflarning izomorfligini aniqlash asosiy
markaziy o’rinni egallaydi. Ayrim mualliflarni fikriga ko’ra [1],
umumiy holda bu masala to’liq saralash bilan yechiladi. Bu holda m
ta cho’qqgiga ega bo’lgan ikkita oddiy grafning izomorfligini aniglash
uchun m! teng taqqoslash kerak bo’ladi.

Masalan: Berilgan uchta graf (3.1-rasm) bir-biriga nisbatan
izomorf bo’lsa, 3.2 - rasmda berilgan graflar esa izomorf emas, nima
uchun?

Bu savolga javob berish uchun izomorf masalasini to'liq ko rib
chiqishga to"g'ri keladi.

] 00

3.1-rasm

&

.2-rasm

Graflarning izomorfligini aniqlash talab etilgan holda,
belgilangan graf tushunchasini kiritish mumkin.
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Graf bog'langan bo’ladi, agar uning cho’qgqilari birorta belgiga
ega bo'lsa, masalan 3.3-rasmda cho’qqilaring har xil belgilangan
uchta graf berilgan.

Bunday graflar bir-biriga o xshash, ya'ni izomorf graflar deb
ataladi, chunki ular cho’qqilarini tartib ragami bilan belgilash
bo'yicha farq qiladi.

2 1 3

3.3—rasm

Shunday qilib 3.1-rasmda berilgan graflar bir-biriga izomorf
hisoblanadi, chunki ko'rinish jihatdan har xil bo’lishiga garamasdan
cho’qqilarining bir-biri bilan boglanishi, ya'ni cho’qqilarning, yoki
gobiglarning tashkil etilishi bir xildir. Bu rasmda ham cho"qqilarning,
yoki qobiqglarning tartib raqamini o zgarishi, ularning izomorfligini
izhor eta olmaydi.

Graflarning izomorfligini aniglashning bir nechta yo'llari bor.

1. Graflar izomorf bo'ladi, agar ularning bog langanlik
matritsalari biri ikkinchisidan qatorlarining va ustunlarining o rnini
bir xil almashtirish bilan hosil qilingan bo'lsa. Bu holda
bog langanlik matritsalari teng bo’lsa, graflar izomorf bo’ladi.

2. Graflar izomorf bo’ladi, agar ularning insindentli matritsasi
biri ikkinchisidan qator va ustunlarning o'rnini ixtiyoriy o zgartirish
orqali olinsa, ya'ni bu holda bir-biriga teng bo’lgan insindentli
matritsa hosil bo’lishi kerak.

3. Graflarning izomorfligini topish uchun saralash usulidan
foydalanish taklif etiladi, ya'ni saralash sonini kamaytirishdan iborat.
Shunday usullardan biri graflarni sathlarga bo’lishga asoslangan.
Bunday yechilish usullari ko’proq amaliyotga bog'liq bo’lib,
boshlang®ich cho’qgqilarni to’g'ri tanlashga asoslangan, ya'ni ikkita
graf bo’yicha bir-biriga mos cho’qqilarni aniqlash talab etiladi.
Bunday cho’qqilarni aniqglash elektrik, funksional, topologik va
boshga sxemalarda qiyinchilik tug’dirmaydi.

3.2. Graflarni sathlarga bo'lish
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1- lemma. Ixtiyoriy graf G<X,U> ning U qobiqglarini R sathlar
bo’yicha bo’lish mumkin.

Isbot. G=<X,U> ixtiyoriy yo naltirilmagan graf (3.4.,a-
rasm) berilgan, bu yerda X={x,, X,,..., X,} — cho'qqilar to plami;
U={u,, u,..., u,} qobiglar to plami. Grafning qobiqlarini sathlar
R={1, 2,...,r,...,1} bo’yicha bo'lish talab etiladi.

Grafni sathlarga bo’lish uchun birinchi boshlang ich cho’qqi
XyeX yoki boshlang'ich X ,cX cho'qqilarni tanlab olish talab
etiladi. Bu cho’qqilar birinchi sath r=1 uchun boshlang™ich cho’qgqilar
hisoblanadi. Agar boshlang’ich cho’qqgilar ma’lum bo'lsa, ularga mos
ravishda insident bo’lgan U.cU qobiglarni aniqlaymiz. Bu qobiqlar
birinchi sathning qobiqlari hisoblanadi va ularning ikkinchi
cho’qqilari X;,cX shu sathning tugash choqqilari hisoblanadi. Shu
tartibda grafning birinchi sathi r=1 uchun (X,, Xg,)= U, hosil
gilamiz (3.4.,b-rasm).

Berilgan 3.4.,a-rasmda boshlang’ich cho'qqini Xy,=(x,) deb
belgilaymiz, u holda x, ga insident bo’lgan U,=(u,, u,, u;, u,)
qobiqlarni topamiz va ular bilan bog'liq bo’lgan Xy ,=(Xs5, X4 Xi0)
cho’qqilarni aniqlaymiz.

3.4-rasm. Graflarni sathlarga bolish.
a- graf G<X,U>; b- graf G'<X',U>

Shu tariga keyingi sath r=2 uchun Xy, cho’qqilari boshlang’ich
cho’qqilar X,=Xg, deb aniqlab, ularga bog'lig bo’lgan U, qobiglarni
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aniqlaymiz va natijada ular bilan bog'liq bo’lgan cho’qqilar Xy, hosil
bo’ladi.

Sath r=2 uchun boshlang’ich cho'qqilar Xy,={Xs, X¢ X0}
bo'lsa, Xy,={X;, X, X;, Xg} esa tugash cho qqilar hisoblanadi,
natijada qobiqlar U,={us, uy, u,y, ug, ug} hosil bo'ladi.

Shunday qilib har bir sathning boshlang’ich cho’qqilari X;; ga
nisbatan tugash cho’qqilar X, va qobiglar U aniqlanib ular sathlarga
tagsimlanadi. Natijada graf G=<X,U> uchun graf G'=<X,U> hosil
bo'ladi. Hosil bo'lgan graf G' — yo'nalgan graf deb ataladi va uning
cho’qqilari X va qobiglari U ga teng bo"ladi.

I-shart. Agar biror reR sathning cho'qqilari shu sath uchun
bog'langan va tugash bo'lsalar, ularni bog'lovchi qobiglar r+1
darajaga qarashli bo'ladi va u cho'qqilarning biri boshlang’ich,
ikkinchisi esa tugash choqqi bo’ladi.

2-shart. Grafda x; cho’qqisiga insident bo’lgan qobiqglar sonini
aniglovchi, darajasi A(x;)>1 bo’lgan boshlang’ich va tugash
cho’qqilar bo’lishi mumkin.

3-shart. Grafning cho'qqisidagi tuguncha, shu cho’qqi
boshlang’ich bo’lgan sathga tegishli bo ladi.

4-shart. Agar yo naltirilgan qobiqlar biror cho qqidan chiquvchi
va unga kiruvchi bo'lsa, u cho’qqilardan biri boshlang’ich bo’lgan
sathga qarashli boladi.

S-shart. Ikkita cho’qgini bog 'lovchi parallel qobiglar yoki
yo naltirilgan qobiqglar ularni turiga qaramasdan bitta sathga qarashli
bo’ladi.

1-A lemma. Agar ixtiyoriy graf bog'lanmagan bo’lsa, uning
har bir bog lanish komponentasining qobiqglari sathlar bo’yicha
alohida bo’lingan bo’lishi kerak.

Bu holda grafning har bir bog'lanish komponentasiga nisbatan
I-lemma va 1-5 — shartlar bajarilishi kerak.

3.3. Graflarning izomorfligi

G=<X,U> va L=<Y,U> graflarning izomorfligini aniqlashda
quyidagi asosiy shartlar bajarilishi kerak bo"ladi:
e Graflarning cho’qgqilari soni teng bo'lishi kerak, ya'ni | X | = 1Yl;
e Graflarning qobiqlari soni teng bo’lishi kerak, yani | Ul =1V [;
e Graflarning cho qqilari X,Y va qobiglari U, V mos ravishda teng
bo'lishi kerak, ya'ni X<=>Y, U<=>V.
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Bu wuchta shartning bajarilishi graflarning izomorfligini
ta’minlaydi. Birinchi va ikkinchi shartlar zaruriy shart, uchinchi shart
esa yetarli shart hisoblanadi.

Birinchi va ikkinchi shartlarni bajarish uchun, G va L
graflardagi cho’qqgilar sonining tengligi aniglanadi. Bu yerda
cho’qqilar to plami X={x,, X5,..., X,,}, Y={¥,, Y2--.» ¥;n;} Vva qobiqlar
to'plami U={u,, u,,..., u,}, V={v,, vp,..., v, }.

G=<X,U> va L=<Y,V> graflarning izomorfligini aniqlash
uchun yuqoridagi shartlarni hisobga olgan holda quyidagi masalalarni
yechish talab etiladi.

e graflarda boshlang’ich cho qqilarni topish;

e graflarni sathlarga bo’lish;

e graflarning sathlar bo"yicha izomorfligini aniqlash;
e graflarning izomorfligini aniqlash.

y‘lz

3.5-rasm. Graflarni sathlarga bolish.
a- graf L=<Y,V>, b- graf L'=<Y',V’>

3.2 bandga asoslangan holda L=<Y,V> grafidan L'=<Y'V'>
yo nalgan grafini hosil gilamiz.

3.3.1 Graflarda boshlang’ich cho’qqilarni topish

Graflarda boshlang’ich cho’qqilarni topish uchun quyidagi
lemmadan foydalanamiz:
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2- lemma. Ixtiyoriy G=<X,U> va L=<Y,V> graflar berilgan (3.4a,
3.5a—rasmlar). Ular o’zaro mos keluvchi minimal songa teng bo’lgan

x;€X va y,eY cho’qqilaridan iborat. Bu holda G va L graflari
uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

SG:SL
bu yerda,
§%= S°(x)+S T (x)+S* (x)+ S7(x));
k= S°(y)+ ST(y+ S*(y)+ S7(y)
S°(x,), S°(y,) — x; va 'y, cho’qqilaridagi tugunchalar soni;
S7(x;), S(y;) — x, va y; cho’qqilariga kiruvchi yo’naltirilgan
qobiglar soni;
S*(x;)),) — X; va y; cho’qqilaridan chiquvchi yo’naltirilgan
qobiglar soni;
S7(x;), S7(y) — x; va y, cho’qqilariga insident bo’lgan
gobiglar soni.
O’zaro mos keluvchi cho’qqilarni topish G va L graflar uchun

belgili matritsalarni hisoblashga asoslanadi. Belgili matritsalarda M ,‘3
va M ,f ularning qatorlari cho’qqining tartib ragamlari bilan,

ustunlari esa qobiqglarning belgilari (y,n,5,0) bilan aniqlanadi. Bu
yerda y - x; yoki y; cho’qqilardan chiquvchi yo’naltirilgan qobiqlar
sonini aniglovchi belgi; N - X, yoki y, cho’qqilariga kiruvchi
yo’naltirilgan qobiglar sonini aniqlovchi belgi; & - X; yoki vy,
cho’qqilaridagi tugunchalar sonini aniqlovchi belgi; 0 x; yoki vy;
cho’qqilariga insindent bo’lgan qobiqlarni aniglovchi belgi.

M® va M" matritsalarning teng qiymatliligini aniglash
matritsalar qatorini ketma-ket taqqoslash orqali teng qiymatli belgilar
soni bo’lgan qatorlarni topish bilan aniglanadi. Bu qatorlar bir-biriga
mos bo’lgan cho’qqilarni aniglaydi.

My G, )= M i+, My @, =M (+t]),
MG j)= My, )

Bu yerda, j, j'= 1,H ; 7,7'- o’zgaruvchan sonlar, ular 1 dan

m-1 gacha i ga teng bo’lmagan giymatlarni qabul qilishi mumkin.

M ff va M ﬁ matritsalari bo’yicha teng qiymatli gatorlarni topishda
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bir-biriga teng bo’lgan gatorlar sonini, ya'ni 7,7 aniqlash kerak. Bu
holda M f da teng qgiymatli qatorlar soni minimal giymatga ega

bo’lishi kerak, M va M, da ularni soni teng bo’lishi kerak.

G va L graflarda teng qiymatli qatorlar XycX va YgcY
cho’qqilarini aniqlaydi. Shunday qilib ko’rilayotgan graflarda o’zaro
mos bo’lgan Xy<Yg cho’qqilar aniglanadi va ular boshlang ich
cho’qqilar Xy= Xy, Yuz= Y hisoblanadi. Boshlang'ich cho’qqilar
Xy» Yy ni topish uchun qatorlar ustida N marta taqqoslash olib
borish kerak

m<N<m (m+1)/2
bu yerda, m grafdagi cho’qqilar soni.

Umumiy holda G va L graflari uchun bir xil darajaga ega
bo’lgan o’zaro mos keluvchi IXy/>1, [Y,I>1 topilishi mumkin. Belgili
matritsalarni har bir sathi va qatori bo’yicha taqqoslab, teng giymatli
gatorlarni aniglaymiz, ya'ni S(x,)=S(y,).

Bunday hollarda bu cho’qqgilar boshlang’ich cho’qqilar deb
gabul qilinadi. (Lemma 1).

Natijada, agar G va L graflari izomorf bo’lsa, My va M}

matritsalarida hech bo’lmaganda bitta teng qiymatli qator va o’zaro
mos cho’qqi mavjud bo’ladi.

2-A  lemma. Agar ixtiyoriy graflar bog lanmagan
komponentalardan tashkil topgan bo’lsa, ularda o’zaro mos bo’lgan
bog'lanmagan = komponentalarning  boshlang’ich ~ cho’qqilarini
birgalikda topish mumkin.

Graf G va L ning cho’qqilari va qobiglari, hamda
bog'lanmagan komponentlarining belgili matritsalari teng gqiymatli
bo’lsa, bog langanlik komponentalari teng qiymatli bo’ladi.

2- lemma asosida bir-biriga o’xshash belgili matritsalar tanlab
olingandan so’ng har bir bog'langanlik matritsasi uchun boshlang ich
cho’qqi aniqlanadi.

3- lemma. Agar G va L graflar izomorf bo’lsa, G' va L'
graflarning har bir sathida (3.5-rasm) boshlang’ich va tugash
cho’qqilari soni bir xil va ular o’zaro mos.

Isbot. G grafning har bir qobig'i u,eU ni (w, ¢p) bilan
aniqlaymiz. L grafning har bir qobig’i v,eV ni esa (w,, yp) bilan
aniqlaymiz.
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Bu yerda a=1,2,...A; f=1,2,..V giymatlar qabul giladi; @

Wq - U, vV, qobiglarning x,, y; boshlang ich cho’qqilarining r sathidagi
tartib raqami. @q, Yp - U, va V; qobiglarning x, y; tugash
cho’qqilarining r sathidagi tartib ragami.

Graflarni  sathlarga bo’lish usuli (I-lemma) ga asosan
cho’qqilarning gayta tartib raqamini aniqlaymiz. Har bir sath uchun
o va B larni giymatlarining o’sish tartibi alohida bo’ladi. Bu tartib G
va L graflarni cho’qqilarining darajasini hisobga olgan holda belgili
matritsalari (2-lemma) yordamida aniqlanadi. Agar A=V bo’lsa, ya ni
har bir sathidagi cho’qqilar soni teng bo’lsa, u holda cho’qqilarning
bir-biriga nisbatan o’zaro mos kelishini aniqglash kerak.

Cho’qgilarning o’zaro mos ekanligini aniglash uchun, ularni
sathini o’sish tartibini aniqlash kerak. Natijada graf G va L ning
gobiqglari va cho’qqilari sathlar bo’yicha tagsimlanib ichki tartib
ragamlari bilan aniglangan bo’ladi.

1-teorema. G graf L grafga izomorf bo’ladi, agar:

1. Ixtiyoriy r darajasida G va L graflar bo’yicha boshlang ich
cho’qqilar va tugash cho’qqilar va ularning sathlari bir-biriga
teng bo’lsa

VreR [logl=Iwl, losg=y,l, s(x;)=s(y;)].

2. Ixtiyoriy x; cho’qqisi uchun shunday u; cho’qqisi borki ular
uchun boshlang’ich va tugash cho’qqilari teng bo’lish sharti
bajarilsa

vx,eX 3y, €Y[(wa=Wa) A (@p=yp)].

3. G'va L' graflarning insindentli matritsalari bir-biriga o’xshash
yoki teng bo’lsa,
Mg = M,

Isbot. 1-lemmaga nisbatan X, U to’plamlarni har bir cho’qqisi
va U, V to’plamlari qobiqglari darajalar bo’yicha taqsimlanadi. Har
bir graf uchun boshlang’ich cho’qqi 2-lemma asosida aniglanadi.
(3.4.,b- rasm). Natijada G va L graflari G' va L' yo’naltirilgan
graflarga aylanadi. 3-lemma asosida graflarning cho’qqisi va
gobiqglari yangi tartib raqamlarga ega bo’ladi. Natijada r sathda
boshlang’ich va tugash cho’qqilarning o’zaro teng giymatga ega
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bo’lishi  1-2—-teoremalarning  kerakli  shartlarini  bajarilishini
ta'minlaydi.

Teoremaning yetarli sharti graflarni insidentlik matritsalarini
M; va M, tengligi va ularning har biri sathlar bo’yicha
matritsalardan tashkil topganligi bilan aniqlanadi. Agar darajalar
bo’yicha matritsalar teng qiymatga ega bo’lsa, u holda matritsalar
teng bo’ladi. Natijada G' va L' graflar izomorfligi ta minlanadi.

Mg va M, matritsalarning o’xshashligi ularning elementlari a
va aj'i larni qatorlar (qobiglar) bo’yicha tagqoslash orqali aniglanadi.
G va L graflar sathlarga bo’linganligi kabi insidentlik matritsasi ham
sathlar bo’yicha N, va N, aniglanadi. Bu yerda Ns=lla Wl va
Nr':lla jsII; t,s=1,2,... matritsalarga nisbatan har bir sathidagi ustunlar
soni.

Shunday qilib:

e matritsa ustunlarining elementlari mos ravishda teng

giymatli bo’lishi kerak a;, < a;
e matritsa sathlaridagi ustunlari teng qiymatli bo’lishi kerak:
A, < A buyerda A={a,, dqp.., a,};
A={a', a'y,..., a'};
e matritsa sathlari teng giymatli bo’lishi kerak:
N=lIAll & N'=lIA"]l;
e matritsalar teng giymatli bo’lishi kerak:
Mg=Il N, Il < M, =Il N'_II.
Natijada sathlar bo’yicha matritsalar teng bo’ladi, agar quyidagi
shartlar bajarilsa,

[0, agar(vdij e A3aije 4)A(VA €N 34, e N[N, <=>N.|
- S, agar (Val,]. € A‘YEIal./ € A,)[ay. # al.i]

Agar =0 bo’lsa sathlar teng qiymatli, n=§, - sathlar teng
emas. Ikkinchi holda r sath uchun xatoliklar &=(§,, &,,..., &}
to’plamida yig'iladi. Bu to’plamda w,, ys va ularga mos qobiq v,
hamda ®q, @3 va u; qobig'idan tashkil topadi. ®,, @p va qobiq u;
qiymatlari yordamida y; va y;' cho’qgilarning bog'lovchi v; qobig'i
aniglanadi. r sath bo’yicha xatoliklarni aniglagandan so’ng r+1 sath
ko’rib chiqiladi. Natijada hamma sathlarni taqqoslab o’zgartirish
kerak bo’lgan cho’qgqilar topiladi.
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2-teorema. G va L graflarning izomorfligini aniglash uchun
1 e
Ean(n P 1) tagqoslash yetarli hisoblanadi. Bu yerda r - sathning
v=l

tartib raqami, n- har bir sathdagi qobiqlar soni, m - cho’qqilar soni,
n - qobiqglar soni.

G va L graflarni izomorfligini aniglash uchun, umumiy holda
G grafning har bir qobig'ini L grafning har bir qobig'i bilan
taqqoslash talab etiladi. M; matritsasining har bir ustuniga ikkinchi
M, matritsaning mos ustunini topish uchun, Mg ning har bir ustunini
M, ning hamma ustunlari bilan tagqoslab mos ustunni tanlab olish
uchun n ta taqqoslashni bajarish kerak. Keyingi ustunlarni topishda
n-1, n-2... taqqoslashlar olib boriladi. Shunday qilib M; va M; ni
teng qiymatli ekanligini topish uchun n(n+1)/2 taqqoslash kerak
bo’ladi. Agar bu taqqoslashlar sath miqyosida olib borilsa, har bir

sath uchun %an(nr + l) taqqoslash kerak bo’ladi. Har bir matritsa
r=1
M, va M; mos ravishda sath matritsalari N, va N' bilan aniglanadi.
G va L graflarning izomorfligini ularning sathlariga bo’lish
bo’yicha aniqlash  algoritmining  samaradorligi  quyidagicha
aniqlanadi:
n(n + 1)

inr (nr + 1)
r=1

0

bu yerda Zn, =n. Graflar bitta sath bilan tasvirlangan holda, ya'ni

r=1
I=1, n=n bo’lganda O=1 bo’ladi. Boshqa hamma hollarda 6>1

bo’ladi. Agar [>>1 va n=1 bo’lsa, u holda 6>>1 bo’ladi va algoritm
izomorflikni tezroq topish imkoniga ega bo’ladi. Ixtiyoriy graflar G
va L izomorfligini topish algoritmini quyidagicha tasvirlash mumkin:

e G va L graflar uchun M, MpI belgili matritsalarini hisoblash;

e o’zaro mos giymatli X, va U, cho’qqilarni topish;

e G va L graflar uchun boshlang ich cho’qqilar X,cX Y,cY
XgeYy) tanlash;

e G va L graflarni boshlang’ich cho’qqgilar X, va Uy asosida
sathlarga bo’lish;

e yo’nalgan graflarni G'=<X, U> va L'=<Y,V> aniglash;
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e G va L graflarni sathlari bo’yicha cho’qqilarni juft tartib
raqamlari bilan belgilab chiqish (wq, @g) va (0q4,7p);

e G va L graflar uchun insindentli matritsani aniglash Mg=lla;ll
va M, =lla}jl

e sathlar bo’yicha matritsalarni N =lla |l N,'=lla' |l o’zaro bir xil
giymatga ega ekanligini aniqlash;

e agar N<oN' bo’lsa, sathga nisbatan graf bo’laklari izomorf
hisoblanadi va keyingi sath matritsasi tekshiriladi, aks holda graf
izomorf emasligi aniglangan bo’ladi.

e graflar sathi izomorf bo’lmagan holda ularni izomorf holga
keltirib keyingi sathga o’tish mumkin.

e graflarning hamma sathlari bo’yicha izomorflik
ta'minlangandan so’ng graflar izomorf deb hisoblanadi.

3.4. Masala va mashqlar

1. G va H ikkita graf berilgan. Agar G<=>H bo’lsa, u holda H<=>G
bo ladimi?

2. Beshinchi tartibli bir-biriga izomorf bo’lmagan hamma graflarni
toping.

3. 3.1-rasmda tasvirlangan 3 ta graf izomorf, 3.2-rasmda tasvirlangan

2 ta graf izomorf emasligini isbotlang.

8—tartibli bir-biriga izomorf bo’lmagan juft kub graflarni chizing.

7-tartibli bir-biriga izomorf bo’lmagan juft kub graflarni chizing.

Keltirilgan graflar izomorfmi? Nima uchun (3.6-rasm)?

A

3.6-rasm

7. Berilgan 2 ta graf izomorf emasligini ko rsating (3.7-rasm).
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3.7-rasm

8. Uchinchi va to'rtinchi tartibli oddiy izomorf bo Imagan
graflarni aniqlang. Ilova: 3 ta cho’qqili 4 ta izomorf bo lmagan
graflar va 4 ta cho qqisi bo’lmagan graflar bormi?

9. Ixtiyoriy m- ta cho'qqili ikkinchi darajali 2 ta oddiy bog'langan
graf izomorf ekanligini isbotlang.

10. 6 ta cho’qqi uchun 6 ta izomorf bo’lmagan daraxtlar borligini, 7
ta cho'qqi uchun 11 ta izomorf bo’lmagan daraxtlar bo’lishini
ko'rsating.

11. Quyida keltirilgan 3.8,3.9,3.10—rasmlarda bir xil graf
berilganligini isbotlang:

a) 3.8 a va 3.8 b— rasmlarda;

@@

b)

3.8—rasm

b) 3.9 a va 3.9 b -— rasmlarda;

a) 3.9-rasm b)
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d) 3.10 a va 3.10 b — rasmlarda.

Q0w

12. Graflarning bir-biriga mos emasligini isbotlang (3.11 a, b—
rasmlar).

3O

3.11-rasm

3.10-rasm

13. Keltirilgan graflar bir xilmi?:
a) 3.12 a va 3.12 b rasmlarda;

s/

3.12-rasm

b) 3.13 a va 3.13 b — rasmlarda.
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a)

3.13-rasm
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IV. GRAFLARDA YO LLARNI TOPISH.
4.1. Graflarda yo'llarni topish va ularning sonini aniqlash.

Berilgan graf G=<X,U>. Bu yerda X={x,, X,,....Xx,,} cho’qqilar
to’plami, U={u,, u,,...,u,}-qobiglar to’plami bo’lsin (4.1-rasm).
Berilgan graf parallel qobiglardan va tugunchalardan iborat.

Grafda yo’llarni topish uchun graflarni sathlarga bo’lish
masalasidan foydalaniladi. Bu holda berilgan graf G=<X,U> ni (4.1-
rasm) sathlarga bo’linadi.

X11
X1s
X3
6
X14 X16
X5 X10
X5 X13
X9
X]
X4 X3 X12
4.1-rasm

Bu yerda parallel qobiglarni va tugunchalarni oddiy qobiglar
orqali ifodalash asosida qo’shimcha cho’qqilar va qobiglar tashkil
etiladi. Masalan parallel qobiqlar (4.2.,a-rasm) yulduzli graf (4.2.,b-
rasm), halga (4.3-rasm) esa kontur orqali ifodalanadi.

X'/ / Xi
i X; X;
b
4.2-rasm j
° O Py Xk
X; X Xk Xi X
a) b)

4.3-rasm
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Berilgan G=<X,U> grafda x; cho'qqidagi halqani, (x,x;) va
(x5,xg) parallel qobiglarni oddiy qobiglarga aylantiramiz. Natijada
halga va parallel qobiglar quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi (4.4—
rasm).

U ==

X5 X3 X7
X‘3 |
Xy : X7
i " X '< E X
X5 X3 X7 ! X5 Xg
X
a b c
4.4-rasm

Shunday qilib, graf G=<X,U> asosida yo’nalgan graf
G'=<X',U> hosil bo’ladi. Bu yerda X'={x,, X,,....x;}, U'={u,, u,,...,u;}
va k>m, I>n. Ya'ni, G' grafdagi cho’qgilar X' va qobiglar U' soni G
grafdagi cho’qqﬁlar X va qobiqglar U sonidan ko’pdir.

X5 X13

X9

X1

X4 Xg X12

4.5-rasm
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Masalan: Hosil bo’lgan graf G=<X,U> da (4.5-rasm)
boshlang’ich cho’qgi x,s berilgan bo’lsin. U holda graf G'=<X',U'>
da berilgan boshlang’ich cho’qqgiga nisbatan mumkin bo’lgan hamma
yo’llarni topish talab etiladi. Ayrim holda boshlang’ich cho qqining
ornida boshlang’ich cho’qqilar to plami berilgan bo'lishi mumkin
(ikki va undan ortiq). Yo’llarni tugash cho’qqilari oxirgi sathdagi
cho’qqilar hisoblanadi. Bundan tashqari sathlardagi boshlang ich
cho’qqilar har doim qobigning chigish cho’qqisi bo’lib, tugash
cho’qqilar esa qobigning kirish cho’qqisi hisoblanadi.

Shu tariga yangi graf G'=<X"U"> (4.6-rasm) hosil bo’ladi. Bu
graf to’rtta sathdan iborat. Yo’llar shu sathlarga nisbatan aniglanadi.
Oxirgi sathda x, va x'; cho’qqilari tugash cho qgilari hisoblanadi.

4.6-rasm

G'=<X"U"> grafda berilgan shartlarga asoslangan holda yo’llar
sonini topamiz. Yo’llar cho’qqgilarni bog lanishi bilan ifodalanadi va
quyidagicha tasvirlanadi.

. X;5- X, - X - X3 - x311 16. X5 — Xg— Xg— X4 — Xp-Xs5-X,

2. Xy5- Xy - x7“— X5 - X3 1 17. Xj5s— Xg— X4 — Xg— X5-X,

3. Xi5- X1 - X - X3- X3 18. X5 — Xg— X4 — Xg— X4~Xp-Xs5-X,
4o Xps- Xy - Xg- X3— X5 — X, 19. Xp5- Xy = Xp0— X, — X5 — X,
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5. Xys- Xqp- X7i - X3 = X5 - X 20. X5 - X14— X9~ Xg— X — X57X,

6 7‘15‘)(11'7(71'7(3‘7(31 21 X5 - Xy — Xg— X5 — X,

7. Xis- Xy - x7“— X;- X3 1 22, X5- X4 — Xg— X4 — X, — XX,

8. Xi5- Xy - X7,7 %7 % 23. X5+ Xj6— X9~ X3 — X5 — X,

9. Xis-Xp- Xy - X3 Xy 24. X;5- X;6— X0~ Xg— Xg — X5°X,
10. X5 - X;; - X7 — Xg— Xp-X5-X; 25. X5 X6 — Xj0— Xp— X5 — X4

11, X;5- X - X' = X — Xp-X57X, 26. X5 - X16— Xj0— Xg —Xo- X5 — X,
12, %5 - Xp = X0 = X3 = X57X, 27. X5 - Xjg— X1p— Xj3— Xg — Xs57X;
13. X5 - Xy = Xj0— Xg— XpX57X, 28. X5 - Xjg— Xjp— Xg— X5 — X,

14. X5 — Xg— Xg— X, — Xs5-X, 29. Xi5- X16— Xpp— X3 — X4 — Xp-Xs5-X4
15. X5 — Xg— Xg— X5 — X, 30. Xy5- X;6— X;p— Xg— X4 — X,-X5-X,

Shunday qilib, graf G=<X,U> da yo'llar soni 30 taga teng.
Yo naltirilmagan  graflarda  yo'llarni  topish  algoritmi
quyidagicha tasvirlanadi:
1. G=<X,U> - berilgan yo naltirilmagan graf parallel qobiglar va
tugunchalar bilan ifodalangan.
2. Parallel qobiglar va tugunchalarni oddiy qobiglar yordamida
tasvirlanadi.
3. G'=<XU'> yo'nalgan graf parallel qobiglar va tugunchalarsiz
hosil qilinadi.
Ixtiyoriy boshlang’ich cho’qqilarni Xz;cX tanlab olamiz.
G'=<X',U'> grafni sathlarga bo lamiz.
Oxirgi sathdagi cho’qqilarni tugash cho qqilari deb tanlab olamiz.
Boshlang'ich XzcX va tugash cho'qqilariga X=X nisbatan
mumkin bo’lgan yo'llarni topamiz.

Yo’naltirilmagan, yo’naltirilgan va aralash graflarda yo’llarni
topish masalasi graflar nazariyasining asosiy masalalaridan biri
hisoblanadi. Bu masala mikroelektron qurilmalarni loyihalashda
elektrik va funksional sxemalarda signallarni bir elementdan
ikkinchisiga o’tish yo’llarini, hamda kirishda berilgan signallarni
tarqalish yo’llarini aniglashga yordam beradi.

Nowns

4.2. Masala va mashqlar
1. Agar G grafda x; va x; choqqilari orasida, hamda x; va x;

cho’qqilar orasida yo'l bo'lsa, u holda x; va x; orasida yo'l
bo’lishini isbot qiling.
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2. Grafda x, va x; cho qqilarni bog lovchi ikkita yo'lni toping (4.7—

rasm).
2
X3
X1
X4
X5

4. 7-rasm

3. G graf tasvirlangan (4.8-rasm). X, dan x, gacha bo’lgan yo'Ini
aniqlang. x, dan x, gacha grafning hamma cho’qqilari orqali
o tuvchi yo'llar bormi?

X3
X] X2 < ; XS x6
X4

4.8—rasm

4. G grafning hamma cho’qqilarini tashkil etuvchi x, dan x4 gacha
yo'llar bormi (4.9—rasm)?

ﬂ
XC) O
1 X2 ; ; ; ; X7 XS
X4

4.9—rasm
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5. Tasvirlangan grafda x, cho’qqgidan x, va x, cho’qqilarigacha
bo’lgan eng qisqa va eng katta uzunliklarga ega bo’lgan yo’llarni
toping (4.10-rasm).

X3 Xe

Xy

4.10-rasm

6. G graf tasvirlangan (4.11-rasm):

a) Grafning hamma cho’qgqilarini gamrab olgan x, dan x,, gacha
bolgan yo'Ini toping;

b) Grafning hamma choqgqilaridan o tuvchi x, dan x,, gacha
bolgan oddiy yo'l bormi?

v) G graf nechta sikldan iborat?

g) G graf nechta oddiy sikldan iborat?

4.11-rasm

7. G graf tasvirlangan (4.12rasm):
a) X, va x5 cho'qqilarni bog'lovchi yo'llarni toping;
b) G graf bog langanmi?
v) G grafda 3,4,5,6 ta qobiglardan iborat sikllar bormi?
g) G grafda oddiy sikllar bormi? Agar bo'Isa ular nechta
gobiqdan iborat? Ularni ko rsating.
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4.12-rasm

8. 4.13-rasmda 20 ta shahar va ularni bog'lash yo'llari tasvirlangan.
Birinchi shahardan boshlab har bir shahardan bir marta o tish
kerak. Shunday sayohatni bajarish uchun shaharlardan ketma—ket
o tishni keltiring, agar:

a) 16 chi shaharda sayohatni to"xtatish kerak bolsa;

b) avval 2, 12, 11 va 10 chi shaharlarga borib, so'ngra 1 chi

shaharga gaytish kerak bo’lsa;

v) birinchi navbatda 2 va 3 chi shaharlarga borib, so’ngra sayohatni

18-shaharda tugatish kerak bo'lsa.

4.13-rasm

9. Bog'langan G graf tasvirlangan. x, cho qqidan boshlangan yopiq
yo'Ini topingki, bunda barcha qobiqlar ikki marta gaytarilsin va har
biri ayrim yo nalishda bo’Isin (4.14—rasm).
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X1

4.14—rasm

10. Tasvirlangan G grafda A cho’qqidan V cho’qqigacha bo’lgan
yo'llar sonini aniglang. A dan V gacha, S dan A gacha, A dan S
gacha bo’lgan masofalarni aniqlang (4.15-rasm).

X3 X4

X, X2
Xs

4.15-rasm

11. G oddiy grafda k uzunligidagi yo'l bor. Shu grafda k+1
uzunligida sikl borligini ko rsating, hamda k>2 ekanligini
isbotlang.

12. Agar bog'langan yoki bog lanmagan graf shunday 2 ta juft
darajali cho'qqgiga ega bo'lsa, u holda 2 ta cho qqini bog lovchi yo'l
borligini isbot qiling.
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V. MINIMAL DARAXTLARNI QURISH.
5.1. Yulduzli graflarni tanlash.

Tekislikda cho'qqilar to'plami X=<x,,X,,X3,X;,Xs> berilgan
bo'Isin (5.1.—-rasm).

X2 X2
X1 ® ® X1
X3
X3
[ )
X5 X5
X
o -
4
5.1-rasm 5.2-rasm

Berilgan cho'qgilar to'plami asosida ularni bog lovchi
gobiglarning uzunliklari yig'indisi eng gqisqa bo’lgan daraxtlarni
qurish talab etiladi. Agar cho'qqilarning soni m=Ix| bo’lsa, u holda
m™? daraxlarni qurish mumkin. Chunki m cho'qqilar orasidagi eng
ko'p qobiglar soni m(m-1)/2 ga teng bo"ladi.

Daraxtlarni qurish ikki xil usulda olib borilishi mumkin. Agar
cho’qqilar darajasi A<2 bo’lsa, bu holda gisqa Gamil'ton zanjirini,
A>1 bo'lsa gisqa bog'langan tarmoqni qurish talab etiladi.

Berilgan tekislikdagi cho'qqilar (5.1-rasm) asosida to’liq graf
quramiz Q=<X,U> (5.2-rasm). To'liq grafning har bir cho qqisini
boshlang”ich cho’qqi, yoki nurlarni chiqish joyi deb qarasak, u holda
har bir cho’qqi va uning bog langan cho qqilari asosida yulduzli graf
G=<X,,U> hosil bo’lishini ko rish mumkin (5.3-rasm)

Tashkil etilgan yulduzli graflar G=<X,U>dan, shunday G; ni
topish talab etiladiki, uning asosida minimal daraxt hosil bo’lsin.
Uning qobiqlarining uzunliklari yig indisi qolgan daraxtlarga nisbatan
eng kichik giymatga teng bo’lishi kerak.

Shunday qilib masalani yechishni eng qisqa minimal daraxt
G=<X,U> ni qurish uchun yulduzli graf G; ni, ya'ni yulduzli
graflarni qobiqlarining uzunliklari yig indisining o'rtacha giymatiga
mos keluvchi ishonchlilik oralig'idagi a qiymatini tanlashni taqozo
qgiladi.
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X2

X2 X1
X1
X X
X1 3 3
X3
Xs
X4 Xs X4
X5 X4
X X2 X1 X,
3
X3
X5 X5
X4 X4
5.3—rasm

Qiymat a uchun ishonchlilik oralig'i quyidagi tenglik orqali
aniqlanadi:
5 o 5 o
S—t——<a<S+t——,
pIm pm
Bu yerda:
S — yulduzli graflarning qobiqlari uzunliklari
yig'indisining o'rtacha qiymati;
oc=+o’
o - o'rtacha kvadratik burilishi,
t,- ehtimollik oralig'ining ildiz tenglamasi.
Shunday qilib yulduzli graflar orasidan minimal daraxtlarni

tanlash variantlari soni m'<m ga keltiriladi, bu yerda m' — yulduzli
graflarning uzunliklarini ishonchlilik oralig'iga mos kelgan a ning
giymatlari soni.

5.2. Minimal daraxtlarni tanlash usuli va algoritmi.
Berilgan yulduzli graf G'=<X'U"> (5.4.-rasm) bo yicha minimal

daraxtni qurish usuli taklif etiladi. Bu grafda X'={x,, x|, x...x, |} -
cho’qgilar to’plami; u'={u',, u',, u\,...,u' } qobiqlar to plami.
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e 12 X3 |/ e 12 X3 e 12 X3 |
X‘S ~ .‘\6 19 X‘S \\.‘\6 X‘S \\Q\6 /
\\§ / 4 \\s( /4\ \\\ /
Oi’ ey 2- e\ X — N
X0 @x, " X7 Xo @)X,
X X Sﬁ\___/
a b C

5.4-rasm

G' grafi uchun markaziy cho'qqi deb boshlangich cho'qqi x|,
ni tanlaymiz. Graf G ning har bir qobig'i u'jeU markaziy cho'qqi x|

va X':{.(i]1 xl} to plamining biror cho’qqgisi orqali aniqlanadi. Bu

holda gobiglar to"plami quyidagicha aniqlanadi:

(ol ol (ol o [ [
u,=(Xp, X1), =Xy, X3), «vr » U =(Xg, X} p)

X' toplamining har bir choqgisining markazga intiluvchi kuchi
to plamdagi mos keluvchi qobiglarning uzunliklari bilan aniglanadi.

Quyidagi aniqglanishlarni  kiritamiz:  yulduzli graflarning
«markazga intiluvchi kuchi» ganchalik kichik bo'lsa, x, cho’qqgi bilan
shunchalik kuchli bog'langan. Minimal daraxtni qurish eng kuchli
bog'langan cho’qqidan boshlanib, eng sust bog'langan cho"qqi bilan
tugallanadi.

Taklif etilayotgan usul ikkita tamoyilga asoslangan:

I. Yulduzli graf G ning markaziy cho'qqisi qo shni
cho’qgilar X" ning birortasi bilan eng qisqa qobiq orqali
bog langan.

2. X"to plamining har bir cho qqisi markaziy cho’qqi bilan
yoki tashkil etilayotgan minimal daraxtning cho qgqilar
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to'plamining birorta cho'qqisi bilan qisqa qobiq orqali
bog langan.

Minimal daraxtlarni qurishda birinchi tamoyil bir marta
ishlatilsa, ikkinchi tamoyil esa ko'p marta ishlatiladi, ya'ni eng sust
bog'langan cho’qqiga insident bo’lgan oxirgi qobiqni aniqlashgacha.
Bu qobig minimal «markazga intiluvchi kuch» ga ega. Masalan,
minimal daraxt G=<X,U> boshlang’ich holatda birorta cho’qqiga va
birorta qobiqqa ega emas. Yulduzli graf G' ning cho qgilarini
tanlashning har bir qadamida quyidagi shart bajarilishi kerak.

X=U(x/ Nx)),

Natijada, X" to’plamidan birorta cho’qqi tanlangandan so'ng, u
X to'plamiga qo'shiladi. Cho'qqi x|, ni minimal daraxtning
boshlang’ich (markaziy) cho qqisi deb gabul gilamiz. Shu cho’qqidan
minimal daraxtning qurilishi boshlanib, u uning birinchi cho"qqisi
hisoblanadi. Shundan so'ng, graf G' dan shunday x'<eX' cho'qgisini
topamizki (5.4.-rasm), u G' grafining qobig’i bo'lib, uning uchun
quyidagi shart bajariladi:

d(u,) = mind(x), ),

bu yerda, d(u')- u|, qobig'ining uzunligi.

Natijada yulduzli graflarning, juda bo’lmaganda bitta qobig ini
aniglaymiz, u minimal daraxt G ning ham qobig'i hisoblanadi
(birinchi tamoyil).

Elu'j € U‘P[(x(‘),u‘j,xl):(xo,uj,xi)]

Shundan so'ng X' to’plamidan markazga intiluvchi kuchning
kamayishi asosida cho’qqgini tanlaymiz (bu gadamda IX'<IX'\X'))
(5.4,v, e — rasm).

G grafni qurishning j — qadamida quyidagi shart bajarilishi
talab etiladi.

d(u;) = mind (x,, x)

Cho'qqi x.eX" ni tanlab, navbatdagi x,€X cho qqini
aniglaymiz bu gadamda IX'<IX"l. Bu yerda x; cho'qqi x;eX
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cho’qqisi bilan eng qisqa yo'l bilan bog langan bo'lib, u; qobig ini
aniglaydi (2-tamoyil). Bu holda,

d(u))= mind(x; ,x,), il=i-1

5.2 va 5.3 shartlarning birgalikda bajarilishi, G' grafning eng
sust bog'langan cho”qqisini tanlashgacha takrorlanadi.

d(u'j):m?xd(xl),xl‘.)

Shunday qilib, qobiglar uzunligining yig'indisi eng kam
bo’lgan minimal daraxtni topamiz (4-e-rasm).

d{G =< X,0>}=mind(U) = minid(uj)

i=1

va u X cho’qqilar to’plami uchun optimal variant hisoblanadi.

Minimal daraxtni topish algoritmi quyidagi bosqichlarga
bo’linadi:

e to'liq graf uchun masofali matritsa hisoblash;

e yulduzli graflarning qobiglari uzunliklari yig'indisi o'rtacha
giymatining ishonchlilik oralig'ini aniglash va ularga mos
ravishda cho”qqilarni aniqlash;

e vyulduzli grafning qobiqglari ro yxatini ularning uzunliklari
asosida belgilash;

e minimal daraxtlarni tashkil etuvchi qobiglarini topish;

e minimal darajalarni tashkil etish.

Minimal daraxtlar qurishga misollar keltiramiz.

I-misol. Tekislikda berilgan cho’qqilar soni 20 ga teng. Qisqa
gamilton zanjirini (QGZ) qurish talab etiladi. 20 ta cho qqidan iborat
bo'lgan to’lig graf Q=<X,U"> quramiz. Bu graf uchun masofali
matritsa M=lld;ll ni hisoblaymiz (1-jadval), bu yerda m=k=20.
Matritsaning har bir elementi d; x; va x; choqgilari orasidagi
masofani aniqlaydi.

1-jadval

X1 X X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xy Xy Xpp X3 Xy X5 Xje Xp7 Xig Xjg Xy
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0 18 38 27 46 49 65 80 90 95 02 112 120 127 138 142 150 136 12 111 x,
0 20 21 40 42 47 72 74 80 92 104 104 112 115 131 144 122 19 98 x,

0 34 35 46 30 73 58 68 87 100 88 98 105124 134 109 32 89 x,

0 21 22 48 53 70 70 75 86 98 104 101 115129 111 13 85 x,

0 26 67 51 85 80 77 85 110 113106 116 131 120 27 91 x;

0 47 30 60 54 54 64 84 87 82 93 108 94 35 65 x,

0 62 28 42 67 82 59 69 79 100108 80 53 64 x,

0 60 44 22 34 74 72 59 65 81 75 66 45 x4

0 21 53 67 30 41 55 79 84 53 78 44 x,

0 32 46 31 34 37 59 67 42 80 23 x,

0 15 55 49 32 40 55 50 88 20 xi

0 66 58 34 32 50 55 92 38 x;,

0 15 49 64 63 28 106 37 x;

0 27 50 48 13 114 30 x,,

0 25 29 20 113 16 x5

0 18 41 128 36 x4

0 36 141 45 x,,

0 122 31 x4

0 99 xy

0 x4

Masofali matritsa diagonal bo’yicha simmetrik qismlardan
iborat bo’lib, ikkita uchburchakli matritsaga bo'linadi. Shuning
uchun, kerakli hamma amallarni uchburchakli matritsa asosida

bajarish mumkin. Tashkil etilgan matritsaning har bir qatoridagi
giymatlar boshlang’ich cho’qqini shu qator tartib nomeriga teng
bolgan yulduzli grafning qobiqglari uzunligini ko rsatadi.

Gll G|2 GIS GI4 G‘S Gl() Gl7 G|8 GI9 G‘IO
§ 1658 1449 1338 1283 1447 1142 1197 1118 1130 1005
d(G),, 455 455 641 454 586 669 657 595 591 624
dG),, 386 386 386 386 390 400 415 389 412 396
Glll GI]Z G‘l3 G‘l4 GIIS G|16 G|17 GI]S G‘19 G‘ZO
§ 1065 1220 1281 1261 1220 1458 1612 1338 1414 1067
d(G),, 627 473 487 613 612 494 467 487 421 601
dG),, 38 395 391 381 377 391 391 381 386 386
Bu yerda §- matritsa qatorlari elementlarining yig indisi;

d(G),; va d(G),, mos ravishda gamilton zanjiri va bog langanlik
tarmogqlari qobiglarining uzunliklari yig indisi.

Bu qatorlar (yulduzli graflar) uchun o'rtacha qiymatini va
dispersiyani aniqlaymiz:
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2

S, va O'Z:Li(Si—g) .

S= 1
m—143

i m
m i
Minimal daraxtlarni qurishda ixtiyoriy S qiymatlar uchun

o' rtacha qgiymatning ishonchlilik oralig'ini R=0,99 extimollik bilan
aniqlaymiz. Bu holda ishonchlilik oralig'ining quyi chegarasi

< o
a... =S8—t,——=1155, yuqori chegarasi esa
P m

o
m
Topilgan ishonchlilik chegarasiga S;, S,, S¢, S;, Sio Sis, Spes
S, ixtiyoriy qiymatlar to'g'ri keladi. Ixtiyoriy S,, giymati uchun
daraxt qurish jarayonini ko'rib chiqamiz. Markaziy cho qqini x,, deb
gabul gilib, yulduzli graf G',o(X', U') ni quramiz (5.5-rasm). Natijada
graf Gy uchun qobiglar uzunligi yig'indisi d(G'¢)=421 bo'lgan
gamil ton zanjirini topamiz (5.6-rasm).

a :S+tp

max

=1419 ga teng.

X3 X4
X‘
| 18
X X10
2
X1s
x‘] _
X‘zo
— — |
S X17
—®
X's | X‘]o
X1
|
| X12
X8
X!
5
5.5-rasm
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5.6-rasm

Boshga yulduzli graflar uchun ham shu tarzda gamilton
zanjirini quramiz. Natijada, xulosa qilib aytganda G', yulduzli graf
asosida qurilgan daraxtning qobiqlar uzunligi yig indisining qiymati
eng kichik, ya'ni minimal hisoblanandi. Tanlangan ishonchlilik
oralig’i qisqa gamilton zanjirini qurish uchun etarlidir. Shunday qilib,
graf G'o(X, U) berilgan cho'qqilar to’plami uchun gisqa gamilton
zanjiridir.

2-misol. 1-misol uchun gisqa bog'langanlik tarmog ini (QBT)
quramiz. QBT ni qurish QGZ qurishdan cho’qqilarni lokal darajasi
bo'yicha farq qiladi. Shuning uchun algoritmning 4-bosqichidagi
talabdan boshqa talablar bir xil hisoblanandi. Bu yerda 4-bosqichda
cho’qqilarning lokal darajasi ixtiyoriy bo"lishi mumkin.

| x‘ X
| X7 |
X3 X'14
] \
X10 X18
X2 \
o 3 \
| — X'15
X1 /
X720 |
X117
|
X'19
X‘4 |
X6 X‘lé
X‘l L
|
| X'12
X'g
X'5
5.7-rasm
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5.8-rasm
Berilgan cho’qqilar soni uchun qobiqlarning uzunliklari
yig'indisini minimal bo’lgan d(G,5)=377 bo’lgan G, grafini
aniglaymiz (5.7-rasm).
Bu graf gisqa bog'langanlik tarmog'i bo’lib (5.8-rasm), u X5
markaziy cho qqilar yulduzli graf asosida qurilgan.

5.3. Masala va mashqlar.

1. Graf yo'naltirilgan va yo naltirilmagan qobiqglardan iborat,
masalan shaharning turli ko chalarida bir tomonlama va ikki
tomonlama harakat gilinadi. Bir nuqtadan ikkinchi nuqtaga
borish yo’llarini toping, hamda shular orasida eng qisqa
masofaga ega bo'lgan yo'lni toping.

2. Graf G da gamilton yo'li yo'q ekanligini ko rsating (5.9-rasm).

5.9—rasm
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3. Tasvirlangan grafdan ikkita gamilton siklini toping (5.10-
rasm).
2 3

5.10-rasm
4. Tasvirlangan 1- punktdan 8- punktgacha bir xil yo nalishda
ko'rsatgich bo yicha harakat gilinsin. Har bir punktda bir
martadan ortiq bo’lish mumkin emas. 1- punktdan 8-
punktgacha bo’lgan barcha yo'llarni toping. Bu yo'llardan
qaysi biri eng qisqa va qaysi biri eng uzun (5.11-rasmda)?

1 2 3
4 6
7 8 9
5.11-rasm
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VI. GRAFLARNING TOPOLOGIK TASVIRLANGAN
MAYDONINI QOPLASH.

6.1 Graflarning topologik maydonini qoplash.

Masalani yechish uchun ayrim qo shimcha tushunchalarni
kiritamiz. Zanjirda hamma cho qqilar va qobiqglar har xil bo'lsa, u
oddiy zanjir deb ataladi. Bog'langan grafning har qanday ikkita
cho’qqisi oddiy zanjir bilan bog'langan. Shunday zanjirlarning agar
boshlang™ich va oxirgi cho'qqilari ustma-ust tushsa, ya'ni (x,=x,), u
holda quyidagi oddiy sikl hosil bo™ladi.

XU X UpXoUs. . WXL U X U X

bu yerda u; x; va x,,, orasidagi qobiqg.

Agar graf G=<X,U> ning topologik tasviri G, berilgan bo’lsa
va uning hamma nuqtalari (cho'qqilari va qobiqlari) S tekisligiga
tegishli bo'lsa, bunday graf S tekislikda joylashgan deb hisoblanadi.
Agar graf G [Jkalall tekisligida joylashgan bo'lsa, u tekis graf deb
ataladi. Tekislikda joylashgan har qanday oddiy sikl (tekis graf), uni
ikkita maydonga bo’ladi. Ularning biri ichki, ikkinchisi esa tashgqi
maydon deb ataladi.

S tekisligida P,°eP® ni aniglovchi G,"=<X",U"> tekis graf va

P dagi P eP% ichki maydonni aniglovchi G’=<X5US> tekis grafi
berilgan. Shunday gilib, P maydoni G’ tekis graf tomonidan ikkita
maydonga, ya'ni tashgi P va ichki P maydonlariga bo'linadi,
P°=P°UP. Har bir maydonning atrofidagi nugtalari to’plami uning
chegarasi deb ataladi va u GeG" va G;>eG® graflarining cho’qqi va
qobiqlaridan  tashkil topgan. Aniqlanishi bo’yicha GipeGjC
graflarining qobiglari maydonning chegarasi hisoblanadi. Bu holda
GjC grafning har bir qobig'i ikkita maydonning chegarasini aniglaydi
va u faqat ikkita maydonga tegishli bolishi mumkin.
Teorema: wW(G") — G, grafning tashqi va ichki maydonlari soni
MGS) - G grafning ichki maydonlari PS soni bo'lsa, R®
maydonlarini R® maydonlari bilan qoplanishi uchun quyidagi shartlar
bajarilishi kerak:

u(G")= (G )+1
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VP e PYP’,
P e PS[(P]‘C ol :ch)/\(ch NP; :®)m(PiS ol :®)]

Isbot: A(G")=1 uchun P> maydonning chegarasi fagat bittagina
ichki oddiy graf st dan tashkil topgan, u maydonni ikkiga bo ladi
va ikkala maydon uchun chegara hisoblanadi, ya'ni p( G*)=2 yoki
MG")=1. Bu holda maydon P’ ichki oddiy sikllar G® to plamidan
tashkil topgan bo’lgani uchun:

u( G")>2

Shunday qilib, graf G" ning tashqi va ichki maydonlari
quyidagicha aniqlanadi:
uGr)= 4GS )+1 6.1)
Bu shart maydonlarni qoplash uchun kerakli, lekin yetarli emas
(6.1, a-rasm).

O O [ O
2 O

a)

X X2 xn - MEE
4|’1 2] D> [ |—| ]
P s
b)
O olY o O
] i
U O
c)
6.1-rasm
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Masalan graf G® ning ixtiyoriy  cho’qgisi Gf, grafning
chegarasidan tashqarida bo’lsin (6.1.,b-rasm). Bu holda (6.1) shart
bajariladi, lekin P, maydon P;° maydoni bilan to'liq qoplanmaydi,
chunki x;° cho>qqi va u® qobiq undan tashgarida joylashgan.

ap
GS \{\ \?\ — P
J 3 NN ‘
c Pi
P;

a) P%, maydonini to’liq qoplash

ps
A NANNNY A\ N
D,
b) P, maydonini gisman qoplash

X1

o
S N
ch
¢) PSP #@& PSP+ P!
P
= S

P

d) Pj" maydonini to’liq qoplamaslik
" Xi
FNN NN

e) PP =P #Pf

J

6.2 —rasm. Maydonlarni qoplash usullari
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Bu holda G° grafning x° cho'qqgisiga insident bo'lgan
qobiglari, x* cho'qqilariga insident bo'lgan qobiqlar bilan kesishib,
F, va F, nuqtalarni hosil giladi. Bu holat P, maydonini P> maydon
tomonidan to'liq qoplanmaganligidan dalolat beradi. G°, va G
graflar uchun P maydonini to'liq qoplamaganlik shartlarini
aniglaymiz. (6.2-rasm)

P°NPF#PS, P'NPf = (6.2)

Shunday qilib, P, maydonini P> maydoni bilan qoplashdan P
ning bir qgismiga teng bo’lgan uning maydoni hosil bo’ladi (6.1-
rasm).

Masalan, st grafning cho'qqilari G*, chegaradan tashqarida
bo'lsin (6.1.b,—rasm), u holda (6.1) shart bajarilmaydi, ya'ni
MGS=0, p(GP)=1 va

P'NPf =0 yoki P'NPf=F° (6.3)

Bu tenglama P® maydonini P° maydoni bilan to'lig

goplanmaganligini aniglaydi. (6.2-rasm)

Pf maydonini Pis. maydoni bilan to’liq qoplash uchun quyidagi
shart bajarilishi talab etiladi.

PS =P NPf (6.4)

Bu shart (6.2) va (6.3) shartlarga garama-qarshidir.
ch maydonini P;° bilan to'liq qoplanishi uchun bu shart yetarli
hisoblanadi va umumiy holda quyidagicha tasvirlanadi.

VP e P3PS e PS[PC N PS = P | (6.5)

Umumiy holda tekislikda berilgan bog lanmagan tekis graflar
uchun qoplanish tahlilini ko'rib chigamiz.

G? ={G/!,G!...,G} va G} ={G{,G; ,..,G,/}

Tekis graflar to'plami G® bilan aniglangan P® maydoni unga
mos ravishda G¢ tekis graflar to'plami bilan aniglangan P®
maydonlari bilan qoplanishi kerak.
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Yugqorida keltirilgan teorema va uning isboti asosida maydonlar
to'plamini qoplash va qoplamaslik holatlarini quyidagicha ifodalash
mumkin:

1) P® maydonlar to’plami P maydonlari bilan to’liq qoplangan;

2) P® maydonlar to'plamining P, maydoni P®cP® maydoni

bilan goplanadi.

3) P® maydonlar to'plamining P, maydoni P’cP® maydoni

bilan to'lig qoplanmaydi.

Birinchi holatda (6.1) va (6.5) shartlar P° maydonlarini goplash
uchun kerakli va yetarli hisoblanadi, ya'ni ixtiyoriy PeP® G tekis
graflar G" tekis graflarning cho'qgilari va qobiglarining nuqtalarini
0 ziga qamrab olmagan.

Ikkinchi holatda G* va G" tekis graflar o'rtasida qobiglarining
kesishuvi mavjud bo’lib (6.1) va (6.2) kerakli shartning o zigina
bajarilib, yetarli shart (6.5) bajarilmaydi.

Uchinchi holatda esa, P* to'plamida P mavjud bo'lib, ular
ixtiyoriy P,’eP® maydonidan tashqarida, ya ni

3PC e PP € P¥|(PC A PS =@)a (P APS)|  (66)

Bu o'rinda (6.1) va (6.5) shartlari bajarilmaydi. Ayrim
holatlarda P maydoni ~ P®cP® tegishli bo'lish o'rniga boshqa
maydonga tegishli bo’lib P:°eP®, ya'ni P:°Ai’=C.

Shunday qilib topologik tasvirdagi R® graflarning maydonlarini
boshqa R® maydonlari bilan to'liq qoplash uchun kerakli va yetarli
shart quyidagicha bo’lishi kerak:

wG”)= 4GS )+1, vPE e PYPS (1),
PSKS EPSVRS,PSS EPS [(ch ﬂRS :PjC ﬂ (PjC ﬂP{:S:@)]
Taklif qilingan topologik tasvirlangan graflarning maydonlarini
goplash usuli asosida turli texnologik strukturali katta integral
sxemalarni komponentalarining topologiyasi maydonini qoplashni
tekshirish va loyihalash jarayonida bo'lgan xatoliklarni topishga
imkon beradi.

6.2. Masala va mashqlar.

1. Maydonni gisman qgoplash usuliga misollar keltiring.
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o

Topologik tasvirlangan graflarning maydonlar to plamini
birorta maydon bilan qoplash usullariga misollar keltiring.
Maydonning bir cho’qqisi ichki maydonga tegishli bo’lsa,
uning tashqi maydonga mos kelishini isbotlang.
Maydonlarni to'liq qoplashga misollar keltiring.
Maydonlarning to'liq qoplanmasligiga misollar keltiring.
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VII. GRAFLARNI BO'LAKLARGA BO'LISH.
7.1. Graflarni bo"laklarga bo"lish.

Graflarni bo’laklarga bo'lish masalasi quyidagicha ta'riflanadi.

Berilgan graf G=<X,U> shunday bolaklarga bolinishi kerakki,
bo'linishdan so'ng uning bo'laklari orasidagi bog lanishlar soni
minimumiga teng bo’lsin, har bir bo’lakdagi cho’qqilar soni
chegaralangan bo’lishi, ya'ni bo'laklar soni va wular orasidagi
o xshashliklar soni minimum bo’lsin, nihoyat bo'laklarning sifat
darajasi bir xil bo’lsin.

Keltirilgan talab va chegaralanishlarni bajarish uchun ko'p
mezonli masalalarni yechish usullari muammosini hal qilishga to"gri
keladi. Ma'lumki, bir vaqtning o'zida bir necha mezonni bajarish
juda katta muhim masala hisoblanadi. Quyidagi graflarni bo’lishni
amaliyotda qo'llash nuqtai nazaridan, uni dasturlash asosida
yechishga ahamiyat beramiz.

Graflarni bo’laklarga bo’lishda quyidagi asosiy mezonlarni
bajarish talab etiladi:

1. Har bir graf bo'lagida cho’qgilar va qobiglar soni maksimum
giymatga ega.

2. Har bir graf bo'lagi ikkinchi graf bo’lagi bilan eng kam
miqdordagi bog lanishlar soni bilan bog langan.

3. Graflarni eng kam miqdordagi bo"laklarga bo'lish.

Agar G=<X,U> graf berilgan bo’lsin, u X={X,X;,....Xj5.. -, X}
cho’qqilar to’plamidan va U={u,,u,,...,u,,...,u,} qobiglar to plamidan
tashkil topgan. X cho'qqilarning bog lanishlarini hisobga olgan
holda, boglanishlar matritsasini M=llm;;ll qurish mumkin. Har bir
gobiq biror og'irlik funksiyasiga teng deb faraz qilamiz. Bu yerda
og'irlik funksiyasini Z={z,,2,,...,z,} bilan belgilaymiz. Har bir graf
bo'lagi aniq cho’qgqilar miqdoriga va har xil og'irlik funksiyasiga
ega, hamda bo’laklar orasidagi bog lanishlar soni minimum qgiymatga
ega.

Masalani yechishini besh bosqgichdan iborat bo’lgan algoritm
orqali ifodalaymiz:

L Graf G=<X,U> ni bir xil og’irlik funksiyasini giymatiga
ega bo’lgan bog'langan graflarga bo'lamiz. (7.1-rasm)
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I Graf G=<X,U>=| ] P<X.U> ni G=<Y,V> ko'rinishida
c=1
tasvirlaymiz. (7.2 a-rasm). Bu yerda y- birinchi bosqichda tashkil
etilgan P .<X_,U> graf bo laklari.

b)

7.2-rasm

II. G=<Y,V> grafni elementlar soni chegaralangan graf
bo'laklariga bo'lamiz. Yangi G=<Y'V'>= U G.<Y\,V'> garflarni

a=l1

tashkil etamiz (7.2 b-rasm).
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IV. Cho'qqgilar y,€Y x; ni boshlang’ich cho’qqilar to plami

bilan ifodalaymiz. G<X',U'>= U G'.<X',U'> graflar bo'lagini tashkil

a=1

etamiz. (7.3-rasm)

7.3—rasm

V. G=< X\U> grafini G'"=< X"U"> graf bo'laklari
to plamiga bo’lamiz. (7.4-rasm)
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Quyida graflarni bo’laklarga bo’lishnini uchta usulini ko'rib
chigamiz.

Ketma-ket usuli. Graflarni bo’laklarga bo’lish ketma-ket
bajariladi: avval birinchi graf bo’yicha, so'ngra ikkinchi va boshqa
graf bo’laklari topiladi. Har bir graf o’zining boshlangich cho®qqisi
asosida quriladi. Shunday qilib, graflar bo’laklarining soni uning
cho’qqilarning va uning cho'qgqilarining boshlang’ich to plamiga
bog'lig. Graf bo’laklarini aniglashdagi har bir qadamda qo’yilgan
chegaralanishlarni hisobga olgan holda birinchi mezonning bajarilishi
ta'minlanadi. Bu mezon umumiy bo'lishi mumkin, aks holda
mezonlarning ketma-ket bajarilishi ta’minlanadi. Shu tariga ustuvorlik
asosida mezonlarning bajarilishi ketma-ketligi tuziladi va graflarni
bo'laklarga bo’lish ta’minlanadi.

Parallel usul. Bu usul bo’yicha parallel ravishda bir nechta graf
bo'laklarini tashkil etishga erishiladi. Buning uchun boshlang ich
cho’qqilar to'plami orasida yangi cho qqilar parallel tanlab olinadi.
Har bir tanlashda berilgan chegaralanishlar va mezonlar hisobga
olinib boriladi.

Ketma-ket-parallel usul. Bu wusul avvalgi ikkita usulning
birlashmasidir. Avval graf bo’laklarining fragmentlari parallel hosil
qilinadi va qolgan qismini esa ketma-ket qurilishi tashkil etiladi.

Bu usulda ham har qadamda berilgan chegaralanishlar va
mezonlarni bajaralishi ta’minlanadi.

Ko'rinib turibdiki, bu usullar bo’yicha graflarni bo’laklarga
bo’lishni tashkil etishda asosiy muammo boshlang ich cho qqilar
to'plamini tanlashdan iborat. Buning uchun ikkita holat tavsiya
etiladi. Birinchi holatda boshlang’ich cho'qqilar sifatida bir xil
toifadagi, ya'ni o xshash cho’qgqilar tanlab olinadi, ya'ni eng kichik
gobigqa yoki darajaga ega bo’lgan cho qqilarni tanlab olish mumkin.
Ikkinchi holatda boshlang’ich cho'qqilar sifatida  ziddiyatli
cho'qqilarini  olish mumkin. Ziddiyatli cho'qqilar, shunday
cho’qqilarki, ularning hech bo'lmaganda ikkitasi bitta graf bo'lagida
birga bo'lishi mumkin emas.

Yuqorida aytilganlarni hisobga olib, quyidagi graflarni
bo'laklarga bo’lish masalasini yechishning umumiy algoritmini
keltirish mumkin.
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7.5-rasm. Graf L=<X,U>

Graflarni bo’laklarga bo’lish algoritmi quyidagicha amalga
oshiriladi:

1.

2.

3.
4.

Boshlang'ich cho’qqilarning to plamini tanlash: o xshash
cho’qqilar, ziddiyatli cho qgqilar.

Graflarni bo’lishning boshlang’ich bolagini (fragmentini)
tashkil etish.

Fragment bilan maksimum bog langan cho qqini tanlash.

Asosiy mezonlar va chegaralanishlar bajarilganligini
tekshirish.

Grafni bo’lishdagi yangi fragmentni tashkil etish.
e Ketma-ket usuli bilan;

e Parallel usul bilan;

e Parallel — ketma-ket usul bilan.

Barcha cho'qqilar graf bo'laklariga tagsimlanganligini
tekshirish.
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7. Graf bo’laklarini tashkil etish.

Misol. Graf G=<X,U> berilgan (7.5-rasm). Grafdagi cho qqilar
soni 15 ta. Shu grafni bo'laklarga bolish talab etiladi.

Berilgan grafda X cho'qqilar to plam, to plamchalar bo'yicha
tagsimlangan. Har bir to"plam bir xil rangga ega bo’lgan o xshash
cho’qqilardan iborat.

O’ xshash cho’qqilar to"plami quyidagi tartibda tagsimlangan:

X'={X, X0 Xi0 Xp1 Xpo}, X2={Xg, Xo}, XP={Xy, X3},
X'={xs, Xy X35}, X={x5},
X={x,}, X'={x}

Ko'rilayotgan graf uchun chegaralanishlar quyidagicha berilgan:

1) ziddiyatli cho qqilar to”plamchalari;

Z,={X,p, Xo, X3} 1 Zy={Xs, X¢},

2) graf bo'laklarining maksimal bog lanishlari — F;=20;

3) graf bo'laklarida maksimal cho qqilar soni — K,=3;

4) grafda graf bo laklarining maksimal soni — N =6/
Graf G=<X,U> bog'lanishlar ro’yxati S bilan berilgan. Shu ro yxat
asosida bog'langanlik matritsasini quramiz.

Xp [ X [ X3 | Xy | X5 | X | X7 | Xg | Xo | Xy | Xy [ Xyp | Xy3 | Xy | X5
X, 1 1 2 3
X, |1 2 1 1
X3 2 4 311 1 |1 ]1
Xy 4 311 [1
xs | 1]3 1 1 1
Xq 11331 1
X; | 2 1]1 3 1
Xg 1 4 1 |3 1
Xo | 3 1 3 1
X0 1 1 4 1 3
Xy 1 1 3 3
X1o 1 1 3 3
Xi3 311 3 1
X4 1 3 1 |1
Xys 1 1 1 3 1
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Keltirilgan algoritm bo’yicha boshlang ich cho’qqgilar uchun
ziddiyatli cho’qqilar to'plamlarini Z,={x,,, X,, X;} ni keyinroq
Z,={Xs, X4} ni olamiz. Ketma-ket (parallel) ravishda Z, to plamidan

cho’qqgini tanlab bog'langanlik matritsasi orqali eng kuchli
bog langan cho qqilarni aniqlaymiz.
Bog'langanlik matritsasining har bir elementi qatordagi

cho’qqilarni ustundagi cho’qqilar bilan boglanganligini ko rsatadi.
Masalan x,, cho’qqini boshlang’ich cho'qqi deb olsak, u bilan eng
kuchli bog'langan cho'qqi x; bo’lib (x,,, Xg) bog lanishi hosil
qgilinadi.

Bu cho'qqgilar uchun eng kuchli bog'langan cho'qqi x;
hisoblanadi. Shunday qilib, G,=<X,U,;>={x,,, Xg X3} graf bo’lagi
hosil bo’ladi.

Shu tartibda x, cho'qqisi uchun G=<X,,U,> grafiga izomorf
holatda x; va x, cho’qqilarini aniqlaymiz. Natijada, G,=<X,,U,>={x,,
X5, X,} graf bo’lagini tashkil etamiz.

Bu graf bo'laklarining cho’qqilari o xshash bo’lib, G, va G,
graflarida X', X?, X* cho’qqilar to'plamidan bittadan cho’qqi ishtirok
etgan. Natijada, G=<X,U> grafini graf bolaklariga bo’lishni
quyidagicha ifodalash mumkin:

Graf bo’lagi Cho’qqilar Cho’qqilar turi | Tashqi
to plamchasi qobiglar soni
G, Xg X100 X13 1,2,3 F =8
G, Xp, X7, Xg 1,2,3 F=7
G, X3, X4 Xg 5,6,7 F.=11
G, X,, X5 1, 4 F,=9
Gq X1 X4 1, 4 F.=8
Gq X105 X5 1, 4 F.=9

Shunday qilib,

bo"linadi.

1) G=<X,,U;>, G,=<X,,U,>;
2) Gy=<X;,U;>;
3) G=<X,,U;>, Gs=<X,,Us>, G=<X,U>.
Graf bo’laklarining tashqi qobiqlari soni 52 ga teng.
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7.2. Masala va mashqlar

. Berilgan grafni tashqi qobigqlar soni eng kam bo’lgan
mezonga asoslangan holda ikki bo’lakka bo'ling.

. Graf G=<X,U> da bo'laklar soni chegaralanganligini
hisobga olib, uni bo’laklarga bo'ling.

. Berilgan grafning tashqi qobiglar soni eng kam bo’lgan
mezonga asoslangan holda to'rt bo’lakka bo’ling.

. Graf G=<X,U> da graf bo’'laklaridagi cho qqilar soni
chegaralanganligini hisobga olib misollar keltiring.

. Berilgan grafda bir-biriga mos bo’lgan graf bo’laklari sonini
toping.

. Berilgan grafda bir-biriga izomorf bo’lgan bo laklarni
toping.
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VIII. GRAFLARNING TURLARI.

Yo naltirilmagan | X-cho qqilar to plami va
graf u-qobiqlar to plamidan
tashkil topgan va
quyidagicha ifodaga ega

bo"lgan:

X={X;, Xp;.-Xjpeurs X} VA
U={u,, (L DYPN | u,},
hamda

U=x; va x, cho’qgilarini
bog lovchi qobiq
u;=(x;,X,) dan iborat
bo'lsa, bunday to plamlar
yig indisidan tashkil
topgan chizma G=<X,U>
yo naltirilmagan graf deb

ataladi.
Yo naltirilgan X-cho'qqilar to plami va
graf U-yo naltirilgan qobiqlar

to plamidan tashkil
topgan, hamda u,=(x;,x,),
x; — boshlang”ich cho’qqi
— chiquvchi va x, —
oxirgi cho'qqi kiruvchi
bo'lsa, bunday

to plamlardan tashkil
topgan chizma

yo naltirilgan graf deb
ataladi.

Nul graf G=<X,U> grafda x={x;},
i=1 U=Y bo'lsa, bunday
graf nul graf deb ataladi.

Multigraf G=<X,U> grafida biror
ikkita choqqining
birlashuvi bir necha
gobiq bilan ifodalansa,
bunday graf multigraf
deb ataladi.
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Simmetrik graf

G=<X,U> graf simmetrik
deb ataladi, agar uning
biror ikkita cho qqisi x;
va X; uchun u=(x;, x;)
bo'lsa, (x;, x)=u bo’lsin.

To’liq graf

G=<X,U> grafda x
cho’qqilarning hammasi
bir-biri bilan boglangan
bo'lsa, to'lig graf deb
ataladi.

Yulduzli graf

G=<X,U> graf bitta
markaziy cho'qqgiga ega
bo'lsa va uning lokal
darajasi A,;>1 bo’lsa,
qolganlari esa A, =1
bo’lsa, bunday graflar
yulduzli graf deb ataladi.

Siklli graf

G=<X,U> grafda har bir
cho’qqining darajasi A=2
bo'lsa, bunday graf siklli
graf deb ataladi.

Gamilton graf

Har bir cho’qqidan bir
marta o tishi mumkin
bo’lgan bekiq zanjir,
ya'ni siklli graf Gamilton
sikli deb ataladi, agar
zanjir bekiq bo Imasa,
Gamilton zanjiri deb
ataladi.

0 K 2=

10.

Tekis graf

Tekis graf deb tekislikda
berilgan ikkita qobig'i
bir-biri bilan
kesishmaydigan grafga
aytiladi.

11.

Bog'langan graf

Grafning hamma
cho’qqilari bog'langan
bo’lib, bir butun bo'lsa,
u bog'langan graf deb
ataladi.
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12.

Bog lanmagan
graf

Agar grafda birorta
cho’qqilar bog lanmagan
bo’lsa, ular

bog lanmagan graf deb
ataladi.

13.

Daraxt

Graf agar unda sikllar
bo lmasa daraxt deb
ataladi.

14.

Yo naltirilmagan
aralash graf

Graflarda tugunchalar va
parallel qobiqglar bo’lsa,

yo naltirilmagan aralash

graf deb ataladi.

15.

Yo naltirilgan
aralash graf

Graflarda yo naltirilgan
qobiglar va tugunchalar
bo'lsa, bunday graf

yo naltirilgan aralash graf
deb ataladi.

b N
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