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1-MABPY3A
TEKUCJ/IMKJIA AHAJIMTUK TEOMETPUSA DJIEMEHTJIAPU

PEXA

a) Tyrpu Oypuak/iu JeKapT KOOPAUHATAJIAP CHCTEMACH.

0) Ukxu HyKTa opacugaru macoda.

B) Kecmanu Oepuiiran Hucoaraa Oy/amii.

r) Kyr0 koopamnaramap cucremacu. Tyrpu Oypuakiam [aekapr
KOOPAMHATAJIAP CHUCTeMAacu OWJIaH KyT0 KOOpPAMHATAJIAP CHCTEMacH
opacujaru 0OrJIaHHIIL.

TASAHY UBOPAJIAP
AHAJINTHK reoMeTpHUsi, BEKTOP, KeCMa Y3yHJIMIH, KOOPAUHATAJIAP
Oomm, aluucca, OpPAMHATAJAP YKHM, KOOPAMHATA TEKHMCJIMIH,
OKTAaHTaJap, Oyp4yak, NoJsp YKH, 0P Oyp4aru, noJsip paamycH.

MaTtemaTUKaHUHI TE€OMETPUK Macajajap ajareOpauk ycyn Ouial
eunsiaurad OyJvMHU AHAJMTHK _TreoMeTpusi ae0 artanaau. AHaIUTHK
T€OMETPUSHUHT acocu KoopauHaranap cyiu Oymub, yuu XVII acpna
dpaniry3 marematuru Ba ¢gainacypu Pene [lexapt kupurran Ba Oy yCyJHU
KyITMHa TE€OMETpUK Macajanapra Taaouk straH. Koopaunartamap ycymnu
HYKTQHUHT Ba3USATUHU KOOpAMHATAJIAP CUCTEMAaCHHU XOCWJ KWJIQJUraH
OMpOop YM3HKIapra HUCOATaH Kapallira acocaaHaIu.

NxTuépuii Tyrpu 4YM3MK OJaWIMK, yHAa Ooumwianrud 0 HykTa
TaHJAHTaH, CAHOKHUHI MycOaT HyHaiumm “ — “ 0eJqru OMiIaH KypcaTuiras,
y3yHJIMK Oupnurd Tannab, Tyrpu um3ukka (0 HykTagan Oomwiabd
XKoMmamTupuwiaa. by Tyrpu 4n3uKkHd — ¢ 0 H__y K M /1e0 aTaiaau.

M — Tyrpu YMBHKHUHI MXTHEPMA HyKTacw OyJICHH. OM_}/'IYHEU'IFaH
KeCMaHUHI y3yHauru OM Hu kapaiinuk. OM HUHT WyHQJIWIIA YKHUHT
HyHanuium 6unan yctMa-yct tyuica OM = |OM!, arap yHanuiiy ycTMa-yct
Tymmaca y xoiaaa OM = — |OM! Oynanu.

'OM! — OM kecMaHUHT y3yHJIUTHIIHD.

M HYKTaHUHT COH YKUJArd KOOpAUHATAcCH Kyinaaruya udoaaiaHaau:

| | | | X

A(3); B(5); C(-2) Ba xokazo. Ymymuii xonga A(X;); B(Xy); C(Xs),._
HNkku HykTa opacumaru MacodaHd TOMUIN y4yH KyWmpard (opmynanaH
doiinananaMms:

'AB! = !Xz - X]_! = !Xl - X2! (1)

OHJIM TEKUCITUKAA €TraH HYKTaHUHT Ba3USATUHU KypUO YUKAMIIHK.
HMkkurta y3apo NEpHEHIUKYISP UKKUTA YKHHM OJIAWIMK. by WKkama Tyrpu



YU3WKHU KeCUINTaH HykTacuHn O — KOOpAMHATA _Oomu 1ed aramaiw,
ropusoHTan xoimamrad ykau OX ne06 Oenrmimabd, — aduuccaaap VKM,
BepTHKaN yKHU 3ca OY — opanHaTa VKM /10 ataiiMus.
OX Ba OY ykimap >KOWJIAIITaH TEKUCIUMKHU 7Ca KOOPAMHATAJIAP
TekucJauru 16 ararimus Ba OXY Omiad OenrmiaiMus.

3
5 M
. M TEKHUCIMKHUHT  UXTUEPUH
0 y , Hykracu OyJICUH, YHHUHI Ba3UsTH
UKKUTAa COH OWIaH aHuKiIaHagu. M

Hykrtagan OX Ba bY ykiapura MA
Ba MB IEPIEHIUKYIIAP
TyIIUpaMu3. M HyKTaHUHT
KoopauHatamapu M(x; y) —
makiauaa OenrwiaHagu. by epna
x-a011ucca, y-opJauHara.
OX Ba OY ykJap kooparHaTa TEKUCIUTUHYU TYpTTa YOpakka Oynaau.

I gopakga  x>0; y>0
I yopakna — x<0; y>0
Il wopakga  x<0; y<O
IV dgopakna x>0; y<0

A(x1; yl) Ba B(x2; y2) HykTaymap opacujard macoda Kyiumaruia
xucoOIaHaIu:

IAB!=V (x2- x1)+(y2- y1)*  (2)

OHau ¢azojard HyKTaHWHT Ba3USITUHU aHUKIamra yramus. butra 0
HYKTaJla KECUIIraH Ba OUp-Xusl MacmTad Oupiurura sra Oyjiran yura y3apo
nepnenaukynap OX, OV Ba bZ ykmnap ¢azona tyrpu Oypuaknu [ekapt
KOOpJIMHATajJap CUCTEMAacuHU aHukiaam Ba Y OX YZ - makiouaa
oenruwnananu. by epna O - koopauHaTanap 6o

OX - abuuccanap yku
OV - opauHaranap yku
OZ - onnukaTanap yKd JAevuiaau.

M wnykrta ¢dazonaru uxtuépuid HykTa Oylica, YHUHT KOOpAMHATAIApUHU
Kyhnaaruua udoianaHunaiu:

M(X;Y; Z)
X0V, YOZ Ba X'bZ texucnaukiaap KOOpAHNHATA TEKUCIUKIApH 0 aTanaau

Ba ynap (a30HMU CaKKHU3Ta OKTAHTAJIApTa aKpaTau.

I OKTaHTa  X>b, Y>b, Z>b




I OKTaHTa  X<b, Y>b, Z>b
Il oktanta  X<b, Y<b, Z>b
IV oktanta  X>b, Y<b, Z>b
Vv OKTaHTa X>b, Y>b, Z<b

VI  okranta  X<b, Y>b, Z<b
VIl okranra  X<b, Y<b, Z>b Z / y

VIIl okraHTa X>b, Y<b, Z>b
WALl / V

dazoa xoiamrad UXTHEPUA UKKH HyKTa A(X1; Y1; Z1) Ba B(X2; Vo,
Z,) opacuaaru Macoga Kyiuaara ¢popmyiia EpaaMuaa XUcoOIaHa .

IAB!=V (X; - X)) (Y2 - yO) +(Z2- 2)°  (3)

Avitaiinuk  (M; M) kecmanu A>0 HucOGatga Oynakiapra
OynumuMu3 Kepak OyncuH. By neranm kecmana myHjaad M HykTaHu
TOMUIIMMU3 KEPAKKU, YHUHT YUyH

M; M
-------- = A MyHOca0aT ypUHJIU OyJIHIINA KEPaK.
M M,
by tearnmuknan My M =AM M, =>
X171 X2 Yity2 21+ 7;
N — Y = - YA —— (A=1)
2 2 2

KyT0 KoopamHaTajiap CHCTEMACH.

1. Y Ukku yK opacugaru_0yp4ak.

P Texucnukma éryBum uxtuépuit mkkuta O HykTana KecuiryByu l; Ba
I, ykHU 0110 KapaiIuK.
I, Ba 1, ykinap opacumaru Oypyak ne0, P tekucnaukna 1; ykau 1, yk Ouman
ycTMa-ycT TymryHra kagap O Hykrta arpoduga OypuIlgaH Xocuia Oyiraxn
Oypyakka auTUIaIH.

Iy
by epna I Hu coat cTpenkacura kapama-Kapiim WyHanmumiaa Oypwuin
MycOaT iyHanuIl, coaT cTpeikacu Oyitnda Oypuiica, - MaH(uii HyHanu 1e6
KaOyJ KWIMHTaH. Y X0Ja
(I~ 1) = A1)

(It ~ 1) = ¢ ne6 6enrunaitmus, 6yuaa O < ¢ < 21
JlekapT  KoOpAMHATamapgaH  CYHI, Kyl  HIUIATHIAIWraH
cucTeMasapaaH OMpu — HMOJISIP KOOPIUHATAIAp CHCTEMACHIND.



Texucnuknaa | ropusonTan ykau oiau0, yHu HOJA(p VKM 71e0 aTailjuk.
Yuunr 6omku HykTacu O HU — DOJKC 1€ aTanaau.

[lomoc Owmman ycTMa-ycT TymIMalguran uxtu€puiit M HykTaHH
onaiiiuk. M Hykranun O mnomroc OwnaH TyTawiTupaiiiuk Ba 13 yk 11e0
OeNTUITaiIInK.

(o ) = ¢ ne6 Oenrunaiinuk Ba yHu M() HUHI NOJSIp Oypuarm ed
ataiiMus: !|OM! =r -M HyKTaHUHT NOJSP PAAUYCH JCHIIaaN.

M(@; I) — HyKTaHHHT MOJIIP KOOPUHATAIAPH.

2. ITo1s1p KOOPAMHATAJIADP CHCTEMACH Ba JIeKAPT KOOPAMHATAJIAD
CHCTEMACH OPACHIAru OOTJIMKJIHK.

bab3u MacanamapHu euuniga TOJSAp Ba JIeKapT KOOpAMHATANIAp
cuctemMacuga unuiamra Tyrpu keiaaud. UIyHWHTr yuyH monsp Ba JekapT
KOOpJIMHATAJIap CUCTeMaJIapu opacuaaru OOTIUKINKHY TOTIANITHUK.

AWitalinuk monsip yk | Owian alOmuccanap yKd, TOJIOC OujiaH
KoopAuHaTanap OOIIM yCTMa-yCT TYHIICHH. Y XOJJa TEKHCIWKIa OJMHTaH
uxtu€puii M HyKTa TOISIp KOOpauHarajgap cuctemacuma M(@; )
KoopauHatara Ba JlekapT KkoopauHaTtaimap —cucremacuaa  M(x; y)
KOOpAMHAaTajapra 3ra OyJICHH.

T

O X X

Uuzmanan KypuHUO TypuOIUKH, TPUTOHOMETPHK Tabpudra acoca

X y
COSQp = ---; sing = ---
r r
OyHaaH X =TC0S ¢
ro@
y =rsin @

(4) nexapT KOOpAMHATAIAPHU NOJIAP KOOpAUHATATApU OpKaiu Uoaacuaup.
(4) bopmynanu xap UKKajla TOMOHUHM KBaJIpaTra KyTapauiuk:

x> =1” cos’ @
r @

y> =rsin’ ¢



X2+ y°= ? cos® @ r*+ sin” = r* (cos® @+ sin” @)= r’
JIeMax, r =\/ X2+ y2
DHIU y =Y =rSin ¢ Ba X = COS ( JIApHU HUCOATHHU TOMANITHK
y rsin ¢ y
e =tgp; => ¢ =arctg - ;
X [COSQ X

Jlemax, r =V X°+y?
y (5
@ =arctg ---
X oy epmza O < o < 2n (5) momsp
KOOpAMHATANIapy OpKalu UPOJACUANDP.
Mucon: M(V3; 1) HyKTaCHHHHT [ONAP KOOPAHHATATAPHHH TOIHHT.

y 1
r=\x+y’= V3+1=2; tgp = --- = --—--_
X 3
T yn
Hemak, ¢ = --- €ku @ = ---
6 6
Arap x=\3; Ba y=| SKaHJIHTHHH XHCOOTA OJCAK, X BA y OUPHHYH
yopakja Mycoar, 1emMax, T
¢=--
6y xonmma
T
M(—--; 2) <=>M©N3; 1)
6

Y3 y31HHU TeKIIMPHUII YYYH CaBOJLJIAP

1. AHatuTHK reomMeTpus OyJJUMHM HUMAHU Ypraraau.

2. UKkku HyTa opacuaaru Maco(paHu TOIMHI.

3. JlekapT KOOPpAUHATAJIAP CUCTEMACH XaAKHJAA MABJIYMOT OEepHHTI.
4. ITossip KOOPAMHATAIAP CHCTEMACH XaKUAA MAbJIYMOT O€PHHT.



2 — MADBPY3A
TEKUCJIMKJA TYT'PU YA3 UK.
TYI'PU YN3UKHUHI' HOPMAJI TEHT'JTAMACH

PEXA

1. Tyrpu Yu3MKHMHT OypYak KOIPPUIMEHTIN TEHTJIAMACH.
2. bepwiran HyKTaJaH yTyBYM TYTPH YH3HK TEHIJIAMACH.
3. UKKM TYrpH YM3HK Opacuaaru Oypuak.

4. HykTragaH Tyrpu YM3uKKa4da Oyjaran macoga.

5. Tyrpu YM3MKHUHT HOPMAJ TEHIJIAMAaCH.

TASTHY UBOPAJIAP
HopmaJ BeKTOp, TYIPH YM3UKHUHI YMYMHMH TEHIJIAMACH,
HYHAJITHPYBYM  BEKTOpP, KAaHOHUK TeHIJaMa, Oypuak
KOY(p(PUIMEHTH, TYIrpM YM3HKJIAP opacugaru Oypuak,
napaJjuies Ba NepruneHAuKyJ/JIAPJIUK MAapPTJIapu, HYKTaaH TYIpH
YM3HMK opacuaaru Mmacoda.
TekucJIUKIa TYTPH YU3UK

1. Tyrpu YyM3HKHMHI HOPMAJ TeHIrJIaMacH. bepujran HykTajJaH yITyB4YHM,
OepWJIraH BeKTOPra nepueHauKyJasip TYITPU YM3HK TeHIJIaMACH.

Oxy Texucnukaa | Tyrpu 4u3ukHU onainuk. AiTaimuk, M1(xy, yp) |
Oyiacun Ba N = Ai + Bj Bekrop Oepwiran Oymu0, Oy epma N.L1 mapr
OaxxapwicuH. N - HI HOpPMaJ BeKTOp 1e6 atamaan. M; HykTa Ba N BEKTOp
TYI'PU YU3UKHU KOMJIAIINIINHA aHUKIIAWIU.

M(x, y) 1 uxTuépuii HykTa Oysiacun. Y xomma My M = (x-x9) i+ (y-y1) jJ L N

WKy BEKTOPHUHT MEPHEHIUKYISIPIUK mapTura acocad M;M «N = 0;

A(x-x1) + B(y-y1) = 0 1)
(1) — Oepwiran HyKTaJaH yTyBYM, OCpWJIraH BEKTOpra MEpPHCHIUKYIISP
TYTpU YU3UK TEHIIIaMacUIup.
Mucomn: M(- 1; 3) Hykraman ytu6 N= 2 1 - 5 j Bekropra
NEPHEHANKYJIAP TYTPH YU3UK TEHIJIAMACHHU TY3HHT.

A=2; B=-5

2(x+1) + (-5) (y-3) = 0
2x -5y +2+15=0
2x - 5y +17=0

2. Tyrpu YM3HKHHHT YMYMUH TEHIJIaMAacCH

Ax+By+C=0 (2)
TCHTJIaMa TYTPU YH3UKHUHT YMyMHI TEHIIIaMacuanp. XaKuKaTIaH Xam

10



A(x-0)+B(y+C/B)=0 0yonca(0; — C/B) nykragan ytub N (A; B) ra
NEPIICHIUKYJISAP OyJIraH TYyrpy YH3UK TSHIIIaMacHIUP.

3. MynaatupyBuM BeKTOp. TYyrpy YM3MKHUHI KAHOHHUK TE€HIJIAMaCH

Oxy Tekucnukaa | Tyrpu 4uM3uKHU Kapainuk. Tyrpu YM3MKHM YHAA
éryBun uxtuépuit M1(x1, yl) Hykra Ba yHra mapasuien Oyiaran S = mi + nj
BEKTOpP BEKTOp TYJIMK aHUKIAWAM. S  BEKTOPHM | Tyrpu YH3HKHH
NyHaNTUPYBYM BBEKTOPU A€0 aTasay.

Anitaimuk M(X, y) HykTa | Tyrpu YM3UKHMHT UXTHEPUN HYKTacH
Oyncun. Y xonga MM 1 Tyrpu unsukka terunuiu 0ynauod, mapt Oyinua y S
BEKTOpra napasuies 0ynaau. BekropiiapHuHT napajeuivK [MapTUra acCoCaH:

(3) Tyrpu YM3MKHUHT KaHOHUK TEHIJIaMacH J1e0 aTaia/iu.
Arap tyrpu um3uk Oy ykka mnapawien Oysica, y XoJjjla YHUHT
TEHIJIAMAaCH:

X-X1 Y-y1
o 2 (3"
(0] n
arap Ox YKKa Iapajuicia 6y.HC3, Yy XO0J1iaa
X-X1 y-yo
e ™ e (35’)
m (0)
Oynaau

4. bepmJiran HyKTaJ1aH VTYBYM TAWVH WYHAJIUIUIATH TYTPH YU3HK
TeHIJIAMACH.
Tyrpu Yn3uK TeHrJIaMajaap TYIJIaMH.

'y

Oxy Ttekucnukaa | Tyrpu 4YM3uWK Yy |
oepwiran OyincuH. | ox yk Oumnan M

v

HYKTaJa KeCUUICUH. | Tyrpu un3uk Ouian

OX YK opacujaru OypyakHd o OuiaH

Oenrunaiiuk.

Arap, a = 0 Oynca, y xonna | ox yk Ounan yctMa-ycr tymand. Ox Ba oy
yKura napajien Oyirad | Tyrpu YM3ukHM Kapailiuk. | Tyrpu yn3ukia €TyBun

11



uxtnépuidi M1 (X3, X2) HykTaHu osiamu3. Tyrpw HyHaaTUPyBUM BEKTOP
cudarna 6upiauk Bektop S° = COSai + COSPj Hi onaifiuk.

cosp = cos(90° — ) = sina = S° = cosai + sing,j
AeMak, m=cosa; N =sina

y XoJ11a y SO
X-X1 y-v: a

coso.  sina a

Y HOMAabJIymMra HHCOATaH e4yaMu3:

y - y1 =tga (X - X1)

tgo =k; y-y1=k(x-xy) (5) Oecpuiran HyKTagaH YTyBUYH
OepuiIran HyHaIHIIIATH TYTPU YA3HK TEHTJIaMaCHIHP.

Arap tyrpu unsuk Oy ykura mapasien OyJica, y Xojga Tyrpu YH3UK
TeHrnaMmacuau (5) dopmyna maknuaa €3ud Oyamaam.

X=X]— (x;  0) HykTagaH  yYTYBUM  TYIPU  YHU3HK
TEHTJIAMACHIUP.

6. bypuyak ko> dGunMeHTIH TYrpy YN3HK TEHIJIAMACH.

Avitatinuk tyrpu un3uk Oy ykuau B(O; B) HykTama kecu6 ytud, Ox
yKU Omiad oo Oypuak XOCHIJI KWJICHH
y-B=k(x-0)
ek y =KX +B (6)

7. UKKM HYKTAa1aH YTYBYM TYT'PH YHM3HK TEHIJIAMACH.

Avitalimuk Mi(X1; y1) Ba May(Xp; y2) TEKHCIUKAA ETyBYM HXTUEPUI
WKKU HyKTa OysicuH OyincuH. Autaitnuk S = M; M, BekTop iyHanTupyBuu
BEKTOp OYJICHH, Y XOJ[a TYTPU YU3UKHUHT TeHTJIaMacu Kyiuaarnya Oyiaam:

e S e (7)
X2-X1 Y2-V1
(7) — HUKKHU HYKTaJaH YTYBYU TYI'PU YM3UKHUHI TEHIJIaMacuIup.

8. UKKH TYrpu Yu3MK opacuaaru Oypuak.

Antaitnuk, 1; Ba I, Tyrpu unsukinap M Hykracuja kecuuicuH. Tyrpu
YU3UKJIap KyHuaaru TeHriamMa Ouinan Oepuirad OyJCHH.
li; y=%x1 X+ B; l; y=xx+B8;

12



Tyrpu unsukiIap opacuaaru Oypyax
@ =02-0g
tga, - tgouy

tg(P = tg (OCz - 0L1) = memmeeeeee
1+ tgo; tgo,

tgoy =Ky ; tgop,=K,;  meb oncak, y xomma

ko - Ky
L (8)
1 + keko

(8) — WKKHM TYrpu YM3HK Opacuaaru OypuakHd TOMUII (OPMYITACHTHP.

Tyrpy YM3UKIIAPHUHT NApAJUIEIUIMK IAPTH:

k1 = k2
[Mepnenaukynsapiuk mapta: Ki K, =-1 ékmky = 1/k, éxm k, = - 1/Ky;
1AXq + Byo +C!
d= ----mmmmoeooe oo 9)
VA? + B?

(9) — M (x¢; yo) HykTaman Ax + By + C = 0 Tyrpu umsukkaya OynaraH
Macodanu xucobmuair GopMyIacuaup.

VY31HU TEeKIIUPUII YYYH CABOJLJIAP

1. HopmaJg BeKkTOp €0 KaHIall BeKTOpjaapra auruiaaam ?

. bepuiiran HykTagaH yTyBYH, 0epMJITaH BEKTOPra NepHeHINKYJISp
TYIPH YU3MK TEHIJIAMACH.

. Tyrpu YM3MKHMHI YMYMU# TE€HIJIAMACH.

. Kanjaii BekTopra ilyHaJITHPYB4YHM BeKTOp 1e0 aTtajgaam ?

. AKKM TYIrpu YM34K opacuaaru oOypuak ?

. Tyrpu yM3uK/Iap Ka4yoH nmapajuiet Oyiaaau ? Kadon nepneHaukyasip
Oynaaum ?

7. UKKM HYKTaJaH YTYBYH TYTPU YM3UK TEHTJIAMACH.

N

o Ol b~ W
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3— MADBPY3A.
®A30JA AHAJIMTUK TEOMETPUS DJIEMEHTJIAPU.
PEXKA
1. Tyrpu YyM3UKHHM NapaMeTPHUK TEHIJIAMAaCH.
2. Tyrpu YM3MKHU YMYMMii TEHIJIaMAaCH.
3. UKKkM Tyrpu YM3HMK opacugaru Oyp4ak.

TASSHY UBOPAJIAP.
WyHanTHpYBYM BeKTOp, TYIPH YH3HK, BEKTOP TEHIIaMa, KAHOHHK
TeHIJIAMACH.
dazona 4yM3uK cudaThia MKKATA COXAHMHI KECHIIUIIUIAH XOCHI
OyJiraH 4yekcu3 HyKTajuap TyIUIAMHJIaH HOOpaTAUP.

F(X,y, 2)=0
O(x, y, 2)=0 (7)
@®a30/1a TyTpyU YU3UKHUHT YMYMHUW TEHTJIAMACH:

A1X+ Bly+C12+ D=0
A2X+ Bzy+C22+ D=0 (8)

dazona Tyrpu 4umM3MK TaiuH Oup Hyktacu Mi(Xy, Y1, Z;) Ba yHTa mapajuien
S=mi+nj+pk BekTop OpKamM TYIUK aHUKIAHTAH. S HU HYHAJTHPYBYHU
BEKTOD J1e0 aTajajy.

Avitaiinuk ¢asona L Tyrpu unsuk yHaa éryBun Hykta Mi(Xy, Y1, Z1) Ba
yHra mapaien Oyinran S=mi+nj+pk iyHantupyBuM BeKTopra OepuiraH
Oyncun. L tyrpu umsuknan uxtu€puit M(X, Y, z) Hyktanu omamu3. OM,
OM;, M1M BekTOpnapHu sicaiimus.

/ S

X

HusMaad KypuHaIUKH
OM:OM1+M1M
MM C L nemax M3iM Ba S nap y3apo komiennap. LlyHUHT yuyH

M1M= tS
benrunam kupuramus: r1=bM; r=bM
Y xonma  r=ry+S 9

(9) Tyrpu YU3MKHUHT BEKTOP TEHTJIaMacuIup.
r ='bM = xi+yj+zk
r="bM;= X;i+y j+z,K;  tS=tmi+tnj+tpk
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vy X0JIAa UKKW BECKTOPHUHI TCHIJIMTHUI'a aCOCaH:

X = X;+tm
y = y1+tn
Z=27,+tp (10) Tyrpy YM3MKHHMHT TapAUIEIUINK TEHTTIaMACH

MM Bektop S BEKTOp KOJJICHHAP OKAHJIWIUIAH YyJIApHUHT MOC
KOOpJIMHATAJIapH MPONOPIUOHAIIUD:

MM = (x-x1)i + (Y-y1)] + (z-Z1)K, S=mi+nj+pk

R, (11)

(11) Tyrpy YN3UKHUHT KAHOHUK TEHIIIAMACHIHD.
Arap S=cosai+cospj+cosyk Oupiuk BekTOp OyJica,

S (12)
cosa. COsp  cosy

Uynantupysun kod3(GQUIMEHTIap POIHHA HYHAITHPYBUM KOCHHYCIAP
Oynay.

Arap L Tyrpu umsuk bz ykura mnepneHAMKyIsp Oyiica, Oy Tyrpu
YU3HUK TEHIJIaMacCH:

e (13)

HNaoBa 1: Tyrpy YM3UKHUHI KAHOHUK TEHIJAMAaCUHHU TYTPU YU3UKHUHT
napamMeTpuK TEHIJIAMACHJIaH t-TlapaMeTpHU WYKOTUII Wynu OWslaH XOCHII
KWJIMHA/IN.

HNaoBa 2: Ailftailiuk  Tyrpd  4YM3WK  OWpOp  KOOpAMHATA  yKUTa
nepneHauKkynap Oyinca, macaian Ox ykura, y xonma m=0 Oynub, Tyrpu
YU3HK MTapaMETPUK TEHIJIAMAaCH:

X=X
y= y1+nt
Z= Zl+pt

t HM MyKOTHII HATHKACUAA

X- X]_:O
y-x; z-z1

n P

v X0JIaa TYTpyu YA3UKHUHT KAHOHHUK TCHIJIaMacCH:
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Oy eplla, arap KacpHUHI Maxpakl HOJIra TEHr Oyjca y XoJjja KaCpHHUHT
CypaTH XaM HOJITa TeHT OYJIUIIMHY 3C/IaH YUKAPMACIUK Kepak.

mmmmm S mmeeen S emeee- (14) éxm x=X1; y=y1
b n p
By Tyrpu 4n3uk yz ykura napauiesngup. XyCyCcun Xoaa

—_—=—=— YZ YKUHUHT TCHI'JIaMaCUuaup.

OHIU TYrpu YM3MKHUHI YMyMUW TeHIjamacu Oepuiran Oysca, Oy Tyrpu
YU3UKHUHT KAHOHUK TE€HIJIAMAaCUHU Ty3alIHK:

A1X+Bly+C12+D1:0
L: A2X+Bzy+C22+D1:O

Kanonuk TteHrnmamanu Tty3um yuyH L Tyrpm umsukaa €ryBum
Mi(Xy, Y1, Z1) HykTa Ba S=mi+nj+pk HyHanTUpyBUYM BeKTOp OepuiraH
OyJIUIIH KEpax.

M; HYKTaHUHT KOOpAWHATAJTApUHU TOMHII YYyH X, Y, Z
HOMabJIyMJIapJlaH Oupura UXTUEPUHA COH KuiimMat Oepud, KodraH
HOMAbJIyMIap Tommwiaan. MyHanrupysun BekTopHH 3ca S=N;+N, makmmna
TOTIAMM3.

Mmucoa 1. 2x+3y-z+8=0

X-3y+2z+1=0
TYI'pyd YU3UKHHUHI' KAHOHHUK TCHITIaMAdCHHU TY3HHT .
z=0 Oyzca, 2x+3y=-8
x-3y=-1
3x=-9x=-3
3y=-3+1; y=-2/3; Mi(-3; -2/3; 0)
i J k
S=N; X N, = 2 3 -1| =(6-3)i - (4+1)j + (-6-3)k=3i-5j-9k
1 -3 2

bu3 n3naran TYI'PHU YU3UK TCHIJIaMacCH:

Wxku HyKTaJaH yTYBYH TyTPH YM3UK TEHITIAMACHHU TY3alIHK.
Avnitaiimuk My(Xy, Y1, Z1) Ba My(Xo, Y2, Z2) L Tyrpu YM3MKHMHT MXTHEPHIA
HYyKTasapu OyJICHH.
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(M3M;) Tyrpu YM3BHKHUHI KAHOHHMK TEHIVIAMACHUHHM TYy3WII YYyH S
WyHaNTUPYyBYM BEKTOPHH Tomanuk. M;M,=S Bektop cudartuma kabyn
KWJIAII MyMKHUH. Y X0J1/1a TYyTPY YM3UK TEHIJIaMacu

. (15)

(15) ukku HyKTaJlaH yTYBUM TYTPU YU3UK TEHIIIaMacCUAMP.

Mucoa 2. M; (1; 3; -5) Ba M, (2; 4; 2) HyKTanapaaH yTyBYH TYTPU YU3UK
TEHIJIAMaCUHU TY3HHT.

x-1 y-3 z+5
2-1 4-1 245
x-1 y-3 z+5
1 1 7
A¥iTaliiuk 6usra L x-X3 Y-VY1 Z-21
mmmmm D e Do Ba
ms Ny P1
X-X2 Y-Y2 Z-7;
Ly e = e = e Ba

m; Ny P2
TYTrpU YM3HUKJIAPHU KaHOHHMK TEHIJIaMacH OuwiaH Oepwiran OyicuH. By Tyrpu
YM3UKIAp opacujard OypyakHU TONUUI Y4YyH, Oy Tyrpu UYHU3UKIApHUHT
WyHanTUpyBUM S; Ba S,  BEKTOpJjap opacuaard OypYakHU TOTIMIII
KUOSUP:
mim, + niN, +P1P,

coScpZSlszl|Sl| S (
16)

VmZ+ni2+ P2 AmS+ n 2+ P

Mucoa 3. X-2 y+3 z-5
5 3 -2
Xt2 y z-3
Ba _— = — = —
3 2 S Tyrpuw 4M3MWKIap opacupard OypuakHU
TOTIVHT .
5«3+ 3%2 +(-2)*5 11
COS (P = mmmm oo oo =

vV 25+9+ 4 v 9+4+25 38
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¢ = arccos 11/38
Mmucoa 4. M, (1; 2; 3) HykTasaH yTyBYH Ba
2x+3y+5z-7=0 ‘
3x-4y+z-8=0

TYI'PpH YU3UKKaA IMapaJluICII TYTPU YU3UK TCHITIAMACHHU TY3UHT .

i ]k
S=N:XN,= | 2 3 5|=(3+20)i - (2-15)j + (-8-9)k=23i+13j-17K
3 4 1

I[eMaK TYI'pU YU3UK TCHIJIAMACH:
x-1 y2 z-3

Mmucosa 5. M; (-4; 0; 2) HykTagaH yTuo
X+l y+l z

mmmm = mmmm — e Ba
2 3 4
X-2 y-3 zZ-5
3 2 2
TYTpU YM3UKKA NEPHCHAUKYIIAP OYITaH TYTpU YM3UK TEHTJIAMACHHU TY3UHT.
I J k
S=5, XS, = 2 3 4 | = (6-8)i - (4-12)] + (4-9)k=-2i+8j-5k
3 2 2
OHJM TYTPHU YM3UK TEHIJIAMACH
Xx+t4 'y z-2
-2 8 -5

Y31HU TeKIUPHUII YYYH CABOJLIAP

1. da3zoga TYrpM YU3UK TEHIJIAMACH.

2. Tyrpy 4YM3MKHUHT WYHAJTHPYBYH BEKTOPHM [eraHjaa KaHjaaii
BEKTOPHHM TyUIyHacus?

3. Tyrpu YM3MKHUHT KAHOHUK TEHTJIAMACHUHHU KeJITUPUO YUKAPHUHT.

18



4-MABPY3A

NKKUHYUA TAPTUBJIN YN3UKJIIAP
PEXA
1. Aiugana, »3IMIC, Truanepodosa, nNapadoJAJAPHUHI KAHOHMK
TeHIJIAMaCH
TASAHY UBOPAJIAP

AWJIAHAHUHT KAHOHMK TEHIJIAaMaCH, Mapka3, paauyc, ¢okyc,
y3rapMac MHMKIOp, SIPUM KATTa YK, SIPUM KHYHK YK, IKCHEHTPHUTET,
doxasn paguyc, TMPEeKTPUCCA, CHMMETPHUS YKH, Y4H.

1. Aiinmana, »mnc, rumnepboia, MmapadoylaapHUHT  KaHOHUK
TEHIJIAMACH.
Oxy Tyrpu Oypyakiii KOOpJIMHATAJIAp CHUCTeMacuja paauycu R Ba mapkasu
C(a;B) HyKTaga OynraH aiylaHa TeHIIAMACUHU KENTHPUO YMKapaIlIUK.
Alinanaga terunuid uxtuépuid M(X; y) HyKTaHH OJlaMH3 Ba YHJAaH
Oepunrad c(a; B) HykTarada Oynaran macoda paauycHu 6epaau

|M(C| =R :\/(x—a)2 +(y-b)?
(x-a)’+(y-b)’=R’
(1)

(1) - aii;TaHaHUHT KAHOHUK TEHIJIAMACH JICHIIIA/IH.

X2 +y?+2Dx+2Ey+b=0
(2)
(2) - aliTaHaHUHT YMYMHI TEHTJIAMACHINP.

(2) TeHTIaMaHU KAaHOHUK IIIAKJIMTa KEJITUPAMU3.
(x +DY’ + (y+E)’=D’+E*-F
3)

1) arap D + E? - F >0 Gysica, (3) aiiaHa TeHTTaMacH.
2) D?+E?-F <0 - Oy xed KaHJ1ail Yn3uKHU udogaiaManiu.
3) D* + E*- F = 0 - (3) tenrnama (-D; -E) HyxTanu udonaaiim.
Mucoa 1: x> + y* -2x + 4y - 11 = 0 ajiaHaHuAr MapKasH Ba PaguyCHHH
TOTIMHT.
Eumm: x*-2x+ 1 +y* +4y+4-16 = 0.
(x-1)°+(y+2)°=16
Jemak, 0 (1; - 2) - aiiana Mmapkasu
R =4 - papuycu.

2. Dumnc.

DHIC MyHAal HyKTaTapHUHT TEOMETPUK YPHUKH, Oy HYKTaJJapHUHT
xap OMpHIAaH MKKHTA y3rapMac HyKTarava - 3JUIMIICHHHT (OKycllapurada -
Oynran MacodarapuHUHT HHTHHIUCH 2a Ta TEHT y3rapMac MAKIOPIUD
b; (-C; 0) b, (C; 0) - dokycnap M(X, y) JUTMICHUHT UXTUEPUNA HYKTACH.
Tabpudra
acocad Mb; + Mb, = 2a.
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JEe=x) +(0-y) +(c-x) +y? =2a

1/(—c—x)2 +y? =2a—1/(c—x)2 +y?
(-c-X)*+y*=4a’-4a J(c-x)? +y* + (C- X)* + V
c?+2cx + x> =4a%-4a Jc-x)? +y? =c?-2cx + X
4a J(c-x)? +y* =4a*-4cx | 4

a’ (c-x)?+a’y?*=a"- 2a%x + ¢
a’c’ - 2a%cx + a™x* + a%y? = a' - 2a’cx + ¢
(a*-c®) X’ +a%y* =a’(a*-¢®) |:a*@’-c?)

2 2

X
2T 2y 221
g i

2 2 2 o
a” - ¢*>0 mryHuHT yuyH a“ - ¢ = b” Ounan Oenrumnaimms:

2 2

X

_2+y_2=1

a b

(4) N

(4) P7TMIICHUHT KAaHOHUK TEHTJIAMaCHIAP

d, b B, M d;
A2 F2 ’Y A
-a << 0 X C a
-b B,

0 - 2JUMIICHUHT MapKas3Hy.
A, By, Ay, By - 2JIIMIICHUHAT yuJapu.

2a - KarTa YK, a - ApUM KaTTa VK.

v

2B - KHYUK YK, B - ApHUM KHYHK VK.

_cC
8__
a

(5) PIIUIICHUHT YKCIICHTPUCUTETH.
e<l1
[ =a-ex Ba r;=a+ ex - dokan paguycnap Tabpudra acocan

I‘1+r2=2a

a
ONIATICHUHT KUYHK YKUTa Mnapajuicii Ba YH/IaH — MaCO(l)aI[aH YTYBUYHN
€

UKKH TYTpU YM3UK - JUpEKTpucca JAeiiaan Ba KyHuaard TeHriama Ousia
Oepuira:
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X=-= Ba X=-=;
€ €

r r

_1:8; 2 =g

d, d,

dy, d, - HyKTamaH aupeKTprccerada OyJaraH Macoda.

Mucou 1: Arap by b, =26 Ba ¢ = % Oepunran OyIica, SJUTMIICHUHT KAaHOHUK

TEeHTJIaMaCUHU €3MHT.
b; b, =2c. [Mecak, 2c =26. ¢ =13.
s=E:1—3;:§=1—3; a=16
a a 32 a

Jlemax, b=+/a? —c? =16 —13? = /(16—13)(16+13) =/3-29 = /87

X2 y2
eMaK, — +-——=1
A 16> 87

Mucoa 2: M; (2; -3) HykTaaH yTyBYHM Ba KarTa SpuUM yku a = 4 OyiraH

SJUIMIICHUHT KaHOHHWK TCHIJIAMACWHUA TY3HWHT.
2 2

X°y
R
4 9 4 9 9 1 9 3 9.4
M, € —-=1 —+—==1 —==1--; —=-; b*=—"——=12.
a? b? 4° b2 L b2 4 b2 4 3
2 y2
€Makx, —+=—=
A 16 144

I'unep6oJa myH ail HyKTaJTapHUHT TEOMETPUK YPHUKH, Oy HYKTaJTapHUHT
xap OMpHUIaH UKKUATA y3rapMac HyKTaraya - rurepoojgaHuHr Gokyciapuraya
- Oynran Macodanap aiupMacu y3rapmMac MUKA0p Oynu0, 2a ra TEHTAUP.

dokycnap opacugaru Mmacoda | bibJ = 2c.
[apt Oyiinua Mb; - Mb, = + 2a.

by epna M (x; y) - runepOoaHuHT UXTUEPUIM HYKTacH. XY/U JILTUTIC
TEHTJIAMACUHH KEATUPUO YMKKAHUMU3IATHJICK,

(a2 - ) x% + a%y? = a¥(a? - ¢?) | a%(a%- &)

6y epaa a” - ¢> < 0 ayHku 2a < 2c.
Ilyrusr yays ¢ - a° = b® 1e6 Genrmmaimus.
X2 y2
VY xonpa ——5=1
a~ b
(6)
(6) runepOoOIaHUHT KAaHOHUK TEHTJIIaMacUAMP.
dokycnap opacuma macaaHUHT XaKUKWWA YKKa HUCOATaH TUNEpOOSIAaHUHT
DKCIIEHTPUCUTETH

€= g (7) ra ariTunaay.

Oy epna e<l
rh=ex-a
ro=ex+a (8) paguyc BeKTOpJIAp
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rn-rn=2a (9)
['unepbonanunar Qokan ykura mNepneHAMKYJSIp Ba MapKazuaaH a
€

Macoama yTraH TYIpU YHU3UKIAp THUINEPOOJIAHUHT JAMPPEKTPHUCCACU
neuniIaan.

x=2 pa x=-%; (10)
€ €
N T
d, d,
y=_x
" (11) acumnroTanapu.
y=-—X
a

\/

v

Mmucoa 3: Arap F;F, =26 Ba ¢ :g OyJaraH runepOOJaHUHT KaHOHUK

TEHIJITAMAaCUHU TY3HWHT.
2¢ =26; c=13.

s:E; E:E; a=12
a 12 a
b?=c?-a’=13%- 122 = 25;
2 2
XY 4
144 25
A2
Mucoa 4. M; —3,7 Ba M, (4; -2) HykTagaH yTyBud rumepOosa
2
7]
_ 2 2 2 _ 2
TEHIJIaMaCUHU TY3HUHT. ( 32) - > =1 4—2—( 22) =1 EeKU
a b a b
1
9 5 16 4
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2 _ g W2
Cucremanu oiau0, a“ = 8;b° = 4 ronmamus:

XYy
8 4
Ilapadona 1e6, uIyHgall HyKTaJapHUHT TE€OMETPUK  ypHUTa
aTUNaANKY, YJapHUHT Xap OupuagaH y3rapmac Oup HykTaraya -
napabosiaHuHT QoKycuraua - Oy y3rapmac TyrpH YM3HKKada - nmapaboIaHuHT

OUpeKTprccacurada - Oynran Macodanap TSHIIHP.

MF = MN y4

MN=NQ+QM=;+X

MF = \/(x_gj2+(y-0)2

y?=2P x

v

0x - doxan yk

[TapaGonmaHUHT CHUMMETPUK VKM OWJIaH KECHIIMII HYKTacH -
napaboJIaHUHT Y4u JAeHUIaIu.

Y3MHMHI TeKIIUPHUII YYYH CaBOJLIAP.
1. AlinaHaHUHT HOZJUIMIIC, TuUNepOoiga Ba MapaOdOJAHUHT KAHOHHK
TEHIJITaMacCUHU OEpUHT.

2. DKCIEHTpUCHUTET 1eb aTanaaun?
3. ®oxkan paguyc n1ed HuMara arammus?
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5- MABPY3A
AMJTIAHMA CUPTJIAP

PEKA

1. Cdepa, smmmncon, runepO0JIOn] Ba MapadoIou/I.
2. IunuHIpHUK Ba KOHYC CUpTIap. AWIaHMa )KUCM CHPTH.

TASAHY UBOPAJIAP

NxkxkuHun TapTHOIM CUPT, CcPepaHHMHI KAHOHMK TEHIJIaMacCH,
UWIMHIPUK CUPT, HyHAJITHUPYBYHU, JOMPABUH HWJIMHIAP, OUP naiaiu
runep001a0u1, JJIMIICON, HKKH NAJUIAJIU runepooaaons.

X, Y Ba Z ra HUcOaTaH UKKWHYM Japaxkalu ajdredpauk TeHriama OuiaH
AHUKJIAHTaH CUPT UKKWUHYM TapTUOIM CUPT €0 arajajd Ba YHUHT YMyMUUI
TEHIJIaMacu

Ax*+By*+Cz*+2Dxz + 2 Eyz + 2Fxy +ax +by +cz+d=0 (1)

oyuna A, B, C, D, E, b - xeu 6yamaranja 6utracu HoJjiaH GhapKIim.
A,B,C,D,E,F,a,b,c,d - ysrapmac koaddurentiap.

(x-x1)°+(y-y)’ + (z-21)° =R (2)
Cd)e]:)aHI/IHF KAaHOHUK TCHIJIaMaCHu

a1 (X, y, z) - chbepaHUHT MapKasH,
R - panuycu.

bupop Oepwiran 4YM3UKHM KECYBUM TYTPH UYUBUKHUHT Oy YH3UK
Oyinab Ba Oepuiirad yHanmuINTa mapasuies XxapakaTuaaH Xocui Oyirad CUpT
IWIMHANPUK cUPT 1e6 aTtamanu. XapakaTllaHyBYM TYIpU YHU3UK SICOBYH,
OepriIraH YM3HK 3ca HYHAITUPYBYM A0 aTaiajin.

Hunuaapuk cupTHUHrT M(X; y; Z) HYKTAaCMHUHI KOOpJIWHaTallapH
HyHAITUPYBYM YK3HK TeHTrIamacu b(x; y)=0 H1 kaHOATIaHTUPAIH.
Mucon 1: y* + z° = R? - 6uian aHHKIaHAAUTaH CHPT IWIHAPUK CHPT OYIIHO,
y JOUPABUY MUIUHAD A0 aTayiaau. Y HUHT SICOBUMIIAPU
sca 0x ykka mapasen, 0yz TEKMCIMKIArd NyHANTUPYBUKMCH 3ca paanycu R

2 2 2 %
Ba Mapka3u KoopauHarajmap Oommjga Oynaran y° + z° = R® ailinana
TEHTJIAMaCHUIHD.
2 2
X
MucoJ 2: _2+y_2:
a~ b

TEHIJIamMa OWJIaH aHUKJIAHTaH LWJIUHIPUK CUPT
AIUTMOTUK HWIMHAP €0 aTanaan. Y HUHT
scoBumiapu 0z ykura napamien, Oxy
TEKUCIIUKAAru HyHAITUPYBYKUCH 3Ca APUM
yKJIapH a Ba B OyJiraH 3JUIMICIUD.
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X2 y2
221
a° b
TEHIJaMa OWJIaH aHUKJIAHTaH LWIMHAPUK CUPT TMIEPOOIMK LMIMHAD 1€
aTaJau.

YHuHr sicopuriapu 0X yKka napasien,

0Xy TEKMCIMKIAru NyHAITUPYBYHUCH 3Ca

XaKUKUHU YKU a Ba MaBXyM YKH B OyJran

runepOomanup.

MpucoJ 3:

Mucoa 4: x°=2Pz
TeHrjaMa OujiaH aHUKJIaHAIUTaH TUIHHIPUK
CUPT napaboJuK MWIMHAP 1e0 aTagaau. Y HUHT
scopurtapu 0y ykka mapaiien, 0Xz TeKHUCIMKIaru
HyHaJITUPYBYKCH dca apadosaaup.

X2 y2 Z2

a? b* ¢
OyJraH cupT OUp majianu runepoosgoun aed aranaiu,
Oy epza a, B, ¢ - MmycOar coHap.

2
X
—+5+—5=1

)
=<
ON| N

Oy CUPTHHM DJUIMICAOU] Ae0 aTanaim.

DIUIUIICOUT
Xy

2 2
A A

2 b2 C2
OyJraH UKKUHYY TapTUOIU CUPT UKKU MAJLIATIN
runepOosions 1ed aTanau.

Oy epna a, B, C - MmycOar coHap.

QD

2 2
X
—+ y 22
P q
Oy >JUTMNITUK MapaboIOUIHIHT KaHOHUK TEHTJIaMacHIup.
P Ba q Oup xui1 nmopanu Oepusirad coniap.
2 2
X
P q
Oy >JUTMITUK MTapaboTOUTHIHT KaHOHUK TEHTIIaMacHIUp.
P Ba q Oup xui1 umopanu Oepuirad coniap.

Y31HHU TEeKIIUPUIT YYYH CaBoJLIap.

1. Y4 HOMabIymyln HWKKMHYM Japakajd YMyMUH TeHIJama Kahcu
mapTiapaa Mapka3u KoopauHaTa Oommaa Oynrad cepaHu aHUKIaHT?
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2. Kyituparunapau E3uHT: 1) 3JUTHOTHK MWIAHIUD; 2) TUIEPOOIUK ITUTUHAP
TEHTJIAaMacHHHM; 3) mapaOoIuK IWIHHAP TEHTJIAMaCHHU.

3. DIUIMIICONIHUHT KAaHOHUK TEHIJIaMAaCUHU E31HT.

4. DnunTUK napaboJIONTHUHT KAHOHUK TEHTJIaMaCUHU E3UHT.

5. N'unep6osMK TapaboJIONTHUHT KAHOHUK TEHIJIaMaCUHU E3UHT.

6. bup namianu runepOOJONTHUHT KAHOHUK TEHIJIaMaCUHH E31HT.

7. KKy majuiaay runepOoJIONTHUHT KAaHOHUK TeHIJIaMacUHM E3UHT.

26



6 - MABPY3A
Yu3uKIJIM TEHIJIAMAJIap CUCTEMACH Ba YJApPHU €YUl YCYJJIapU, aMaJIuil
MacaJIaJIapHU eYHIIIa KyJUIall.
Pexa:
1. Yuzukiau TeHrIaMaaap CUCTEeMAcH Ty3HUIlTa OJu0 KelaJuraH Macana.
2. Ukku HOMabIyMiu 4YM3MKIM TeHrjiamamap cucremMacunu Kpamep
ycynuaa euuil, [1- Taptubnu greTepMUHaHTIAPHU IKCOOIALI.
+pliiliIral Macasianu Kpamep ycyinuia equmn Ba Xynoca.
4, Y4 HOMabJyMJIM YM3UKIM TeHrjamanap cuctemacu, III - taptubiau
JeTepMUHAHTIIAPHH IHCOOIaII

w

Yu3ukiv TeHraaMaiap cUucTeMacura TaOMuil €HJIOIINII YUYyH KyWHlaru
KHUIJIOK XbDKAJIUTH MIIA0 YM=apHIlMd MacajlaCMHU Kypaunuk: XyKaJuk
400 ra epra maxTa Ba Oyrgol SKWIN Y4YyH KWJIMHAQJWTaH XapaxxaTiapra
450000 cpiM My axpataud. DKWIAJWTaH NaxTa Ba OyrJoiJaH KyTHJIaJuraH
ocwiI Moc paBuiiaa 2,5 T Ba 41. Xap Oup rekrap naxra skuira epra 1400
ceiM, Oy nmoiira 300 cym capdnancuH. bapya ep Ba myn pecypciapujaH
¢oiinaraHMUIaAUraH BApUaHT €4UMHU TOTUJICUH.

Eunm: x Ba y op=anu eTUINTHPWIAJUIaH MaxTa Ba OYTJOWHUHT yMyMUUH
XaKMUHU Oenrmnal® osamu3. EpHu  axpartum Ba MyJIHM TakCHUMIIAll
TEHIJIAMAJIAPUHU Ty3aMu3:

[ x y
+ =400 !
25 4 [ 8x + 5y = 8000
S
X y [ 112x + 15y = 90000

A ANN . [aYaYal LiniaVaVaVYal

By TeHrnamanap cucTeMacMHM €4MIIJIaH aBBaJ YM3W=IIM TEHIJamasap
cucremMacunu Kpamep ycynu €pnamuja eduil yCyJIMHHM KbIpauiuk. WKku
HOMAbJIyMJIM UKKHTA TEHraMajap CUCTeMacu Oepuiira ObLJICHH.

ax+by=c a, b
= A= =ab, —a,b, #0;
a,x+b,y=c, a, b,
¢ b a, <G
A= =cb, —c,b ;A = =a,c, —a,c,;
¢, b ' a; C
A\' AV
A Y A

Yu3u=nu TeHIJIaMajlap CUCTEeMacHuHU JeTepPMUHAHTIAp €pAaamuia OyHai
euuin ycynu Kpamep ycynu neinnaiu.
OHIM 10=0puJa =bIpWIrad macaianu Kpamep ycynuna eqamus:

8 5 A, = —330000; A, = —176000;
= =120-560 = —440 = 0; Y
112 15 x — =330000 _ . —176000 _ .,
— 440 — 440

Hemak 750 T maxta Ba 400 T Oy AOM eTUIUTHUPWIAD HKaH. DHAU
aXpaTuiaJurad ep MalJoOHUHM Tomanuk: (x/2,5) = (750/2,5) = 300 ra epra
naxra, (y/4) = (400/4) = 100 ra epra Oy 10¥ KU y4yH aXpaTUIIIH.

[TaxTa eTumrupui yayH (x/2,5) ¢ 1400 =300 e 1400 = 420000 cbim Ba
Oy noii etumrrupuin yayH y/4 e 300 = 100 e 300=30000 ceim axxpaTwuii
KEpaK dKaH.

by ycynHm 3 HOMabIyMiaM ydTa YW3W=IM TEHIJIaMajap CHCTEMacu
Y4yH =bULJIAll MyMKHH.
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I((,Z]_X + dly + CiZz= dl;
yazx + day + Coz = dy,
Lagx + d3y + C3Zz = d3;

ai by |cy
AF a, b2 C = alb2C3 + a2b3C1 + a3b1C2 - agbzcl - alb3C2 - azb1C3 0
as by C3
ObLJICa CHCTEMA SITOHA eurMTIa sra ObLIajIu,
d]_ 611 a d]_C ai; 61 dl
AF daeycr JA= Q202G 5 A= a6, dp
ds63 3 az d3 C3 a3 63 ds
AX AY AZ
X=— ; ¥Y=—;7Z=—
A A A

Casosnap:
1. Yu3u=nu TeHTJIaMajap CUCTEMacHd eyuMra ira ObUIMIIKA Y4YyH =aHjai
maptiaap Oaxxapuiviiny Kepak?
2. Kpamep ycynu =annait ycyn?
3. +ylugara 9u3u=mM TeHramanaap CHCTEMAacH SUMIICHH:

If3x+4y=-6 [ x-3y+2z=10
a)ld 1 b)) 9 3x+2y-z=5
[ 2x + 3y =13 | 2x+6y-3z=-6

7 —MADBPY3A

Y3I'APYBUNJIN MUKAOPJIAP. PYHKIUA TYIHTYHYACH.
OYHKIUAHU BEPUJINI YCYJUIAPH.
KYDT BA TOK ®YHKIUAIIAP.
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PEXA

1. Y3rapyBunim Mukaopiap, GyHKIHUS TYIIyHYACH.
2. OyHKUUSHA OCpUIIHILL YCYCIUIAPH.

3. Kyt Ba Tox pyHKIIHSIIAD.

4. OyHKIUSHUHT JABPUIIUTH.

TASAHY UBOPAJIAP
Con, HaTtypajq conjaap, OYTYyH COHJIAp, HMPPALMOHAJ COHJApP,
KeCcMa, CerMeHT, HHTEPBAJ, fIPUM OYUK OPAJMK, HYKTa arpodu,
a0CcoJIlI0T KHUIIMaTH, Y3rapyB4d, AapryMeHT (YHKIHS, AHUKJIAHUII
coXacH, KHIMATJIAp COXAaCH, KaABAJ YCyJIH, AHAJIUTHUK YCyJIH, rpadux
yCyJau, OpPAMHATANAP YKH, KOOPAUHATAJApP Oomim, admuccanap YKH,
Mypakkad pyHKuus.

CoH - MaTeMaTWK aHAJIM3HUHT acOCHU TyIIyHYaJIapuiaH OWpUIUD.
Hapcanapuu, OyroMIIapHH CaHaIll 3apypaTH Ty(}aiau HOTypal COHJIap Tai1o
Oynaau. Hatypan connmap tymiamu N = {1, 2, 3, ..... , N, ....} KypUHHIIJAQ
oenrmnanaan. Hatypan coniapra kapama - Kapiiyd COHJIap Ba HOJIP COHUHH
KyIImin 6uiiad OyTYH COHJIAp TyIIaMu

Z=[]..-n ..-2 -1,0,1, 2, ... n, ...} HI BOCHUI

KHJIaMHU3.

.. P
MaremaTukaHu TAPpAKKHUCTHU OaBOMHIA palOHaAl COHJApP Q: {—}

HUHT Ba KEWMH_HMppAlMOHAT COHUAA E3WIMIIM MYMKUHJIMIMHUA baMJa bap
KaHJlail UpPOLIMOHANl COHHU YEKCH3 JaBpuil OyJiMaraH yHJIM Kacp ILIAKJIWJa
€311 MyMKHH SKaHJIMTUHU 3CJIaTUO yTaMu3.

Paunonan Ba uppolLMoHa COHJIap TyIUlaMjapy OupiammMacy bakKuKUn
COHJIAp TYMJIaMUHHU bOCHII KUJIAM Ba YHU R Ounan Genrunanany.

‘bakuxuit connap ykuma HykTa opKaiau udoaaaaHaam.

a Ba B conyjap OepwiraH, nry Ouian Oupra a< OyJicuH. a < X > B
TEHICU3JIMKIAPHU KaHOATIAHTUPAJUTIaH X COHJAp TYIUIAMHHH KecMa EKU
CEerMEHT JIeMnIau Ba YHU [a,B] OpKaJii OeNruiaHaau;

(a,B)-uHTEpBAN KM Opaiuk 1ne0 atanaau. [a,B] €ku (a,B]-IpUM QUMK OPAIUK
JNeUnIIaau.

CHykTaHM y3 Wyura ojrad, a<c<s OynraH (a,B) MHTEpBaJd C HYKTAHHUHT
aTpodu nernIaam.

Arap >0 Oynran (c-g; ct€) MHTEpBAJI C HYKTAaHUHT g-atpodu n1ed
aTaynaju.

Tabpud: bakukuii COHHUHT aOCOJIIOT KuiiMaTH €0, MycOar Ba maH(pui
COHJIAp TYyIUIaMHUJaH OJIMHTaH MycOaT COHra auTuiagu Ba y Kylujgaruda
aHUKJIAHAIM:

X, arap x>0 ©0yJca,
|X|= 0, arap x=0 6yJnca,

—-x, arap x<0 6ysnca,
Macaua, | 3 =3; | -3| =-(-3)=3.
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AOCONIOT KHUMAaTUHUHT XOCcallapy

1°] x+y| < x| + y| 30 | X'y| =[x/ | y‘
20| X-y| >| x| -| y| 4° | X/y| =[x/ /| y|

Mucoa 1: | x| <3 Tenrcusiukuu xannaii TYUIYHUII KEpak?

by Tenrcusnuk canok Oommurada Oynran macodanapu 3 naH KHYUK X
HyKTamap Tymiamued udomamaiimm: | x| < =-3<x<3 TEHICH3THKIAP TEHT
KYWIHJUP.

-3 0 3

Mucoa 2: | x-2| <1 Tenrcusnukay kangaii TYLIYHHII KEpaK?
By Tenrcusznuk 2 Hykrarada OynraHn macodanapu | gaH KHYMK X
HyKTaJap TyIUIaMUHHU Uoaanaiau.

| x-2| <1 =--1<x-2<1 =>-1<x<3.

-1 0 3

OH/M X Ba Y y3rapyBYu MUKJIOPHH KapHIIUK.

1-Tabpud : Arap x MUkaopuHUHT J| coxamaru bap Oup KuiMatura OGupop
ycycl €Ku KOHYH Oyinuya y HuHr Oupop E coxagarm aHuk Oup
KHMUMaTH MOC KyWWICa, y y3rapyBu4d MHUKIOP X Y3rapyBUd MHUKIOPHHUHT

dyHK1IMSICH AeuIaan.

X-OPKJIM y3rapyBuH, apTyMEHT
y-0OBJMK y3rapyBuH, (yHKIIHS.
OYHKIUSAHN KyHUJaru KypuHuLaa OenruiaHaiu:

y=f (X), y=y(X), y=¢(X) Ba BOKa30.

Arap X=X, kuiiMatuga y=f (X) QyHKUUSHUHT KUHAMATH Yo OyJica, yHU
Kylujgarnya Oeruianaiu:

Yo = f(Xo) éKu Y/ X=Xo0—Y0

2-tabpud: VYsrapyBuum x HuHr f(X) QyHKIMS MabHOTa 3ra OynaaWraxH
KAMaTIIapu TymiaMd QYHKIMSTHUHT aHUKJIAHWII cobacH nernnaau Ba D(f)
Owian OenruIaHaan.

3-Tabpud: OyHKUUSHUHT KaOy KUJIAJAWTaH KUHUMaTIapu TYIUIAMH YHUHT
y3rapuiil cobacu aevinnanau Ba E(f) maknmmuna 6enrunanam.

Mucno 3: y = V4-x* (QYHKUUSHUHT aHUKJIAHWII Ba y3TapuIll CObACHHHU
TOIIVHT.
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Eupir: 4 - x* > 0 Gynrana (pyHKIHS MABHOTA STaIHp.
X< 4 =[xl <2=
-2<x<2 =[-2;2]

Hemax, D(f) = [-2; 2] E(f) = [0; 2]

TEKUCTUKAArd koopauHatamapu y = f(x)
MyHocabar OwumaH Oobianran P(x, y)
HyKTaJIap TyIUIAMUTa auTUIIAIH.

y y
y = f(x) dyukuusaunr rpaburu aed Oxy 'Zu
2

OyHKIMS Typad ycyunap — OwiiaH
OepuIII MYMKHH:
1) XKansan ycynu
2) AHaTUTUK yCyITU
3) I'padux ycynu

OyHKIMS aHAIWTHK YyCcynuaa OepwiraHga X Ba Yy MHUKIOpJap
opacumaru 6obaaHuin GopMynara opkaau ndomanaHag. Macamas, y = X° ;
y = (x - 3). OyHKUMA Y3 AHMKIAHMII COBACHHHHT TYPIHM KHCMIApUIA
Typauda popMyajiap OpKajIu OSpUITUIIN MyMKHUH:

f(X) - xz,arap x €[-1;0],6ynca,
x,arap x €(0,+o0) , OyJica.
OyHKIMA KajaBall ycyijaa OepuraHja X Ba y MHKIOpJIAp opacujaru
OOBJIAHMIII JKaJIBaJI KypHHHUIIIA udoganaHa u:

X X1 X2 | e Xn

y Y1 Yo | . Yn

Macanas, orapupmMuK, TPUTOHOMETPUK (DYHKIUSATIAD KaJABALIAPU MABIYM.

@yHkuMsA rpapuk ycynaa Oepuiirania yHUHT Tpa@uru Mabiiym 0ynuo,
apryMEHTHUHI TYpJIM KUHMAaTJIapura Moc KelyBYd Kuilmariapu OeBocuTa
rpaduknan tonwianu. Anrainmuk y = f(x) ¢yakuus o6upop D(f) = [a, b]
CObaJjia aHUKJIAHTaH OyJICHH.

1 - Tabpud. Arap X HUHT NIy cobara TETUIUIM UXTUEPUN MKKUTA X; Ba Xp
KAAMaTIapu yuyH X3 < X, Oynaranaa f(x;) < f(X;) Tenrcusnuk ypunau Oyica,
f pynkmus D cobana ycyBuM neinmiaam.

2 - tabpud. Arap x; < X, Oynranza f(x;) < f(Xp) Oysnca, dynkius D cobana
kamaiimaiiauran ¢pyaknus aeimianu. D(f) = [a, b] coba aca f pyHKIIMSHUHAT
MOC PaBUIIJA YCUII €KY KAMANUII OPaIUbU ICUUIAIN.

3 - Ttappud. Arap y = f(x) byukuus vap oup xe D(f) yuyn f(-x) = f(x)
TEHIVIMK Oaxkapuica, y poiga y = f(X) pyHkuus xypT dyHKUMS nednunaam.
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Arap Bap oup xe D(f) yayn f(-X) = - f(x) TeHrmK 6akapuiica, y boJiaa

f(x) byHKkIUA TOK QyHKIMSA ACHUIaAN.

Macanas: y = x% y = cosx, v = In(1 + x%) - xydr PpyHKIHSLUIAp.
y=x%y=sinx, y=x +% - TOK (pyHKIUsIAp.

Kypr dyHkuusHuHr Tpaduru opauHaTaIap YKUra TOK (PYHKIHUSTHHHT
rpaduru koopauHata 6ommra HIcOaTaH CHMMETPHUK Oyiaiu.

4 - tappud. Arap y = f(x) ¢pysakus vap Oup xe D(f) Bax + T € D(f) yuyn
f(x£T) = f(x) Tenrnmuk Oaxapwica, y boiga y = f(X) yukums maBpuit
dynkmms nedunaan. T - KaHTAWIUP HAKUKHUA COH. Y HUHT 3HT KHYHK MycOat
kuiiMatu T maBxyn Oyinca, yHra f(X) QyHKUMSHUHT JaBpHU TeHUIaIu.

Macanan: y = 3l cosd byHKIus Oepriran OyJICHH. YHUHT JTaBpPUHU TOIAMU3.
cosx = £ cos(x+T) Tenrnamanu T ra HucOaTaH eyaMus3.

T, =(2n-1) &t - 2X; T,=(2n+1) =, T3 =2nm - 2X,
T, = 2kn + 21 napHM TOMaMu3.

T, Ba T3 map x ra OObJIUK, JeMak, yiap AaBp Oymna oiamaiau. N = 0
Ooynaranna T, = m Ba T4 = 27 ra sra OynuO, yJIapHUHT SHT KUYUK Tp = 7
Oepunran (QYHKUUSHUHT HW3JIAHTAH JaBpu Oyiaau. AHaIUTHK yCyJija
Oepunaauran (QyHKOUSUIAp WYWAA dJIeMeHTap (QYHKIUAIap MybUM YpUH
TyTaJIH.

1. Y3rapmac ¢pyHKIUs y = ¢

2. lapaxanu GyHKOus y = X (o - const).
3. Kypcarknuin GpyHKIHA y = a* (a>0, a#1).
4. Jlorapumuk Gpynkuus y = Isg” (a>0, a#1).

5. TpuronomeTpuk GyHKIUSIAP Y = SINX, Y = COSX, Y = tgX, y = ctgX.
6. Teckapu TPUTOHOMETPUK HyHKUHUSIIAP:

y = arcsinx, y =arccosx, Yy =arctgx, Y = arcctgx
Mypakka0d ¢ynkuuss Oupop D cobana X y3rapyBUMHHUHI (DYHKIMSICH
U = ¢(x) 6epuniran 0ynub, yHuHr y3rapuii cobacu G OyncuH. G cobaga y
= f(u) ¢ynkusa Oepwiran OyncuH. Y bonma x y3rapyBunHuUHT G cobagaru
aHuK Oup KuilmMatu Ba Oy KHiIMaTra y y3rapyBUMHUHT aHUK OMp KUHMaTH
MOC KeJlafy.

y =F(x) = f(o(x))

bynna b(x) ¢yHkmus x y3rapyBuvHMHT f Ba ¢ (QyHKIMsUIapuaa Ty3WIraH
MYpakka0 QYHKIUSACU OeHUIaaN.

U = ¢(X) - opaiuk y3rapyBuu JeHHIA/IH.
Mucon: y = Igu Bay =tgx Oyica, y = Igtgx, y = Igtg vx* +1
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Y3-y3MHUH TeKIIMPHII YYYH CaBOJLJIap

1. Hartypau OyTyH panuoHaJ coH Jed KaHaail coHJapra auTujaaau?
CurmMeHT, KecMa, OYHUK OPAJIMK, IPUM OYHMK OPAJHUK 1ed KaHaal
opajuKJapra auruiaagu?

ConHn a0coasT KUMaTura rTabpud oOepuHr.

DyHKIuA 1ed HuMara awruaaau?

DyHKIUA HeYa X ycyJaa oepuiaaamn?

Kanpaii pynkuusinu nappuii aevimnaam?

Mypakka0d pyHKUUAra Tabpu@ OepuHr.

no

NOoO Ok ow

8 — MABPY3A
OYHKIUAHU HOMABJIYM YEKCHU3T'A UHTUWJIT'AHAAT'A
JIMMHUTJIAPU. YAII BA YHI IUMUTJIIAP.

PEXA
1. ®yHKIMSAHU HOMAbIyM YEKCU3Tra MHTWITAHIATH JIMMUTIIAPH.
2. YamgaH Ba yHraaH JuMuTiaap. Yekcus KaTTa Ba YEKCU3 KHYUK MUKIOPJIap.

TASAHY UBOPAJIAP
Hykragaru aumuTH, y3rapmMac COH, 4Yal Ba YHI, TOMOHJamMa
JUMUTH, YeKCH3 KHYMK (KATTA) MHUKIOPJIApP, YEKJAHTaH MHUKIOpPJap,
AHUKMAaCJIUKIAp.
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CDYHKHI/IHHI/IHF HyKTagarv JJMMHUTH.

5 - tabpud. Arapa y = f(x) dyHKIMS X = a HyKTaHUHT Oupop arpoduma
aHuKJIaHTaH OynuO, uctanrad € > 0 coH y4yyH myHaai & > 0 coH MaBxXyn
OyincuH, | X - al < 8 TEHICH3IMKHM KAHOATIAHTHpAmWraH Oapya X # a
nykramap yayH | f(x) - Al < € Tenrcusmuk 6axapuica, A dexn coH y = f(x)
(YHKUMSHUHT X = a HyKTaJIard JUMHUTH Ae0 aTtajaiu.

. X’ -16
Mucoa 1: lim— =2 HHU UcOOTIAHT.
x4 X° —4X
x* 16
f(x) = 7 ax GYHKIUSHE X = 4 HYKTaHMHT OUpOp aTpoduHU

Kapailuik, Macasiad 3<4<5. Uxtuépuit € > 0 HU onamu3 Ba | f(x) - Al Hn x =
4 n1e0,

w_2_|x+4_2‘_|x—4|
X(X —4) X X

2_
X_16_2‘:

X € (3; 5) spHU X >3 HU BUCOOTA OJICAK,

|xz—16_2LJX—4
‘x —4x 3

OyHJ1aH KypHHHUO TYpuOauKH, O = 3¢ 1e0 oJicak, y bojaa |x-4<8 Y4YyH
Oapua x € (3; 5) yuyn

x? —16 )

5 -2l<—=¢

X —4x 3
x? —16

OyHnaH 2 conu f(x) =

i GYHKIUSHUHT X = 4 HYKTaJard JUMUTH
OynuIIM Kenub YnuKaiau.

6- Tabpud. Arapa y = f(x) pyHKIMS X HUHT eTapiuva KaTTa KHAMaTIapuaa
aHMKJIaHraH OynuO, uctanrad € > 0 coH yuyH myHaait N > 0 cOH MaBxXyn
oyncnn, | x | < N TeHrcusmmknm xaHoaTnaHTHpaguraH Oapdya X Jiap y4yH
| f(x) - Al< & Temrcmsmuk Gaxapmica, ysrapmac A coH y = f(x)

GYHKIUSIHIHT X —>00 Iard JIUMUTH J1e0 aTaiajiu.

limf(x) = A

X—>00

. X+2
MmucoJga. lim —= =1 3kaHuHU UCOOTJIIAHT.
X—0  x
X+2 o
Hcbort f(x) = —— HU Kapailsiuk
X

Wxtuépuii € > 0 uu onamus Ba | f(X) - Al Hu ysraprupamus

X+2 J.‘ 2 J.‘ 2
—-l=1+—-1=—
X X |
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Arap N = 2 0JICAK, y bOJAa | x| >N YYYH,
€

X+2 2
— 1< N =&  TEHICHU3JUK Oakapuiiajy.
X

bynnan 1 connu f(x) = x+2 (QYHKIIUSIHUHT X—>00 Jarv JJUMHUTH KEJIuo
X

YUKA]IH.

Tabpud. (a, B) nHTepBaNa aHUKIAaHTaH y = f(X) GyHKIMS yayH myHAaii M
> () coH MaBxXyJ Oyicaku, 6apua x € (a, B) Jap y4yH | f(x) | <M renrcusnux
Oaxapuica, y poiga y = f(x) pyHkmus (a, B) mHTEpBaima derapajgaHraH
JNEUNIIAJIN.

Teopema. Arap limf(x) = A - 4ekiu coH Oyica, y poiaa y = f(x) yHkuus a

HYKTaHUHT OMpop aTpoduaa yerapajianratjup.

Tabpud. Arap = f(x) dyHKIMS X = a HyKTagaru €K X—»00 JIaru JIMMUTU
Tabpupuaa X Yy3rapyBud a JaH KHYUMK OyiraHuya KoJjca, y bojijaa
GYHKUMSIHUHT Aj TUMUTH QYHKUMSHUHT X = a HyKTajgaru (€ku a - 0 garu)
yan TOMOHJIaMa JUMHTH J1e0 aTaiajiu.

lim £(x) = A,

Xyanu mry kaou | imof(x) = A, - YHI TOMOHJIaMa JINMUTH AcHUIaIN.
X—a+

Tabpud. Arap = f(x) GyHkuus a HyKTaHUHT OUpop aTpoduIa aHUKIAHTaH
Ba uctaiarad M >0 coH yuyH myHaai 6 >0 coH MaBxy1 OyJcakH, | x -
al <8 TeHrCH3IMKHE KaHOATIAHTHPAAWIaH Oapua X # a map yuye | f(X)| >M
TEHICU3JIMK Oaxkapuica, X—a na f(X) pyHKuus 4yekcusamkra UHTWIaau 1e0
auTWIAIA
(=
Arap IXLer(x) =o Oyica, y ponaa f(x) bynkuuss x—a na €ku x—»oo

1a yekcus Karra GyHKImg ned aragamgu.

Tabpud. Arap limf(x)=0 (€ku limf(x) =0) Oynca, f(x) pynkuus x—a na

(€xm Xx—>00 11a) yeKcH3 KMIUK (DYHKIMS 1e0 aTagaau.

Yekcns KNYMK MUKIOPJIAPHUHT XOCCAIApU:
1°. IKKH 9eKCH3 KHYHK MHUKJIOPJIAPHUHT WHBbUHJUCHU €KW aUpMacH siHa
YEKCU3 KNYUK MUKIOPIHUDP.
2°. Uekcu3 KHYMK MUKIOPHH YerapaiaHraH MUKIOpPra KylnauTMacu siHa
YEKCU3 KNYUK MUKIOPIHUDP.

XyJjoca: Yekcus KWYMK MUKIOPHM y3rapmac COHIa KynalWTMacH siHa YEeKCH3
KUYUK MUKIOPIUP.

1 1
Mucoa: o==; B=—
- n n
o, B, Y - YeKCU3 KMUMK MUKIOpIIap.

; y:%+i (6y epmran=1,2,3,..)

n2
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1
= - YEKCU3 KUYUK MUKAOpIap.
n

=N - 6y 3Ca o0 I'a UHTUJIaIH.

Mucongan KypuHaguKH, YE€KCU3 KUYMK MHKIOpPJIApHA HHUCOATH, YEKCH3
KUYUK MUKJOp Oyra onMaiu.

0
3". Uekcus karta MHUKIOpPra TCCKapnu KaTTaJluK, YCKCHU3 KNYUK MUKIOPAUP Ba
aKCHHYa

4°. Yekens kaTTa MEKIOp OMIAH YEK/IAHTaH MUKIOPHUHT HHBHHIUCH YEKCH3
KaTTa MAKIOPIHDP.
5°. VIKKMTa YeKcH3 KaTTa MHUKIOPHM Ba YEKIIAHTAH MHUKIOPra KylailTMacH
sTHa YE€KCHU3 KaTTa MUKIOPIHP.
00 + 00 = 00; 00 - 00 - AHUKMACJHUK, SBHU © - 00 # 0 Xyaau
nry Kabu 2 - AHUKMACJHK.
Y34UHU TeKIUPHUII YYYH CABOJLIAP.

1. y = f(x) yHKUMSHUHT X—>a ard JUMUTH HUMA?

2. X—a Ja TMMUTra 3ra Oyarad QyHKIUAra MUCOJ KEJITUPHHT.

3.y =1f(xX) yHKUUSHUHT X—>a 1ard JJUMUTH TabpU(PUHU alTUO OCpUHT.
Tabpuduau TEHrcU3MuK EpaaMuaa KeNTUPHHT.

4. bup Tomonnama nuMutTiaap HUMa: OyHKIUSHUHT HYKTalard JINMUTH Ba
Oup TOMOHJIaMa JIUMUT TyITyHUYaJapu KaHaai OobiaaHran?

5. Kannaii pynkims yerapananran GyHkuus n1e6 atanaan?

6. Kannmaii pyHkimsau yexcus kaTta QyHKIU qenunanmn?

7. Kannmait QyHKITUSHN YeKCH3 KUIUK (DYHKIHS TeHnaan?
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9-MABPY3A
COHJIA KETMA-KETJ/IUK BA YJIAPHUHI JIMMUTJIAPH.
HATYPAJ JIOTAPUDM.

PEXA

1. CoHnu KeTMa-KETJIMK Ba yJIapHU JIUMHATIAPH.

2. MOHOTOH KeTMa-KeTJIMK Ba yJIapHU JUMHTIAPH.
3.1 conu. Harypan norapudm.

TASAHY UBOPAJIAP
Hemep coHH, reomMeTrpMK mnporpeccusi, MOHOTOH (yHKIMS,
HKKHHYHY a;K0iM0 JMMHUT, HATYpaJ Jorapudm.

2) | - conn (Henep conm)
Jlemma - 1. Arap g>1, y xonga
q">1+n(g-1), nEN
HcboT: ['eomeTpuK MpOrpeccusHy Xajuiap WAbUHIUCH (hopMyrnacuiaH Ba
g>1 Oynraniauru y4yyH.
q" -1

=1+Qq+.+9"" >1+1+.+1=n
q-1

n

By epnan 3 _11 >n , gemak q">1+n(g-1).

n+1
JlemMma - 2. lim (1+ lj MaBKy/I.
N—00 n

HcooT: f(n)= (1+%} ned OenrumaiMms

f(n) - dyukuusaau kamaropun GYHKINS SKaHIMTHHA KypcaTaMus3.

1J” 1 n+1
1+— =
I(n—l)_( iV A Y

j(n) 1 n+1 1 1
= 1+— 1+—
(1+ ) n n-1
2 n+1 2
=(n2n J 5 Z{“(nﬂ)( 2 _ﬂ -
B 1+ B 1+ —
n-1 n-1
=(1+ 1J- 11 =1
=Y 14 =
n-1

[(n-1)
J(n)

f(n)>1-dpyukius KylinuaaH derapaiaHraH.

Monomon (QyHKIUSHH JTMMEHTH baKUIard TeopemMara acocat.

Hemax >1 y xomma, f(n-1) =f(n), f(n) - yHKIMA KaMarOBYH Ba

n+l
n“—r)noo(1+ H) MaBXy..
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Harmxka-1. lim (1+£) - MaBXY/I.
—— now n

n+1
1)" (“ 1)
XaKuKaTAaH baM (1+ —) = —nl

n
1+~
n

1 n
MaBXyJ lim (1+—j =€ TCHI.
Nn—oo n

n n+1 141
oc=(1+n1)s(1+£j s(l+£j §(1+9:4
n n n

by epnan 2<e<4 skaHJIUTH KeIUO YUKAIIH.
‘bucobmanranma | ~2,7182.818284590...

2
Haruxka-2 lim (1+1j =e XeR
—— n>w n

Ucoot: (X)=n ned Oenrunmaiimu3. Arap x—o, N—oo E(Xx) GyHKIUSHU
xoccacusial h < x <n + 1, y ponna

n X n+l
(1+LJ £(1+1) §(1+1)
n+ X n
n+l n
Iim(1+il) =Iim[1+l) (1+ljzl~1=l
nN—o n+ n—oo n n

Jemak | im(1+ lj =e
X

nN—+oo

. 1)"
lim (l+ —) =e SKAHJINTUHHU I/IC6OT KHXJ1aMU3.

nN——w X

y = - X OeNruiainl KupuTaMus3, y boJaa XE)mooy = 400

(o < e e e

JImmurra yrcak, | im(1+ 1) =e

nN——oo X

Hemaxk, | im(1+ 1) =e
X

n—oo

Mucomnnap.
1 t
. o —=t .
1. I|m(1+a)1/ = o = lim (1+}) =
o—0 oa—o\  t
a—>0,t>ow
H |n(1+X) H 1Ux H Ux
2. lim——Z = limIn(@+x)* =In lim@1+x)"* =lne=1
n—0 X x—0 X—0
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a*-1=t
3 lim &= ol o+t |= lim-—' —Ina
x—>0 x Xx—=0 In(1+1)
In(t+1) —
X=——"=-= Ina
Ina
Lol 1 1+x=¢' t t
+X) — — * -
4, IimL=(1+x)“—1:e“‘1:Iimet VL i S
x—0 X ‘4 X—>0e'-1 x—-0e'-1 at
Xx=e -

| - acocnu norapudm Hatypai Jjorapudm aernnany, | n x 1e6 OenrunaHaIu.
Yumu norapudm Ounan HaTypan Jjorapudm opacuaa KyWujaru
OOBJIAHUIITHU TOIUIII MyMKHH.

lgx = Ml nx, M =1ge =0,43429
Il
P00 ) o x”(a0+1+ ..... +:j
. X . agX"+a X" +...+a . X X : _
x—>moom:x—|>oo bo m 5 m-1 bn =310, b b = Jim X"
X X™ + b, X"+
0 ! m x”‘(b0+1+ ..... + ”‘j
Xm
0, arap n<m
1 n
Bg+ ot
. X x" @ _
Il@oo b =¢—,arap m=n
by + 4.4 0
X X oo, arap n>m

3
X—0 3x* 4 5x -3

Y3uHM TeKIIUPHUIIT YYYH CaBOJLIAP.
1. KeTma-keTnMK TMMUTUHUHT MaBXYJUIMTY baKUJIard TEOPEMaHU alTHO
OepuHT.
: 1\
2. I|m(1+ ﬁj =e ¢opmyJiaHU UCOOTIIAHT.

n—oo

3. Iim(1+ lj =e ¢opMymaHu HCOOTIAHT.
X

n—oo

4. Kanpgait nmaropudmiiap cucrtemacu HaTypan jorapudmiap ned atamanu?
Hatypan cuctemazan yHIu cUCTeMara Ba akCMHYa KaHJal yTuaaan?

39



10 - MA'BPY3A

OYHKIUAHUHI HYKTAIAT'U Y3JIYKCU3JIUT'U BA Y3UJINII
HYKTACUHUHI TYPJIAPH.

PEXA
1. OyHKIUAHN HYKTAJAard y3YJIUKCU3IUTH Ba Y3UIUTH HYKTACHHUHT

TypJlapHu.
2. OyHKUMAHY KECMaJaryu y3JIyKCU3JIMTY Ba YHUHT XOCCaJapH.

TASAHY UBOPAJIAP
ApPrymMeHT (QYHKIUSI OPTHPMACH, HYKTAaJAa Y3JIYKCH3, HYKTa
aTpoduaa aHMKJIAHTaH, YanjaaH (YHIAH) Y3JYKCH3, Y3UJIMII HYKTACH,
YeTJATHIAAUTAH Y3WJIMII HYKTACH, OMPUHYM TYP Y3WJIMIN, UKKHUHYHA
TYP Y3WJIHIL, KeCMaJa y3JIyKCH3.

Y=f(x) ¢byHkuus (a,B) MHTEpBaIa aHUKIAHTaH OyJcwH. MXTuépwmii
Xoe(a,B) HykTaHu oyamu3, yHra yo=f(Xo) kuiimMaT moc kemamu. Borika
Xe(a,B) HyKTaHM oJlaMHu3, yHra Y=t(X) Moc kenamu. X- X ailpuma X
apTyMEHTHUHT Xo HYyKTaJard oOpTUpMacu Jedunaan Ba Ax OwiiaH
oenrmnanaan Ba yHu Ax= X-X, (1) kypuaumma é3wmramu, yara f(x)-f(Xo)
MOC Kenn0, yHU Ay KypUHUIIIA OelaTuiiaHaIu.

Ay= f(X)- f(Xo)= f(Xo+Ax)- f(Xo) )

1-tabpud: Arap y=f(x) ¢ynxkumus X, HykTama Ba YyHUHT arpoduaa
aHUKJIaHTaH Oynuo,

1im 0= (Xo) 3

SApHN QyHKIUSHUHT Xy HYKTaJard JMMHATH YHHWHT Iy HYKTaJard
JUMUTH YHUHT 1Ty HYKTaJlard KuiMatura TeHr Oyica, y=f(x)
bynkus X, HYKTaJ1a Y3JIyKCU3 e atanaiu.

2-Tabpud Arap y=f(x) ¢ynkuus X, HyKTaga Ba YyHUHT aTpoduma
aHMKJIaHraH Oy/uo, ucraarad £>0 yayH uryHmail 5>0 Masxys 6yncaku, | X-
Xol <& IIAPTHU KAaHOATJIAHTUPAAUTaH UCTaiNrad X y4yH

| £(X)-f(Xo) | <&

TEHICU3JIUK Tybpu Oyica, y=f(x) ¢yHkums X, HYKTajga Y3JIyKcu3 aed
aTalaau.

LHmIf)-f(Xo)[=0 = 1im f(x)=f (Xo)

3-tabpud: Arap y=f(x) ¢yHkuus X, HyKTaga Ba YHUHI aTpoduia
aHUKJIAHTaH Oynu0, apryMEHTHUHI UYEKCU3 KWHYMK  OpTTHUpMacura
GYHKUMUSIHUHT YEKCU3 KHYUK OPTTUPMAcUra Moc Kelica, SbHU
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lim Ay=0 (4)

X—>Xq

Oyinca, QpyHKUusA_Xo HYKTaja y3AyKCHU3 IeHNTIaIH.

4-Tabpud): OyHKIUSHUHT Yall Ba YHT JUMHUTIapH Xo J1a
MaBXyJl Ba y3apo TeHr Oynca, y=f(x) ¢ynkuusa X, HyKTaga
y3JIyKcu3 1e0 atanaiu.
by tavpudaa kylingaru xynocanapra KejlaMus;
1. f(x) pynkums X, HyKTaga Ba YHUHT aTpoduia aHUKIaHTaH.
2. bup TOMOHJIamMa TUMUTIAP MaBXKyJl Ba yjap y3apo TEHT.

t(Xo-0)=f(Xo+0)
3. By ymymuit muMut QyHKUMACUHUHT X HYKTaJaru JMMUTHATA TEHT.

I im f(x) = f( )I(Lrp X)

X— X,

Arap X, - HyKTaja y3;iaykcu3 OyJica, y bosijia Oy HyKTajaa JUMUT Ba QyHKIUS
OCJNITUJIAPUHUHT YPUHIIAPUHY AJIMAIIITUPUIL MYMKHH.

Mucoa L. LimLim In(x%0)=1n(  Lim X%1)= | n?
X—>1 X— X,

S-tabpu@: Arap y=f(x) bynkuus (a, Xo) opanukaa aHUKIaHTaH Ba

1im fG0=F (X

Oynca, Oy ¢pyHKuus X HyKTaja YarjiaH y31yKcu3 1ed aranajiu.
6-Tavpud: Arap y=f(X) dbynkuus (a, Xo] opanukna aHukiIaHTaH Ba lim
f(x)=t (Xo)

Oynca, Oy ¢pyHKIMS X HyKTaja YarjiaH y31yKcu3 ed atanajiu.

Y3UJINII HYKTAJIAPU BA YJIAPHUHI TYPJIAPU.

1-Tabpud. Arap X, Hykrana y=f(x) GyHkuus yuyyH Kyiugara maptiapiat
Kamuaa Outracu Oaxapuica, Xo HykTa f(X) (QYHKUUSHUHT Y3WIMIIA
HYKTacu, QyHKUMSHUHT Y31 3ca Y3IyKiu QyHKIMs 1e0 aTtanaau:

1) ®ynkuusa Xy HyKTaJa aHUKJIaHTaH,

2) Oynkuusa X HyKTaJa aHUKIAHTaH, JIEKUH OWp TOMOHJIM JIMMUTIAPHUHT
kamuaa o6up Q MaBxKyI.

3) @®yuknusa Xy HyKTaia MaBxKy/ Ba

Limfx)=f(  1imX)

X—> X,

4) Oynkuus Xy HyKTaJa aHUKJIAHTaH Ba
lim f(x)# f()l( ir)p X))= f(Xo)

X—>Xq

VY3unum Hyktanapu 3 Xui1 Typaa Oynaau:
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|. UykoTnaaaurad (4eTJaTuJaaIurad) y3VJianiil.

2-Tabpud: Xo Hykraga y=f(X) ¢QyHkuus aHukIanrad, OUpoOK Oup
TOMOHJIaMa JIMMUTJIAp MaBXyJ Ba Yy3apo TeHr, Oyinca, X, HyKTaza
HyKOTHIaIUIIaINTaH Y3YJIHII HYKTacH J1e0 aTajau.

inx
Mucon: X,=0 f(x) = bl GYHKIUSHA Y3WIUII HYKTaCHIUP OUPOK,
X

Iimﬁzl Ba |im%=1ﬂ’bHH
X—0 X X—0 X

f(-0)=f(+0)
Oup TOMOHJIaMa JHUMHTIAp MaBXKyJ Ba y3apo TeHT, amMMo f(X) MaBxyma amac,
IeMaK Xo Hykotunaguran y3ywiauru HykracH, f(0)=f(-0)=f({+0)=1 neb
oJlaMu3, 11y OUJIaH y3yJIUII HyKTaCUHU HYKOTaMU3.

Il. BupyHYH TYpP V3VJIMII HYKTACH

Arap QyHKIUA Xo aHUKIAHTaH €KA aHWKJIAHMaraH JIeKHH Owup
TOMOHJIaMa JIMMHTJIAP MaBXyJl Ba y3apo TeHr Oynmaca, sisbHU f(Xo-0) #
f(xo10) Oynca Oy HyKTaHM OUPUHYH TYP Y3YJIHIILTA HYKTACH JACHIIIA N,
h= f(x0-0) -f(x¢+0) conn HyHKIMSIHUHT Xo HyKTaaru CaKpaIliy JeHUIaIH.

X

Mucoa f(X)=— dynakmus x=0 HyKTagaru aHUKJIaHMaraH.
X

f(+0)= i = i — 1

X—0 X x—+0 X

f(-0)= im™ = fim = 1
X X

X—>-0 X —»>-0
spau f(-0) # f(+0) Ba h=1-(-1)=2

IIl. UKKUHYY TYP V3WJINII HYKTACH.

Arap X, HykTaga Oup TOMOHJIaMa JIMMHTIApAaH Kamujaa Oupu
MaBKyJl dMac KM YEKCU3IIMKKA TeHT Oyrca, Xo HyKTa UKKUHYH TYp Y3WJIHIII

HYKTAacCH JICUUIIaIu.

Mucomn: f(x)=2l/ D) dyHkua x=1 HyKTaza MaBxyJ 3Mac.

L

f(1-0)= lim 2** =2~ =0

X—1-0

1

f(1+0)= lim 2*1 = 2" = 0

X—1+0
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Jlemak, Xx=1 UKKUHYY Typ y3WJIMHILI HYKTaCH.

1-Tabpud ; y=f(x) ¢yHkuus (a,B) OpaquKHUHT Bap OWp HYKTacHaa
y3IyKcHu3 OyJica y Oy opanukia y3aukcu3 dyHKIMS 1e0 aTanaiu.

2-Tabpud; y=f(x) dynknus [a,B] kecMaHUHT Oapya WKKH HyKTajgapuaa
y3IyKCH3 Ba YHUHT OXHUpJapuaa Oup TOMOHJIaMa Y3Iukcu3 Oynca, Oy
GYHKITUS 1Ty KecMaJia y3JIMKCHU3 A0 aTanam.

Y3uHU TeKIIUPHUII YYYH CABOJLIAP.

1. V=f(x) ¢yHkuusauHar X, HyKTaga Y3JIUKCU3JIUTHHH TabpUPUHHA
KEJITUPUHT Ba FTEOMETPHUK TAJIKUH 3THHT.

2. Y3nuken3 (yHKIUS YYYH JUMHUTTA YT KOUIACH HUMalaH noopat?

3. V=f(x) ¢ynkumsHuHr X, HyKTaja dYanjJaH Ba YHIJAH Y3JIUKCU3JIATU
TabpudIapuHu aWTUO OCpUHT.

4. Kecmana y3nukcu3 — (YHKUMSUIADHMHT XOcCcallaJapuHu — Tabpudiiad
OepuHr.

5. OyHKUMSIHUHT Y3WINII HyKTacu 1e0 HuMara anTuiaaun?

6. MykoTumamurad y3wiMImI HyKTacH ne6 HuMara aitumamm? Mucon
KEJITHPHT.

7. Bupunuu Typ HyKTacu Ae0 HuMara aitunaau? Mucon KeaTUpHT.

8. HKKMHYUM Typ Y3WIHMII HyKTacu J1e0 Humara aitwiagu? Mucon
KEJITUPUHT.
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11 - MABPY3A

OYHKIUA XCUITACU. APTYMEHT BA ®YHKIOUAHUHI
OPTTUPMACHU. XOCUJIAHUHI TABPUDMU.

PEXA

1. AprymMeHT Ba QyHKIHMSHHA OTTHPMACH.

2. OrpH YA3UKIra ypuHMa yTKA3WII MacaJIacH.
3. Moaauii HyKTaHU bapaKaT TE3JIUTHU.
‘bocunanu Tavpudu.

5. Xocuiia MaBXyUIMTUHA 3apypUi [IAPTH.

TASHY UBOPAJIAP

Ypunma, kecyBUH, Te3JIUK, U depeHINANTAHYBYH, YITYKCU3

I y=f(x) ¢ynkuus Oepunarn OyincuH, f(X) QyHKUMSHM X=X HYKTaJaru
kuiimaT y=f(X) ra TeHr, (Xx=X,) HyKTajaru kumaru y;=f(x) ra TeHr. x;-x ra
apryMeHT opTTUpMacu €0 aiftunaau Ba AX Ounan OenruiaHaau:

AX= x;-x, 0y epaa AX#0 f(x) ¢pyHkumsHu x;=x+AX HyKTajgaru KuimMartu
f(X+AX) ra TeHr.

f(X+AX)-f(X) alipumara dyHKIUs OpTTUpPMAacH €0 aTanaau Ba

Ay= f(X+AX)-f(X)
f(x) dbynkusaau Oepunuiura O0bJIUK paBullga (GYHKIUS OTTUPMACH HOJTA
TEHT OynuIiu , MaH(pUid Ba MycOaT OyJIHMIIA MyMKHH.

II Orpu yn3mkKra ypuHMa yTKa3uIl MacaJIacH.

YMymuit M HykTara sra OyJraH UKKUTa TybPH YHU3HUK OJIAMU3.

MN-xapakaTiaHyB4YH
MT-ky3ranmac.

MT-tybpu uusukra ¢@—0 dangaru MN Tybpu UYM3UKHH JUMUTHK €0

Kapaiimu3. M HykTa, L ra spHU 3rpu YM3UKra TETUILUIM HYKTa OYyJICHH.
O.-TYbpH YM3UKIAaru Oupop OWp HyKTa
MN-kecyBunHMyTKa3aMu3 N HYKTaHU

o yn3ukK Oyiinya M HykTara kapad
bapaKaTIIAHTUPAMU3.

VY xonga MN kecyBun MT nurtuk posatra skuanamagd. MN kecyBun

MN JIMMHUTHK BOJATUTA, O OTPU YU3UKHU M HyKTacHura yTKa3wiral ypuHma
ned aTaiaau.
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Dcnartwma: Ol - OTPH YU3UKHU M HyKTaJla ypUHMACH
MaBXKyJl OyJIMacIIUTH baM MyMKHH.
y=f(x) ¢yukmusau rpadurura My (Xo,yo) HyKTacura ypuHMa YTKa3HWII
MYMKHUH OYJICUH.
y=f(x)
TeHIIamMa OwnaH Oepwiran »rpu  4ym3ukHU Mo (Xo,y0) HyKTacuraya
YTKa3WJIraH ypuHMAa TEHTJIAMACHHY TY3HII Tajdad KWIMHCHH.

X=Xo HYKTaJa y=t(Xo);

X=X+AX aykTaga f(Xo+tAX)=yet+Ay
Yusmagan A MNE tyspu
Oypyakian yuoypuax
MN KecyBUMHM TEHTJIAMACH.
Ay
— X-X
y yo AX ( 0)

by epna AX—0 ra N(X+AX, y+Ay) nykrara M (X,, y,) HyKTara
uHTUIaau. P-opkamu MN  kecyBumHM OX ykura opuml OypyarvHu
oenrmwnaitnuk. (OX-ykuHu wmycOar HWyHanmumu Ounan) MN  kecyBYMHU
aumuTuk xonatu MT (M-mykrara ytkaswiran ypuama) OX yku Owiian
HOCUJI KWJITAH 6ypan<HH a-ne6 Oenrunaiimuz. Arap AX—0 ra, B-a Ba tq

B—otqa, tgp = X , DKQaHJUTUHU YbTUOOpra 0JICAK,

tqo= lim Ay ra TEHT.
AX—0 AX

Hemk, y=f(x) Tenrnama Ousan Oepuiirad srpu un3ukin M (X,y,) HyKTacura
ypuHMa TeHrinamacu. y=f(x) ¢yHkius X HyKTaHU aTpoduja aHUKIAHTaH
OyJcuH.
X-aprymentra AX otrupma Oepamus, (Illynm scnmatu® yTuin Kepakkw,
X+AX HyKTa (QYHKIUSHUA aQHUKIAHUII COBACHMIAH UYHUKUO KETMaCIHUIu
KEpak).

Y-Yo= )!0 X (X-Xo)

by epna mynpmail Xynocara KelamMH3KH, 3Tpd OUpOp HyKTacura
yYpUHMAa TEHIJIaMAaCHHU TYy3UII

A
lim —y KYpUHHUIIN A4l JUMHUTHHU pUCcOOJIaIITa KCITUPUITIN.

aX-0  AX

III. Monauii HyKTaHU TE3JIUTH.

Monauit  Hykta Oupop KOHYHM OyiiMya Tybpu YHM3UK Oyilnya
‘bapakaTiiaHaéTran OyJICHH.

t-Bakt, S(t)-fiyn, V(t)-Te3nukHu OenrunaiimMus. Momauii HyKTaHU bapakar
KOHYHHU.
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S=S(t) pynkums Ounan GepusICHH.

t=t MoMeHTIa Mol HykTa M XomatwHH sSramaian. OM=S(t), t=t+At

momeHtaa OM’=S(t+At). Jlemak, At BakT opanupHga MOJIAMA HYyKTa

AS(t)=S(t+At)-S(t) ityn yraam.

AS(t)-60cu6 yruiran iyiaHu At BakT opajiubura HUCOATHHH TOIIAMHM3. %&t) :
Mopauii HyKTa TEKUC bapakaT KujaértraH Oyica, Oy HucOaT ypraua

TE3JIMKKa TeHI Oynaau, spHu V ypTa %&t), (t; t+At) BakT OpamMBHIATH

ypTa TE3JMK, MOJINA HYKTaHU =ty MOMEHTIAru TE3IUIMHHU baPaAKTEPIIANIN.

o o _ AS
Mot HIKTaHU Bakukuid Te3muruau  V(t)= I|m0 N JIUMHAT OpKaJIn
AX—

TOIMMIIUMHU3 MYMKHH.
o o . AS
I[eMaK, MOJAVNHN HYKTAaHHW BAKUKHWHW  TC3JIMIMHU  TOIIWII lim A_t
AX—0
KYPHHHUIILOAaru JUMHUTHHU xucoOuamira KCIITUPHUILIH.

IV. Xocunanu tabpudu.

y=f(x) dynkuus X HykTaHu arpoduaa aHUKIaHTaH OyJICHH.
X-aprymentra AX orrupma Oepamus, (IlyHu scnatu® yTuil Kepakkw,
X+AX HyKTa (QYHKIUSHUA AQHUKIAHUIIM COBACHIAH YHUKHO KETMaCIUTH
Kepak).
VY xonna yukus Ay=f(X+AX)-f(X) oprrupma onaam.
f(x) pynkumsnn X=X, HyKTagaru xocuiaacu 1e0, 1y HyKTagard (QpyHKIUs
OTTUPMAaCHHUHI yHM Iy OTTHpMaraya >3pUIITHPAIAraH apryMEHTHHU
orTupMacura HucOatan AX HOJTa UHTWITAHJATH JTUMUTra autunaau. (Arap
Oy TMMUT MaBXyJl Ba 4YeKJu OyJica,)
y=f(X) bynkumsan X=X HyKTaJaru XoCUjiIacu

) . dy dt

y; f(x) éxkmn i dx ned Oenruianagy.

Jlemak, lim Ay éxu £(x)=lim f(x+ Ax) —f(x) :
aX=0  AX AX—0 AX

Muconm:  y=x° (yHKIMAHM XOCHIACHHH TONHMHT. (QYHKIUAHH Ay
OPTTUPMACUHU TOIIAMH:
Ay=(x+AX)*-X?=2XA+(AX)?
Xocunanu Tabpuduaan GoigaraHaMms.
y=tim A= pjm 20T oy 4 ax2x
AX—0  AX  AX-0 AX Ax—0

Hemak, y’=2x.

KOxopunarn macananapra kalTuO, yHIa HOCHUI KUJIMHTAH JIMMUTIIAP
XOCHJIa SKAHJIMTUHU OUITUII OCOH.

BT - Ay
K=tqa= 1lim th—AI)!LnO X £ (Xo)

AX—0

46



Hemaxk, Qynkumst rpadurura obcumccacu Xo HyKTaga OyinraH HyKTaJaru
yTKa3WiraH ypuHMaHUHT Oypuak kodpduumentu Oy GYyHKUUSHUHT Xg
HYKTaJlard XOCUJIaCUra TEHT.

Kyp:f’(Xo)
MOI[I[I/Iﬁ HYKTa BAKTHHUHI tMOMEHTHUaru TYbPH YHU3HUK 6yﬁan bapaKaTHUHT
O-TE3JIUTH S fIy.II,ZIEIH t BakT 6y1711/1qa OJIMHI'aH bOCHUJIaaup.

. AS
o=im % =51

y=f(x) TeHrnama 6unan Oepuirad 3rpu YM3UKHU ObMa YPUHMACH KyWHaru
TeHIJ1amMa OWJIaH TOIHJIAIH.

y-yo=f"(Xo) (X-Xo)

Orpu yu3ukHU M HyKTacura yTKaswiraH Hopmanu 1e6, M Hykrana
ypUHMara neprneHauKyisap Oyiarad Tybpu YM3UKra auTUIIaIu:

1
f'(Xo)

y-Yo= (X=X,), £(Xo)#20

. T
Mucoi: y:SII’IX CHUHYCOHUIaHH 361_[I/ICCEICI/I TCHT 6YJIF3H X:Z HYKTacura

YTKa3suJIrad YypuHMa TCHI'IaMaCHHH TY3UHI.

n_+2

Euunr: Arap X=% Oyica, yo=sin 227 M HykTaHu koopauHathu. M

n N2
—:——| ra TeHr.
4 2

N2 _ A2 s
- = -
Hemak y > = X 4)

V. Xocuiia MaBXyIJIMTUHA 3apYPUN [APTH.

X=Xp HykTaga f(x) ¢pyHkuus xocunara sra Oyica, Oy HyKkTaga (QyHKUuUs
muddepeHnrananyBuu Aeniaam.
Arap f(x) <¢yskuuma (a,B) UHTEpBaJHUM bap OuUp  HyKTacujaa
mubdepennusiianyBun - Oynca, 11y wuHTepBanga auddepeHImatanyBun
JIennIaau.
Teopema: Arap y=f(x)| pynkmus X=X, nuddepennuanianyBuu Oymca, y 1y
HYKTaJa y3JIyKcu3 Oynaau.
Ncbotu: Teopema maprtura kypa y=f(x) dynkmus X=X HyKTajga xocuiara
ra, JIeMaK YeKJIH.
i FOREAX) —F(x)

AX

AX—0

= f'(X) ITUMUT MaBXyI.

F(X+AX) — ()

X =f'(X) +a(AX), a(AX)—0,

OyHKIUS TUMUTHU TabpUpUIaH,

AX—0 keand YuKaIn.
By epnan Ay=[{"(x)+ a(AX)] AX
Arap AX—0, Ay—0 Jlemak f(x) @ynkius X=X HyKTaJa y3IyKCH3 IKaH.
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D cnarTwMm a: bab3u HykTanapaa auddepeHunamianyBun OyaMara
y3IIyKCU3 QYHKIHSIIAp MaBXY/I.
f()= Xl bynxums X e (-00; +o0) yamykens, nexkus x=0 HYKTaga XOCHIAra sra
smac. y=| X| dynxums oprrupma Ay=| AX| ra tenr Ba

Dy |l,ar ap DX >0
DX |-1,ar ap DX <0

Hemak, Ay—0 AI)gm0 %—Mam}cyz[ amac (0y epaa Ay—0 ra uxtuépuii

paBHIIIa UHTUIIAIN).

. A o
Arap AI im & yekau Oynmaca, X=Xo HyKTa/1a XOCHJIa MaBxy OyiIMaiin.

1. ®yHKIUSA apTyMEHTH OPTTUPMA.

2. XOCHJIaHU TEOMETPUK MABHOCH.

3. XOCHJIaHN MEAaHUKAa MabHOCH.

4. Xocunanu tabpudu.

5. Arap QyHkIus y3inykcus Oyica, y nuddepeHnnanianyBun Oyia uMu.

6. Orpu YM3UKra yTKa3uiral ypuHMa Ba HOpMaHJIM TEHTJIaMa.

7. X=X, HyKTaJla XOCWJIaHW MaBXymuuruaad, f(x) ¢QyHkuus Tybpucuia
KaHJ1ail MyJioxa3ajapHH aiTa onacus ?

8. X=Xp HyKTa/la XOCUJIaHU MaBXy/ dMaclUrujaH KaHJai MyJoXa3alapHu
aiita onacusz?
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12-MABPY3A

BAB3HU 3JIEMEHTAP @YHKIHAIAPHUA XOCHJIAJIAPH.
ACOCHUU JTUDPPEPEHIINAJIVIALLI KONJTAJIAPH.

PE X A.

1. Acocuii anemMeHTap (PyHKIUSHA XOCCUITATIapH.

2. Acocuit nuddepeHiuamian Kouaaiapu.

3. Mypakka0 GyHKIIUSHH XOCHJIACH.

4. Jlorapuauk sSyHKITUSTHA XOCHJIACH.

5. lapakanar Ba KypcaTruwid (QyHKIUSHU XOCHUIIACH.
6. Teckapy QyHKIMSTHU XOCHUIIACH.

1. Y3rapmac GyHKIIUSTHU XOCHIIACH.
V=0 ¢ynkiusa OyTyH Oy COH YKHaa y3rapMac KUHMaTUHU CaKJIaHTaHU y9yH
UXTUEPUN TaHJIaHTaH X HYKTaJa apryMEHTHUHT uctainrad AX opTTupmacura
(GYyHKUMSIHM HOJTra TEeHr OyiaraH Ay OpPTTUpMAacH MOC Kenaad, JEMak,
A
A,
AX
Ay

lim— =0, c=
by epnan, 11 AX , C’=0
2. V=x"(neN)-mapaxanu (yHKIUSHEHT XOCHIIACH.
X-uxTuépuii TanganraH QyHKIUS HyKTacu, AX-apryMEeHTHUHT OPTTUPMAcH

Ba Ay-Oepwiaran (QyHKUusSHU opTtupMmacu. Y boina Hproron OuHOMMra
acocaH.

n(n-1)

Ay =(X+ AX)nX" = nx"AX +

Tlemax, % =nx"" + n(; _21) X"2AX+...... +(Ax)"7l

By epgan  lim Ay =nx"*

AXx—>0 AX
steaH (x")'=nx""
3. Y=cos X QyHKIMSHUHT XOCUJIACU X- apTYMEHTHUHT WBTUEPUNA TaHIaHTaH
kuiimatura AX oprrupma 6epu0, cos X (YHKIUSIHU OPTTUPMACHUHU BOCHII
KHJIAMU3.

AY=cos (x+AX)-cos x

. AX . AX
—-2SIN——SIn| X+ —
. Ay . 2 2
lim —= = lim =
Ax—>0 AX AXx—>0 AX
Jlemak, .
s 2 . AX i
=—1lim lim| x+ — | =-sinx
AX AXx—0 2

2
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4. Acocuii nudepeHnusIIIan KouaaaapH.

U=U (x) Ba 9=9 (x) dpyHKUMATap X=X HYKTaJa XOCHJIara sra
OyJICHH.
a) VIMpMHIMCH XOCHITACH.

(U+9)'=U'+9!
pakUKaTAaH baM x ra AX oprrupma Oepaitnuk, y xonaa U=U (x) Ba 9=39 (x)
bynkmusiap moc paBumma AU Ba AS oprrupmanap onaau. Y=Uz$
dysakmusan oprTHpMack Ay=(U(X+AX)-U(X)) £ (3(X+AX)- 3(X))= AU £ AS
ra TEHT.

. A A A
tim &Y~ im AV 4 im 2% _ e gt
AX—0 AX AX—>0 AX AX—>0 AX
Mucoin.
y=x3+sinx,  y'=3x*+cos x

0) KynalTMaHUHT XOCHJIACH.
(U-9)! U'9+s'U
x apryMeHT AX oprtupma osca, y xoinna U, 3 Ba y= U * 3 pyHkuusnap pam
Mmoc pasuiga AU, AS Ba 3y opTTUpMIIapHH OJIaJIH.
AY=(U+AU) (S+A9) - US=SAU+UAS+A UAS.
lim 2 = lim (SAU+UA8 AY 9)
Ax2>0 AX Ax20 AX AX AX
U=U (x) Ba 9=9 (x) map c¢ukcupnanrad X ja y3rapmac OyJraHu Y4yH
yJIApHU JJUMUT TallKapura YuKapuin MyMkuH. [IlyauHT yayH

. A A A A
lim =Y =g lim —U+UI|m —9+I|m —U—|I —USl
AX—>0 AX AX—>0 AX AX—0 AX AX—>0 AX AX—0 AX

Ba lim Ac=0

AX—0
DbTHOOpra OJICaK,

Uy'= (US) =U'9 — 9'U xenubd yukamm.

Xycycuit ponaa, arap J(x)=c (c=cost) (CU)’=CU’
Jlemak, y3rapmac KynWTyBUMHH XOCHJIA OCJITHUCH TalllKapUCUTa YHUKAPHIII
MYMKHH.

Mucou: y=(7x*+5x-3) cosx, y’=?
y’=(7x°+5x-3)’ cosxH(7x*+5x-3) (cosx)’=(14x+5) cosx(7x°+5x-3) sinx.

B) bynuHmMaHuH bocuacu.

U(x) '
Yy = —— (pyHKIUSHU KapalJuK.
9(X)
by epna U(x) 9 (X) ¢yHkumsuiapau X=X HykTaja auddepeHnyaiianyBdu
ud + 3u
OynuMuaad Tamkapu, 0y Hyktaga 9 (x)z0 Yy’ :T SKaHJIUTUHU

KypCaTMalJIMK, bakKuKaTIaH baM X HU AX OpTTUpMacura, y Hu
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_U+Au u_ SAu-UAS
Y“s+r8 9 9(9 + A9)
OpTTUPMACH TYbpPH KeJaJu.
VY xonga
Au A9
Ay VA A
lim—=1im
MOOAX 0 9(9 + AY)
Jlumutnap bpakugaru TeopeMaHu Kymnad (3(x) dynkmusHu X HykKTaga
Y3IyKCU3IUTUHU 2bTHOOpra omncak, AX—0, AS—0 >KaHIUTHHU KeIuo
YUKAJIN).

, (uj u'g’'—-9'u
y'=| — :? (GopMynaHu ogamus.

(t9'x) = (Sinx)’ - (Sinx) cosx —(cosx) Sinx _Sin?x+Cos® 1
COS X cos’ X Cos*x Cos*x
Mypakkad GyHKUMSIHH XOCHJIACH.

Atitaiinuk, y=f(u) Ba u=3(x) OyncuH. Y boiija, y Mypakkad (QpyHKIus

DKaH.

Y=1(9(x))
U-y3rapyBun aprymeHT opaiuk sbucoomanaau. (IllyHu »scnatub yTumn
KepaKK{, WKKUHYA (DYHKIUSHA y3rapuill cobacu OWUPWHYMA (DYHKIIUSTHU
AHUKJIAHUII CObACUTa KUPaIM).

U= o¢(x) ¢ynkuus x wykraga U’ xocunara, y=f(u) ¢yHkums sca
terunuin U Hyktama Y'u bocmiara sra OyncuH, y bonga y = f(@(X))
Mypakka0d QyHKIMsS bam Oy HyKTaja xocujara sra Oymaau Ba y' = y'u " U’
dbopmyna Ounan Tommwiaau. X ra Ax oprrupma Oepaiinuk. Y xonga U Ba Y
paM Terunum AU Ba AY oprrupmanap omaau. @apa3 kunanuk, Ax—0 na
Au Honra TeHr OyJIMaraH KuWMaTiapHU KaOyl KWICHH. Y bOJIa Kylumaru
alHUAT YPUHJIN.

Ay AY AU
AXx AX AX

1)

(1) ma Ax—>0 mumurra yramus. Arap Ax—0 na AU—0 naumuTra yramms.
Arap Ax—0 na Au—0, ayakun U=9(x) X=X HyKTaJa y3JIyKCHU3

. A . A . A
I|m—y:I|m—y I|m—u
AX—0 AX Au—0 Au AX—0 AX

Hemak, y’=Y u. U’ keaub ynkasu.
Mucon: y=Sinx’® ¢ynxums Mypaxkab odyskmmsgmp. U=x®  Genrmam
kuputamu3 Ba y=Sin U QyHKIUSHU 0JIaMU3.
VY xomnna
y’=(Sin U)’uU’=Cos u'3 x*=3x’cosx’
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4. Jloropu(pMuK PyHKIHUSIHA XOCUIACH.
Y=enx, x>0 QyHKUMAHU BOCKIACH Y' = — Ta TEHT.
X

XakKuKaT baM

1 1
In(x + AX) — I nx ax ax
ﬂ: ( ) :In(XJFAXjA :In(1+&jmz
AX AX X X
x 1 X
In(l+§jm :lln[1+§jAx
X X X

AX—0 Hoiara MHTWITaHAaru JuMutra  yrkazamus.  (Jlorapuduk
Y3JIYKCU3JIUTUHY 3pTHOOpra oJamus3).
X

1. AX)> 1 i AX (X 1 1
y’:—llmln(1+—x) =—In(llm(1+—x )ij:—ln e=—- Arap
XAan X X Ax—0 X X X

y=coqX (0>0, oa=l),Oynca, y' =

Xl na
Mucoa: y= In‘x‘ (YHKUMSHM XOCWIACHMHM TonWimuK. by ¢ynkums x=0

HYKTaJaH Tallkapu 0apya HyKTajap/a aHUKJIaHTaH.

In x,arap x>0
yzln‘x‘:{

In (—x), arap x<0

1 ' —(X) 1 ' 1
( n ) < Ba( n( X)) S kenub unkany. JleMax, ( n‘x‘) =

5. Hapaxanu Ba kypcarruuin GyHKIIUSHUA HOCUIIACH.
A) y=X aeR
eny=o enx

y_:g’ y':ax—:ax
y

Mucou: a) Y = +/2x% + 3X + 7,
o (2x* +3x+7) Ax + 3

22X 34T 22X + 3+ T
0) y=a" (a>0, o=l),
Iny =xlna

lena, y'=yIlna=alna
y

Arap a=e, y=g¢", y’=¢"
.2 -2 ! 2 2
Mucom: y=1%", y'=1°"%(Sin’x) = 2Sinx cosx| %" =Sin2x I°"

6. Teckapu QyHKIUSHU XOCHIIACH.
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V3apo ukkuta y=f(x) Ba x= 9(y) QyHKUMsIIapHA KapaiMu3. AWTaHINK
f(x) dbynkusa nuddepenumsuianypun Ba f(x)#0, Ba Ay MOcC paBuIlia X Ba 'y

HH OpTTUpMAJIapunu bOJIAa &—i
pTTHD pu, y Ay ﬂ’
AX

by tenrnmuknma AX—0 numwurara yramus, MabayMKH f(x) GyHKIuUsS
¢ depeHInasIaHyBud, SKaHIUTHIAH Y3JIIyKCU3JIUTH €U0 YUKaau Ba

. AX 1
IAX'LTJA_: A
Y lim2Y
Ax—>OAX
1
HAemak, Xy'=—
yX
MucoJa: y=aretqx, y bpoiaa x=tqy
1 1 1 '
X'y = =1+tq’y=1+x*, yX=—-= aretgx) = ;
y cos’ y 4y Y X'y 1+x2( ) 1+ x?

by epna myHu scnatu® yTHil Kepakkd, y=arctqX (QYHKIUSHU TecKapu
: T i
bynkuusicu x=Siny. by d¢yHKuus —E<yz WHTEpBajja MOHTOH Ba

nuddepeHnranIanyBud, YHHHT Xocwiacu X’=cosy 3ca Oy wuHTepBaiia
HOJITa arjIaHMamau.

CaBouaaap
1. Y=2* ¢dynkuust xocmmacuHu X¢=3 HyKTagard KHiIMaTHHH
TOIIHHT.
2. Y=2 sin’x+e”* (yHKIIMS XOCUIIACUHU TOIHHT.
3. Arap U(x) Ba 9(x) dynkuusiapaan oupunn X=Xo HYKTa/la XOCHIaCH

U
MaBxkya OynMaca, yg ¢yskuusan X=X, HYKTaJa XOCHJIACH MAaBXKYJ

OyJauMH.
4. Arap, V(x) Ba U(x) ¢pynkuusiap X=X, HykTaaa nuddepeHunaiianyBun

6ynca, V(x)=0, texun V(X )=0 6yca y% byakuusan X=X, HyKTaJaH

XOCHJIacH MaBxyl Oyiaaumu?

5. U(x), V(x), W(x) dyakuusanap X=X HykTaga auddepeHuuanianyBuu
Yy=USW (yHKIUSIHU XOCUJIACUHU TOIIUHT.

6. Y=arcsin X QyHKIUSHU XOCUJIACUHU TOIUHT.

7. Y=f(u(x)) mypakka® ¢yHKIMsIHN Xocwiacu MaBxyx Oymum yuyn, U=U
(x), y=f(u) yHKIUsAIap KaHAM MIAPTIAPHU OaXKAPHUIITH KEpaK.
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13-MABPY3A
®YHKIUS JUPOEPEHIIAAIN

PEXA

1. @ynkumst quddepeHpan Ba yHU TEOMETPUK MabHOCH.

2. Oyukus nuddepeHImaInaN XoccanapH.

3. Mypakkab ¢yukmusan auddepenunanu. duddepennuan dhopmacunu
WHBAPHAHTIINTH.

4. Oynkuus nuddepeHmanuan TakpuOnii Xxucoodra Taa0uKy.

1. Y=f(X) pyHkms x=x HyKTaja Xocuira sra OyJICHH.

. Ay, Ay .,
IAXILQ& = (X) Oy boia X =f (X) + a(AX), Oy epma a(Ax)—0, arap
Ax—0.

Hemak, Ay=f"(x) AX+a(AX) Ax DyHKIUS OPTTUPMACUHM WUKKHTA HHBUHIH
makinaa uponananaau. bupunun hubuHau. Fx’(Ax) Ba AX jap Hodra Oup
XU TapTUOma WHTWIAAW, AX HUcOAaTaH YM3UKIM Oynamud, Oy KucMmra
(GyHKUIHS OPTTUPMACUHH OOII KUCMU /1€0 FOPUTUIIAIH.

NkxkuHum tmbunu, sca Ax—0 na Ax ra HucOataH Te3pOK WUHTHUIIAJIH,
SbHU IOKOPHU JTApaKalld YEKCHU3 KUIUK (DYHKITHS.

(Q(AAX—X)AX =a(AX) >0, Ax—> oj

Jemak, GyHKIMS X=X HYKTaJard OPTTUPMACUHU AXHUCOATaH YM3UKIU OOII
KHUCM Ba AX HUCOAaTaH IOKOpU JAapakalld YeKCU3 KUYMK KYLIWITyBUHIIAp
cudaruaa udoaanam MyMKUH OyJica, IbHU

AYy=AAx+ a(AX) Ax

(A-Ax ra 6obsuk OyamaraH coH, o (Ax) Ax—0, Ax—0) By mynoxa3zanapaan
Kyhuaaru xynocara keinamus: Arap f(x) GpyHKIMs X=X HyKTajJa Xocujara sra
Oynca, x=x HykTaga nuddepeHnmamianyBuu oynaam: A=f"(x).
Arap f(x) ¢ynkmus x=x HykTaga auddepeHmauianyBuu Oysca, X=X
HyKTaja Xocwinara odra Oymangu. ‘bakukatman baM, X=X HyKTaja
nuddepeHnuanianyBud y boia,

Ay=Ax+ a(x) Ax, a(Ax)—0, Ax—0

&:A+a(Ax), Iim&:A:f'(x)

AX AX—0 AX
Jemak, x=Xx HyKTaga QyHKuus auddepeHiraiaHyBUl Ba X=X HYKTaJa
GbyHKUMS bOCWJIAra dra, TYyLIIyHYaJap SKBUBAJIEHT TYyIUIyHYalapJaH
nboparaup.
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Anitaitnuk, f(x) ¢yHKmus x=x HykTaga nuddepeHumangaHyBuu OyJICHH.
F(x) ¢ynxkuuaan x=x HykTtagaru auddepeHuuann nebd, YHUHT
OpTTUpPMAcUHU AX HUcOaTaH OOl KUCMTa alTHaIH.

Y={(x) dyuknusan nuddepennmanu dy xu af(x) ned Oenrmwnanaau. Jlemak,

dy=Ff(x) Ax
Ay-dy=o(AX) AX-dekcu3 KHYHMK, AX ra HucOaraH. Arap y=x OyJica

dy=(X)’ AX=AX TeHT.
Opkin y3rapyBuuHU AuddepeHinaid YHUHT OpTTUPMAacura TeHr.

dx=Ax
Yreonga  dy=f(x)dx (1)

Myngait kw6 f(X) QyHKOUSHM X=X HyKTaJard XOCWUJIAHU JPKIHU
y3rapyBUMHMHT KylIiTMacura TeHr 3kad. (1) TeHrnukaan

d
&y f'(X) sKaHIMrH KEIUO YMKaIH.

dx
Jlemak, GyHKIOMSHE Xocwiacu YHHUHT AuddepeHnauianyBuud  3pKId
y3rapyBUMHUHT AuddepeHmaiura HucoaTura TeHr YKaH.
y=f(x) ¢ynkuusau rpaduruau kapaimk. AMKL nan
KL=dy=tq=tq aAx éku dy=y’Ax
Hemak, y=f(x) pyHkmusHu X=X HyKTagard auddepeHuany ypuHMaHUHT
OpJIMHATACUHUHT OPTTUPMACHTA TEHT dKaH.

2. Oynkuus 1 PepeHuAINHHA X0CCATAPH.

U=U (x) Ba o=¢(x) dyukuusiap auddepeHimamuianyBun OyJIcuH. Y boJiaa
KyHugara popMynanap ypuHIH.

1. d(uiS)z(uiS),dx= U'dx = 9dx = du + d9
2. d(u9)=(u9) dx=(u'9 + u8')dx = 9du + ud9

Xycycuit ponma:  d(Cu) = Cdu

3). d(gj =(§j'dx:9d“9_—2“d9 (8 =0)
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3. Mypakkad ¢pynkuusau auddepenunanu./luddepenumnann
¢opmysiacHHI MHBAPUAHTJIMIH.

Avitaiimuk  y=f(x), x=9(t), SBbHU y OPKJIM y3rapyBud t HUHI Mypakkad
byHKUMsICHIaH HOOpaT, X=OpajuK aprKMEHT, x=8(t) byHkuMs t=t HyKTaga

y=f(x), pyHkums x=x HykTaja (t=t Mmoc kenyBuu) auddepeHaiIaHyBIu
OyJICHH.
Y bonga y=f(9(t)) Mypakkab QyHkIus t=t HykTaga auddepeHImaianyBIn

Oynasu.
Y vonga
dy=y’; dt, mypakka®b ¢yHkuusHu auddepeHamIam Kougacura acocaH
y,t:y,X.X,t
Jlemaxk,
dy=y' X, dt=f"(x)dx, uysxm dx=x’dt x=9 (t) ,0yaran y=f(x)

Mypakkad QYHKUUSHUHT Jud@epeHnrann apryMeHT X OHpKH y3rapyBuu
Oynrangarv Kkabu

dy=f’(x)dx kypuHuira sra.

By xoccara nuddepeHMaiHUHT M HBap na H T popMmacu aeiniaay.

(by epna mryHu scnatu® yTUII KEpakK, arap X SpKJiM y3rapyBuu Oyica,
Ax=dx, arap x 0oIllka y3rapyBuura 00biuk Oyica,dx# Ax, muddepeHIaTHm
WHBAPUAHTIINIU CaKJIIaHMAWU]IN).

(1) dopmynanan xocumna yuyH f(x) ? udoja X apryMeHT 3pKIIM y3rapyBuu
X

OynMarasjia baM y3 KypUHHUIIMHU CaKJally KeJIu0O YMKaau.
4. Oynkuus nuddepeHmanuau TKpuOuii bucodra TaaduKu.
Oyukuusa quddepeHurnanuiu Tabpuduian
dy=f"(x) AX -abpHU QyHKLIMS OPTTUPMACHHM OO KUCMUAAH HOOparT.
Avipum macananapau euniiga Ay~dy ne6 omumHamu.(f’(x) Ax#0-
Kapana€Tral HyKTaJa.)
By ponga abcontoT xato
A=l Ay- dy| ra Temr.
Hucb6wuii xato.

ra TCHI.

Ay — dy
dy

Yf(x) ynkmusaunr X HyKTagaru KMiMaTH Ba XOCUJIACHHU KHMAaTH
MabJIyM OyJIcUH, Y boJga X=X+AX HyKTaJaru KHiMaTuHU

f(X) Ax~f(x)+{*(x) Ax

Mucoun: | n 1.1. bucoomasr.

In(x + AX) ~ In x+%;

Arap x=1, Ax=0,1 gecax | n 1.1=0,1.
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CaBo aaap

1. @OyHKIUAHM X=X HYKTaJa XOCWJIaHW  MAaBXyIJIUTH, YHU
muddepeHInaUIanyBYH SKAaHIUTUHA OUIIIUPaTuMU?

2. IuddepeHunaaiy reoMeTpuK MabHOCH.

3. Oyakmus quddepeHnnany OunaH YHUHT OPTTUPMAacH opacuaa KaHaan
dapx 60p.

4. Acocuunr paauycu 0,5 cMm ra oprrupranaa 6ananmuru H=40 cm Ba acoc
paguycu R=30 cMm Oynaran UMWIUHAMD DAKMHHH TaKpuOaH OPTTHUILHWHU
HUCOOJIAHT.

5. Cos 61° uu TakpuOMil KHMMATHHU TOIIMHT .

6. y=x’ ¢* byHkumsiHN qud(epeHIHATITIHHY TOIHHT.
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14 - MA'BPY3A

OYHKIUAHU TEKHINPUILI
PEXA
1. QOyHKIUSAHU YCUII KaMaluIl mapTiapu.
2. QOYHKIUSAHU S3KCTPEMYMH, KPUTHUK HYKTaJapH, SKCTPEMYMHHU 3apypHil Ba
eTapiu HIapTJIAPH.
3. OYHUMSHA 3HT KaTTa Ba SHI KWYUK KHMMAaTH.
4. OyHKuMsIap rpaQUruHu KaBapuKIUTY Ba OOTUKIIUTY, OYPUITUII HYKTAaCH.
5. QyHKIMSAHU TEKIIUPUIIHU YMYMHU CXEMACH.
TASHY UBOPAJIAP

VYcyBun ( kKamaroBuu ) (QyHKIUS, S3KCTPEMYM, MAKCUMYM , MUHUMYM,

KPUTHUK HyKTaJlap, STWJINII HyKTacH, KaBapukK, OOTHK, OrMa, BEPTHKAI,

TOPpHU30HTAI aCUMIITOTAJIap

Tabpud:  Arap apryMeHTHHHT (@, B) OpajJMKKa TETHIIIM KaTTa KHWMaThIa
GYHKIUSHUHT KaTTa ( KHYUK ) KHAMaTH MOC Kejca, SbHU X2>X; TEHICH3JIUKIaH,
OyHJ1a

X1, X2 €(a,B) f(X2)>f(X,) (F(x2)<f(x1)) TEHICU3JIUK KeIMuO0 4YHKca, ¥

XoJaa
y=f(X) dynkmus mry (a, B ) MHTEepBaiAa yecyBYM ( KaMaroBYH ) (QyHKIUSA
JICUUTIAN.

Xo-Xy = AX; (X)) — f(X1) = Ay 1e6 Oenrunacak, Ax>0; ycyBur (QyHKIHS

yuyH Ay>0 nemak Ay >0

AX
OyHKUMSIHUA yCUII Ba KaMaWWIIMHUHI 3apYpUM Ba €TApPJU ILIAPTIAPUHU
xocunanap €paamMuaa aHUKIaiMus.
Teopema 1. ( DyHKIIUSHUHT YCYBYH ( KAMAIOBUU ) OYJTUIIMHUHT 3apypUM MIAPTH):
Arap (a, B JuntepBanga nuddepenimaianysun Y= f(X) dyHkius ycyBuu
( xkamaroBuM ) Oynca, y xoiaa 0y (pyHKIIUSHUHT XOCHUJIACH MHTEPBATHUHT XaMma

HyKTacuja Manduii ( mycOar ) OyiMaciuru 3apyp, ssbHH Oapua x €(a,B)
yuayH F’(x) >0 (f’(x) < 0.

Wc6otu: a). [llaprra Kypa GpyHKLHUS YCYBUM, HIYHUHT YUyH UCTAITaH X
e(a,B): .0

MycOat QyHKIUSHUHT TUMATA MaHduii Oyna onmaiau:

Jlemak, uxtuépuii X € (a, B ) f'(X) > 0 MxkuHYH X0 XaM XYM 11y KaOH
ucOOTIaHA N,
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Teopema 2: (OyHKUMSHUHT yCyBUH ( KAMArOBYH ) OYJIUIIWHUHT €Tapiiy IapTH):
Arap [ a, B] kecmana y3nykcu3 Oynran Y=f(X) yHkuus xap Oup HYKH HyKTajaa
MycoOar

( mauduii ) xocmimara sra Oyica, y Xoima Oy ¢yukmus [ a, B] kecmana
JlarpamXHUHT YeKIIU aiinpMmanap GopMyJacCuHHU Ty3aMU3:

f(X2)-f(x1)=(%2-%1) £ (c); X <C<X (1)
[laptra kypa, x€(a, B) xap 6up aHykraaa f’(X) > 0 mry ca6adbmu °(c) >0 X-X;>0,
1y ca6abmnu (1) HUHT YHT KUCMU MycOar,
(x2-x1) f’(c)>0;

Hemak, f(X,)-f(X1)>0 = X, > X; Oynca f(Xp) > f(X,) 6ynna f(X) pyukuus [a, b] na
YCYBYHM SKaHJIUTH KenO unkaan. Teopema ncOOTIIaH Iu.
1-mucor: y’=3x° GyHKIUIHUHT MOHOTOHMK MHTEPBATHHY TOMHHT. Y =18X’

Xx<0 ma y’<0 ¢yHKIUS KaMalOBUU

x>0 ma  y>0 dyHKuusa ycyBuH
2- mucod: Y=2X — C0OSX pyHKIHMSHUHT MOHOTOHJIMK HHTEPBANIAPHUHH TOTIHHT.
Euunr: y’= 2 + Sinx
Xe (-ow) ga Y >0— QyHKIUA YCYBYH.

@OYHKIHAHAHT IKCTPEMYM HYKTaJIapH
1- Tavpud: Arap y=f(X) dyekmusauHr
X0 Ya
HYKTaJard KuiMatu 1y (QyHKIHSHUHT
Oy  HyKTaHUHT  eTapjiu4ya  KHYHUK

aTpoduaard KojraH KuWMaTHIaH KaTTa y=Ff(X)

Oyica, / \

y=f(X) byHKIHS Xo HyKTaa MaKCUMyMTIa )
0.

ora Jeruiiaiu. F(xo-A%) F(X0+AX
2- Tavpud: Arap y=f(X) pyHKIUIHUHT R
Xo HYKTagard  KAAMaTH Iy g

GYHKIUSHAHT Oy HYKTaHHHT —eTapiiida XoAAX Xo Xo +AX

KAYMK aTpoumard KhHMaThaaH KaTTa

Oynca, y xomma Yy=f(X) dynkuus X

HYKTaJa MUHAMYMTa 5ra JcHuIaIu.

1- Dcnatma: Arap dyHkuusHuHr [a, b] kecmana anukianran Oyiica, y Xojiga Oy
(GYHKIMS y3MHHMHT MAaKCHMyM Ba MHHHMYMJIapuIa X HHMHT Iy KeCMa WYHIard
KUAMAaTIIApUAaruHa SpULLIaIu.

2- Dcnatma: Arap ¢yakius [, D] kecmagarn mMakcuMym Ba MHHHMyMJIapu Xap
OWp J0MM XaM YHHHI Iy KecMaJard OSHI KaTTa €KW OHI KHYHMK KHHAMaTh
OynaBepMaian: MaKCUMyM HYyKTajaa (DYHKIUS JHT KHYMK KHHAMAaTHH MaKCHMYyM
HYKTacura erapjuua SKWH HyKTajgapJard Kuiimariapura HucOataH( MaKCHMyM
HYKTaCHHHHT KUYHK aTpouaa) ruHa

KaOysl KWiaaW, MHHHMYM HyKTacura HHUCOAaTaH XaM IIyJapHd aWTHII MYMKHH.
MakcuMyM MUHUMYM/IaH KHYUK OYJIHO KOJHUIINA MYMKHH.
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x=x1 Ba x=x3 1a -MakcuMyMm

x=x2 Ba x=x4 na QyHKUIHUS MHUHHU-
MyMra Jra.

X=x4 naru MUHUMYM Xx=Xx1

Jard MaKCUMyMJIaH KaTTa.

OYyHKIUSHUHT MaKCUMYMJIApH Ba
MUHHAMYMJIapH GYHKITUSTHAHT

DKCTpEMYMJIADU  EKU  DKCTpeMas
KMMUMAaTIapyu JeUWIaIn.

XV

0Ofa X1 X X3 Xa Db

DKCTPEMYMHHHTI 3apypHii mapTiapu
1- Teopema: Arap muddepenimmamianyBun  Y=f(X) ¢ynkumus xo  HykTanza
JKCTOpeMyMra 3ra Oyjca, y XOJija YHUHT IIy HYKTaJard XOCHJIACH HOJTa TEHT
TeHr Oynuiu 3apyp,abuu Y = f(X0) =0
TeopemaHuHT reoMeTprK MabHOCH, AU dhepeHIraianyBud QyHKINS YIyH
IKCTpEeMyM HyKTanapuaa ypuama OX yKka napaiien Oynajiu.

y
A
P(x)) =tg0=0
f(x)) =tg0=0
0 X1 Xo X Judbdepennmannanmaiiguran
byHKIUSA xamja AKCTPEMYM

YHKTAcUJla XOCWJIa YEeKCU3 EKU
MaBXy/Jl OyJIMacIurd MyMKHUH.
Mucor: y=|x| dynkuus ykaunr xamma
yt XaMMa epuja y3inykcus, x=0 HykTaga Y
HUHT XOCWJIACU MaB¥KyJ 3Mac, aMMO
Oy HyKTaJjJa MUHUMYyMTa 3ra.

y=I| ,
Xynoca:Arap  QyHKIMS ~ HyKTaja
sKCTpeMymra ora Oynca,y  XoJjjaa
X xocuna Oy HyKTaga HOJra TEHT,

\ 4

YEKUC3JIMKKA TEHT Oynaau €Ku MaBXyJ
Oynmaiu.
byHaii HyKTanapHu KpUTUK HYKTajgap AeUUIaaun.

Teopema: Arap X, KPUTHK HYKTaHU y3 WYWTa OJYyBUM WHTEPBAA Y3ITyKCH3
y=f(x)  ¢yskuusaunar f(X) xocmnacm X o HyKTalaH yTUIIIA HUIIOPACHHU
y3rapTipca, y XouJa «+» Ja «-» ra aJlMalraHaa Xo HyKTa MaKCUMyM HYKTacH,
UIIOpa «-» Jan+» ra aiMallraHaa Xo HyKTa MUHAUMYM HYKTacu OyJaiu.

60



y=f(X)  ¢ynkumsamar [a, D] kecmamarm SHT KarTa Ba SHT KHYHK
KUWMaTIapUHU TOMUIII YUVH :
1). OYHKIUSAHUHT KPUTUK HYKTaJapUHU aHUKJIAIIL;
2). OYHKOWSUIADHUHT KPUTHK HYKTaJapuIard KUHMaTIapyuHH Ba KECMAaHHWHT
oxXupJiapua KHAMaTIapuHU TONIaMU3;
3). Tomunran KuiMaTIapiaH SHT KaTTa Ba JHI KWYWMK KUHMATJIApHU TaHJIAII
Kepak, aHa 11y kuiiMaTiap QyHkiusHuHr [a, D] kecMamaru sHT KaTTa Ba SHT
KHYMK KUAMaTIapuHA Hoaanaiam.
Mucon: y=x3+3x,-9x ¢yHKuusHUHT [-2; 5] KecMajgard >Hr KaTTa Ba DHI KUYUK
KUWMaTIapUHU aHUKJIAHT.
Teopema: f(Xo)=0 Oynm0, nkkuHYM xocmina MaBxkyn Ba f7°(Xp)#0 Oynca,MakcuMym
arap f”’(Xo)<0 Oynca makcumyMm, arap f’(Xo)>0 Oysca, MUHEMYM OyJ1au.
1- Taspud: Arap qubdepernmnamianysun Y=F(X) GyHKUUSHUHT TpadUrd y3MHUHT
(a, B) MHTepBaJaru xap KaHJai ypuHMAcCHJIaH IOKOpHUJA JKoMalica, y xoiaa 0y
GYHKIUSHUHT Tpadury _KaBapUK JeHUIa .
2- Tabpud: Arap muddepenumamnanysun Y=f(X)  ¢yHkmusHEHT rpadurn
Y3UHUHT (a, B) WHTEpBaJJard Xap KaHaall ypuHMacuJaH FOKOpUJA Xkoiamica, y
xoJijia 0y GyHKIUSHUHT TPAUKHUHT ITHJAMII HYKTACH JICHUIIa N,
1- Teopema: Arap ( a, B ) HHTepBaTHUHT XaMMa Hyktacuaa f’(Xg) < 0 Oynca, sarpu
yxonaa uatepBanga y=f(X) dyHxustHuHT rpadurn kKaBapuk Oyiaau
2- Teopema: Arap ( a, B ) mHTepBaJHUHT XamMma Hykrtacunma f’(Xo) > 0 Oynca,
yxoJaa 0y uarepBaiiia y= f(X) byHkuusHuHT rpaduru G0THK OyJiau.
3- Teopema: f’(Xg) = 0 Oynca, €ku f’(Xp) MaBxkyn Oyjca, y3 HIIOpaCHHU
y3rapTupca,y xojjga aliuccacu Xo ra TeHr OynaraH Hykra  Y=f(X)dyHkius
rpaUriHUHT YTWIKII HYKTacu Oyiaau.
Tavpud: Arap y=f(X) OGyHKIUSHUHT TpapUrdHK Yy3rapyB4M HYKTacH YEKCH3
y30KJIaIlIrania yHJaaH Oupop Tyrpu uyn3nKkada Oyiran macoda Hojira MHTUIICA, Oy
tyrpu un3uk Y=f(X) pynkius rpapuruan ACUMIITOTACHU  nerinnau.
1. BepTukan acumnroraiap

I'paguxinap sicaliHMHT YMYMUI cXeMacH

1. ®yHKIMSHUHT aHUKJIAHUII COXACH Ba Y3WINII HYKTAIAPUHH TOIIHILL
2. OyHKUMUSIHUHT KYPTIUTMHA, TOKJIUTUHA, JAaBPUIIMTUHN TEKILIUPUO KYpHILL.
3. I'padyikHUHT KOOpAMHATA YKJIApW OMIIaH KECUIIMII HyKTaTlapUHU aHUKJIAILL.
4. OyHKUMSAHYU UIIOPACH CaKJIaHaJUIaH MHTEPBAJUIAPHU TOIIMILL
5. I'padpuikHUHT acuMOITOTaTAPUHY TOTIHUIII.
6. OyHKUMAHUHT MOHOTOHJIMK MHTEPBAJUIAPU Ba SIKCTPEMYMJIAPUHU TOIIHUIL.
7. KaBapukimnk, O0TUKINK MHTEPBaJUIAPUHU Ba STHIINII HYKTaJapUHU TOTIHII

IOxopuaaru Texmmpunuiap acocuia rpadhukHA YU3aMus3.

VY3UHU TEKIIUPHUILI YUyH CaBOJLUIAP.

1. OYHKIUSAHA YCYBYM OYJIMIIMHWHT 3apypuil Ba €TapIWIMK IIapTIapUHU
ucOoTIIAaLLl.
2. OyHKIMSA KaMaroBYM OYJWITMHUHT 3apypuil Ba €TApJIWIMK IIapTIapUHU

UCcOOTIIAHT.
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3. OyHKIMS ~ OKCTPEMYM  HYKTaNapUHU,  (QYHKIMSHUHT  3KCTpeMal
KUWMaTIapuHU  TabpUQJIaHT.

4.  DKCTpEeMyMHUHT 3apypuil MIApTHHHU HCOOTIAaHT. By IMIapTHUHT eTapiauiIuk
AIMACIIUTHHU KYpCaTyBYH MUCOJIIAP KSITUTUPHHT.

5. OyHKIHMSHUHT KeCMaJard SHr KaTTa Ba DHI KUYMK KHWMATIApUHH KaHIai

TOITHIIL MYMKHH .

6. HxkkuHum TapTHOMM xocwina Epaamuna  QYHKIUS  OKCTPEMYMUHHHT

eTapJIJIMK MIAPTH HUMAaJaH uoopat?

7. y-f(X) pysakuus rpa@uruHUHT KaBapUKINK Ba OOTUKIIMK TabpU(UHU XamIia

ATWJINLI HyKTaJapu Tabpu(PUHA OCPUHT.

8. y= f(X) ¢yHKIHEsS OOTUKIUTK XapakTepu OWinaH (YHKIUSHUKKAHYA XOCHIIA
UIIOPaCcH OpaucIard OOTJIAHUII XaKUJAard TeopeMaHH U(OIaTaHT.

Q. Oruvil HyKTajapy y4yH eTapiIuiIiK IapTH HUMajgaH noopat?

10. y=f(X) dyHkuus rpaUrHHUHT KABApUKIUTH Ba OOTHKIWIU WHTEPBAJLIApH
Ba  OTWIMII HyKTajJapy KaHAal TOmuiIaaun?

11. Ywusuk acumnroTacuHUHT Tabpuduau udonananr. Kangait acummnroranap
MaBXxy1?

12. OyHKIUSIHU yMYMHM TEKIIMpUII Ba rpadurvHU scall cXxeMacuHu OaéH
KWJIVHT.
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15- MABPY3A

UHTEI'PAJI. BOHVIAHI'MY @ YHKIIUSL. AHUKMAC HHTEI'PAJI BA
YHHUHI' XOCCACHU. ACOCUHU POPMYJIAJIAP KAJIBAJIN.

PEXA
1. bonutanruu ¢pyHkus. AHMKMac MHTErpaj Ba YHUHT XOCCACH.
2. Acocwuii hopmynanap >xaBau.
3. HHTerpasmalHuHT 3HT 04NN YCYJUIApH.
4.  bynaxial uHTErpasIail.
TAAHY UBOPAJIAP
bouuianrus (pyHkuus, pyHxkums, pyHKUMAHA HHTerpaJuianmi,

HHTErPAJTHUHT ACOCHI X0CCAJIapH, y3rapyBUMJIAPHH aJIMAIITHPHUII, OyJIaKIa0
HHTerpaJjiam

1. bonutanruy GpyHKIMsA. AHUKMAc HHTErpal Ba YHUHT XOCCACH.

y-f(X) ynkims (a, B ) mHTErpasiaa Oepuirad OyJICHH.

F(X) aca mry opanmukaaauddepenimaianyBun GyHKIMs OYJICHH.

1-Tabpud. Arap F(X) dynkiusauar xocunacu F’(X) 6epunran f(X) dynkimsra
TEHr OyJica,

FP(x)=f(x) ¢&ku d F(x)=f(x) dx

Oyinca, y xomma F(X) dyaknus f(X) GyHKIussHHHT OonuianTid (GyHKITUSACH J1e0
arajany.

Mucommnap: 1. F(x) = x? OyncuH. By QyHKIMSIHUHT OOIIaHTHY
(GyHKIMACH

F(x) = ' x® 6ymann, ayHku
3

Fx)= ' x* =13 " x*= f(x)
3 3

2. f (x) = Cosx Oyncun. by @yukuusHuHr Oonmanrud ¢pyakmuscu F(X) = Sinx
Oynaau, YyHKU
F’(x)=(Sinx)’=Cosx={(x)
Arap f(X) dbynkuus (a, B) 1a y3nykcu3 Oyiica, y Xojaa 0y QyHKIHS 11y
opaiikaa OouuiaHrud pyHKIMsTa 3ra Oyiaau.
f(xX) ¢ynkuus (a, B ) ga 6epunran Oynuo, y mry opanukaa ukkuta F(X) Ba D(x)
Oonutanruy GyHKIUSIIapUra sra OyJacuH.
Taspudra ounoan F’(X) = f(x), P’(x)="F(x) Oymagu.
Hemak, F’(X)=®’(X)
VY xoia IOKOpH/Ia KeITUPUIral Hatkara kypa F(X) Ba ®D(x) dyHkuusiap
Oup-OupuiaH y3rapmac conra ¢ppax Kuiaan
d(x)=F(x)+C (C-cunst)
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Hemak, 6epmiran f(X) yHKIusSHIHAT OonuTaHTHY (GYHKIUSIAPU YEKCU3 KYTI
Oynu0, yiaap oup-Ooupuaan y3rapmac conra ¢apk kuiaaud. Arap F(X) yukmms f(X)
GbyHKIUIHUAT Oonutanrud GyHKuus Oyica, yaaa f(X) HUHT uchanrad QyHKIHICH

F(x) +C (C-const) xypuHuiiga Oysaaau.

2-Tabpud: Arap F(X) ¢yskmus f(X) dyHKUusHUHT OOonUTaHrHY (QYHKIUSCH
Oynca, y xonga F(X) +C udoaa f(X) pyHKUMIHUHT aHUKMAC MHTETrpalld JIeHuIaan

Ba Jf(X) dX kabu Genrnianuo,

[f(X)dx=F(x)+C, (C-cbnst) kypuHHIIIa E3nTa M.

by epna f(X) — unTerpan octuaaru GpyHKIus

F(X) dx — uaTerpan octuaaru udoaa
| - wmuTerpan Genrucu
X — MHTETPAJIHUHT y3TapyBUHCH
f(X) — portanruy QYyHKIMSCMHU TOIMIN aMalid (YHKIUSHA HWHTETpaLIall
IeuniIagu .
AHUKMAC MHTETPATHUHT XOCCalapHy.

1.  AHMKMAac MHTETpaJHUHI XOCUJIACH MHTETpall OCTUJAru (yHKIUSATAa TEHTIUP
(Jf(x) dx) = f(x)
2. AHUKMac MHTErpaIHUHT JudPepeHnany HHTerpail ocTuIaru udoaara
TEHTIUP:
dff(x) dx = f(x) dx
1Ba2 xoccaap aHMKMAac MHTErpajl TabpU(PUIaH KeIHO YMKaIu.
3. OyHkuusa qupGepeHInaTuHUHT aHUKMAacC UHTErpain y QyKHIMsAaru

uxTHEpHil  y3rapmacHn Kymmiranura terraup | d[ F(x) 1= F(x) + C

4.

Ucoor: JA[ F(x) ] =] F’(x) dx + C

VY3rapmac KynaiTyBUMHHM UHTETpaji OEITUCH OJIUTa YUKAPHUII MyMKHH,

STBHU | af(x)dx =alf(x)dx
Hcbot: nnterpan tavpudura acocan

[l af(x) dx " = af(x)

VIKKHHYY TOMOH/IaH [a [ f(x)dx]’ =a[ | f(x) dx ]” = af(x)
Ilynnait ka6 | af(x) dx = af f(x)dx

5.

bup HeuTa GyKHUMSAHUHT anredpavik HUTMHANCHIAH OJIMHTaH aHUKMac

UHTEerpan my GyKHUUsIIapAaH OJMHTaH UHTErpAJTIAPHUHT alnreopank
WWATUHIWCHTA TEHT, TbHU

[ [F2(%) + F2 (X) — F5 (X)] dx = [f; (X) dx - [f5(x) dx - [f5 (x) dx

Ncoot : Tabpudra acocan

UFu(x) + F2(x) — F3(x) 1 dx)” = fi(X) + Fox) — Fa(X)

Wkknaan tomorman  (J[fL(X)dx + [f,(X)dx - [f3(x)dx’ =

= (Ifi(x) dx)’ + (J f2(x) dx)’ — (fa(x) dx)’ = fi(X) + F2(X) — F3(X)
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Hatmxka. X y3rapyBupgan Oomika U y3rapyBuura yTHiTraH1a HHTETpajl KypUHUIIH
y3rapMamnau, ssbHA

Jf(x) dx = F(x)+C

[f(u)du = F(u) + C

Acocuit uHTerpasap xaaBau.

m+1

l. Ix™dx = +C  (m-1)
m+1

II. [dx/x=In|x|+C x=#0

1. [sinx dx = - cosx + C
IV. [cosx dx = sinx + C

X

a

V. [a¥dx = +C
Ina

VI. Je*dx=¢e*+C

VII. [dx/cos’x = tgx + C
VIII. Jdx/sin® = -ctgx + C
IX. Jdx/(1+x?) = arctgx + C

dx

X. | = arcsinx + C
V1-x?

XI. Jtgx dx = -In |cosx| + C
XI1. Jetgx dx = In|sinx| + C

dx
X1, | =1/a arctg(x/a) + C

3.2 +X2
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dx

XIV. | = arcsin(x/a) + C
Val-x?
dx
XV. | = In [x+Vx*+a’| + C
Vx+a’
dx a+x
XVI. | = (1/2a) In |+C
x*+a’ a-X

By unTerpamiapaan OMpUHUHT, MacallaH

dx 1 X
| = arctg +C TYTPUIMIMHH KypcaTaMu3
a a
a2 4 %2
MHuTerpamiam ycyJuiapH.
1. beBocuTa HHTErpasam ycyJsu.
2. Huddepenunan 6eIrucu 0cTura KUPUTUII YCYIIH.

x=¢ (uU), dx=¢’(u)du ned oncak
[f)dx =f[o()] ¢’du 6ynazu

bynnait ycyn y3rapyBUMHM aJIMAIITUPUIL yeyau Ae0 atanaau. Conna
XoJutapa uHTerpai oenarucu octuaaru nuddepennuan upoaaHu Kyiuaa
KypcaTWIraHUAEK:

dx = (1/a) d(ax + b); 2xdx =d(x? Cosxdx =d(Sinx)  dx/x =d (Inx)
Ba IIyHTa yXIIamnl aiMamTupub Ba KaBCIBI nuuaaru udoaanapuu U ned dapas
KWJIWII aCOCHJIA SIHTU y3TapyBYU U HU KUPUTHUII aMaJIMHU KyHTHIa OaskapuI
TaBCUSl KUIMHAIY.

By ycyn 6unan nnTerpaiam 6eBocuTa MHTErpajuIall JSHUIa Iu.

Dx d(3-x)
1. Mucon: | = =-In |3-x|+C
3-X 3-X
dx d(1+(3x)2)

2. Mucon: | =1/3] = 1/3 arctg3x +C
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1+9x° 1+(3x)?

bymnaxmab uaTerpaniam.
By ycyn ukku QyHKIMSIHIHT KymmaiTMacuHu audQepeHipamiant
dbopmynacuaaH Keauo YuKaIu.
dapa3 kunainuk, U(X) Ba V(X) —X HuHT auddepeHnaiiaHyBun
dbynkusiapu Oyncud. by ynkumsinap kynadTMacuHUHT AU depeHInaTnHA
TOTIAMU3:
d(uv)=vdu+udhbv
OyHITaH udv=d(uv)-—vdu
OXupru TEHTJTUKHUHT UKKajla KHCMAHU HHTETpaiu1ad, KyHUIaruHd TOMAMK3:

Judv = Jd(uv) - Jvdu

EKH Judv = uv - Jvdu
by dopmyia Oynaknad naTerpamuiam Gopmynacu neimnaam/
Ym6y | X" Sinx dx; [x"Cosxdx;  Ix"e*dx

Tunuary uETErpaIap yayn X =u

Kosran kynantyBuniiap =dv { Gexrmman KyJaugup

I [x™Inxdx; | x™ arccsinx dx; [ x™ arccosx dx;
| x™arctgx dx; | x™arcctgx dx;

TUTIAIATH HHTETPpaIap YIyH

TPAHCIICHJCHT KyMauTyBun = U

KOJITaH KynautyBumiaap = dv } ne6 Oenruiain Kyiauaup

1. [e* sinbx dx; [e* cosbx dx

Tunuparu vHTETpaAIIAp YUyH

e =u

KOJITaH KymnaityBumwiap = dv } 1e0 OJHII KyJIauup.

Inx =u du = dx/x
Mucox: [Inx dx = = xInx -Jx e (1/x) dx=xInx-Jdx=xInx-x+C
dx =dv v=x

V3-y3UHU TEKIIUPUILLI YIyH CaBOJLIAP.

bepunran QyHKIusHUHT OOnUTaHTUY (PYHKITUSACH €0 HUMara antuinaamn?
bepunran QyHKITUSHUHT aHUKMAC UHTErpaiv Ae0 HuMara antunaau?

AHHMKMac MHTETPATHUHT HT O XOccanapuHu udoaanaHr.

bynaknab wHTerpamiam ycynu epaaMuia aMmaira OnupUIll Makcaara MyBoQuK
OyJiraH UHTETPALIAPHUHT TypJIapUHU AUTHHT.

e
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5. AHMKMAac MHTErpajja y3rapyBuMHHU aJIMAIITUPUIL YCYJIM HUMaJaH noopart?
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16 - MABPY3A
AHUK UHTEI'PAJI BA YHU XUCOBJIALLI ®OPMYJIAJIAPH.

PEXA

1. AHuK UHTeTrpall, aHUK UHTETPATHUHT aCOCUM XOccallapu.
2. AHMK MHTETpaj XUCOOHUHT acocuii (hopmysacu

3. Heroton-Jlettoau1 dhopmymnacu.

TASAHY UBOPAJIAP
KecMana aHukIaHraH, y3,1yKcu3, HHTerpaJj HMruHIM, Kyl Ba IOKOPHU
yerapaJiap, 3rpM YM3UKJ/IM TPpaneuus 103acHu.

1. Uppanuonan pyHKUMSJIAPHA HHTErPaJLIALL.

Kyn xomnmap wuparnumonan wudojanap KaTHAIITaH WHTETpaUIapHU ypHUTA
KyHUII yCyJid OWJIaH palioHall (XyCyCaH palloHall Kacp KaTHAIIraH) UHTETpaira
KEJITUPAIN.

Ymby JR(x, x% xP, ...) dyHkums x, x% x

xP,...) dynxums x, x% xP,...

b .. Hu kapaiimus. Bynma R(x, x“,

JapHUHT parnuoHan GyHKuuscu. by epna =" Bﬂ,
m = m,
.. paloHa)1 coHyiap OynuO, K yJIapHUHT YMyMHH Maxpaxu Oyica, y XoJija x=t"
aAMamTUpUII  épaamMuza OKOPUAAH  HMHTETpPAT  paroHal  (QYyHKIHUSHH
WHTETrpajuIalra Kejaaam.
ymby R (x, (axtb), (axb)f’)dx; R (x, (X0 (2D

: e )dX,
cx+d cx+d

kK ax+b

cx+d
WHTErpaiamra Kejaamau.

dx
Muconn. J‘m

Eun. x=t° aIMaIITHPHIIHH 6a>1<apaMI/I3 dx=6t>dt 6ynam/1.
6t°dt dt= 6It +1-1

dx _ _
HeMaK'I(1+§/;)\/;_J‘ (L+t2)t° _GI 1+1?
i §/x -arctg¥/x )+c

WHTErpanap 3ca ax+b=t", =t* anMarmTHpu EpramMuIa paHoHal (YHKIHSHI

beBocuta mHTerpanad TomuIaaWraH WppaAlMOHANl HWHTErpajiap, yJIapHU
- u
=arcsin— +c Ba j
2 a

J- du du
va‘—-u Jui+a®
WHTETpajuipara KeITUpuO EKU TYTpuaaH-TyTpU TOMUIIAIH.
Macanan:

In(u++Vu® +a® +C kabu kaaBaTHU HPPAITUOHAI
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1
1 2
1. J.\/5x+1dx:j(5x—1)2-d(5x+l):1(5X+1) re= 2 (5x+1pBxalac
5 5 1 15
—+1
2
dx

dx X d(Inx)
2. = X =
'[x\/l—lnzx I\/1—In2x I\/1—In2x

= arcsin(Inx)+c

2. AHUK MHTerpaJl, AHMK HHTErPAJTHUHT aCOCHI Xoccalapu.
y=f(x) dysknus [a,b] kecMama aHWKIAHTaH Ba Yy3JIyKCU3 OyJCHH. [a,b]

KeCMaHU UXTUEPHUHM paBUIIAA a=Xg. X1. X2. ... . Xj1. Xj. ... . Xp-1. Xp=b HYKTamap
épaamua xap OMpUHH, IIYHUHTACK, YHUHT y3nykcu3 AX; (i=1, 2, ... , n) opkamu
Oenrunannmuk
AX1=X1-Xg;, AXo=X1-X1; AX3=X3-X2; .... ; AXi=XiXi.1; AXn=Xp-Xp-1.
by OynakmapHuHr xap oupuaa uxtu€puit &y, &, ..., &, ... , &, HyKTaJapHu

n
onamus Ba Sn=>_ f(&)Ax; iiuruaaunm Ty3amus.
i=1
Sn #uruaan f(x) dysHkuusHUHT [a. b] Kecmamarm MHTErpan HUTHHIWCH
JennIaau.
Tabpud. Sn uHTErpan WUTHHAUCUHUHT AX; KeCMaJlapHUHT HSHT KaTTacH

Hoira uHTWwiIragaru aumutud f(x) gyHkuusigan [a, b] kecmaga OJMHraH aHUK
b

h
WHTETpaj aernnaau. SApHau j f(x)dx= lim > f(E)AX
" max Ax,—0 4=

Arap f(x) ¢ynkmus [a, b] ma y3nykcu3 Oyiica, y Xojjaa JUMHUT MaBXy/]
Oynub, y [a, b] kecMaHu KMCM KecMaliapra OyJuIl ycyiura Ba & HyKTaJapHUHT
TaHJIAaHUIINUTA OOTJIMK OyIMaiiIu.

Arap [a, b] Ba f(x)=0 Oynca, y xonna anuk uHTerpan a ABb srpu unzuknu
TpanelusHUHT IO3HWJaH, SbHU X=a, Xx=b, y=0 Ba y=f(X) uymsuxmap Owian
yerapajaHra (purypanuHr o3uaad uoopar Oynaau.

yA B
A ..,\
N
N
3
0 a fﬁ
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| - marerpan 6enrucy, f(x) - nHTerpan ocTHAArH (GYHKIHS, X-MHTErPAIIIALT
y3HapyBuucH, f(x)dx wudoma wunTerpan octugaru udona [a, b] uHTErpBan
WHTErpaJUIall WHTEpBaAIK “‘a” Ba “b” COHJIapM MHTETpAJIAITHWHT KyWH Ba OKOpHU
yerapaapy JCUNIIaIu.

Kyiiugaru x=a Tyrpu 4uYM3MK OWJIaH uYerapajaHrad, IOKOpHIaH 3ca
yerapajlaHMarat 3rpy YM3UKIN Tpaneuusiii. by arpu unszukim
TpaneIusHUHT 103UHH ((X) OnytaH OeNTuIaiInK.

N

(x) y3rapyBuu mukaop Oynub dakat - OM;=x HUHT (FOKOpPU YETapaHUHT)
GyHKUHSICUINP.

Teopema. KysramyBun rokopu TOMOHIU A; AMM; 3rpyu 4M3UKIN Tpanenus
103UHU Hudona 3TyBuM O(X) (yHkus rpaduru Oy TpaneuusHU OKOPUIAH
qerapaganran y=f(x) HUHT GOILTaHTHY GYHKIMACHIND, sSTbHE 0 (X)=f(X) aup.

Ncbot. OM1=x; M;N;=Ax opTTp™ma, y xonma p(x) xam opTTUpMa OJIa]IH;
Ao(x)=(M;MNN,) 103u.

Ummanan: f(x)-Ax<o(x)<f(x+Ax) Ax €xu f(x)<Ao(x)/Ax A<Z—§()()<f(x+ AX)

by tenrcuznukHuHr AXx—0 1aru JUMUTHHM OJICaK

AQ(X)

Ii_n: =f(x) éxu b (X)=f(x) &xu p(x)=/f(X)dx
AX 0 AX

TeopeMa UCOOTIaH M.
f(X) - Oomtanruy GyHKIHS

b(x)=f(x)+c (1) Anuk unTerpan tabpudpuaan ¢(x)= JX‘ f(x)dx (2). (1) Ba

(lim=f(x) éxu ¢ (x)=f(x) éxu b(x)=/f(x)dx 2) nau j f(x)dx=F(x)+c unzmanan x=a
na ¢(a)=0 éxu F(a)+c=0 éxu c=-F(a). a
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bynra kypa I f(X)dx=F(x)-F(a). Arap apreMeHTra TaiiiH IOKOpH dYerapa

b
x=b HHM Oepcak J. f(x)dx=F(b)-F(a). By Hsroton-Jleiiouun dopmynacumup. Y

aHUK WHTETpajHU aHUKMak HHTerpan Ownan Oornaiau. Hproton-JleitObnen

dbopmynacunu OyHAali XaMm €31 MyMKHH:
b

[ fO)dx=F(x)
a
AHWK MHTETpaji XxoccajaapHu.
Heroron-Jleitouunr ¢gopmynacura Kypa aHUK HWHTETPATHHHT KyWHIaru
XOCCAJIAPUHU OCOHJIMKYA KYypHIIl MyMKHH.
1). VYsrapmac KymaMTyBUMHM aHUK MHTETpal OCITMCH TallKapucHura
YUKapUIIl MYMKHH.

L =F(0)-F()

'T cf(x)dx=c_kf f(x)dx

2). IMr'MHIMHUHT aHUK UHTETPAIA KYIIWITYBUYMIIAD AHUK UHTETpaJUITApUHUHT

WUUTUHIINCUTA TEHT.
b

i [fl(x)ifz(x)]dx:j f(x)dx+i fo(x)dx

3). Arap aHUK HHTErpaj uerapajiapud ajiMallTHPUIICA, YHUHT HHTETpal

KapaMa-Kapuimcura y3rapaiu.
b b

[ fOdx=] -f(x)dx

a a

4). Yerapasapu y3apo TeHT Oyirad aHuk uHTerpai () ra TeHr.
j f(x)dx=0

b c b
5). a<c<b yuyn I f(X)dX:I f(X)dX+I f(x)dx oymamu.

6). Arap WHTerpaUIall y3rapyBYMHHA aJIMAIITUPTaH/la aHUK WHTETPATTHUHT

yerapajgapd Ba MHTErpayl OCTUAArd (PyHKLUSHUHT KUHMaTW y3rapmaca, y XoJjjaa
b

b
OyHmail y3rapuiiiad HHTETPATHUHT KUIMAaTH XaM y3rapMaiu: I f(t)dt=j f(x)dx

a

7). Arap f(x) [a, b] opamukna anukiganran Ba Oy (yHKIHsAIA Y3IYKCH3
byukius Oyica, y xonga a<c<b Oymaauran nryHjgai ¢ HyKTa TOMHJIATUKH YHHHT
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b
yayH I f(x)dx=(b-a)f(c). bynu T€OMETPHUK KUXAT/IaH

b
kypuin ocon f(a)(b-a)< 'f f(x)dx<f(b)(b-a) O6ymu6, Oupop a<c<b Oynmamuran c

b b
HYKTa y9yH j f(x)dx=f(c)(b-a) oynmaau, Oy epma _[ f(x)dx (aABDb) srpu unsuxim

TpalICOUAHHUHI FO3H.

¥Y3-y3UHM TEeKIIMPUII CABOJLIIAP

1. Kyitugaru KypuHUIIAard MHTErpajUIapHA TOTHI YCYJUTApUHUA 0a€H KUIIUHT
JR(x, x% xP, ... )dx.

2. Kanmaii KypuHUIIIArd HHTETpAUIAPHU TOMHUIN YyCY/UITApUHU Oa€H KWJIMHT
IR(x,(a“b]a | (a“bjﬂ, . )dx.

CX +a cX +a

3. bepunran kecmaga OepwiraH (QYHKIUSHUHT aHUK HHTErpayid Ae0 HuMara
anTmwiaau’?

4, AHYK MHTETPAJIHUHT SHT COJIJIa XOccalapyuHu U oJaiaHT.

5. Hetoton-JlelOunun popmynacuHu €3uHT.
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17 - MABPY3A
AHUK UHTETI'PAJLIA Y3I'APYBUNWJIAPHU A’KPATHIII.
AHUK UHTEI'PAJI EPJAMUNJIA TAKPUBUU XU COBJIAILL

PEXKA

1. AHUMK WHTETpala y3rapyBUIAPHHA aXXPATHIII.
2. Bynaknab uHTErpaianmi.

3. AHuk uHTEerpan épaaMmua Takpuouil xucoOmar.

TASAHY UBOPAJIAP
Bearunam kuputuin, 0yjJakiaad HHTerpajiaiil, CerMeHTAa Y3JIyKCu3
TYpTOypUaK/ap, TpanenusJiap, napadoJaaap ycyju.
1. AHMK MHTerpaJjia y3rapyBuWJIapHu aKpaTHIil.
f(x) ¢ynkuus [a, b] curmenTna OepwiraH Ba Y3Jykcu3 OycuH. YOy

b
j f(x)dx unTerpamHu xucoobail Taaad TUICHUH.
a

by wunterpanma x=o@(t) aeiimuz. ¢(t) ¢GyHKIMA KyHugaru miapTiapHU
KaHOATJIaHTUPCHH.
1). @(t) pyukuus [a, B] CATMEHT/Ia aHMKJIAHTaH Ba Y3IyKCH3.

2). 9(a)=a, ¢(B)=b.

3). o(t) dbynkmus [a, B] curmenTaa y3aykcu3 ¢(t) xocuiara sra OyJicuH. Y Xoua

[ fxox=] flo(t) ¢ (Oct

1
Mucou. I V1-x?% dx

0
Eupm. x=sint
dx=costdt, 1-x’=cos"t.
SlHru uHTErpaJUIaIl YerapaCuHu aHUKJIAMMU3.
x=0 Oynranga t=0

x=1 Oynranga t=§

sin2t %7;
) 4
0

(1+cost)dt=% (t+

O Ny

cos?dt=1
2

O Ny

i V1-x2 dx=

0

2. By1ak/1a0 uHTerpaJJianml.
dapaz  xwradauk, U(X), V(X) dyskmusoapy [a, b]  kecmana
muddepennmanianyBun QyHKIusap OyJCHH. YJIApHUHT KyMalTMacHuHU Ty3aMu3

Ba XOCHJIACUHU XHUCOOIaMu3.
(Uv)'=U'V+V'U TEHIIMKHHHI WKKajJa KHCMHHA a Jgad D raga

VHTErpAILIaANMU3.

T (u, v)‘dx=i u‘vdx+i v udx (1)
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b
I (uv)‘dx=uv2. u'x=du v'dx=dv Oynranu yuyH (1) TeHrMKHU OyHmail &3mir

MYMKHH.
b

b b
uv =j vdu+j udv

a

a
b

bynman I udv=uvb

a

b
-I vdu. By ¢opmyna aHuk wuHTErpanHu Oynakiad

a

uHTEerpaiam Gopmynacu
1

Mucon arctgxdx

dx 1
tg du = 1
~ A A= L=xarctgx - [ XdX2 =arctg1-
0 X
dv=dx v=x 0

arctgxdx—

—In|1 x| %_Emz

3. AHMK MHTerpaJ épaaMuaa TapKuoOuil Xucooaam.

f(x) dynkuusa mypakkab Oyica (TaOUHUITKK, YHUHT OONIIaHTUY (DaHKIUSICUHU
TONUII KUWWH Oynanu), yHAa OepwiraH (yHKIUSHUHT WMHTETPATUHU TaKpUOUA
Xucooaiira Tyrpu Keiaaiu.

I. Tyrpu TypTOypuaknap Gopmyiacu.

f(x) ¢ynxkums [a, b] curmeHntna OepunraH Ba Yy3iykcu3 OyicuH. by
b

(GYHKUMSIHUHT aHUK WHTETPaJHUA I f(x)dx kuiiMaTuHK TakpuOUl HPOIATOBUH

a
dbopmynanu kenTupamus. [a, b] cerMeHTH Xp=a<X;<Xp< ... Xp.1<Xp=b HyKTayIap
épraMusa n Ta TeHT Oysakka Oynmamu3. Xap Oup OyJaKHUHT Y3YHIUTH AX =X~
b-a b-a

X = ——, X=atk——(k-0,1,2,...,n) Oymnaau.

n n

bepunran f(x) QyHKUMSAHUHT X, HyKTagaru kuitmatu f(x,) Hu xucobinao, f(x)
HUHT [Xy, Xi+1] CETMEHT Oyiin4ya aHUK UHTETpaiHU

[ fx)dxe f(xK)Abe_Ta (%)

tTakpuOuii udonanaiivmus. bynmaii TakpuOuii popmynanu xap OUp [Xi, Xi1]
)x=0,1,2, ..., n-1) cermenTna HUcOaTaH €310, CYHT yJIapHU Xajla0d KylIaMus.

X.f f()dx~ f(Xy)- b_Ta’ ]‘2 f(x)dx~ f(Xl)-b

2 [ fegdxe f(xo) b

X2

| e ) >

Xn-1
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j f(x)dx+ j f(x)dx+ j f(x)dx+ .. +j f(x)dx f(x)dx~;a[f(xo)+ f(x )+ f(xo)+...+
f(Xn 1)]

J_'[eMaK
j f(0Qa= 22 [fxo)+ )+ T0)*.+ f)l= 22 57 1(6) Gy popmyna Tyrpu

TypT6ypanJ1ap dbopmynacu neiniaau.

Il. Tpanenus dbopmynacu.
[a, b] cermenTHH N-Ta Tenr Oynakka OynuO, f(X) GYHKIUSHUHT [X,X+1]
CErMCHT Oyitnua OJIMHTaH aHHMK HUHTErpaTHA
f f(x)dx~ f(x )+ F (%) AX, = f(x)+f(x.)b-a
2 2
bynnmaii Takpubuit dopmynaanu xap Oup [XoXe1] (k=0,1,2 ... , n-1)
CGFMGHTI[a €310, KeHnH ylapHu Xazma6 Ky TomamMus3:

j )+ J ()t J f(x)dx+J FO0)ds 22 (o) +H00)+OWT+0)HTO)

TakpuOuit ndoganaimus.

X e HE)HNE 22 [F(x0)+26(X)+2F (ko) ... +2f(Xo )+ (%)

Jemax 'f f(X)dxz—[f(X0)+2f(X1)+2f(X2)+ . +2f(X5.0)+f(X,)]. By dopmyna

Tpaneuusiap (bopMynacn.

[Tapabosanap cumicon popmyracu f(X) dhynkus [a,b] cermenTna 6epunran
Ba y3aykcu3 OyiicuH, [d, D] cerMeHTHH Xp=a<X;<X,< ... <X 2<Xon.1<Xzn=Db
HyKTajap épaamuaa 2n tTa TeHr Oymakka Oynamwus. f(X) GyHKIMSHUHT [Xok, Xoks2]
CEerMeHT Oyiln4a aHMK MHTErpaIHu TaKkpuOuil ndoaanaitmus.

j ! f(x)dxm,;a [F(Xai)+ 4T (1) +F(2ic2) ]

X2k
bynmaii TakpuOuii Qopmynanmapau xap Oup [Xok, Xow1], (k=0,1,2, ... , n-1)
CerMeHTra HucbaraH €3u0, KeHuH ynapHI/I Xaab Kylnamms.

j F(x)dx+ j F(x)dx+ j f(x)dx+...+ j f(x)dx~—[(f(xo)4f(x1)+f(x2))+(f(x2)+4f(x
3)+f(X4))+(f(X4)+4f(X5)+f(X6))+ ) +(f(Xan-2) +4f(Xan-1)+(Xan))]=
T % L(FO0)+(an)) +A(F(0)+H(Xa)+H(X5) +...+(Xon-1)) +2(F(2) (%) +(X6) ...+ Xz,
1))]-

Jlemak.

I f(X)dX~—[(f(x0)+f(x2n))+4(f(x1)+f(X3)+ A(Xon-

1))+2(f(Xz)+2(f(Xz)+f(X4)+---+f(in-z)]
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D

by dpopmyna napabonanap (Cumncon) ¢popmynacu Aednaaau.

¥Y3-y3MHM TeKIIHPHUII YYYH CABOJLIAP.

. AHVK MHTETpaia y3rapyBYMHHUHT aJIMAIITUPHIN YCYJIU HUMaIaH noopart?
. AHMK UHTerpanga Oyiiad uHTerpaam yCcyiu HuMajaaH noopat?
. AHWK WHTErpaJHH TaKpuOWH XucoOiam ydyH TYrpuTypyTOypuakiap (GopmyrnacuHu

€3MHT.

. AHUK WHTErpajJHu TaKpuOUi Xxucoba yuyyH Tpanenusiiap GopMyaacuHU E3UHT.
. AHUK HHTEerpajgHu TakpuOuid xucoobmnam yuyH CUMIICOH (pOpMYyIIACUHU E3UHT.
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18-MABPY3A
AHUK UHTETPAJIHU TEOMETPUK TAJABUKMU.
FO3AJTAPHU XU COBJIAILL
PEXA
1. AHUK UHTETPATHUHT TeOMETpUK Taaouku. KO3anapuu xucobmnani.
2. AHHMK MHTETPATHUHT KUCMJIAp XaXKMUHU XHCOOIAITra TaI0UKH.

TASHY UBOPAJIAP
Jrpu 4YM3MKJIM TPANCUUAHUHI I03H, K3aHM KYTO KOOpAMHATAJIAP
CHCTEMACH, HUIMHAPHUK JKUCMJIAPHUHT XA%KMH.

1. AHMK MHTErpaJHUHI reoMeTPUK Taa0uku. FO3amapuu xucoodsam.
KO3HM nekapT KoopAnHaTanapuaa XUcoOarl.

Arap y=f(x) ¢ynkuus [a, b]
Ay CEerMeHT/Ia y3JIyKCu3 Ba MmycOar Oyrica,
y Xxonma acocu [a, b] Oynran Ba
o=y IOKOpUJaH 0y (QYHKIUSHUHT Tpaduru
OwiaH dYerapajaHTraH OdIpU YHU3UKIU
TpaneusHUHT 103U

S:T f(x)dx:T ydx(1)

dbopmya OuiaH TOMUIIT MyMKHH.

1-pacm

Oumu [a, b] cermentna f(x)<0 Oyncun (2 pacm). Acocu [a, b] Oynran,
Kyhugan y=f(x) srpu 4yu3WK OWJIaH YerapajaHraH STpy YH3UKIW Tpanerus 0x
YKUJIAH NacTaa €Taau.

CuMMeTpHsl XaKHJIard TacaBBYpJIapuMHU3ra Kypa YHUHT S 103M yIlla acocra
sra OynaraH, jekuH tokopumaH y=-f(X)
STPU YM3UK OWJIAHT derapajaHraH SIpu v

B
YU3MKJIM Tpaneuusi to3ura tedr. f(x)<0
oynranu yuyH -f(x)>0 Ba (1) dopmymnanu
KyJUIaHUO, KyHUJaruHU TONaMU3. A
b b

S=[ [-f(x)]dx=-] f(x)dx (2) =

h

(1) Ba (2) dQopmymnanapau OutTa a b,
dbopmyra Kuiaud OUpIAMITUPUIIT MYMKHH 0

S=i [F(x)|dx (3) y=fx)

by dopmyna f(x) ¢yuknusHusr [a, b]
CErMEHTAa  MIIOpacu  y3rapajuraH 2-pacm.
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Oynaranma xam, spHH y Oy cerMeHTna MycOaT KUWMATIapHU XaM, MaHHH
KUWMaTIapHU XaM KaOyJl KAJTaH1a XaM ypUHIA Oyau0 KoJaIu.

Arap y;,=f1(X) Ba y,=f,(X) arpu un3ukiaap xamaa x=a Ba X=b Tyrpu 4u3uKIap
OwtaH 4yerapajaHraH q)HrypaHI/IHr I03UHU XI/ICO6JIaI/IMI/IB y xojmaa f1(X)> fo(x) mapr

Oaxxapuiran (pUTrypaHUHT 103U S= j f1(x)dx- j fo(x)dx= I [F1(X)-Fo(x)]dx

vA
%
/yﬁzw
0 a b
3-pacm.

Arap 3rpy YM3UKIM TPANEHUSHUHT 103U X=0(t), X=\y/(t) mapamMeTpuK MIaKIaa
Oepwiiran YM3MK OWjIaH yerapajianrad Oyica (te[a, B] Ba o(o)=a, ¢(B)=b) y xonaa
Oy TeHrinamanap [a, b] kecmagaru oupop y=f(x) dyHkuusau anukiaau (4-pacm).

vA
YW

A(A)

y=F()

4-pacm.
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b
Orpy YM3MKIM TPAaNEeLUSHUHT 03U I ydx ¢dopmyna Oyiimya xucobnamd
a

MYMKHWH. by MHTEerpania y3rapyBuMHU aaMaIlTHPAMU3:
Xx=¢(t); dx=¢ (t)dt
y=f(x)=f(e (1)) =y (1)
a=¢@(a) b=¢(B)

b
S= I v (t)oe (t)dt. by dopmyna yn3uk mepuMeTpUK TEHIIaMajap

OwiaHn Oupraivkia OSrpd YU3MKJIM  TpPANElUSHUHT  IO3UHM  XUCOOJaIl
dbopmynacuaup.

durypaap 103J1apuHU KyTO KOOpJUHATaIapa XUCOOalll.

AB srpu umsuk KyTO KoopauHaTamapuaa (x=pcose, y=psSin(e) p=p(o)
dbopmyia omnan Oepwiran OyiicuH, Oyuaa p(@) Gynknus [o, B] kemana y3myKcus.

p=p(p) TeHriaama OwiaH OepuiraH Srpu YM3UK Ba KyTO ykjgapu OWiIaH o
xamaa 3 Oypyak XOCHJI KWJYyBYM HKKA (=0, @=[ Hyp OWIaH dYerapajaHraH
burypaHu srpu YM3UKIN CEKTOp /€0 aTaluK.

Orpu un3uk ceKTopHUHT AOB S 1031 aHUK HHTErpalnra TeHr. SbHu

s=2 [ Ip(o)Tdo

y=f;(x)

S-pacm.
2. AHMK MHTETrPAJTHUHT KUCMJIAP Xa:KMUHU XHCO0JIAIITa TAA0OUKH.
a). JKHCMHUHT Xa)KMUHU KyHTIaJIaHT 1034 Oyiirya xucoOmanml.
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V-Xa)XM aHUKJIAHUIIM JIO3UM OynraH xap Oup >XucMHU Kapaiimus. by
KUCMHUHT OX yKUTa MEPHEeHAMKYJSP TEKUCIUK OMJIaH KECUMHUHU 103U MabilyM
OyncuH. By kecumiap KyHrjanaHr Kecumiiap aeiunany.

KyHnrnananr kecuMHu xonatu yHUHT OX yK OMJIaH KECUIIMII HYKTACUHUHT X
abcruccacy OMJIaH aHUKJIAHAIH.

AV

/
=
=

6-pacm.

X HUHT y3rapuiiy OujaH KeCHM [03M y3rapaau. KyHrnagaHr KecuM X HUHT
bynkuusicn S=s(X) gapa3 kmnainuk, S(X) y3nykcu3 pyHkuus OysicuH. JKucMHUHT
V xaxxmMuHM xucobjamn yuyH [a, b] kecMann a=xo< X1< X,<...< Xp.1< Xp=b HyKTanap
Owian uxtu€puil Oynakka yTkazamu3 (6-pacm). by Tekucnumkiap *UCMHHU n-Ta
KaTjlaMra akxpaTaju, YIapHUHT XaKMJIapuHu AV1 opkanu Oenrmnaimus. Y xosnja

V=Y AVi.
i=1

Xi1 Ba X;j a0cruccacu KeCHMMJIAp XOCHJI KWJTraH OWTTa KaTiaMHU Kapad
gyukamu3. YHUHT AVi xaxMm Oamanmmru Ax;=Xj-Xij1 acocu oupop &; adbciuccacu
KUCMHUHT KECUMU OWJIaH MOC TYIIQJUTraH TYrpyu WIMHAPHUHT XaKMHTa
TakpuOaH TeHr, OyHaa Xi1<§i<X; Ba myHHHTr yuyH xam S(&;) .pfuf rozara sra
Oynanu.

bynnai munuaapauar xaxMu S(&;)AX; ra Tenr AVixS(E;)AX;.

bepunran KUCMHUHT Xa)KMH Y9yH KyHUJard TaKpuOWN TEHTJIMKHU XOCHIT

KHJIamMu3. V=~ Zn: S(&)AX;

i=1
[a, b] cerMeHTHM OynuIlK KagamMu A Kuupaiiud Gopuinu 6mnan Oy TakpuOuit
TEHIJIMKHUHT aHUKIUTK  optu® Oopaau. IIyHMHr y4yH XaXKMHUHT aHHUK
KUWMAaTUHU OYJIHII KaJaMHUra HoJra KeJITUPUO XOCHIT KHJIaMu3.

V=1lim z S (ED)AX;

A0 4

81



> S(&)AX; iuruaam S(x) ¢yHKUMSAHMHT uHTerpan iurusaucuaup. lyHunr
i=1

n b b
yuyH lim > S(&)AXi= I S(X)dx. Iemak V= j S(X)dx. S(xX) KyHrgaJlaHr Kecum

1031, a Ba b )KUCM KECUMH YETKH HyKTaJIApHUHT abcryccanapanp.

0). AMTaHUII )KUCMJIAPUHU XXKMUHU XHUCOOJIaIII.

Arap kapanaérran xucMm y=f(X) 4n3uk OmiaH yerapajiaHraH TPy YHU3UKIIN
TpanemussHuHr Ox  yK arpoduja ainmaHunad xocun Oynca, Ox  ykura
NEPIICHIUKYISAP X abcimccacu KeCuM JoupanaH uoopar Oyiaud, YHUHT pajnycu
y=f(X) opauHaTtara Mmoc kenamau (7-pacm).

A Ao

7-pacm.

By xomma S(x)=ny’ éku S(x)=n(f(x))* Ba Ox yku arpodmma aiinaHaérran

b b
KUCMHHUHT XaKMH. V=7 'f y?dx  éxu Vzn_[ [f(x)]°dx. Oy yku atpoduna

d d
alaHa€TraH KUCMHHUHI XaKMHU V=nf x“dy ékn V=n I [e(y)]°dy Gyrma x=¢(y)

aMJIaHWII )KUCMHH XOCHJT KMJIYBYM YU3UKHUHT TeHITaMacu c<y<d.

Y3-y3UHM TEeKIIMPHULI YYYH CaBOJLIAp.

1. Ynsuknap mapaMeTpuKk TeHIIamanap OwiaH OepwiraH Xojjaa  sccH
burypanapHuHr 103u JlekapT KoopArHaTanap KaHjaan xucoonanaaun?

2. Kyr6 xoopauHaTanap cuctemacuia Oepuiral 3rpyu YM3UK OWIIaH yerapajaHTaH
ATPH YM3HUKJIM CEKTOPHUHT F03UHU XHcoOaml GopMyrnacuHu E3UHT.

3. dKucMHUHT MabliyM KyHIJaJdaHT KECUMU 103U Oyinuya Xa)XKMHH XHCOOJall yuayH
dbopmynacuHu E3UHT.

4. AMnaHuIl KUCMITApY XKMHUHH XHUCOOJIaIl yuyH (opMyIia KENTUPUO YHMKAPHHT.
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