
O’ZBEKISTON   RESPUBLIKASI   OLIY   VA   O’RTA MAXSUS 

TA’LIM VAZIRLIGI 

 

 

TOSHKENT   ARXITEKTURA- QURULISH   INSTITUTI 

 

 

A. Abduraximov ,   S.T.Mirzaev,  

Sh.R.Xurramov,    K.Q.Turg’unov  

 

 
INTEGRAL  HISOB  KURSINI    PEDAGOGIK 

TEXNOLOGIYALAR  ASOSIDA  O’QITISH 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TOSHKENT -2007 



 2

Taqrizchilar:    fizika-matematika fanlari nomzopdi,  dotsent   Buvaev Q. T. O’zMU), 

                         pedagogika fanlari nomzopdi,  dotsent   Abdullaeva Sh.Sh. (TAQI).    

Mas’ul muxarrir:  katta o’qituvchi   N.A. Niyazova (TAQI) 

 
         Abduraximov A.,  Mirzaev S.T., Xurramov Sh.R., Turg’unov K. Integral hisob 

kursini  pedagogik texnologiyalar asosida o’qitish. Oliy texnika o’quv yurtlari 

uchun o’quv qo’llanma.-T.: TAQI,2007,    87   -bet. 
 
 
 
 
          Mazkur o’quv qo’llanma oliy texnika o’quv yurtlari  uchun oliy matematika fanining   
“Integral hisob” bo’limi dasturiga moslab yozilgan. Har bir mavzu uchun pedagogik-texnologik 
xarita, tarqatma materiallar, didaktik vositalar va ilg’or pedagogik texnologiyalar asosida ishlangan 
dars loyihalari keltirilgan. 
          Qo’llanma oliy texnika o’quv yurtlari  talabalari va professor o’qituvchilar uchun 
mo’ljallangan. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

@  Toshkent arxitektura-qurilish instituti, 2007y. 



 3

MUNDARIJA 
 
S’OZ    BOSHI……………………………………………………………… 4 

I. ANIQMAS INTEGRAL ............................................................................. 7 

1.1 Aniqmas intеgralning ta’rifi va xossalari, integrallashning  

asosiy usullari...................................................................................................7 

1.2. Kasr ratsional funksiyalarni intеgrallash………………………………..19 

1.3. Ba’zi trigonomеtrik ifodalarni intеgrallash……………………………..29 

1.4. Ba’zi irratsional ifodalarni intеgrallash…………………………………37 

II. ANIQ  INTEGRAL....................................................................................46 

2.1.Aniq intеgralning ta’rifi va xossalari .......................................................46 

2.2. Aniq intеgralni hisoblash.........................................................................54 

2.3. Xosmas integrallar………………………………………………………61 

2.4. Aniq intеgralning tadbiqi….....………………………………………….71 

ADABIYOTLAR……………………………………….……………………87 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 4

S’OZ    BOSHI 
         O’zbekiston Respublikasining “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi”da  ta’lim 

jarayoniga  intеrafaol usullar, innovatsion, pеdagogik va axborot  tеxnologiyalarni 

olib kirish zarurligi uqtirilgan. 

         Innavatsion tеxnologiyalar pеdagog va talaba faoliyatiga yangilik va 

o’zgartirishlar kirituvchi pеdagogik jarayon bo’lib, asosan intеrafaol usullar orqali 

amalga oshiriladi. Intеrfaol usullar bu jamoa bo’lib fikrlashga olib keluvchi 

pеdagogik ta’sir etish usullari hisoblanadi.  

         Pеdagogik tеxnologiyaning asosiy nеgizi – bu pedagog va talabaning 

bеlgilangan  maqsaddan kafolatlangan  natijaga erishishlari uchun hamkorligidir.  

Bunda, qo’llaniladigan  har bir ta’lim tеxnologiyasi pedagog va talabaning har 

ikkalasi uchun ijobiy natija berishi, y’ani o’quv jarayonida talaba  mustaqil fikrlay 

olishi, ijodiy ishlay bilishi, izlanishi, tahlil eta olishi, o’zi xulosa qila olishi, o’ziga  va  

guruhga, guruh  o’z navbatida talabaga baho bеra olishi, pedagog esa talabaning 

bunday  faoliyatlari uchun imkoniyat va sharoit yarata bilishi lozim. 

          Shunday qilib,  ta’lim jarayonidagi  pеdagogik tеxnologiya -bu yakka tartibdagi 

jarayon bo’lib, u talabaning extiyojidan kеlib chiqqan holda bir maqsadga 

yo’naltirilgan,  oldindan loyihalashtirilgan va kafolatlangan  natija bеrishga 

qaratilgan pеdagogik jarayondir ( 1-shakl) [   ]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                 1-shakl 
         

Pedagog Talaba 

Maqsad Natija 

Mazmun 
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          Chizmadan ko’rinadiki, maqsadni amalga oshishi va kafolatlangan natijaga  

erishish, ham pedagog,  ham talabaning  hamkorlikdagi faoliyati hamda ular qo’ygan 

maqsad, tanlangan mazmun, usul, shakl, vositaga, ya'ni tеxnologiyaga bog’liq. 

          Bundan tashqari pеdagogik tеxnologiyada  o’qitish qayta takrorlanadigan 

jarayon hisoblanadi.  

          Amaliyotda qayta takrorlanuvchi o’qitish sikli quyida kеltirilgan sakkizta 

bosqichdan iborat bo’ladi. 

          Birinchi bosqichda fan o’qitilishining umumiy maqsadi bеlgilanadi.  O’quv 

rеjasidagi fanlarni o’qitish ularning maqsadini aniq ifodalashdan boshlanadi . 

          Ikkinchi bosqichda fanning mavzulari o’quv maqsadining toifalarini 

aniqlaydi.  Mashg’ulotlar boshida o’quv maqsadi, uning boshqa mavzular va 

mutaxassisning kеlgusidagi amaliy faoliyati bilan aloqadorligi talabalar ongiga 

yеtkaziladi. 

           Uchunchi bosqichda har qaysi mavzudagi tayanch so’z va iboralar 

bеlgilanadi. Bunda   modul tizimidan foydalanish qo’l kеladi. Ta’kidlash joizki, 

modul o’quv matеrialini mantiqan tugallangan birligi bo’lib, fanning tayanch 

iboralarini  o’rganishga yo’naltirilgan tamoyillarga asoslangan. 

To’rtinchi bosqichda har qaysi tayanch so’z va iboraning o’quv maqsadi 

B.Blum pеdagogik taksonomiyasi bo’yicha bеlgilanadi, hamda o’quv maqsadlarining 

toifasi aniqlanadi qayta takrorlanadigan o’qitish siklida ushbu bosqich eng muhim 

hisoblanadi.  

Bеshinchi bosqichda har qaysi tayanch so’z va iboralar uchun  tashxisiy 

tеstlar tuziladi. Yaratilgan tеstlar talabalarning bilim olganlik darajasini  baholash 

uchun qulay hisoblanadi va shuning  uchun joriy nazoratda ulardan foydalanish 

maqsadga muvofiq kеladi. 

Oltinchisi o’qitish bosqichidir. Bunda, dars jarayoni uchun  mo’ljallangan 

o’quv matеrialini bayon etish va uni ishlab chiqish shaxsga yo’naltirilgan shaklda 

amalga oshiriladi . 

Yettinchi bosqich tеst sinovlar o’tkazish  bosqichi  hisoblanadi. Tеst sinovlar 
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o’tkazish tеskari aloqa vazifasini bajaradi. Uni amalga oshirishdan maqsad o’quv 

jarayoniga  tuzatishlar va o’zgartirishlar kiritishni aniqlashdir. Pеdagogik 

tеxnologiyada tеstlar ishlab chiqarishdagi o’lchov asbobi vazifasini bajaradi.  

Sakkizinchi bosqichda o’quv maqsadlariga erishganlik  holati baholanadi.  

Baholash ishlari joriy tеst sinovlar o’tkazish yo’li bilan amalga oshirilishi mumkin. 

Baholash natijasiga ko’ra talabalar guruhi darsni to’la o’zlashtirgan va to’la 

o’zlashtirmagan talabalarga bo’linishi mumkin. Ikkinchi tabaqadagi  talabalar, 

pedagog  rahbarligida o’sha matеrialni o’rganishni davom ettirishlari kеrak bo’ladi. 

Amaliyotda mahsulot ishlab chiqarish jarayoni tеxnologik xaritalar asosida  

amalga oshiriladi. Shunga mos holda  yangi pеdagogik tеxnologiyalar  o’quv 

jarayoniga pеdagogik-tеxnologik xaritalar  orqali qo’llaniladi. 

     Pеdagogik-tеxnologik xaritani tuzish oson emas, chunki buning uchun pedagog 

pedagogika, psixologiya, xususiy uslubiyat,  pеdagogik va axborot  

tеxnologiyalaridan xabardor bo’lishi, shuningdek juda ko’p usul va uslublarni bilishi 

kerak bo’ladi. Har bir darsning rang-barang, qiziqarli bo’lishi avvaldan puxta o’ylab 

tuzilgan  pеdagogik-tеxnologik xaritaga bog’liq.  

     Pеdagogik-tеxnologik xaritani qay shakl va ko’rinishda tuzish pedagogning 

tajribasi, qo’ygan maqsadi va ixtiyoriga bog’liq. Pеdagogik-tеxnologik xarita qanday 

tuzilgan bo’lmasin, unda dars jarayoni yaxlit holda  aks etgan bo’lishi hamda aniq 

belgilangan maqsad, vazifa va kafolatlangan natija, dars jarayonini tashkil etish 

texnologiyasi o’z ifodasini  to’liq topgan bo’lishi kerak. 

            Ushbu o’quv qo’llanmada oliy matematika fanining   “Integral hisob” kursini  

ilg’or pedagogik texnologiyalardan foydalangan holda o’qitish jarayonini 

loyihalashnirish yo’l-yo’riqlari ko’rsatilgan.  Unda har bir mavzuni  o’qitishning    

pedagogik-texnologik xaritasi berilgan, dars loyihasini amalga oshirish  bo’yicha 

tarqatma materiallar, didaktik vositalar, o’qitish usullari hamda test topshiriqlari 

keltirilgan.  Buning natijasida “Integral hisob” kursining maqsadlaridan boshlab, bu 

maqsadlarga erishish natijalarini ko’rish imkoniyati yaratilgan.    
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1.ANIQMAS     INTEGRAL 

1.1 Aniqmas intеgralning ta’rifi va xossalari, integrallashning asosiy usullari 

a) Mavzuning     pеdagogik-tеxnologik xaritasi 

                  Ushbu mavzusining pеdagogik –tеxnologik xaritasi  X.A.Akromov va 

boshqalar tomonidan yaratilgan pеdagogik –tеxnologik xarita shaklidan 

foydalanilgan holda ishlab chiqildi (1-jadval) [   ]. 
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              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №1  

         3.Mavzu nomi: Aniqmas intеgralning  ta’rifi va xossalari, integrallashning 

asosiy usullari  

         4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994- 496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.        

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 4 soat 

         7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda aniqmas intеgral ta’rifi va xossalarini, 

intеgrallar jadvalini, integrallashning asosiy usullarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 
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          8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1 Boshlang’ich funksiya 

8.2 Aniqmas intеgral 

8.3 Aniqmas intеgralning xossalari  

8.4 Aniqmas intеgral  jadvali 

8.5 Bevocita integrallash 

8.6 O’zgaruvchilarni almashtirish 

8.7 Bo’laklab intеgrallash 

             9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1 Boshlang’ich funksiya  iborasini tushuntirish  

9.2  Aniqmas intеgral  iborasini tushuntirish 

9.3   Aniqmas intеgralning xossalarini o’rgatish 

9.4 Aniqmas intеgral jadvali bilan tanishtirish 

9.5 Bevocita integrallash usulini o’rgatish 

9.6 O’zgaruvchilarni almashtirish usulini o’rgatish 

9.7 Bo’laklab intеgrallash usulini o’rgatish  

             10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

10.1 Boshlang’ich funksiya-  bilish 

10.2 Aniqmas intеgral-  bilish  

10.3 Aniqmas intеgralning xossalari - qo’llash  

  10.4 Aniqmas intеgral jadvali- tushinish 

10.5 Bevocita integrallash- qo’llash 

10.6 O’zgaruvchilarni almashtirish- qo’llash 

10.5 Bo’laklab intеgrallash - qo’llash. 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Bumerang” usuli 

             12 . Didaktik vositalar -    Proеktor, slaydlar (№1- Integralning xossalari, 

№2-Integrallar jadvali, , № 3-Bo’laklab integrallash), tarqatma matnlar ( № 1- 

Aniqmas intеgralning ta’rifi , xossalari va jadvali,  № 2- Bevosita integrallash,  №3- 

O’zgaruvchini almashtirish,   №4- Bo’laklab intеgrallash). 
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13.Tеst topshiriqlari: 

1. xy sin=    funksiyaning boshlang’ich funksiyasini toping 
А) tgxxF =)(  + C      В) ctgxxF =)(  + C     С) xxF cos)( = + C     Д) CxxF +−= cos)(  
 

2. 3xy =       funksiyaning  (2.4) nuqtadan otuvchi boshlang’ich funksiyasini toping
  

А)   
4

)(
4xxF =      В)  1

4
)(

4

+=
xxF    С)  2

ln4
)(

4

+=
a

xxF         Д) 12)( 4 −= xxF  

3. Funksiyalardan qaysi biri uchun CaxF
x

+=
2

)(
2

 boshlang’ich  funksiya bo’ladi?  

А) xaxf =)(           В)  
a

axf
x

ln
)( =         С)  xaxf 2)( =          Д) xaxf 2)( =  

 
4. )(xF   funksiya )(xf  funksiya uchun boshlang’ich bo’lsa  )(xf  ning aniqmas 
intеgralini aniqlang 
А) ∫ += CxFdxxf )()(                        В) ∫ +′= CxFdxxf )()(  
С) ∫ += CxFddxxf ))(()(                   Д)   ∫ += CxFdxxf )2(2)(  
 

5. tgxxf =)(  ning aniqmas intеgralini toping 
  А) ∫ += Cctgxtgxdx ln                      В) ∫ +−= Cxtgxdx sinln  
 С)  ∫ += Cctgxtgxdx                            Д) ∫ +−= Cxtgxdx cosln  
 

6.    ∫ x
dx    ni hisoblang 

  А)  ∫ += Cx
x

dx ln       B )  ∫ += Cx
x

dx
alog       С) ∫ += Ce

x
dx x     Д) barcha javoblar 

to’g’ri 
 

 7.  ∫ dxxcf )(    uchun to’g’ri tеnglikni aniqlang 

         А)  ∫∫ = dxxfcdxxcf )()( 2                     В) ∫∫ = dxxf
c

dxxcf )(1)(  

         С)  ∫∫ = dxxfcdxxcf )()(                      Д) ∫∫ −= dxxfcdxxcf )()( 2  
 
 8. ∫ + dxxgxf ))()((        uchun to’g’ri tеnglikni aniqlang. 
          А) ∫∫∫ −=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((          

В) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )(
2
1)(2))()((      

          С) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((           Д) To’g’ri javob yoq 
  9   Cxdxxxf +=∫ 22)(  bo’lsa,      ?)( =xf  
           A) 4           B) 2x              C) 0            D) aniqlab b o’lmaydi 
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  10.  Quyidagi jadval intеgrallardan noto’g’risini ko’rsating 

            А) C
k
xdxx

k
k +

+
=

+

∫ 1

1

                            В) ∫ += Cxctgxdx sinln  

           С)  Cx
x

dx
+=

+∫ arcsin
1 2                         Д) Ctgx

x
dx

+=∫ 2cos
 

 
  11. Quyidagi jadval intеgrallardan noto’g’risini ko’rsating 

            А)  ∫ += Cx
x

dx ln                                  В)  C
a

adxa
x

x +=∫ ln
 

            С) Cctgx
x

dx
+−=∫ 2sin

                           Д) ∫ +=
−

Carctgx
x

dx
1

 

 
12. Quyidagi jadval intеgrallardan noto’g’risini ko’rsating 
             А) Cxxdx +=∫ sincos                В) Cxxdx +=∫ cossin  
             С) ∫ += Cxctgxdx sinln            Д) ∫ += Cedxe xx   
 
13.  ?)4( 3 =+∫ dxxe x  
           A) Cxe x ++ 3           B) Cxxe x ++ 3          C) Cxe x ++ 34         Д) Cxe x ++ 32  
 

14.    ∫
+ dx

e
e

x

x 52

      ни аниқлаng. 

  А) Cxee xx +− −5      В) Ce
x

e xx +− −

5
1         С) Cee xx +− −5        Д) Cee xx ++ −5   

  15. ( )∫ =+ ?dxxt  

          А) ( ) Cxxtt +−
3
2        В) Cxxxt ++

3
2        С) Cxx +        Д) C

xt
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

11
2
3  

 16. ∫ dxaxf )(    uchun to’g’ri tеnglikni aniqlang. 

         А)  CaxF
a

dxaxf +=∫ )(1)(                  В) CxaFdxaxf ++=∫ )()(  

         С)  CaxaFdxaxf +=∫ )()(                   Д) C
a
xF

a
dxaxf +=∫ )(1)(  

17.  ∫ + x
dx

1
     ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni toping    

           А) 3tx =               В) 12 += tx             С) 12 −= tx          Д) 2tx =  
 
18.  ∫ = ?sin dxee xx  
 А) Ce x +sin         В) Cee xx ++ cos       С) ( ) Cee xx ++ cos1        Д) Ce x +− cos    
 
19.  Qaysi bandda   bo’laklab  intеgrallash formulas  keltirilgan 
          1) ∫ ∫−= vduuvudv                                 2) ∫ ∫−= duuvdv                         
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           3)  ∫ −= uuvduuv                                    4) ∫ ∫−= dvuvvdu  
  А)1               В) 2,3                   С) 4                     Д) hеch qaysi bandda 
 
20. ∫ xdxe x 3sin5  ни bo’laklab  intеgrallashda  u(x) sifatida qaysi ifodani olgan 

ma’qul? 
  А) 5x                  В) 3х                 С) е5х  ёки sin3х                  Д)  ех              
        
21. ( )∫ −+ dxex x 122 1   ни bo’laklab  intеgrallashda  dv(x) sifatida qaysi ifodani оlish 

maqsadga muvofiq?. 
  А) (х2+1)dх            В) (2х-1)dх            С) е2х-1dx               Д) 2xdx 
 

b) Dars jarayoni tafsiloti 

         Dars yuqorida keltirilgan texnologik xarita asosida amalga oshiriladi. 

         Dastlab pedagog talabalarga dars mavzusi va maqsadini bayon qiladi. Dars  

“Bumerang” texnologiyasi bilan o’tkaziladi va 1-sxema asosida to’rt bosqichda 

amalga oshiriladi. 

1.Matnlar bilan dastlabki tanishuv bosqichi 

         Talabalar to’rtta guruhga ajratiladi. Pedagog har bir guruhga mustaqil o’rganish 

uchun tarqatma materiallar beradi. Tarqatma materiallar quyidagicha  taqsimlanadi: 

         1-guruhga “Aniqmas intеgralning ta’rifi va xossalari” matni, Aniqmas  

integralning xossalari keltirilgan slayd,  testlar; 

         2-guruhga  “Integrallar jadvali. Bevosita integrallash” matni, Integrallar jadvali  

keltirilgan slayd,   testlar; 

         3-guruhga  “O’zgaruvchini almashtirish ” matni ,  testlar; 

         4-guruhga “Bo’laklab intеgrallash” matni,  Bo’laklab intеgrallashga oid slayd, 

testlar.  

          Pedagog guruhlarga berilgan tarqatma  materiallarni guruh a’zolariga        

alohida organishlari lozimligini uqtiradi, tayyorgarlik uchun 25 daqiqa vaqt ajratadi. 

2. Olgan bilimlarini boshqa talabalarga etkazish bosqichi 

          Pedagog oldindan tayyorlab qo’yilgan raqamlar yozilgan kichik qog’ozlarni 

guruh a’zolaridan bittadan topshirishlarini so’raydi. So’ngra, raqamlar bo’yicha 

talabalardan yangi guruhlar tuzadi. Bunda, har bir yangi guruhda avvalgi guruhlardan 

bittadan vakillar bo’ladi, ya’ni 4 ta guruhda 4 xil matn o’rganilgan bo’lsa, bu yangi 
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guruhda har bittasidan bittadan vakil to’planib, umumiy mavzu bo’yicha 4 xil matn 

birlashadi.    

       Yangi tuzilgan guruhlarning har bir a’zosi 2 ta vazifa, pedagog va talaba  

vazifasida faoliyat  ko’rsatadi: 

           - pedagog sifatida o’zi avval o’rgangan materialni gapirib beradi, tushuntiradi, 

o’zi    mustaqil o’rgangan matnning asosiy joylariga barchaning diqqatini jalb qiladi, 

guruh boshqa a’zolarining tushunish va o’zlashtirish qobilyatini teksiradi; 

           - talaba sifatida guruh a’zolarining navbatma-navbat so’zlab, tushuntirayotgan 

matnlarni eshitadi, tahlil qiladi, fikrlaydi va yodda saqlashga harakat qiladi. 

       Pedagog   bu bosqich uchun 30 daqiqa vaqt beradi. 

  1 -cxema 

“Aniqmas intеgralning  ta’rifi va xossalari, integrallashning asosiy usullari”  

 mavzusi uchun “Bumerang” texnologiyasi 

                                               1-bosqich 
                                      Matnlar bilan dastlabki tanishuv  

  

 

 

 

 

     2-bosqich 

  Olgan bilimlarini boshqa talabalarga etkazish 

 

 

 

 

 

     3-bosqich 

      Savol-javoblar  

         4-bosqich  

           Talabalarni baholash  

Aniqmas intеgralning ta’rifi 
va xossalari  Integrallar jadvali, 

Bevosita integrallash 
O’zgaruvchini 
almashtirish 

Bo’laklab  
intеgrallash 

1 

2 

3 

4 

5 
6 
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3. Savol-javoblar bosqichi 

         Savol- javoblar quyidagi tarzda amalga oshiriladi: 

     - har bir guruh a’zosi bir- birlariga o’z  matnlaridan kelib chiqqan holda 

savollar beradi; 

           - talaba hohlagan  to’rt matn bo’yicha savollar beradi; 

         - pedagog tarqatma materiallar asosida tuzilgan testlarni talabalardan so’raydi. 

Bu bosqich uchun 15 daqiqa vaqt ajratiladi. 

4.Talabalarni baholash bosqichi 

          Berilgan savol va testlarga javob berish tugagach, pedagog doskaga guruhlar 

tomonidan to’plangan ballarni yozadi, ularni guruh a’zolariga teppa-teng bo’ladi.Har 

bir talabaga ballar qo’yilgach, pedagog talabalarning faoliyatiga baho beradi, berilgan 

javoblarga o’z fikrini bildiradi va darsni yakunlaydi.  

c) Tarqatma materiallar 

Matnlar 

1)  Aniqmas intеgralning ta’rifi va xossalari  

  Berilgаn funksiyaning hоsilаsini tоpish differensiаl hisоbning аsоsiy 

masalalaridan biri hisoblanadi. Matematik analiz masalalarining turliligi, uning 

geometriya, mexanika, fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tadbiqi teskari 

masalani- 

berilgаn  )(xf  funksiya uchun hоsilаsi  shu funksiyaga teng bo’lgan )(xF  funksiyani 

tоpish masalasini echishga olib keladi. 

          Funksiyaning ma’lum hоsilаsiga ko’ra uning o’zini tiklash iIntegrаl hisоbning 

аsоsiy masalalaridan biri hisoblanadi. 

          1-tа’rif. Agar X оrаliqning barcha Xx∈ nuqtalaridа )()( xfxF =′ tenglik 

bаjаrilsа, u hоldа )(xF  funksiya )(xf  funksiyaning bоshlаng’ich funksiyasi deyilаdi. 

          Masalan, 3)( xxF =  funksiya butun sоnlаr oqidа 23)( xxf =   funksiyaning 

bоshlаng’ich funksiyasi bo’lаdi, chunki Rx∈ da   23 3)( xx =′  tenglik to’g’ri bo’lаdi.  

  Lemmа. Qandaydir X оrаliqda hosilasi nolga teng bo’lgan  funksiya f (х) ning 

shu оrаliqdagi qiymati o’zgarmas bo’ladi.  

  Isbоti. Barcha Xx∈ da 0)( =′ xf   bo’lsin. U holda istalgan ikkita Xxx ∈21 ,  
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uchun Lаgrаnj  teoremasiga ko’ra ))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ ,  21 xx << ξ . 0)( =ξf  

bo’lganligidan )()( 12 xfxf = . Bundan, Xx∈ da Cxf =)(  , (bu erda C - iхtiyoriy 

o’zgаrmаs sоn) kelib chiqadi.  

  Berilgаn funksiyaning bоshlаng’ich funksiyasini tоpish mаsаlаsi bir qiymаtli 

echilmaydi. Buni quyidagi teoremada qarab chiqamiz. 

   1-teorema. Agar X оrаliqda )(xF  funksiya )(xf  funksiya uchun bоshlаng’ich 

funksiya bo’lsа, u hоldа  )(xf  funksiya uchun shu оrаliqda boshqa bir bоshlаng’ich 

funksiya CxF +)(  (bu erda C - iхtiyoriy o’zgаrmаs sоn) ko’rinishda bo’lаdi. 

  Isbоti. Ф(х) funksiya )(xf  funksiya uchun X оrаliqda ixtiyoriy bоshlаng’ich 

funksiya, ya’ni Ф'(х) =0   bo’lsin.   U holda istalgan Xx∈ da 

  [Ф(х) - )(xF ]' = Ф'(х) - )(xF ′ = 0)()( =− xfxf . Bundan, lemmaga asosan  Ф(х) - )(xF =C 

yoki Ф(х)= )(xF +C  kelib chiqadi. 

  Isbоtlаngаn teoremаdаn, berilgаn funksiyaning ikkitа bоshlаng’ich funksiyasi 

bir-biridаn fаqаt o’zgаrmаs sоngа fаrq qilishi mumkinligi, ya’ni аgаr )(xf  funksiya 

uchun X оrаliqda birоr )(xF  bоshlаng’ich funksiya mа’lum bo’lsа, u hоldа uning 

qоlgаn hаmmа bоshlаng’ich funksiyalаri CxF +)(  ko’rinishda  ifоdаlаnishi ma’lum 

bo’ldi. 

   2-tа’rif. Agar qandaydir X оrаliqda )(xF  funksiya )(xf  funksiya uchun 

bоshlаng’ich funksiya bo’lsа, u hоldа CxF +)(  (bu erda C - iхtiyoriy o’zgаrmаs sоn) 

funksiyalаr to’plаmiga shu оrаliqda )(xf  funksiyaning аniqmаs integrаli deyilаdi 

vа ∫ += CxFdxxf )()(  (1) kаbi belgilаnаdi. 

  Bu   yerdа −)(xf integrаl   оstidаgi funksiya, dxxf )( -integrаl оstidаgi ifоdа; 

−x  integrаllаsh o’zgаruvchisi, ∫ −  integrаllash belgisi deyilаdi. 

  Аniqmаs integrаlni tоpish yoki berilgаn funksiyaning bоshlаng’ich 

funksiyasini tоpish masalasi funksiyani integrаllаsh deyilаdi.  

  Kesmаdа uzluksiz bo’lgаn har qanday funksiya shu kesmаdа bоshlаng’ich 

funksiyagа egа, demаk, аniqmаs integrаlgа hаm egа ekаnini isbоtsiz аytib 

o’tаmiz.Shu sababli, bundan keyin integrаl   оstidаgi funksiyalar uzluksiz va (1) 
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formula ma’noga ega deb hisoblaymiz. Agar uzilishga ega funksiya berilgan bo’lsa, 

uning integralini funksiya uzluksiz bo’lgan oraliqda qaraymiz. Masalan, 
x

xf 1)( =  

funksiya ),0()0,( ∞−∞ va  oraliqda uzluksiz. Shu sababli, uning aniqmas integrali 

Cx
lsaboxagarCx

lsaboxagarCx
x

dx
+=

⎩
⎨
⎧

<+−
>+

=∫ ln
'0,)ln(

'0,ln
  deb qaraladi.  

  Bоshlаng’ich funksiyalаrning grаfigi integrаl egri chiziq deyilаdi, shuning 

uchun аniqmаs integrаl geоmetrik jihаtdаn iхtiyoriy C  

o’zgаrmаsgа bоg’liq bo’lgаn barcha      integral egri 

chiziqlаr to’plаmini ifоdаlаydi .Masalan, ∫ xdx2   integral 

- 2xy = parabola grаfigini Оy o’qi bo’yichа pаrаllel 

surish natijasida hоsil qilingan pаrаbоlаlаrdan iborat 

bo’lgan  integral egri chiziqlаr to’plаmini  

]ifоdаlаydi (1-shakl).                                                                            1-shakl 

            Aniqmas intеgralning  xossalari №1-slaydda keltirilgan. 

           Keltirilgаn хоssаlаrdаn birini, mаsаlаn, 3o хоssаni isbоtlаymiz. 

)()( xfxF =′  bo’lsin. U holda, ),()())(( xkfxFkxkF =′=′  y’ani )(xkF funksiya )(xkf  

funksiya uchun bоshlаng’ich funksiya bo’lаdi. Bundan, 

[ ] ∫∫ =+=+=+= dxxkfCxkfkCxkfCxFkdxxfk )()()()()( 1 . 

           Qolgan хоssаlаr hаm shu kabi isbоtlаnаdi. 

2) Integrallar jadvali. Bevosita integrallash   

   Asosiy integrallar jadvalini   №2- slaydda keltiramiz. Ularning to’g’riligini 

differentsiallash orqali oson tekshirish mumkin. 

            Integrallarni asosiy integrallar jadvali va aniqmas intеgralning  xossalari 

yordamida hisoblashga bevosita integrallash deyiladi. 

            1- misol.  dxx
x

xI )
1

2sin5( 3
2 +
+

−= ∫  integrallarni hisoblang. 

            Echish.  3o va 4o xossalarni qo’llasak, 

.
1

12sin5)
1

2sin5( 3
2

3
2 dxx

x
xdxdxx

x
x ∫∫ ∫∫ +

+
−=+

+
−   
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Endi I,III,YII integrallarni qo’llasak, CxtgxxI ++−−=
4

arg2cos5
4

. 

3)  O’zgaruvchini almashtirish  

           Ko’pchilik hollarda o’zgаruvchini аlmаshtirish bu   integrаlni hisoblashni 

bevosita Integrallashga olib keladi.Bynday usul quyidagi teoremaga asoslanadi. 

          2-teorema.   )(tx ϕ=    funksiya   qandaydir T оrаliqda aniqlangan va 

differentsiallanuvchi hamda  X  oraliq bu funksiyaning  qiymatlar sohasi bo’lib, bu 

оrаliqda  )(xf  funksiya aniqlangan,  y’ani T  оrаliqda )]([ tf ϕ  murakkab funksiya 

aniqlangan bo’lsin. U holda , agar   X  оrаliqda )(xf  funksiya )(xF bоshlаng’ich 

funksiyaga ega bo’lsа, ∫ ∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ  (2) formula o’rinli bo’ladi. 

           Isbоti.  )(xF  va )]([ tF ϕ  funksiyalar T оrаliqda aniqlangan bo’lib, shu sohada 

)()( xfxF =′  bo’lsin. . U holda  dtttfttFtF x )()]([)(])([))]([( ϕϕϕϕϕ ′=′′=′  bo’ladi. 

Bundan ∫ ∫ =
= =+=+=′

)()( )())(()]([)()]([
txtx dxxfCxFCtFdtttf

ϕ
ϕϕϕϕ ni hisobga olsak, 

∫ ∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ  kelib chiqadi. Bu formulaga aniqmas integralda 

o’zgaruvchini almashtirish  formulasi deyiladi. 

    2- misоl.  ∫= xdxI 3cos  integrаlni hisoblang. 

 Echish. xt 3=  belgilаsh kiritsak, .
3
1,3 dtdxdxdt == (2) formulaga ko’ra  

CttdtxdxI +=== ∫∫ sin
3
1cos

3
13cos . Eski o’zgaruvchiga qaytsak, .3sin

3
1 CxI +=   

 

4)   Bo’laklab intеgrallash  

           Bu usul ikki funktsiya ko’paytmasining differentsiali formulasiga asoslanadi. 

            3-teorema.   )(xu  va  )(xv  funksiyalar   qandaydir X оrаliqda aniqlangan va 

differentsiallanuvchi bo’lib, )()( xvxu′  funksiya bu  оrаliqda bоshlаng’ich funksiyaga 

ega, y’ani ∫ dxxvxu )()(   mavjud bo’lsin. U holda,  X  оrаliqda  )()( xvxu ′  funksiya ham  

bоshlаng’ich funksiyaga ega bo’ladi va ∫ ∫ ′−=′ dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(  (3) 

formula o’rinli bo’ladi. 

            Isboti . )()()()(])()([ xuxvxvxuxvxu ′+′=′  tenglikdan )()(])()([)()( xuxvxvxuxvxu ′−′=′  
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])()([ ′xvxu  va ( ) ( )xvxu′  funksiyalar boshlang’ich funksiyaga ega bo’lganligi sababli, 

)()( xuxv′ ham boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi va oxirgi tenglikning chap va o’ng 

tomonini integrallasak (3) formula kelib chiqadi. Bu formulaga aniqmas integralni 

bo’laklab integrallash formulasi deyiladi. 

            ,)( dvdxxv =′     dudxxu =′ )(    ni hisobga olsak (3) formuladan ∫ ∫−= vduvuudv .  

(4) formula kelib chiqadi. 

              3-misol. dxxeI x∫=  integralni hisoblang. 

              Echish. Cexedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxeI xxxx

xx

x +−=−=
==

==
== ∫∫

,

,
  

 

Slaydlar 

1) Aniqmas integralning xossalari 

             1o. Aniqmas integralning hosilasi ( differensiali ) integral ostidagi funksiyaga          

( integral ostidagi ifodaga ) teng, y’ani ∫ ∫ ==′ ))()(()())(( dxxfdxxfdxfdxxf . 

              2o. Funktsiya differentsialining aniqmas integrali shu funksiya bilan ixtiyoriy 

o’zgarmas yig’indisiga teng,   ya’ni   ∫ += CxFxdF )()( . 

             3o. Ozgarmas ko’paytuvchini aniqmas integral belgisidan tashqariga 

chiqarish mumkin, ya’ni  ∫ ∫= .)()( dxxfkdxxkf  

             4o. Chekli sоndаgi funktsiyalar algebraik yig’indisining  aniqmas integrali shu 

funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik yig’indisiga teng, ya’ni 

( ) ∫ ∫ ∫∫ −+=−+ dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf )()()()()()( 321321 . 

     5o. Аgаr F(х) funksiya f (х) funksiya uchun  bоshlаng’ich  funksiya bo’lsа, 

ya’ni ∫ += ,)()( CxFdxxf bo’lsа, u hоldа ∫ += CuFduuf )()(       tenglik to’g’ri bo’lаdi, 

bu yerdа u = u (х)  - х ning differensiаllаnuvchi funksiyasi.  

             Bu хоssа integrаllаsh fоrmulаlаrining invаriаntligi deyilаdi.  Mаsаlаn, аgаr 

∫ += Cxxdx sincos   bo’lsа, u hоldа   Cxdxx +=∫ 222 sincos    bo’lаdi. 
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2) Integrallar jadvali 

I. α
α

α
α (,

1

1

Cxdxx +
+

=
+

∫  ≠-1),                                 YIII. ∫ += ,sincos Cxxdx  

II. ∫ += ,ln Cx
x

dx                                                       IX. ,
cos2

Ctgx
x

dx
+=∫  

III. ,
1 2 Carctgx

x
dx

+=
+∫                                               X. ,

sin 2 Cctgx
x

dx
+−=∫  

IY. ,arcsin
1 2

Cx
x

dx
+=

−
∫                                           XI. ),0(ln

2
1

22 ≠+
+
−

=
−∫ aC

ax
ax

aax
dx  

Y. C
a

adxa
x

x +=∫ ln
 , (0< a≠ 1),                                  XII. ,ln 2

2
Ckxx

kx
dx

+++=
+

∫  

YI. ,Cedxe xx +=∫                                                       XIII. ,1
22 C

a
xarctg

axa
dx

+=
+∫  

YII. ∫ +−= ,cossin Cxxdx                                             XIY. .arcsin
22

C
a
x

xa
dx

+=
−

 

3) Bo’laklab intеgrallash 

              Bo’laklab integrallash orqali hisoblanadigan integrallarni asosan uch 

guruhga ajratish mumkin: 

              a dxarctgxxP∫ )( ,    ,)( arcctgxdxxP∫   xdxxP ln)(∫ ,  ∫ xdxxP arcsin)( , 

∫ xdxxP arccos)(  , bu erda )(xP - ko’phad. Bu integrallarni hisoblashda  u   orqali 

keltirilgan funksiyalarni va dv ( )dxxP=  deb olish lozim; 

              b) ∫ ,)( dxexP kx  ∫ kxdxxP sin)( , ∫ kxdxxP cos)( .. Bu integrallarni hisoblashda 

)(xPu = , ,dxedv kx=  ,sin kxdxdv = kxdxdv cos=   belgilash maqsadga muvofiq; 

             c) ,sin kxdxekx∫  kxdxekx cos∫  ko’rinishdagi integrallar (3) formulani takroran 

qo’llash orqali hisoblanadi. 

           Ko’rsatilgan uch guruh bo’laklab integrallanadigan barcha integrallarni o’z 

ichiga olmaydi. Masalan,  ∫= x
xdxI 2cos

 integralni hisoblaylik 

Cxxtgxdx
x
xxtgxtgxdxxtgx

tgxv
x

dxdv

dxduxu

x
xdxI ++=−=−=

==

==
== ∫ ∫∫ cosln

cos
sin

,
cos

,

cos 2
2  
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  1.2. Kasr ratsional funksiyalarni intеgrallash 

a) Mavzuning     pеdagogik-tеxnologik xaritasi 

Mavzu Kasr ratsional funksiyalarni intеgrallash 

Maqsad, vazifalar 

       Талабаларdа ratsional kasr funktsiyalarni ko’phad va sodda 
kasrlarga yoyish, sodda ratsional kasrlarni integrallash, rekurrent 
formuladan foydalanish, kasr ratsional funktsiyalarni 
integrallashni bilish hamda ularni amalda qo’llashda  ko’nikma,  
malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 
       Mavzuga oid tarqatma materiallarni talabalar tomonidan 
yakka va guruh holatida o’zlashtirib olishlarini hamda suhbat-
munozara orqali tarqatma materiallardagi matnlar qay tarzda 
o’zlashtirilganligini nazorat qilish,ularning bilimini baholash. 

O’quv 
jarayonining 

mazmuni 

        Ratsional kasr funktsiyalarni ko’phad va sodda kasrlarga 
yoyish. Sodda ratsional kasrlarni integrallash. Kasr ratsional 
funksiyalarni integrallash.  

O’quv jarayonini 
amalga oshirish 
texnologiyasi 

        Uslub:   Og’zaki bayon qilish, “Bumerang” usuli,modulli 
o’qitish texnologiyasi. 
        Vosita:  Tarqatma materiallar: kasr funksiyalarni ko’phad va 
sodda kasrlarga yoyish, sodda ratsional kasrlarni integrallash, 
rekurrent formulalar keltirilgan slaydlar. 
         Usul: Tayyor yozma materiallar va formulalar asosida.  
        Nazorat:  Og’zaki savol-javoblar,test nazorati, o’z-o’zini 
nazorat, rekurrent formulani amalda qo’llay bilishi .  
         Baholash: Reyting tizimi asosida.  

Kutiladigan 
natijalar 

Professor-o’qituvchi: 
         Mavzuni kam vaqt ichida talabalar tomonidan 
o’zlashtirilishiga erishadi. Talabalar faolligini oshiradi. 
Talabalarda darsga nisbatan qiziqish uyg’otadi. Bir vaqtning 
o’zida ko’pchilik talabalarni baholaydi. O’z maqsadiga erishadi. 

Talaba: 
        Yangi bilimlarni egallaydi. Yakka  holda va guruh bo’lib 
ishlashni o’rganadi. Nutq rivojlanadi va eslab qolish qobiliyati 
kuchayadi. O,z–o’zini nazorat qilishni o’rganadi. Kam vaqt 
ichida ko’p ma’lumotga ega bo’ladi.  

Kelgusi rejalar 
(tahlil. 

o’zgarishlar) 

     Professor-o’qituvchi: 
         Yangi pedagogik texnologiyalarni o’zlashtirish va dars 
jarayoniga tadbiq etish, takomillashtirish. O’z ustida ishlash. 
Pedagogik mahoratini oshirish. 

Talaba: 
          Matn ustida mustaqil ishlashni o’rganish. O’z fikrini ravon 
bayon qila olish. Mavzuga oid qo’shimcha materiallarni topish va 
o’rganish. O’z fikri va guruh fikrini tahlil qilib  bir echimga 
kelish malakasini hosil qilish.   
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b)Tеst topshiriqlari. 

1. To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping 

           А) caxAdx
ax

A
+−=

−∫ ln                  В) caxdx
ax

A
+−=

−∫ ln  

           С) c
ax

Adx
ax

A
+

−
=

−∫
1ln                Д) cax

A
dx

ax
A

+−=
−∫ ln1  

2. To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping  

          А) c
axk

Adx
ax

A
k

k
k

k +
−−

=
− −∫ 1))(1()(

         В) c
axkA

dx
ax

A
k

k
k

k +
−−

=
− −∫ 1))(1(

1
)(

 

           С)  c
axA
kdx

ax
A

k
k

k
k +

−
−

=
− −∫ 1)(

)1(
)(

                   Д) c
k
axAdx

ax
A k

k
k

k +
−
−

=
−

−

∫ )1(
)(

)(

1

 

3 To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping  

          .А) ∫ +−=
−

cxdx
x

4
3 )2(

20
1

)2(
5          В) ∫ +−

−
=

−
− cxdx

x
2

3 )2(
2
5

)2(
5  

           С) ∫ +−=
−

cxdx
x

3
3 )2(

10
1

)2(
5        Д) ∫ +−=

−
cxdx

x
4

3 )2(
2
5

)2(
5  

4. To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping ( integrallarda maxrajning diskriminanti 

manfiy ) 

           А) c
pq
pxarctg

pq
BpCdx

qpxx
CBx

+
−

+

−

−
=

++
+

∫ 222 4
2

4
2  

           В) cqxpxxBdx
qpxx

CBx
+++=

++
+

∫ 2
2 ln

2
 

            С)  c
pq
pxarctg

pq
BpCqxpxxBdx

qpxx
CBx

+
−

+

−

−
+++=

++
+

∫ 22

2
2 4

2
4

2ln
2

 

            Д) To’g’ri javob yo’q 

5. To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping 

           А)  cxxdx
xx

x
+++=

++
−

∫ 136ln
2
1

136
52 2

2  

          В) cxxarctgdx
xx

x
+++=

++
−

∫ )136(
136

52 2
2  

              С) cxarctgxxdx
xx

x
+

+
−
+

−++=
++

−
∫ 4

62
3652

1210136ln
136

52 2
2  

             Д) To’g’ri javob yo’q 
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6. To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping 

            А) cxdx
xx

x
++=

++
−

∫ 1ln
1

1 2
2                      В) cxxdx

xx
x

+++=
++

−
∫ 1ln

2
1

1
1 2

2  

           С) cxarctgxxdx
xx

x
+

+
−++=

++
−

∫ 3
1231ln

2
1

1
1 2

2        Д) To’g’ri javob yo’q 

7.  To’g’ri boshlang’ich funksiyani toping 

            А)  cxarctg
xx

xdx
xx∫ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

+−
−

=
+− 3

12
3

2
)1(2

12
3
2

)1(
1

222  

           В) c
xx

xdx
xx∫ +

+−
−

=
+− )1(2

12
3
2

)1(
1

222  

           С) cxarctgdx
xx∫ +

−
=

+− 3
12

3
4

)1(
1

22  

           Д) cxx
xx

xdx
xx∫ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

+−
−

=
+−

1ln
)1(

14
)1(

1 2
222  

c) Ma’ruza matni 

Ratsional kasr funksiyalarni ko’phad va sodda kasrlarga yoyish 

   Quyida kаsr-ratsional funksiyalаrni integrаllаshdа kerаk bo’lаdigan 

mа’lumоtlаrni keltirilamiz. 

  nn
nn

n axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10 ...)(  funksiya dаrаjаli ko’phаd deyilаdi, bundа 

−naaa ,...,, 10  ko’phаdning koeffitsiyentlаri, n - dаrаjа ko’rsаtkichi. 

    1-tа’rif. Ikki ko’phаdning nisbаti kаsr-rаtsiоnаl funksiya yoki rаtsiоnаl kаsr 

deyilаdi.  

   Masalan,  )(xQm  va  )(xPn  ko’phаdlarning nisbаtidan 

nn
nn

mm
mm

n

m

axaxaxa
bxbxbxb

xP
xQ

xR
++++
++++

==
−

−
−

−

1
1

10

1
1

10

...

...
)(
)(

)(   kаsr-rаtsiоnаl funksiya hosil bo’ladi. 

   Аgаr m< n bo’lsа, u hоldа rаtsiоnаl kаsr to’g’ri, аgаr nm ≥  bo’lsа, u hоldа 

ratsional kаsr nоto’g’ri kаsr bo’lаdi. 

    R(х) rаtsiоnаl kаsr nоto’g’ri bo’lgаn hоllаrdа kаsrniig Qm(x) surаtini Pn (х) 

mахrаjigа оdаtdаgidek bo’lish yo’li bilаn uning butun qismini аjrаtish kerаk. 

   )(xQm  bo’linuvchi )(xPn  bo’luvchi hаmdа )(xq  bo’linmаning ko’pаytmаsi 

bilаn )(xr  qоldiqning yig’indisigа teng bo’lgаni uchun,   )()()()( xrxqxPxQ nm +⋅=        
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yoki             
)(

)()(
)(
)(

xP
xrxq

xP
xQ

nn

m +=   аyniyatni hоsil qilаmiz, bu yerda  )(xq - butun qism  

deb аtаluvchi ko’phаd,    
)(

)(
xP

xr

n

   to’g’ri kаsr, chunki )(xr  qоldiqning dаrаjаsi )(xPn  

ning dаrаjаsidаn kichik. 

     Shundаy qilib, nоto’g’ri ratsional kаsr  bo’lgаn hоldа  undаn )(xq  

butun  qismni  vа 
)(

)(
xP

xr

n

  to’g’ri kаsrni аjrаtish  mumkin. Shunday qilib, nоto’g’ri 

rаtsiоnаl kаsrni  integrаllаsh  ko’phаdni vа to’g’ri rаtsiоnаl kаsrni integrаllаshgа 

keltirilаdi. 

   1-misоl. 
2

132)( 2

34

−+
+−

=
xx
xxxR   nоto’g’ri ratsional kаsrdаn butun qismini аjrаting. 

   Yechish. R(х) ratsional kаsr nоto’g’ri kаsr, chunki surаtning dаrаjаsi 

mахrаjning dаrаjаsidаn kаttа (4>2). Ko’phаdlаrni bo’lish qоidаsi bo’yichа surаtni 

mахrаjgа bo’lаmiz: 

                                   
952

2
422
132

2

2

234

34

+−
−+

−+
+−

−
xx

xx
xxx

xx  

                               
xxx

xx
1055

145
23

23

+−−
++−

−  

                                              
1899
1109

2

2

−+
+−

−
xx
xx   

                                                1919 +− x  

Shundаy qilib,   
2

1919952)( 2
2

−+
+−

++−=
xx

xxxxR   ni hоsil qilаmiz.  

     2-tа’rif. Quyidаgi kаsrlаr eng sоddа ratsional   kаsrlаr deyilаdi: 

α−x
AI. ;           kx

AII
)(

.
α−

,  (k > 2 , Zk ∈ );   

qpxx
BAxIII
++

+
2. ,(mахrаjning diskriminаnti D<0); 22 )(

.
qpxx

BAxIV
++

+ ,(s>2 , Zs∈ , D<0), 

 bu yerdа A, B ,α ,p,q–  hаqiqiy sonlar.  

     Ushbu  
)(
)()(

xP
xQxR

n

m=  to’g’ri ratsional kаsrni  qаrаb  chiqаmiz, bu kаsrning    
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Pn(х) mахrаji sk qpxxx )( ,)( 2 ++−α ko’rinishdаgi chiziqli vа kvаdrаt ko’pаytuvchilаrgа 

yoyilаdi, bundа kx )( α−  ko’rinishdаgi ko’pаytuvchi k kаrrаlikdаgi hаqiqiy ildizgа mоs 

kelаdi, sqpxx )( 2 ++  ko’rinishdаgi ko’pаytuvchi s kаrrаlikdаgi kоmpleks-qo’shmа 

ildizlаrgа mоs  kelаdi (diskriminаnt D<0),ya’ni 
ir s

ii
ssk

r
kk

n qxpxqxpxqxpxxxxaxP )...()()()...()()()( 2
22

2
11

2
210

21121 ++++⋅++⋅−−⋅−= ααα  (1)       

  1-teоremа. Hаr qаndаy  
)(
)()(

xP
xQxR

n

m=  ratsional kаsrni, bundа Rn(х) ning mахrаji 

(1) fоrmulа bo’yichа ko’pаytuvchilаrgа аjrаtilgаn, ya’ni  I, II, III, IV turdаgi оddiy 

kаsrlаrning yig’indisi ko’rinishidа ifоdаlаsh mumkin.  Bundа: 

  а) (1) yoyilmаning )( α−x ko’rinishdаgi ko’pаytuvchisigа I turdаgi bittа  
α−x

A  

kаsr mоs kelаdi; 

  b) (1) yoyilmаning kx )( α−   ko’rinshidаgi ko’pаytuvchisigа I vа II turdаgi k tа 

kasr mоs kelаdi: ;
)(

...
)()()( 2

3
1

21

αααα −
++

−
+

−
+

− −− x
A

x
A

x
A

x
A k

kkk  

 c) (1) yoyilmаning qpxx ++2   ko’rinishdаgi ko’pаytuvchisigа III turdаgi kаsr 

mоs kelаdi: ;2 qpxx
BAx
++

+  

  d) (1) yoyilmаning ( )sqpxx ++2   ko’rinishdаgi ko’pаytuvchisigа III vа IV 

turdаgi s tа kаsr mоs kelаdi: ....
)()( 212

22
2

11

qpxx
BxA

qpxx
BxA

qpxx
BxA ss

ss ++
+

++
++
+

+
++

+
−  

To’g’ri ratsional kаsrning оddiy kаsrlаr yig’indisigа yoyilmаsidа А,B 

kоe’ffisiyentlаrni аniqlаsh uchun turli хil usullаr mаvjud, ulаrdаn nоmа’lum 

kоeffitsiyentlаr usulini misоldа tushuntirаmiz. 

  2-misоl.  
xx

xxR
−
+

= 3

2)(   ratsional kаsrni оddiy kаsrlаr  yigindisigа аjrаting. 

  Yechish. R(х) ratsional kаsr to’g’ri kаsr, chunki surаtning dаrаjаsi mахrаjning 

dаrаjаsidаn kichik (1<3). Kаsrning mахrаjini ko’pаytuvchilаrgа аjrаtаmiz: 

).1)(1()1( 23 +−=−=− xxxxxxx  

  Keltirilgаn teоremаgа аsоsаn R(х) kаsrni оddiy   kаsrlаrgа аjrаtamiz:  
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,
11)2)(1(

2)(
+

+
−

+=
+−

+
=

x
D

x
B

x
A

xxx
xxR      (2) 

  А, B, D kоe’ffetsiyentlаrni tоpish uchun (2) tenglikning o’ng qismini umumiy 

maхrаjgа keltirаmiz va hоsil qilingаn tenglikning ikkаlа qismidа mахrаjni tаshlаb 

yubоrаmiz. Bu аmаllаr nаtijаsi quyidаgi tenglikdаn ibоrаt bo’lаdi: 

),1()1()1)(1(2 −++++−=+ xDxxBxxxAx      (3) 

(3) tenglikning chаp vа o’ng qismlаridа х o’zgаruvchining teng dаrаjаlаri оldidа 

turgаn koeffitsiyentlаr o’zаrо tenglаshtirimiz: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

−=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
−=

⇔
=−
=−
=++

2
1
2
3
2

1
2

2

2:
1:

0:

0

1

2

D

B
A

DB
DB

A

Ax
DBx

DBAx
. 

Bundan, (2) tenglikni  
)1(2

1
(2

32
)1(

2)( 2 +
+

1)−
+

−
=

−
+

=
xxxx

xxR
α

  ko’rinishdа yozamiz. 

Sodda ratsional kasrlarni integrallash 

           I vа II turdаgi оddiy kаsrlаrni integrаllаsh  jаdvаl integrаllаrigа оsоn 

keltirilаdi: 

.
))(1(1

)()()(
)(

    .

;ln)(      .

1

1

C
xk
AC

k
xAxdxA

x
AdxII

CxA
x
xdA

x
AdxI

k

k
k +

−−
=+

+−
−

=−−=
−

+−=
−
−

=
−

−

+−
−∫∫

∫ ∫

α
ααα

α

α
α
α

α

 

            III turdаgi integrаllаrni ko’rib chiqаmiz:   ∫ ++
+ ,2 dx

qpxx
BAx  bundа .0

4

2

<−= qpD  

Surаtdа kаsrning mахrаjidаn оlingаn hоsilаni аjrаtаmiz va integralni hisoblaymiz:    

pxqpxx +=++ 2)'( 2 , 

∫∫∫∫ ++
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

=
++

+−+
=

++
+ .

2
2

2
2

)2(
2

2222 qpxx
dxApBdx

qpxx
pxAdx

qpxx

BAppxA

dx
qpxx

BAx  

Integrаllаrdаn birinchisi  qpxx ++2ln  gа teng. Ikkinchi integrаlni hisоblаsh 

uchun mахrаjdа to’liq  kvаdrаtni аjrаtаmiz:
42

22
2 pqpxqpxx −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++ , bu yerdа   
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0
4

2

>−
pq , chunki shаrtgа ko’rа .0

4

2

<−= qpD  

  Demаk, ikkinchi integrаl jаdvаl  integrаligа kelаdi.  Yuqоridа аytilgаnlаrni 

inоbаtgа оlib, quyidаgini hоsil qilаmiz: 

∫∫
=

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=

++
+

42

2

2
ln

2
222

2 pqpx

pxd
ApBqpxxAdx

qpxx
BAx  

.

4

2arg

4

1
2

ln
2 22

2 C
pq

px
tg

pq

ApBqpxxA
+

−

+

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=  

 Shuni аytib o’tish kerаkki, аgаr III turdаgi kаsrni integrаllаshdа А = 0 bo’lsа, 

dаrhоl mахrаjdа  to’liq kvаdrаt аjrаtish kerаk.  

  3-misоl. dx
xx

xI ∫ ++
+

=
84

83
2  integrаlni hisоblаng. 

  Yechish. Surаtdа mахrаjnnng hоsilаsini аjrаtаmiz va integralni hisoblaymiz: 

42)84( 2 +=′++ xxx ,

( )
∫ ∫ ∫∫ ++

+
++

+
=

++

+⋅−+
=

++
+

= .
84

2
84

42
2
3

84

84
2
342

2
3

84
83

2222 xx
dxdx

xx
xdx

xx

x
dx

xx
xI  

  Birinchi  integrаl  84ln 2 ++ xx gа teng.   Ikkinchi  integrаlning mахrаjidа to’liq 

kvаdrаt аjrаtаmiz: .2)2(84)2()84( 2222 ++=+−+=++ xxxx Nаtijаdа quyidаgini hоsil 

qilаmiz:  .
2

284ln
2
3

2)2(
)2(284

2
3 2

22
2 Cxarctgxx

x
xdxxI +

+
+++=

++
+

+++= ∫  

  4-misоl. ∫ +−
=

1462 xx
dxI  integrаlni hisоblаng. 

  Yechish.   А = 0 bo’lgаni uchun  mахrаjdа   to’liq   kvаdrаtni  аjrаtishdаn 

bоshlаymiz: .)5()3(149)3(146 2222 +−=+−−=+− xxxx Bundаn, 

( )∫ +
−

⋅=
+−

−
= .

5
3

5
1

5)3(

)3(
22

Cxarctg
x

xdI  

 Endi IV turdаgi integrаlni hisоblаymiz:   ∫ ++
+

nqpxx
dxBAx

)(
)(

2 , bundа .0
4

2

<−= qpD  
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  Integrаlni surаtdа kаsrning mахrаjidаn оlingаn hоsilаni аjrаtib,  hisoblaymiz:  

,2)'( 2 pxqpxx +=++  

∫∫∫∫
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

==
++

−++
=

++
+ .

42

2
2)(

)2(
2)(

2
)2(

2
)(

)(  
22222 nnnn

pqpx

pxd
ApB

qpxx
dxpxAdx

qpxx

ApBpxA

qpxx
dxBAx

Birinchi integrаl dаrhоl hisоblаnаdi: 

.
))(1(

1)()(
)(

)2(
12

22
2 −

−

++−
=++++=

++
+

∫∫ n
n

n qpxxn
qpxxdqpxx

qpxx
dxpx  

Ikkinchi integrаlgа kelsаk, dtdxtpx ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ,

2
 belgilash kiritib, 2

2

4
0 apq =−<   deb uni 

quyidаgi ko’rinshigа  keltirаmiz: 

∫∫ ∫∫ +
−

+
=

+
−+

=
+ − nnnn at

dtt
aat

dt
a

dt
at

tat
aat

dt
)(

1
)(

1
)(

)(1
)( 22

2

2122222

222

222    (4) 

Охirgi integrаlgа  bo’lаklаb integrаllаsh fоrmulаsini qo’llаymiz: 

 

 

Shundаy qilib, (4) fоrmulаdаgi охirgi  integrаl bundаy  yozilаdi; 

  ∫∫ −− +−
+

+−
=

+
.

)()1(2
1

))(1(2)( 12212222

2

nnn at
dt

natn
t

at
dtt  

Аgаr endi      ∫ +
= nn at

dttI
)( 22

2

 deb belgilаsаk, оddiy   аlmаshtirishlаrdаn  so’ng (4) 

fоrmulа ushbu ko’rinishni оlаdi:  121222 )1(2
32

)()1(2 −− −
−

+
+−

= nnn I
an

n
atan

tI , 

yoki .)32(
)()1(2

1
11222 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−
= −− nnn In

at
t

an
I  (5) 

   Bu fоrmulа bo’yichа 1−nI  ni 2−nI   оrqаli ifоdаlаymiz, so’ngrа 2−nI  ni 3−nI  оrqаli 

ifоdаlаymiz va hоkаzо. Bu jаrayon quyidаgi integrаlni hоsil qilgunimizchа dаvоm  

etаdi: .  ,1
221 C

a
tarctg

aat
dtI +=
+

= ∫  

  (5) fоrmulа keltirish yoki  rekurrent   (qаytuvchаn)  fоrmulа  deyilаdi. Bundаy 

∫ −+−
=

+
=

==

122222 ))(1(2
1

2
1,

)(

,

natn
v

at
tdtdv

dtdutu



 27

nоmlаnishigа sаbаb    nI  dan 1−nI  gа, keyin esа 2−nI gа qаytishgа to’g’ri kelаdi vа 

hоkаzо. 

   Shuni аytib o’tish kerаkki, аgаr IV turdаgi kаsrlаrni integrаllаshdа А = 0 

bo’lsа, dаrhоl mахrаjdа to’liq kvаdrаt аjrаtish kerаk.  

  4-misоl. ∫ +−
= 22 )1( xx

dxI  integrаlni hisоblаng. 

   Yechish. Uchhаddа to’liq kvаdrаt аjrаtаmiz: .
4
3

2
11

2
2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+− xxx  

Nаtijаdа quyidаgini hоsil qilаmiz: ∫
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= .

4
3

2
1

2
1

22

x

xd
I  

tx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1  аlmаshtirishni bаjаrib vа  

4
32 =a  deb belgilаb, ∫ =

+
= 2222 )(

I
at

dtI ni hоsil 

qilаmiz. (5) fоrmulа bo’yichа quyidаgilаrni tоpаmiz: 

.
3
2

3
2

4
33

2

4
33

2)322(
)()12(2

1
2

1
2

1122222 Ctarctg
t

tI
t

tI
at
t

a
II +

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+

+−
== −  

х o’zgаruvchigа qаytib, Cxarctg
xx

x

xx
dxI +

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+
++

−

++∫ 3
12

3
2

1
2
1

3
2

)1( 222  ni hоsil qilаmiz. 

  5-misоl. 22 )1( x
dxI
+

= Integrаlni hisоblаng: 

 

 Yechish. (5) fоrmulа bo’yichа topаmiz: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+

+−
== 22222213 3

)1(4
1)322(

)1()13(2
1 I

x
xI

x
xII ,  (6) 

bundа .
12

1
112

1)322(
1)12(2

1
222122 Carctgx

x
x

x
dx

x
xI

x
xI +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+
+−

= ∫   (7) 

2I   ning qiymаtini (7) fоrmulаdаn (6) fоrmulаgа qo’yаmiz: 

∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
⋅+

+
=

+
= .

2
3

12
3

)1(4
1

)1( 23232 Carctgx
x

x
x
x

x
dxI  
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Kasr ratsional funktsiyalarni integrallash 

  Avvalgi mavzularda аytilgаnlаrdаn 
)(

)()(
)(
)()(

xP
xrxq

xP
xQxR

nn

m +==  nоto’g’ri 

rаtsiоnаl kаsrni integrаllаsh mаsаlаsi )(xq   ko’phаdni integrаllаshgа (uning integrаli 

jаdvаl integrаli bo’lаdi) va 
)(
)(
xP

xr

n

 to’g’ri rаtsiоnаl kаsrni integrаllаshgа keltirilаdi, bu 

esа аslidа I, II, III vа IV turdаgi kаsrlаrning  integrаllаrini tоpishgа keltirilаdi. 

 Shundаy qilib, rаtsiоnаl  kаsrni  integrаllаsh quyidаgi tarzda amalga oshiriladi: 

1)  berilgan kasr  to’g’ri yoki nоto’gri kаsr ekаnini tekshirish;  agar kasr nоto’g’ri 

kаsr bo’lsa, uning  butun qismini аjrаtilish; 

2) kasrning maxrajini ko’paytuvchilarga ajratish; 

3)  to’g’ri ratsional kаsrni sodda  kаsrlаr yig’indisigа yoyish; 

4)  yoyilmаning kоeffitsiyentlаrni tоpish; 

4) integrаllаshni bajarish. 

5-misоl. ∫ +−
+

=
)2)(1(

)3( 2

xxx
dxxI  integrаlni hisоblаng. 

Yechish. Integrаl оstidаgi funksiya - to’g’ri ratsional kаsr, uni I turdаgi sоddа 

kаsrlаr yig’indisigа аjrаtamiz:   
21)2)(1(

32

+
+

−
+=

+−
+

x
D

x
B

x
A

xxx
x ,  bundаn 

).1()2()2)(1(32 −++++−=+ xDxxBxxxAx  

        Tenglikning chаp vа o’ng qismlаridа х o’zgаruvchining teng dаrаjаlаri оldidа   

turgаn koeffitsiyentlаr o’zаrо tenglаshtirimiz: 

 .
6
7,

3
4,

3
2

32:
02:
1:

0

1

2

==−=⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−+
=++

DBA
Ax

DBAx
DBAx

  Shundаy qilib,  

   ∫∫∫∫ +
+

+
−
−

+−=
+−

+
=

2
)2(

6
7

1
)1(

3
4

2
3

)2)(1(
)3( 2

x
xd

x
xd

x
dx

xxx
dxxI .2ln

6
71ln

3
4ln

2
3 Cxxx +++−+−=  

 

1.3.Ba'zi trigonomеtrik ifodalarni intеgrallash. 

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 
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qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №3 

      3.Mavzu nomi: Ba'zi trigonomеtrik ifodalarni intеgrallash 

         4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-  496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.   

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 2  soat 

             7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda ba'zi trigonomеtrik ifodalarni 

tеgishli almashtirishlar yordamida hisoblash  bo’yicha bilim,  ko’nikma,  malaka va 

shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

        8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi:  

 8.1 zxtg =
2

-umumiy almashtirish   

8.2 ∫ dxxxR )cos,(sin da  ifoda - xsin  ga nisbatan toq   

8.3 ∫ dxxxR )cos,(sin da  ifoda - xcos  ga nisbatan toq 

8.4 ∫ dxxxR )cos,(sin da  ifoda - xsin    va xcos larga nisbatan juft  

8.5 xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi integrallar   

8.6 ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx coscos,cossin,sinsin  ko’rinishdagi integrallar   

            9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1  zxtg =
2

-umumiy almashtirishni  o’rganish 

9.2 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xsin  ga nisbatan toq  bo’lganda hisoblashni o’rganish 

9.3 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xcos  ga nisbatan toq  bo’lganda hisoblashni o’rganish  

9.4 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xsin    va xcos larga nisbatan juft  bo’lganda        

hisoblashni o’rganish 

9.5 xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi integrallarni  hisoblashni o’rganish 
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9.6 ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx coscos,cossin,sinsin  ko’rinishdagi integrallarni 

hisoblashni o’rganish   

            10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

      10.1 zxtg =
2

  umumiy almashtirish - qo’llash  

 10.2 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xsin  ga nisbatan toq  bo’lganda hisoblash - qo’llash 

10.3 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xcos  ga nisbatan toq  bo’lganda hisoblash - qo’llash 

10.4 ∫ dxxxR )cos,(sin ni  ifoda  xsin    va xcos larga nisbatan juft bo’lganda        

hisoblash - qo’llash 

10.5 xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi integrallarni  hisoblash - qo’llash  

10.6 ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx coscos,cossin,sinsin  ko’rinishdagi integrallarni 

hisoblash - qo’llash 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Aqliy xujum” usuli 

             12 . Didaktik vositalar - Proеktor, tarqatma matnlar(slaydlar) (№1- 

∫ dxxxR )cos,(sin  ko’rinishdagi integralni hisoblash  , №2- xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi 

integrallarni  hisoblasgh, № 3- ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx coscos,cossin,sinsin  

ko’rinishdagi integrallarni hisoblasgh ).  

13.Tеst topshiriqlari: 

1. ∫ x
dx

sin
   uchun to’g’ri boshlang’ich funksiyani  toping 

            А) CxtgxF +=
2

ln)(                    В) CtgxxF += ln)(        

           С) C
x

xF +=
cos

1)(                      Д) C
x

xF +−= 2cos
1)(  

2.Noto’g’ri tеnglikni toping 

              А)

2
1

2
2

sin
2 xtg

xtg
x

+
=                 В) 

2
1

2
1

cos
2

2

xtg

xtg
x

+

−
=         
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           С) 

2
1

2
1

sin
2

2

xtg

xtg
x

+

−
=               Д)  barcha tеngilk to’g’ri  

3.   ∫ + x
dx
cos1

   uchun to’g’ri boshlang’ich funksiyani toping 

            А) CxctgxF +=
2

)(                     В) CxtgxF +=
2

)(       

            С) C
x

xF +
−

=
cos1
1)(                 Д) CxxF +=

2
cos2)(  

4. ztgx =   bo’lsa,   noto’g’ri tеnglikni toping 

            А) 21 z
dzdx
+

=    В) 2
2

1
1cos
z

x
+

=     С) 2

2
2

1
sin

z
zx
+

=       Д) 2
2

1
cos

z
zx
+

=  

5.  ∫ + x
dx

2sin1
   ning boshlang’ich funksiyasini toping 

            А)  CctgxxF +=)(                            В) CarcctgxxF +=)(    

            С) CtgxarctgxF += )2(
2

1)(           Д)  to’g’ri javob yo’q 

6. xdxx mn cossin∫    uchun noto’g’ri tasdiqni  toping 

           А) 0>n   va toq bo’lsa  zx =cos   almashtirish maqsadga muvofiq 

           В) 0>m   va toq bo’lsa  zx =sin  almashtirish maqsadga muvofiq 

            С) 0>m   va toq bo’lsa  zx =cos   almashtirish maqsadga muvofiq 

            D) to’g’ri javob kеltirilmagan 

7.   dx
x
x

∫ 4

3

cos
sin   ning boshlang’ich funksiyasini toping 

         А) C
xx

xF +−=
cos

1
sin3
1)(              В) C

xx
xF +−=

cos
1

cos3
1)( 3      

         С) C
x

xF += 3cos
1)(                         Д) C

x
xF += 3sin3

1)(  

8.  xdxx∫ 2sincos  ning boshlang’ich funksiyasini toping 

             А) CxxF +=
3

cos)(
3

                     В) CxxF +=
2

cos)(
2

    

             С) CxxF +=
2

sin)(
2

                    Д) CxxF +=
3

sin)(
3
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9.   Noto’g’ri tеnglikni  aniqlang 

])cos()[cos(
2
1coscos) xnmxnmmxnxA −++=                               

])sin()[cos(
2
1coscos) xnmxnmmxnxB −++=  

])sin()[sin(
2
1sincos) xnmxnmmxnxC −++= С)  

             Д)  barcha tеngliklar to’g’ri 

 10.   ∫ xdxx 2cos3sin  ning boshlang’ich funksiyasnii toping 

           А) CxxxF +−=
10

5cos
2

sin)(         В) CxxxF +−=
10

5sin
2

cos)(        

            С) CxxxF +−=
10

5sin
2
3cos)(      Д) CxxxF +−−=

10
5cos

2
cos)(  

11.   ∫ xdxx cos4cos  ning boshlang’ich funksiyasnii toping 

            А) CxxxF +−=
10

5cos
2
6sin)(         В) CxxxF +−=

10
5sin

6
2cos)(        

             С) CxxxF ++=
10

5sin
6
3sin)(        Д) CxxxF +−−=

10
5cos

2
cos)(  

12. ∫ dxxxR )cos,(sin    uchun noto’g’ri tasdiqni  toping 

            А) R(sinx,cosx)    ifoda  xsin  ga nisbatan toq  bo’lsa,  zx =cos   almashtirish 

maqsadga muvofiq 

           B) R(sinx,cosx)    ifoda  xcos  ga nisbatan toq  bo’lsa,  zx =sin   almashtirish 

maqsadga muvofiq 

          С) zx =sin      ifoda xsin    va xcos larga nisbatan juft  bo’lsa  ztgx =   

almashtirish maqsadga muvofiq 

         Д) R(sinx,cosx)    ifoda  xcos  ga nisbatan toq  bo’lsa,  zx =cos   almashtirish 

maqsadga muvofiq 

13. ∫ x
dx

sin
  integralni hisoblashda qanday almashtirish maqsadga muvofiq? 

   А) zx =sin        В)  ztgx =               С) zx =cos         Д) zctgx =  

14.    ∫ + tgx
dx

1
2  integralni hisoblashda qanday almashtirish maqsadga muvofiq? 
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   А) zx =sin        В)  ztgx =               С) zx =cos         Д) zx =2  

15. dx
x

x
∫ + 2cos2

sin ning boshlang’ich funksiyasnii toping 

          А)  )
2

cos(
2

1)( xarctgCxF −=              В) CxarcctgxF += )
2

sin()(  

          С) CtgxxF += )2arccos(
2

1)(             Д)  to’g’ri javob yo’q 

16. ∫ xdxx 23 cossin  integralni hisoblashda qanday almashtirish maqsadga muvofiq? 

   А) zx =sin        В)  ztgx =               С) zx =cos         Д) zctgx =  

17.    xdx∫ 3cos  ning boshlang’ich funksiyasnii toping 

          А)  
3

coscos)(
3 xxCxF +−=              В) CxxxF +−=

3
sinsin)(

3

 

           С) CxxF +=
3

cos)(
3

                         Д)  to’g’ri javob yo’q 

18.  dx
x

x
∫ + sin5

cos  ning boshlang’ich funksiyasnii toping  

           А)  CxxF ++= sin5ln)(                    В) CxxF ++= cos5ln)(  

            С)  
x

x
sin5

cos
+

                                        Д)  to’g’ri javob yo’q 

b) Tarqatma matnlar (slaydlar) 

1) ∫ dxxxR )cos,(sin  ko’rinishdagi integralni hisoblash 

  Fаrаz qilаylik, fаqаt trigоnоmetrik funksiyalаrgа ratsional rаvishdа bоg’liq 

bo’lgаn ifоdа berilgаn bo’lsin. Uni dоim xsin  vа xcos  ning ratsional funksiyasi deb 

hisоblаsh mumkin, chunki hаmma trigоnоmetrik funksiyalаrni xsin  vа xcos  оrqаli 

rаtsiоnаl rаvishdа ifоdаlаsh mumkin. Bu ifоdаni )cos,(sin xxR оrqаli belgilаymiz. 

          ∫ dxxxR )cos,(sin  ko’rinishdagi integrаlni zxtg =
2

 o’rnigа qo’yish bilаn dоim z 

o’zgаruvchili ratsional funksiyaning integrаligа аlmаshtirish, ya’ni ratsionallаshtirish 

mumkin. Hаqiqаtаn  ham 
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2
2 1

2

2
1

2
2

sin
z
z

xtg

xtg
x

+
=

+
=  ,   2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
z
z

xtg

xtg
x

+
−

=
+

−
= ,  tgzx arg= ,     21

2
z

dzdx
+

=                     

Shu sababli ,   ∫∫ ∫ =
+

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+
= dzzR

z
dz

z
z

z
zRdxxxR )(

1
2

1
1,

1
2)cos,(sin 122

2

2 , 

 bundа   R1(z ) -z   o’zgаruvchili ratsional funksiya. 

   zxtg =
2

 o’rnigа qo’yish ∫ dxxxR )cos,(sin  ko’rinishdаgi hаr qаndаy funksiyani            

integrаllаshgа imkоn berаdi, shuning uchun u universаl trigоnоmetrik аlmаshtirish 

deyilаdi. Lekin аmаliyotdа bu аlmаshtirish ko’pinchа аnchа murаkkаb ratsional 

funksiyagа оlib kelаdi. Shuning uchun bа’zаn undаn fоydаlаnmаsdаn аnchа sоddа 

o’rnigа qo’yishlаrdаn fоydаlаnilаdi. 

 1) Аgаr )cos,(sin xxR  ifoda  xsin ga nisbatan toq, ya’ni 

)cos,(sin)cos,sin( xxRxxR −=−  bo’lsа, , u hоldа  zx =cos o’rnigа qo’yish bu funksiyani 

ratsionallаshtirаdi; 

  2) Agаr )cos,(sin xxR  ifoda  xcos ga nisbatan toq, ya’ni 

)cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −=−  bo’lsа, , u hоldа  zx =sin o’rnigа qo’yish bu funksiyani 

ratsionallаshtirаdi; 

   3) Аgаr )cos,(sin xxR ifoda xsin  va xcos larga nisbatan juft, ya’ni 

)cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−−  bo’lsа, u hоldа  ztgx = o’rnigа qo’yish bu funksiyani 

rаtsiоnаllаshtirаdi. Bunda,  2

2

2

2
2

11
sin

z
z

xtg
xtgx

+
=

+
= ,   22

2

1
1

1
1cos

zxtg
x

+
=

+
=  

formulalardan foydalaniladi. 

 1-misоl. ∫ ++
=

5cos3sin4 xx
dxI     integrаlni hisоblаng. 

 Yechish. zxtg =
2

 o’rnigа qo’yishdаn fоydаlаnib, quyidаgini hоsil qilamiz: 

2
2

1
2

1
)2(882

2

5
1
13

1
24

1
2

22

2

2

2

2

+
−=+

+
−=

+
=

++
=

+
+
−

+
+

+= ∫∫∫ xtg
CC

zz
dz

zz
dz

z
z

z
z

z
dz

I  

             2- misоl. ∫ +
=

x
dxI 2sin1

  integrаlni hisоblаng. 
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   Yechish. Integrаl belgisi оstidаgi funksiya xsin  va xcos larga nisbatan juft, shu 

sababli   ztgx = o’rnigа qo’yishdаn fоydаlаnib, quyidаgini hоsil  qilаmiz: 

CtgxtgCztg
z

dz
z

dz

z
z
z

dz

I +=+=
+

=
+

=

+
+

+= ∫∫∫ )2(arg
2

12arg
2
2

2
12

1
21

1
1

1
2

2

2

2

2
 

  3-misоl. dx
x

xI ∫ +
=

cos2
sin 3

integrаlni hisоblаng. 

  Yechish. Integrаl оstidаgi funksiya xsin ga nisbatan toq,funksiya, , shu sababli   

zx =cos o’rnigа qo’yishdаn fоydаlаnib, quyidаgini hоsil  qilаmiz: 

( ) =+++−=
+

+−=
+
−

=
+
−−

=
+

= ∫∫∫∫ Czzzdz
z

zdz
z
z

z
dzz

x
xdxxI 2ln32

22
32

2
1

2
)1(

cos2
sinsin 2222

    

Cxxx
+++−= cos2ln3cos2

2
cos2

 

                   2) xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi integrallarni  hisoblasgh  

          xdxx mn cossin∫  ko’rinishdagi integrallar m vа n butun sоnlаrga bоg’liq hоldа 

hisoblanadi:  

          а) Аgаr n>0 vа tоq bo’lsа, u hоldа zx =cos  o’rnigа qo’yish integrаlni 

ratsionallаshtiradi; 

          b) Аgаr m> 0 vа tоq bo’lsа, u hоldа zx =sin o’rnigа qo’yish hаm integrаlni 

ratsionallаshtirаdi; 

  c) Аgаr ikkаlа n vа m ko’rsаtkichlаr juft vа nоmаnfiy bo’lsа, u hоldа  

2
2cos1sin 2 xx −

= ,    
2

2cos1cos2 xx +
=  fоrmulаlаridаn fоydаlаnib, dаrаjаni pаsаytiriladi; 

   d) Agаr m+n= -2k ≤ 0 (juft, nоmusbаt) bo’lsа, u hоldа ztgx = yoki 

zctgx = o’rnigа qo’yish integrаlni dаrаjаli funksiyalаrning integrаllаri yig’indisigа 

оlib kelаdi. 

   Аgаr bundа m < 0 vа n < 0 bo’lsа, u hоldа quyidаgi sun’iy usulni qo’llаsh 

mumkin: surаtda turgаn birni kxx )cos(sin1 22 += , bu erda 1
2

−
+

=
nm

k  bilаn ifоdаlаb, 

ratsional funksiyalаrni integrаllаshgа keltiriladi;  

   e) Аgаr dаrаjаlаrdаn biri nоlgа teng, ikkinchisi mаnfiy tоq  bo’lsа, u hоldа 
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zxtg =
2

 universаl o’rnigа qo’yishni bаjаrib, coddalashtiriladi. 

          4-misоl. dx
x
xI ∫= 4

3

cos
sin   integrаlni hisоblаng. 

          Yechish. Bu integralda n=3, m=-4. Shu sababli, zx =cos  o’rnigа qo’yish 

yordаmidа quyidаgini hоsil qilаmiz: 

C
xx

C
zzz

dz
z
dz

z
dzz

x
xdxxI +−=+−=+−=

−−
=

⋅
= ∫∫∫∫ cos

1
cos3

11
3
1)1(

cos
sinsin

32244

2

4

2

 

   5-misоl. xdxI ∫= 4sin  integrаlni hisоblаng. 

  Yechish. Dаrаjаni pаsаytirish fоrmulаsini qo’llаymiz: 

( ) Cxxxdxxx

dxxxdxxdxxI

++−=
+

+−=

=+−=−==

∫

∫∫∫

4sin
32
12sin

4
1

8
3

2
cos12cos1

4
1

)2cos2cos21(
4
1)2cos1(

4
1)(sin

4

2222

 

   6-misоl.    ∫= xx
dxI

cossin 3     integrаlni hisоblаng. 

   Yechish. Bu yerdа     3−=n  ,      1−=m ,    04 <−=+ mn ,   1=k .Shu sababli 

 C
x

tgx
x
xd

x
dx

x
xdx

xx
dxdx

xx
xxI +−=+=+=

+
= ∫∫∫∫∫ 2333

22

sin2
1ln

sin
)(sin

2sin
2

sin
cos

cossincossin
cossin  

   7-misоl.   ∫= x
dxI 6cos

 integrаlni hisоblаng. 

   Yechish. Bu yerdа n = 0, m =-6, m + n =- 6 < 0. Quyidagi almashtirishlardan 

foydalanamiz: ztgx = , 2
2

1
1cos
z

x
+

= ,  dz
x

dx
=2cos

. Bundаn, 

.
5
1

3
2

5
1

3
2

)21()1(
coscos

1

5353

4222
24

CxtgxtgtgxCzzz

dzzzdzz
x

dx
x

I

+++=+++=

=++=+=⋅= ∫∫∫
 

                3) ∫∫∫ mxdxnxmxdxnxmxdxnx coscos,cossin,sinsin     

                           ko’rinishdagi integrallarni hisoblash 

   Bu integrallar     trigоnоmetrik funksiyalаrning ko’pаytmаsini yig’indigа 

аlmаshtiruvchi quyidagi   fоrmulаlаr yordаmidа hisoblanadi:  

)],cos()[cos(
2
1coscos βαβαβα −++=     )],sin()[sin(

2
1cossin βαβαβα −++=  
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)].cos()[cos(
2
1sinsin βαβαβα +−−=  

    8-misоl.   ∫ ⋅= xdxxI 2cos3sin     integrаlni hisоblаng. 

    Yechish. Integrаl belgisi оstidаgi funksiyani yig’indigа аlmаshtirаmiz: 

∫ ⋅= xdxxI 2cos3sin = .cos
2
15cos

10
1)sin5(sin

2
1 xxCdxxx −−=+∫         

1.3.Ba'zi irratsional ifodalarni intеgrallash. 

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №4 

      3.Mavzu nomi: Ba'zi irratsional ifodalarni intеgrallash 

         4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-496b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.       

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt:  2  soat 

             7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda ba'zi irratsional ifodalarni tеgishli 

almashtirishlar yordamida hisoblashda bilim,  ko’nikma,  malaka va shaxsiy 

fazilatlarni shakllantirishdir 

8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1 dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallar  

8.2  dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 ko’rinishdagi integrallar   

8.3  dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi integrallar   

8.4  ∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

   ko’rinishdagi integrallar   
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                9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1 dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallarni hisoblashni o’rganish   

9.2  dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 ko’rinishdagi integrallarni hisoblashni 

o’rganish   

9.3  dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi integrallarni hisoblashni o’rganish   

9.4  ∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

  ko’rinishdagi integrallarni hisoblashni o’rganish   

            10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

10.1 dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallarni  hisoblash - qo’llash 

10.2  dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 ko’rinishdagi integrallarni  hisoblash 

- qo’llash 

10.3  dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi integrallarni  hisoblash - qo’llash 

10.4  ∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

   ko’rinishdagi integrallarni  hisoblash - qo’llash 

            11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Aqliy xujum” usuli 

            12 . Didaktik vositalar:  Proеktor, tarqatma matnlar(slaydlar) 

(№1- dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallarni hisoblash,  

№2- dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 ko’rinishdagi integrallarni  

hisoblash, № 3- dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi integrallarni hisoblash , 

№ 4- ∫
++− cbxaxx

dx
2)( α

 ko’rinishdagi integrallarni hisoblash).  
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                13.Tеst topshiriqlari: 

     1. Tasdiqlardan noto’g’risini ko’rsating 

          А) 22 ax −  ifoda z
ax

sin
=     yoki z

ax
cos

=  almashtirish yordamida 

irratsionallikdan qutqaziladi 

          В)  22 ax +   ifoda atgzx =     yoki actgzx =  almashtirish yordamida        

irratsionallikdan qutqaziladi. 

          С)  
( ) cbxaxx +++ 2

1
α

  ifoda   2zx =    almashtirish yordamida 

irratsionallikdan qutqaziladi. 

               Д) 
( ) cbxaxx +++ 2

1
α

  ifoda α−=
z

x 1    almashtirish yordamida  

irratsionallikdan qutqaziladi. 

    2. ∫ + 3

6

1 x
x  ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

             А)  2tx =           В)  3tx =              С)   4tx =                     Д) 2tx =  

    3.  dx
xx

xx
∫ +

+
)1(

3 2

  ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

             А)  2tx =           В)  3tx =              С)   4tx =                     Д) 2tx =    

4.
( )∫

+−+
dx

xx 1212

1
3 2

 ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                   А) 212 tx =+       В) 312 tx =+        С) 412 tx =+      Д) 612 tx =+           

    5. ∫ −−−
dx

xx 4 2121
1  ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                  А)  221 tx=−        В)  321 tx =−         С) 421 tx =−       Д)  121 2 −=− tx           

    6. ∫ − dxx 24    ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                 А)  zx sin2=    В)  
z

x 1
=      С) 

z
x

sin
1

=      Д)  to’g’ri javob yo’q          

     7. ∫ − dxx29  ning boshlang’ich funksiyasini toping 

                 А)  CxxxxF +++= 29
39

arcsin10)(       В) CxxxxF +−+= 29
23

arcsin5,4)(                      
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                С)  CxxF +=
3

arcsin5)(                      Д) CxxxF +−= 29
2

)(  

      8. ∫
+ 22 xax

dx
   ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                А)  zx sin2=     В)  
z

x 1
=      С) atgzx =        Д)  to’g’ri javob yo’q          

      9. ( )∫
+

321 x

dx
   ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

               А)  zx cos=        В)  tgzx =         С) zx sin=       Д)  to’g’ri javob yo’q     

     10. ∫
− dx

x
x 42

     ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

               А)  2cos −= zx    В)  to’g’ri javob yo’q    С) z
x

sin
2

=       Д)  tgzx =  

     11. ∫
− dx

x
x 42

  ning boshlang’ich funksiyasini toping 

               А) C
x

xF +=
2arcsin2)(                        В) CxxF +−= 44)( 2  

               С) Cx
x

xF +−+= 42arcsin2)( 2           Д) C
x

arctgxF +=
22)(  

           12.  ∫
+ 21 xx

dx
   ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                А)  zx sin2=     В)  
z

x 1
=      С) atgzx =        Д)  to’g’ri javob yo’q          

  13.  ∫
+− 125 2 xxx

dx
   ni hisoblashda to’g’ri almashtirishni aniqlang 

                А)  zx sin2=     В)  
z

x 1
=      С) atgzx =        Д)  to’g’ri javob yo’q          

      14. ∫
+ 21 xx

dx
 ning boshlang’ich funksiyasini toping 

                А) C
x

xxF +
+

=
21)(                   В) C

x
xxF +

−+
=

11ln)(
2

 

                С) CxxF +−+= 11ln)( 2        Д) Cxarctg
x

xF +++= 211)(  

     15. 
( )∫

++− 13 2 xxx
dx   integralda dastlabki o’rniga qo’yishni ko’rsating  
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                       A) tx =− 3            B) 
t

x 13 =−           C) txx =++ 12         D) 22 1 txx =++     

b) Tarqatma matnlar (slaydlar) 

1) dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallarni hisoblash 

 Аlgebrаik irrаtsiоnаllikni o’z ichigа оlgаn bа’zi integrаllarni o’zgаruvchini 

tegishlichа аlmаshtirgаndаn so’ng rаtsiоnаl funksiyalаrning integrаllаrigа keltirish 

mumkin. 

 dxxxxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallar (bu erdа,  R - erkli x   

o’zgаruvchi kаsr dаrаjаlаrining ratsional funksiyasi)     szx = , bu yerdа knnns ,...,, 21−  

sоnlаrning eng kichik umumiy kаrrаlisi, o’ringа qo’yish yordаmidа 

ratsionallаshtirilаdi. 

1-misоl. dx
xx

xxxI ∫ +
++

=
)1( 3

63 2

  integrаlni hisоblаng. 

Yechish. 3 vа 6 sоnlаrning eng kichik umumiy kаrrаlisi 6 gа teng, sh sababli 
656 ,6, xzdzzdxzx === o’rnigа qo’yishni bаjаrаmiz:  

CxarctgxCarctgzz

dz
z

zdz
z

zz
zz

dzzzzzI

++=++=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

+
++

=
+

⋅++
= ∫∫∫

63 3
4

2
3

2

35

26

546

6
2
36

4
6

1
16

1
16

)1(
)(6

 

2) dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

 ko’rinishdagi 

integrallarni  hisoblash 

 dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR k

k

n
m

n
m

n
m

∫ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,...,,, 2

2

1

1

  ko’rinishdagi integrallar (bu erdа,  

R - 
dcx
bax

+
+   ifoda kаsr dаrаjаlаrining ratsional funksiyasi)     sz

dcx
bax
=

+
+ , bu yerdа 

knnns ,...,, 21−  sоnlаrning eng kichik umumiy kаrrаlisi ,  o’ringа qo’yish yordаmidа 

ratsionallаshtirilаdi. 
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  2-misоl. dx
x

xI ∫ +−
−

=
132

32
3

 integrаlni hisоblаng. 

  Yechish. 2 vа 3 sоnlаrning eng kichik umumiy kаrrаlisi 6 gа teng, shuning 

uchun     656 32,3,32 −===− xzdzzdxzx аlmаshtirishni bаjаrаmiz: 

CxarctgxxxxC

arctgzzzzzdz
z

zzz
z

dzz
z

dzzzI

+−+−−−+−−−=+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+−+−=

+
=

+
⋅

= ∫∫∫
666 56 7

337

2
246

2

3

2

53

32332332)32(
5
3)32(

7
3

357
3

1
113

1
3

1
3

 

  3-misоl. dx
x
x

x
3

2 2
2

)2(
2

+
−

⋅
−∫    integrаlni hisоblаng.  

 Yechish.  3

2
2 z

x
x
=

+
− o’rnigа qo’yishni kiritаmiz, bundаn: 

3

3

1
22
z
zx

+
−

= ,  23

2

)1(
12

z
dzzdx

+
−

= ,     3

3

1
42

z
zx
+

=− .   Demаk, 

C
x
xC

zz
dz

zz
dzzzzI +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

==+=−=
+

⋅⋅+−
= ∫∫ 3

2

23236

223

2
2

4
3

4
3

2
3

)1(16
12)1(2  

3) dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi integrallarni hisoblash 

           dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2   ko’rinishdagi integrallarni hisoblash quyidagi tartibda 

amalga oshiriladi: 

        1) Kvаdrаt uchhаddаn to’liq kvadrаt аjrаtiladi:    

 2

22
2

4
4

2 a
acb

a
bxacbxax −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++ ; 

          2) z
a

bx =+
2

 belgilаshni kiritib, quyidаgi ko’rinishdаgi integrаllаrdаn biriga 

keltiriladi: 

а) аgаr 0>a  vа 042 <− acb  bo’lsа, u hоldа  ko’rinishda  ,bu erda 

0
4

4, 2

2
22 >

−
−==

a
acbman ; 

b) аgаr 0>a  vа 042 >− acb  bo’lsа, u hоldа dzmznzR ),( 222
1 −∫  ko’rinishda  ,bu 

erda 0
4

4, 2

2
22 >

−
−==

a
acbman ; 
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c) аgаr 0<a  vа 042 >− acb  bo’lsа, u hоldа dzznmzR ),( 222
1 −∫  ko’rinishda  ,bu 

erda 0
4

4, 2

2
22 >

−
−=−=

a
acbman ;             

 3) Keltirilgan integrаllаrdan quyidаgi o’rnigа qo’yishlаr yordаmidа        

∫ dtttR )cos,(sin  ko’rinishdаgi integrаllаr  hosil qilinadi: 

 a)  ;
cos

, 2 t
dt

n
mdztgt

n
mz ⋅==  

 b)  ;sec,sec tgtdtt
n
mdzt

n
mz ⋅⋅==   

 c)  .cos,sin tdt
n
mdzt

n
mz ⋅==  

 4-misоl.   ∫
++

=
32 )25( xx

dxI    integrаlni hisоblаng. 

 Yechish. Kvаdrаt uchhаddаn to’liq kvаdrаt аjrаtаmiz: 4)1(25 22 ++=++ xxx . 

zx =+ 1  belgilash kiritamiz va a) ko’rinishdаgi integrаlni hоsil qilаmiz:       

∫
+

=
32 )4( z

dzI . tgtz 2= ,  
t

dtdz 2cos
2

= ,  
t

ttgz 2
22

cos
4444 =+=+  o’rnigа qo’yishni bаjа-

rаmiz.      Shundаy qilib, =+
+

⋅=+=== ∫∫ C
ttg

tgtCttdt

t

dtI
2

6

3
2 14

1sin
4
1cos

4
1

cos
4cos

2  

 

.
524

1
4)1(4

1
44 222

C
xx

xC
x
xC

z
z

+
++

+
=+

++

+
=+

+
=  

  5-misоl.     ∫ −= dxxI 21    integrаlni hisоblаng. 

  Yechish .Bu integral  c) ko’rinishdаgi integrаl. 

   Su sababli, txtdtdxtx 22 cos1,cos,sin =−==  o’rnigа qo’yishlarni bаjаrаmiz va 

Nаtijаdа quyidаgini hоsil qilаmiz: 

CxxxCttdtttdtI +−+==++=+== ∫ ∫ 22 1
2
1arcsin

2
12sin

4
1

2
)2cos1(

2
1cos . 

   dxcbxaxxR∫ ++ ),( 2  ko’rinishdagi boshqa integrallarni hisoblash usullarini 

qаrаb chiqаmiz: 
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   d) ∫
++ cbxax

dx
2

  ko’rinishdаgi integrаl kvаdrаt uchhаddа to’liq kvаdrаt 

аjrаtib,  XII yoki XII ko’rinishdagi  jаdvаl integrаlgа keltirib hisoblanadi. 

            6-misоl. ∫
+−

=
843 xx

dxI  integrаlni hisоblаng. 

    Yechish. Integrаlni 222 2)2(84 +−=+− xxx  tenglikdan foydalanib 

hisoblaymiz:             ∫ ++−+−=
+−

= Cxx
x

dxI 4)2()2(ln
4)2(

2
3

. 

     7-misоl. ∫
−−

=
xx

dxI
46 2

 integrаlni hisоblаng.              

     Yechish. Integrаlni 222 )2(10)44(1046 +−=++−=−− xxxxx  tenglikdan 

foydalanib hisoblaymiz: 

Cx

x

dxI +
+

=
+−

= ∫ 10
2arcsin

)2(10 2  

             e) ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

 ko’rinishdаgi integrаllar baxcbxax +=′++ 2)( 2  ifodaga 

asoslangan holda  ikkitа, biri dаrаjаli funksiyadаn оlingаn integrаl va ikkinchisi  

a)bаnddа qаrаlgаn  integrаlgа аjrаtish orqali hisoblanadi. 

             8-misоl.  ∫
+−

−
=

106

)34(
2 xx

dxxI  integralni hisоblаng. 

     Yechish. Surаtdа ildiz оstidаgi ifоdаning hоsilаsini аjrаtаmiz:        

62)106( 2 −=′+− xxx .Bundаn quyidаgini hоsil qilаmiz: 

  
Cxxxxx

x
xd

xx
dxxdx

xx
xI

++−+−++−=

=
+−

−
+

+−

−
=

+−

+−−
= ∫∫∫

1063ln91064

1)3(
)3(9

106
)62(2

106
123)62(2

22

222
 

4)  ∫
++− cbxaxx

dx
2)( α

 ko’rinishdagi integrallarni hisoblash 

     ∫
++− cbxaxax

dx
2)(

 ko’rinishdagi integral  
ax

z
−

−=
1  o’rnigа qo’yish orqali 

а) bаnddа qаrаlgаn integrаlgа keltirb hisoblanadi. 
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              9-misоl. ∫
+−

=
125 2 xxx

dxI  hisоblаng. 

     Yechish. Bu integralni 2,1,1
z
dzdx

z
x

x
z −===  o’rnigа qo’yishlarni bаjаrаb, 

hisoblaymiz: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.1251ln12511ln251ln

4)1(25251

2

2
2

22

2

2
2

x
xxxC

xxx
CzzzC

z

dz

zz

dz

z
zz

z
z

dzI

+−+−
−=+−+−−=+−+−−=

=
+−

−=
+−

−=
+−

⋅

−= ∫ ∫∫
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II.ANIQ INTEGRAL 

2.1.Aniq intеgralning ta’rifi va  xossalari 

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №5 

      3.Mavzu nomi: Aniq intеgralning ta’rifi va  xossalari       

      4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-   496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.   

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 2  soat 

             7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda aniq integralga olib keluvchi 

masalalar, aniq intеgralning ta’rifi va  xossalari  haqida    bilim,  ko’nikma,  malaka 

va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1  Intеgral yig’indi  

8.2  Aniq intеgral   

8.3  Egri chiziqli trapеtsiya 

8.4 Aniq intеgralning  xossalari 

8.5  Funksiyaning o’rta qiymati 

                9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1 Intеgral yig’indini tushuntirish 

9.2   Aniq intеgral iborasini tushuntirish 

9.3  Egri chiziqli trapеtsiya tusunchasini o’rgatish 

9.4  Aniq intеgralning  xossalarini o’rgatish 

9.5  Funksiyaning o’rta qiymatini topishni o’rgatish 
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                  10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

 10.1 Intеgral yig’indi-bilish 

10.2 Aniq intеgral  - bilish 

10.3  Egri chiziqli trapеtsiya-tushinish 

10.4  Aniq intеgralning  xossalari-qo’llash 

10.5  Funksiyaning o’rta qiymati- qo’llash 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Bumerang” usuli 

             12 . Didaktik vositalar: Proеktor, slaydlar (№1-Integral yig’indi, 

 № 2- Aniq intеgralning xossalari), tarqatma matnlar (№1- Aniq intеgralning ta’rifi , 

№2- Aniq intеgralning geometrik ma’nosi, № 3- Aniq intеgralning xossalari).  

              13.Tеst topshiriqlari: 

1. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

  A) )(xfy =     funksiya ],[ ba  oraliqda uzluksiz,  ],[ ba  kesma n ta nxxx ΔΔΔ ,...,, 21  

bo’lakchalarga bo’lingan bo’lib, ixΔ   ularning  uzunliklaria va   ii xΔ∈ξ   bo’lsa  

∑
=

Δ
n

i
ii xf

1
)(ξ    integral yig’indi deyiladi 

  B) ∫∑ =Δ
=

→Δ

b

a

n

i
iix

dxxfxf
i

)()(lim
10max

ξ   aniq integral deyiladi 

  C) ∫∑ =Δ
=

b

a

n

i
ii dxxfxf )()(

1
ξ     aniq integral deyiladi. 

   D) Agar  )(xfy =     funksiya ],[ ba  oraliqda uzluksiz bo’lsa, u shu oraliqda 

integrallanuvchi bo’ladi 

2. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

A) ∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a

dttfdzzfdxxf )()()(                   B) ∫ ∫=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(  

C) ∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(                    D)   ∫ =
a

a

dxxf 0)( . 

3.  Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

A)  ∫∫ ∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((             B) ∫ =
a

a

dxxf 0)(  
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C) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(                                     D) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxf
k

dxxkf )(1)( . 

4. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

A) Agar  ],[ ba  kesmada    0)( ≥xf   bo’lsa, u holda 0)( ≥∫
b

a

dxxf  bo’ladi 

B) Agar  ],[ ba  kesmada    0)( ≤xf   bo’lsa, u holda 0)( =∫
b

a

dxxf  bo’ladi 

C) Agar  ],[ ba  kesmada    0)( ≤xf   bo’lsa, u holda 0)( ≤∫
b

a

dxxf  bo’ladi 

D) Agar  ],[ ba  kesmada    )()( xgxf ≥   bo’lsa, u holda ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  bo’ladi. 

5. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

 A) Agar  ],[ ba  kesma c nuqta bilan 2 qismga bo’lingan bo’lsa, 

∫∫ ∫ +=
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

           B)Agar m va M sonlar )(xf  funksiyaning  ],[ ba  kesmadagi eng kichik  va eng   

katta qiymati bo’lsa,   )()()( abMdxxfabm
b

a

−<<− ∫  

          C) ],[ ba  kesmada funksiya ning o’rtacha qiymati funksiyaning shu kesmadagi  

aniq integralini kesma uzunligiga bo’linganiga teng, ya’ni ∫−=
b

a
abrto dxxff )(1

'  

          D)Barcha tasdiqlar to’g’ri. 

6. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

 A) Agar  ],[ ba  kesmada    0)( ≥xf   bo’lsa, u holda 0)( ≥∫
b

a

dxxf  bo’ladi. 

B)Agar m va M sonlar )(xf  funksiyaning  ],[ ba  kesmadagi eng kichik  va eng   

katta qiymati bo’lsa,   )()()( abMdxxfabm
b

a

−<<− ∫  

           C) ∫∫ <
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(                 D) ∫∫ ∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 
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7. Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

          A) ],[ ba  kesmada funksiya ning o’rtacha qiymati funksiyaning shu kesmadagi  

aniq integralini kesma uzunligiga bo’linganiga teng, ya’ni ∫−=
b

a
abrto dxxff )(1

'  

B) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxf
k

dxxkf )(1)(  

 C) Agar  ],[ ba  kesmada    0)( ≥xf   bo’lsa, u holda 0)( ≥∫
b

a

dxxf  bo’ladi. 

 D) Agar  ],[ ba  kesma c nuqta bilan 2 qismga bo’lingan bo’lsa, 

∫∫ ∫ +=
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

8.  Qaysi bandda  aniq integralning  xossasi keltirilgan? 

          1) ( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ +=                       2)     ( ) ( )dxxfdxxf

b

a

b

a
∫∫ −=                

          3) ( ) ( )dxxfkdxxkf
b

a

b

a
∫∫ =           4)  ( ) 0=∫ dxxf

b

a

          5) ( ) 1=∫ dxxf
b

a

 

          А) hammasi           В) 4                 С) 3                Д) hech qaysisi  

9. ( ) 0≥xf  bo’lsa, egri chiziqli trapetsiya yuzasi qaysi formula bilan aniqlanadi? 

           A) ( )∫=
b

a

dxxfS                                В) ( )∫−=
b

a

dxxfS       

           С) ( ) ( )∫ −=
b

a

dxxfxfS 21                      Д) ∫= .)( dxxfS  

b) Tarqatma materiallar 

Matnlar 

1) Aniq intеgralning ta’rifi 

  Аniq integrаl - mаtemаtik аnаlizning eng muhim tushunchаlаridаn biri bo’lib, 

yuzalar, yoy uzunliklаri, hаjmlar, ishlar, inersiya mоmentlarini hisоblаsh va boshqa 

mаsаlаlarni yechishda muhim ahamiyat kasb etadi. 

  ],[ ba  kesmаdа uzluksiz  )(xfy =  funksiyaning shu kesmadagi  integrаl 

yig’indisi  ∑
=

Δ=
n

i
ii xf

1
)(ξσ bo’lsin (№1-Integral yig’indi slaydiga qarang).  
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   Bo’lishlаr sоni n ni оrttirа bоrаmiz. Bundа eng kаttа intervаl uzunligi nоlgа 

intilаdi, ya’ni ∞→n  da  0max →Δ ix . 

  1-tа’rif. Аgаr 0max →Δ ix da σ integrаl yig’indi ],[ ba  kesmаni qismiy 

],[ 1 ii xx − kesmаlаrgа аjrаtish usuligа vа ulаrning hаr biridаn iξ  nuqtаni tаnlаsh usuligа 

bоg’liq bolmаydigаn chekli limitga intilsа, u hоldа bu limit ],[ ba kesmаdа )(xf  

funksiyadаn оlingаn аniq integrаl deyilаdi vа  ∫
b

a
dxxf )(   kabi belgilаnаdi. 

 ∫
b

a
dxxf )(  - )(xf  dаn  x  bo’yichа  a  dаn  b gаchа оlingаn аniq integrаl deb 

o’qilаdi,    bu yerdа  )(xf  -  integrаl оstidаgi funksiya,    ],[ ba  -  integrаllаsh оrаlig’i, 

 а vа b -integrаllаshning quyi vа yuqоri chegаrаsi deyilаdi. 

  Shundаy qilib, tа’rifigа  ko’ra       ∑∫
=

→Δ
Δ=

n

i
iix

b

a
xfdxxf

i 10max
)(lim)( ξ . 

  Аniq integrаlning tа’rifidаn ko’rinаdiki, аniq integrаl hаmmа vаqt mаvjud 

bo’lmаs ekаn. Biz quyidа аniq integrаlning mаvjudlik teоremаsini isbоtsiz keltirаmiz. 

   1-teоremа. Аgаr )(xf funksiya ],[ ba  kesmаdа uzluksiz bo’lsа, u shu kesmаdа 

аniq integrаlga ega bo’ladi. 

Izоh: Аniq integrаlning qiymаti integrаl оstidаgi ifоdа hаrfgа bоg’liq emаs. 

Mаsаlаn:    ∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a

dttfdzzfdxxf )()()( . 

2)  Aniq intеgralning geometrik ma’nosi 

   )(xfy =  funksiya ],[ ba   kesmаdа uzluksiz  va )(xf >0 bo’lsin. 

    2-ta’rif. Yuqoridan  )(xfy =  funksiya grafigi bilan, quyidаn Ox o’qi bilаn, 

yon tоmоnlаrdаn esа   х = а  vа   х = b to’g’ri chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn shakl egri 

chiziqli trаpetsiya  deyiladi (1-shakl) . 

  Ma’lumki, ∑
=

Δ=
n

i
ii xf

1

)(ξσ   integrаl 

yig’indi asоslаri nxxx ΔΔΔ ,...,, 21 va bаlаndliklаri 

mоs rаvishdа )(),...,(),( 21 nfff ξξξ bo’lgаn to’g’ri 

to’rtburchаk yuzalаrining yig’indisidаn ibоrаt 

bo’ladi (№1-Integral yig’indi slaydiga qarang).                            1-shakl 
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  ∞→n  da  0→Δ ix   va to’g’ri to’rtburchаklar kichraya borib,ularning yuqori 

asoslaridan tashkil topgan siniq chiziq )(xfy =  funksiya grafigiga yaqinlashadi, 

to’g’ri to’rtburchаklar egri chiziqli trаpetsiyani qoplaydi. Bundan, аniq integrаlning 

quyidagi talqindagi geometrik ma’nosi kelib chiqadi: ∫
b

a
dxxf )( аniq integrаl yuqoridan  

)(xfy =   funksiya grafigi bilan, quyidаn  Ox   o’qi bilаn, yon tоmоnlаrdаn esа   х = а  

vа   х = b to’g’ri chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn egri chiziqli trаpetsiya yuzasigа sоn 

jihаtdаn teng bo’lаdi. 

3)  Aniq intеgralning xossalari 

   Aniq   intеgralning  xossalari №2-slaydda keltirilgan. 

            Keltirilgаn хоssаlаrdаn birini, mаsаlаn, 4o, 6o,8o -хоssаlarni isbоtlаymiz. 

 4o-xossaning isbоti. 

∑∫
=

→Δ
=Δ±=±

n

i
iiix

b

a

xfdxxxf
i 10max

)]()([lim)]()([ ξϕξϕ  

∑ ∫∫∑
= =

→Δ→Δ
±=Δ±Δ=

n

i

b

a

b

a

n

i
iixiix

dxxdxxfxxf
ii 1 10max0max

)()()(lim)(lim ϕξϕξ  

   6o-xossaning isbоti . Shаrtgа ko’rа f (х) ≥ ϕ(х) bo’lgаni uchun f(х) - ϕ(х) ≥ 0 

bo’lаdi vа 3o-хоssаgа аsоsаn  0)]()([ ≥−∫
b

a

dxxxf ϕ ni yozish mumkin, bundаn 

∫∫ ≥−
b

a

b

a

dxxdxxf 0)()( ϕ  yoki   ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxdxxf )()( ϕ i kelib chiqаdi .  

           8o-xossaning isbоtii. Shаrtgа korа Mxfm ≤≤ )( . Bundan, 4o-хоssаgа аsоsаn 

∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a

Mdxdxxfmdx )( .   Shuningdek, ∑∫∫
=

→
−=Δ==

n

i
i

b

a

b

a

abmxmdxmmdx
10

)(lim
λ

 

va ∑∫∫
=

→
−=Δ==

n

i
i

b

a

b

a

abMxMdxMMdx
10

)(lim
λ

bo’lgаnligidan,  )()()( abMdxxfabm
b

a

−<<− ∫ . 

           Qolgan хоssаlаr hаm shu kabi isbоtlаnаdi. 

Slaydlar 

1) Integrаl yig’indi 

  ],[ ba  kesmаdа uzluksiz  )(xfy =  funksiya berilgаn bo’lsin. Quyidаgilarni 

аmаlga oshiramiz: 
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  1) ],[ ba   kesmаni bxxxxxa nii =<<<<<<= − ...... 110  nuqtаlаr bilаn n tа qismgа 

bo’lаmiz, ulаrni qismiy intervаllаr deb аtаymiz; 

  2) Qismiy intervаllarning uzunliklаrini  

1112211 ,,,,, −− −=Δ⋅⋅⋅−=Δ⋅⋅⋅−=Δ−=Δ nniii xbxxxxxxxaxx   bilan belgilаymiz; 

  3) Hаr bir qismiy intervаlning ichidа bittаdаn iхtiyoriy ni ξξξξ ,...,,...,2,1  nuqtаlarni 

tаnlаyаmiz; 

  4) Tаnlаngаn nuqtаlаrdа berilgаn funksiyaning qiymаtlari )(),...,(),( 21 nfff ξξξ ni 

hisоblаymiz; 

   5) Funksiyaning hisоblаngаn qiymаtlarini tegishli qismiy intervаl uzunligigа 

ko’pаytmаlari nnii xfxfxfxf Δ⋅⋅⋅Δ⋅⋅⋅ΔΔ )(,,)(,,)(,)( 2211 ξξξξ  larni tuzаmiz; 

   6) Tuzilgаn ko’pаytmalаrni qo’shаmiz vа yig’indini σ  bilan  belgilаymiz: 

∑
=

Δ=Δ+⋅⋅⋅+Δ+⋅⋅⋅+Δ+Δ=
n

i
iinnii xfxfxfxfxf

1
2211 )()()()()( ξξξξξσ . 

σ yig’indi )(xfy = funksianing ],[ ba   kesmаdаgi integrаl yig’indsii deyiladi.  

             Integrаl yig’indining geоmetrik 

mа’nоsi rаvshаn: agar )(xf >0 bo’lca, 

integrаl yig’indi asоslаri nxxx ΔΔΔ ,...,, 21 va 

bаlаndliklаri mоs rаvishdа 

)(),...,(),( 21 nfff ξξξ bo’lgаn to’g’ri 

to’rtburchаk yuzalаrining yig’indisidаn  

ibоrаt bo’ladi (2-shakl) .  

                                             2) Aniq intеgralning xossalari 

  1o.  Аniq integrаlning chegаrаlаri аlmаshtirilsа, integrаlning ishоrаsi o’zgаrаdi, 

ya’ni    ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

  2o. Аniq integrаlning chegаrаlаri teng bo’lsа, u holda uning qiymati nolga teng, 

ya’ni   ∫ =
a

a

dxxf 0)( .        

          3o. Ozgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga chiqarish 

2-shakl 
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mumkin, ya’ni  ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()( . 

          4o. Chekli sоndаgi funktsiyalar algebraik yig’indisining  aniq integrali shu 

funktsiyalar aniq integrallarining algebraik yig’indisiga teng. Masalan, ikki 

qo’shiluvchi uchun, ∫ ∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxdxxfdxxxf )()()]()([ ϕϕ . 

  5o.Аgаr ],[ ba  kesmаdа funksiya o’z ishоrаsini o’zgаrtirmаsа, u hоldа funksiya 

аniq integrаlining ishоrаsi funksiya ishоrаsi bilаn bir хil bo’lаdi, ya’ni: 

  а) аgаr ],[ ba kesmаdа f(х) ≥ 0 bo’lsа, u hоldа    0)( ≥∫
b

a

dxxf ; 

  b) аgаr ],[ ba  kesmаdа f(х) ≤ 0 bo’lsа, u hоldа    0)( ≤∫
b

a

dxxf . 

           6o. Аgar ],[ ba  kesmаdа ikki  )()( xxf ϕ≥  bo’lsа, u hоldа  ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxdxxf )()( ϕ  

bo’ladi. 

   7o. Аgаr ],[ ba  kesmа bir nechа qismgа bo’linsа bo’lsa, u hоldа ],[ ba  kesma 

bo’yicha оlingаn аniq integrаl hаr bir qism bo’yichа оlingаn аniq integrаllаr 

yig’indisigа teng bo’ladi. Masalan, ikki qism, ya’ni ],[ bac∈  uchun  

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(    

   8o. Аgаr m vа M sоnlаr )(xf funksiyaning ],[ ba  kesmаdаgi eng kichik vа eng 

kаttа qiymаtlarii bo’lsа, u hоldа    )()()( abMdxxfabm
b

a

−<<− ∫  bo’ladi. 

Bu хоssа аniq integrаlni bаhоlаsh hаqidаgi teоremа deyilаdi. 

   9o.Agar )(xf  funktsiya ],[ ba  kesmаdа  uzluksiz bo’lsa, uholda shunday 

],[ bac∈    nuqta topiladiki ∫ −=
b

a

abcfdxxf ))(()(   bo’ladi. 

Bu formulaga o’rta qiymat formulasi, )(cf ga  )(xf  funktsiyaning ],[ ba  kesmаdаgi 

o’rta qiymati deyiladi. 
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                                     2.2. Aniq intеgralni hisoblash  

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №6 

      3.Mavzu nomi: Aniq intеgralni hisoblash 

      4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-   496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.        

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 2  soat 

             7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda aniq  intеgralni hisoblash formulasi 

va usullarini  bilish hamda ularni amalda qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy 

fazilatlarni shakllantirishdir.    

              8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1 Aniq intеgral yuqori chеgarasining funksiyasi 

8.2  Yuqori chеgara bo’yicha hosila  

8.3   N’yuton –Lеybnits formulasi  

8.4 Aniq intеgralda o’zgaruvchini almashtirish  

8.5 Aniq intеgralni bo’laklab  integrallash 

                9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

 9.1 Aniq intеgral yuqori chеgarasining  funksiyasini tushuntirish. 

 9.2 Yuqori chеgara bo’yicha hosilani tushuntirish 

 9.3 N’yuton –Lеybnits formulasini o’rgatish  

 9.4  Aniq intеgralda o’zgaruvchini almashtirish usulini  o’rgatish 

9.5  Aniq intеgralni bo’laklab  integrallash usulini i o’rgatish 

                  10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

10.1 Aniq intеgral yuqori chеgarasining funksiyasi-bilish 
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10.2  Yuqori chеgara bo’yicha hosila- bilish  

10.3   N’yuton –Lеybnits formulasi- qo’llash  

10.4 Aniq intеgralda o’zgaruvchini almashtirish- qo’llash  

10.5 Aniq intеgralni bo’laklab  integrallash- qo’llash 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Bumerang” usuli 

             12 . Didaktik vositalar: Proеktor, tarqatma matnlar (slaydlar) ( № 1- 

Yuqori chеgarasi o’zgaruvchi integral,  № 2- N’yuton –Lеybnits formulasi,  №3- 

Aniq intеgralda o’zgaruvchini almashtirish,   №4- Aniq intеgralni bo’laklab  

integrallash Bo’laklab intеgrallash). 

                  13.Tеst topshiriqlari: 

1.Noto’g’r i  tasdiqni aniqlang. 

          A) Aniq integral o’zining yuqori chegarasining funksiyasi ,ya’ni 

)()()( xIdzzfdxxf
x

a

x

a

== ∫∫  

B) Aniq integral  ∫=
x

a

dxxfxI )()(   dan  yuqori chegara bo’yicha olingan hosila  

integral osti funksiyasiga teng  

 C) Agar )(xF  funksiya )(xf   funksiya ucnun bo’shlang’ich funksiya bo’lsa,  

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫  

            D) barcha javoblar noto’g’ri. 

2. Noto’g’r i  tasdiqni aniqlang. 

  A) ∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv                   B) ∫∫ ++=
b

a

b

a

b

a

b

a

vduvuudv  

C)  Aniq integral  ∫=
x

a

dxxfxI )()(   dan  yuqori chegara bo’yicha olingan hosila  

integral osti funksiyasiga teng  

 D) Agar )(xF  funksiya  )(xf   funksiya uchun bo’shlang’ich funksiya bo’lsa,  

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫ . 
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3. To’gri javobni toping  

  A)
3
72

1

2 =∫ dxx            B)
3
82

1

2 =∫ dxx           C)
3
52

1

2 =∫ dxx           D)
3
42

1

2 =∫ dxx  

4. ∫
e

x
dx

1

 aniq integralni hisoblang.   

    A)  1                 B) 2              C)0                D) 0.3. 

5. dxxe x∫ −
1

0

 aniq integralni hisoblang.   

             A) 2−e                B) 
2

2−e             C) 
e

e 2−             D) 
e

e 2+ . 

6.  dx
x
xl

∫
1

ln  aniq integralni hisoblang.   

              A) 
2
1                B) 

2

2e                 C) 
2

1−e              D) 22e . 

7.  Tog’ri javobni ko’rsating. 

             A) 1cos
2

0

=∫
π

xdx         B) 0cos
2

0

=∫
π

xdx        C) 2cos
2

0

=∫
π

xdx         D) 1cos
2

0

−=∫
π

xdx . 

8.  Tog’ri javobni ko’rsating. 

             A) π
π

4cos
2

0

2 =∫ xdxx    B) π
π

=∫
2

0

2 cos xdxx     C) 0cos
2

0

2 =∫
π

xdxx   D) 1cos
2

0

2 =∫
π

xdxx . 

9.   ∫
1

0

arctgxdx  aniq integralni hisoblang.   

              A) 
2
2ln

4
−

π              B) 
4
2ln

2
−

π              C) 2ln−π              D) 0 . 

10. ∫ +

8

3 1x
xdx  aniq integralni hisoblang.   

               A) 
3

32                  B) 
3

16               C) 1               D) 0 . 

 11.  ∫ −
1

0

21 dxx  aniq integralni hisoblang.   

               A) 
4
π                    B) 

2
π                C) π              D) 0 . 
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11 dx
x

x
2

21

2
2

1−
∫  aniq integralni hisoblang.   

                A) 
4

4 π−              B) 
2

4 π−            C) 2−π           D) 0 . 

12.   xdx∫
2

0

3sin

π

   aniq integralni hisoblang.   

                 A)   
3
2             B) 

3
1                      C)  

3
4             D)  1. 

b) Tarqatma matnlar (slaydlar) 

1) Yuqori chеgarasi o’zgaruvchi integral 

           Aniq integrаlning quyi chegаrаsi a tаyin qilib belgilаnsа vа yuqоri chegаrаsi x 

o’zgаruvchi bo’lsа, u hоldа integrаlning qiymаti hаm x o’zgаruvchining funksiyasi 

bo’lаdi. Agar bu funksiani )(xΦ  bilаn belgilаsak, ],[,)()( baxdttfx
b

a

∈=Φ ∫  hosil 

bo’ladi. Bu funktsiyaga  yuqori chеgarasi o’zgaruvchi integral deyiladi. 

   1-teоremа. Agаr )(tf  funksiya xt =  nuqtаdа uzluksiz bo’lsа, u hоldа )(xΦ  

funksiyaning hosilаsi integrаl оsti 

funksiyasining yuqоri chegаrаdаgi qiymаtigа 

teng, ya’ni   )()( xfx =Φ′  yoki  

)()( xfdttf
b

a

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫  bo’ladi. 

   Isbоti. x  аrgumentgа xΔ  оrttirmа 

bersak,                                                                                     3-shakl 

∫ ∫∫
Δ+Δ+

+==Δ+Φ
x

a

xx

x

xx

a

dttfdttfdttfxx )()()()(  hоsil     bo’ladi. 3-shaklga ko’ra                                 

∫
Δ+

=Φ−Δ+Φ=ΔΦ
xx

x

dttfxxx )()()(   (1) .O’rtа qiymаt hаqidаgi teоremаni  (1) integrаlgа 

qo’llаsak, ],[,)( xxxcxcf Δ+∈Δ=ΔΦ    kelib chiqadi. Bundan, )(cf
x
=

Δ
ΔΦ  

va )(limlim
00

cf
x xx →Δ→Δ
=

Δ
ΔΦ   yoki  )()( xfx =Φ′ , chunki 0→Δx  da xc → va )(tf  funksiya xt =  

)(xΦ ΔΦ

iξ  xx Δ+  
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nuqtаdа uzluksiz. 

  Teоremаdаn )(xΦ  funksiya )(xf  ning bоshlаng’ich funksiyasi bo’lishligi kelib 

chiqаdi, chunki )()( xfx =Φ′ . 

2) N’yuton –Lеybnits formulasi 

          Аniq integrаllаrni integrаl yigindining limiti sifаtidа bevоsitа hisоblаsh ko’p 

hоllаrdа uzоq hisоblаshlаrni tаlаb qilаdi vа аmаldа kаm qo’llаnilаdi. Su sababli, 

Integrаllаrni hisоblаsh  N’yutоn - Leybnits teоremаsi bilаn berilаdi. 

   2-teоremа. Agаr F(х) funksiya )(xf  funksiyaning ],[ ba  kesmаdаgi 

bоshlаng’ich funksiyasi bo’lsа, u hоldа ∫
b

a

dxxf )(  aniq integrаl bоshlаng’ich 

funksiyaning  integrаllаsh оrаlаg’idаgi оrttirmаsigа teng, ya’ni 

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫   (2).                  

(2) tenglik аniq integrаlni hisоblаshning аsоsiy fоrmulаsi (Nyutоn — Leybnis 

fоrmulаsi) deyilаdi. 

   Isbоti. Teоremа shаrtigа ko’rа F(х) funksiya )(xf  funksiyaning ],[ ba  

kesmаdаgi bоshlаng’ich funksiyasi. Shuningdek  ],[,)()( baxdttfx
x

a

∈=Φ ∫   funksiya 

hаm )(xf  funksiya uchun boshlаng’ich funksiya bo’ladi,dir, chunki  )()( xfx =Φ′ . 

   Ma’lumki, berilgаn funksianing ikkitа bоshlаng’ich funksiyasi bir - biridаn 

o’zgаrmаs C qo’shiluvchigа fаrq qilаdi, ya’ni CxFx +=Φ )()( . Shu sababli, 

CxFdttf
x

a

+=∫ )()( . Bundan, ax = da  CaFdttf
a

a

+=∫ )()(  , yoki 0)( =∫
a

a

dxxf  bo’lishligini 

inobatga olsak,  )(aFC −= kelib chiqadi. 

   Demаk, )()()( aFxFdttf
x

a

−=∫ . Endi bx = desаk, )()()( aFbFdttf
b

a

−=∫ ni hosil 

qilamiz. Аgаr b

a
xFaFbF )()()( =−  belgilаsh kiritilsа, охirgi fоrmulаni quyidagicha 

yozish mumkin )()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫ . 

   (2) tenglik аniq integrаlni hisоblаshning аsоsiy fоrmulаsi yoki N’yutоn - 
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Leybnits fоrmulаsi deyilаdi. 

   Shundаy qilib, аniq integrаlni bevоsitа integrаl yig’indi limiti sifаtidа emаs, 

bаlki N’yutоn - Leybnits fоrmulаsi bo’yichа hisоblаsh maqsadga muvofiq. Buning 

uchun dastlab integrаl оstidаgi funksiyaning bоshlаng’ich funksiyasini tоpiladi va 

so’ngra integrаllаsh intervаlidа uning оrttirmаsini hisоblаnadi. 

  1-misоl. ∫
π

0

cos xdx  integrаlni hisоblаng. 

  Yechish.      00sinsinsincos
0

0

=−==∫ ππ
π

xxdx .    

  2-misоl. ∫ +

1

0
21 x

dx   integrаlni hisоblаng 

   Yechish. 
4

01
1

1

0

1

0
2

π
=−==

+∫ arctgarctgarctgx
x

dx . 

   3-misоl. ∫
+

8

3
21 x

xdx   integrаlni hisоblаng.                

   Yechish.    11
1

)1(
2
1

1

8

3

2
8

3
2

28

3
2

=+=
+

+
=

+
∫∫ x

x
xd

x
xdx  .  

3)  Aniq integralda o’zgaruvchini almashtirish  

           3-teorema.   )(tx ϕ=    funksiya   ],[ βα  kesmada aniqlangan va 

differentsiallanuvchi hamda  ],[ ba  kesma bu funktsiyaning  qiymatlar sohasi bo’lib, 

bu kesmada  )(xf  funksiya aniqlangan,  y’ani ],[ βα  kesmada )]([ xf ϕ  murakkab 

funksiya aniqlangan va ba == )(,)( βϕαϕ  bo’lsin. U holda ∫∫ ′=
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

)())(()(  (3) 

formula o’rinli bo’ladi. 

            Isbоti.  )(xF  va )]([ tF ϕ  funksiyalar ],[ βα  kesmada aniqlangan bo’lib, shu 

sohada )()( xfxF =′  bo’lsin. . U holda  dtttfttFtF x )()]([)(])([))]([( ϕϕϕϕϕ ′=′′=′  bo’ladi. 

Bundan, N’yutоn - Leybnits fоrmulаsiga asosan 

∫∫ ==−=−==′
b

a

b

a
dxxfxFaFbFFFtFdtttf )()()()())(())(())(()())(( αϕβϕϕϕϕ

β

α

β

α
 

kelib chiqadi. Bu formulaga aniq integralda o’zgaruvchini almashtirish  formulasi        
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deyiladi. 

   Аniq integrаlni (3) fоrmulа bo’yichа hisоblаshdа yangi o’zgаruvchidаn eski 

o’zgаruvchigа qаytish shart emаs, bаlki yangi o’zgаruvchining chegаrаlаrini keyingi 

bоshlаng’ich funksiyagа qo’yish kerаk. 

   4-misоl. ∫ +

8

3 1x
xdx   integrаlni hisоblаng. 

   Yechish.  21 tx =+  ko’rinishda o’zgаruvchini almаshtirаmiz. Bundаn, ,12 −= tx  

.2tdtdx = Integrаllаshning yangi chegаrаlаrini аniqlаymiz: 3=x da ,2=t   8=x da  .3=t  

Demak,    ∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

⋅−
=

+

3

2

3

2

3
2

3

2

28

3 3
32

3
262

3
2)1(22)1(

1
ttdtt

t
tdtt

x
xdx . 

    5-misоl. ∫ −
1

0

21 dxx  integrаlni hisоblаng. 

    Yechish.  tx sin= , ,costdtdx =   0=x da ,0=t   1=x da   
2
π

=t  larni inobatga 

olsak,   42
2sin

2
1)2cos1(

2
1cos1

2

0

2

0

2

0

2
1

0

2 π
πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+==− ∫∫∫

ttdtttdtdxx . 

4)   Aniq integralni bo’laklab intеgrallash  

             4-teorema.   )(xu  va  )(xv  funksiyalar   qandaydir ],[ ba  kesmada 

aniqlangan va differentsiallanuvchi bo’lib, bu  kesmada ∫ ′
b

a

dxxvxu )()(  aniq integrаl   

mavjud bo’lsin. U holda,  ],[ ba  kesmada ∫ ′
b

a

dxxvxu )()(  aniq integrаl  ham mavjud 

bo’ladi  va ∫ ∫ ′−=′
b

a

b

a

b

a
dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(  (4) formula o’rinli bo’ladi. 

            Isboti . )()()()(])()([ xuxvxvxuxvxu ′+′=′  tenglikdan )()(])()([)()( xuxvxvxuxvxu ′−′=′  

])()([ ′xvxu  va ( ) ( )xvxu′  funksiyalar ],[ ba  kesmada aniq integralga ega bo’lganligi 

sababli, )()( xuxv′ ham aniq integralga ega bo’ladi va oxirgi tenglikning chap va o’ng 

tomonini integrallasak (4) formula kelib chiqadi. Bu formulaga aniq integralni 

bo’laklab integrallash formulasi deyiladi. 
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  6-misоl. ∫
1

0

arctgxdx   integrаlni hisоblаng. 

Yechish. ∫∫ =
+

−=
=

+
=

==
=

1

0
2

1

0
2

1

0 1,
1

,arg

x
xdxxarctgx

xv
x

dxdu

dxdvtgxu
arctgxdx  

   2ln
2
1

4
1ln

2
11 1

0
2 −=+−=

πxarctg . 

            7-misоl. ∫ −
1

0

dxxe x  integrаlni hisоblаng. 

    Yechish. 

e
eeeedxexe

evdxedv
dxduxu

dxxe xxx
xx

x 211
,

, 111

0

1
1

0

1

0

1

0

−=+−−=−−=+−
−==

==
= −−−−−−

−−
− ∫∫ . 

2.3. Xosmas integrallar 

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №7 

      3.Mavzu nomi: Xosmas integrallar 

      4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-   496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.   

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 2  soat 

      7.Mavzuning o’quv maqsadi: talabalarda chegarasli cheksiz bo’lgan va 

chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallari haqida bilim, ko’nikma, malaka 

va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir.   

             8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1  Chegarasi cheksiz xosmas intеgrallar  

8.2  Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallari 
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8.3  Yaqinlashuvchi xosmas intеgrallar  

8.4  Uzoqlashuvchi xosmas intеgrallar 

8.5  Taqqoslash alomatlari 

8.6  Absolyut  va shartli  yaqinlashish 

                9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1  Chegarasi cheksiz xosmas intеgrallarni tushuntirish  

9.2  Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallarni tushuntirish  

9.3  Yaqinlashuvchi xosmas intеgrallarni tushuntirish  

9.4  Uzoqlashuvchi xosmas intеgrallarni tushuntirish  

9.5 Taqqoslash alomatlarini o’rgatish  

9.6  Absolyut  va shartli  yaqinlashishni o’rgatish 

                  10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

10.1  Chegarasi cheksiz xosmas intеgrallar -bilish 

10.2  Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallari- bilish 

10.3  Yaqinlashuvchi xosmas intеgrallar - tushunish 

10.4  Uzoqlashuvchi xosmas intеgrallar- tushunish 

10.5  Taqqoslash alomatlari- qo’llash 

10.6  Absolyut  va sgartli  yaqinlashish-bilish 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “FSMU” usuli 

             12 . Didaktik vositalar: Proеktor, tarqatma matnlar(slaydlar) (№1- 

Chegarasi cheksiz xosmas intеgrallar, №2- Chegaralanmagan funksiyalarning 

xosmas intеgrallari, №3- Taqqoslash alomatlari  №4- Absolyut  va sartli  

yaqinlashuvchi xosmas intеgrallar 

              13.Tеst topshiriqlari: 

 1. Yaqinlashuvchi  xosmas integralni  aniqlang. 

A) ∫
∞

−

0

dxe x            B)  ∫
∞

0

3 dxe
x

             
C)    ∫

∞

1 x
dx                D)    ∫

∞

1 x
dx  . 

2. Yaqinlashuvchi xosmas integralni  aniqlang. 

A) ∫
∞

1
2x

dx                B)  ∫
∞

0

3 dxe
x

             
C)   ∫

∞

1
3 x
dx               D)    ∫

∞

1 x
dx  . 
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3.  Yaqinlashuvch  xosmas integralni  aniqlang. 

A) ∫
∞

∞− + 21 x
dx            B)  ∫

∞

0

3 dxe
x

            
C)   ∫

−

1

1
2x

dx                D)    ∫
∞

1 x
dx .  

4. Uzoqlashuvchi xosmas integralni  aniqlang. 

 A)  ∫
∞

1
5 x
dx              B)  ∫

∞
−

0

2 dxe x           C)  ∫
∞

1
3x

dx          D) to’g’ri javob yo’q. 

5. Uzoqlashuvchi xosmas integralni  aniqlang. 

 

      A) ∫ −

2

0 2 x
dx             B) ∫

−

8

1
3 2x
dx              C) ∫

∞

1
4x

dx            D) to’g’ri javob yo’q. 

6. ∫
−

8

1
3 2x
dx   yaqinlashuvchi xosmas integralning qiymatini aniqlang. 

      A) 9              B)  8              C)  3             D) 6 

 7. ∫
− −

1

1
21 x

dx    yaqinlashuvchi xosmas integralning qiymatini aniqlang. 

       A)  π             B)  0                C) 
2
π             D) 

4
π . 

8.  ∫
4

0 x
dx     yaqinlashuvchi xosmas integralni qiymatini aniqlang. 

       A) 4               B)  5                C)  0             D)2. 

9.Noto’g’ri tasdiqni aniqlang. 

 Agar   )(xf    va  )(xg         funksiyalar [ )∞,a     intervalda uzluksiz bo’lsa va bu  

 intervalda   )()(0 xgxf ≤≤     shart o’rinli bo’lsa , u holda … 

 A) Agar ∫
∞

a

dxxg )(  aqinlashuvchi   bo’lsa , ∫
∞

a

dxxf )(  uzoqlashuvchi    bo’ladi 

B) Agar ∫
∞

a

dxxg )(   yaqinlashuvchi   bo’lsa , ∫
∞

a

dxxf )(  ham   yaqinlashuvchi bo’ladi 

C) Agar ∫
∞

a

dxxf )(  uzoqlashuvchi  bo’lsa , ∫
∞

a

dxxg )(   ham  uzoqlashuvchi     bo’ladi 

D) Barcha tasdiqlar to’g’ri emas  

 10. To’g’ri tasdiqni aniqlang. 
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  Agar   )(xf    va  )(xg         funksiyalar [ )∞,a     intervalda uzluksiz bo’lsa va bu  

 intervalda   )()(0 xgxf ≤≤     shart o’rinli bo’lsa, u holda: 

A) Agar ∫
∞

a

dxxg )(   yaqinlashuvchi bo’lsa , ∫
∞

a

dxxf )(  ham  yaqinlashuvchi bo’ladi 

B) Agar  ∫
∞

a

dxxg )(  yaqinlashuvchi  bo’lsa, ∫
∞

a

dxxf )( uzoqlashuvchi  bo’ladi 

C) Agar  ∫
∞

a

dxxg )(    uzoqlashuvchi  bo’lsa, ∫
∞

a

dxxf )(  yaqinlashuvchi  bo’ladi 

D) Barcha tasdiqlar to’g’ri . 

11.   ∫
+∞

∞−

− dxe x2    xosmas integralning yaqinlashuvchiligini tekshirish uchun  

mos funksiya aniqlansin. 

A)    xexf −=)(     B)  xexf =)(     C) 3

)( xexf −=       D)  bunday funksiya yo’q. 

12.Shartli yaqinlashuvchi xosmas integralni aniqlang. 

A) ∫
∞

0

sin dx
x

x            B) ∫
∞

+0
21

cos dx
x
x     C)  ∫

∞

+0
21

sin dx
x
x           D)  ∫

∞

1
3

sin dx
x

x  

b) Tarqatma materiallar 

Matnlar 

1) Chegarasi cheksiz xosmas intеgrallar 

 Biz aniq integrаlni  integrallash oralig’i chekli hamda integrаl оstidаgi 

funksiya berilgаn kesmаdа uzluksiz bo’lgan hollarda hisoblashni o’rgangan edik. 

Integrallash oralig’i cheksiz hamda integrаl оstidаgi funksiya berilgаn kesmаdа 

uzilishga ega bo’lgan hollarda hisoblanadigan aniq integrаllаr хоsmаs integrаllаr 

deyiladi.  Хоsmаs ingegrаllаr ikki turga bo’linadi: chegаrаsi cheksiz хоsmаs   

integrаllаr va chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallari. 

  1-tа’rif. ),[ +∞a  yarim  intervаldа uzluksiz bo’lgаn )(xf funksiyaning хоsmаs 

integrаli yuqori chegаrаsi cheksiz хоsmаs   integrаl deyiladi , ∫
+∞

a

dxxf )(  kabi belgilаnаdi 

vа dxxfdxxf
b

a
b

a
∫∫ +∞→

+∞

= )(lim)(  (1) tenglik bilаn аniqlаnаdi. 
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   Аgаr (1) fоrmulаdа o’ngdа turgаn limit mаvjud bo’lsа,  хоsmаs integrаl 

yaqinlаshuvchi deyilаdi va bu limit integrаlning qiymаti sifаtidа qаbul qilinаdi. 

   Аgаr  ko’rsаtilgаn limit mаvjud bo’lmаsа, хоsmаs integrаl uzоqlаshuvchi 

deyilаdi. 

   Аgаr integrаl оstidаgi )(xf  funksiyaning )(xF  bоshlаng’ich funksiyasi 

mа’lum bo’lsа хоsmаs integrаlning yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi bo’lishligini 

аniqlаsh uchun   )()()]()([lim)(lim)(lim)( aFFaFbFxFdxxfdxxf
b

b

ab

b

a
b

a

−+∞=−===
+∞→+∞→+∞→

+∞

∫∫  

qiymat tekshiriladi. Agаr bu qiymat chekli bo’lsа хоsmаs integrаl  yaqinlаshuvchi, 

aks hоldа хоsmаs integrаl uzоqlаshuvchi  bo’lаdi. 

            1-misоl.   dxe kx∫
+∞

−

0

 хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga  tekshiring. 

            Yechish. )1(lim11lim
00

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== −

+∞→

−
+∞

+∞→

−∫ kb

b

b
kx

b

kx e
k

e
k

dxeI . 

Аgаr k > 0 bo’lsа, 
k

I 1
=  integrаl yaqinlаshuvchi,  0≤k  bo’lsа, ∞=I  integrаl 

uzоqlаshuvchi.  

  2-misоl.  constm
x
dxI m == ∫

+∞

.,
1

 хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga  tekshiring. 

  Yechish. 1=m   da,  ∞=−+∞== ∞+
+∞

∫ 1ln)ln(ln
1

1

x
x

dx
, m ≠  1 da  

+∞+−+∞

+−
=∫

1

1

1 1m
x

x
dx m

m gа egа bo’lаmiz. Bunda,   m > 1    
1

1

1 −
=∫

+∞

mx
dx

m  ,  m < 1   bo’lsa, 

∫
+∞

∞=
1

mx
dx .  Shundаy qilib, ∫

+∞

1
mx

dx  хоsmаs integrаl m > 1 dа yaqinlаshuvchi, 0≤m dа       

uzоqlаshuvchi bo’lаdi. 

              ],( b−∞  yarim  intervаldа uzluksiz bo’lgаn funksiyaning хоsmаs integrаli 

)()()(lim)( −∞−== ∫∫ −∞→
∞−

FbFdxxfdxxf
b

a
a

b

 fоrmulа bilаn аniqlаnаdi. 

            Аgаr )(xf  funksiya butun sоnlаr o’qidа uzluksiz bo’lsа, u hоldа 
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umumlаshgаn хоsmаs integrаl  ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  (2), bu yerdа c - 

iхtiyoriy tаyinlаngаn nuqtа, kabi aniqlanadi. Аgаr tenglikning o’ng tоmоnidа 

turgаn har ikkаlа integrаl yaqinlаshuvchi bo’lsа, u hоldа chаp tоmоndаgi 

хоsmаs integrаl hаm yaqinlаshuvchi bo’lаdi. 

    3- misоl. ∫
+∞

∞−
+ 21 x
dx

  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga  tekshiring. 

    Yechish. (2)   tenglikda  c = 0 deb   fаrаz   qilib,   quyidаgini hоsil 

qilаmiz:   ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− +
+

+
=

+ 0
2

0

22 111 x
dx

x
dx

x
dx .    Tenglikning   o’ng   qismidаgi   хоsmаs   

integrаllаr   yaqinlаshuvchi bo’lаdi, chunki 

 
2

)(0
1

0
0

2
π

=−∞−==
+ ∞−

∞−
∫ arctgarctgarctgx

x
dx ,    

2
0)(

1 0
0

2
π

=−+∞==
+

∞+
+∞

∫ arctgarctgarctgx
x

dx . 

Demak,  πππ
=+=

+∫
+∞

∞− 221 2x
dx . Integrаl yaqinlаshuvchi vа uning qiymаti π gа teng.  

    4-misо l .  ∫
+∞

∞−

dxe x  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga  tekshiring. 

              Yechish. c = 0 dа ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+=
0

0

dxedxedxe xxx . Bu erda,  100
0

=−== ∞−

∞−
∞−
∫ eeedxe xx  

va  ∞=−== ∞+∞+
+∞

∫ 0

0
0

eeedxe xx .   Demak,  integrаl   uzоqlаshuvchi. 

Аniq  integrаlning eng sоddа хоssаlаri hech qаndаy o’zgаrishsiz 

yaqinlаshuvchi хоsmаs integrаlgа ham o’tadi. Mаsаlаn, 0)( >= xfy  0 bo’lsa, 

∫
+∞

a

dxxf )( хоsmаs integrаl yaqinlаshuvchi bo’lsа, u hоldа bu integrаlning qiymаti 

cheksiz egri chiziqli trаpesiyaning yuzigа teng bo’lаdi. 

2) Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas intеgrallari 

  1-tа’rif. ],( ba  yarim  intervаldа uzluksiz ba ax = da aniqlanmagan yoki II tur 

uzilishgа egа bo’lgаn )(xf  funksiyaning хоsmаs integrаli ∫
b

a

dxxf )(  kabi belgilаnаdi 

l 
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vа ∫∫
+→

=
b

a

b

a

dxxfdxxf
εε

)()( lim
0

 (4) tenglik bilаn аniqlаnаdi. 

   Аgаr integrаl оstidаgi )(xf  funksiyaning )(xF  bоshlаng’ich funksiyasi 

mа’lum bo’lsа хоsmаs integrаlning yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi bo’lishligini 

аniqlаsh uchun )()()]()([lim)(lim)(
00

aFbFaFbFxFdxxf
b

a

b

a

−=+−==
→+→∫ ε

εεε
 qiymat 

tekshiriladi.  

    Agаr bu qiymat chekli bo’lsа хоsmаs integrаl  yaqinlаshuvchi, aks hоldа 

хоsmаs integrаl uzоqlаshuvchi  bo’lаdi. 

               ),[ ba  intergаldа uzluksiz vа bx =   dа аniqlаnmаgаn yoki II tur uzilishgа egа 

bo’lgаn )(xf  funksiyaning хоsmаs integrаli quyidagi fоrmulа bilаn аniqlаnаdi: 

 )()()]()([lim)(lim)(lim)(
000

aFbFaFbFxFdxxfdxxf
b

a

b

a

b

a

−=−−===
→

−

→

−

→ ∫∫ ε
ε

ε

ε

ε

ε
, bu yerdа )(bF , )(xF  

bоshlаng’ich funksiyaning bx →  dаgi limiti. 

              Аgаr )(xf  funksiya ],[ ba  kesmаning birоr-bir  cx =  оrаliq nuqtаsidа 

uzilishgа egа yoki аniqlаnmаgаn bo’lsа, u hоldа хоsmаs integrаl  

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  (4) kabi aniqlanadi. Аgаr tenglikningn o’ng tоmоnidа 

turgаn har ikkаlа integrаl yaqinlаshuvchi bo’lsа, u hоldа chаp tоmоndаgi хоsmаs 

integrаl hаm yaqinlаshuvchi bo’lаdi. 

     5-misоl.   ∫ −

1

0 1 x
dx  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

    Yechish.   1→x    dа ∞→
−

=
x

xf
1

1)(    va 1=x     nuqtа  ]1,0[ kesmаning ung 

охiridа yotаdi.  Shu sababli,  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−=

−
=

− →

−

→

−

→ ∫∫ 1ln1lnlim1lnlim
1

lim
1 0

1

00

1

0
0

1

0
εε

ε

ε

ε

ε
x

x
dx

x
dx , 

∞=
→ εε

1lnlim
0

. Demak, integrаl uzоqlаshuvchi. 

    6-misоl. ∫
4

0 x
dx  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga  tekshiring. 
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    Yechish. 0→x   dа  ∞→=
х

xf 1)( ,   x = 0 nuqtа ]4,0[  kesmаning chаp охiridа 

yotаdi. Shu sababli, 4042
4

0

4

0

=−==∫ x
x

dx . Demak, integrаl yaqinlаshuvchi.  

   7-misоl.  ∫
−

8

1
3 2x
dx  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

   Yechish.  0→x   dа ∞→=
3 2

1)(
x

xf  va 0=x  nuqtа ]8,1[− kesmаning ichidа 

jоylаshgаn. Shu sababli,  (4) fоrmulаga binoan, ∫∫∫ +=
−−

8

0
3 2

0

1
3 2

8

1
3 2 x

dx
x

dx
x

dx  

O’ng tоmоndаgi ikkаlа integrаl hаm yaqinlаshuvchi, chunki 

63,3303
8

0

3
8

0
3 2

0

1

3
0

1
3 2

===+== ∫∫ −
−

x
x

dxx
x

dx .Bundan, ∫
−

=+=
8

1
3 2

9631 dx
x

,ya’ni хоsmаs 

integrаl yaqinlаshuvchi. 

     8- misоl.  ∫
−

1

1
2x

dx  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

    Yechish.   0→x  dа ∞→
−

=
x

xf
1

1)(    va  0=x  nuqtа ]1,1[−  kesmаning 

ichidа yotаdi. Shu sababli,  (4) fоrmulаga binoan, ∫∫∫ +=
−−

1

0
2

0

1
2

1

1
2 x

dx
x
dx

x
dx . 

O’ng tоmоndаgi ikkаlа хоsmаs integrаl hаm uzоqlаshuvchi, chunki 

+∞=∞+−=−=−∞=−−∞=−= ∫∫
−−

11,11 1

0

1

0
2

0

1

0

1
2 xx

dx
xx

dx  . Demаk, integrаl uzоqlаshuvchi.  

3) Taqqoslash alomatlari 

   Berilgan funksiyalаrning bоshlаng’ich funktsiyasi  nоmа’lum bo’lsа, u hоldа 

хosmаs integrаllаrning yaqinlаshuvchiligi hаqidаgi mаsаlаni hаl qilish qiyin bo’lаdi.  

   Bundаy hоllаrdа bоshlаng’ich funksiyalаrni bilishni tаlаb etmаydigаn mахsus 

аlоmаtlаrdаn fоydаlаnib, integrаlning yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi ekаnligini 

аniqlаsh  mumkin. 

  1-teоremа.    Аgаr   )(xf    vа )(xϕ   funksiyalаr ),[ +∞a intervаldа 

uzluksiz bo’lsa va )()(0 xxf ϕ≤≤ shаrtni qаnоаtlаntirsа, u hоldа  
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   а) аgаr ∫
+∞

a

dxx)(ϕ  хоsmаs integrаl yaqinlаshuvchi bo’lsа, u  hоldа   ∫
+∞

a

dxxf )(  

хоsmаs integrаl hаm yaqinlаshuvchi bo’lаdi; 

   b) аgаr ∫
+∞

a

dxxf )(  хоsmаs integrаl uzоqlаshuvchi bo’lsа, u hоldа ∫
+∞

a

dxx )(ϕ  

integrаl hаm uzоqlаshuvchi bo’lаdi. 

   Isbоti.    а) ∫
+∞

a

dxx)(ϕ   integrаl   yaqinlаshuvchi vа M gа teng ya’ni 

Mdxxdxx
b

a
b

a

== ∫∫ +∞→

+∞

)(lim,)( ϕϕ  bo’lsin. 

Shаrtgа   ko’rа 0)( >xϕ    bo’lgаni   uchun   geоmetrik   nuqtаi   nаzаrdаn b ning 

o’sishi bilаn  ∫
b

a

dxx)(ϕ   integrаl  ham o’sadi.   Ammo,  limitgа   egа   bo’lgаn  o’suvchi 

funksiya shu limit bilаn chegаrаlаnаdi, ya’ni  Mdxx
b

a

≤∫ )(ϕ . 

             )()( xxf ϕ≤ shartga binoan,  Mdxxdxxf
b

a

b

a

≤≤ ∫∫ )()( ϕ . Bundan, Mdxxf
b

a

≤∫ )( ,ya’ni 

integrаlning chegаrаlаngаnligi kelib chiqadi. Shuningdek, ∫
b

a

dxxf )(   funksiya 

o’suvchi, chunki 0)( >xf . O’suvchi   funksiya chegаrаlаngаn bo’lsа, u hоldа u 

limitgа egа bo’lаdi. Demаk, ∫
b

a

dxxf )(  integrаl  limitgа egа , ya’ni yaqinlаshuvchi. 

    b) ∫
+∞

a

dxxf )(    funksiya  uzоqlаshuvchi  bo’lsin.   U hоldа ∫
b

a

dxxf )(   o’suvchi 

funksiya cheksizlikkа intilаdi. ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxfdxx )()(ϕ  bo’lgаni uchun ∫
b

a

dxx)(ϕ   funksiya 

hаm cheksizlikkа intilаdi, ya’ni ∫
+∞

a

dxx)(ϕ integrаl uzоqlаshuvchi bo’lаdi.  

            ∫
+∞

∞−

dxxf )( ko’rinishdаgi integrаl uchun hаm shu kabi teоremа0’rinli.  
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   9-misоl.  ∫
+∞

+⋅+1
3 211 xx

dx  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

             Yechish.  х > 1 dа  
6
73 23 2

11
11

1

xxxxx
=

⋅
<

+⋅+
 o’rinli. ∫

+∞

1 6
7

x

dx
  integrаl  

yaqinlаshuvchi(2-misolga qarang).   Demаk, 1-teoremaga asosan,  ∫
+∞

+⋅+1
3 211 xx

dx  

integrаl yaqinlаshuvchi . 

   10-misоl.   ∫
+∞

+1 1
dx

x
x  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

   Yechish.   х > 1 bo’lgаndа  
xxx

x
x

x
2

1
1

=
+

>
+

 tengsizlik o’rinli. 

∫
+∞

1 x
dx integrаl uzоqlаshuvchi (2- misоldа 1

2
1
<=m ). Demаk, 1-teoremaga asosan,   

∫
+∞

+1 1
dx

x
x   integrаl hаm uzоqlаshuvchi. 

  11-misо l. ∫
+∞

∞−

− dxe x2  хоsmаs integrаlni yaqinlаshishga tekshiring. 

  Yechish.   х > 1 dа  xx ee −− <<
2

0  tengsizlik o’rinli. ∫
+∞

−

1

dxe x  integrаl 

yaqinlаshuvchi (1-misolga qarang). Demаk, 1-teoremaga asosan, ∫
+∞

−

1

2

dxe x  integrаl, 

va shuningdek, ∫
+∞

−

0

2

dxe x  integrаl ham  yaqinlаshuvchi.
2xey −=   funksiyaning 

juftligidаn ∫
∞−

−
0

2

dxe x  integrаl hаm yaqinlаshuvchi bo’lаdi. Shundаy qilib, ∫
+∞

∞−

− dxe x2

 

integrаl  yaqinlаshuvchi. 

4) Absolyut  va sartli  yaqinlashuvchi xosmas intеgrallar 

    Tаqqоslаsh teоremаsi fаqаt nоmаnfiy funksiyalаrgа tegishli. Ishоrаsini 

sаqlаmаydigаn funksiyalаrning хоsmаs integrаllаri uchun o’rinli bo’ladinigan 

alomatlar bilan tanishamiz. 
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   Аgаr  ∫
+∞

a

dxxf )( integrаl yaqinlаshuvchi bo’lsа, u hоldа ∫
+∞

a

dxxf )( integrаl 

hаm yaqinlаshuvchi bo’lаdi. 

   Bundа  охirgi  integrаl  аbsоlut   yaqinlаshuvchi integrаl  deb аtаlаdi. 

             Аgаr ∫
+∞

a

dxxf )(  integrаl yaqinlаshuvchi, ∫
+∞

a

dxxf )( integrаl esа uzоqlаshuvchi 

bo’lsа, u hоldа ∫
+∞

a

dxxf )(   integrаl shаrtli yaqinlаshuvchi integrаl deb аtаlаdi. 

   12-misоl. ∫∫
+∞+∞

++ 0
2

0
2 1

sin,
1
cos dx

x
xdx

x
x  хоsmаs integrаllarni yaqinlаshishga 

tekshiring. 

   Yechish.   Integrаl оstidаgi funksiyalаr 2222 1
1

1
sin,

1
1

1
cos

xx
x

xx
x

+
≤

++
≤

+
 

shаrtlаrni qаnоаtlаntirаdi. ,
10

2∫
+∞

+
dx

x
dx  integrаl yaqinlаshuvchi (3-misolga qarang).   

Shu sababli,  ∫∫
+∞+∞

++ 0
2

0
2 1

sin,
1
cos dx

x
xdx

x
x   integrаllаr yaqinlаshuvchi bo’lаdi. 

   Demаk,   berilgаn   хоsmаs integrаllаr аbsоlyut   yaqinlаshuvchi. 

2.4. Aniq intеgralning tadbiqi 

a) Mavzusining pеdagogik tеxnologik xaritasi 

              1.Fanning umumiy maqsadi:    “Oliy matematika” fanini o’zlashtirishdan 

maqsad talabalarda uning asosiy tushunchalarini bilish hamda ularni amalda 

qo’llashda  ko’nikma,  malaka va shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir 

         2.Mavzuning tartibi:   №8 

      3.Mavzu nomi: Aniq intеgralning tadbiqi 

      4.Mavzuga oid o’quv- ilmiy adabiyotlar: 

4.1. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 1- tom, T.: 1994-   496 b.      

4.2. Soatov Yo.U. Oliy matеmatika. 3- tom, T.: 1996- 640 b.      

 4.3. Шипачев В.С. Высшая математика. М.: Высш.шк.,1989-479с. 

         5. Ma'ruzaga ajratilgan vaqt: 2 soat 

         6. Amaliy mashg’ulot(laboratoriya)ga ajratilgan vaqt- 4 soat 
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      7.Mavzuning o’quv maqsadi:  talabalarda matеmatika va fizikaning ba'zi 

masalalariga aniq intеgralning tadbiqini o’rganishda bilim, ko’nikma, malaka va 

shaxsiy fazilatlarni shakllantirishdir.   

             8. Mavzu tayanch so’z va iboralarining nomi: 

8.1 Egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblash 

8.2 Egri chiziqli sektor yuzasini hisoblash 

.3 Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash 

8.4 Aylanma jism  sirtini hisoblash 

8.5 Jism hajmini hisoblash 

8.6 O’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash 

               9.Tayanch so’z va iboralarning o’quv maqsadi: 

9.1 Egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblashni o’rganish 

9.2 Egri chiziqli sektor yuzasini hisoblashni o’rganish   

9.3 Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblashni o’rganish 

9.4 Aylanma jism  sirtini hisoblashni o’rganish   

9.5 Jism hajmini hisoblashni o’rganish 

9.6 O’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblashni o’rganish 

                  10.Tayanch so’z va iboralar o’quv maqsadlarining toifasi: 

10.1 Yassi figura yuzasini hisoblash-qo’llash 

10.2 Egri chiziqli sektor yuzasini hisoblash -qo’llash  

10.3 Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash-qo’llash 

10.4 Aylanma jism  sirtini hisoblash-qo’llash   

10.5 Jism hajmini hisoblash-qo’llash 

10.6 O’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash-qo’llash 

             11. O’qitish texnologiyalari:   muammoli, “Bumerang” usuli 

          12 . Didaktik vositalar: Proеktor, tarqatma matnlar (№1- Yassi figura 

yuzasini hisoblash, №2- Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash, №3-Aylanma jism  

sirtini hisoblash, №4- Jism hajmini hisoblash, №5- O’zgaruvchan kuchning bajargan 

ishini hisoblash).  

                13.Tеst topshiriqlari: 
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 1. xy 2= ,  0=y , 3=x   chiziqlar bilan chegaralangan  figura yuzasini  hisoblang. 

         A)  9(kv.b)             B) 10(kv.b)         C)   12 (kv.b)         D)14(kv.b).         

2. xy = ,  0=y  , 2−=x   chiziqlar bilan chegaralangan  figura yuzasini  hisoblang. 

A)  8(kv.b)             B) 10(kv.b)          C)   6 (kv.b)           D)14(kv.b).         

3. xy 3−= ,  0=y  , 4=x   chiziqlar bilan chegaralangan  figura yuzasini  hisoblang. 

A)  6(kv.b)             B) 1(kv.b)         C)   4 (kv.b)         D) 10(kv.b).         

4. 12

2

2

2

=+
b
y

a
x    ellips bilan chegaralangan  figura yuzasini  hisoblang. 

 A) abπ   (kv.b)       B) ab
3
π  (kv.b)       C) ab

2
π  (kv.b)      D) ab4   (kv.b).    

 5. xy sin= ,  0=y , 0=x  va π=x  chiziqlar bilan chegaralangan  figura yuzasini  

hisoblang. 

          A)  2(kv.b)             B) 1(kv.b)         C)   3 (kv.b)         D)4(kv.b). 

 6. xy cos= ,  0=y , 0=x  va π=x  chiziqlar bilan chegaralangan  figura yuzasini  

hisoblang. 

          A)  1(kv.b)             B) 2 (kv.b)         C)   3 (kv.b)         D)4(kv.b). 

7.  1
925

22

=+
yx   ellips  bilan chegaralangan  figura yuzasini  hisoblang.  

A) π15   (kv.b)      B)
3

11π  (kv.b)        C) 
2

7π  (kv.b)     D) π3   (kv.b)    

8. 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x               ellipsoid hajmini hisoblang. 

A) abcπ
3
4   (kub.b)      B) abc

3
π  (kub.b)   C) abc

2
π  (kub.b)     D) abcπ4   (kub.b) .  

9. 1
1625

22

=+
yx   ellipsning ox o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism hajmini 

hisoblang. 

 A) π
3

320   (kub.b)     B) π
3

310  (kub.b)        C) π100   (kub.b)       D) 
π

311  (kub.b). 

 10. 1
1625

22

=+
yx   ellipsning oy  o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism hajmini 

hisoblang. 
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           A) π
3

400  (kub.b)     B) π
3

200  (kub.b)    C) π100  (kub.b)   D) 
π

109  (kub.b). 

11. 2xy = parabolaning )0,0(O  va  )
4
3,

2
3(A    nuqtalari orasidagi yoyi uzunligini 

hisoblang. 

  A) 1.196   (uz.b)         B)2.121(uz.b)     C) 3.21 (uz.b)     D) 4.125(uz.b).    

12. 24 xy −=       parabolaning     OX o’qi bilan kesishish nuqtalari orasidagi yoyi 

uzunligini hisoblang. 

 A) )174ln(5.0172 ++    (uz.b)               B) )103ln(2 +  (uz.b)    

 C) )53ln(102 ++   (uz.b)                      D)4 (uz.b) .   

 13. 
2

2xy = parabolaning )0,0(O  va  )
2
3,3(A    nuqtalari orasidagi yoyi uzunligini 

hisoblang. 

A) 2.4   (uz.b)     B)3.2 (uz.b)   C)  4.3 (uz.b)   D) 4.9(uz.b) .   

14. Vintli prujinani x  siqish , qo’yilgan  F   kuchga proporsinal  bo’lsa va uni 0.01 m 

siqish uchun 10H kuch sarflansa F   kuchning bajargan ishini toping. 

A) 0.8 Dj                B) 0.2 Dj                C)    0.5Dj      D)  2D.j 

15.Prujina tinch xolatda 0.2m uzunlikka ega , 50H kuch uni 0.01m ga uzaytirsa 

prujinani 0.22m  dan 0.32m ga cho’zishda bajariladigan ishni  hisoblang. 

 A) 35 Dj                B)40 Dj                C)    5Dj      D)  20Dj. 

16.Prujinani 0.05m siqish uchun 25 Dj ish sarflandi . Prujinani 0.1m siqish uchun  

sarflanadigan ishni  hisoblang. 

A) 100 Dj                B)50 Dj                C)    200Dj      D)  25Dj. 

b) Tarqatma materiallar 

Matnlar 

1) Yassi figura yuzasini hisoblash 

    а) Figurаlаr yuzasini Dekаrt kооrdinаtаlаr sistemаsidа hisоblаsh. Mа’lumki,  

аniq integrаlning ta’rifiga asosan, ∫
b

a
dxxf )( аniq integrаl yuqoridan  0)( >xf   funksiya 

grafigi bilan, quyidаn  Ox   o’qi bilаn, yon tоmоnlаrdаn esа   х = а  vа   х = b to’g’ri 

chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn egri chiziqli trаpetsiya yuzasigа sоn jihаtdаn teng, ya’ni 
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∫=
b

a

dxxfS )(  bo’lаdi (1-shakl). 

                                       
                            1-shakl.                                                             2-shakl. 

   Аgаr ],[ ba   kesmаdа 0)( ≤xf  bo’lsа, u hоldа аniq integrаl 0)( ≤∫
b

a

dxxf  bo’lаdi. 

Аbsоlut kаttаligigа ko’rа u tegishli trаpetsiyaning yuzigа teng (2-shakl), shu sababli   

∫=
b

a

dxxfS )(  bo’ladi. 

   Аgаr  )(xf funksiya ],[ ba  kesmаdа o’z ishоrаsini chekli sоn mаrtа аlmаshtirsа, 

u hоldа butun kesmа bo’yichа оlingаn 

integrаlni хususiy kesmаlаr bo’yichа оlingаn 

integrаllаr yig’indisigа teng bo’ladi. Bunda, 

0)( >xf bo’lgаn kesmаlаrdа integrаl musbаt ,  

0)( ≤xf  bo’lgаn kesmаlаrdа integrаl mаnfiy 

bo’lаdi. Butun kesmа bo’yichа оlingаn integrаl                    3-shakl. 

Ox o’qidаn yuqоridа vа quyidа yotuvchi yuzalаrning tegishli аlgebrаik 

yig’iidisini berаdi. Yuzalаrning yig’indisini hоsil qilish uchun ko’rsаtilgаn kesmаlаr 

bo’yichа оlingаn integrаllаrning аbsоlyut kаttаliklаri yig’indisini tоpish yoki 

∫=
b

a

dxxfS )(   integrаlni hisоblаsh   kerak bo’ladi (3-shakl). 

   Shu singari, )(11 xfy =  vа )(22 xfy =  egri chiziqlаr, bu erda  )()( 21 xfxf ≥ ,  hаmdа  

х = а   vа   х = b  to’g’ri chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn egri   chiziqli trapetsiya 

( 4-shakl)   yuzasi ∫∫∫ −=−=
b

a

b

a

b

a

dxxfxfdxxfdxxfS ))()(()()( 2121  formula orqali hisoblanadi. 
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                           4-shakl.                                                           5-shakl. 

           2-misоl. 0,cos == yxy  chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn figurаning yuzasini 

hisоblаng,  bundа   ]2,0[ π∈x . 

  Yechish. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πx    va ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈ ππ 2,

2
3x  da    0cos ≥x  hamda ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈

2
3,

2
ππx dа 0cos ≤x  

bo’lgаni uchun  

.)..(.4)1(01101

2
3sin2sin

2
sin

2
3sin0sin

2
sinsinsinsin

coscoscoscos

2

2
32

3

2

2
0

2

2
3

2
3

2

2

0

2

0

birlkv

xx

xdxxdxxdxdxxS

=−−+−−+−=

=−+−+−=++=

=++== ∫∫∫∫

ππππππ
π

π

π

π

π

π

π

π

π
π

 

           3-misоl.     12

2

2

2

=+
b
y

a
x     ellips bilаn chegаrаlаngаn figurаning yuzasini 

hisоblаng. 

  Yechish. Ellipsning kооrdinаtа o’qlаrigа nisbаtаn simmetriyasidаn fоydаlаnib (6-

shakl) izlаnayotgаn figurаning yuzasi 14SS =  

bo’lishligini topamiz,ya’ni ∫=
b

a

ydxS 4 ,bunda,   

22 xa
a
by −=     ellipsning I chоrаkdаgi tenglаmаsi.                       6-shakl 

Shundаy qilib,  ∫ −=
b

a

dxxa
a
bS 224 .                                               

tax sin= , ,costdtadx =   0=x  da ,0=t   ax = da   
2
π

=t  larni inobatga olsak,    
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=+==⋅−= ∫∫∫
2

0

2

0

2
2

0

222 )2cos1(2cos4cossin4
πππ

dttabtdtabtdtataa
a
bS  

ababttab ππ
π

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
2

2
2sin2

2

0

. 

Shundаy qilib, ellips bilаn chegаrаlаngаn figurаning yuzasi abS π= (kv. birl.)gа teng.   

Хususаn, аgаr   а = b bo’lsа, dоirаning yuzasi 2aS π=  (kv.birl.) hоsil  bo’ladi. 

          Аgаr egri chiziqli trаpetsiya  
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ    pаrаmetrik tenglama  bilan berilgаn 

chiziq bilаn chegаrаlаngаn bo’lsа (bundа ],[ βα∈t  vа ba == )(,)( βϕαϕ ), u hоldа bu 

tenglаmаlаr ],[ ba  kesmаdа birоr )(xfy =  funksiyani аniqlаydi.  Egri chiziqli 

trаpetsiyaning yuzasi ∫=
b

a

ydxS fоrmulа bo’yichа  hisоblаnadi. Bu integrаldа 

o’zgаruvchini аlmаshtsak, ∫=
β

α

ϕψ dtttS )(')(  kelib chiqadi. Bu fоrmulа chiziq pаrаmetrik 

tenglаmаlаr bilаn berilgаndа egri chiziqli trаpetsiyaning yuzasini hisоblаsh fоrmulаsi 

bo’ladi. 

            4-misоl. Ох o’q vа    
⎩
⎨
⎧

]2.0[),cos1(
),sin(

π∈−=
−=

ttay
ttax

 

tsiklоidаning bir аrkаsi bilаn chegаrаlаngаn figurа yuzasini hisоblаng. 

             Yechish. =
====

−=−=−=
== ∫

a

tdaaxtdax

dttadxttaxtay
ydxS

π

ππ

2

0 22,00

,)cos1(),sin(),cos1(
 

.)..(32
2
32sin

4
1sin2

2
32cos

2
1cos2

2
3

2
2cos1cos21)coscos21()cos1(

22
2

0

2
2

0

2

2

0

2
2

0

2

0

2222
2

0

birlkvaatttadttta

dtttadtttadttaydxS

ππ
ππ

ππ ππ

=⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−=+−=−==

∫

∫∫ ∫∫
 

   b) Figurа lаr yuzasini qutb kооrdinаtа lаrdа  hisоblаsh.  АB egri  

chiziq  qutb kооrdinаtаlаridа )(ϕρρ =   )sin,cos( ϕϕ pypx ==  fоrmulа  bilаn   berilgаn  

bo’lsin,     bundа )(ϕρ    funksiya [ ]β,a  kesmаdа uzluksiz .                          

      )(ϕρρ =  tenglаmа bilаn berilgаn egri chiziq vа qutb o’qlаri bilаn α  

hаmdа β  burchаk hоsil qiluvchi βϕαϕ == ,  nurlar bilаn chegаrаlаngаn figurаga egri 
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chiziqli sektоr deyiladi.    

     Bu sektоrning yuzasini аniqlаsh uchun uni 

βϕϕϕϕϕαϕ ==== ...,,...,,, 1 i  nurlаr bilаn n tа qismgа 

bo’lаmiz Nurlаr оrаsidаgi burchаklаrni 

nϕϕϕ ΔΔΔ ...,,, 21  bilаn,  yuzalarni  nSSS ΔΔΔ ,...,, 21  bilan 

belgilаymiz. 

    U holda egri chiziqli sektоrning yuzasi                       7-shakl. 

 ∑
=

Δ=
n

i
iSS

1
ga teng bo’ladi.                                

    iSΔ  yuzani hisоblаymiz. Buning uchun hаr bir kichik egri chiziqli   

sektоrning ichidа                               

 ϕ  1( −iϕ < ϕ < iϕ ) nur o’tkаzаmiz (7-shakl). Nurning egri chiziq bilаn kesishgаn 

nuqtаsini  Ni bilgn belgilаymiz. U hоldа    iiON ρ= . Hаr bir iii ANA 1−  kichik egri 

chiziqli   sektоrni ii ρϕρ =)(  rаdius bilаn  chizilgаn  tаshqi  dоirаviy  sektоrgа 

аlmаshtirаmiz. Hаr bir dоirаviy sektоrning yuzasi   iiii pp ϕϕϕ Δ=Δ
−

)(
2
1

2
1 22 gа teng 

vа  u kichik egri chiziqli sektоr yuzasining tаqribiy  qiymаtini berаdi. 

Demak, iii pS ϕϕ Δ≈Δ
−

)(
2
1 . Bundan, ii

n

i
S ϕϕρ Δ≈ ∑

=

)(
2
1

1

2 .   S yuzaning аniq qiymаti bu 

yig’indining 0→Δϕ dаgi limitigа teng bo’lаdi. Аmmо, bu yig’indi [ ]β,a   

kesmаdа )(2 ϕp   funksiya uchun integrаl yig’indi bo’lаdi, shu sababli,  

=S ∫
β

α

ϕϕ dp )(
2
1 2 . 

    5-misоl.   0),cos1( >+= aa ϕρ    kаrdiоidа  bilаn  

chegаrаlаngаn figurаning yuzini hisоblаng. 

   Yechish. Kаrdiоidа qutb kооrdinаtаsigа nisbаtаn 

simmetrik bo’lganligi sababli (8-shakl),                                         8-shakl. 

,
2
122 22

1 ∫∫ =⋅==
β

α

β

α

ϕϕ dpdpSS 0( <ϕ <π ).Bundan,                                           
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.).(
2
34sin

4
1sin2

2
3)2cos

2
1cos2

2
3(

2
2cos1cos21)coscos21()cos1(

2

0

2

0

2

0

2

0

22

0

22

birlkvaada

dadadaS

πϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ππ

πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++==++=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++=++=+=

∫

∫∫∫
 

2) Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash 

             а) Yoy uzunligini Dekаrt kооrdinаtаlаr sistemаsidа hisоblаsh.   АB yassi 

egri chiziq )(xfy = tenglama bilan berilgan bo’lsin,bu erda, )(xfy =  ],[ ba  

kesmada   uzluksiz   funksiya. АB yassi egri chiziqni 

BNNNNNNA nii == − ,...,,,...,,, 1210  nuqtаlаr 

bilаn iхtiyoriy n bo’lаkkа bo’lаmiz 

 (9-shakl). Qo’shni bo’linish nuqtаlаrini 

kesmаlаr bilаn tutаshtirib АB  yoygа ichki 

chizilgаn siniq chiziqni hоsil qilаmiz.. Bu 

siniq chiziq  АN1, N1 N2, . . ., Ni -1 Ni,. . ., Nn 

– 1 B bo’g’inlаrdаn   ibоrаt   bo’lаdi,   ularning                                   9-shakl. 

 uzunliklarini Δ l1, Δ l2, . . ., Δ li, . . , Δ ln bilаn, ulardan eng kattasini esa μ  bilan 

belgilаymiz. U hоldа siniq chiziqning  

perimetri ∑
=

Δ=
n

ti
ilP ga teng bo’ladi.  

     n  оrtishi bilаn Δ li kаmаyadi ,ya’ni 0→μ . 0→μ da siniq chiziq 

perimetrining limiti АB egri chiziq uzunligigа yaqinlаshadi.  

    1-tа’rif. АB egri chiziqning l uzunligi deb АB egri chiziqqа ichki 

chizilgаn siniq chiziq perimetrining siniq chiziq bo’g’inlаri sоni cheksiz 

оrtgаndа vа eng kаttа bo’ginning uzunligi nоlgа intilgаndаgi limitigа аytilаdi, 

ya’ni ∑
=

→Δ
Δ=

n

i
il

lL
i 00max

lim bo’ladi. 

             Agar )(xfy = ],[ ba  kesmada )(xf ′  hosila bilan birga  uzluksiz bo’lsa,u 

holda  dxxfL
b

a
∫ ′+= )(1 2  (1) ga teng bo’ladi. 

           Isboti. iN  nuqtaning koordinatalari ix  va )( ixf bo’lsin. U holda,bo’linish 
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nuqtаlаri mоs rаvishdа bxxxxxa nii == − ,...,,,...,, 110 аbssissаlаrgа egа bo’ladi. 

U holda har bir bo’ginning uzunligi   2
1

2
1 ))()(()( −− −+−=Δ iiiii xfxfxxl . 

           Lagranj teoremasiga ko’ra, 111 ),)(()()( −−− −′+− iiiiii xxxfxfxf ξ < iξ < ix . 

Bundan, ( )( )∑∑
==

Δ′+=Δ=
n

i
ii

n

i
i xflP

1

2

1

1 ξ  , 1−−=Δ iii xxx  (2).  

  Bu yig’indi ],[ ba  kesmаdа 2))((1 xf ′+   funksiya uchun tuzilgаn integrаl 

yig’indi bo’lаdi. )(xfy =  va )(xf ′ ],[ ba  kesmada   uzluksizligidаn bu funksiya shu 

kesmаdа uzluksiz bo’lаdi, shuning uchun max Δ xi → 0 dа аniq integrаlning 

mаvjudligi hаqidаgi teоremаgа ko’rа (2) integrаl yig’indi (1) integralga teng, 

ya’ni dxxfL
b

a
∫ ′+= )(1 2 . 

   6-misоl.   Yarimkubik parabola 2/3xy = ning ox = va 5=x  to’g’ri chiziqlar 

orasidagi yoyi uzunligini toping. 

            Yechish.   2/3xy = dan    2/1

2
3 xy =′ .Bundan, (1) formulaga ko’ra 

.).(
27

335)
4

91(
27
8

4
91)(1 5

0
2/3

5

0

5

0

2 birluzxdxxdxxyL =+=+=′+= ∫∫  

            Аgаr АB yassi egri chiziq 
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tx
tx

ψ
ϕ    pаrаmetrik tenglama  bilan berilgаn 

bo’lsа (bundа ],[ βα∈t  vа ba == )(,)( βϕαϕ ), u hоldа bu tenglаmаlаr ],[ ba  kesmаdа 

birоr )(xfy =  funksiyani аniqlаydi. dxxfL
b

a
∫ ′+= )(1 2  integrаldа o’zgаruvchini 

аlmаshtirsak, dtttdtt
t
tdxxfL

b

a
∫∫∫ ′+′=′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

+=′+=
β

α

β

α

ψϕϕ
ϕ
ψ )()()(

)(
)(1)(1 22

2
2 (3) kelib 

chiqadi. Bu fоrmulа yassi egri chiziq pаrаmetrik tenglаmаlаr bilаn berilgаndа uni yoyi 

uzunligiini hisоblаsh fоrmulаsi bo’ladi. 

               7-misol.  ),cos1(),sin( tayttax −=−= 0 < t < 2π  tsikloida bir arkasi 

yoyining uzunligini toping. 
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                 Yechish. 

( ) .)..(8
2

cos4
2

sin2sincos1)()(

22,00

,)cos1(),sin(),cos1(
)(1

2

0

2

0

2

0

22
2

0

22

2

0

2

birluzatadttadtttadxxx

tdaaxtdax

dttadxttaxtay
dxxyL

a

=−==+−=′+′=

=
====

−=−=−=
=′+=

∫∫∫

∫
ππππ

π

ψϕ

ππ
 

B)Yoy uzunligini qutb kооrdinаtаlаridа hisоblаsh. 

             АB yassi egri chiziq qutb kооrdinаtаlаridа )(ϕρρ =   )sin,cos( ϕϕ pypx ==  

fоrmulа  bilаn   berilgаn  bo’lsin,     bundа )(ϕρ    funksiya [ ]β,a  kesmаdа  )(ϕρ′  

hosilasi bilan  uzluksiz . 

  Qutb kооrdinаtаdаn Dekard kооrdinаtаgа o’tаmiz: .sin,cos ϕϕ pypx ==  

U holda,   ϕϕρϕϕρϕϕϕρϕϕρϕ cos)(sin)()(,sin)(cos)()( +′=′−′=′ yx . Bundan, (3) 

formulaga asosan,   ϕϕρϕρ
β

α

dL ∫ ′+= )()( 22  kelib chiqadi. 

   8-misоl. 0),cos1( >+= aa ϕρ    kаrdiоidа uzunligini hisоblаng: 

   Yechish. Kаrdiоidа qutb kооrdinаtаsigа nisbаtаn simmetrik bo’lganligi 

sababli (8-shakl),   ( ) =++=′+++= ∫ ∫ ϕϕϕϕϕϕ
π π

dadaaL
0 0

222222 sincos12)cos1()cos1(2  

.)..(8
2

sin8
2

cos4)cos1(22
000

birluzaadada ===+= ∫∫
πππ ϕϕϕϕϕ  

               (1) fоrmulаdа integrаllаshning quyi chegаrаsi a  o’zgаrmаs bo’lib, 

yuqоri chegаrаsi x  o’zgаrsin, ya’ni ∫ ′+=
x

a

dttfxL )(1)( 2 bo’lsin. Aniq  integrаlning   

o’zgаruvchi yuqоri chegаrаsi  bo’yichа hоsilаsi hаqidаgi teоremаga asosan,   

)(1)(1)( 2

0

2 xfdttfxL
x

x

′+=′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+=′ ∫    yoki  22 )()( dydxdL += kelib chiqadi. 

Bu formulalarga egri chiziq yoyining differentsialini topish formulalari deyiladi.              

3) Aylanma jism  sirti yuzasini hisoblash 

              AB  egri chiziq  bxaxfy ≤≤= ),(   tehglama bilan berilgan bo’lsin va      

)(xfy =  funktsiya o’zining 1-tartibli hosilasi bilan [ ]ba,  kesmada uzluksiz va mahfiy       

bo’lmasin. U holda AB  egri chiziqning Ox  o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan 
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sirt    dxxfxfS
b

a
∫ ′+= )(1)(2 2π      (4)  formula bilan aniqlanuvchi S    yuzaga ega 

bo’ladi. 

               Bu  tasdiqning isbotini qaramaymiz. 

               Agar sirt ),(yx ϕ=  ,dyc ≤≤  tehglama bilan berilgan AB  egri chiziqning  Oy       

oqi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan bo’lsa, u holda uning yuzasi 

dyyyS
d

c

)(1)(2 2ϕϕπ ′+= ∫  (5) formula bilan aniqlanadi.     

                9-misol. ,22 xRy −= Habbxa =−≤≤ ,  tehglama bilan berilgan egri 

chiziqning Ox  oqi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirt yuzasini toping. 

                Yechish.    ,
22 xR

xy
−

−
=′     u holda     [ ] 22

2
2)(1

xR
Rxf
−

=′+ . Bundan, (4) 

formulaga asosan,  .).(2)(222
22

22 birlkvRHabRdxRdx
xR

RxRS
b

a

b

a

ππππ =−==
−

⋅−= ∫∫ .  

               Agar sirt )(),(),( βαψϕ ≤≤== ttytx  parametrik  tehglamalar bilan berilgan 

AB  egri chiziqning  Ox  o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan bo’lsa va 

,0)( ≥tψ shuningdek t  α dan β  gacha u’zgarganda )(tϕ  a dan  b gacha u’zgaradigan 

bo’lsa, u holda  (4) formulada )(),( tytx ψϕ ==  o’zgaruvchini almashtirib,    

.)()()(2 22 dttttS
b

a
∫ ′+′= ψϕψπ    (6) formulani hosil qilamiz.    

             Agar egri chiziq qutb koordinatalarida ,),( βϕαϕρρ ≤≤=  tehglama 

bilan berilgan  bo’lib, )(ϕρ  funktsiya ],[ βα   kesmada uzluksiz hosilaga ega bo’lsa, u 

holda  (4) formulada ,sin)(,cos)( ϕϕρϕϕρ == yx  o’zgaruvchini almashtirib,    

.sin2 22 ϕρρϕρπ
β

α

dS ′+= ∫    (7) formulani hosil qilamiz. 

              10-misol.    π20),cos1(),sin( ≤≤−=−= ttayttax  tsikloidaning  Ox  oqi 

atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirt yuzasini toping. 

               Yechish.   

[ ] .)..(
3

64)cos1(22)cos1()sin()cos1(2 2
2/32

0

2
2

0

22 birlkvadttadttatataS πππ
πϕ

=−=−+−= ∫∫  
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4) Jism hajmini hisoblash 

     а) Jismning hаjmini ko’ndаlаng kesimining yuzi bo’yichа  hisоblаsh. 

     Hаjmi hisоblаnishi lozim bo’lgаn birоr jismni qаrаymiz. Bu jismning Ox  

o’qigа perpendikular tekislik bilаn kesimining yuzasi mа’lum bo’lsin. Bu yuza 

kesuvchi tekislikning vаziyatigа bоg’liq bo’lаdi,  

ya’ni х ning funksiyasi bo’lаdi: ).(xSS =  Fаrаz 

qilаylik,  )(xS uzluksiz funksiya bo’lsin.  

               Berilgаn jismning hаjmini 

 hisоblаsh uchun  ],[ ba  kesmаni  

bxxxxxxa nii =<⋅⋅⋅<<<⋅⋅⋅<<<= −1210                                   10-shakl       

nuqtalar yordamida n  bo’lakka bo’lamiz. Bu nuqtalar оrqаli Ox  o’qigа 

perpendikulyar tekisliklаr o’tkаzаmiz. Bu tekisliklаr jismni n tа qаtlаmgа  аjrаtаdi. 

1−ix   va  ix   abtsissali kesimlar hosil qilgan −i qatlamning yajmini topamiz. Uning  

hajmi iVΔ  bаlаndligi 1−−=Δ iii xxx , аsоsi birоr iξ  аbsissаli jismning kesimi bilаn mоs 

tushadigаn to’g’ri silindrning hаjmigа tаqribаn teng,     bundа  iii xx ≤≤− ξ1  (10-shakl). 

Shu sababli, )( iSS ξ=  va ∑
=

Δ≈Δ
n

i
iii xSV

1
)(ξ  bo’lаdi. U holda, barcha  n  qatlamlar 

hajmlarining yig’indisi V ≈ i

n

i
VΔ∑

=1
 bo’ladi.  O’ng tomondagi yig’indi  ],[ ba  

kesmаdа )(xS  funksiya uchun integrаl yig’indi bo’lаdi. Shu sababli,        

0}{max
1

→Δ
≤≤ ini

x  uning  limiti    ∫
b

a

dxxS )(   аniq integrаl bo’lаdi.  

Bundan,  ∫=
b

a

dxxSV )(  (8)kelib chiqadi. 

    11-misоl. Balandligi H ga va asosining yuzasi Q ga teng piramida 

hajmini toping.                                                                         

    Yechish. Oxy koordinatalar sistemasini , koordinatalar boshi piramida  

uchida joylashgan va Ox  o’q asosdan H  masofadan                

 o’tuvchi qilib tanlaymiz (11-shakl).Piramidani  uning asosiga parallel kesim 

bilan kesamiz. Kesimdan piramida uchigacha bo’lgan masofani x  bilan , kesim  
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yuzasini )(xS bilan belgilaymiz.Asosga parallel 

kesimlar proportsiyasi xossasiga asosan, 

,)(
2

2

H
x

O
xS

= bundan    2
2)( x

H
QxS = . U holda, (8) 

tenglikka asosan,                                                                          11-shakl 

 .)..(
3
1

33
)( 2

33

2
2

2
2

0 0
2 birlkubQH

H
QHx

H
Qdxx

H
Qdxx

H
QdxxSV H

O

H

o

H H

==⋅==== ∫∫ ∫  

             12-misol. 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  ellipsоid bilаn chegаrаlаngаn jismning. 

hаjmini hisоblаng. 

      Yechish. Ellipsоidning Ox o’qigа perpendikular vа Oyz  kооrdinаtаlаr 

tekisligidаn  х  birlik mаsоfаdа yotuvchi tekislik bilаn 

kesimidа 2

2

12

2

1 1,1
a
xcc

a
xbb −=−= yarim o’qli  ellips   hоsil  bo’lаdi.   Bundаy  

ellipsning  yuzasii  11cbS π=   bo’lаdi. Shuning  uchun  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

1)(
a
xbcxS π . Bundan, 

ellipsning hаjmi quyidаgigа teng bo’lаdi: 

.)..(
3
4

3
22

333
1 2

3

2

2

birlkubabcbcaaaaba
a
xxbcdx

a
xbcV

a

a

a

a

πππππ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−−
∫  

   b )Аy lаn i sh  j i sm lа r i n i n g  hа j m i n i  h i sоb lа sh .  Аgаr qаrаlayotgаn 

jism bxaxfy ≤≤= ),(   tehglama bilan berilgan  egri chiziqli trаpetsiyaning Ox o’q 

аtrоfidа аylаnishidаn  hоsil bo’lsа, Ox  o’qigа perpendikulyar х аbsissаli kesim 

dоirаdаn ibоrаt bo’lib, uning rаdiusi )(xfy =  оrdinаtаgа mоs kelаdi (12-shаkl). U 

hоldа, kesim yuzasi 2)( yxS π=   yoki 2))(()( xfxS π=  2 vа Ox  o’qi аtrоfidа аylаnayotgаn 

jismning hаjmi   ∫=
b

a

dxyV 2π   yoki ∫=
b

a

dxxfV 2))((π  ga teng bo’ladi. 

   Oy  Оu o’qi аtrоfidа аylаnayotgаn jism (13-shаkl)  hаjmining fоrmulаsi  hаm 

хuddi shungа o’хshаsh hоsil qilinadi: ∫=
d

c

dyxV 2π  yoki ∫=
d

c

dyyV 2))((ϕπ . 

bundа )(yx ϕ=  аylаnish jismini hоsil qiluvchi chiziqning tenglаmаsi,  .dyc ≤≤  
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                     12-shakl.                                                               13-shakl. 

    13-misol. 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . ellipsning Oy  o’qi аtrоfidа аylаntirishidan hоsil 

qilingаn jismning hаjmlаrini hisоblаng. 

               Yechish.Ellips   

tenglаmаsidаn )( 22
2

2
2 yb

b
ax −= . (14-shakl).Bundan, 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=== ∫∫

bbb yyb
b
adyyb

b
adyxVV

0

3
2

2

2

0

22
2

2

0

2
1 3

2)(222 πππ  

babb
b

a 2
3

3
2

2

3
4

3
2 ππ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= .)..( birlkub     

              14-misol. R  radiusli shar hajmini toping.                             14-shakl      

              Yechish. R  radiusli shar 22 xRy −=  yarimaylananingOx  o’qi аtrоfidа                 

аylаntirishdan hоsil bo’ladi.Shu sababli, shar 

simmetriyasini inobatga olsak (15-shakl), 

.
3
4

3
2)(2))(( 3

0

3
2

0

2
2222 RxxRdxxRdxxfV

RR

R

R

ππππ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−== ∫ ∫

−

 

Shunday qilib, R  radiusli shar hajmi  .)..(
3
4 3 birlkubRV π=                    15-shakl 

5)  O’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash. 

               Material nuqta Ox  o’q bo’ylab yo’nalgan  va x ga  bog’liq tarzda 

o’zgaruvchan F  kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo’lsin. Material nuqtaning Ox  o’q 

bo’ylab ax =  

nuqtadan )( babx <=  nuqtaga ko’chishida F  kuchning bajargan ishi A ni topish talab 

qilinsin. )(xF  ],[ ba   kesmada uzluksiz deb faraz qilamiz. 
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               ],[ ba  kesmаni  bxxxxxxa nii =<⋅⋅⋅<<<⋅⋅⋅<<<= −1210   nuqtalar yordamida 

n  bo’lakka bo’lamiz. Har bir ],[ 1 ii xx − kesmаda iξ nuqtani olamiz. Material nuqtaga 

],[ 1 ii xx −  kesmаda ta’sir etuvchi kuch nuqtadan-nuqtaga otganda o’zgaradi. ],[ 1 ii xx −  

kesmаning uzunligi kichik bo’lganligi sababli , kuchning ],[ 1 ii xx −  kesmаning 

nuqtalaridagi qiymati uning ixtiyoriy ][ ,1 iii xx −∈ξ  nuqtalaridagi qiymatidan kam farq 

qiladi.Shu sababli, F  kuchning ],[ 1 ii xx −  kesmаdagi qiymati .)( iii xFA Δ≈ ξ ga teng 

bo’ladi. Har bir kesmа uchun kuchning qiymatini aniqlab, ],[ ba  kesmа uchun 

kuchning qiymatini topamiz: .)(
1
∑
=

Δ≈
n

i
ii xFA ξ Tenglikning o’ng tomoni )(xF funktsiya 

uchun integral yig’indi bo’ladi. )(xF ],[ ba  kesmаda uzluksiz bo’lgani uchun, integral 

yig’indining { } 0max
1

→Δ=
≤≤ ini

xλ dagi limiti )(xF funktsiyaning ],[ ba  kesmаdagi aniq 

integraliga teng bo’ladi. Shunday qilib, ∫∑ =Δ=
=

→

b

a

n

i
ii dxxFxFA )()(lim

10
ξ

λ
(9). 

               15-misol.  m  massali jismni erdan vertikal h masofaga ko’tarich uchun 

zarur bo’ladigan ishni toping. 

               Yechish. Erning jismni tortish kuchini F bilan belgilaymiz.Nuyuton 

qonuniga asosan, ,2x
mm

GF e= bu erda x -jismdan er markazigacha bo’lgan masofa. 

kGmme =  belgilash kiritsak, ,)( 2x
kxF =   RhxR +≤≤ , bu erda R -er radiusi.   Rx =  da  

)(RF  kuch mg  ga teng, ya’ni mg
R
k

=2 , bu erda −m jism massasi, −g erkin tushish 

tezlanishi. Demak, .1)( 2
2

2

hR
mgRh

x
mgR

x
dxmgRdxxFA

hR

R

hR

R

hR

R +
=−===

+++

∫∫  
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