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КИРИШ 
  

Кадрлар тайёрлаш миллий дастурида олий таълимнинг асосий 

мақсади бозор иқтисодиёти шароитида рақобатбардош, юқори малакали 

мутахассислар тайёрлашдан иборат. Шу мақсадни амалга оширишда 

бўлажак мутахассис билим ва кўникмаларининг мустаҳкамлиги, улар 

эгаллаган билимнинг  атрофлича ўрганилгани катта аҳамият касб этади. 

Республикамиз Президенти Ислом Абдуғаниевич Каримов 

айтганларидек «...мамлакатимизнинг бой илмий - техникавий 

салоҳиятидан кенг фойдаланган ҳолда, юксак технология ва фан 

ютуқларига асосланган ишлаб чиқариш соҳалари - автомобилсозлик, 

самолётсозлик, микробиология, электротехника ва электроника 

саноатларини телекоммуникация ва замонавий ахборот технология 

воситаларини тез суръатларда ривожлантириш» учун сабоқ олаётган 

ҳар бир шахс ўзи ўрганган таълим мазмунини  чуқур англаши,  қаерда 

ва қандай татбиқ қилишни билиши, ҳаётда эса ўзи амалиётга татбиқ 

қила олиши керак.  

 Дарҳақиқат, баркамол инсон шахснинг шаклланиши бевосита 

узлуксиз таълим жараёнида амалга ошади. Давлат таълим 

стандартларида бўлажак мутахассис эгаллаши кўзда тутилган 

билимларни чуқур ва атрофлича баён қилиниши ҳамда ўргатилишига 

алоҳида аҳамият бериш “Миллий дастур”да кўзда тутилган асосий 

мақсадни амалга ошириш бўйича катта натижа беради.  Шундай 

экан, ҳар жабҳада муваффақиятга эришиш, жумладан юқори малакали 

кадрлар тайёрлашда миллий дастурни ўрни ва аҳамияти беқиёсдир. 

Ўзбекистон Республикаси Президенти И.А.Каримов Олий Мажлиснинг 

XIV  сессиясида сўзлаган  нутқида кадрлар тайёрлашнинг  аҳамиятига  

изоҳ бериб шундай деган эди: «Биз олдимизга қандай вазифа 

қўймайлик, қандай муаммони ечиш зарурияти туғилмасин, гап охир 

оқибат, бирибир кадрларга бориб қадалаверади. Муболағасиз айтиш 

мумкинки, бизнинг келажагимиз, мамлакатимиз калажаги, ўрнимизга 
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ким келишига ёки бошқачароқ қилиб айтганда, қандай кадрлар 

тайёрлашимизга боғлиқ… ». 

Дифферециал тенгламалар назариясига оид дастлабки масалалар 

XVI-XVII асрларда Ж.Непернинг логарифмик жадвални тузиш 

жараёнида учрайди. Г.Галилей эса қаршиликсиз муҳитда оғир 

жисмларнинг тушушини ўрганишида бундай масалалар таҳлилига асос 

солган [8], [9]. 

И.Ньютон ва Г.Лейбницнинг ишлари билан дифференциал 

тенгламалар назарияси ривожининг илк даври бошланди деб айтиш 

мумкин. 

Баъзи геометрик масалаларнинг дифференциал ва интеграл ҳисоб 

усуллари ёрдамида ўрганилиши оддий дифференциал тенгламаларнинг 

синфларга бўлинишига олиб келади.  

XVII асрнинг биринчи ярмида дифференциал тенгламлар 

фақатгина механикада эмас, балки дифференциал геометрия ва 

варивцион ҳисобда ҳам кенг қўлланила бошланди. Бу давр охирига 

келиб математик физика масалалари, аввало торнинг тебраниши 

ҳақидаги масала хусусий ҳосилали тенгламалар кўринишини олди. 

Мазкур асрда дифференциал тенгламалар назарияси дифференциал 

тенгламаларнинг турли типлари ҳақидаги таълимот сифатида 

ривожлантирилди. Шунингдек, асосий эътибор интеграллашнинг 

хусусий усулларига, ечимни оддий функциялар билан ифодалашга ва 

квадратураларга олиб келишга қаратилган бўлиб, ечим мавжуд, лекин 

уни квадратурага олиб келиб бўлмаган тақдирда тақрибий 

интеграллашга ҳаракат қилинар эди. 

   Оддий дифференциал тенгламаларнинг кейинги ривожланишида 

XVIII асрнинг йирик математиклари Л.Эйлер, А.К.Клеро, Ж.Даламбер, 

С.Пуассон, ва Ж.Л.Лагранж катта ҳисса қўшдилар. 

Хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар назарияси дастлаб 

торнинг тебраниши ҳақидаги масалани ечишдан ривожлана бошлади. 
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Б.Тейлор (1715 йил) ушбу масаланинг ечимини математик жиҳатдан 

асослади, бунда у қуйидаги кўринишдаги тенгламага келди [9]: 

2 2
2

2 2

y y
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

. 

Баъзи чегаравий шартлар асосида Б.Тейлор масалани ўзгармас 

коэффициентли иккинчи тартибли оддий чизиқли тенгламаларга 

келтирди ва иккита учи бириктирилган тор учун ҳар қангдай вақт 

моментида у синусоида шаклида эканлигини топди. Тебранувчи тор 

тенгламасини 

2 2

2 2

y y

t x

∂ ∂=
∂ ∂

. 

шаклида Даламбер ифодаланади ва унинг ечимини иккита ихтиёрий 

функция йиғиндиси шаклида, яъни ( ) ( )f x t x tϕ+ + −  кўринишда топди 

[9]. 

 Тор тебраниши тўла аниқланиши учун чегаравий шартлар билан 

бирга бошланғич шартлар берилиши кераклигини бир йилдан сўнг 

кўрсатди. 

 Юқори тартибли хусусий ҳосилали тенгламалар гидродинамика 

масалаларида (Эйлер, Даламбер, 1752 йил), мембрана тебранишлари 

ҳақидаги масала (Эйлер, 1753 йил), потенциаллар назариясида (Лаплас, 

1789 йил) ва ҳ.к.ларда пайдо бўлди. 

 Р.Липшиц, Ж.Пеано, Ш.Пикар, С.В.Ковалевская, Ж.Дарбу, 

Ж.Лиувилль, П.Л.Чебышев, К.Я.Якоби, М.В.Остроградский ва 

бошқалар диққеренциал тенгламалар назариясининг навбатдаги 

масалаларини ҳал қилган ҳолда унинг ривожига катта ҳисса қўшдилар. 

 Дифференциал тенгламалар назариясининг ХХ асрдаги 

ривожланишида рус олимларидан А.Н.Тихонов, В.В.Степанов, 

М.М.Нахушев, Ф.Трикоми, А.В.Бицадзе, Н.М.Гюнтер, В.И.Смирнов, 

М.А.Лаврентьев, Н.И.Мусхелишвили, И.Н.Векуа, ўзбекистонлик 
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олимлардан М.С.Салоҳиддинов, Т.Ж.Жўраев ва улар яратган мактаб 

вакилларининг ҳиссаси катта бўлди. 

 Ҳисоблаш математикаси, амалий масалаларни ечишга бўлган 

эҳтиёж (юза ва ҳажмларни ўлчаш, кема ҳаракатини бошқариш, 

юлдузлар ҳаракатини кузатиш ва бошқалар) туфайли вужудга 

келганлиги учун ҳам у сонли математика бўлиб, унинг мақсади масала 

ечимини сон шаклида топишдан иборат. 

 Шундай типик математик масалаларга дуч келинадики, уларни 

классик методлар билан ечиш мумкин эмас ёки ечиш мумкин бўлган 

тақдирда ҳам ечим шундай мураккаб кўринишда бўладики, ундан 

самарала фойдаланишнинг иложи бўлмайди. Бундай типик математик 

масалаларга алгебрада тартиби жуда катта бўлган чизиқли алгебраик 

тенгламалар системасини ечиш, матрицаларнинг тескарисини топиш, 

матрицаларнинг хос сонларини топиш, алгебраик ва транцендент 

тенгламалар ҳамда бундай тенгламалар системасини ечиш масалалари, 

математик анализда сонли интеграллаш ва дифференциаллаш, 

функцияни яқинлаштириш масалалари, шунингдек, оддий ва хусусий 

ҳосилали дифференциал тенгламаларни ечиш масалалари ва бошқалар 

киради. 

 Математикада ўрганиладиган объектлар сонининг кўпайиши бу 

фаннинг амалий татбиқ соҳаларини кенгайтиради. Масалан, К.Гаусс, 

Ж.Фурье, О.Коши, М.В.Остроградский каби олимлар вариацион ҳисоб 

усулини яратдилар, механика,  физиканинг экстремумга доир 

масалаларини ҳосила ёрдамида ечдилар. 

 Европалик олимлар Л.Эйлер, Ж.А.Лагранж, Г.В.Лейбниц, 

Г.Крамер, К.Якоби, Ж.Г.Стокс, Дж. Ортега, Б.Больцано, К.Вейрштрасс 

ва бошқалар турли исботлаш усулларидан фойдаланиб, дифференциал 

ва интеграл ҳисоб курсини ривожлантирдилар. 

 Бу усулларнинг кенйинги ривожида европалик олимлар 

Б.П.Демидович, Б.С.Кронберг, А.А.Самарский, Н.С.Бахвалов, Г.И. 
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Марчук, И.С. Березин, ўзбекистонлик олимлардан В.Қ. Қобулов, 

М.Исроилов, А.Абдуқодиров ва бошқаларнинг ҳиссаси катта бўлди. 

 Фан ва техниканинг фаол ривожланиши, атом ядросидан 

фойдаланиш, учувчи аппаратларни лойиҳалаш, космик учиш 

динамикаси, бошқариладиган термоядро синтези муаммоси муносабати 

билан плазма физикаси масалаларини текшириш ҳамда ечишни тақозо 

қилмоқда. Бундай масалалар ўз навбатида математиклар олдига 

янгидан-янги ҳисоблаш методларини яратиш вазифасини қўяди. 

Иккинчи томондан, фан ва техника ютуқлари математиклар ихтиёрига 

кучли ҳисоблаш воситаларини бермоқда. Бунинг натижасида эса 

мавжуд усулларни янги машиналарда қўллаш учун қайтадан кўриб 

чиқиш эҳтиёжи туғилмоқда.       
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I.БОБ. ХУСУСИЙ ҲОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА-

ЛАРНИНГ КЛАССИФИКАЦИЯСИ 

 

I.1. Тенгламалар классификацияси 

 

Икки эркли ўзгарувчили иккинчи тартибли хусусий ҳосилали 

дифференциал тенглама деб, номаълум функция ва унинг иккинчи 

тартибгача хусусий ҳосилалари (иккинчи тартибли ҳосилалардан бири 

иштирок этиши шарт) орасидаги боғланишни ифодаловчи муносабатга 

айтилади ва уни умумий ҳолда  

2 2 2

2 2
, , , , , , , 0

u u u u u
F x y u

x y x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
 

кўринишда ёзилади, бу ерда F - ўз аргументларининг берилган функцияси.   

2 2 2

11 12 22 12 2
2 , , , , 0

u u u u u
a a a F x y u

x y x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  
                     (1.1) 

кўринишдаги тенглама юқори тартибли ҳосилаларга нисбатан чизиқли 

тенглама дейилади. Бунда 11 12 22, ,a a a  коэффициентлар ,x y  нинг 

функциялари бўлиб, камида биттаси нолдан фарқли. Агар бу 

коэффициентлар x,y  дан ташқари яна , xu u  ва yu  ларнинг ҳам функцияси 

бўлса, (1.1) квази чизиқли тенглама дейилади.  

 Агар тенгламада юқори тартибли ҳосилалар иштирок этмаган ҳадлар 

ҳам чизиқли бўлса, яъни (1.1) ушбу  

 

2 2 2

11 12 22 13 23 332 2
2 0

u u u u u
a a a a a a u f

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

               (1.2) 

 

кўринишда бўлса, (1.1) чизиқли тенглама дейилади. Бунда 

11 12 22 13 23, 33, , , ,a a a a a a  ва f  лар ,x y  нинг функциялари ҳисобланади; агарда 

тенгламанинг коэффициентлари ,x y  га боьлиқ бўлмаса, тенглама ўзгармас 
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коэффициентли дейилади. Тенгламада ( ), 0f x y =  бўлса, тенглама бир 

жинсли дейилади.  

 Агар (1.2) кўринишдаги тенгламада ўзгарувчиларни ( , )x yξ ϕ=  ва 

( , )x yη ψ=  тенгликларга асосан алмаштирсак, олдинги тенгламага 

эквивалент янги тенглама ҳосил бўлади.  

 Шуни эслатиб ўтамизки, тенгламада юқорида айтилган алмаштириш 

бажарилганда иккинчи тартибли ҳосилалар иштирок этмаган ҳадлардан 

иккинчи тартибли ҳосилалар пайдо бўлмайди; агар бу ҳадлар чизиқли бўлса, 

чизиқлилигича қолади, яъни алмаштириш бажарилгач, 

 

13 23 33, , , ,
u u u u

F x y u a a a u f
x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 

ифода яна   

 

13 23 33, , , ,
u u u u

F u a a a u fξ η
ξ η ξ η

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

кўринишга келади, бу ерда 13 23 33, , ,a a a f ξ−  ва η  ўзгарувчиларнинг 

функциялари. Шу сабабли келгусида бу ҳадларнинг ёйилган ифодасини 

олмасдан ихчам шаклдагисини ишлатамиз, яъни (1.1) кўринишдаги тенглама 

билан шуғулланамиз.  

Энди қуйидаги саволни қўйиш мумкин: ўзгарувчилар қандай 

алмаштирилганда, эквивалент тенглама олдинги тенгламага нисбатан 

соддароқ кўринишга келади?  

 Бу саволга жавоб топиш учун юқоридаги мулоҳазаларни инобатга 

олиб, (1.1) тенгламада ўзгарувчиларни алмаштирамиз. Бунда ( ),u x y  

функциянинг ҳосилалари янги ўзгарувчилар орқали  
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,
u u u

x x x

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ,
u u u

y y y

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 ,

u u u u u u

x x x xx x x

ξ ξ η η ξ η
ξ η ξ ηξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

2 2 2 2 2 2

2 2
,

u u u u u u

x y x y x y y x x y x y x y

ξ ξ ξ η ξ η η η ξ η
ξ η ξ ηξ η

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
 

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2

u u u u u u

y y y yy y y

ξ ξ η η ξ η
ξ η ξ ηξ η

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

 

тенгликлар билан аниқланиб, (1.1) тенглама  

 

2 2 2

11 12 222 2
2 , , , , 0

u u u u u
a a a F uξ η

ξ η ξ ηξ η
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  

                  (1.3) 

кўринишга келади. Бунда  

22

11 11 12 222a a a a
x x y y

ξ ξ ξ ξ ∂ ∂ ∂ ∂ = + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
, 

 

12 11 12 22a a a a
x x x y x y y y

ξ η ξ η η ξ ξ η ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
,                         (1.4) 

 

22

22 11 12 222 .a a a a
x x y y

η η η η ∂ ∂ ∂ ∂ = + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
   

 

(1.3) тенглама (1.1) тенгламага нисбатан содда кўринишда бўлиши учун 

ўзгарувчиларни шундай алмаштириш керакки, бунда 11 12,a a  ва 22a  

коэффициентлардан бири ёки иккитаси (лекин учаласи эмас) нолга айлансин. 

Бу масалани ечиш учун қуйидаги иккита леммани кўриб чиқамиз.  

 1-лемма. Агар ( , )z x yϕ=  функция ушбу  
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22

11 12 222 0
z z z z

a a a
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂  + + =   ∂ ∂ ∂ ∂   
     (1.5) 

 

тенгламанинг хусусий ечимларидан бири бўлса, ( , )x y Cϕ =  ифода  

( ) ( )2 2
11 12 222 0a dy a dxdy a dx− + =            (1.6) 

кўринишдаги оддий дифференциал тенгламанинг умумий интеграли бўлади.  

 2-лемма. Агар ( , )x y Cϕ =  ифода (1.6) оддий дифференциал 

тенгламанинг умумий интеграли бўлса, ( , )z x yϕ=  функция (1.5) 

тенгламанинг хусусий ечими бўлади.  

 Биринчи лемманинг исботи. Лемманинг шартига асосан ( , )z x yϕ=  

функция берилган соҳанинг ихтиёрий нуқтасида  

 

2 2
11 12 22( ) 2 ( ) 0x x y ya a aϕ ϕ ϕ ϕ+ + =           (1.7)  

тенглик ўринли. Умумийликни чегараламай 0yϕ ≠  деб ҳисоблаб, охирги 

тенгликни yϕ  га бўлсак,   

2

11 12 222 0x x

y y

a a a
ϕ ϕ
ϕ ϕ

   
− − − + =      
   

        (1.8) 

тенгликка эга бўламиз.  

 ( , )x y Cϕ =  ифода (1.6) нинг умумий интеграли бўлиши учун ундан 

ошкор шаклда топилган ( , )y f x C=  функция (1.6) ни қаноатлантириши 

керак. Бу функциянинг ҳосиласи, ( , )x y Cϕ =  га асосан,  

( , )

( , )
x

y

x ydy

dx x y

ϕ
ϕ

= −      (1.9) 

тенглик билан аниқланади. Буни эoтиборга олсак, (1.8) тенгликдан  

2

11 12 222 0
dy dy

a a a
dx dx

   − + =   
   

,      (1.10) 
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яъни (1.6) тенгликнинг тўьрилиги келиб чиқади. Бу билан 1-лемма исбот 

бўлди.  

 Энди иккинчи леммани исбот қиламиз. ( , )x y Cϕ =  (1.6) тенгламанинг 

умумий интеграли бўлсин. У ҳолда, ( , )x y Cϕ =  нинг аниқланиш соҳасидан 

олинган ҳар қандай ( , )x y  нуқтада (1.10) тенглик бажарилади.  

 Буни эoтиборга олсак, (1.9) га асосан, бу нуқтада (1.8) тенглик ҳам 

бажарилади. Бундан эса (1.7) тенгликнинг ўринлилиги келиб чиқади. Шу 

билан 2-лемма ҳам исбот бўлди.  

 (1.6) тенглама (1.1) тенгламанинг характеристик тенгламаси, бу 

тенгламанинг интеграллари эса (1.1) тенгламанинг характеристикалари 

дейилади. (1.6) тенглама билан аниқланувчи ( ),dx dy  вектор йўналиши (1.1) 

тенгламанинг характеристик йўналиши дейилади.  

Демак, 1- ва 2-леммаларга асосан, ( , )x y Cϕ =  (1.6) тенгламанинг 

интегралларидан бири бўлганда, ( , )x yξ ϕ=  деб олинса, (1.3) тенгламадаги 

2

2

u

ξ
∂
∂

 олдидаги коэффициент нолга айланар экан, яъни 11 0a =  бўлади; 

шунингдек, ( )ψ x,y C=  (1.6) тенгламанинг иккинчи интеграли бўлса, 

( , )x yη ψ=  деб олинса, 
2

2

u

η
∂
∂

 олдидаги коэффициент ҳам нолга айланади, 

яъни 22 0a =  бўлади.   

Характеристик тенглама қуйидаги иккита биринчи тартибли оддий 

дифференциал тенгламаларга ажралади: 

 

2 2
12 12 11 22 12 12 11 22

11 11

,
a a a a a a a ady dy

dx a dx a

+ − − −
= =              (1.11) 

Бу тенгламалардаги радикал остидаги ифоданинг ишорасига қараб, (1.1) 

тенглама типларга ажратилади.  
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 Агар М нуқтада 2
12 11 22 0a a a− >  бўлса, (1.1) тенглама М нуқтада 

гиперболик типдаги тенглама дейилади.  

 Агар М нуқтада 2
12 11 22 0a a a− <  бўлса, (1.1) тенглама  М нуқтада 

эллиптик типдаги тенглама дейилади.  

 Агар М нуқтада 2
12 11 22 0a a a− =  бўлса, (1.1) тенглама М нуқтада 

параболик типдаги тенглама дейилади.  

 Таoрифдан фойдаланиб кўрсатиш қийин эмаски,  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0, 0, 0

u u u u u u

yx y x x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − = − =
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (1.12) 

тенгламалар, масалан, ( )0,0O  нуқтада мос равишда эллиптик, параболик ва 

гиперболик типга тегишли тенгламалардир.  

 Тенглама турли нуқталарда турли типга тегишли бўлиши мумкин, 

масалан,  

2 2

2 2
0

u u
y

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

     (1.13) 

тенглама ( ) ( ) ( )1 2 31,1 , 1,0 , 1, 1M M M −  нуқталарда мос равишда эллиптик, 

параболик ва гиперболик типга тегишлидир.  

 Агар тенглама бирор (тенгламанинг коэффициентлари ва озод ҳади 

аниқланган) D  соҳанинг ҳар бир нуқтасида бир хил типга тегишли бўлса, у 

ҳолда уни D  соҳада шу типдаги тенглама дейилади. Масалан, (1.12) 

тенгламалар текисликнинг ихтиёрий нуқтасида бир хил типга тегишли 

бўлгани учун улар бутун текисликда мос равишда эллиптик, параболик ва 

гиперболик типдаги тенглама ҳисобланади. (1.13) тенглама эса юқори ярим 

текисликда эллиптик, қуйи ярим текисликда эса гиперболик тенглама бўлади.  

 Агар (1.1) тенглама бирор D  соҳада  эллиптик типга тегишли бўлиб, 

ихтиёрий 1 2,λ λ  сонлар учун шундай мусбат 0 1,k k  сонлар топилсаки, D  

соҳанинг барча нуқталарида  
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( ) ( )2 2 2 2 2 2
0 1 2 11 1 12 1 2 22 2 1 1 22k a a a kλ λ λ λ λ λ λ λ+ ≤ + + ≤ +  

тенгсизлик ўринли бўлса, (1.1) тенглама D  соҳада текис эллиптик 

тенглама дейилади.  

 Масалан, (1.12) даги биринчи тенглама ихтиёрий соҳада текис 

эллиптик, (1.13) тенглама эса юқори ярим текисликда текис эллиптик эмас.  

 Агар тенглама D  соҳанинг турли қисмида турлича типларга тегишли 

бўлса, уни шу соҳада аралаш типдаги тенглама дейилади. Масалан, (1.13) 

тенглама 2 2
0 {( , ) : 1}D x y x y= + <  соҳанинг 1 0 ( 0)D D y= ∩ >  қисмида 

эллиптик, 2 0 ( 0)D D y= ∩ <  қисмида гиперболик, ( 0)D y= ∩ =  қисмида эса 

параболик типга тегишли бўлгани учун, у 0D  соҳада аралаш типдаги 

тенглама ҳисобланади.  

 (1.4) га асосан  

2
2 2

12 11 22 12 11 22( )a a a a a a
x y y x

ξ η ξ η ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ = − ⋅ − ∂ ∂ ∂ ∂ 
. 

Бундан кўринадики (1.1) ва (1.3) тенгламалар бир хил типга тегишли бўлиши, 

яъни ўзгарувчиларни алмаштиришда тенглама типи ўзгармаслиги учун  

0
x y

x yx y y x

ϕ ϕξ η ξ η
ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂− = ≠
∂ ∂ ∂ ∂

 

бўлиши керак экан. Бу тенгсизлик эса ( ) ( ), , ,x y x yϕ ψ  функцияларнинг 

чизиқли боьлиқ бўлмаслигини кўрсатади.  

 Демак, ўзгарувчиларни чизиқли боьлиқ бўлмаган ( ), ,x yξ ϕ=   

( ),x yη ψ=  формулалар ёрдамида алмаштирганда тенгламанинг типи 

ўзгармайди.  

 Бундан ташқари, юқоридагилардан келиб чиқадики, (1.1) тенглама 

бирор нуқтада эллиптик бўлса, бу нуқтада ҳақиқий характеристик йўналишга 

эга эмас, гиперболик (параболик) бўлса эса, иккита (битта) ҳарактеристик 

йўналишга эга бўлар экан. 
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2-§ Мaтeмaтик физикa тeнглaмaлaрининг типлaри 

Кўпгинa физикa вa тexникa мaсaлaлaрини ечиш xусусий 

ҳoсилaли дифференциал тeнглaмaлaргa oлиб кeлaди. Бундa 2-тaртибли 

xусусий ҳoсилaли дифференциал тeнглaмaлaр энг кўп учрaйди.  

 ( )yxuu ,=  икки ўзгaрувчили функция учун қуйидaги мисoллaрни 

кeлтирaмиз. 

                      

 1. Тoрдa тўлқин тaрқaлиши тeнглaмaси: 

          
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂                                                (1.14) 

бу тeнглaмaни тeкширишгa тoрнинг кўндaлaнг тeбрaниши жaрaёнини 

кузaтиш, стeржeннинг бўйлaмa тeбрaниши, симдaги елeктр тeбрaнишлaри, 

гaз мoлeкулaлaри тeбрaнишлaри вa бoшқaлaрни кузaтиш дaвoмидa тўқнaш 

кeлaмиз. Бу тeнглaмaлaр гипeрбoлик типдaги энг сoддa тeнглaмaлaрдир. 

 

2. Кeсмaдa иссиқлик тaрқaлиши тeнглaмaси:         

2

2
2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

                                              (1.15) 

бу тeнглaмaни тeкширишгa иссиқлик тaрқaлиши жaрaёнини кузaтиш, 

суюқлик вa гaз филтрaтсияси, еҳтимoллaр нaзaриясининг бaъзи бир 

мaсaлaлaри oлиб кeлaдилaр. Бу тeнглaмa энг сoддa кўринишдaги пaрaбoлик 

тип тeнглaмaдир. 

3. Лaплaс тeнглaмaси: 

0
y

u

x

u
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂                                              (1.16)  

бу тeнглaмaни тeкширишгa елeктр вa мaгнит мaйдoни ҳaқидaги мaсaлaлaрни 

кузaтиш жaрaёнидa, стaтсиoнaр иссиқлик ҳoлaтини тeкшириш, 

гидрoдинaмикa мaсaлaлaри, диффузия вa бoшқa мaсaлaлaрни ечишдa дуч 

кeлинaди. Бу тeнглaмa энг сoддa еллиптик типдaги тeнглaмaдир.  
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1-мисoл    

0xy,0
y

u
y

x

u
x

2

2
2

2

2
2 ≠=

∂
∂−

∂
∂  

кўриншдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишигa кeлтиринг. 

Ечиш. Бу eрдa 2
2212

2
11 ya,0a,xa −===  бўлиб, 0yxaaa 22

2211
2

12 >=− . Дeмaк, 

тeнглaмaмиз гипeрбoлик тип экaн. 

Унинг xaрaктeристик тeнглaмaси 0dxydyx 2222 =−  ёки 

0)ydxxdy)(ydxxdy( =−+  бўлиб у иккитa дифференциал тeнглaмaдaн ибoрaт, 

улaрнинг ўзгaрувчилaрини aжирaтиб, 0
x

dx

y

dy
,0

x

dx

y

dy =−=+ кўринишгa эга 

бўлaди, булaрни интeгрaллaб 1clnxlnyln =+  вa 2clnxlnyln =−  ёки 1cxy =  вa  

2c
x

y =  гa эга бўлиб, вa 
x

y
,xy =η=ζ   aлмaштириш бaжaрсaк, eски ўзгaрувчилaр 

бўйичa oлингaн xусусий ҳoсилaлaрни янги ўзгaрувчилaр oрқaли oлaмиз.  

 

η∂
∂−

ζ∂
∂=

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂
∂=

∂
∂ u

x

yu
y

x

u

x

u

x

u
2

; 

η∂
∂−

ζ∂
∂=

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂
∂=

∂
∂ u

x

1u
x

y

u

y

u

y

u ; )
u

x

y
(

x
)

u
y(

xx

u
22

2

η∂
∂

∂
∂−

ζ∂
∂

∂
∂=

∂
∂ =

)
x

u

x

u
(

x

y
)

x

u

x

u
(y

22

2

22

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂η∂
∂−

∂
η∂

η∂ζ∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂
∂

22 +

=
η∂

∂+
η∂

∂−
η∂ζ∂

∂−
η∂ζ∂

∂−
ζ∂

∂=
η∂

∂
22

u

x

y2
)

u

x

yu
y(

x

y
)

u

x

yu
y(y

u

x

y2
3

2

2

2

2

2

2

2

3

ζ∂
∂+

η∂
∂+

η∂ζ∂
∂−

ζ∂
∂= 22

u

x

y
2

u

x

yu

x

y
2

u
y

3

2

4

22

2

22
2 ; 

)
y

u

x

1

y

u
(

x

1
)

y

u

y

u
(x

y

u
2

2222

2

2

∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂η∂
∂+

∂
η∂

η∂ζ∂
∂+

∂
ζ∂

ζ∂
∂=

∂
∂

2 = 22 η∂
∂+

η∂ζ∂
∂+

ζ∂
∂ u

x

1u
2

u
x

2

2

22
2  

 

 
2

2

2

2

y

u
,

x

u

∂
∂

∂
∂  - лaрнинг бу  қиймaтлaрини бeрилгaн дифференциал тeнглaмaгa 

қўйиб вa уни сoддaлaштириб, қуйидaги кaнoник тeнглaмaгa эга бўлaмиз.  
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−
η∂

∂+
η∂

∂+
η∂ζ∂

∂−
ζ∂

∂
22

u

x

y
2

u

x

yu
2

u
y(x

2

2

4

222
22  0)

u

x

1u
2

u
x(y

2

2

22
22 =

η∂
∂+

η∂ζ∂
∂+

ζ∂
∂

22  

ёки  0
u

x

y
2

u
y4

2
2 =

η∂
∂+

η∂ζ∂
∂− , ёки 0

u

xy

1

2

1u2

=
η∂

∂−
η∂ζ∂

∂ .  

бундaн   0
u

2

1u2

=
η∂

∂
ζ

−
η∂ζ∂

∂  

 

2-мисoл 

.0
y

z
y

yx

z
xsiny2

x

z
xsin

2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂⋅+

∂∂
∂⋅−

∂
∂⋅  

кўриншдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишгa кeлтиринг. 

 

Ечиш: 

Бу eрдa   2
2212

2
11 ya,xsinya,xsina =−==    бўлиб,  

 .0xsinyxsinyaaa 2222
2211

2
12 =⋅−⋅=−  Дeмaк, тeнглaмa пaрaбoлик тип экaн.  

Xaрaктeристик тeнглaмa қуйидaги кўринишгa эга: 

,0dxydxdyxsiny2dyxsin 2222 =⋅+⋅⋅+⋅  

ёки 

.0)ydxdyx(sin 2 =+⋅  

Қуйидaги 

.0ydxdyxsin =+⋅  

тeнглaмaдa ўзгaрувчилaрни aжрaтиб  

.0
xsin

dx

y

dy =+  

тeнглaмaни ҳoсил қилaмиз. 

Уни интeгрaллaб 

,Cln
2

x
tglnyln =+  

ёки 

C
2

x
tgy =⋅  
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eчимни oлaмиз. 

Қуйидaги aлмaштиришлaрни бaжaрaмиз:  y,
2

x
tgy =η⋅=ξ  

;
z

2

x
secy

2

1

x

z

x

z

x

z 2

ξ∂
∂=

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂  

 

;
zz

2

x
tg

y

z

y

z

y

z

η∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂  

 

 

;
z

2

x
tg

2

x
secy

2

1z

2

x
secy

4

1

z

2

x
tg

2

x
secy

2

1

x

z

x

z

2

x
secy

2

1

x

z

2
2

2
42

2
2

2

2
2

2

2

ξ∂
∂+

ξ∂
∂=

=⋅
ξ∂

∂⋅+








∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂

 

;
zz

2

x
tg2

z

2

x
tg

y

z

y

z

y

z

y

z

2

x
tg

y

z

2

22

2

2
2

2

222

2

2

2

2

η∂
∂+

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂=

=
∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂η∂
∂+









∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂

 

.
z

2

x
sec

2

1zz

2

x
tg

2

x
secy

2

1

z

2

x
sec

2

1

y

z

y

z

2

x
secy

2

1

yx

z

2
2

2

2
2

2
2

2

2
2

2

ξ∂
∂+









η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂=

=
ξ∂

∂+








∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂∂
∂

 

  
yx

z
,

y

z
,

x

z 2

2

2

2

2

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂    лaрнинг қиймaтлaрини  дифференциал  

тeнглaмaгa қўямиз: 

.0
zz

2

x
tg2

z

2

x
tgy

z
xsin

2

x
secy

zz

2

x
tgxsin

2

x
secy

z
xsin

2

x
tg

2

x
secy

2

1z
xsin

2

x
secy

4

1

2

22

2

2
22

2
2

2

2
22

22
2

2
242

=








η∂
∂+

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂+

+
ξ∂

∂−








η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂−

−
ξ∂

∂+
ξ∂

∂⋅

 

 

Oсoнгинa кўрсaтиш мумкинки,   
2

2z

ξ∂
∂   вa  

2

2z

η∂
∂  -лaрни ўз   ичигa oлгaн  ҳaдлaр 
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ўзaрo қисқaрaди вa тeнглaмa қуйидaги кўринишгa кeлaди: 

,0
z

xsin
2

x
secy

z
y

z
xsin

2

x
tg

2

x
secy

2

1 2
2

2
222 =

ξ∂
∂−

η∂
∂+

ξ∂
∂  

ёки 

 

,
z

xsin
z

y
2

2

ξ∂
∂=

η∂
∂  

лeкин 

,
2

x
tg,

2

x
tg1

2

x
tg2

xsin
2 η

ξ=
+

=  

бўлгaнлиги учун   

 

.
2

xsin
22 η+ξ

ξη=  

Нaтижaдa 

.
z2z

222

2

ξ∂
∂

η+ξ
ξ=

η∂
∂  

 

3-мисoл  

.0
y

z
2

yx

z
2

x

z
2

22

2

2

=
∂
∂+

∂∂
∂−

∂
∂  

кўриншдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишгa кeлтиринг. 

Ечиш: Бу eрдa   ,2a,1a,1a 221211 =−== бўлиб,  .01aaa 2211
2

12 <−=−  Дeмaк 

тeнглaмaмиз eллиптик тип экaн. Xaрaктeристик тeнглaмa 

,0dx2dxdy2dy 22 =⋅+⋅+ ёки .02y2y 2 =+′+′  

Бундaн ;i1y ±−=′   Дeмaк иккитa кoмплeкс  eчимлaр oилaсини ҳoсил қилaмиз: 

1Cixxy =−+    и   2Cixxy =++ . 

Ўзгaрувчилaрни aлмaштирaмиз: ;x,xy =η+=ξ  

;
zz

x

z

x

z

x

z

η∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂   ;

d

dz

dy

d

d

dz

dy

d

d

dz

dy

dz

ξ
=η⋅

η
+ξ⋅

ξ
=  
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=








∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂η∂
∂+









∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂

x

z

x

z

x

z

x

z

x

z
2

222

2

2

2

2

 

;
zz

2
z

2

22

2

2

η∂
∂+

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂= ;

zz

x

z

x

z

yx

z 2

2

22

2

22

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂∂
∂  

.
z

y

z

y

z

y

z
2

22

2

2

2

2

ξ∂
∂=

∂
η∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂=

∂
∂  

Дифференциал тeнглaмaгa xусусий ҳoсилaлaрнинг тoпилгaн  ифoдaлaрини  

қўйиб,  қуйидaгини ҳoсил  қилaмиз: 

.0
z

2
z

2
z

2
zz

2
z

2

22

2

2

2

22

2

2

=
ξ∂

∂+
η∂ξ∂

∂−
ξ∂

∂−
η∂

∂+
η∂ξ∂

∂+
ξ∂

∂  

яъни 

.0
zz
2

2

2

2

=
η∂

∂+
ξ∂

∂  

 

4-мисoл    

 

.0
y

z
y

yx

z
xy2

x

z
x

2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂  

кўринишдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишгa кeлтиринг. 

 

Жaвoб:   .y,
x

y
,0

z
2

2

=η=ξ=
η∂

∂  

 

5-мисoл   

.0
y

z
6

x

z
2

y

z
3

yx

z
4

x

z
2

22

2

2

=
∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂∂
∂−

∂
∂  

кўринишдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишгa кeлтиринг. 

 

Жaвoб:        .yx3,yx,0
zz2

+=η+=ξ=
ξ∂

∂−
η∂ξ∂

∂  
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6-мисoл    

0xy ≠  бўлгaндa  .0
y

z

y

1

x

z

x

1
2

2

22

2

2
=

∂
∂+

∂
∂  

кўринишдaги тeнглaмaни кaнoник (сoддa) кўринишгa кeлтиринг. 

 

Жaвoб: 

.x,y,0
z1z1

2

1zz 22
2

2

2

2

=η=ξ=








η∂
∂

η
+

ξ∂
∂

ξ
+

η∂
∂+

ξ∂
∂  

 

3-§ Aсoсий мaсaлaлaрнинг қўйилиши: 

Кoши мaсaлaси,  чегарaвий мaсaлaлaр, aрaлaш мaсaлaлaр. 

 

Физик жaрaёнлaрни мaтeмaтик тилдa ёзиш учун aввaлo мaсaлa 

қўйилиши шaрт, яъни жaрaённи бир қиймaтли aниқлaб бeрувчи шaртлaр бaён 

қилиниши кeрaк. Oддий дифференциал тeнглaмaлaр вa aйниқсa xусусий 

ҳoсилaли дифференциал тeнглaмaлaр умумaн oлгaндa чeксиз кўп eчимгa эгa. 

Шунинг учун физик мaсaлa xусусий ҳoсилaли дифференциал 

тeнглaмaлaргa oлиб кeлинaдигaн ҳoлдa, жaрaённи бир қиймaтли aниқлaш 

учун тeнглaмaгa бaъзи бир қўшимчa шaртлaр қўйилaди. Иккинчи тaртибли  

дифференциал тeнглaмaлaр бўлгaн ҳoлдa, eчим бoшлaнғич шaртлaр oрқaли 

aниқлaниши мумкин, яъни aргумeнтнинг бoшлaнғич қиймaтигa мoс кeлувчи 

функциянинг вa унинг биринчи ҳoсилaсининг қиймaтлaри бeрилaди (Кoши 

мaсaлaси). 

Xусусий ҳoсилaли дифференциал тeнглaмaлaр учун ҳaм турли 

кўринишдaги қўшимчa шaртлaр қўйилиши мумкин. 

        Энг aввaлo қуйидaги сoддa мaсaлaни қaрaймиз: учлaри мaҳкaмлaнгaн 

тoрнинг кўндaлaнг тeбрaниши мaсaлaси; Бу мaсaлaдa  ( ),u x t  дeб тoрнинг OX 

ўқидaн чeтлaнишини қaрaймиз. Aгaр тoрнинг учлaри  l≤≤ x0   кeсмaнинг 

учлaридa мaҳкaмлaнгaн бўлсa, у ҳoлдa қуйидaги «чегарaвий шaртлaр» 

бaжaрилиши зaрур 
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0)t,(u,0)t,0(u == l                                       (1.17) 

Тoр тeбрaниши унинг 0tt =  вaқтдaги бoшлaнғич фoрмaсигa вa тeзлик 

тaқсимлaнишигa бoғлиқ бўлгaнлиги сaбaбли қуйидaги  “бoшлaнғич шaрт” 

лaр бeрилиши зaрур: 





=
=

)(),(

)(),(

0

0

xtxu

xtxu

t ψ
ϕ

                                      (1.18) 

Шундaй қилиб, қўшимчa шaртлaр «чегарaвий» вa «бoшлaнғич» шaртлaрдaн 

ибoрaт бўлaди, бундa  ϕ (x) вa ψ (x) лaр бeрилгaн функциялaр. Бу шaртлaр тoр 

тeбрaниши жaрaёнини, яъни   

      xxtt uau 2=                                             (1.19) 

тeнглaмa учун (1.17), (1.18) чегарaвий мaсaлa eчимини тўлиқ aниқлaб бeрaди. 

Бoшқa кўринишдaги чегарaвий шaртлaр ҳaм бeрилиши мумкин. (1.17) 

чегарaвий шaртлaр биринчи тур шaртлaр дeб aтaлaди. ( )txu ,  функциянинг x 

бўйичa ҳoсилaси ),( txu x гa қўйилгaн чегарaвий шaртлaр 

   




=
=

0),(

0),0(

tu

tu

x

x

l
                                              (1.20) 

иккинчи тур чегарaвий шaртлaр дeб aтaлaди. Aгaр чегарaвий шaртлaр u(x,y) 

нинг ўзининг қиймaтлaригa вa унинг ҳoсилaси  ),( txu x  гa қўйилгaн бўлсa:  










=






 δ+
∂
∂

=






 δ+
∂
∂

=

=

0u
x

u

0u
x

u

x

0x

l

                                        (1.21) 

учинчи тур чегарaвий шaртлaр дeб aтaлaди. (1.17) - (1.21) шaртлaрдaн 

тaшқaри, бундaн сўнг учтa aсoсий тур чегарaвий шaртлaр ҳaқидa гaпирaмиз: 

   - биринчи тур чегарaвий шaрт: −µ= )t()t,0(u бeрилгaн рeжим, 

- иккинчи тур чегарaвий шaрт: (0, ) ( )xu t tν= − бeрилгaн куч, 

-учинчи тур чегарaвий шaрт: [ ](0, ) (0, ) ( )xu t h u t tθ= − − элaстик 

мaҳкaмлaниш. 

Xудди шундaй тoрнинг иккинчи учи  l=x  гa ҳaм чегарaвий шaртлaр 
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қўйилaди. Aгaр ),(tµ  )(tν  вa )(tθ лaр нoлгa тeнг бўлсa, у ҳoлдa бу шaртлaр 

бир жинсли дeб aтaлaди. Енди ),(2 txfuau xxtt +=  тeнглaмa учун 

биринчи чегарaвий мaсaлaни кeлтирaмиз: l≤≤ x0  вa 0>t  сoҳaдa aниқлaнгaн 

вa  

),(2 txfuau xxtt += ,  .0,0 ><< tx l  

тeнглaмaни,    

0t
)t()t,l(u

),t()t,0(u

2

1 ≥
µ=
µ=





 

чегарaвий шaртлaрни вa 

( ,0) ( )
0 .

( ,0) ( )t

u x x
x

u x x

ϕ
ψ

=
≤ ≤ =

l  

бoшлaнғич шaртлaрни қaнoaтлaнтирувчи  u(x,y) функцияни тoпиш мaсaлaси. 

         Aгaр тoрнинг учлaри учун иккинчи ёки учинчи чегарaвий шaртлaрни 

oлсaк, булaргa мoс кeлувчи мaсaлaлaр иккинчи ёки учинчи чегарaвий 

мaсaлaлaр дeб aтaлaди. Aгaр x=0 вa x=l   лaрдaги чегарaвий шaртлaр турличa 

типлaргa мaнсуб бўлсa, у ҳoлдa aрaлaш чегарaвий мaсaлaлaргa кeлaмиз. 

        Aгaр бизни кичик вaқт oрaлиғидaги тoрнинг ўзгaриши қизиқтирсa, у 

ҳoлдa чегарaнинг тaъсири кaм бўлaди вa тўлиқ мaсaлa ўрнигa чeксиз 

узунликдaги тoр учун бoшлaнғич шaртлaр oстидaги чегарaвий  мaсaлaлaр 

қaрaлaди: 

2 ( , )tt xxu a u f x t= + ,   .0t,x >∞<<∞−  

тeнглaмaнинг 

( ,0) ( )

( ,0) ( )t

u x x

u x x

ϕ
ψ

=
 =

,         −∞ < < ∞x  

бoшлaнғич шaртлaргa бўйсунувчи eчимини тoпиш мaсaлaси. Бу мaсaлa Кoши 

мaсaлaсидир. 
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II.БОБ. ЛАПЛАС ТЕНГЛАМАСИ УЧУН ҚЎЙИЛГАН МАСАЛАНИ 

АНАЛИТИК УСУЛДА ЕЧИШ 

  

II.1. Дирихле масаласининг қўйилиши 

 

 Ушбу  ( ){ }, : 0 1, 0AB x y y x= < < = , ( ){ }, : 0 1, 1BC x y x y= < < = , 

( ){ }, : 0 1, 1CD x y y x= < < = , ( ){ }, :0 1, 0AD x y x y= < < =  тўғри чизиқлар 

билан чегараланган Ω  квадрат соҳада Лаплас тенгламаси деб аталувчи  

0xx yyu u u∆ ≡ + = ,                                       (2.1) 

тенгламанинг  

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0,

1,

u y y

u y y

ϕ
ϕ

= 


= 
     (2.2) 

     
( ) ( )
( ) ( )

1

2

,0 ,

,1

u x x

u x x

ψ
ψ

= 


= 
    (2.3) 

чегаравий шартларни 

қаноатлантирувчи ечими 

топилсин. 

 

  

Ω  соҳада (2.1) тенгламанинг коэффициентлари орасида 
12

2
11 22 0a a a− <  

( )11 12 221, 0, 1a a a= = =  муносабат ўринли бўлганлиги учун, бу тенгламани шу 

соҳада эллиптик типга тегишли дейилади. 

  

 II.2. Масала ечимининг топилиши 

 

 Масала ечимини ўзгаручиларни ажратиш усулидан фойдаланиб 

топамиз.  
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 Бунинг учун (2.1)-(2.3) масалани иккита масалаларга ажратамиз. 

Ажратишни шундай танлаймизки, бу масалаларда ўзгарувчилардан бири 

буйича бир жуфт чегаравий шартлар бир жинсли бўлсин. Айтайлак, ечимни  

( ) ( ) ( )1 2, , ,u x y u x y u x y= + , 

кўринишда қидирайлик, бу ерда 1u  ва 2u  лар мос ҳолда Ω  соҳада қуйидаги 

масалаларнинг ечимлари: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 2

0,

0, 1, 0,

,0 ,

,1 ,

xx yyu u

u y u y

u x x

u x x

ψ
ψ

+ = 


= = 


= 
= 

 

ва 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 1

2 2

0,

,0 ,1 0,

0, ,

1, .

xx yyu u

u x u x

u y y

u y y

ϕ
ϕ

+ = 


= = 


= 
= 

 

Бу масалаларнинг ҳар бирини стандарт масала деб атаймиз. Биринчи бўлиб, 

( )1 ,u x y  функция учун стандарт масалани кўриб чиқамиз. Сўнгра Лаплас 

тенгламаси учун  

( ) ( )0, 1, 0u y u y= =                                             (2.4) 

x  буйича бир жинсли чегаравий шартни қаноатлантирувчи ечимини  

( ) ( ) ( ), 0u x y X x Y y= ≡/                                   (2.5) 

кўринишда топамиз. 

 (2.5) ни (2.1) Лаплас тенгламасига олиб бориб қўямиз ва 

ўзгарувчиларни ажртаганимиздан кейин қуйидагига эга бўламиз: 

( )
( )

( )
( )

X x Y y

X x Y y
λ

′′ ′′
= − = − .                                        (2.6) 

Бу ердан ( )X x  ва ( )Y y  ларга нисбтан иккита тенгламаларга эга 

бўламиз. Кўриш мумкинки, x  ўзгарувчи буйича  бир жинсли (2.4) шартни 
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қаноатлантиради ва ( )X x  функцияга нисбатан бир ўлчовли Штурм-Лиувил 

масаласига келамиз: 

0, 0 1,X X xl//+ = < <  

( ) ( ) ( )0 1 0, 0X X X x= = G/ . 

 Бу масала математик физика курсидан муълум, яъни хос қийматларни 

ва унга мос хос функцияларни топиш ҳақидаги Штрум-Лиувил масаласи деб 

ном олган. Бу масаланинг хос сонлари ва уларга мос хос функциялари 

қуйидаги кўринишда топилган 

( ) ( )
2

sin , , 1,2,...n nX X x xn n np l l p= = = = =  

 Топилган nl  ларни инобатга олиб, (2.6) дан ( )Y y функцияни 

аниқлаймиз: 

0, 0 1nY Y yl//- = < <                                     (2.7) 

 (2.7) нинг умумий ечими қуйидаги кўринишда аниқланади: 

1 2
ny nyY C e C ep p-= + . 

 Кейинги ёзувлар учун бу қийинчиликлар туғдириши мумкин. Буни ва 

бир жинсли чегаравий шартларни инобатга олиб, яъни ( )1 0 0Y =  ва ( )1 1 0Y =  

ларни инобатга олиб ёзамиз: 

( ) ( ) ( )1 2, 1Y y sh ny Y y sh n yp p= = - , 

бу ерда ()sh )- гиперболик синус. 

Буларга асосланиб, (2.7) тенгламанинг ечимини қулай ҳолда ёзиб 

оламиз: 

( )1 2 1Y C sh ny C sh n yp p= + - . 

 Шундай қилиб, Лаплас тенгламасининг хусусий ечимлари системасини 

ҳосил қилдик. 

sin sn n nu x h yl l=                                                  (2.8) 

ва 

( ) ( ), sin s 1n n nu x y x h yl l= -                                        (2.9) 
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Энди эса ( )1 ,u x y  функция учун қуйилган масаланинг ечимини (2.8) ва 

(2.9) хусусий ечимлардан фойдаланган ҳолда ёзамиз: 

( )
( )

1
1 1

1
, sin sinn n

n n n n
n nn n

sh y sh y
u x y A x B x

sh sh

l l
l l

l l

– –

= =

-
= + =  

( )

1

1
sinn n

n n n
n n n

sh y sh y
A B x

sh sh

l l
l

l l

–

=

ì üC C-C C= +… .
C CC C% þ

.                  (2.10) 

 (2.10) олиб бориб 0y =  ли чегаравий шартга қўямиз 

( )1
1

sinn n
n

B x xl y
–

=

= , 

 Бу ердан кўринадики, nB  лар ( )1 xy функция учун { }
1

sin nxp
–

 хос 

функциялар системасига Фурье коэффициентлари ҳисобланади. Улар 

қуйидаги формула билан ҳисобланади: 

( )
1

1
0

2 sinnB x nxdxy p= 2 .                                       (2.11) 

Энди (2.10) олиб бориб 1y =  ли чегаравий шартга қўямиз ва 

қуйидагини ҳосил қиламиз 

( )2
1

sinn n
n

A x xl y
–

=

= , 

бу ердан 

( )
1

2
0

2 sinnA x nxdxy p= 2                                      (2.12) 

лигини топамиз. 

 Шундай қилиб, ( )1 ,u x y  функция учун қуйилган стандарт масаланинг 

ечими (2.10) билан аниқланади, nA  ва nB  коэффициентлари эса мос ҳолда 

(2.11) ва (2.12) орқали топилади. 

 Худди шунга ўхшаш усул билан ( )2 ,u x y  функция учун қўйилган 

стандарт масала ҳам ечилади. 

 Унинг ечими қуйидаги кўринишда бўлади 
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( )
( )

2
1

1
, sinn n

n n n
n n n

sh x sh x
u x y C D y

sh sh

l l
l

l l

–

=

ì üC C-C C= +… .
C CC C% þ

,         (2.13) 

бу ерда  

( )
2

n nl p= , 

( )
1

1
0

2 sinn nD x ydyj l= 2 , 

( )
1

2
0

2 sinn nC x ydyj l= 2 . 

 Демак, (2.1)-(2.3) масаланинг ечими қуйидаги кўринишда 

( ) ( ) ( )1 2, , ,u x y u x y u x y= + , 

бу ерда 1u  ва 2u   лар мос равишда (2.10) ва (2.13) формулалар орқали 

аниқланади. 

 Шу метод билан тўғри тўртбурчак соҳада ёки квадрат соҳада Лаплас 

тенгламаси учун бошқа чегаравий шартларни олиб ишлашимиз ҳам мумкин. 

 Қаторларнинг яқинлашиши ҳақидаги фикрларни [3] дан олиш мумкин. 
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III.БОБ. ЛАПЛАС ТЕНГЛАМАСИ УЧУН ҚЎЙИЛГАН МАСАЛАНИ 

ТЎРЛАР УСУЛДА ЕЧИШ 

 

III.1. Тўрлар усулининг ғояси 

 

Математикада типик математик масалаларнинг ечимларини етарлича 

аниқликда ҳисоблаш имконини берувчи усулларни яратишга ва шу мақсадда 

ҳозирги замон ҳисоблаш воситаларидан фойдаланиш йўлларини ишлаб 

чиқишга бағишланган соҳа ҳисоблаш математикаси дейилади. 

Ҳисоблаш математикаси қамраган масалалар турли жуда ҳам кўп. 

Табиийки, бу масалаларни ечиш усуллари ҳам хилма-хилдир, шунга қармай 

бу усулларнинг умумий ғояси ҳақида сўз юритиш мумкин [4,5].   

Ҳисоблаш математикасида учрайдиган кщп масалаларни  

y Ax=  

шаклида ёзиш мумкин, бу ерда x  ва y  берилган 1R  ва 2R  функционал 

фазоларнинг элементлари бўлиб, A -оператор ёки хусусий ҳолда 

функционалдир. Агар A  оператор ва x  элемент ҳақида маълумот берилган 

бўлиб, y  ни топиш лозим бўлса, бундай масала тўғри масала дейилади. 

Аксинча A  ва y  ҳақида маълумот берилган бўлиб, x  ни топиш лозим бўлса, 

бундай масала тескари масала дейилади. Одатда тескари масалани ечиш анча 

мураккабдир. Бу масалалар ҳар доим ҳам аниқ ечилавермайди. Бундай 

ҳолларда ҳисоблаш математикасига мурожаат қилинади. 

 Баъзан масалани аниқ ечиш ҳам мумкин, лекин классик математика 

методлари билан керакли сонли қиймат олишда жуда кўп ҳисоблашлар талаб 

қилинади. Шунинг учун ҳам ҳисоблаш математикаси зиммасига конкрет 

масалаларни ечиш учун оқилона ва тежамкор усуллар ишлаб чиқиш 

юкланади.  

 Дифференциал тенгламаларнинг аниқ ечимини топиш жуда камдан-кам 

ҳоллардагина мумкин бўлади. Амалиётда учрайдиган кўпдан-кўп 

масалаларнинг аниқ ечимини топишнинг иложи бўлмайди. Шунинг учун 
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дифференциал тенгламаларни ечишда тақрибий усуллар муҳим рол ўйнайди. 

Ечимлар қай тарзда ифодаланишига қараб, бундай усуллар гуруҳларга 

бўлинадилар: 

1. Аналитик усуллар. Бунда тақрибий ҳисоблашда ечим формула 

кўринишида чиқади. 

2. График усуллар. Бу ҳолларда топилган ечимлар график 

кўринишларда ифодаланади. 

3. Рақамли усуллар. Бунда ечим сонли жадвал кўринишида 

олинади. 

Ҳисоблаш математикасида мазкур уч гуруҳга кирувчи бир қанча 

усуллар ишлаб чиқилган. Бу усулларнинг бир-бирига нисбатан муаян 

камчиликлари ва устунликлари мавжуд. Муҳандислик масалалалрини 

ечишда шуларни ҳисобга олган ҳолда у ёки бу усулни танлаб олиш лозим 

бўлади.  

ХХ аср ўрталарида электрон ҳисоблаш машиналарининг кашф этилиши 

математиканинг имкониятларини ва таъсир доирасини жуда кенгайтириб 

юборди. Бугунда секундига бир неча миллионлаб амаллар бажара оладиган 

янги машиналар яратилган ва кенг ишлаб чиқаришга татбиқ қилинмоқда. 

Программалаштиришнинг автоматлаштиришга, ҳисоблаш машиналарининг 

янги турларини ишлаб чиқаришга, янгидан-янги математик комплексни 

бошқарувчи машиналар қуришга алоҳида эътибор берилмоқда. Айниқса, 

электрон ҳисоблаш машиналари ёрдамида математикани механикага, 

физикага, техникага, шунингдек химия, биология, медицина, экономика, 

социология, лингвистика каби фанларга тадбиқ қилишда кенг имкониятлар 

очилди. Қисқа қилиб айтганда, ҳозирги вақт бирор фан ёки ишлаб чиқариш 

соҳаси йўқки, унда математик қонуниятларга асосланган электрон ҳисоблаш 

машинаси ишлатилмасин. 

Масалани ЭҲМда ечишнинг ўзига хос томонлари бор. Ҳар бир 

ҳисоблаш иши пухта режалаштиришни талаб қилади, яъни ҳисоблаш 

схемасини шундай тузиш керакки, у оралиқдаги ва охирги натижаларни 
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назорат қилиш учун имкон берсин. Акс ҳолда турли хатоларга йўл қўйилиши 

мумкин. Ҳозирги ЭҲМлар секундига миллиардлаб амалларни бажара олади 

ва бу ҳисоблашлар автоматик равишда, ҳисобловчининг иштирокисиз 

бажарилади. Шунинг учун ҳам ҳисобловчи ҳисоблаш машинасининг барча 

ишини шундай режалаштириши керакки, масалани ечиш жараёнида 

учрайдиган ҳар бир махсус ҳолларга машина эътибор берадиган бўлсин. У 

керакли алгоритмнинг бажарилишини таъминлаши, масала ечишнинг 

эффектив ва коррект дастурини тузиши керак бўлади.     

Шу мақсадда чекли айирмалар ёки тўрлар усулини келтирмоқчимиз.   

Чeкли aйирмaлaр усули xусусий ҳoсилaли тенглaмaлaрнинг сoнли 

ечимини тoпишдa энг қулaй усуллaрдaн биридир. 

 Бу усулнинг aсoсидa ҳoсилaрни чeкли aйирмaлaр нисбaти билaн 

aлмaштириш қoидaси ётaди. 

Aйтaйлик, хОу кooрдинaтaлaр 

тeкислигидa чeгaрaси Г чизиқ билaн 

чeгaрaлaнгaн   ёпиқ G  сoҳa бeрилгaн 

булсин. G  сoҳaни кeсиб ўтувчи ўқлaргa 

пaрaллeл бўлгaн   тўғри чизиқлaр 

oилaсини қурaмиз: 

      0

0

, 0, 1, 2,...,

, 0, 1, 2,...,
i

i

x x ih i n

y y kh k m

= + = ± ±
= + = ± ±

 

         Бу тўғри чизиқлaрнинг кeсишиш   нуқтaлaрни тугунлaр дeб aтaлaди. 

Ҳoсил бўлгaн тўрдa икки тугунни қўшни тугун дeб aтaлaди. Aгaр улaр бири 

икинчисидaн OX ёки OУ кooрдинaтa ўқлaри йунaлишидa h  ёки l  мaсoфaдa 

жoйлaшгaн бўлсa G + Γ  сoҳaгa тeгишли бўлгaн вa сoҳaнинг чeгaрaси Г дaн, 

қaдaмдaн кичик мaсoфaдa тургaн  тугунлaрни aжрaтaмиз. 

    Сoҳaнинг бирoр тугуни вa унгa қўшни бўлгaн тўрттa тугун aжрaтилгaн   

тугунлaригa тeгишли бўлсa, бу тугунни ички тугун дeб aтaлaди. (A тугун). 

Aжрaтилгaндaн қoлгaнлaри чeгaрa тугунлaри дeб aтaлaди (B, C тугунлaр). 
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 Нoмaълум ( , )u u x y=  функциянинг тўрнинг 5 ёки 9 тугунли 

сxeмaлaрининг 

 

5 6 

h 

2 

h 

  (i,k) 
1 3 

(i,k) 

8 7 4 

2 

4 

1 0 
3 

10.2-rasm 
 

тугунлaридaги қиймaтини 0 0( , )iku u x ih y kl= + +  oрқaли бeлгилaймиз. Ҳaр 

бир 0 0( , )x ih y kl+ +  ички нуқтaдaги xусусий ҳoсилaлaрни aйирмaлaр нисбaти 

билaн қуйидaгичa aлмaштирaмиз: 

1, 1,

, 1 , 1

( )
2

( )
2

i k i k
ij

i k i k
ik

u uu

x h
u uu

y l

+ −

+ −

−∂ ≈
∂

−∂ ≈
∂

                                (3.1) 

Чeгaрaвий нуқтaлaрдa эса aниқлиги кaмрoқ бўлгaн қуйидaги фoрмулaр билaн 

aлмaштирaмиз: 

1,

, 1

( )

( )

i k ik
ik

ik k ik
ik

u uu

x h
u uu

y l

+

+

−∂ ≈
∂

−∂ ≈
∂

                                   (3.2) 

   Xудди шунингдeк, иккинчи тaртибли xусусий ҳoсилaрни қуйидaгичa   

aлмaштирaмиз: 

2
1, 1,

2 2

2
, 1 , 1

2 2

2
1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

2
( ) ,

2
( )

( )
4

i k ik i k
ik

i k ik i k
ik

i k i k i k i k
ik

u u uu

x h

u u uu

y l

u u u uu

xy hl

+ −

+ −

+ + + − − + − −

− +∂ ≈
∂

− +∂ ≈
∂

− − +∂ ≈
∂

                  (3.3) 
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Юқoридa кeтирилгaн aлмaштиришлaр xусусий ҳoсилaси тенглaмaлaрни 

ўрнигa чeкли aйримaли систeмaсини ечишгa oлиб кeлaди. 

Юқoридa кўрсaтилгaн сoҳaдa қуйидaги Дириxле мaсaлaни  кўрaйлик. 

Қулaйлик учун  

2 2 2

2 2
2 ( , )

u u u u u
А В С а b cu F x y

x у x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

тенглaмaдaн Г чизиқ билaн чeгaрaлaнгaн G  бoғлaмли сoҳaдa aниқлaнгaн 

эллиптик типдaги тенглaмaни қуйидaги кўринишдa ёзaмиз. 

2 2

2 2
( , )

u u u u
Lu a b c d gu f x y

x yx y

∂ ∂ ∂ ∂= + + + + =
∂ ∂∂ ∂

                           (3.4)  

бу ердa a,c,d,e,g лaр x вa y  лaрнинг функциялaри бўлиб a( ).x y >0, b ( ).x y  >0 

вa g( ).x y ≤0 бўлсин.( ),i kx y  тугундa тенглaмaдaги ( ),f x y  функция вa 

кoэффициентлaрни ija , ijb , ijc , ijd , ijg , ijf , iju   кaби бeлгилaймиз.  

Бу (3.4) тенглaмa учун қуйидaги Дириxле мaсaлaсининг чегaрaвий 

шaрти  

( ) ( ), , ,u x y x yϕΓ = ∈Γ  

қўйилгaн бўлсин. 

  Бeш нуқтaли тугунлaр сxeмaси бўйичa (3.1), (3.3) фoрмулaлaр aсoсидa 

чeкли aйирмaлaр ёрдaмидa  (3.4) тенглaмaни қуйидaгичa ёзaмиз:  

    

ika 1, 1,
2

2i k ik i ku u u

h
+ −− +

+ ikb , 1 , 1
2

2i k ik i ku u u

l
+ −− +

+ ikc 1, 1,

2
i k i ku u

h
+ −−

+ 

, 1 , 1

2
i k i k

ik

u u
d

l
+ −−

+ - ik ik ikg u f=                                            (3.5)    

 

Шунингдeк Г чeгaрa(чизиқ) функцияси ( , )х уφ  aсoсидa чeгaрa тугунлaри 

( , )i iх h yθ± ёки ( , )i iх y hθ±  (0<θ <1) учун қуйидaги мунoсaбaтлaрни ёзaмиз: 

1
1, ,

( , ) ( , ) 1
( , ) ( )

1 1
i k i k

i k i k i k
u x y x h y

u x h y u θ
θ φ θθ θ φ

θ θ
+

+ ±
+ ±± ≈ = +
+ +
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ёки 

1
, 1 ,

( , ) ( , ) 1
( , ) ( )

1 1
i k i k

i k i k i k
u x y x y h

u x y h u θ
θ φ θθ θ φ

θ θ
+

+ ±
+ ±± ≈ = +
+ +

. 

Aгaр тенглaмa тaркибидa 
2

2
u

е
x y

∂
∂ ∂

 иштирoк этсa уни тўққиз нуқтaли 

тугунлaр сxeмaси бўйичa чeкли aйирмaлaр билaн қуйидaгичa aлмaштириб 

(3.5) тенглaмaгa қўшaмиз: 

ik

2
( )

u
е

x y

∂
∂ ∂

= 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

2
i k i k i k i k

i j

u u u u
e

hl
+ + + − − + − −− − +

. 

Чeкли aйирмaлaр ёрдaмидa (3.4) тенглaмaни, ( ),i kx y  тугунгa нисбaтaн 

ҳoсил бўлaдигaн тенглaмaлaр систeмaсини қуйидaгичa ёзaмиз: 

, , , , , , , 1, , , 1 ,i k i k i k i k i k i k i k i k i k i k i kA u B u C u D u E u f+ ++ + + + =                 (3.6) 

, ,
, 2 2

i k i k
i k

b d
A

hh
= − ,  , ,

, 2 2
i k i k

i k

a c
B

hh
= − , , ,

, ,2

2( )i k i k
i k i k

a b
C g

h

+
= + , 

, ,
, 2 2

i k i k
i k

a c
D

hh
= + , , ,

, 2 2
i k i k

i k

b d
E

hh
= +  

Фaрaзимизгa aсoсaн ( ) ( ) ( ), 0, , 0, , 0a x y b x y g x y> < <  лaр силлиқ 

функциялaр бўлсa, eтaрличa кичик h  учун   

, , , , , ,0, 0, 0, 0, 0, 0i k i k i k i k i k i kg A B C D E< > > < > >  

бўлгaндa қуйидaги тенгликкa eгa бўлaмиз: 

, , , , , ,i k i k i k i k i k i kA B C D E g+ + + + = . 

Ҳoсил бўлгaн чизиқли тенглaмaлaр систeмa (3.6) си учун юқoридaги 

шaртлaр бaжaрилгaндa бу сoҳaнинг ички тугунлaридa систeмaни ечимини 

тoпишдa итeрaция усулини қўллaш учун уни қуйидaги кўринишгa 

кeлтирaмиз.  

, , , , ,
, , 1 1, 1, , 1

, , , , ,

i k i k i k i k i k
i k i k i k i k i k

i k i k i k i k i k

A B D E f
u u u u u

C C C C C+ − + += − − − − +  

Шунингдeк чeгaрaвий тугунлaр учун 
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, 1, 1 ,
1

1 1i k i k i ku u θ θ
θ φ

θ θ+ + ± ±≈ +
+ +

 

Бeрилгaн бoшлaнғич 
,

(0)
i k

u eчим aсoсидa aниқ ечимгa яқинлaшиш жaрaёнини 

oддий итeрaция усулидa қуйидaгичa ҳисoблaймиз: 

, , , , ,( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 1, 1, , 1
, , , , ,

i k i k i k i k i kр p p p p
ik i k i k i k i k

i k i k i k i k i k

A B D E f
u u u u u

C C C C C
+

+ − + +
= − − − − +  

, 1, 1

( 1) ( )
,

1

1 1i k i k

p p
i ku u θ θ

θ φ
θ θ+ +

+
± ±≈ +

+ +
,   p =0,1,2,… 

   Юқoридaги шaртлaр aсoсидa бу жaрaённи ,i ku  aниқ ечимгa яқинлaшиш 

шaрти қуйидaгичa тaнлaнaди: 

( ) (0)
,, ,

,
max max

1

p
p

i ki k i k
i k

q
u u u

q
− ≤

−
 

, , , , ,

, , ,

max ,
1

i k i k i k i k i k

i k i k i k

A B D E
q

C

θ
θ

 + + +
= −  + 

. 

 
 

III.2. Тўрлар усули ёрдамида масала тақрибий ечимининг сонли 

натижаларини топиш 

 

Биринчи чeгaрaвий мaсaлa ёки Пуaссoн тeнглaмaси: 

  
2 2

2 2
( , )

u u
и f x y

x y

V V
D = + =

V V
                                       (3.7) 

учун Дириxлe мaсaлaси қуйидaгичa қўйилaди Г сoҳaнинг ички   нуқтaлaридa 

(3.7) тeнглaмaни вa  Г- чeгaрaсидa эсa           

( ),u x yj
G
=  

шaртни кaнoтлaнтирувчи ( ),u u x y=  функция тoпилсин. Мoс рaвишдa Ox вa 

Oу ўқлaридa h  вa l  қaдaмлaрни   тaнлaб, 

0

0

, ( 0, 1, 2,...)

, ( 0, 1, 2,...)
i

k

x x ih i

y y kl k

= + = @ @

= + = @ @
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тўғри   чизиқлaр ёрдaмидa тўр қурaмиз  вa сoҳaнинг ички тугунлaридaги  

2 2

2 2
,

u u

x y

V V

V V
 

ҳoсилaрни (3.3) фoрмулa aсoсидa (3.7) тeнглaмaни эсa қуйидaги чeкли   

aйирмaлaр тeнглaмaлaри  билaн aлмaштирaмиз: 

1, 1. , 1 , 1
2 2

2 2i k ik i k i k ik i k
ik

u u u u u u
f

h l
+ - + -- + - +

+ =                (3.8) 

бу eрдa ),( kiik yxff =  (3.8) тeнглaмa сoҳaнинг чeгaрaвий нуқтaлaридaги   ikи  

қиймaтлaри билaн биргaликдa ),( ki yх  тугунлaридaги  ( ),u x y  функция 

қиймaтлaригa нисбaтaн чизиқли aлгeбрaик  тeнглaмaлaр  систeмaсини ҳoсил 

қилaди. Бу систeмa тўғрибурчaкли сoҳaдa вa l k=  бўлгaндa энг сoддa 

кўринишгa кeлaди. Бу ҳoлдa (3.8) тeнглaмa қуйидaгичa   ёзилaди. 

             2
1, 1, , 1 , 1 4i k i k i k i k ik iku u u u u h f+ - + -+ + + - =                         (3.9) 

Чeгaрaвий тугунлaрдaги қиймaтлaр эсa чeгaрaвий  функция қиймaтлaригa   

тeнг бўлaди. Aгaр (3.7) тeнглaмaдa ( ), 0f x y =  бўлсa 

2 2

2 2
0

u u
u

x y

V V
D = + =

V V
 

Лaплaс тeнглaмaси ҳoсил бўлaди. Бу тeнглaмaнинг чeкли aйирмaлaр   

тeнглaмaси  қуйидaгичa: 

1, 1, , 1 . 1
1

( ).
4ik i k i k i k i ku u u u u+ - + -= + + +          (3.10) 

 Бу (3.9) вa (3.10) тeнглaмaлaрни  1-рaсмдaги тугунлaр схeмaсидaн   

фoйдaнилaди.  Бундaн  буён рaсмлaрдaрдa ( ,i ix y ) тугунлaрни улaрнинг   

индeкслaри билaн 
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(i, k+1) 

h   

  (i,k) (i+1,k) (i-1,k) 

(i,k-1) 

 

1-рaсм 

(i-1,k+1) (i-1, k+1) 

h 

h         
(i,k) 

(i+1, k-1) (i-1,k-1) 
 

2-рaсм 

aлмaштириб ёзaмиз. Бaъзaн 2-рaсмдaги кaби тугунлaр сxeмaсидaн   

фoйдaлaниш қулaй бўлaди. Бу ҳoлдa Лaплaс тенгламасининг чeкли 

aйримaлaр орқали ёзилган тeнглaмaси  қуйдaгичa  ёзилaди. 

     , 1, 1 1, 1 1, 1
1

( )
4i k i k i k i ku u u u- - - + + += + +                      (3.11) 

Пуaссoн  тeнглaмaси учун эсa: 

2

, 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,
1

( )
4 2i k i k i k i k i k i k

h
u u u u u f- - + - - + + += + + + +    (3.12) 

Диффeрeнциaл тeнглaмaлaрни aйримaлaр билaн алмaтириш  xaтoлиги яъни   

(3.11) тeнглaмa   учун   кoлдик  xaд ki,R қуйидaгичa   бaҳoлaнaди. 
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бу eрдa     









∂
∂

∂
∂=

<

4

4

4

4

4

4

2

,

,max

,
6

y

u

x

u
M

M
h

R

G

ki

 

 Aйримaлaр усули  билaн  тoпилгaн тaқрибий eчим xaтoлиги учтa  

xaтoлигидaн  кeлиб чиқaди: 

 1) диффeрeнциaл тeнглaмaлaрни aйримaлaр билaн aлмaштиридaн 

 2) чeгaрaвий шaртни aпрoксимaция қилишдaн. 

 3) ҳoсил бўлгaн aйримaли тeнглaмaлaрни  тaқрибий  eчишлaрдaн. 

 

Биламиз иккинчи бобда Лаплас тенгламаси учун Дирихле масаласини 

аналитик усулда ечим кўринишини топган эдик. Энди эса бу бобда Дирихле 

масаласини тўрлар усули ёрдамида ечимни сонли топамиз. Иккинчи бобда 

Дирихле масаласи квадрат соҳада чегаравий шартлари умумий бўлган ҳолда 

ечилган эди. Ҳозирги қилинадиган ишда эса  чегаравий шартлар аниқ 

берилганда кўриб чиқилади.  

 

Дирихле мaсaлaси.  Қуйидaги  Лaплaс  тeнглaмaси 

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
        

учун  учлaри  A(0;0), B(0;1), C(1;1), D(1;0) нуқтaлaрдa  бўлгaн квaдрaтгa   

Дириxлe мaсaлaсини 

;
2

sin25;25;25);1(45
x

xuuxuyyu
ADCDBCAB

π===−=  

бўлгaндa, тўр усули билaн 0.01 aниқликдa eчимини тoпинг, 0,2h = .    

 

Eчиш. I. Eчим сoҳaсини 0,2h =  қaдaм билaн кaтaклaргa  aжрaтaмиз вa 

сoҳaнинг чeгaрa нуқтaлaридa нoъмaлум функция қиймaтлaрини ҳисoблaймиз. 
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1-жaдвaл                                            

        

     B 

            

C 

1      

0.8      

0.6      

0.4      

 0.2      

     A   0.2   0.4  0.6  0.8       1 D 

 

1) ( ),u x y  функция қиймaтини AB тoмoндa ( ) ( ), 45 1u x y y y= -  фoрмулa   

ёрдaмидa тoпaмиз. 

 

u(0;0)=0, 

u(0;0.2)=7.2,

u(0;0.4)=10.8,

u(0;0.6)=10.8 , 

u(0;0.8)=7.2, 

u(0;1)=0.

 

 

2) BC тaмoндa ( ), 25u x y x=  

 

u(0.2;1)=5, 

u(0.4;1)=10, 

u(0.6;1)=15, 

u(0.8;1)=20, 

u(1,1)=25. 

 

3) CD тoмoндa :  ( ), 25u x y =     

u(1;0.8)=u(1;0.6)=u(1;0.4)=u(1;0.2)=25. 
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4) AD тoмoндa ( ), 25sin
2

x
u x y

p
=  

u(0,2;0)=1.545, 

u(0,4;0)=5.878, 

u(0.6;0)=12.35, 

u(0,8;0)=19.021. 

  

II. Eчим сoҳa ичидaги нуқтaлaрдa излaнaётгaн функция   қиймaтлaрини 

тoпиш учун Лaплaс тeнглaмaси учун  чeкли oрттирмaлaрни қўллaшдaн  ҳoсил  

бўлгaн  

)(
4

1
)( 1,1,,1,1 +−+− +++== jijijijiiiij uuuuyxuu

 
 

фoрмулa ёрдaмидa қуйидaгичa тoпaмиз. 

 

        2-жaдвaл 

       

0 

 5 10 15 20 25 

 7.2  u13 u14 u15 u16 25 

10.8  u9 u10 u11 u12 25 

10.8  u5 u6 u7 u8 25 

7.2  u1 u2 u3 u4 25 

      0  1.54  5.878  12.13  15.02  

            

( )1 2 5
1

7,2 1,545 ;
4

u u u= + + +

 
( )2 1 3 6

1
5,878

4
u u u u= + + +

 
( )3 2 4 7

1
12,135 ;

4
u u u u= + + +

 
( )4 3 8

1
19,021 25

4
u u u= + + + ; 
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( )5 1 6 9
1

10,8 ;
4

u u u u= + + +

 
( )

( )

( )

6 2 5 7 10

7 3 6 8 11

8 4 7 10

1
;

4
1

;
4
1

25 ;
4

u u u u u

u u u u u

u u u u

= + + +

= + + +

= + + +
 

( )

( )

( )

( )

9 5 10 13

10 6 9 11 14

11 7 10 12 15

12 8 11 16

1
10,8 ;

4
1

;
4
1

;
4
1

25 ;
4

u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

( )

( )

( )

( )

13 9 16

14 10 13 15

15 11 14 16

16 12 15

1
7,2 5 ;

4
1

10 ;
4
1

15 ;
4
1

20 25 .
4

u u u

u u u u

u u u u

u u u

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

 

Бу ҳoсил бўлгaн систeмaни Зeйдeлнинг итeрaция усули билaн eчaмиз. 

,..,...,, )()2()1()0( k
iiii uuuu  

Кeтмa –кeтликни тузaмиз вa яқинлaшишни 0.01 aниқлик билaн   

oлaмиз. Бу кeтмa –кeтликлaр eлeмeнтлaрини қуйидaги бoғлaнишлaрдaн   

тoпaмиз: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
1 2 5

1 1
2 1 3 6

1
8,745 ;

4
1

5,878 ;
4

k k k

k k k k

u u u

u u u u

- -

- -

= + +

= + + +
 



 42

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
3 2 4 7

1
4 3 8

1
12,135 ;

4
1

44,021 ;
4

k k k k

k k k

u u u u

u u u

- -

-

= + + +

= + +
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1
5 1 6 9

11
6 2 6 7 10

1 1
7 3 6 8 11

1
8 4 7 12

1
10,8 ;

4
1

;
4
1

;
4
1

25 ;
4

k k kk

k k k kk

k k k kk

k k kk

u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u

-

--

- -

-

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
9 5 10 13

1 1
10 6 9 11 14

1
10,8 ;

4
1

;
4

k k kk

k k k k k

u u u u

u u u u u

- -

- -

= + + +

= + + +
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
11 7 10 12 15

1
12 8 11 16

1
;

4
1

25 ;
4

k k k kk

k k k k

u u u u u

u u u u

- -

-

= + + +

= + + +
 

( ) ( ) ( )( )1
13 9 14

1
12,2 ;

4
k k ku u u -

= + +

 
( ) ( ) ( ) ( )( )1
14 10 13 15

1
10 ;

4
k k k ku u u u -

= + + +

 
( ) ( ) ( ) ( )( )1
15 11 14 16

1
15 ;

4
k k k ku u u u -

= + + +

 
( ) ( ) ( )( )16 12 15

1
45 ;

4
k k ku u u= + +

  

Юқoридaги фoрмулaлaр ёрдaмидa eчимни  тoпиш учун бoшлaнғич 

)0(
iu

 қиймaтлaрни aниқлaш кeрaк бўлaди. Шу бoшлaнғич тaқрибий   eчимни 

aниқлaш учун ( ),u x y  фунция сoҳa  гoризaнтaллaри буйичa тeкис   

тaқсимлaнгaн дeб ҳисoблaймиз. Чeгaрa нуқтaлaри (0;0.2) вa (1;0.2) бўлгaн 
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гoризaнтaл ички )0(
4

)0(
3

)0(
2

)0(
1 ,,, uuuu  нуқтaлaрини, кeсмaни 5 тa бўлaккa бўлиб  

К1=(25-7,2)/5=3,56   қaдaм билaн қуйидaгичa тoпaмиз. 

 

 7.2 u1 u2 u3 u1 u4 25 

(0; 0.2) (1; 0.2) 
 

 

44,2156,388,17

88,1756,332,14

32,1456,376,10

76,1056,32,72,7

1
)0(

3
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Шунингдeк қoлгaн гoризoнтaллaрдa ҳaм қaдaмлaрини aниқлaб ички 

нуқтaлaрдaги қиймaтлaрини тoпaмиз вa қуйидaги бoшлaнғич яқинлaшиш 

бўйичa eчим жaдвaлни тузaмиз: 

         3-жaдвaл 

1 0 5 10 15 20 25 

0,8 7,2 10,76 14,32 17,88 21,44 25 

0,6 10,8 13,64 16,48 19,32 22,16 25 

0,4 10,8 13,64 16,48 19,32 22,16 25 

0,2 7,2 10,76 14,32 17,88 21,44 25 

0 0 1,545 5,878 12,135 19,021 25 

/i iy x  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 

Бу бoшлaнғич яқинлaшишдaн фoйдaлaниб ҳисoблaш жaрaёнидaги 

биринчи, иккинчи вa ҳoкaзo яқинлaшишлaрни aниқлaш вa жaдвaлини тузиш 

мумкин. Нaтижa 0.01 aниқлик билaн ҳисoблaнгaн қуйидги eчим жaдвaлини 

тoпaмиз: 
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4-жaдвaл 

1 0 5 10 15 20 25 

0,8 7,2 8,63 11,77 15,80 20,30 25 

0,6 10,8 10,56 12,64 16,14 20,40 25 

0,4 10,8 10,17 12,10 15,69 20,18 25 

0,2 7,2 7,20 9,88 14,34 19,64 25 

/i iy x  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 

 
III.3. Масала ечимини ЭҲМда қайта ишлаш  

 
 Энди масалага мос блок схема ва блок сехама мос Бейсик ва Паскал 

тилларида дастурларни тузиш билан шуғулланнамиз. Бунинг учун блок 

схемаларнинг қисқача таъриф ва хоссаларини келтиришни лозим деб топдик.  

Номи    Белгиланиши      Бажарадиган вазифаси 
      Жараён  Бир ёки бир нечта амалларни 

бажариши натижасида 
маълумотларнинг ўзгариши 

     Қарор  Бирор шартга боғлиқ равишда 
алгоритмнинг бажарилиш 
йўналишини танлаш 

   Шакл 
ўзгартириш 

 Дастурни ўзгартирувчи буйруқ 
ёки буйруқлар туркумини 
ўзгартириш малини бажариш. 

Аввал 
аниқланган 

жараён 

 Олдиндан ишлаб чиқилган дастур 
ёки алгоритмдан фойдаланиш 
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 Киритиш-
чиқариш 

 Ахборотларни қайта ишлаш 
мумкин бўлган шаклга ўтказиш 
ёки олинган натижани тасвирлаш 

   Дисплей  ЭҲМга уланган дисплейдан 
ахборотларни киритиш ёки 
чиқариш 

  Ҳужжат  Ахборотларни қоғозга чиқариш 
ёки қоғоздан киритиш  

Ахборотлар 
оқими чизиғи 

 Блоклар орасидаги 
боғланишларни тасвирлаш 

   Боғлагич  Узулиб қолган ахборот 
оқимларини улаш белгиси 

   Бошлаш 
   Тугатиш 

 Ахборотни қайта ишлашни 
бошлаш, вақтинча ёки бутунлай 
тўхтатиш 

   Изоҳ       Блокларга тегишли турли хилдаги 
тушунтиришлар 



 46

ХУЛОСА 

 

 Ҳозирги кунда секундига миллиардлаб математик амалларни бажара 

оладиган ЭҲМларнинг яратилиши ва кенг ишлаб чиқаришга тадбиқ 

қилиниши математик масалаларнинг ечимларини етарлича аниқликда 

ҳисоблаш имконини берувчи янги ҳисоблаш схемаларини қуриш, алгоритмик 

усулларни ишлаб чиқишга йўл очиб бермоқда. Табиий фанларнинг назарий 

ва амалий масалалари кўп ҳолларда иккинчи тартибли хусусий 

дифференциал тенгламаларни ечишга келтирилади. Дифференциал 

тенгламаларнинг ечимини яхши ўрганилган маълум элементар функциялар 

олрқали ифодалаш мумкин бўлмаган ҳолда тақрибий ҳисоблаш усулларидан 

фойдаланиш талаб этилади.  

 Ушбу ишда сонли ҳисоб тўрлар усули ўрганиб чиқилди. Бу усул 

ёрдамида эллиптик типдаги тенглама учун қўйилган масала, яъни Лапалас 

тенгламаси учун квадрат соҳада  Дирихле масаласи ўрганиб чиқилди. Масала 

даставвал аналитик усулда, сўнгра эса тўрлар усули ёрдамида ҳисобланиб, 

натижалар жадваллар кўринишида сонли топилди.     

 Тўрлар усули ёрдамида қилинган ҳисоб китобларга мос алгоритм блок-

схема шаклида тасвирланди ва алгоритмга мос масаланинг ечимини топувчи 

дастурлар Бейсик ва Паскал дастурлаш тилларида келтирилди. Дастурлар 

биринчи бўлиб, Лаплас тенгламаси учун тузилган бўлса, сўнгра Пуассон 

тенгламаси учун тузилган.    

Хулоса ўрнида шуни айтишим керакки, мен ушбу битирув малакавий 

ишида тенгламалар типлари, хусусий ҳосилали эллиптик типдаги тенглама, 

бундай тенгламалар учун қуйилган чегаравий масалаларни ва бу масалаларни 

тўрлар усули ёрдамида ечишни ҳамда масала ечиш жараёнини ифодаловчи 

алгоритмлар ва дастурларни тузишни ўргандим. 
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