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1- BOB. ANIQ INTEGRAL VA UNI HISOBLASh
1§. Aniq integral tushunchasi

Ixtiyoriy Yy = f(x) funksiya biror [a,b] oraligda berilgan bo’lib, u
uzluksiz bo’lsin. [a, b] oraligda n ta Xy, X, X,,Xs,..., X, ketma- ket kugtalar
olamiz. U holda, bu nugtalar [a, b] oraligni n ta gismga ajratadi. Bunda a =X,

va b=X, deb olamiz. Hosil bo’lgan elementar kesmalarni  quyidagicha

ifodalaymiz: y A
[XO’ 1] [X17X2] [ n l’Xn]
[X,, %] kesmada &, [X,X,]da

&, [X,,X%;] da &, va hokazo, [X,,,X,]da

v

£, nugta olamiz. U holda, quyidagi 0 a=x,
yig’indi o’rinli bo’ladi:

Sy = F(& )00 =% )+ F(& )06 —x )+ + F(£ ), — %) (1)
yoKi :_” F(S X = %) (2)

X —Xg =AX, X, =X =AX,,..., X, —X,; =AX, belgilashlar kiritamiz. U
holda (1) va (2) ni quyidagicha yozish mumkin:

S, = f(é:l)Axl—i_ f(‘fz)sz ot f(ﬁn )AXn yoki
S, =D F(E A, =F (&) + (& )A%, +...+ (0%, 3)

(3) ga f(x)funksiyaning [a, b] oraliqdagi integral yig’indisi deyiladi.

Ta’rif: f(x) funksiyaning [a, b]kesmadag aniq integrali deb integral
yig’indining  elementar kesmalardan eng kattasining uzunligi A =0
bo’lgandagi limitiga aytiladi va quyidagi ko’rinishda ifodalanadi:

_T f(x)dx = L'E(]) Zn: f(&)A%,. 4)

a



Bunda a- integralning quyi, b- yuqori chegarasidir. Integralning o’qilishi:
«Integral a dan b gacha, ef iks de iks».

Agar f(x) funksiya [a, b] oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda integral
yig'indi S, chekli limitga ega bo’ladi, ya’ni qarralayotgan f(x) funksiya
[a, b]da integrallanuvchi bo’lib, integral yig’indining limiti [a, b] oraligning
bo’linish usuliga va har bir elementar kesmadagi £ nugtaning olinishiga

bog’liq bo’Imaydi.
Misol. IXdX integralni ta’rif asosida hisoblang.
0

Yechilishi: Berilishiga ko’ra f(x):x, a=0 va b=1. [0,1] oraligni

1 2 n-1

quyidagi X, =0, X X=Xy S =1 nugtalar yordamida n ta

teng elementar kesmalarga ajratamiz va berilgan funksiyaning ularga mos

giymatlarini topamiz:

(-0, 100)=( 2] 10)=(2] o tt=(%2) . 16)=(2) <1

kY 1 K2
U holda, integral yig’indining qo’shiluvchilari f(xk)‘AXk =|— 'H=—3.

Integral yig’indi quyidagicha bo’ladi:

n-1 2 2 1\
S, = f(x)Ax, = Zxk_ (x XK )= P42+ (-1

k=0 Nico n
_(n=1):n-(2n-1) 1 2n°+3n*+n
- 6n° n 6

1 1
=4 —+—.
3 2n 6n?

1 1 1 1 h 1
S—lIIIIS =lim —+—|=—. x2dx = = ;
U holda, : w(g on 6n2) 3 Demak, _([ 3 kv. birl.

2§. Aniq integralning xossalari

1- xossa. Har ganday M o’zgarmas son uchun quyidagi tenglik o’rinli:



b

I Mdx = M (b —a). (1)

a

Isboti: f(x)=M funksiyaning [a, b] dagi integral yig’indisini garaydik:

n

Zf(gl)Axi =i|\/| 'AX:MZn:Axi =M(b-a)

Demak, (1) tenglik o’rinli ekan.

2- Xossa. O’zgarmas sonni integral belgisi oldiga chigarish mumkin:

b b
[ Mf (x)dx = M [ £ (xpix 2)
Isboti: Mf (x) funusiyaning [a, b] dagi integral yig’indisi uchun quyidagi
o’rinlidir:
ZMf )- A _MZf
b
Shuning uchun I|mZMf )- Ax, =M I|me X, = M_[ f (x)dx.

Demak, Mf(x) funksiya [a,b] oraliqda integrallanuvchi bo’lib, (2) formula
o’rinli ekan.
3-xossa. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] oraligda integrallanuvchi

bo’lsa, ularning algebraik yig’indisi ham shu oraligda integrallanuvchi bo’ladi,

ya’'ni:
jl[ f(x)+ g(x)]dx = j)' f (x)dx + jl g(x)dx. 3)

1sboti: | [f(x)+g(x ]dx—an[f 9(& JIAx —hme A% £

Nn—o0

+I|mZg (& )Ax, —I )dxij.g(x)dx

N—o0

4-xossa. Agar aniq integralning chegaralari o’zaro almashtirilsa, uning

ishorasi garama —garshiga o’zgaradi:



_T f(x)dx = —j f (x)dx. (4)

Isboti talabalarga havola gilinadi.
5-xossa. Chegaralari o’zaro teng, ya’ni a =bbo’lgan aniq integral nolga

teng:
jl f(x)dx = 0. (5)

Isboti talabalarga havola gilinadi.
6-xo0ssa. Agar f(x) fnksiya [a, b]da musbat bo’lib, a <b bo’lsa, quyidagi

tengsizlik o’rinli bo’ladi:

f(x)dx > 0. (6)

D ey T

Isboti: [a, b] oraliq ixtiyoriy [X_;, X;] elementar kesmalarga ajratilganda
va & nugta [X, %] da ixtiyoriy tanlanganda f(&)>0 va Ax >0bo’ladi. U
holda,

n

>, f(&x >0,

i=1

n b
Bundan, !]ILTC]OZ f (cfi )AXi = _[ f (X)dx > 0.
i1 "
7-xossa. Agar [a, b] oraligda a <b bo’lganda f(X)>@(x) bo’lsa,

_T f(x)dx > I(p(X)dX _ 7)

o’rinli bo’ladi.
Ishoti: Shartga asosan f(x)>¢(x). U holda, uni [a, b]da integrallaymiz:

b

[ ()= p(x)ldx>0.

a



b
3-x0ssaga asosan J f (x)dx — _f o(x)dx > 0.

8-xossa. Agar [a,b] oraligda a<b bo’lib, m va M lar f(x)
funksiyaning shu oraliqdagi eng kichik va eng katta qiymatlari bo’lsa,

quyidagi o’rinli bo’ladi:
b
m(b—a)< [ f(x)ix < M(b—a) (8)

Isboti: Shartga asosan
m< f(x)<M.

Tengsizlikni [a, b] oraligda integrallaymiz:

b b b
_[mdxs J' f(x)x < jde.
a a a

U holda, 2- xossaga va 1- xossaga asosan

mb-a)< [ f(x)dx<M(b-a)

m'—.o-

9-xossa. (O’rta giymat hagidagi teorema). Agar f(x) funksiya [a, b]
oraligda uzluksiz bo’lsa, bu oraligda shunday C nuqta mavjud bo’ladiki, uning

uchun

[ (x= 1(ckb-a) o)

tenglik o’rinli bo’ladi.
Ishoti: [a, b]oraligda m va M lar f(x) funksiyaning eng kichik hamda

eng katta giymatlari bo’lsin. U holda, 8 —xossaga asosan

mb—a)< | f(kd<M(b—a)



f(x)dx<M f(x) funksiya uzluksiz bo’lganligi

D ey T

1
m<——
Bundan, b_a

sababli u [a,b] oraligdagi barcha giymatlarni qabul giladi. U holda, ¢

[a, b]dagi x, va X, nuqtalar orasida yotadi, yani X, <C < X,. Bundan

a<c<h.

f(x)dx=f(c) yoki Tf&hx:®—aﬁﬁﬁ

D ey T

1
Demak, b_a

3§. N’yuton-Leybnis formulasi
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] oraligda uzluksiz bo’lsin. U holda,
funksiya shu oraligda boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi. Boshlang’ich
funksiyalaridan biri Q(X) bo’lib, u quyidagidan iborat bo’lsin:

Q(x)= _[ f(t)dt, bunda a < x <b. (1)

Shu oraligda f(x) funksiyaning boshga boshlang’ichi F(x) ham mavjud
bo’lsin. U holda, bu boshlang’ich funksiyalar bir — biridan biror C o’zgarmas

songa farq qilishi ma’lum, ya’ni

[+t = F(x)+c 2
Agar X=a bo’lsa, (1) tenglik hamda 5- xossaga asosan quyidagiga ega
bo’lamiz:

[ (et = Fla)+e ©

F(a)+c=0, c=-F(a) (4)

(4) ni (2) ga qo’ysak

[ (t)dt = F(x)- F(a) -



hosil bo’ladi. X =b deb olsak
b
[ £(x)dx = F(b)-F(a) (6)

(6) formulaga Nyuton —Leybnis formulasi deyiladi.

F(b)-F(a) ayirmani quyidagi ko’rinishlarda yozish gabul gilingan.

F(x). yoki [F(x)

U holda, (6) formula bunday ifodalanadi:

[t (o = (x{ _F(b)-F(a) 0

Yuqori chegarasi o’zgaruvchidan iborat bo’lgan (5) aniq integralni
hisoblashning Nyuton —Leybnis usuli quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

X

[ +(t)t =F ¢ )( ~ F(x)-F(a) @

a

Shuningdek, quyi chegarasi o’zgaruvchidan iborat bo’lgan aniq integral ifodasi

esa quyidagicha bo’ladi:

Tf(t)dt =F(t)1 = F(b)-F(x) 9)

f(X)dX aniq integralni hisoblashda quyidagi bosgich ishlari ketma — ket

D ey T

bajariladi:
1. Quyidagi anigmas integral topiladi:

_[ f(x)dx = F(x)+c

2. F(x)+c ning x=b dagi giymati topiladi, ya'ni F(b)+c

(
(

3. F
4. [F(o)+c]-[F(a)+c]=F(b)-F(a) ayirama topiladi.

)
)

X)+C ning X=adagi giymati hisoblanadi, ya’ni F(a)+c

1-misol. IXZdX integralni hisoblang.
1



Yechilishi: Bunda a=1 va b=3.

1. Anigmas integral szdX ni hisoblaymiz:

3
szdx:x—+c.
3

2. F(b)ni topamiz:

1 26
4. F(b)+F(a) 3 3
3 33 3 43
31 1 2
dx="| ==—-_-~-—_-9_---8Z
Demak,_[X X 3 3 2 2

b
2-misol. Hisoblang: ICOS xdx.
a

Yechilishi: Integralni hisoblashni yuqoridagi bosqgichlar asosida, ya’ni (7)

formulani qo’llash orgali bajaramiz:

b

- b - - - -
jcos Xdx = —sin x\a = —(sinb—sina)=sina—sinb.
a

3
3-misol. Integralni hisoblang: I(XS +2x)dx.
2

Yechilishi: Aniq integralning 3- xossasiga asosan berilgan integralni ikki

gismga ajratamiz va Nyuton —Leybnis formulasidan foydalanib, hisoblaymiz:

3 3 3 Yl > a1 85 _ 1
_[(xs +2x)dx = _[x3dx+.[2xdx =
2 2 2

2
X7 8l pi9-4-%_p1
4 4 3

_|__
2

2 2

Mustagil yechish uchun mashglar.



Nel. _TXdX No7. i(x3 +2x)dx.
1 1

o'-—,_p\,\q

( 3 +23mxjdx
cos? X

(x —1)dx NoO. j(2x3 + 3)dx.
]

Ne2. | Xdlx NeS.
0

No3.

he——o

Neq.

P C— N

(4x3 —3x% + 2x)dx Nel0. :|'17(x2 +1)dx.
-3

V4 8
Nes. | sin xdx Nell. | X“dx

0

T

cos xdx Nol2. .'(ZeX +55in xdx.

0

Nob.

O’rta qiymat hagidagi teorema
Teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda,

shu kesmada shunday C nugta mavjud bo’ladiki, uning uchun

_[ f C)(b a) (1)

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti: Faraz gilaylik, a <b bo’lsin. U holda, funksiyaning berilgan [a, b]
kesmadagi eng katta giymati M vaeng kichik giymati m bo’lsin, ya’ni
m< f(x)<M. 2)
[a, b] da (2) tengsizlikni integrallaymiz:

.dexgjlf(x)jxsjide.



Bundan, M(b—a)< | f(xdx<M(b-a) (3)

D ) T

(3)ni b—a >0 ga hadma — had bo’lamiz:

<1
b-a

D ) T

f(x)dx<M | (4)

Berilgan f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo’lganligi uchun qo’yi va
yuqori chegara oralig’idagi (ya’ni [m,M ]) istalgan giymatni gabul qgiladi. U

1 b
holda, [a, b] da shunday C nugta mavjud bo’ladiki, f(C)ZE f (x)dx

bo’lishini ta’minlaydi. Bu esa (1) formuladan iborat. Teorema isbot bo’ldi.

4§. Aniq integralni o’zgaruvchini almashtirish (o’rniga qo’yish) usuli
bilan hisoblash

Anigmas integralni  o’zgaruvchini  almashtirish usulida yechishdan

ma’lumki, agar integrallash qoidalari, xossalari yoki formulalar yordamida

integrallash qiyinlik tug’dirsa integral ostidagi funksiyaga yangi o’zgaruvchi

Kiritish lozim. Aniq integralni hisoblashda ham shu usul go’llaniladi.

f(x)dx nj o’zgaruvchini almashtirish usulida hisoblash talab gilinsin.

D e T

Yangi t o’zgaruvchini kiritaylik. U holda, x=¢(t) ¢(t) funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz va differensiallanuvchi bo’lsin. Agarda t o’zgaruvchi [, ]
kesmada o’zgarganda X o’zgaruvchi [a,b] da o’zgarsa, ya’'ni
pla)=a, o(f)=b, hamda f(p(t)) murakkab funksiya [a, S] kesmada

uzluksiz va aniglangan bo’lsa, quyidagi formula o’rinli bo’ladi:
B

f(x)dx = [ (p(t))- ¢/ (t)t. (1)

a

D ey T

(1) formulaga o’zgaruvchini almashtirish usulida integral formulasi

deyiladi.



F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ichi bo’lsin. U holda, F(e(t)) funksiya
f(go(t)) qo( ) ning boshlang’ichi bo’ladi. Shuning uchun

R
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Demak, (1) formula hosil bo’ldi.
Yugoridagilarni  umumlashtirib, o’zgaruvchini  almashtirish  usulida

integrallashni quyidagi ketma — ketlikda bajarish tavsiya gilinadi:
1. Imkoni bo’lsa, integral ostida berilgan ifodani soddalashtirish.
2. Yangi o’zgaruvchini Kiritish (X=(p(t)).
3. Integralning yangi chegaralarini aniglash.

4. Hosil bo’lgan integralni hisoblash.
3

1- misol. | (2x~1fdx ni hisoblang.
2

Yechilishi: 2x—1=t almashtirishni bajaramiz. Uning ikkala tomonini

differensiallaymiz:
1

d(2x—1)=du, 2dx=du. Bundan dX=§dU-

Integralning yangi chegaralarini topamiz. Buning uchun 2x—-1=u dagi X
ning o’rniga avval integralning yuqori chegarasi 3 ni, keyin esa quyi
chegarasi 2 ni qo’yib hisoblaymiz:

u,=2-3-1=5 u =2-2-1=3.

Demak, yangi chegaralar U, =5 va u_ =3 ekan. U holda,

(5"-3')=s68

4

3 3
(2x—1)dx =1J'u3du _L U—J'
29 2 45

OOIH

N Sy O

2
2- misol. Integralni hisoblang:f(2X+1)4dX.
0

Yechilishi: Integral ostidagi 2Xx+1ni t o’zgaruvchi bilan almashtiramiz. U

holda 2x+1=t ning differensiali quyidagicha bo’ladi: 2dx =dt. Bundan,



1
dx:Edt. Endi yangi chegaralarni topamiz. Buning uchun 2x+1=tdagi X

ning o’rniga yuqori chegara 2 ni, keyin esa quyi chegara O ni quyib
hisoblaymiz:
x=2dat,=5 x=0dat =1.

Demak, yangi integralning yuqori chegarasi t, =5, quyi chegarsi t, =1
gateng ekan. Yuqorida aytilganlarning analitik ifodasini keltiramiz:

2XHL=to b1, 2.241=t, t _5}

(2x+1)'dx =
dx :—dt 2x+1=t, 2.0+1=t, t =1

O ey N

5

- i(55 ~15)= L 312423124,
10 10

t5

_dt_l
2 10|,

I—"—.U’l

L

o 1

3-misol. Integralni hisoblang: IV a’—x’dx, a>0.
0

Yechilishi: Bunda integral ostidagi ifodadagi X ni asint bilan
almashtiramiz:
X =asint.

U holda, dx =asintdt hosil bo’ladi. Endi integralning yangi chegaralarini

topamiz:
. . T
X=a da a=asint, sint=1, t,o=5;
x=0 da O=asint, sint=0, 0
Demak,
. Vs z
4 X = asint, t ==, Z
I\/az—xzdx= vl IJaz—a sin’t -acostdt =
dx = acostdt
0 t =0. 0
2 2 2 23 )
:J'a-costoacostdt:azj'cosztdt:azjwdt:a—jdua—_[cosﬂdt:
a 0 2 0 2 0



2
:a_ £+1‘0—1'0 :a—-ZZaﬂ.
2 2 2 2

1
2
4-misol. Integralni hisoblang: J.l Ax 7 d
0

Yechilishi: Integral ostidagi ifodani ikkita kasrga ajratib, integrallar

yig’indisiga keltiramiz va ularni alohida — alohida hisoblaymiz, ya’ni:

Birinchi integralda 1+4x° =t, ikkinchisida esa 2x=u almashtirishni
bajaramiz. U holda, birinchi integralning yangi chegaralari: t, =2, t =1,
ikkinchisiniki esa U, =1, u_ =0 bo’ladi. Integralni hisoblashning analitik

ifodasi quyidagicha:

1 1 1
2 2 2
j X+12dx j X dx+j . - dx =
o 1+4x * 1+ 4% o 1+ 4X
2 _ —
) 1+4x _dtthz 2X=U =2)|
) xdx:%dt t =1 /| dx :—du _1 [~

2 1

2 1 1
|

1
:l_dt Imd __I dt+201+u2du:§Ilnt

o1 arctgu
2

1 0

:l(ln2—In1)+1(arctgl—arctg0):Eln2+1 Q—O ~ 0,48,
8 2 8 2\ 2

Mustaqil yechish uchun mashglar
Quyidagi integrallarni  o’zgaruvchini almashtirish  usuli  yordamida

hisoblang:



2
Nol 5. | .
1

Nol6. j.(2X3 +1)4 x2dx .
0

2
Nel7. j9\/x3 +1x%dx
0

7
Nel8. | . dx
0

X~+/1+ xdx

Nel9.

O e W

a
N1, [Vat—xdx,
-a

1
Ne22. [V1-xdx.
0

2sin X

—d
(1—cos x)’ .

No23.

NNy

3
Ne2d. | 2x*9-x*dx
0

sin? 4x + cos? 2x
sin 4x-cos® 2x

No25.

SRR TR

Ne26. sin® x-cos xdx

b\ﬁ'—.l\i‘ﬁ

7exdx
e*+3

Ne27. f dx

dx

3
No2§&. .f4 e"*. cos xdx _

0

13
Ne20. IVZX—ldX .
5

5§. Aniq integralni bo’laklab integrallash
u(x) va v(x) funksiyalar berilgan bo’lib, ular [a, b] kesmada uzluksiz

hosillalar (u'(x) va V'(x)) ga ega bo’lsin. U holda, bizga ma’lum bo’lgan

(UGNM(x) = U (x)v(x)+u(V(x) (1)

tenglikni [a, b] kesmada integrallaymiz:

j[()/

(2)ni quyidagi ko’rinishda ham ifodalash mumkin:

dx _[u dx+j (x)dx (2)



iuv dx = Iu vdx+Iuv (3)

(3)ning chap tomonini quyidagicha yozish mumkin:

b !
j(uv) dx =uv|_ (4)
U holda (3):
b b b
v, = ju’vdx+juv’dx (5)
b b b
yoki J'udv =uv|, —_[ vdu. (6)

hosil bo’ladi. Bu formulaga aniq integralni bo’laklab integrallash formulasi

deyiladi.

T

2
1-misol. jXCOS XdX integralni hisoblang.

Yechilishi: Berilgan aniq integralni bo’laklab integrallash usulida

yechish uchun
X=U va C0S Xxdx = dv

deb belgilaymiz. U holda,
dx=du va v=sinx

bo’ladi. Bularni (6)ga qo’yamiz:

T

cos xdx = dv, o3
= X-sin X2 —jsm xdx =
0

X=U
X COS XdX =
{dx: du

O N | N

v:jcos xdx = sin x

:f-sinf—o-sin0+cosx\5 =2 1+cosZ-cos0=2+0-1=2-1.
2 ° 2 2 2 2

2-misol. Hisoblang: 'f xe*dx.
0

Yechilishi: (6) formulani qo’llaymiz:



O O | Y

1 Xx=u [e‘dx=dv,
_[xexdx =
5 dx =du

1
:e—et‘0 —e—e—e’=1.
K2

6
3-misol. Hisoblang: _[COS xdx.
0

Yechilishi:
K= cos 3xdx = dv, . z 15 1
XC0s 3xdx = 1 . =| —-sin3x ——jsm3xdx=— ——
dx=duv:§sm3x 3 o 3% 9\ 2

X

2

_—dX.
SIn~ X

4-misol. Hisoblang:

Yechilishi: Belgilashlar kiritamiz, so’ngra (6) formulani qo’llaymiz:

x dx x
2y X=u sinzx:dv’ r 2
J ——dx = = —X-Ctgx|2 +Ictgxdx =
° Sin° X dx:duV_J- dx _ _ctgx 5
6 sin® x 6
= Lz
= —xctgx\}r + Ictgxdx = 7%/5+ Insin x\fr = ﬂ—\/§+ In1—-In 1_
6 % 6
73 1 73 73

= In=="""—Il1+h2="=+In2.
6 2 6 6

Mustagil yechish uchun mashglar

Ne29. T(XZ ~1) xelx Ne33, jln xdx.
e 1

V=jexdx:eX} = e’} —iexdx =1.¢'-0-¢ —iede:

1)



V3 .
Ne30. I 1228)( dx Ne34, jxsin xdx
1 (X +1)5 0
( 3 ¢ dx
N1, | (2x=1f dx Ne3s. [—.
1 )X
2
4 :
Ne32, [sin2xdx. Ne36. | xedx
I 0

6

2- BOB. ANIQ INTEGRALNING TADBIQLARI

1§. Yassi figuralarning yuzini hisoblash



Yassi figuralarning yuzini hisoblashda aniq integralni qo’llashning bir
necha hollari mavjud. Bunda chegara funksiyalarining joylashuv vaziyatlari
muhim ahamiyatga ega. Ba’zi hollarini ko’rib o’tamiz.

1)Agar y=f(x) funksiya OX o’qining yuqori (manfiy bo’lmagan)
gismida joylashgan hamda uzluksiz bo’lib, X=a va X=Db to’g’ri chiziq

kesmalari bilan chegaralangan bo’lsa, hosil bo’lgan egri chizigli trapesiya yuzi

y
b b A
S = _[ ydx yoki S =j f (x)dx (1)
formula yordamida topiladi. A

Misol: y=x*+1, y=0,x=-1 x=2 chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini hisoblang.

Yechilishi: Shartga asosan figura y =X +1 egri chizig, absissalar o’qi
(y=0)hamda x=-1 va x=2 to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan. U holda,
(1) formuladan foydalanib, quyidagi integralni hisoblaymiz:

; ;(1)d(?)

:%3—&+2—(—1)=6.

Demak, berilgan egri chizigli trapesiyasimon figuraning yuzi 6 ga teng
ekan.
2) Agar y = f(x) funksiya OX o’qining ¢

pastki gismida joylashgan hamda uzluksiz

VX<

bo’lib, X=a va X =Db to’g’ri chiziq kesmalari 0| a b

bilan chegaralangan bo’lsa, hosil bo’lgan egri

chizigli trapesiyasimon figuraning yuzi A

quyidagi formula yordamida topiladi: y= :‘;()\B_

b

b
Sz—jydx yoki s:—J'f(x)dx. (1)

a



Misol: y=-x>-2, y=0,x=-1 x=1 chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini hisoblang.
Yechilishi: Berilgan masalani yechish uchun (2) formuladan foydalanib,

chegaralari -1 va 1 dan iborat bo’lgan quyidagi aniq integralni hisoblaymiz:

S = —jl(— X% — 2)dx = i(x2 +2)dx =(X§+ 2xj

-1

1

32,
3

E}

3) y= f(x) uzluksiz funksiya grafigi [a, b] kesmada OX o’qini chekli
sondagi nugtalarda kesib o’tsin. U holda, [a, b] kesma funksiyaning ishorasi
almashinishiga  asoslanib,  bir xil ishorali qgismlari  alohida —alohida
kesmachalarga ajratiladi, ya’ni [a; c], [c; d], [d;e] va [e, b]. U holda izlangan
S yuza hosil bo’Igan y 4
yuzachalarning algebraik yig’indisidan

iborat bo’ladi. Bunda gism

funksiyalarning ishoralari e¢’tiborda 0 a- o

bo’ladi. I1zlanayotgan S yuza quyidagi

integrallarning algebraik yigindilari yordamida topiladi:

c d e b
S = —j f(x)dx+j f(x)oix — j f(x)dx + j f(x)dx. 3)
a c d e
Misol: y=sinx, y =0, X=—% va X= chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini y 4

hisoblang.

Yechilishi: Berilganlarga hamda

N
P

7[ /,/,
chizmalarga asosan barcha X 6{—5; O}Iar —%/

uchun sinx <0 va barcha X € [0; 7Z] lar uchun sin x > 0dir. U holda, (3) formulaga

asosa:



0 T
. . 0
S = —jsm xdx+jsm xdx = cos X|» —cos X|; =
T 0 2

2
=COSO—COS(—%)—COSR’-FCOSO=l—0—(—l)+l=3.

4) Agar figura [a, b] kesmada ikkita uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar,
X=a hamda X=Db to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan bo’lsa, uning yuzi

quyidagi formula yordamida hisoblanadi:
b
S = [(f(x)-g(x))dx (@)

Bunda f(x)>g(x) va a<x<hdir. y A

Misol: y=X+2 va Yy =X’ chiziglar

bilan chegaralangan figuraning yuzini toping.

Yechilishi: Integrallash chegaralarini,

ya’ni @ va bni berilgan chiziq 0 a | b X
tenglamalarini o’zaro tenglashtirib, topamiz:

X+2=x*, x*-x-2=0.
Bundan, X, =—2, X, =1 vyani a=-2, b=1. U holda, (4) formulaga asosan:

S= j((HZ)—XZ)dX:[X?Z*zx_X?EJ

1

-2

1
Demak, izlanayotgan figuraning yuzasi S =8§ dan iborat ekan.

Quyida ba’zi egri chizigli figuralarning yuzalarini topish formulalarni
garaymiz.

Ellipsning yuzi

Ma’lumki, ellipsning tenglamasi

X2 y2
v ®



1
dan iborat. Ellipsni 4 ta chorakka ajratib, uning bir bo’lagi, ya’ni ZS ni topish

yetarlidir. (5) ga asosan
y:g\/az—xz . (6)
1 b b a > .
(1) formulaga asosan ZS = I ydx = E.[V a“” —x“dx.
a 0

Quyidagi almashtirishlar olamiz: x =asint, dx =asintdt.

U holda, integralning yangi chegaralarini aniglaymiz: 0=asint va a=asint

T
lardan o =0 va =5 Bulardan ,
b2 2 ab 2
— —jJa —a’sin’t- acostdt—ab_[cos tdt——J'(l+0052t)dt=
aO 2 0
3
:a—b(1+lsin2tj =a—b-£:£ab.
272 22 4
1 T
Demak, ZS = Zab- Bundan, S = zab. (7)

Ellips yuzini topishning umumiy fomulasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
S=2.[g\/a2—x2dx:7zab. (8)

Ikkita parbolaning kesishmasidan hosil bo’lgan figuraning yuzi

y? =2px va x> = 2py parabolalar {
berilan. S yuza OKAN va OLAN yuzalar Mo A K =2
ayirmasiga teng. Berilgan paralar K S A :
0(0; 0) va A(2p; 2p) nugtalarda g y}:zm R
kesishishadi. Shuning uchun 0 N x'

S = [\/2pxdx— [~ —dx =% ._2p) 9)



Demak, izlangan OKALO yuza OMAN kvadratining uchdan bir
gismidan iborat.

Sikloidaning yuzi

x=alt-sint) va y=a(l—cost) berilgan bo’lsa, ¥ M

2 27
Semano = Iydx = a? j(l—cost)zdt =3m’. (10)
0 0

Demak, sikloidaning yuzi S =37a* iboratekan. 0 N A X

Qutb koordinatalarida yuzani topish
AOB sektor AByoy, OA va OB nurlar bilan chegaralangan bo’lsin.
Bunday sektorning yuzi qutb koordinatalarida quyidagi formula yordamida

topiladi:
1 (%)
5= rde )
(%]

Bunda r-qutb radiusi, ¢ -qutb radiusining OX o’q bilan tashkil gilgan
burchagi, ya’ni qutb burchagi.

Arximed spirali birinchi o’ramining OX o’qi bilan chegaralangan
gismining yuzi
Arximed spiralining birinchi o’rami O nuqtadan (qutb markazidan)

boshlanib, A nugtada tugagan bo’lsin.

U holda, qutb burchaklari ¢, =0 va ¢, =27 bo’ladi. Qutb radiusi

r=-- 12
277 (12)



dan iboratdir. Bunda a- spiral gadami, ya’ni OA=a.
(11) formulaga asosan BCA egri chiziq va OA spiral gadami bilan

chegaralangan figuraning yuzi quyidagi formula yoramida hisoblanadi:

2 2
2

1%, a? ., 1
== [ridp =2 [p*dp = = m?.
2! ¢ 8ﬁ2£¢ =1 (13)

Kardioidaning yuzi
p=a(1+cosg0)- kardioda bilan chegaralangan yuzani hisoblash talaba

gilinsin. Ma’lumki, kardoida p =a(l+cos )

OX qutb o’qiga nisbatan simmetrik.

Shuning uchun uning yugori gismi 0 X
yuzasini topib, natija ikkilantirilsa,
yetarli bo’ladi. U holda,

1 1% ,

ES_Elpd¢' (14)

Bundan,
S = jpzdgo: aZI(1+COS¢)2d¢ :aZquHZJCOSgadgH.[coszgadgo]. (15)
0 0 0 0 0

V4

jd¢=72', J.COS(pd(p:Sin(p‘g =0 hamda
0

0

T

J-COSZ pdo = lJ'(1+ Ccos 2¢)d(p=%((p+%sin 2@)
0

_ N
2] 5 ekanligini

0

hisobga olsak, (15) quyidagidan iborat bo’ladi:
3r _,

S:jp2d¢:a2(ﬂ+0+%j=7a : (16)
0

. . 37 _,
Demak, kardioidaning yuzi S :7a ekan.



Mustaqil yechish uchun mashqlar

Ne3d7. y=x* va Yy =X parabolalar bilan chegaralangan figuraning
yuzini toping.

Ne38. xy=a® giperbola va y=0, x=b, x=2b (b>0) to’gri
chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini toping.

Ne39. OX o’q hamda y=2x-x° parabola bilan chegaralangan figura

yuzini toping.

3

Ne40. Y= 3 (a>0) va absissalar o’qi bilan chegaralangan figura

a’+x
yuzni hisoblang.

Ne41. OX o’q va y:2(x—1)(3—x) parabola bilan chegaralangan figura
yuzini toping.

Ned?2. y=m parabola va Xx=3 to’g’ri chiziq bilan chegaralangan
yuzani toping.

Ne43. y=2" egri chizig va Yy=2, x=0 to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan yuzani hisoblang.

Nedd. y=1-x* va y=x>-7 parabolalar bilan chegaralangan yuzani
toping.

Ne45. x=acos’t va y=asin’t astroidalar bilan chegaralangan yuzani
toping (bunda 0<t <27 ).

Ned46. p°=a’cos2¢ lemniskatani yasang va bu egri chizig bilan
chegaralangan barcha sohalar yuzini toping.

2§. Yoy uzunligini hisoblash

y= f(x) egri chiziq [a, b] kesmada berilgan bo’lib, yassi va uzluksiz

bo’lsin. U holda, funksiya shu kesmada uzluksiz hosilaga ega bo’ladi. Egri

chizigni n ta bo’lakka ajratamiz va bo’linish nuqgtalarini kesmalar yordamida

ketma- ket tutashtiramiz. Natijada, hosil bo’lgan gqism yoychalarning har biriga



bitta kesmacha mos keladi. Agar egri chizigni bo’lishni davom ettirsak, gism
yoychalarning  uzunligiga ularga mos keluvchi  kesmalarning  uzunligi
yaginlashadi. Funksiya grafigining  bo’linish ~ nugtalaridan OX o0’qiga
proyeksiyalar tushiramiz. Undagi har ikki nuqta orasidagi  masofalarni
A%, AX,,...,AX, lar bilan belgilaymiz. Ixtiyoriy M,; va M; nugtalar

ordinatalari fargini Ay; bilan belgilaymiz. U holda, Pifagor teoremasiga asosan

M., M, kesmaning uzunligi quyidagicha bo’ladi.

‘Mi—lMi‘ :\/(Axi )2 +(Ayi )2- (1)
Hosilaning ta’rifiga asosan: %: y’, uholda
\Mi_lMi\ =1+ Yy AX.. (2)

Kesmalar hosil gilgan siniqg chizigning uzunligi
D N1+y?AX (3)
i=1

dan iborat bo’ladi. Egri chizigning uzunligi | ni topish uchun (3) ning

AX; — Odagi limitini olish lozim, ya’ni:

I H C 12
I_AlxlirDOiZl: 1+y'? - AX. | (4)
(4) — integral yig’indidan iborat. Uni integral ko’rinishida ifodalash
mumkin:
b b
= [V1+y?dx yoki |=[y1+f2(x)dx. (5)

(5) formula yassi egri chizig, ya’ni yoyning uzunligini topish formulasidir.
To’g’ri  burchakli koordinatalar sistemasida yoy differensiali quyidagi

formula ko’rinishida ifodalanadi:

dl = y1+y?dx yoki dl =+/(dx) +(dy}. ()



1-misol. O(0;0) wva N(2;3) nugtalar bilan chegaralangan y=X*+2
parabola yoyining uzunligini toping.
Yechilishi: Parabola tenglamasidan hosila olamiz:
y':(x2+2) =2X, ya’'ni Y =2X.

(5)- formulani qo’llaymiz:

'2[\/1+ 2x dx .[\/1+4x dx = 2.[,/—+x dx =
0

2

=2 ‘/£+1In 2+JT —llnE =
. 4 8 4 8 2

:\/ﬁ+%ln(4+\/ﬁ)z4,65-

Demak, izlanayotgan ON yoyning uzunligi 4,65 uzunlik o’Ichov birligiga
teng ekan.
3 2

X
2-misol. O(O; O) va N(\/g; E) nugtalar orasidagi Y=? parabola

yoyining uzunligini toping.
2

X
Yechilishi: Berilgan parabolaning Y=? tenglamasini differensiallab,

d
d—§=x ni, so’ngra, (5) formulaga asosan ON yoyning uzunligini topamiz:

V3
~ 2,4,

73
| = I\/1+ x2dx = (%x\/xz +1+%In(x+\/x2 +1)j
0

0

Demak, yoy uzunligi 2,4 uzunlik o’lchov birligidan iborat ekan.
3-misol. 0<t<T da x=acost, y=asint aylananing uzunligini toping.
Yechilishi: x" va Yy’ larni topamiz:

dx=-—asintdt va dy=acostdt .

Uholda, dt=+a?sin?t+a?cos?t =a2/sin’t+cos’ tdt = ad.



;
Bundan, |=[adt=aT
0

Mustagil yechish uchun mashglar.
Ned6. 0(0;0) va N(3; 2\/5) nugtalar bilan chegaralangan 9y*=4x® egri
chizigli yoyning uzunligini toping.
Ned7. M(2;-1) va N(5,-8) nugtalar bilan chegaralangan Yy’ =(x—1)
egri chizigli yoyning uzunligini toping.

Ne48. X° +y* =r? aylananing uzunligini toping.

V3.3
Ne9. y=x® parabola yoyining O(0;0) va N[7iz nuqtalar orasidagi

uzunligini toping.

Ne50. y=4-x° parabola yoyining OX o’qi bilan kesishish nugtalari
orasidagi gismining uzunligini hisoblang.

Ne51. x*=2y—-3=0 egri chizigning OX o’qi bilan kesishish nugtalari
orasidagi yoy uzunligini toping.

Nes52. y2=x® egri chiziq yoyining 3x—4=0 to’g’ri chizig bilan

kesishgan gismi uzunligini toping.
2 3
Ne53. % =0 va X, =8 bo’lganda Y=§X2 yarimkubik parabola yoyining
uzunligini toping.
Nes4. x=a(t—sint), y=a(l—cost) (0<t<2z) sikloidaning bitta arki
yoyining uzunligini toping.

al = - _a(e2+1)
No55. YZE e +e * | zanjir yoyining M(0;a) va N| & % nuqtalar

orasidagi uzunligini toping.
Noe56. 0<t <27 bo’lganda X=ac0s’t, y=asin’t egri chiziqg yoyining

uzunligini toping.



No57. x> +y*=R? aylana yoyining koordinatalar tekisligidagi birinchi

chorakda yotgan gismi uzunligini toping.

3§. Aylanish jismini hajmi
y = f(x) formula bilan berilgan AB egri chizigning [a, b] kesmada OX
o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmini topish talab gilinsin.

y A

Aylanish jismini OX ga perpendikulyar tekislikdar bilan n ta bo’laklarga
ajratamiz. Perpendikulyar tekisliklarning biri 0 nugtadan a masofada, ikkinchi
tekislik X masofada, keyingisi esa X+h masofada bo’lsin. Bunda, h- orttirma
bo’lib, h=dxdir. U holda, jismning birinchi ikki tekislik bilan kesilgan
gismining hajmi V(X), undan keyingi gismining hajmi esa V(X)+AV(X)dan iborat
bo’ladi.

Birinchi silindrsimon jismning balandligi h =dx, asos radiusi y= f(x);
ikinchisining balandligi ham h =dx, asos radiusi Y+ Ay. U holda, birinchi jism
hajmi zy®dx, ikkinchisiniki esa ﬂ(y+Ay)2dx bo’ladi. Ikki silindr orasidagi Av
orttirma hajm 2zhy-Aydan iborat bo’ladi. Ammo Av hajm Ay —0 va
h—0da cheksiz kichik migdor bo’lib, Oga intiladi. Shuning uchun hajmning
differensiali  kichik silindrsimon  jismning hajmi zy’dx bo’ladi. Buni

integrallaymiz:
b b
V= J my’dx = 7 I (f(x))dx. 1)

(1) tenglik aylanish jismining hajmini topish formulasidan iborat.



1-misol. Asos radiusi MN =r va balandligi ON =h bo’lgan aylanish
paraboloidi segmentining hajmini toping.
Yechilishi: Ma’lumki, parabola tenglamasi Yy =2px bo’lib, parabolaning

ixtiyoriy N(h; r) nugtadan o’tishini e’tiborga olsak.

r* = 2ph. ()
r
Parabola tenglamasi va (2) dan Y :ﬁ&' (3)
2
bo’ladi. Bundan, y? =—x. (4)

h
U holda, (1) formulaga asosan paraboloid segmentining hajmi quyidagicha
bo’ladi:

b 2
rex 1 ,

2-misol. y=x° parabola, OX o’q va X=1to’g’ri  chiziq bilan
chegaralangan egri chizigli trapesiyaning OX o’qi atrofida aylanishidan hosil
bo’lgan jismning hajmini toping.
Yechilishi: (1) formuladan foydalanamiz. Bunda, f(x):xz, a=0 va
b =1 larni formulaga qo’yib, integralni hisoblaymiz:
1 5 L

ﬂj(f(X))de =7Z':[(X2)2dx :ﬁix“dx :n-% :%.

0 0

\'

VA
Demak, jismning hajmi 5 dan iborat ekan.

4§. Ko’ndalang kesim yuzi ma’lum bo’lgan jismning hajmi
X=a va X=Db kesmalardan o’tgan hamda OXo’qgqa perpendikulyar
bo’lgan tekisliklar bilan chegaralangan V jismning hajmini topish talab

gilinsin. U holda jismni n ta o’zaro parallel bo’lgan tekisliklar bilan OX

o’qiga parallel holda bo’laklarga ajratamiz. Ixtiyoriy X=X_, va X=X; tekisliklar



bilan chegaralangan jismning hajmi Av,, asos vyuzi S(Xi), balandligi AX;
bo’lsin. U holda,

AV, =S(x,)- A (6)
o’rinli bo’ladi. Jismning umumiy hajmi quyidagicha bo’ladi:

V= IimZ;:S(x)Axi _ (7)

&0 i

Bunda, ¢ balandlik AX; larning eng Kkattasi. (7) tenglik integral yig’indidan

iborat. Shuning uchun (7) ni quyidagicha ifodalash mumkin:

b

V= jS(x)dx. (8)

a
(8) - ko’ndalang kesim yuzi ma’lum bo’lgan jismning hajmini topish
formulasi.
Misol. Y =4x, y=0, x=0, x=4 chiziglar bilan chegaralangan hamda
OX 0’q atrofida aylanishdan hosil bo’lgan jismning hajmini toping.
Yechilishi: Hosil bo’ladigan jism aylanish paraboloididan iborat
bo’ladi. Uning hajmini (8) formula yordamida topamiz. Bunda a=0, b=4 va
S(x) = 4xdir.

4
24

4
V=ﬂI4XdX=ﬂ-4-X—
. 2

2

=27x°| =327.

0

Ba’zi jismlarning hajmini topish formulalari:
Piramidaning hajmi:
H

v:iszdx:ESH.
3

2
0

Paraboloid segmentiining hajmi:

h 2
v:z.[udx:lyzrzh
h 2

0

(ya’ni silindr hajmining yarimiga teng- Arximed tadgigoti)



Elliptik asosli konus:

1 .
v=-3Sa (a-katayarimo’q)

3
Ellipsoid:
V= ﬂiZ—z(az - xz)dx = gﬂab3.
Sharning hajmi:
V= ﬂj'ryzdx = n.i'r(rz - xz)dx = %ﬂr?’.

Mustagil yechish uchun mashglar
Ne56. Birinchi chorakda yotgan, koordinata o’qlari hamda y=4-x°
parabola yoyi bilan chegaralangan figuraning OX o’qi atrofida aylanishidan
hosil bo’lgan jismning hajmini toping.
Ne57. Birinchi chorakda yotgan hamda X*+y*=1 y=Xx va y=0
chiziglar bilan chegaralangan tekislikning OX o’qi atrofida aylanishidan hosil

bo’lgan jismning hajmini toping.

3
No58. Y=ZX2 parabola va y=1-X to’g’ri chizigning kesishishidan hosil

bo’lgan figuraning OX o’qi arofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning
hajmini toping.

Ne59. OY o’q, Y=sinX - sinusoida yoyi hamda y=c0sX - kosinusoida
yoyi bilan chegaralangan figuraning OX o’q atrofida aylanishidan hosil

bo’lgan jismning hajmini toping.
T
No60. Yy =COSX (OSXSEJ kosinusoida va koordinatalar markazidan

o’tib, OX o’qiga perpendikulyar bo’lgan tekislik bilan chegaralangan
figuraning OX o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmini

toping.



Ne61. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan hamda OX o’qi atrofida
aylanishidan hosil bo’lgan jismlar hajmini toping:
a) y'=4(x-2), y=0, x=3, x=6; v)y=sinx, y=0, x=0, x=ur;
b) y=x*-4, y=0; g) y=4-x°, x—-y+2=0.

Ne62. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan va OY o’qi atrofida
aylanishidan hosil bo’lgan jismlar hajmini toping:
a) y=x, y=1 y=4 vax=0; v) Y2 =9%, y=3x
b) y=x*+1, y=5 g) Y2 =2%, 2x+2y-3=0.

3- BOB. ANIQ INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASh
1§. To’g’ri to’rtburchaklar formulasi
To’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida Yy = f(x) uzluksiz funksiya
berilgan bo’lsin. Integrallash oralig’i  [a, bIni %o, X, X5, X5 ..., X, nuqtalar

yordamida n tateng bo’laklarga ajratamiz. U holda, bir bo’lakning uzunligi



X, — %o b-a

h= yoki h=—-= (1)

dan iborat bo’ladi. Y= f(x), y=0, x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli figura ham n ta bo’lakka ajralib, ordinatalari Yy, Y:s Y- Vs

bo’ladi. Bo’laklar kami va ortig’i bilan to’g’ri to’rtburchaklarga to’ldiriladi.

Kami bilan to’ldirilgan to’g’ri to’rtburchaklarning yuzalari yig’indisi:

b
b-a
S:J.ydxzT(y0+y1+y2+"'+yn—l)' (2)
Ortig’i bilan to’ldirilgan yuzalar yig’indisi esa
b
b-a
S = [yax = ==y, + ¥, +...i,) 3)

dan iborat bo’ladi.

Agar yuzalar yana ikkiga bo’linsa, (2) va (3) larning xatosi kamaya
boradi. n—>o va h—0bo’lsa, ular aniq integralning yanada hagigiyrog
giymatini beradi. (3) ni quyidagicha ifodalasa ham bo’ladi:

S:j.dezb;r]a[yl+y3+...,+ym]. (3)
a 2 2 2
2§. Trapesiyalar formulasi

Trapesiyalar formulasini keltirib chigarishda [a, b] kesmani n ta teng
bo’laklarga  ajratamiz. U holda, bo’linish  nuqgtalari (ya’ni absissalar)
Xo =8, X, %,,..., X, =Dbo’ladi. Kesmalar o’zaro teng bo’lganligi uchun ularni
umumiy holda h bilan belgilasak,

Xo =28, X=X +h, X,=x+h,..,x, =X _,+h=Db (4)
bo’ladi. Ordinata chiziglari mos ravishda
Yor Y1, ¥Yor-- 0 Vi (5)
lardan iborat bo’lib, ular ketma- ket tutashtirilsa, siniq chiziglar hosil bo’ladi.

Absissa, ordinatalar va funksiya chiziglari bilan chegaralangan egri chizigli

trapesiyalar hosil bo’lib, ularning yuzalari



Slzyo_zi_ylh, 82=y1_;y2 h,...,SnZyn_12+ynh (6)

lardan iborat. U holda, egri chizigli trapesiyasimon S figuraning yuzi quyidagicha
bo’ladi:

b
S =_[ydx =5, +5,+.. S, = Yot AtYopy YTy
a 2 2 2

hiy,+
:E(%+yl+y2+“'+yn—lj. (7)

b-a _
Bunda h = Tdan ibort.

Bu formulaga trapesiyalar formulasi deyiladi. (6) formulaning xatosi
to’g’ri  to’rtburchaklar formulasiga nisbatan kichikroqg. Agar n —oobo’lsa,
h—0 bo’lib, hato yanada kamayadi. Natijada, bu formula integralning
izlangan giymatini yetarlicha aniglikda beradi.

3§. Sipson formulasi (Parabolik formula)

Yugoridan y = f(x) egri chizigli y4
funksiya, yon tomonlari x=-h va x=h
kesmalar, pastdan Y =0 absissalar M
o’qi bilan chegaralangan figuraning Y1
yuzini topish talab gilinsin. ~h 0. h X "

Agar h cheksiz kichik bo’lsa, Y= f(x) funksiyani tagriban M(=h;y,),
P(O; yo) va N(h; y2) nugtalardan o’tuvchi
Y =ax®+ X+ A 7)
parabola yoyi bilan almashtirish mumkin bo’ladi. U holda, bu yoy bilan

chegaralangan figuraning yuzi quyidagicha bo’ladi:

~ (e _(a, A<
S—_[h(ax +,6’x+/1)dx—( 3 + > +1xj

h

_ 2y

+22h. (8)

-h



MPN yoy o’tgan nugtalarning X =—h, x=0 va x = habsissalarini (7) ga

ketma — ket qo’yamiz:
yy=ah' =+, Yo=7, Y, =ch’+ph+1

-2y, +
Bulardan, ¥ =Y, va o= % 2;/3 yz- 9)

(9) giymatlarini (8)ga qo’ysak, parabolik yoy formulasi kelib chigadi:

" 1 h
[ydx=2hly; =2y, +¥,)+ 2y0h =2 (v, +4¥5 + y2) (10)
“h

Bu formulaning egri chizigli figura yuzini topishdagi xatosi «to’g’ri
burchakli  to’rtburchaklar» va «trapesiyalar  formulasi» ga  nisbatan
Kichikroqdir.

Koordinatalar sistemasini parallel ko’chirishni hisobga olsak, (10)
formulani quyidagicha ham ifodalash mumkin:

b
h a+b
[ yax = gty(a% 4V(Tj + y(b)j- (11)

Agar [a, b]kesma n bo’lakka ajratilsa, undagi egri chizigli yuzalar soni

ham n ta bo’ladi. U holda, parabolik yoki Simpson formulasining umumiy

ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:

b
b—a +
S:Iydx: Yo yn+(y1+y2+...+yn_l)+2 Y, FYs oty (12)
A 3n {2 : 2 "2

yoki

’ h
S :Iydx = a[(yO +y )+ 20y, + Y, .t ynl)+4£y1 + Yyt ynlj} (13)
a 2 2 2

Misol. Quyidagi integralning n =10bo’lganda taqribiy qiymatini toping:

1
| dx_ (z T x 0,785398...)_
) 4

Yechilishi. Berilgan integralning tagribiy giymatini  «to’g’ri

to rtburchaklar formulasi», «trapesya formulasi» va «Sipson formulasi»



yordamida hisoblab ko’rib, natijalarini taqgoslab ko’ramiz. (Uning giymati

% ~0,785398...dan iborat).

1) To’g’ri to’rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy qiymatini topish

uchun (3') formuladan foydalanamiz. Buning uchun [a, b] kesmani, ya’ni [0, 1] ni

10 bo’lakka ajratamiz  va quyidagilarni hosil gilamiz  (bunda
k=010 s6a E:i);
n 10

X, =0,55 y, =0,9975
2 2

X, =015 y, =0,9780
2 2

Xg = 0,25 Ys = 0,9412
2

X; =035 y- =0,8909
2

X, = 0,45 Yy, =0,8316
2 2

Xy, = 0,55 Y1, =0,7678
2 2

X3 = 0,63 Y1 =0,7029
2 2

X5 = 0,75 Yis = 0,6400
2 2

X7 =085 Y17 = 0,5806
2 2

Xig = 0,95 Yio = 0,5256.
2 2

Yig’indisi:7,8561
U holda, (3') dan:

1 1
[ yax <[ dx__ 1 7e561-0,7856L
1+x° 10

0 0



Demak, integral giymati 0,78361 bo’lib , uning xatosi taxminan 0,0002 ga
teng.

2) trapesiyalar formulasi yordamida yuqoridagi integralni hisoblayiz.
n=10 deb, to’rtta ragamgacha hisoblaymiz. Trapesya formulasiga asosan
quyidagilarni aniglaymiz:

X =00 y,=10000
X0 = 1,0 Yio = 0,5000

Yig’indisi:1,5000

X, =01 y, =0,9901
X, =0,2 y, = 0,9615
X, =0,3 y, =0,9174
X, =0,4 y, =0,8621
X; =0,5 y. = 0,8000
Xs = 0,6 ys =0,7353
X, =0,7 y, =0,6711
X =0,8 y; = 0,6098
Xy =0,9 Y, = 0,5525

Yig’indisi:7,0996
U holda, (6) formuladan:

1 1
[ yox = dx__ i.(@n,ogga) _ 0,78498,
5 o 1+x° 10 2

Demak, trapesiyalar formulasi qo’llanib, integral hisoblaganda, u 0,78998
dan iborat bo’ldi. Topilgan tagribiy qiymat hagigiy giymatdan 0,0004 ga farq
giladi.



3) Simpson formulasi yordamida berilgan integralning taqgribiy giymatini

topamiz. Buning uchun n=2deb, beshta ragamgacha hisoblaymiz. Bunda

b-a 1 .
—— == dan iborat bo’ladi. U holda,
3n 6
1
X, =0 5 Yy, = 0,50000
X, = 0,25 2y, =1,88235
> 2
X, = 0,50 y, = 0,80000
X, =0,75 2y, =1,28000
> 2
1
X, =1,00 5 y, = 0,25000

Yig’indi:4,71235

(12) formulaga asosan:

h fdx 1
[ ydx =] —— ==.4,71235-0,78539
) v 1+Xx" 6

ni hosil gilamiz. Topilgan tagribiy giymat haqiqiy giymatdan 0,00001 ga farq
qgiladi.

Demak, Simpson formulasi yordamida berilgan integralni topish
yugoridagi (3') va (6) formulalar bilan topishga nisbatan ancha anigrog

ekanligi ko’rindi.

Mustagil yechish uchun mashglar.

Ne63. Quyidagi itegralning tagribiy giymatini toping. Bunda n =10,

1
dx
Ne64. {m (IN2~0,69315) integralning tagribiy giymatini n =10

dato’g’ri to’rtburchaklar formulasi va trapesiyalar formulasi bo’yicha toping.



1
No65. Trapesiyalar formulasi bo’yicha Ie_x dX integralni 0,001 gacha
0

aniglik bilan hisoblang.
¢ dx

Ne66. o integralni  trapesiyalar  formulasi  bo’yicha integrallash
0

oralig’ini 4 bo’lakka bo’lib, hisoblang.

1
Ne67. jex dX integralni 0,01 gacha aniglik bilan hisoblang.
0

1
No68. IV X* +1-sin xdx integralni 0,01 gacha aniglik bilan hisoblang.
0

6
dx
Ne69. Trapesiya formulasi ordamida N=5 bo’lganda
pesty y g .([ /8 + 2

integralni taqribiy hisoblang.

10
dx
Ne70. n =8deb, -[Ig_x integralni taqribiy hisoblang.
2

4
No71. Trapesiya formulasi bo’yicha n=8da I\/2+x2dx integralni
0

hisoblang.

B

2
T
Ne72. h=Eda ICOS XdX jntegralni Simpson formulasi yordamida tagribiy

2

hisoblang.

dx
1+ X2

1
Ne73. I aniq integralni  n=2deb olib, Simpson formulasi
0

yordamida hisoblang.



v

2sin x

Ne74. de integralni 2n=10da Simpson formulasi yordamida
0

hisoblang.

4- BOB. FIZIKAVIY VA TEXNIKAVIY MASALALARNI
YeChIShDA ANIQ INTEGRALNI QO’LLASh

1§. Moddiy nugtaning statik momenti va og’irlik markazi



Faraz gilaylik, XOY koordinatalar tekisligida quyidagi moddiy nugtalar

sistemasi berilgan bo’lsin:

A YL A (K Yo ) A (X0, Y, ) (1)
Bu nugtalarning massalari mos ravishda
m,m,,...,m, (2)

dan ibort bo’lsin. U holda, moddiy nugtalarning OX o’qga nisbatan statik
momenti (I\/IX) quyidagidan iborat bo’ladi:

M, =my +my,+...4+4mY,, (3)
yoki M, = Z:,mi y; =my,. (3)
OY o0’qqga nisbatan statik momenti esa
M, =mX +MmyX, +...4+m X, (4)
yoki M, :an:mixi = MX.. (4)
Ta’rif: M=m +m,+...+M, bo’lganda (Xc;yc)ZL%’ %) koordinatali

nugtaga moddiy nuqgtalar sistemasining og’irlik markazi deyiladi.
Og’irlik markazining koordinatalari (3') va (4') larga asosan quyidagi
formulalar orqali topiladi:

n

2 my,

““m < ’ (5)

— X _ =l
yc_ m " n ' (6)



Misol. m,=m_=my =1 bhirlik massalari qo’yilgan K,L wva N
nuqgtalarning og’irlik markazi uchburchak medianalarining kesishish nuqgtasi
bo’lishini ko’rsating. y R

Yechilishi. K, L, N nugtalarni Yo
koordinatalar sistemasida tasvirlashda

K nugtani koordinatalar markaziga, L 0_K

v

va N nugtalarning o’rtasi, ya’ni C

nugtani OX o’qida yotadigan qilib - Yo

joylashtiramiz. U holda, K nugtaning

koordinatalari (O;O), L nugtaning ordinatasi  Y,, N nugtaning ordinatasi (— yo)dan

iborat bo’ladi. Bundan ko’rinadiki, C og’irlik markazining Y. ordinatasi
quyidagidan iborat bo’ladi:

y _O-1+y0-1—y0-1_9_
¢ 2 2

Demak, C nugta OX o’gida yotishi ma’lum bo’ldi.

0.

Agar massalar uchta nugtaga emas, balki figuraning hamma joyiga
tekis qo’yilgan bo’lsa, bunday figuralarning statik momentini topishda

yig’indining o’rniga integraldan foydalaniladi.

2§. Tekis egri chizigning statik momenti va og’irlik markazi
[a,b] oraligda uzluksiz hosilaga ega bo’lgan ABegri chizigli f(x)

funksiya berilgan bo’lib, u L uzunlikka ega bo’lsin. Bunda AB egri chizigni
bir jinsli, ya’ni chizigli zichligi o o’zgarmas, soddalik uchun o =1 deb
garaymiz.

AB egri chizigning OX va OY o’qglarga nisbatan statik momentlarini
hamda egri chizigning y As 4
og’irlik markazini topamiz. Buning

uchun AB egri chizigni

A= Ao(xo’yo)’ A&(X1’y1)"'-’Aw(Xnvyn): B




nuqgtalar orgali n ta bo’lakka X
ajratamiz. Bu nugtalarga | parametrning 0 Xe

l,b,=0<1 <, <...<l =L

giymatlari mos kelsin. | parametr Anugtadan boshlangan yoydan iborat. AA.;
yoyning uzunligini
Al =1, -1,
shu yoyning massasini esa Am; bilan belgilaymiz. U holda, o =1bo’lganda
massa quyidagicha bo’ladi:
Am, = p-Al = AL,

Qism yoyning uzunligini moddiy nugta deb qarasak, u holda, uning
og’irlik markazi unga mos keladigan gism yoy uzunligiga teng bo’ladi, ya’ni
Am;, = Al;. Moddiy nugtaning OX o’qdan Y;, OY o’qdan esa X; masofalarda

yotganligini e’tiborga olsak, quyidagi tenglamalar o’rinli bo’ladi:

va

AMX =y, -Am; =y, - Al,
AMy, = X, - Am. = X, - Al,

Al =1+ (F(x,)f° - AX; bo’lganligi sababli,

Q

AMx, = (% W1+ (F'(x)) -Ax
va
AMy, = X, A[1+(f'(x,))’ - Ax..
U holda, ABegri chizig bo’laklari yig’indisining 4 =Max{Al} =0 dagi

limitlari quyidagilardan iborat bo’ladi:

M, =lim 3™ £ (), = | £+ (Fx)F o -
M, =lim 3%, A, = fx/+ (Fx)F dx -
m=1 = [ L+ (1 (o ©



(5)-(9) formulalardan foydalanib, tekis egri chiziq og’irlik markazining

formulalarini hosil gilamiz:

ix 1+(F'(x))dx

(P o

! (10)

Ye =" : (11)

b
Agar f(x)ni y="f(x) va LZI\/1+(f'(X))ZdX ekanligini  ¢’tiborga

olsak, (10) va (11) ni soddalik uchun quyidagi ko’rinishlarda yozish ham
b
Ix 1+(y'fdx

mumkin: X, =2 : (12)

(13)

(13) formuladan:

Loy, = [ yy/L+(y'f dx (14)

hosil bo’ladi. (14)ning ikkala tomonini 27 ga ko’paytirib, quyidagi formulaga

ega bo’lamiz:
b
27y, L= 2;;_[ Y1+ (y’)2 dx, (15)

(15)ning chap tomoni Y, radiusli aylana uzunligini, o’ng tomoni esa AB vyassi
egri chizigning OX o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirt yuzasini

ifodalaydi, ya’ni 27yl =S ..



b b
Demak, L=IY\/1+(Y')2dX yoy uzunligining, S=2”IY\/1+(Y')2dX esa

aylanma jism sirtining yuzini topish formulasidir. Yuqridagilarni xulosalash
uchun quyidagi Gulden teoremasini keltiramiz:

Teorema. Tekis egri chizigni shu chiziq bilan kesishmaydigan biror o’q
atrofida aylantirishdan hosil gilingan sirtning yuzi bu chizig uzunligini C
og’irlik markazi tomonidan chizilgan aylana uzunligiga ko’paytirilganiga
tengdir.

Misol. ¥y =+vR?*—x* (bunda —R<x<R) yarim aylananing koordinata
o’qlariga nisbatan statik momentini va og’irlik markazi koordinatalarini
toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya, ya’ni yarim aylana formulasidan hosila

olamiz.
y':( RZ_XZ), :——ZX:_L.
24 R? —x? VR —x?
: R
U holda, v1+(y') == (7) va (8) formulalari qo’llab M, va M, ni
—X

R R
R
topamiz: M, = [VR? —=x* - ———dx =R [dx = 2R’ hamga
R -R

JR? = x?
R
M. = J‘X-LdXZ—R\/RZ—XZ

& WJR?—X°

=0.

R
-R

L
Yarim aylananing uzunligi —=7R ga tengligi ma’lum. (12) va (13)

2
formulalarni qo’llab, og’irlik markazining koordinatalarini topamiz:
0 2R* 2R? 2R
c T oR va Y. R - Demak, ( - )

3§. Tekis figuralarning statik momenti va og’irlik markazi



[a, b] oraligda x=a va x=b to’g’ri chizig’lar hamda OX o’q bilan
chegaralangan, manfiymas egri chizigli trapesiya y = f(x) funksiya orqgali
berilgan. Egri chizig massasi p =1 zichlikda uzluksiz tagsimlangan bo’lsin. U
holda, egri chizigli trapesiyaning massasi uning yuzasini son giymatiga teng.
Egri chizigli trapesiyaning vy
statik momentlari M, va M ni

topish uchun uni X = a+Ti

(i=012,...,n) nugtadan o’tuvchi

v

va ordinata o’qiga parallel

bo’lgan to’g’ri chiziglar yordamida AX
N ta bo’lakka ajratamiz. Ajratilgan bo’laklardan birining massasi

AS; =Y, - AX
. . L . il ... . .
dan iborat. Bo’lakning og’irlik markazi (Xi,?jm hisobga olib, quyidagilarni
hosil gilamiz:
VNS TR i _ _
AMxi_YiAxi'z - ZAX“ AMyi—yiAXi'Xi—XiYi'AX

Ularning barchasining yig’indisini 4 = @%{Axi}_)odagi limitini topamiz:

M :EL'E?,ZyZAX ——jyzdx (16)
M —LlLrJ)Zx YAX. —Ixydx (17)
_LlLQ)Zy AX, _jydx:S. (18)

(18) formula berilgan egri chizigli trapesiyaning massasidan iborat.
(10) va (11) yoki (12) va (13) dan og’irlik markazining koordinatalarini

aniglaymiz:



b
jxydx

_ y
= T (19)
j ydx
b
[ yyax
yc = m ~ b ’ (20)
_[ ydx
(20) tenglamaning ikkala tomonini 2zm ga ko’paytiramiz:
b
27y, -m = 7le yZdx. (21)
Hosil bo’lgan tenglamaning o’ng tomoni aylanish jismining hajmi
formulasidir. Agar m =S ekanligini e’tiborga olsak, (21)ni quyidagicha
ifodalash mumkin bo’ladi:
V =S.2zy.. (22)

Tekis figurani u bilan kesishmagan o’q atrofida aylanishidan hosil
bo’lgan jismning hajmi- shu figura yuzining shu shakl og’irlik markazi
chizgan aylana uzunligi bilan ko’paytimasiga teng. Bu Guldenning ikkinchi

teoremasi edi.

2-misol.  Plastinka x=a(t—sint), y=a(l—cost) (bunda t<|0;2z])
sikloidaning bitta arkasi va asosi bilan plastinkaning OX o’qga nisbatan statik
momentini toping.

Yechilishi: Plastinkaning OX o’qqa nisbatan statik momentini topish

uchun (16) formuladan foydalanamiz:

1% 1% ;. 5a°
M, :Elyzdx:ilaS(l—cost) dt=="-7.

3-misol. x*+y*<r? (y>0) yarim aylana og’irlik markazining

koordinatalarini toping.



Yechilishi: Berilgan yarim aylananing og’irlik markazi ordinatasini topish

uchun Guldenning ikkinchi teoremasi, (29) formuladan foydalanamiz, ya’ni:

Y
V=S.2 =—.
ny. dan Y 55

Aylanish jismi shar bo’lganligi sababli uning hajmi V =§7ZT3,yarim

4 4
ﬂrz Z 4r
aylana yuzasi S = — - Uholda, Ye =~ 273
Ty

Figura OY o’qiga nishatan simmetrik bo’lganligi uchun X, =0. Shuning

A 4r .
uchun og’irlik markasi C(O, g)dan iborat bo’ladi.

Mustagil yechish uchun mashglar

Ne75. Y =X, y:?, y=0 va x=3 chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.

Ne76. Yy = Jx, y=2 va X=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzini toping.

Ne77. y=f(x)=x va z=f,(x)=2-x* figuralar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.
3

Ne78. y = X2 yarimkubik parabolaning X =0 dan X=5 gacha bo’lgan
yoyi uzunligini toping.
Ne79. y*=2x (bunda Y>0, 0<x<2) nparabolaning OX va

OY o’qlarga nisbatan statik momentilarini toping.

T T
Ne80. Yy =cosX kosinusoida yoyining (bunda _ESXE) OX o’qqa

nisbatan statik momentini toping.



N981.y=2\/§, OX o’q va X=1 chiziglar bilan chegaralangan
figuraning og’irlik markazini toping.

Neg2. y?=20x va X’ =20y chiziglar bilan chegaralangan figuraning
og’irlik markazini toping.

Neg3.y =4—x* va Yy =_0chiziglar bilan chegaralangan koordinatalarini
toping.

NeB4. Guldenning birinchi teoremasidan foydalanib, a radiusli yarim
aylananing og’irlik markazini toping.

Ne85. Gulden teoremasidan foydalanib, H balandlik, va asos radiusi r

bo’lgan konusning yon sirti va hajmini toping.

4§. Kuch ishini hisoblash
O’zgarmas F kuch OX o’qi bo’ylab yo’naltirilgan hamda uning P

nugtasi OX 0’qi bo’ylab (a, b) kesmada joylashgan bo’lsin. U holda, shu
kesmada kuchning bajargan ishi

A= Flab| (1)
formula yordamida hisoblanadi. Agar F kuch o’zining Kattaligini o’zgartirsa,
kuch ishini (1) formula yordamida hisoblashning imkoni bo’lmay qoladi.
Shuningdek, kuch bajargan ishni hisoblashda ko’pincha quyidagi Guk
gonunidan foydalaniladi:

F =kx, (2)
bunda F -kuch, X- prujinaning F kuch ta’sirida absolyut uzayishi, K-
proporsionallik  koeffisiyenti. Biz quyidagi o’zgaruvchan F kuch ishini

hisoblashga doir masalani garaymiz.

Masala. Birorta F kuch OX 0’q bo’yicha yo’naltirilgan bo’lsin. F(X)

kuchning (a, b) kesmadagi ishini hisoblang.



Yechilishi: Berilgan F kuch OX 0’qi bo’yicha yo’nalgan bo’lsa, uning

kattaligi

X ga bog’lig bo’ladi, ya’ni F =F(X). Aniq integral integrallar

yig’indisining limiti ekanligini e’tiborga olib, (a, b) kesmani

nugtalar yordamida kichik gismlarga ajratamiz. Bunda F(X) kuch X, , dagi

giymatini (Xk_l,Xk) kesmada ham saqlaydi deb garaymiz, ya’ni F(Xk_l). U holda,

A=Xy <X <X <...<X <X <...=Db

(1) formula yordamida F(X) kuch ishini hisoblab,

A=F (Xk—l )(Xk - Xk—l)

ekanligini topamiz. Shuningdek, (a,b) dagi barcha kichik kesmalarda F(X)

(3)

kuchning bajargan ishlarini topib, quyidagi jadvalni tuzamiz:

Kesmalar o o Kuchning kesmadagi
o Kesma uzunligi Kuch kattaligi o
tartibi ishi
1 X —a F(a) F(a) (% -a)
. X, =X F(Xl) F(Xl)(XZ_Xl)
3 X3 =X, F(x,) F(X,) (X —X,)
k Xe = X1 F(X1) F (%) (% — %)
k+1 X1 — Xk F(X) F (%) (Xt = %)
n b— Xn1 F (Xn—l) F (Xn—l) (b - Xn—l)

Alohida — alohida kesmalarda bajarilgan ishlarning yig’indisi quyidagicha

bo’ladi:

A, = F@a)oq —a)+ F(x )0, =% )+ F 0 J06 =% )+ .tF (%, o= X, ). (4)

Ushbu yig’indi — integral

yig’indidan

yig’indining limiti aniq integraldir, ya’ni:

_T F(x)dx.

iboratdir.

Ma’lumki,

integral



Demak, F(X) kuchning (a, b) kesmada bajargan ishi anig integraldan
b
iborat ekan; A= I F (x)dx. (5)

1-misol. (0, 1) kesmada F(x) =X+1 tenglama bilan berilgan F kuchning
bajargan ishini toping.

Yechilishi:  Kesmaning chegaralari a=0 va b=1dir. U holda, (5)
formuladan foydalanib, quyidagi integralni hisoblaymiz:

A= :[(x+1)dx = {%: x}

1

2 1

0

3
Demak, F kuchning berilgan kesmada bajargan ishi A=§-

2-misol. Kesmaning chegara nugtalari a=-2 va b=2 bo’lganda

F=x*+X tenglama yordamida berilganF kuchining bajargan ishini
hisoblang.
Yechilishi: (5) formuladan foydalanib, Aishni topamiz:

A 0 x| 2

-2

2

-2
Demak, bajarilgan ish A =4 ekan.
3-misol: Prujinani 0,04m qisish uchun 24 Joul ish bajarilishi ma’lum
bo’lsa, uni 0,2 m qisish uchun ganday ish bajarish lozim?
Yechilishi: Berilganlarga ko’ra, prujina qgisilgan kattalik 0,04m, bajarilgan

ishi esa 24 Joul ekanligi ma’lum. U holda, (5) formulaga asosan:

004 x2["™  0,0016
24 = j kxdx=k—--| =-——"-k=0,0008k.
0 2 0
0,008k = 24, k=0~ 30000(H / ).
U holda, O, =24, k=00008 .

Endi prujinani 0,2 m qisish uchun gancha ish bajarish lozimligini

topamiz:



0,2 2 0,2
4= [30000xdx = 30000% =15000x7 " = 600(K).
0

0

Mustaqil yechish uchun mashglar
Ne86. a=0 va b=2lar bilan chegaralangan kesmada F =X tenglama
bilan berilgan F kuchning bajargan ishini toping.
Ne87. F kuch F =Xx+1 tenglama yordamida berilgan bo’lsin, kuchning
[1; 3] kesmada bajargan ishini toping.
Ne88. F =x*—x+1 tenglama bilan berilgan kuchning a=-2 va
b =—1lar bilan chegaralangan kesmada bajargan ishini toping.

Neg89. 0<x<2 kesmada OXo’qi bo’ylab, harakatlanayotgan hamda

F(X)=Xi+1 tenglama bilan berilgan kuchning bajargan ishini toping.

Ne90. Prujinani 0,01m.ga cho’zish uchun 1H kuch talab gilinsa, uni 0,05m.
cho’zish uchun gancha ish bajarish kerak bo’ladi.

Ne91. Agar prujinani 1sm.ga cho’zish uchun 100H kuch talab gilinsa, uni
5sm cho’zish uchun gancha ish bajarish talab gilinadi?

Ne92. Ressor 2Joul nagruzka ostida 1sm egilishi ma’lum bo’lsa, uni 3sm
deformasiyalash uchun gancha ish bajarish lozim.

Ne93. Vintsimon prujinani 0,2sm sigish uchun 0,32kg ish bajarilsa, uni 6sm

sigish uchun sarf bo’ladigan ishni hisoblang.
Ne94. P =2-10"H og’irlikdagi  raketaning yerdan h=1500km.
balandlikka ko’tarilishi uchun gancha ish bajarilishi lozim.
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ﬂy 2
radiusi R ga teng. U holda, £ =—5, A= pR% Bundan, f(X)=%, x=R va

2 )
R
R-+h

dx
x = R+h. Demak, A= pR’ _[ Z)
R
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