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Кирисиў ҳәм мәселениӊ қойылыўы 

Биз дәслеп классикалық теорияныӊ өзине тән өзгешеликлерин атап өтемиз. 
Классикалық электродинамиканыӊ раўажланыўыныӊ еӊ ақырғы жуўмағын 
Максвелл-Лоренц теориясыныӊ пайда болыўы, ал классикалық механиканыӊ 
раўажланыўыныӊ жуўмағы релятивистлик эффектлерди есапқа алатуғын 
классикалық механиканыӊ өзи болып табылады. 

Классикалық теория бойынша жақтылық қәсийетлери 
 

 
(к1) 

 
түриндеги толқын теӊлемеси жәрдеминде тәрийипленетуғын электромагнит 
толқынлар болып табылады. Бул теӊлемени жақтылық тезлиги  менен 
тарқалатуғын электр ҳәм магнит майданы векторларыныӊ қураўшылары 
қанаатландырыўы керек. 

Классикалық теория бойынша электронлар механиканыӊ нызамлары 
тийкарында Лоренц күшиниӊ тәсиринде қозғалатуғын ноқатлық бөлекшелер болып 
табылады. Оныӊ қозғалысы Ньютон, Лагранж, Гамильтон ямаса Гамильтон-Якоби 
теӊлемелериниӊ жәрдеминде сыпатланыўы керек. 

Бул теӊлемелердиӊ барлығы да бир нәтийжеге алып келиўи ҳәм релятивистлик 
жағдайлар ушын да улыўмаластырылыўы керек. Себеби бул теӊлемелердиӊ 
барлығы да шын мәнисинде Ньютон теӊлемелериниӊ ҳәр қыйлы түрлерде 
жазылыўлары болып табылады. 

Толқынлық процесс жийилик ν ҳәм толқын узынлығы λ менен характерленеди. 
Бул шамалар νλ = с қатнасы арқалы бир бири менен байланысқан. Сонлықтан  
көшери бағытында тарқалатуғын  еӊ әпиўайы жағдай ушын (к1) теӊлемесиниӊ 
шешими 

 

 (к2) 
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түринде жазылады. Әдетте әпиўайы жийилик ν диӊ орнына цикллық жийилик ω = 
2πν ди, ал толқын узынлығы λ ниӊ орнына толқын векторы k ны пайдаланады. 
Бундай жағдайда k бағытында тарқалыўшы тегис толқын ушын 

 
 (к3) 

 
аӊлатпасына ийе боламыз. (к3) аӊлатпасын (к1) аӊлатпасына қойсақ  
 

ω = сk (к4) 
 
екенлигине ийе боламыз. Яғный толқын векторыныӊ модули толқын узынлығы λ 
менен  

 = k (к5) 

аӊлатпасы арқалы байланысқан екен.  
Биз еркин электрон ушын кинетикалық энергияны релятивистлик емес 

жағдайлар ушын былайынша жазамыз: 
 

 
(к6) 

 
Егер релятивистлик эффектлерди есапқа алатуғын болсақ (яғный 

релятивистлик жағдайлар – үлкен тезликлер ушын) энергия менен импульс ушын  
 

 
(к7) 

 (к8) 

 
аӊлатпаларына ийе боламыз. 

Жақтылықтыӊ квант теориясы. Жақтылықтыӊ корпускулалық қәсийетлери 
еӊ дәслеп теӊ салмақлық жыллылық нурланыўы қубылысын изертлеў барысында 
табылды. Теӊ салмақлық жыллылық нурланыўыныӊ базы бир турақлы 
температураға шекем қыздырылған дийўаллар менен қоршалған қуўыслықтыӊ 
ишинде пайда болады. Бундай нурланыўды абсолют қара денениӊ нурланыўы деп 
те атайды. 

Теӊ салмақлық нурланыўдыӊ спектраллық тығызлығы болған ρ(ω) шамасын 

анықлаймыз. Бул шама электромагнит энергияныӊ тығызлығы  

шамасы менен былайынша байланысқан: 
 

 
(к9) 

 
Бул аӊлатпада  ҳәм  арқалы сәйкес электр ҳәм магнит майданларыныӊ 

кернеўликлери белгиленген. 
Спектрлаллық тығызлық қуўыслықтыӊ дийўалларыныӊ материалынан ғәрезли 

емес ҳәм тек оныӊ температурасына ғәрезли болғанлықтан  функциясын 
анықлағанда оны гармоникалық осцилляторлардыӊ жыйнағы менен 



4 

 

аппроксимациялап дийўаллардыӊ еӊ әпиўайы моделин сайлап алыў мүмкин. Бирақ 
классикалық теорияныӊ шеклеринде теӊ салмақлық нурланыўдыӊ ақылға сәйкес 
келетуғын теориясын дөретиўдиӊ мүмкин емес екенлиги айқын болды. 

Тәжирийбе нәтийжелери менен сәйкес келетуғын теорияны дөретиў мақсетинде 
Макс Планк 1900-жылы пүткиллей жаӊа гипотезаны усынды. Бул гипотеза 
классикалық физиканыӊ бир қатар фундаменталлық көз-қарасларын түпкиликли 
түрде өзгертти. Планк гипотезасы бойынша микроскопиялық объектлердиӊ 
энергиясы (атомлар менен молекулалар микрскопиялық объектлер болып 
есапланады) қәлеген үзликсиз өзгеретуғын мәниске емес, ал тек белгили бир 
мәнислерге ийе болады. Бундай мәнислерди физика илиминде дискрет мәнислер 
деп атайды. Мысалы осциллятор ушын энергияныӊ мәниси базы бир минималлық 
болған энергияныӊ ℏω шамасынан пүтин сан есе үлкен бола алады. Бул жерде ω 
арқалы осциллятордыӊ тербелис энергиясы, ал ℏ арқалы базы бир турақлы шама 
белгиленген. Солай етип осциллятордыӊ энергиясы ушын 

 
 (к10) 

 
формуласын жазамыз. Бул аӊлатпада  

Планктыӊ өзи (к10)-аӊлатпаны басқашарақ етип жазды: 
 

 (к11) 
 
Егер әдеттеги жийилик ν менен цикллық жийилик ω арасында ω=2πν 

қатнасыныӊ бар ҳәм  екенлигин есапқа алсақ, онда соӊғы аӊлатпаныӊ (к13)-
аӊлатпаға эквивалент екенлигин көремиз. Кейинирек ν менен  шамаларына 
салыстырғанда ω менен ℏ шамаларды пайдаланыўдыӊ бир қанша қолайлы екенлиги 
анық болды. 

(к11)-аӊлатпадан келип шығып М.Планк теӊ салмақлық нурланыўдыӊ 
спектраллық тығызлығы ушын 

 

 
(к12) 

 
формуласын алды. Бул аӊлатпада  шамасы Больцман турақлысын аӊлатады. 

Планк формуласынан нурланыўдыӊ әдеттеги тығызлығы ушын формуланы 
алыў мүмкин 

 

 
(к13) 

 
Бул формуланы Стефан-Больцман нызамы деп атайды. Бул нызам 

тәжирийбелерде Планк формуласы пайда болмастан бурын ашылған еди. 
Планк формуласынан Винниӊ аўысыў нызамы деп аталатуғын нызамды да алыў 

мүмкин: 

 
(к14) 

 
Винниӊ аўысыў нызамынан нурланыўдыӊ максимумына сәйкес келиўши толқын 

узынлығын  шамасын анықлаў мүмкин (буныӊ ушын ρ(ω) тығызлығынан ρ(λ) 
тығызлығына өтиў керек болады). 
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Стефан-Больцман нызамыныӊ турақлысыныӊ мәниси де (ς = 5,67·10-5 г·сек-

3·град-4), Вин турақлысыныӊ мәниси де (b = 0,29 см·град) эмперикалық 
мағлыўматлардан белгили болғанлықтан Планк  шамасыныӊ ҳәм Больцман 
турақлысы болған  турақлысыныӊ  сан мәнислерин тапты. Олардыӊ мәнислери 

 эрг·сек,  эрг·град-1. Планк тәрепинен оныӊ 
турақлысыныӊ физика илимине ендирилген күнин (1900-жыл) ҳәзирги заман квант 
теориясыныӊ туўылған күни деп атайды. 

Квант теориясынан классикалық теорияға өткенде ℏ = 0 деп есаплаў керек. 
Бундай жағдайда Планк формуласы Рэлей-Джинс формуласына өтеди 

 

 
(к15) 

 
Бул формула бойынша  

 

Биз алған жағдайдан қыздырылған дене менен оныӊ нурланыўы арасындағы 
термодинамикалық теӊ салмақлық ҳалыныӊ пайда болыўын классикалық теорияда 
түсиндириўге болмайтуғынлығы келип шығады. 

Рэлей-Джинстиӊ классикалық формуласы спектраллық тарқалыў иймеклигин 
тек киши жийиликлерде (яғный ℏω << kBT болған жағдайларда) ғана дурыс 
анықлайды. Ал үлкен жийиликлерде (ℏω >> kBT болған жағдайлар) пүткиллей 
ақылға муўапық келмейтуғын нәтийжени береди. Бул жағдайда Эренфест 
"ультрафиолетлик катастрофа" деп атады. Тек Планктыӊ квант теориясы пайда 
болғаннан кейин ғана "ультрафиолет катастрофа" толық сапластырылды. 

Өзиниӊ формуласын келтирип шығарарда М.Планк осциллятордыӊ энергиясы 
тек дискрет мәнислерге ийе болады деп болжады. Бирақ осциллятордыӊ бул жаӊа 
қәсийети теорияныӊ дәслепки вариантында физикалық жақтан тийкарсыз қабыл 
етилди (дурысырағы бул "айрықша қәсийетти" Планк тек қыздырылған денеге, 
яғный осцилляторға тийисли, ал электромагнит нурланыўға тийисли емес деп 
түсиндириўге тырысты). 

Альберт Эйнштейн "квантлар" теориясыныӊ раўажланыўында екинши үлкен 
қәдемди қойды. Ол осцилляторлардыӊ энергияларыныӊ дискретлиги 
электромагнит нурлардыӊ өзиниӊ корпускулалар – ℏω энергиясын алып жүриўши 
фотонлардан туратуғынлығы менен тығыз байланыслы деген гипотезаны усынды.  

Эйнштейн бойынша электромагнит майдан массасы нолге теӊ энергиясы 
 

ε = ℏω (к16) 
 

шамасына теӊ болған бөлекшелерден турады. Бундай бөлекшелерди фотонлар деп 
атайды. Бундай жағдайда фотонныӊ импульси ушын 
 

 
(к17) 

аӊлатпасы алынады. Бул аӊлатпада  арқалы толқын векторы, ал  арқалы 

фотонныӊ импульси бағытындағы бирлик вектор белгиленген.  шамасын 

толқынлық саны деп атаймыз. 
Усындай көз-қараслар тийкарында 1905-жылы А.Эйнштейн фотоэффект 

қубылысыныӊ санлық теориясын дөретти. 1887-жылы Г.Герц тәрепинен ашылған 
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фотоэффект қубылысы кейинирек А.Г.Столетов тәрепинен толық изертленди. 
Фотоэффекттиӊ еӊ әпиўайы көриниўлериниӊ бири төмендегилерден ибарат: егер 
жеткиликли үлкенликтеги жийиликке ийе жақтылық пенен жақтыландырылса 
зарядланған еки шарик арасындағы ушқын олар арасындағы жақтылық болмаған 
жағдайдағы потенциалдан әдеўир киши потенциалда-ақ пайда болады.  Бул 
қубылысты түсиндириў ушын Эйнштейн әпиўайы теӊлемесин усынды: 

 

Бул формула бойынша ушып шыққан электронныӊ кинетикалық энергиясы  

жутылған фотонныӊ энергиясы ℏω менен металдан электронныӊ шығыў жумысы  
шамаларыныӊ айырмасынан турады. Егер ℏω <  теӊсизлиги орынланған 
жағдайда электронлардыӊ металдан шыға алмайтуғынлығы өз-өзинен түсиникли. 
Келип түсиўши фотонлардыӊ энергиясы  шамасынан үлкен болғанда ғана 
электронлар металдан шығарылады (суўырып шығарылады). 

Эйнштейнниӊ фотоэффект теориясын экспериментлерде тексерип көриў 
металдан ушып шығыўшы электронлардыӊ кинетикалық энергиясыныӊ келип 
түсиўши жақтылықтыӊ жийилигине байланыслы екенлигин айқын түрде 
тастыйықлады. Жақтылықтыӊ жийилиги ω > W/ℏ  теӊсизлиги орынланған 
жағдайда ғана фотоэлектронлар металдан шыға баслайды. 

Фотонлар теориясыныӊ жуўмақларыныӊ еркин электронлардағы рентген 
нурларыныӊ шашыраўын изертлеўлерде тастыйықланыўы оғада әҳмийетли 
физикалық ашылыўлардыӊ бири болып табылады. 1923-жылы Комптон тәрепинен 
ашылған бул қубылысты Комптон эффекти деп атайды. Бул теорияда энергияныӊ 
сақланыў нызамы менен бирге импульстиӊ сақланыў нызамы да тексерилип 
көриледи. 

Электронлардыӊ толқынлық қәсийетлери. Де Бройлдиӊ гипотезасына сәйкес 
(к7)- ҳәм (к8)-аӊлатпалар арқалы  бир бири менен байланысқан энергия менен 
импульске ийе еркин электронлардыӊ ағысы толқынлық қәсийетлерге де ийе 
болыўы керек. 

Сәйкес жийилик пенен толқын узынлығы 
 

 
(к18) 

 
формулаларыныӊ жәрдеминде анықланады. Электронлар дәстеси ушын λ толқын 
узынлығы де Бройль толқын узынлығы деген атамаға ийе болды. Солай етип 
фотонлар ушын Эйнштейн тәрепинен табылған формула электронлар ушын 
улыўмаластырылды. Солай етип толқынлық-корпускулалық дуализм улыўмалық 
универсаллық характерге ийе болып шықты. Фотонлар ушын да, электронлар ушын 
да бул формулаларды  
 

 (к19) 
түринде жазыў мүмкин. 

Микробөлекшелердиң қәсийетлери. Микробөлекшелердиң толқынлық 
қәсийетлериниң ашылыўы бизиң принципиаллық жақтан пүткиллей жаңа типтеги 
объектлер менен жумыс ислесе баслағанымызды көрсетеди. Бир қатар 
экспериментлерде микробөлекшелер корпускулалық қәсийетти көрсетеди, ал 
екинши бир экспериментлерде бизлер оларды толқын түринде көремиз. Бирақ 
ҳақыйқатында олар толқын да, бөлекше де емес. Усы жерде микробөлекшелердиң 
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қәсийетлерин тәриплеў ушын классикалық усыллардың иске аспайтуғынлығы анық 
көринеди.  

Микробөлекшениң толқыннан айырмасын көп санлы мысаллардың жәрдеминде 
көрсетиў мүмкин. Мысалы ярым мөлдир айнаны пайдаланып қәлеген толқынды 
екиге бөлип, олардың ҳәр қайсысын өз алдына изертлеў мүмкин. Микробөлекше 
болған электронды ямаса нейтронды бөлеклерге бөлиўге болмайды. Усы ўақытқа 
шекем ҳеш ким ярым электронды, бир ярым протонды ямаса шерек нейтронды 
көрген жоқ.  

Микробөлекшениң классикалық нызамларға бағынатуғын макробөлекшелерден 
тийкарғы айырмасының бири соннан ибарат, микробөлекшениң қозғалысын 
сыпатлаў ушын траектория түсинигин қолланыўға болмайды. Бул жағдайды еки 
саңлақта алынатуғын электронлардың дифракциясы мысалында көрсетемиз. Көп 
оқыў қолланбаларында бул экспериментти ойымызда өткерилетуғын эксперимент 
деп атайды. Бирақ еки саңлақтағы электронлардың дифракциясын 1961-жылы 
Йенсен бақлады.  

Мейли моноэнергиялы (бирдей энергияға ийе) электронлардың параллель 
дәстеси еки саңлағы бар диафрагмаға келип түсетуғын болсын (1-сүўрет). 
Электронлар толқынлық қәсийетке ийе болғанлықтан диафрагманың артына 
қойылған Э экранында интерференциялық сүўрет пайда болады. 
Интерференциялық сүўреттиң максимумлар менен минимумлардың избе-
излигинен туратуғынлығын билемиз. (А иймеклиги). Енди 1-саңлақ ашық ҳәм 2-
саңлақ жабық болған жағдайды қараймыз. Бундай жағдайда экрандағы 
электронлардың тарқалыўы тек бир саңлақтың үлеси менен анықланады (1' 
иймеклиги). Тап сол сыяқлы 1-саңлақты жапсақ ҳәм 2-саңлақты ашсақ, онда 2' 
иймеклиги менен сыпатланатуғын тарқалыўды аламыз. Егер ҳәр бир электрон 
белгили бир саңлақ арқалы өтетуғын болса(1- ямаса 2-саңлақтан), онда 
электронлардың тарқалыўы еки саңлақ та ашық турғандағы (яғный В иймеклиги) 
жағдайдағыдай болып тарқалған болар еди (1-сүўретте келтирилген 1' ҳәм 2' 
иймекликлериниң қосындысы пунктир сызық пенен көрсетилген). В иймеклигиниң 
экспериментте алынған иймекликтен тиккелей айырмасы электрон диафрагма 
арқалы өткенде еки саңлақты да "көреди" деген жуўмақтың шығарылыўына алып 
келеди. Электрон диафрагма арқалы өткенде экранда пайда болатуғын 
интерференциялық сүўрет еки саңлақтың қатнасыўы менен ғана пайда болады деп 
түсиндириледи. Электрон қандай да бир саңлақ арқалы өтти ҳәм соның салдарынан 
интерференциялық сүўрет пайда болды деп түсиндиретуғын қәлеген тырысыў 
интерференциялық сүўреттиң бузылыўына алып келеди. Солай  етип 
интерференциялық сүўретти бузбай электронның саңлақлардың қайсысынан 
өткенлигин көрсетиў мүмкин емес болып шығады. Демек электронға ямаса қәлеген 
басқа микробөлекшеге қандай да бир айқын траектория сәйкес келеди деп айтыў 
мүмкин емес. 

 

 
1-сүўрет. 

Моноэнергиялы 
электронлардың параллель 

дәстеси еки саңлағы бар 
диафрагмаға келип түсетуғын 

эксперименттиң схемасы. 
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2-сүўрет. 
Саңлақтағы электронның 

дифракциясы. 

 
Микробөлекшениң толқынлық қәсийетке ийе екенлиги классикалық физиканың 

әҳмийетли түсиниклериниң бири болған траектория түсинигинен бас тартыўға 
алып келеди. Классикалық көз-қараслар бойынша бөлекше ўақыттың ҳәр бир 
моментинде кеңисликтиң белгили бир ноқатында жайласады ҳәм бул ноқатта 
белгили  муғдардағы импульске ийе болады. Демек бир ноқатта жайласқан 
электронның тап сол ўақыт моментинде екинши ноқатта да жайласыўы мүмкин 
емес. Квантлық көз қараслар бойынша толқынлық қәсийетлерге ийе болғанлығы 
себепли бир ўақыт моментинде микробөлекше кеңисликтиң ҳәр қыйлы 
ноқатларында жайласа алады. Сонлықтан микробөлекшелердиң қозғалысын 
тәриплеў ушын траектория түсинигинен пайдаланыў пүткиллей мүмкин емес 
болып табылады.  

Классикалық бөлекшелердиң қандай қәсийетлери микродүнья областларында 
сақланады? Сақланатуғын шамалар қатарына бөлекшениң массасы ҳәм энергия 
киреди. Қандай да бир микробөлекше басқа денелердиң бөлекшелери менен тәсир 
етискенде оның энергиясы бөлекше бир ноқатта турған жағдайдағыдай болып 
сарыпланады.  

Анықсызлық қатнаслары. Микробөлекшелердиң корпускулалық-толқынлық 
тәбияты усы бөлекшениң ҳалын характерлеўши физикалық шамалардың 
мәнислерин дәл анықлаўға шек қояды. Бул шеклердиң экспериментлердеги 
өлшеўлердиң дәллиги менен ҳеш қандай байланысы жоқ. Сонлықтан биз айтып 
атырған айырым физикалық шамалардың мәнислерин дәл анықлаў 
мүмкиншиликлериниң жоқлығы принципиаллық әҳмийетке ийе. Мысал ретинде 
электронның саңлақтағы дифракциясын қараймыз. 

Мейли электронлар мөлдир емес Э экранына нормал бағытта түсетуғын болсын. 
Экранда кеӊлиги Δх шамасына теӊ саӊлақ болсын (2-сүўрет). 

Интерференциялық сүўрет экраннан соӊ жайласқан Φ фотопластинкасында 
регистрацияланатуғын болсын. Экран тегислигиндеги х көшерин саӊлаққа 
перпендикуляр бағытқа қарай бағытлаймыз, ал y көшерин болса келип түсиўши 
электронлар дәстесиниӊ қозғалыс бағытында аламыз. Мейли келип түсиўши 
электронлар p0 муғдарындағы импульске ийе болсын. Бундай жағдайда квант-
механикалық көз-қараслар бойынша бундай электронлар (к18)-де Бройль 

теӊлемеси тәрепинен анықланатуғын толқын векторы  болған тегис толқын 
түринде сыпатланады  

 

Толқын барлық кеӊислик бойынша тарқалған болғанлықтан ҳәр бир электрон 
саӊлақ арқалы өтемен дегенше дәл p0 муғдарындағы импульске (px = 0, py = p0, pz = 0) 
ҳәм мәниси пүткиллей белгисиз болған х координатасына ийе болады.  

Электрон саӊлақ арқалы өткенде ситуация пүткиллей өзгериске ушырайды. х 
координатасындағы анықсызлық саӊлақтыӊ кеӊлиги Δх қа теӊ болады. Бирақ бул 
жағдайда электронлардыӊ саӊлақтағы дифракциясыныӊ салдарынан импульстиӊ 
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мәнисинде Δpx шамасына теӊ болған анықсызлық пайда болады. Мәселе соннан 
ибарат, саӊлақ арқалы өткен электронлар экранда енди тегис толқын түринде емес, 
ал шашыраўшы толқын түринде тәрипленеди. Бундай шашыраўшы толқынныӊ 
интенсивлиги дифракция нызамларына сәйкес дифракция мүйеши φ ге байланыслы 
болады. Дифракциялық сүўреттиӊ сапалық түри 2-сүўретте келтирилген.  

Саӊлақ арқалы өтиўдиӊ барысында импульстиӊ х көшерине түсирилген 
проекциясы px та үлкен емес өзгериске ушырайды. Электронлардыӊ дифракциясына 
муўапық px тыӊ қандай шамаға өзгеретуғынлығын баҳалайық.  

Саӊлақ арқалы өткен электронлардыӊ басым көпшилиги орайлық 
дифракциялық максимумға барып түседи. Бул максимумныӊ шегаралары φ1 
дифракция мүйешиниӊ мәниси бойынша табылады. φ1 мүйеши дифракциялық 
сүўреттеги интенсивликтиӊ биринши минимумын береди. Дифракция теориясына 
сәйкес бул мүйеш 

Δх sinφ1 = λdb 

шәртинен табылады. Биз барлық ўақытта λdb арқалы электронныӊ де Бройль 
толқыныныӊ толқын узынлығын белгилеп келдик. φ1 муйешиниӊ киши екенлигине 
байланыслы φ1sinφ1 ≈ tgφ1. Демек 
 

 (к20) 

Екинши тәрептен φ1 мүйешиниӊ мәнисин электронныӊ px ҳәм py қураўшылары 
арқалы да анықлаўға болады: 

 

 көшериниӊ бағытында импульстиӊ проекциясындағы анықсызлық  
шамасыныӊ мәниси   тыӊ өзиниӊ мәниси менен барабар деп есаплап 
 

 (к21) 

 
аӊлатпасын аламыз. (к20) пенен (к21) аӊлатпаларын бир бири менен салыстырып  

 

қатнасына ийе боламыз.  

 

екенлигин итибарға алып еӊ ақырғы нәтийжени аламыз 
 

 (к22) 

(к22)-аӊлатпаны келтирип шығарыўды базы бир әпиўайыластырыўшы 
болжаўлар пайдаланылған еди. Сонлықтан  формуласы жуўық формула 
болып табылады. Анық жуўмақлар  

 

  (к23) 

фомуласын береди. 
(к23)-формула 1927-жылы немис физиги В.Гейзенберг тәрепинен алынды ҳәм 

сонлықтан Гейзенбергтиӊ анықсызлық қатнаслары деп аталады. Бул қатнаслар 
бойынша биз бөлекшениӊ координаталарын қаншама дәл тапсақ (яғный  
шамасыныӊ мәниси қаншама киши болса), онда усы координатаға түсирилген 
импульстиӊ проекциясыныӊ мәнисин тапқанда жиберилетуғын анықсызлықтыӊ 
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мәниси  соншама үлкен болады (яғный  киши болса  үлкен ҳәм  үлкен 
болса   киши мәниске ийе болады деген сөз). 

Анықсызлық қатнаслары анықсызлық принципиниӊ математикалық аӊлатпасы 
болып табылады. Бул принцип бойынша координата менен импульстиӊ усы 
коодинатаға түсирилген проекциясы дәл мәнислерге ийе болатуғын ҳал тәбиятта 
бола алмайды. 

(к23)-аӊлатпаныӊ материяныӊ корпускулалық-толқынлық дуализминиӊ 
салдары екенлигин және бир рет атап өтемиз. Бул дуализм бойынша бөлекше бир 
ўақытта толқынлық қәсийетке де, бөлешелик қәсийетке де ийе болады. Бул 
анықсызлық анаў ямаса мынаў экспериментте пайдаланылатуғын айқын 
физикалық әсбаптыӊ шаманы өлшегенде жиберетуғын қәтелиги менен ҳеш қандай 
байланысқа ийе емес. Бул қатнас микробөлекшениӊ характеристикаларын 
өлшеўдиӊ дәллигиниӊ теориялық шегин береди.  

Гейзенбергтиӊ анықсызлық қатнаслары бөлекшениӊ координатасыныӊ 
анықсызлығы менен импульсиниӊ усы координатаға түсирилген проекциясыныӊ 
анықсызлығын байланыстырады. Биз жоқарыда қарап өткен жағдайда х көшери 
ҳеш бир себеп пенен айырып алынған жоқ еди. Сонлықтан (к23)-қатнас басқа 
координата көшерлери ушын да орынлы 

    

Жоқарыда айтылғанлар менен бир қатарда координатаны ҳәм импульстиӊ басқа 
координаталарға түсирилген проекцияларын анықлаўға ҳеш қандай шек 
қойылмайды. Мысалы  пенен  ямаса  шамаларын анықлаў дәлликлерине 

ҳеш қандай шек қойылмайды.  
Квант механикасында анықсызлық қатнаслары фундаменталлық әҳмийетке ийе. 

Бул қатнаслар оғада әҳмийетли физикалық нәтийжелерди алыўға мүмкиншилик 
береди. Соныӊ менен бирге бул қатнаслар квант-механикалық мәселелерди 
шешкенде қурамалы болған дәл математикалық есаплаўларды жүргизбей-ақ көп 
шамалардыӊ мәнислерин жеткиликли дәрежедеги дәлликте алыўға имканят 
жаратып береди. Мысалы не себепли атомдағы электрон ядроға  қулап түспейди, 
неликтен атом ядросыныӊ ишинде электрон жоқ ҳәм басқа да әҳмийетли сораўларға 
аӊсат жуўап бериўге мүмкиншилик береди. Анықсызлық қатнаслары жәрдеминде 
атомныӊ өлшемлериниӊ шамасы, атомдағы электронныӊ еӊ минималлық 
энергиясы ҳаққындағы мәселелерге айқын жуўап алыўға болады.  

Анықсызлық катнасларыныӊ атомныӊ орнықлылығы ҳаққында қалай жуўмақ 
шығаратуғынлығын көрсетемиз. Водород атомын аламыз ҳәм ондағы электрон 
ядроныӊ (протонныӊ) дөгерегинде радиусы  болған дөӊгелек орбитада  тезлиги 
менен қозғалады деп есаплаймыз. Электронныӊ орбита бойынша қозғалысы Кулон 
күшиниӊ тәсиринде жүзеге келетуғын болғанлықтан Ньютонныӊ екинши нызамы 
бойынша  

 

 (к24) 

 
аӊлатпасын жаза аламыз. Енди анықсызлық қатнасларынан пайдаланамыз. 
Электронныӊ координатасындағы анықсызлық орбитаныӊ радиусы   ге теӊ. Ал 
импульстиӊ анықсызлығы  ныӊ шамасы импульс  ныӊ шамасынан артық емес, 
яғный  Бул жағдайда (к23)-аӊлатпа мына түрге енеди: 
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 (к25) 

 
(к24) менен (к25) ди бириктирип 

 

шамасын аламыз. Демек электронныӊ орбитасыныӊ радиусы, яғный водород 
атомыныӊ радиусы биз тапқан шамадан киши бола алмайды екен. Бул өз гезегинде 
электронныӊ ядроға қулап түсе алмайтуғынлығын аӊлатады. Сонлықтан атом 
орнықлы система болып табылады. 

Анықсызлық қатнаслары классикалық механиканыӊ қолланылыў шеклерин де 
сызып бере алады. Бул жағдайды демонстрациялаў ушын (к23)-аӊлатпаны оған 
масса  киретуғын етип көширип жазамыз. (к23) ға  теӊлигин қойып 

 

 (к26) 

теӊсизлигин аламыз.  Дж·сек жүдә киши шама болғанлықтан 
тезликтиӊ анықсызлығы  тек массасы жүдә киши ҳәм жүдә киши  
өлшемлеринде ғана сезилерликтей мәниске ийе болыўы мүмкин. 

Мысал ретинде массасы m = 10-6 кг болған шаӊныӊ бөлекшесин аламыз. Бундай 
бөлекшениӊ координатасын анықлаўда жиберилетуғын қәтеликтиӊ шамасы 

 метрден артық емес. Бундай жағдайда шаӊ бөлекшесиниӊ тезлиги ушын 
алынатуғын анықсызлықтыӊ шамасы 10-22 м/сек шамасынан артпайды. Бул 
шама еӊ жақсы эксперименталлық дүзилислердиӊ өлшеўлеринде жиберилетуғын 
қәтеликтиӊ шамасынан оғада көп есе киши. Солай етип шаӊ бөлекшеси ушын, 
сондай-ақ барлық макроскопиялық денелер ушын анықсызлық қатнаслары ҳеш 
қандай әҳмийетке ийе емес. Олардыӊ қозғалысын изертлегенде квант механикасын 
емес, ал классикалық механиканы қолланыў керек.  

Енди атомдағы электрон ушын анықсызлық катнасларыныӊ қандай 
нәтийжелерди беретуғынын көрип өтемиз. Электронныӊ массасы  0,91·10-30 кг, 
оныӊ координатасындағы анықсызлықты Δх ≈ 10-10 м ге теӊ дейик. Бул жағдайда  

106 м/сек. 
Бул шаманы атомдағы электронныӊ тезлиги менен салыстырайық. Водород 

атомындағы электронныӊ энергиясы шама менен 10 эВ шамасында. Бундай 
энергияға  106 м/сек шамасындағы тезлик сәйкес келеди. Солай етип 
электронныӊ тезлигиндеги анықсызлық  тыӊ шамасы электронныӊ өзиниӊ 
тезлиги  ға барабар екен деген жуўмақ келип шығады. Сонлықтан атомдағы 
электронныӊ қәсийетин тәриплеў ушын квант механикасыныӊ нызамларын 
пайдаланыў керек болады.  

Биз төменде координата менен импульстиӊ проекциясы менен бир қатарда бир 
ўақытта дәл мәнислерге ийе бола алмайтуғын басқада физикалық шамалардыӊ 
жупларыныӊ бар екенлигин көремиз. Олар ушын да (к23)-аӊлатпаға уқсас 
анықсызлық қатнаслары орын алады. Сондай қатнаслардыӊ ишинде энергияныӊ 
анықсызлығы  менен ўақыттыӊ анықсызлығы  шамасын байланыстыратуғын 
анықсызлық қатнаслары үлкен әҳмийетке ийе. Бул қатнас мынадай түрге ийе 

 

 (к27) 

Бирақ бул жерде базы бир корректировка менен түсиник бериў керек болады. 
Бул қатнасты толығырақ таллаймыз. Экспериментлерде квант ҳалыныӊ толық 
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энергиясы өлшенбейди, ал оныӊ орнына әдетте система бир ҳалдан екинши ҳалға 
өткенде ҳәр ҳалға сәйкес келетуғын энергиялардыӊ айырмасы өлшенеди. Бул 
айырма  шамасына теӊ. Бул аӊлатпада  менен  
арқалы системаныӊ дәслепки ҳәм ақырғы ҳалларына сәйкес келетуғын энергияныӊ 
муғдарлары белгиленген. Соныӊ менен бирге  ҳәм  шамаларыныӊ белгилери 
ҳәр қыйлы болыўы мүмкин. Соныӊ ушын (к27)-аӊлатпаныӊ оӊ тәрепин екиге 
көбейтиўге туўры келеди. Нәтийжеде энергия менен ўақыт ушын анықсызлық 
қатнасы мынадай түрге ийе болады: 

 

 (к28) 

Бул анықсызлық қатнасында ўақыттыӊ анықсызлығы  шамасын системаныӊ 
энергиясы  болған қозған ҳалдағы өмириниӊ узақлығы деп түсиниў керек. Бундай 
жағдайда  шамасы система энергиясы  болған ҳалдан энергиясы  болған 
ҳалға өткендеги энергияныӊ  мәнисиндеги шашаўлық (разброс) деп есаплаўға 
болады. 

 Биз жоқарыда квант механикасыныӊ тийкарларын үстиртин түрде баянлап 
шықтық. Усыныӊ менен бир қатарда квант механикасыныӊ теориялық физиканыӊ 
бир тараўы екенлигин, сонлықтан оныӊ сәйкес математикалық аппаратыныӊ бир 
екенлигин атап өтемиз. Бул математикалық аппарат әдеўир қурамалы аппарат 
болып, мәселелерди шешиў әдеўир қурамалы математикалық операцияларды 
орынлаўды талап етеди. Сонлықтан бундай математикалық операцияларды ҳәзирги 
заман компьютерлик программалаў тиллеринде орынланғанда мәселелерди 
шешиўдиӊ аӊлатласыўын, квант механикасындағы көплеген қубылыслардыӊ 
көргизбелилигиниӊ жақсыланыўын күтиўге болады. 

Жоқарыда айтылғанларға байланыслы бул питкериў қәнигелик жумысы квант 
механикасыныӊ айырым мәселелерин Mathematica универсаллық системасыныӊ 
жәрдеминде көргизбели етип шешиў мәселелерин өз ишине қамтыйды. Дүзилген 
программалар питкериў қәнигелик жумысыныӊ еӊ кейинги параграфында 
берилген. 

 

1-§. Стационар ҳаллар ушын Шредингер теңлемеси 

Ўақытқа ийе Шредингер теӊлемеси  

 

 (1) 

 
релятивистлик емес квант механикасыныӊ тийкарғы теӊлемеси болып табылады. 

Бул аӊлатпада  арқалы бөлекшениӊ толық энергиясыныӊ 

операторы болған Гамильтон операторы белгиленген. Бул теӊлеме координаталар 
менен ўақыттыӊ функциясы болған  функциясын табыўға мүмкиншилик 
береди. Нәтийжеде бөлекшени кеӊисликтиӊ қәлеген ноқатында қәлеген ўақыт 
моментинде табыўдыӊ итималлығыныӊ тығызлығы есапланады. Нәтийжеде күш 
майданында қозғалыўшы бөлекшениӊ квант ҳалын тәрийиплеў мүмкиншилиги 
туўылады.  

Квант механикасында күш майданындағы қозғалыс ҳаққындағы мәселелердиӊ 
пүтин классы бар болып, бундай мәселелерде  толқын функциясы 
ўақыттан ғәрезли емес болады. Сонлықтан  теӊлиги 
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орынланады. Бундай күш майданларын стационар күш майданлары деп атаймыз 
ҳәм бундай ўақытлары  күш функциясы бөлекшениӊ потенциал энергиясы 
мағанасына ийе болады. Стационар майданларда квант системасы энергия  ниӊ 
белгили бир мәнисине ийе ҳалларда тура алады. Бундай ҳалларды стационар ҳаллар 
деп атаймыз. Ал усындай ҳалларда туратуғын бөлекшелердиӊ қозғалысы 
ҳаққындағы мәселелерди квант механикасыныӊ стационар мәселелери деп атайды. 
Квант системаларыныӊ стационар ҳалларын таллаўға усы бап арналған.  

Стационар ҳалға сәйкес келиўши толқын функциясыныӊ улыўмалық түрин 
табамыз. (1)-теӊлемедеги  операторы анық ўақыттан ғәрезсиз болғанлықтан  

 толқын функциясын еки функцияныӊ көбеймеси түринде жазыўға 
болады  
 

. (2) 

 
Бул функциялардыӊ бири  тек координатадан, ал екиншиси  тек 
ўақыттан ғәрезли. (2) функциясын (1)-теӊлемеге қойып ҳәм буннан кейин 
теӊлемениӊ еки бөлимин де   көбеймесине бөлсек  
 

 (3) 

 
теӊлемесин аламыз. (3)-теӊлемениӊ шеп тәрепи тек ўақыттан, ал оӊ тәрепи тек 
координаталардан ғәрезли. Егер теӊлемениӊ оӊ ҳәм шеп тәреплери турақлы шамаға 
теӊ болса бундай теӊликтиӊ орынланыўы мүмкин. Бул турақлы шаманы  арқалы 
белгилеймиз. Усындай жоллар менен (3)-теӊлемеден еки теӊлеме аламыз. Олардыӊ 
биреўи  функциясы, ал екиншиси тек  функциясы ушын. Оларды 
былайынша жазамыз: 
 

 (4a) 

 (4b) 

 
(4а) теӊлемеси толық энергия операторыныӊ (яғный  гамильтонианныӊ) 

меншикли функцияларын ҳәм меншикли мәнислерин анықлайды. Сонлықтан  
шамасы квант механикалық системаныӊ толық энергиясы болып табылады. (4а) 
теӊлемесин  операторыныӊ түрин есапқа алған ҳалда көширип жазамыз: 
 

 (5) 

 

Бул теӊлемеде  арқалы Лаплас операторы белгиленген. (5)- 

теӊлемеси стационар ҳаллар ушын Шредингер теӊлемеси деп аталады. Оныӊ 
шешимлери болған   функциялары ҳәм энергия  ниӊ сәйкес мәнислери 
бөлекшениӊ потенциал энергиясы болған  функциясыныӊ айқын түринен 
ғәрезли. Стационар ҳаллар ушын Шредингер теӊлемесин  
 

 (6) 
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формада жийи жазады.  

Енди ўақытлық функция  ны таллаўға өтемиз. (4b) функциясыныӊ шешими  
 

 (7) 

 
түрине ийе болады. Бул жерде  арқалы базы бир константа белгиленген. 
Улыўмалықты жойтпастан φ0 = 1 деп есаплаў мүмкин. Себеби  функциясы 
барлық аӊлатпаларға тек  функциясы менен көбейме түринде қатнасады. 
Соныӊ менен бирге  функциясыныӊ өзи турақлы көбейтиўши дәллигинде 
анықланады. Соныӊ ушын  функциясы ушын және де бир ықтыярлы алынған 
турақлыны киргизип отырыўдыӊ зәрүрлиги жоқ. 

Солай етип стационар квант ҳалында турған бөлекше ушын толқын функциясы 
төмендегидей түрге ийе болады 

 

 (8) 

 
(8)-аӊлатпадан стационар ҳалдыӊ толқын функциясыныӊ жийилик пенен 

ўақыттан ғәрезли екенлиги көринип тур 
 

 

 
Бул нәтийже дәслеп еркин бөлекше ушын қолланылған де Бройлдиӊ  

формуласыныӊ бөлекше стационар күш майданында қозғалғанында да дурыс 
екенлигин көрсетеди. 

Стационар ҳаллар ушын бөлекшениӊ турған орнын табыўдыӊ итималлығыныӊ 
тығызлығыныӊ ўақыттан ғәрезсиз екенлигин атап өтемиз. Ҳақыйқатында да  
 

 

 

(9) 

 
Стационар ҳалларда итималлықлар ағысыныӊ тығызлығы векторыныӊ да, 

физикалық шамалардыӊ орташа мәнислериниӊ де ўақыттан ғәрезсиз екенлигин 
көрсетиўге болады.  

(9)-формуланы есапқа алғанда толқын функциясыныӊ нормировка шәрти 
 

 

мынадай түрге енеди 
 

 (10) 
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Стационар мәселелердеги толқын функцияларыныӊ координаталық бөлими 
болған  функциясын әдетте толқын функциясы деп атайды. Усыныӊ менен 
бирге ўақытқа байланыслылық (8)-аӊлатпа менен берилетуғынлығын есапқа алыў 
керек. 

 

2-§. Өткермейтуғын дийўалларға ийе потенциал 
шуқырдағы бөлекше 

 
Квант механикасының стационар мәселелерин қараўды таллаў ушын ең 

әпиўайы болған мәселеден баслаймыз. Бул мәселе өткермейтуғын дийўалларға ийе 
(яғный дийўаллары шексиз бийик болған) потенциал шуқырдағы бөлекшениң 
қозғалысы болып табылады. Үш өлшемли мәселелер қаралғанда бундай 
шуқырларды потенциал қуты деп те атайды. Бундай жағдайдағы қозғалыстың 
өзине тән өзгешеликлери [энергияның квантланыўы, энергия қәддилериниң 
азғыныўы (вырождение энергетических уровней) ҳәм басқалар)] шекли тереңликке 
ийе потенциал шуқыр ушын да қарап өтиледи 

Бир өлшемли потенциал шуқыр. Бир өлшемли дийўалларының бийиклиги 
шексиз туўры мүйешли потенциал қутыдағы бөлекшени қараймыз. Бул жағдайда 
бөлекшениң энергиясы  

 

 
шамаларына тең болады. Шуқырдың ишинде  тың шамасы турақлы ҳәм нолге 
тең, ал шуқырдың сыртларында шексизликке айланады. (3-сүўрет). 
 

  
3-сүўрет. 4-сүўрет. 

 
Бөлекшениң  көшери бағытындағы бир өлшемли қозғалысы ушын Шредингер 

теңлемеси былайынша жазылады 
 

 (11) 

 
Потенциал шуқырдың сыртында потенциал энергия шексизликке айланатуғын 

болғанлықтан (11)-теңлемениң орынланыўы ушын  функциясының нолге 
айланыўы керек, яғный . Бул жағдай дийўаллары шексиз бийик болған 
шуқырдан бөлекшениң шыға алмайтуғынлығын аңғартады (демек бундай 
шуқырдың дийўаллары арқалы бөлекше өте алмайды деген сөз). Үзликсизлик 
шәрти шуқырдың шегараларында толқын функциясының нолге тең 
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болатуғынлығын аңғартады, яғный   функциясы  ҳәм  ноқатларында 
нолге айланады. 

Солай етип шуқырдағы бөлекшениң қозғалысы мәселеси  
 

 (12) 

 
теңлемесин шешиўге алып келинеди. Шегаралық шәртлери 
 

 
 

Жаңа белгилеў киргиземиз 
 

 (13) 

 
Бундай жағдайда (12)-теңлеме тербелислер теориясынан белгили болған теңлемеге 
айланады 
 

 
 

Бул теңлемениң шешими 
 

 (14) 

 
түринде жазылады. 

 шегаралық шәртин пайдалансақ 
 

 
 

аңлатпасын аламыз. Буннан  екенлиги келип шығады.     ниң 
жуп мәнислеринде ψ(x)=A sin kx, ал тақ мәнислеринде =A cos kx функцияларын 
алатуғынымызды атап өтемиз. Бирақ физикалық мәниске  толқын 
функциясыныӊ өзи емес, ал оныӊ модулиниӊ квадраты  ийе. Модульдиӊ 
квадраты  шамасын сайлап алыўдан, яғный  функциясыныӊ белгисинен 
ғәрезли емес. Сонлықтан α = 0 деп есаплаўымызға болады. 

Екинши шегаралық шәрт   
 

 
 

теӊлигине алып келеди. Бул теңлик  болған жағдайлар ушын  
 

 
 

(15) 

 
(14)-шешимге кириўши  болған жағдайдыӊ мәселениӊ шәртин 

қанаатландырмайтуғынлығын атап өтемиз. Себеби  болғанда  шәртиниӊ 
орынланыўы керек, ал бул жағдай бөлекшениӊ шуқырда жоқ екенлигине сәйкес 
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келеди. Сонлықтан  шамасыныӊ нолге теӊ болыўын мәселеден шығарып таслаў 
керек.  

(13)-аӊлатпаны (15)-аӊлатпаға қойып дийўаллары өткермейтуғын потенциал 
шуқырдыӊ ишинде қозғалыўшы бөлекшениӊ  толық энергиясы ушын аӊлатпа 
аламыз 
 

 (16) 

 
Алынған энергия спектри (16) ныӊ әҳмийетли өзгешелиги оныӊ дискретлиги 

болып табылады. Потенциал шуқырдыӊ ишиндеги бөлекше (16)-аӊлатпа 
жәрдеминде анықланған энергияныӊ тек дискрет, квантланған мәнисине ийе 
болады (2-сүўрет). Шредингер теӊлемесиниӊ шешиминиӊ өзинен өзи энергияныӊ 
квантланыўына алып келмейтуғынлығын атап өтемиз. Квантланыў толқын 
функциясы ушын жазылған шегаралық шәртлерден, яғный потенциал шуқырдыӊ 
шегараларында толқын функциясыныӊ нолге теӊ екенлигинен келип шығады.  

(16)-аӊлатпадағы шуқырдыӊ ишиндеги бөлекшениӊ энергиясын анықлайтуғын 
 санын квант саны, ал сол  ге сәйкес келиўши энергияныӊ мәниси болған  

шамасын энергияныӊ қәдди деп атайды. Бөлекшениӊ еӊ киши энергияға ийе ҳалын 
(бундай ҳалда ) оныӊ тийкарғы ҳалы деп атаймыз. Басқа барлық ҳаллар қозған 
ҳаллар болып табылады.  шамасы биринши қозған ҳалға,  шамасы екинши 
қозған ҳалға сәйкес келеди (ҳәм тағы басқалар).  

Тийкарғы ҳалда турған бөлекшениӊ энергиясыныӊ мәниси нолден өзгеше 
екенлигин атап өтемиз. Бул нәтийже анықсызлық қатнасларына сәйкес келеди ҳәм 
квант механикасыныӊ барлық мәселелери ушын улыўмалық болып табылады. 
Классикалық физикада болса нолге теӊ болған минималлық энергияға шуқырдыӊ 
ишиндеги тынышлықта турған бөлекше ийе болады. Квант механикасында бундай 
тынышлықтағы ҳал пүткиллей орын алмайды.  

Энергия спектриниӊ дискретлигин толығырақ таллаймыз.  ҳәм 
қәддилер арасындағы энергия қәддилериниӊ айырмасы  шамасын табамыз 

 

 

 
 шамасыныӊ мәнисин айқын жағдайлар ушын баҳалаймыз.  

1-жағдай. Массасы  кг ҳәм өлшеми  м болған ыдыстағы газдыӊ 
молекуласын қараймыз. Бундай жағдайда  
 

 эВ 
 

шамасына ийе боламыз. Қоӊсылас энергия қәддилери арасындағы айырма 
молекулалардыӊ жыллылық қозғалысларыныӊ энергиясы болған  шамасынан 
жүдә киши болып шықты (өжире температураларында  эВ). Бундай 
жағдайда қозғалыўшы молекулалардыӊ тутас энергия спектри ҳаққында айта 
аламыз. 

2-жағдай. Металлдағы еркин электронды қараймыз (  кг,  
м). Бул жағдайда 
 

 эВ 
 



18 

 

ҳәм бул жағдайда да қәддилер арасындағы энергияныӊ айырмасы металдағы 
электронлардыӊ энергиясына салыстырғанда (энергиясыныӊ шамасы ~ 1 эВ ке теӊ) 
жүдә киши. Бирақ (бул VI бапта көрсетиледи) макроскопиялық өлшемлердеги 
потенциал шуқырдағы электрон ушын дискрет қәддилердиӊ болыўы  
принципиаллық әҳмийетке ийе.  

3-жағдай. Атомдағы еркин электронды қараймыз (  10-10 м). Бундай жағдайда 
қоӊсылас қәддилер арасындағы айырма 
 

 эВ. 
 

Бул атомдағы электронныӊ байланыс энергиясына (  ~ 10 эВ) 
салыстырғанда әдеўир сезилерликтей шама болып табылады. Сонлықтан бул 
жағдайдағы энергия спектриниӊ дискретлигин есапқа алмаўға болмайды.  

Потенциаллық шуқырдағы бөлекшениӊ энергиясыныӊ спектрин таллаўды 
жуўмақлаў алдында оныӊ және бир қәсийетин қараймыз.  шамасыныӊ  
шамасына қатнасын есаплаймыз. 
 

 

 

 квант саныныӊ үлкейиўи менен бул қатнастыӊ мәниси кемейеди . 

Сонлықтан энергиялық спектрдиӊ дискретлиги  ниӊ өсиўи менен кемейеди. Бул 
нәтийже сәйкЕгерк принципи деп аталатуғын әҳмийетли болған физикалық 
принциптиӊ көриниўи болып табылады. Бул сәйкЕгерк принципи бойынша  квант 
саныныӊ үлкен мәнислеринде, яғный  шеклеринде квант механикасы 
классикалық механикаға өтеди.  

Бир өлшемли шуқырдағы бөлекшениӊ толқын функциялары. Енди бир 
өлшемли потенциал шуқырда жайласқан бөлекшениӊ толқын функцияларын 
талқылаўға өтемиз. (15)-аӊлатпаны есапқа алып (14)-аӊлатпадан мынаған ийе 
боламыз 

 

 
  көбейтиўшиси (10)-толқын функциясыныӊ нормировка шәртинен табылады 

 

 

 
Солай етип  ушын 

  

аӊлатпасына ийе боламыз ҳәм сонлықтан дийўалларыныӊ бийиклиги шексиз 
болған бир өлшемли потенциал шуқырдағы бөлекше ушын 
 

 (17) 
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түрдеги толқын функцияларын аламыз. Бул аӊлатпада   
Улыўмалық теорияға сәйкес (3.5 ти қараў керек) бул функциялар 
ортонормировкаланған функциялар болып табылады. Яғный 

 

 
Бул аӊлатпада  арқалы 1 ҳәм 0 мәнислерине ийе болатуғын Кронекер символы 
белгиленген 
 
 

 (18) 

 
 квант саныныӊ төрт мәнисине сәйкес келетуғын  толқын функциялары 

5-сүўретте келтирилген.  квант саныныӊ ҳәр қыйлы мәнислерине сәйкес келиўши 
толқын функциялары бир биринен үлкен айырмаға ийе болады. Егер  координата 
басын шуқырдыӊ ортасына көширсек  квант саныныӊ тақ мәнисине сәйкес 
келиўши толқын функцияларыныӊ координаталардыӊ жуп функциясы, ал  квант 
саныныӊ жуп мәнисине сәйкес келиўши толқын функцияларыныӊ 
координаталардыӊ тақ функциясы болатуғынлығын көремиз.  квант саныныӊ 
мәниси бир шамасына өзгерсе толқын функциясыныӊ  көшерин кесип өтетуғын 
ноқатларыныӊ саны да 1 ге артады.  
 

  
5-сүўрет. 6-сүўрет. 

 
Табылған толқын функцияларыныӊ өзлерине тән қәсийетлериниӊ бири 

шуқырдыӊ шегарасындағы туўындыныӊ үзилиске түсиўинде (секириўге 
ушыраўында) көринеди. Бул секириў бөлекшениӊ потенциал энергиясы болған  
шамасыныӊ шексизликке айланыўы менен байланыслы. Шекли тереӊликке ийе 
болған шуқырда (бул жағдай 4-параграфта талланады) толқын функциясыныӊ 
туўындысы шуқырдыӊ шегарасында секириўге ушырамайды, яғный толқын 
функциясы бир қәлипте өзгереди.  

6-сүўретте толқын функциясыныӊ модулиниӊ квадратыныӊ (яғный  
шамасыныӊ) графиги көрсетилген.  шамасыныӊ бөлекшени шуқырдыӊ 
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ишинде табыўдыӊ итималлығыныӊ тығызлығын беретуғынлығын еске салып 
өтемиз. 

Ҳәр қыйлы  лер ушын бөлекшелердиӊ ҳәр қыйлы ҳаллары ушын 
итималлықтыӊ тығызлықлары ҳәр қыйлы болатуғынлығы көринип тур. Мысалы 
тийкарғы ҳалда турған бөлекшени (яғный  болған жағдайда) шуқырдыӊ 
орайында табыўдыӊ итималлығы еӊ үлкен мәниске ийе болады. Ал биринши қозған 
ҳалда (яғный  болғанда) бөлекшени шуқырдыӊ орайында табыўдыӊ 
итималлығы нолге теӊ. Соныӊ менен бирге бөлекшени шуқырдыӊ орайыныӊ оӊ ҳәм 
шеп тәреплеринде бирдей итималлық пенен табыў мүмкин. Бул жағдай 
классикалық бөлекшениӊ шуқырда жайласыўынан пүткиллей басқа. Классикалық 
бөлекшени шуқырдыӊ қәлеген ноқатында табыўдыӊ итималлығы бирдей.  

Шуқырдыӊ ишиндеги  областта бөлекшени табыўдыӊ итималлығы 
 

 (19) 

 
аӊлатпасыныӊ жәрдеминде анықланады.  

Математикалық көз-қарастан өткизбейтуғын дийўалларға ийе бир өлшемли 
потенциал қутыдағы бөлекшениӊ қозғалысы ҳаққындағы мәселе ушлары 
бекитилген тардыӊ (струнаныӊ) тербелиси ҳаққындағы мәселеге усайды. Еки 
жағдайда да шуқырдыӊ кеӊлигинде (тардыӊ узынлығында) пүтин сан еселенген 

ярым толқын узынлығы жайласыўы керек ( ). Биз қарап атырған жағдайда  

ҳаққында гәп етилгенде шуқырдыӊ ишиндеги бөлекшениӊ де Бройль толқын 
узынлығы болған  шамасын түсинемиз.  

Еки өлшемли потенциал шуқыр. Дийўалларыныӊ бийиклиги шексиз болған 
(дийўаллары шексиз бийик, сонлықтан бөлекшени өткермейтуғын) еки өлшемли 
туўры мүйешли потенциал шуқырды қараймыз. Бундай жағдайда бөлекшениӊ 
потенциал энергиясы  төмендегидей түрге ийе болады  
 

 

 
Бул аӊлатпада  арқалы  тегислигиндеги 
туўры мүйешли область белгиленген (7-сүўрет). Бир өлшемли жағдайдағыдай 
потенциал шуқырдыӊ сыртында  Шуқырдыӊ ишинде  ҳәм  көшерлери 
бағытындағы қозғалыслар  бир биринен ғәрезсиз болғанлықтан  функциясын 
 

 (20) 

 
көбеймеси түринде излеймиз. Бул аӊлатпада  арқалы тек  координатасына 
ғәрезли болған толқын функциясы, ал   арқалы тек  координатасынан 
ғәрезли болған толқын функциясы белгиленген. (20) толқын функциясын (6) 
Шредингер теӊлемесине қойсақ 
 

 

 
ямаса 
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аӊлатпасын аламыз. Бул аӊлатпасын еки тәрепин де  көбеймесине бөлсек 
 

 (21) 

 
аңлатпасына өтемиз. (21) диӊ шеп тәрепиндеги биринши қосылыўшы тек  
координатасынан, ал екинши қосылыўшы тек  координатасынан ғәрезли. Олардыӊ 
қосындысы турақлы шамаға теӊ болғанлықтан қосылыўшылардыӊ өзлери де 
турақлы шамаға теӊ болады, яғный 
 

 

 

 
Бул аӊлатпаларда  ҳәм  арқалы бирликлери энергияныӊ бирлигиндей болған 
шамалар белгиленген. Қала берсе . Солай етип еки өлшемли мәселе ушын 
Шредингер теӊлемеси еки бир өлшемли теӊлемеге айрылады екен 
 

 

 
(22) 

 
Бундай теңлемелердиӊ шешимлерин биз жоқарыда алған едик. Демек  ҳәм 

 функциялары 

 

 

 
түрине ийе болады. Бул аӊлатпалардағы  ҳәм  квант санлары  
мәнислерин қабыл етеди. Демек еки өлшемли туўры мүйешли шексиз бийик 
дийўалларға ийе потенциал шуқырдағы бөлекшениӊ толқын функциясы 
былайынша жазылады екен: 
 

 (23) 

 
Бул аӊлатпада   ҳәм   
Еки өлшемли шуқырда жайласқан бөлекшениӊ энергиясы 
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 (24) 

 
аӊлатпасыныӊ жәрдеминде есапланады. Бул аӊлатпада да   

Бөлекшениӊ энергиясыныӊ спектри (24) дискрет болып табылады ҳәм  және 
 квант санларынан ғәрезли.  

Енди квадрат потенциал шуқырдағы бөлекшениӊ қозғалысын қараймыз. Бул 
жағдайда . Бундай жағдайда бөлекшениӊ энергия спектри 
 

 (25) 

 
түрине ийе. Бул аӊлатпада да   

(25)-аңлатпадан энергия қәддилериниң айныўы ҳаққындағы дәслепки 
түсиниклерге ийе бола аламыз. Бул аңлатпада  ҳәм  квант санларына 
байланыслы болған бир  энергия қәддине   болған жағдайда 

бөлекшениң ҳәр қыйлы еки ҳалының (бул еки ҳал  ҳәм толқын 

функциялары менен тәрийипленеди) сәйкес келетуғынлығын көрсетеди. 
Бөлекшениң бир неше ҳаллары сәйкес келетуғын энергия қәддин айныған ҳал 
(вырожденный уровень), ал бир қәддиге сәйкес келетуғын ҳаллардың санын айныў 
саны (кратность вырождения) деп атайды. Еки өлшемли квадрат потенциал 
шуқырда  болған шәрти орынланатуғын энергия қәддиниң айныў саны екиге 
тең. Бөлекшениң тек бир ҳалы сәйкес келетуғын энергияның қәддине айнымаған 
деп атаймыз. Еки өлшемли квадратлық потенциал шуқырда   болған энергия 
қәддилери айнымаған қәддилер болып табылады. 
 

  
7-сүўрет. 8-сүўрет. 

 
Үш өлшемли потенциал шуқыр. Дийўаллары шексиз бийик болған үш 

өлшемли потенциал шуқырдағы (потенциал қутыдағы) бөлекшени қараймыз. 
Туўры мүйешли параллелопипедтиң ишки областын 

 арқалы белгилеймиз (8-сүўрет). Бул мәселеде  
потенциалы   
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түрине ийе болады. Потенциал шуқырдыӊ сыртында бөлекшениӊ толқын 
функциясы  Еки өлшемли жағдайды қараған жағдайдағыдай бул 
жағдайда да толқын функциясын 
 

 
 

түринде излеймиз. Бул аӊлатпада  функциясы тек  координатасынан,  
функциясы тек  координатасынан, ал  функциясы тек  координатасынан 
ғәрезли.  

Еки өлшемли шуқырдағы мәселени шешиўдиӊ усылындағыдай үш өлшемли 
жағдайда үш бир өлшемли теӊлеме аламыз 
 

 

 

 

 
Бул аӊлатпада .   областыныӊ шегараларында (ямаса потенциал 

ящиктиӊ өткермейтуғын дийўалларында) бул теӊлемелердиӊ шешимлери нолге 
айланады. Усы жағдайдыӊ жәрдеминде (яғный потенциал қутыныӊ өткизбейтуғын 
дийўалларында) бөлекшениӊ толқын функциясыныӊ түри  
 

 (26) 

 
ҳәм онын энергиялық спектри 
 

 (27) 

 
анықланады. Бул аӊлатпаларда  ҳәм  квант санлары  
мәнислерин қабыл етеди. Үш өлшемли потенциал шуқырда бөлекшениӊ толқын 
функциясы да, энергиясы да үш квант санынан ғәрезли болатуғынлығын атап 
өтемиз. 

Енди бөлекшениӊ кублық потенциал шуқырдыӊ ишиндеги қозғалысын 
қараймыз. Бул жағдайда . Усыған сәйкес энергия спектри 
 

 (28) 

 
түрине ийе болады. Бул аңлатпада да   

Кублық шуқырда  болған жағдайда энергия қәддилери айнымаған 
болады. Энергияныӊ басқа қәддилериниӊ барлығы да айныған болып шығады. 
Кублық шуқырдағы энергия қәддилериниӊ айныў саны ҳаққындағы мәселе 4-
мәселеде шешиледи. 
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3-§. Потенциал табалдырық ҳәм дийўал областындағы 
бөлекшениӊ қозғалысы 

 
Жоқарыдағы параграфта кеӊисликтиӊ шекленген областындағы бөлекшениӊ 

қозғалысы қарап өтилди. Бундай қозғалысты финитлик қозғалыс деп атаймыз. Енди 
күш майданында жайласқан бөлекшениӊ шексизликке кете алатуғын қәбилетликке 
ийе болатуғын жағдайды қараймыз. Басқа сөз бенен айтқанда енди бөлекшениӊ 
инфинитлик қозғалысын үйренемиз. 

Потенциал табалдырық областындағы бөлекшениӊ қозғалысы. Потенциал 
энергиясы 

 

 
түрине ийе күш майданындағы бөлекшениӊ қозғалысын қараймыз. 

Бундай жағдайда бөлекше потенциал табалдырық областында жайласқан деп 
атайды. Табалдырықтыӊ шегарасында, яғный  болған жағдайда, бөлекшениӊ 
потенциал энергиясын шекли болған  шамасына бирден өзгереди (секирмели 
түрде өзгереди) (7-сүўрет). 

 

  
7-сүўрет. 8-сүўрет. 

  
Табалдырықтыӊ шеп тәрепин I саны менен белгилеймиз ( ). Соныӊ менен 

бирге усы область ушын алынған барлық шешимлерди де 1 индекси жәрдеминде 
айырып көрсетемиз. Табалдырықтыӊ оӊ тәрепин ( ) II саны менен, ал сәйкес 
шешимлерди айырып көрсетиў ушын 2 индексин пайдаланамыз.  

Бундай күш майданында Шредингер теӊлемеси төмендегидей түрлерге ийе 
болады: 
I областта 
 

 

 
II областта 
 

 

 
Мейли бөлекшениӊ энергиясы  потенциал табалдырықтыӊ бийиклиги  

шамасынан киши болсын (яғный ).  Бундай жағдайды бийик потенциал 
табалдырық жағдайы деп атайды.  
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 ҳәм  (29) 

 
белгилеўлерин пайдаланып I ҳәм II областлары ушын Шредингер теӊлемелерин 
аламыз 
 

 (30a) 

 (30b) 

 
(30)-теӊлемелердиӊ шешимлери 
 
 

 (31a) 

 (31b) 

 
функциялары болып табылады.  

Жоқары потенциал табалдырық бар болған жағдайда I ҳәм II областларындағы 
бөлекшениӊ ҳалларын тәрийиплеўши  ҳәм  функцияларыныӊ пүткиллей ҳәр 
қыйлы түрге ийе болатуғынлығын атап өтемиз.   толқын функциясындағы 
биринши қосылыўшыға  көшериниӊ бойы менен -∞ тен табалдырық областына, 
яғный шеп тәрептен оӊ тәрепке тарқалатуғын тегис де Бройль толқыны сәйкес 
келеди.  толқын функциясындағы екинши қосылыўшы  көшериниӊ бойы кери 
тәрепке (оӊ тәрептен шеп тәрепке) тарқалатуғын тегис де Бройль толқынына 
сәйкес келеди.  

Тап сол аӊлатпадағы аӊлатпасыныӊ ҳақыйқатында да тегис толқынды 
тәрийиплейтуғынына исениў ушын стационар ҳалдағы (8) толқын функциясы ушын 
жазылған ўақытқа байланыслы болған  көбейтиўшисин еске түсириў керек.  
ны  ға көбейтсек аӊлатпасын аламыз. Бул  көшери бойлап оӊ 
бағытта тарқалатуғын тегис де Бройль толқынына сәйкес келеди. Тап сол сыяқлы 

 аӊлатпасы  көшери бойлап кери тәрепке қарай тарқалатуғын тегис де Бройль 
толқынына сәйкес келеди. 

Солай етип (31а) аӊлатпасындағы  толқын функциясы табалдырыққа 
келип түсиўши ҳәм табалдырықта шағылысқан тегис де Бройль толқынларыныӊ 
қосындысынан турады екен. Ал  толқын функциясы болса (бул толқын 
функциясыныӊ бөлекшениӊ II областтағы қозғалысын тәрийиплейтуғынын еске 
түсиремиз) дәреже көрсеткишлери ҳақыйқый сан болған (31b) еки экспонентаныӊ 
қосындысынан турады.  

Енди толқын функцияларына қойылатуғын шәртлерди пайдаланамыз. Толқын 
функциясыныӊ мәниси шекли болыўы керек. Ал  тыӊ мәниси шексизликке 
умтылғанда  толқын функциясыныӊ мәниси де шексизликке умтылады. 
Сонлықтан бул қосылыўшыныӊ алдында турған коэффициент  ниӊ мәнисиниӊ 
нолге теӊ болыўы талап етиледи. Табалдырықтыӊ бийиклиги  шекли 
болғанлықтан I ҳәм II областларды бөлип турған шегарада толқын функциясы тек 
ғана үзликсиз болып қалмастан, тегис те болыўы шәрт (яғный үзликсиз туўындыға 
ийе болыўы керек). Сонлықтан еки областты бир биринен айырып турған 
шегараныӊ еки тәрепинде толқын функцияларыныӊ ҳәр қыйлы түрлерге ийе 
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болатуғынлығын көрдик. Ал еки орталықты бир биринен ажыратып турған 
шегарадағы толқын функцияларыныӊ ҳәм олардыӊ туўындыларыныӊ мәнислерин 
бир бирине теӊлестириў толқын функцияларын ҳәм олардыӊ туўындыларын бир 
бирине жалғастырыў атамасын (сшивка волновых функций ҳәм их производных) 
алды.  Бул жағдайда жалғастырыў шәрти 
 

 
 

 
ямаса 
 

 
 

(32) 

 
түрлерине ийе болады. (32)-теӊлемелер системасы  ҳәм  коэффициентлерин  
коэффициенти арқалы аӊлатыўға, яғный табалдырыққа келип түсетуғын де Бройль 
толқыныныӊ амплитудасы арқалы аӊлатыўға мүмкиншилик береди. Бундай 
мәселелерде физикалық мәниске ийе барлық шамалар (бундай шамалар қатарына 
бөлекшениӊ табалдырықтан шашыраў коэффициенти, өтиў коэффициенти ҳәм 
басқалар киреди)  ҳәм  коэффициентлериниӊ  коэффициентине қатнасы 
түринде көрсетиле алады. Сонлықтан улыўмалықты жоғалтпай  деп ала 
аламыз. Бундай жағдайда (32)-аӊлатпадан  ҳәм  ушын 

 

     (33) 

 
аӊлатпаларын аламыз. 

Солай етип бийик табалдырық жағдайында бөлекшениӊ толқын функциялары 
төмендегидей түрге ийе болады екен 
 

 (34a) 

 (34b) 

 
(32)-теӊлемелер системасыныӊ  менен  коэффициентлериниӊ қәлеген 
мәнисинде, яғный энергия  ниӊ қәлеген мәнислеринде (  екенлигин еске 
саламыз) шешимге ийе болатуғынлығын атап өтемиз. Бул бөлекшениӊ үзликсиз 
энергия спектрине ийе болатуғынлығын аӊғартады.  

Бөлекшениӊ бийик табалдырықта кери қарай шағылысыўыныӊ итималлығын 
анықлаўшы шағылысыў коэффициентин анықлаймыз. Өзиниӊ физикалық мәниси 
бойынша шағылысыў коэффициенти  былайынша есапланады: 

 

 (35) 

 
Бул аӊлатпада  (шағылысыўшы) ҳәм  (келип түсиўши) арқалы итималлық 
ағысы тығызлығы белгиленген. Олар сәйкес табалдырыққа түсиўши [(34а) 
аӊлатпадағы биринши қосылыўшы] ҳәм табалдырықта шашыраўшы [(34а) 
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аӊлатпадағы екинши қосылыўшы] толқынларға тийисли. Итималлық ағысыныӊ 
тығызлығы векторыныӊ толқын функциясыныӊ жәрдеминде қалай 
анықланатуғынлығын еске саламыз [(3.19)-аӊлатпаға қараӊыз] 
 

 (36) 

 
(34а) ҳәм (36)-аӊлатпаларды есапқа алып  

 

 

 
аӊлатпаларына ийе боламыз. Бул аӊлатпаларды (35)-аӊлатпаға қойып 
 

 

 
формуласын аламыз.  

Бөлекшениӊ II областқа өтиўиниӊ итималлығын анықлаўшы табалдырық 
арқалы өтиў коэффициенти D 

 

 
түрине ийе болады. Бул аӊлатпада  арқалы табалдырық арқалы өтиўши (34b)  

 толқын ушын итималлықтыӊ ағысыныӊ тығызлығы векторы белгиленген. 
 толқын функциясын (36)-аӊлатпаға қойсақ , ҳәм усы жағдайға 

сәйкес  болып шығады. 
Солай етип бийик табалдырық ушын  ҳәм  ҳәм  шәрти 

орынланады. 
 Енди бийик потенциал табалдырықтыӊ II областындағы бөлекшениӊ 

қәсийетлерин көремиз.  Бөлекшениӊ толқын функциясы  [(34b) аӊлатпасына 
қараӊыз] нолге теӊ емес ҳәм  пенен бирликте экспоненциаллық нызам бойынша 
кемейеди. Ал бул жағдай бөлекшениӊ табалдырық астында болыў (бул жағдайда 
бөлекшениӊ энергиясы  оныӊ  потенциал энергиясынан кем болады) 
итималлығыныӊ нолге теӊ емес екенлигин билдиреди. Классикалық механиканыӊ 
көз-қараслары бойынша бөлекше ушын бул область қадаған етилген болады. Себеби  

 шәрти кинетикалық энергияныӊ мәнисиниӊ терис мәниске ийе 
болатуғынлығын аӊғартады. Бирақ квант механикасыныӊ көз-қараслары бойынша 
бул жерде ҳеш қандай қарама-қарсылық жоқ. Кинетикалық энергия  импульстиӊ 
функциясы, ал потенциал энергия оныӊ  координатасыныӊ функциясы болып 
табылады. Ал анықсызлық принципи бойынша координата менен импульсти бир 
ўақытта дәл анықлаў мүмкин емес. Сонлықтан квант механикасында бөлекшениӊ 
толық энергиясын бир ўақытта дәл анықланған кинетикалық ҳәм потенциал 
энергиялардыӊ қосындысы деп қараўға болмайды (бул ҳаққында 2.3-параграфта 
айтылып өтилген еди).  

Алынған нәтийже макроскопиялық бөлекшелер ушын өтиў қадаған етилген 
областларға микробөлекшелердиӊ өте алатуғынлығын көрсетеди. II областта 
бөлекшени табыўдыӊ итималлығыныӊ тығызлығы 



28 

 

 
 

 

 

(37) 

 
аӊлатпасыныӊ жәрдеминде анықланады ҳәм оныӊ шамасы бөлекшениӊ   
массасынан, энергиялардыӊ  айырмасынан ҳәм табалдырықтыӊ шегарасынан 
кашықлық   тан ғәрезли.  

(37)-аӊлатпадағы экспоненциаллық көбейтиўшиниӊ мәнисин электрон ушын 
баҳалаймыз.  деп алайық. 10-10 м болғанда (яғный табалдырықтан 
қашықлық атомныӊ өлшеминдей болғанда)  
 

 
 

шамасына ийе боламыз. Демек бул жағдайда экспоненциаллық көбейтиўши 
сезилерликтей мәниске ийе болады екен ҳәм бул өз гезегинде II областта бийик 
потенциал табалдырықтан тап сондай аралықта электронды табыўдыӊ 
итималлығыныӊ мәнисиниӊ жеткиликли дәрежеде үлкен екенлигин көрсетеди.    

10-9 м болғанда  
 

 
 
Бул жағдайда табалдырықтан 10-9 м қашықлықта электронныӊ болыўыныӊ 
итималлығыныӊ оғада киши екенлигин билдиреди. Алынған баҳалар электронныӊ 
табалдырық арқалы II областқа атомныӊ өлшемлери менен барабар болған ( 10-10 
м) қашықлыққа шекем кире алатуғынлығын көрсетеди. 

Солай етип бийик табалдырықтан бөлекшениӊ шағылысыў коэффициенти  
болса да, яғный шағылысыў толық болса да, шағылысыўдыӊ табалдырықтыӊ 
өзинде (яғный I ҳәм II областлар арасындағы шегарада) жүзеге келиўиниӊ шәрт 
емес екенлигин көрсетеди. Базы бир шамаға теӊ итималлық пенен бөлекше II 
областқа кирип, кейин қайтып шыға алады.  

Биз қарап атырған қубылыстыӊ классикалық физикада да аналогыныӊ бар 
екенлигин атап өтиў қызықлы. Бул толқын оптикасындағы толық ишки шағылысыў 
қубылысы болып табылады. Толық ишки шағылысыў қубылысы жақтылық 
оптикалық жақтан тығызырақ  областтан оптикалық жақтан кем тығызлыққа ийе 
орталыққа өткенде бақланады. Усы қубылыста жақтылық оптикалық тығызлығы 
кем орталыққа өте алады. Бирақ бундай жағдайда оныӊ амплитудасы ψ2(х) сыяқлы 
экспоненциаллық нызам бойынша кемейеди.  

Енди табалдырыққа келип түсиўши бөлекшениӊ энергиясы  потенциал 
табалдырықтыӊ бийиклиги  ден жоқары болған, яғный  болған жағдайды 
қараймыз. Бундай табалдырықты пәс потенциал табалдырық деп атайды ҳәм I 
менен II областлар ушын Шредингер теӊлемеси былайынша жазылады 
 

 (38a) 
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 (38b) 

 
Бул аӊлатпалардағы  менен   
 

 ҳәм  (39) 

 
формулалары менен анықланады. (38)-формулаларды шешип  
 

,   (40a) 

,   (40b) 

 
функцияларына ийе боламыз. Табалдырыққа бөлекше  тыӊ терис мәнисли 
тәрепинен жақынлайды деп есаплаймыз (яғный шеп тәрептен оӊ тәрепке қарай 
қозғалады). Бундай жағдайда  функциясыныӊ биринши қосылыўшысы 
табалдырыққа келип түсиўши де Бройль толқынын, ал  функциясыныӊ 
екинши қосылыўшы табалдырықтан шағылысқан де Бройль толқынын береди. Тап 
сол сыяқлы   функциясыныӊ биринши қосылыўшысы табалдырық арқалы 
өткен де Бройль толқынына сәйкес келеди. II областта шағылысқан толқын 
болмағанлықтан (40b) аӊлатпасындағы  коэффициентин нолге теӊ етип алыў 
керек болады, яғный .  

Шегарадағы толқын функцияларын ҳәм олардыӊ туўындыларын жалғастырыў 
шәрти  ҳәм  коэффициентлери ушын төмендегидей теӊлемелерге алып 
келеди 
 

 
 

(41) 

 
Биз жоқарыда қарап өткен жағдайдағыдай  деп есапласақ, онда  ҳәм  
ушын 
 

     

 
аӊлатпаларын аламыз. Солай етип пәс потенциал табалдырық областында 
қозғалыўшы бөлекшениӊ толқын функциялары ушын 
 

 

 
(42) 

 
аӊлатпаларын алады екенбиз. Бул аңлатпалардағы  менен  (39)-аңлатпаларда 
берилген. 

Табалдырықта шағылысыў ( ) ҳәм табалдырықтан өтиў ( ) коэффициентлерин 
табыў ушын келип түсиўши, шағылысқан ҳәм табалдырықтан өткен (сынған) де 
Бройль толқынлары ушын итималлықтың ағысының тығызлығын табамыз. Биз 
тапқан толқын функцияларын (36)-аңлатпаға қойсақ 
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(43) 

 
формулаларын аламыз. (35) пенен (43) лерди есапқа алғанда пәс потенциал 
табалдырықтан бөлекшениң шағылысыў коэффициенти ушын мына формуланы 
аламыз: 
 

 (44) 

 
(44)-формуладан  болған жағдайда пәс потенциал табалдырықтан 

бөлекшениң шағылысыўының итималлығының нолге тең емес екенлиги көринеди. 
Яғный бундай жағдайда дийўал үстиндеги шағылысыў (надбарьерное отражение) 
деп аталатуғын шағылысыўдың жүзеге келиўи мүмкин.  Бул нәтийже квант 
механикасының нәтийжеси болып табылады ҳәм бөлекшелерде толқынлық 
қәсийеттиң бар екенлиги менен түсиндириледи. Классикалық механика 
нызамларына бағынатуғын макроскопиялық бөлекше пәс потенциал табалдырық 
арқалы өткенде шағылыспайды, ал табалдырық арқалы өткенде оның кинетикалық 
энергиясының шамасы кемейеди.  

Қызықлы жағдайды атап өтемиз. Егер I областтағы потенциалды , ал II 
областтағы потенциалды  деп алсақ, онда берилген энергияға ийе бөлекше 
ушын шағылысыў коэффициентиниң мәниси  өзгермейди. Бундай жағдайда келип 
түсиўши ҳәм шағылысыўшы де Бройль толқынлары арасындағы фазалар айырмасы 
ғана өзгериске ушырайды. (42)-аңлатпада  функциясының биринши  ҳәм 

екинши  қосылыўшыларының мәнислери бирдей. Сонлықтан менен  

лердиӊ орынларын алмастырған менен нәтийже өзгериске ушырамайды, яғный 
шағылыстырыў коэффициенти  диӊ мәниси өзгермейди. Бул нәтийжени басқа сөз 
бенен де айтыў мүмкин: пәс потенциал табалдырықтан бөлекшениӊ шағылысыў 
коэффициенти бөлекшениӊ қозғалыс бағытына ғәрезли емес.  

"Төӊкерилип қойылған" табалдырықта келип түсиўши ҳәм шағылысқан 
толқынлардыӊ амплитудаларыныӊ белгилери ҳәр қыйлы. Бул фазалар айырмасы π 
ге теӊ болған жағдайға сәйкес келеди. Яғный "Төӊкерилип қойылған" табалдырықта 
шағылысқанда толқынныӊ фазасы секирмели түрде π шамасына өзгереди. Оптика 
менен салыстырыўды даўам етип де Бройль толқыны ушын I область II областқа 
салысырғанда тығызырақ орталық болып табылады.  

(37)- ҳәм (44)-аӊлатпаларға сәйкес бөлекшениӊ табалдырық арқалы өтиў 
коэффициенти 
 

 (45) 
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шамасы болып табылады. Солай етип пәс потенциал табалдырық жағдайында да 
. Бундай нәтийжени итималлықларды қосыў көз-қарасы бойынша күтиў 

тәбийий. Себеби келип түсиўши бөлекше табалдырықтан шашырайды ямаса II 
областқа өтеди.  

Бөлекшениӊ табалдырық областында қозғалысын тәрийиплейтуғын де Бройль 
толқыныныӊ I ҳәм II областлар шегарасында сынатуғынлығын атап өтиў керек. Бул 
сыныў бөлекшениӊ тезлигиниӊ өзгериўи ҳәм де Бройль толқыныныӊ узынлығы  
шамасыныӊ өзгериўи менен байланыслы. Сыныў көрсеткиши  мынадай түрге ийе 
болады:  

 

 

 

Бул аӊлатпада  ҳәм  арқалы I ҳәм II областлардағы де Бройль толқынларыныӊ 

узынлықлары, ал  ҳәм  арқалы сол областлардағы де Бройль толқынларыныӊ 
тезликлери белгиленген.  ҳәм  шамаларынан бөлекшелердиӊ кинетикалық 
энергияларына өтсек 

 

 
аӊлатпасына ийе боламыз. Биз қарап атырған пәс табалдырық жағдайында ( ) 
сыныў көрсеткиши n < 1. Бул жағдай бөлекше ушын I областтыӊ  II областқа 
салыстырғанда оптикалық жақтан тығызырақ екенлигин және бир рет дәлиллейди. 
"Төӊкерилген" табалдырық жағдайында сыныў көрсеткиши 
 

 

 
шамасына ҳәм бул шама бирден үлкен болады. 

Бөлекшениӊ потенциал барьер арқалы өтиўи. Биз бул бөлимде рус тилиндеги 
"потенциальный барьер" сөзин қарақалпақ тилине "потенциал дийўал" ямаса 
"потенциал тосқынлық" деп аўдармаймыз ҳәм "потенциал барьер" сөзин толығы 
менен қабыл етемиз.  

Бөлекшениӊ потенциал энергиясын   арқалы белгилеймиз. Егер кеӊисликтиӊ 
бир областында  шамасыныӊ мәниси басқа областлардағы потенциал энергияныӊ 
шамасынан үлкен болса, онда сол областты потенциал барьер деп атаймыз. 
Потенциал барьер областындағы бөлекшениӊ қозғалысын изертлеўди бир бир 
өлшемли туўры мүйешли потенциал шуқырды қараў менен баслаймыз (8-сүўрет).  

Мейли, бөлекшениӊ потенциал энергиясы 
 

 

 
I арқалы барьердиӊ шеп тәрепиндеги областты II арқалы  областын ҳәм III 
арқалы барьердиӊ оӊ тәрепин белгилейик. Бөлекше барьерге  тыӊ терис 
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мәнислери тәрепинен жақынлайды, яғный шептен оӊ тәрепке қарай қозғалады деп 
есаплаймыз. Бөлекшениӊ энергиясы  барьердиӊ бийиклиги  шамасынан киши 
болған жағдайды, яғный  теӊсизлиги орынланатуғын жағдайды үйренемиз. 
(  теӊсизлиги орынланатуғын жағдай усы параграфтыӊ 7-мәселесинде 
шешилген). 

I, II ҳәм III областлар ушын Шредингер теӊлемелери былайынша жазылады 
 

 

 

 

(47) 

 

Бул аӊлатпаларда  ҳәм .  

Толқын функциялары (47)-теӊлемелердиӊ шешимлери болады  
 

, 
, 
 

(48) 

 
Әдеттегидей барьерге келип түсиўши толқынныӊ амплитудасы  ҳәм 

 деп есаплаймыз. Себеби бөлекшениӊ қозғалысында III областта шептен оӊ 
тәрепке қарай тек өтиўши толқын тарқалады.  

Барьердиӊ шегараларында (яғный  ҳәм  ноқатларында) толқын 
функцияларын ҳәм олардыӊ туўындыларын жалғастырыў шәрти  
 

 
 
 

 

(49) 

 
теӊлемелери системасыныӊ пайда болыўына алып келеди. (49)-теӊлемелер 
системасы төрт  белгисизлерге ийе төрт теӊлемеден турады. Бул 
система   менен  шамаларыныӊ, яғный энергия  ниӊ қәлеген мәнислеринде 
шешимлерге ийе болады. Демек энергия спектри үзликсиз спектр болып табылады 
деген сөз.  

Бул мәселеде тийкарғы дыққатты бөлекшениӊ барьер арқалы өтиўине 
аўдарамыз. (49)-системаны барьер арқалы өткен толқынныӊ амплитудасы  ушын 
шешип 

 

 

 
аӊлатпасын аламыз. Барьерге келип түсетуғын ҳәм барьер арқалы өтетуғын толқын 
ушын итималлықтыӊ ағысыныӊ тығызлығын табамыз. (36)- ҳәм (48)-аӊлатпаларды 
есапқа алған ҳалда  
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формулаларына ийе болмыз.  ҳәм  шамаларыныӊ мәнислерин (37)-

аӊлатпаға қойсақ барьер арқалы өтиў коэффициентин табамыз 
 

 (50) 

 
Бул аӊлатпадағы гиперболалық синус 
 

 

 
Егер барьердиӊ кеӊлиги  ушын  шәрти орынланатуғын болса 

(жоқарыда келтирилген есаплаўлар  бул шәрттиӊ  ныӊ мәниси бир неше атомлық 
қатламныӊ қалыӊлығындай болған жағдайларда орынланатуғынлығын көрсетеди) 

 ҳәм сонлықтан гиперболалық синусты экспонента менен алмастырыў 
мүмкин 

 

 

 
Бул жағдайда барьер арқалы өтиў коэффициенти төмендегише анықланады: 

 

 

 
Бул аӊлатпаға  менен  ниӊ мәнислерин қойып 
 

 

 
формуласын аламыз. Бул формуладағы  

 

 

шамасы  ге қарата әстелик пенен өзгеретуғын функция болып табылады. Оныӊ (  

диӊ) сан мәниси 1 ге жақын.  шамасыныӊ мәселениӊ параметрлеринен тийкарғы 
ғәрезлигин экспонента береди. Сонлықтан потенциал барьер арқалы өтиў 
коэффициентиниӊ мәнисин есаплағанда  мәниси қабыл етиледи. Бундай 
жағдайда  ушын жазылған аӊтатпа 
 

 (51) 
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түрине енеди. (51)-формуладан  өтиў коэффициентиниӊ барьердиӊ кеӊлиги  дан, 
бөлекшениӊ массасы  нен ҳәм энергиялар айырмасы  шамасынан күшли 
экспоненциаллық байланысқа ийе екенлигин көремиз. 

Алынған нәтийжелерди ықтыярлы формаға ийе потенциал барьер ушын 
улыўмаластырамыз. Буныӊ ушын потенциал барьерди биринен соӊ бири жайласқан 
көп сандағы енсиз туўры мүйешли потенциал барьерлерден турады деп есаплаймыз 
(9а сүўрет). Барьердиӊ формасы жеткиликли дәрежеде бир тегис өзгереди деп 
есаплаймыз (яғный барьердиӊ бийиклиги де Бройль толқын узынлығындай 
қашықлықларда көп өзгериске ушырамайды деп есаплаймыз). Бундай жағдайда 
туўры мүйешли барьерлердиӊ бийиклиги жоқарылайтуғын участкалардағы 
толқынлардыӊ шағылысыўын есапқа алмаўға ҳәм толқынныӊ әззилеўин тек 
жутылыўдыӊ есабынан жүзеге келеди деп есаплаўға болады. 
 

 
9-сүўрет. Ықтыярлы формадағы потенциал барьердиӊ схемалық сүўрети.  

 
i-туўры мүйешли барьер арқалы өтиўши де Бройль толқынын i + 1 барьерге 

келип түсиўши толқын деп қараймыз. Бөлекшениӊ избе-из жайласқан барьерлер 
арқалы өтиўиниӊ итималлығы ҳәр бир барьер арқалы өтиўдиӊ итималлықларыныӊ 
көбеймесине теӊ. Сонлықтан өтиў коэффициенти  ҳәр бир барьер арқалы өтиў 
коэффициентлери  шамаларыныӊ көбеймесине теӊ 
 

 

 

(52) 

 
Бул аӊлатпада  ҳәм  арқалы  – барьердиӊ кеӊлиги менен бийиклиги 
белгиленген. (52)-аӊлатпада суммалаўдан интеграллаўға өтсек 
 

 (53) 

 
формуласына ийе боламыз. Бул аӊлатпада  менен  арқалы   шәрти 
орынланатуғын координаталардыӊ мәнислери белгиленген (9b сүўрет).  

Радиоактивли α-ыдыраў. Бөлекшелердиӊ потенциал барьер арқалы өтиўине 
және бир мысал радиоактивли ядролардыӊ α-ыдыраўы болып табылады. Бундай 
ыдыраўда радиоактивли ядро өзинен α-бөлекшелерин шығарады. α-бөлекшеси 
гелий атомыныӊ ядросы болып табылады ҳәм ол еки протоннан ҳәм еки 
нейтроннан турады. α-бөлекшесин шығаратуғын ядроны ана ядро деп атайды. α-
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бөлекшесин шығарған ядроныӊ майданындағы усы α-бөлекшесиниӊ потенциал 
энергиясы 11-сүўретте келтирилген.  

 

 
 

10-сүўрет. 11-сүўрет.  
 

α-бөлекше менен ядро арасындағы қашықлық үлкен болғанда олар арасында 
Кулон ийтерисиўши күши тәсир етеди ҳәм бөлекшениӊ потенциал энергиясы 

 

 

 
түринде жазылады. Бул аӊлатпада  арқалы α-бөлекше шығарған ядроныӊ заряды, 

 арқалы α-бөлекшесиниӊ заряды белгиленген. α-бөлекшеси менен оны шығарған 
ядро арасындағы Кулон күши ядроныӊ өлшемлери менен салыстырарлықтай 
кашықлықларға шекем тәсир етеди (яғный r0 ~ 10-14 – 10-15 м аралыққа шекем). 

 қашықлықларында α-бөлекшелери менен ядро арасында күшлирек болған 
ядролық тартысыў күшлери тәсир етеди. Ядроныӊ ишинде α-бөлекшеси потенциал 
шуқырдыӊ ишинде жайласқан болады ҳәм ол ядродан тек туннель эффекти 
есабынан шыға алады. Туннелеўдиӊ итималлығын есаплаўлардыӊ нәтийжелери 
шуқырдыӊ формасынан күшли ғәрезли емес. Сонлықтан шуқырды туўры мүйешли 
деп есаплаўға ҳәм оныӊ кеӊлиги ядроныӊ радиусы r0 арқалы анықланады деп 
есаплаўға болады.  

Эксперименталлық изертлеўлердиӊ нәтийжелери α-ыдыраўдағы потенциал 
шуқырдыӊ бийиклиги шама менен 20-30 МэВ шамасына теӊ екенлигин, ал 
нурландырылған α-бөлекшелериниӊ энергияларыныӊ мәнислери 5-6 МэВ 
шамасында екенлигин көрсетеди. Бул шама барьердиӊ бийиклигинен әдеўир киши 
ҳәм сонлықтан α-бөлекшелери ядро тәрепинен тек туннель эффектиниӊ 
салдарынан шығарылады.  

Ядро физикасында радиоактивли ыдыраў нызамы белгили. Бул нызам еле 
ыдырамаған ядролардыӊ саныныӊ ўақытқа байланыслы өзгериўин сыпатлайды ҳәм 
 

 (55) 

 
түринде жазылады. Бул формулада  арқалы дәслепки ўақыт моментиндеги 
(яғный  ўақыт моментиндеги) еле ыдырамаған (еле α-бөлекшелерин 
шығармаған) ядролардыӊ саны белгиленген. Ал еле ыдырамаған ядроларды биз 
жоқарыда ана ядролар деп атаған едик. λ шамасы ыдыраў турақлысы деп аталады 
ҳәм ядролардыӊ ыдыраў тезлигин сыпатлайды.  

Ыдыраў турақлысы λ менен α-бөлекшесиниӊ потенциал барьер арқалы  өтиў 
коэффициенти арасындағы байланысты табамыз. Мейли ядроныӊ радиусы  
шамасына теӊ, ал α-бөлекшесиниӊ тезлиги  болсын. Бундай жағдайда α-
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бөлекшесиниӊ потенциал барьердиӊ дийўалына ўақыт бирлигиндеги 

соқлығысыўларыныӊ саны  шамасына теӊ болады. Ҳәр бир соққыдағы 

туннеллениў итималлығы  шамасына, ал ядролардыӊ улыўмалық саны  
болғанлықтан,  дан  ўақыт моментлерине шекемги α-бөлекшелерин 
шығарған ядролардыӊ саны  шамасына теӊ болады ҳәм оныӊ мәнисин 

 

 

 
формуласыныӊ жәрдеминде анықлаймыз. Бул формуладағы (-) белгиси  ядролар 
саныныӊ еле ыдырамаған ядролардыӊ есабынан қуралатуғынлығы менен 
байланыслы.  

Екинши тәрептен (55)-аӊлатпаны дифференциаллап  
 

 
 
аӊлатпасын аламыз. Бул еки аӊлатпаны бир бири менен салыстырып 
 

 

 
формуласына ийе боламыз.  

Демек ыдыраў турақлысыныӊ мәниси потенциал барьер арқалы өтиў 
коэффициентине (  шамасына) туўры пропорционал екен.  

 

4-§. Шекли тереӊликке ийе потенциал шуқырдағы 
бөлекше 

 
2-параграфта биз бөлекшениӊ дийўалларыныӊ бийиклиги шексиз болған 

потенциал шуқырдағы қозғалысын талқыладық. Тереӊлиги шекли болған 
потенциал шуқырдағы бөлекшениӊ қозғалысын таллаўды биз басқышпа-басқыш 
алып барамыз ҳәм дәслеп тек бир дийўалыныӊ бийиклиги шексиз болған потенциал 
шуқырды қараймыз (12-сүўрет). Бундай мәселе әмелий жақтан әҳмийетке ийе. 
Себеби арасында тартылыс күшлери тәсир ететуғын еки бөлекше (буған мысал 
ретинде молекуланы пайда етиўши еки атомды қараўға болады) өзиниӊ түри 
бойынша биз қарайын деп атырған моделге жақын.  

Тек бир шексиз бийик дийўалға ийе бир өлшемли шуқыр.  
 

 

 
түриндеги бир өлшемли потенциал шуқырда қозғалыўшы бөлекшени қараймыз.  

 болған жағдайда бөлекшениӊ потенциал энергиясы шексиз үлкен ҳәм 
сонлықтан оныӊ толқын функциясы  нолге айланады. Сонлықтан бул мәселени 
шешкенде тийкарғы дыққатты  областтағы бөлекшениӊ қозғалысын 
үйрениўге қаратамыз.  

 болған областты I, ал  болған областты II арқалы белгилеймиз. 
Дәслеп бөлекшениӊ толық энергиясы  болған жағдайды изертлеймиз (яғный 
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бөлекшени потенциал шуқырда жайласқан деп есаплаймыз). I область ушын 
Шредингер теӊлемеси (6)  
 

 (56) 

 
ал II область ушын  
 

 (57) 

 
түрине енеди. Белгилеўлер киргиземиз: 
 

  ҳәм  (58) 

 
Усы аӊлатпаларды пайдаланып (56)- ҳәм (57)-аӊлатпаларды  
 

 (59a) 

 (59b) 

 
түрине келтиремиз. (59)-теӊлемелерди шешип  ҳәм  функцияларын 
табамыз 
 

 (60a) 

 (60b) 

 
Толқын функциялары ушын қойылатуғын шәртлерди пайдаланамыз. Толқын 

функциясы барлық ўақытта да шекли болыўы керек. Ал (60b)-аӊлатпадағы 
биринши қосылыўшы  шегинде шексиз өседи. Сонлықтан  коэффициентиниӊ 
нолге теӊ болыўын талап етиў керек болады. Буннан  теӊлемесине 
ийе боламыз. 

Енди шегаралық шәртлерди таллаўға өтемиз. Шуқырдыӊ шеп шегарасындағы 
 толқын функциясыныӊ үзликсизлиги жоқарыда биз көрип өткендей  

теӊлигин тәмийинлейди. Буннан α = 0 екенлигине ийе боламыз.  ноқатындағы 
толқын функцияларын ҳәм оныӊ туўындыларын жалғастырыў шәрти  
 

 
 

(61) 

 
теӊлемелер системасын береди. (61)-теӊлемелердеги биринши теӊлемени 
екиншисине бөлсек 
 

 (62) 
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қатнасына өтемиз. Бул қатнас болса шуқырдағы бөлекшениӊ энергия спектрин 
анықлайды.  

(62)-теӊлеме трансцендент теӊлеме болып табылады. Сонлықтан   
энергиясыныӊ мәнисин анық түрде есаплаўдыӊ мүмкиншилиги жоқ. Усы жағдайға 
байланыслы (58)-аӊлатпаны есапқа алған (62)-аӊлатпа жәрдеминде бөлекшениӊ 
энергиясыныӊ спектриниӊ дискрет екенлигин, яғный шуқырдыӊ ишиндеги 
бөлекшениӊ энергиясыныӊ квантланатуғынлығын көрсетиўге болады. 

(62)- трансцендент теӊлеме  
 

 (63) 

 
түрине аӊсат алып келинеди. (63)-теӊлемениӊ оӊ ҳәм шеп тәреплерин  
көбеймесиниӊ функциялары деп есаплап олардыӊ графиклерин сызамыз (13-
сүўрет). Синусоида менен туўрыныӊ кесилисиў ноқатлары биз излеп атырған толық 
энергия  ниӊ мәнислерине сәйкес келетуғын (63)-теӊлемениӊ коренлерин береди. 
(62)-аӊлатпаға сәйкес  болғанлықтан биз   көбейтиўшисиниӊ тек  

 

 
шәртин қанаатландыратуғын мәнислерин ғана есапқа аламыз.  13-
сүўретте  ныӊ мәнислериниӊ сәйкес областлары абсцисса көшеринде жуўан 
сызықлар менен көрсетилген.  

Келтирилген графиклер бөлекшениӊ энергия спектриниӊ дискрет екенлигин 
көрсетеди. Потенциал шуқырдыӊ тереӊлиги  ҳәм кеӊлиги  қаншама үлкен болса 
(63)-теӊлемениӊ оӊ тәрепине сәйкес келиўши графиктеги туўры сызықтыӊ 
қыялығы сонша төмен ҳәм бул туўры синусоида менен көп санлы кесилисиў 
ноқатларына ийе болады. Демек потенциал шуқырда соншама көп энергия 
қәддилери жайласады деген сөз.  

Шуқырда еӊ кеминде энергияныӊ бир қәдди болатуғын шәртти табамыз. Бундай 
жағдайда (63)-теӊлемениӊ оӊ тәрепине сәйкес келиўши туўрыныӊ қыялығын 
анықлайтуғын  

 

 
теӊсизлигин қанаатландырыўы керек. Буннан  ушын 
 

 (64) 

 
шәртине ийе боламыз.  

Бул аӊлатпаны толығырақ таллаймыз. Усы шәрт орынланғанда ғана шуқыр 
ишиндеги бөлекше ушын Шредингер теӊлемеси шешимге ийе болады, яғный 
шуқырдыӊ ишинде кеминде бир қәдди болады. Бундай жағдайда шуқырдыӊ 
ишиндеги бөлекшениӊ байланысқан ҳалы болады деп айтады. (64)-теӊсизликтиӊ 
шеп тәрепине тек потенциал шуқырдыӊ параметрлери ғана киреди (оныӊ кеӊлиги  
ҳәм тереӊлиги ). Ал биз қарап атырған бөлекшениӊ типи ушын (яғный оныӊ 
массасы ушын) теӊлемениӊ  оӊ тәрепи константаға айланады.  
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Егер потенциал шуқыр жеткиликли дәрежеде тереӊ ямаса жеткиликли дәрежеде 
кеӊ болмаса (64)-шәрт орынланбайды. Бундай жағдайда шуқырдағы бөлекше ушын 
Шредингер теӊлемеси шешимге ийе бола алмайды ҳәм усыған сәйкес потенциал 
шуқырға бирде бир энергия қәдди орналаса алмайды. Физикада усындай жағдайлар 
көп ушырасады. Мысалы еки нейтрон ҳәм еки протон арасында ядролық тартысыў 
күшлери тәсир етеди. Бирақ тәбиятта еки протоннан ямаса еки нейтроннан 
туратуғын байланысқан ҳал ушыраспайды. Себеби бундай бөлекшелердиӊ бир бири 
менен тәсирлесиўине сәйкес келетуғын потенциал шуқыр жеткиликли емес 
тереӊликке ҳәм кеӊликке ийе.  

Протон менен нейтрон арасындағы тәсир етисиў күшиниӊ шамасы еки протон 
ямаса еки нейтрон арасындағы тәсир етисиў күшиниӊ шамасынан азмаз ғана үлкен. 
Усы азмаз айырма протон менен нейтрон арасындағы байланысқан ҳал – 
дейтронныӊ пайда болыўы ушын жеткиликли. Протон менен нейтрон арасындағы 
тәсирлесиўге сәйкес келетуғын потенциал шуқырда энергияныӊ тек бир қәдди 
жайласады. Демек дейтрон барлық ўақытта да тийкарғы ҳалда жайласады, оныӊ 
қозған ҳаллары пүткиллей жоқ. 

Биз қарап атырған мәселениӊ толқын функцияларын таллаўға қайтып келемиз. 
Жоқарыда  болғанда  теӊлигиниӊ орынланатуғыны айтып өтилген 
еди. I областта, яғный потенциал шуқырда толқын функциясы 

 
 

 
түрине ийе. Бул еки шексиз бийик дийўалға ийе шуқырда толқын функциясыныӊ 
осуилляцияланыўшы шешимге ийе болатуғынлығын көрсетеди. II областтағы 
толқын функциясыныӊ түри үлкен қызығыўшылық пайда етеди 
 

 
 

 толқын функциясы потенциал шуқырдыӊ сыртында нолге теӊ емес, ал  
қашықлығына байланыслы экспоненциаллық нызам бойынша киширейеди. Бул 
жағдай өз гезегинде бөлекшени табыўдыӊ итималлығыныӊ потенциал шуқырдыӊ 
сыртында да нолге теӊ болмайтуғынлығын аӊғартады (7-мәселеге қараӊыз).  ҳәм 

 константалары арасындағы қатнас нормировка шәртиниӊ жәрдеминде 
анықланады. Бул мәселе ушын толқын функцияларыныӊ сапалық түрлери 20-
сүўретте келтирилген. 

 

 

 

 

12-сүўрет.  13-сүўрет.  
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Енди  болған жағдайды қараймыз. I ҳәм II областлар ушын Шредингер 
теӊлемесин сәйкес  
 

 (65a) 

ҳәм 
 

 (65b) 

түринде жазамыз. Бул аӊлатпаларда  ҳәм . 

Шуқырдыӊ шегарасында  екенлигин есапқа алғанда (65а) 
теӊлемесиниӊ шешими 
 

 (66) 

 
түрине ийе. (65b) теӊлемесиниӊ шешимин былайынша жазамыз: 
 

 (67) 

 
 ноқатында функцияларды ҳәм олардыӊ туўындыларын жалғастырыў 

операциясын орынласақ төмендегидей теӊлемелер системасына өтемиз: 
 

 

 

 
Бул теӊлемелер системасын  ҳәм  амплитудаларына қарата шешсек, онда 

олардыӊ  амплитуда арқалы аӊлатпаларын аламыз: 
 

 

 

(68) 

 
(68)-аӊлатпалардыӊ  менен  ниӊ қәлеген мәнислериндеги (яғный 

бөлекшениӊ энергиясыныӊ қәлеген мәнисиндеги)  ҳәм  амплитудаларыныӊ 
мәнислерин анықлайтуғынлығын атап өтемиз.  

. Бул шәрти орынланғанда бөлекшениӊ энергиясыныӊ үзликсиз 
спектрге ийе болатуғынлығын көрсетеди. 

(66)- ҳәм (67)-толқын функцияларын таллаймыз. Олардыӊ ҳәр қайсысы  де 
Бройльдиӊ еки толқыныныӊ қосындысы болып табылады:  толқыны шеп 
тәрептен оӊ тәрепке қарай, ал  толқыны оӊ тәрептен шеп тәрепке қарай. +∞ тен 
келген толқынныӊ (67-аӊлатпадағы екинши қосылыўшы) бир бөлеги  
шуқырдыӊ шегарасында шағылысады ҳәм (67)-аӊлатпаныӊ биринши 
қосылыўшысына үлес қосады. Қалған бөлеги сынады (66-аӊлатпадағы екинши 
қосылыўшы). Буннан кейин толқын  дийўалында шағылысады (66-
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аӊлатпадағы биринши қосылыўшы) ҳәм шуқырдыӊ  шегарасында қайтадан 
сынады. Усыныӊ нәтийжесинде (57)-аӊлатпаныӊ биринши қосылыўшысына үлес 
қосады ҳәм шексизликке кетеди.  

Шекли тереӊликке ийе туўры мүйешли потенциал шуқыр. Шекли 
тереӊликке ийе туўры мүйешли потенциал шуқырдыӊ ишинде жайласқан 
бөлекшени қараймыз (13-сүўрет). Бундай модель атомныӊ әтирапындағы 
электронныӊ қасындағы электронныӊ қозғалысын сапалық түрде тәрийиплей 
алады. Сонлықтан атом физикасы менен қатты денелер физикасында кеӊнен 
қолланылады.  

Мейли бөлекшениӊ потенциал энергиясы  
 

 

 
түрине ийе болсын. 

Дәслеп  болған жағдайды қараймыз (яғный бөлекше шуқырдыӊ ишинде 
жайласқан деген сөз). I ҳәм III областлар ушын (потенциал шуқырдан сыртта) 
Шредингер теӊлемесин былайынша жазамыз 

 

 

 

 белгилеўин қабыл етемиз ҳәм 

 

 

 
теӊлемесин аламыз. 

Бул теӊлеме 
 
 

 
түриндеги шешимлерге ийе болады. Толқын функциясыныӊ шекли болыўы ушын 

 ҳәм  болыўы шәрт.  
II областта, яғный потенциал шуқырдыӊ ишинде Шредингер теӊлемеси 
 

 

 
түрине ийе болады ҳәм  осцилляцияланыўшы шешимге ийе. 

Бул формулада .  

Солай етип бул мәселе ушын бөлекшениӊ толқын функциялары төмендегидей 
түрлерге ийе болады: 
 

 
 

 
(69) 
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 ҳәм  ноқатларында толқын функцияларын ҳәм олардыӊ 

туўындыларын жалғастырыў барысында 

 

 

 
еки аӊлатпасын аламыз. Оларды 

 

 

 
түрине алып келиў қыйын емес. Бул еки аӊлатпадан α ны жоғалтып 
 

 (70) 

 
аӊлатпасына ийе боламыз. Бул аӊлатпа болса шуқырдыӊ ишиндеги бөлекшениӊ 
энергия спектрин анықлайды.  ниӊ терис мәнислери ямаса оныӊ болған 
мәниси мәселениӊ шәртин қанаатландырмайды. Себеби (70)-аӊлатпаныӊ шеп 
тәрепи терис мәниске ийе бола алмайды.  

 функциясыныӊ аргументиниӊ мәниси 1 ден үлкен бола алмайды. 
Сонлықтан  

 

 

ҳәм  шамасыныӊ мәниси  шамасы менен шекленген. 

 

 
 

14-сүўрет. 15-сүўрет.   
 

Бул жағдайда да графикалық усыллардыӊ жәрдеминде де шуқырдыӊ ишиндеги 
бөлекшениӊ энергиясыныӊ квантланған, яғный (70)-аӊлатпаныӊ жәрдеминде 
анықланған энергия спектриниӊ дискрет екенлигин көрсетемиз. Буныӊ ушын (70)-
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теӊлемениӊ шеп ҳәм оӊ тәреплериниӊ  шамасынан байланысыныӊ графиклерин 
сызамыз. Шеп тәрепиниӊ графиги  туўры сызығы болып табылады. Оныӊ 
қыялығы шуқырдыӊ кеӊлиги  ныӊ өсиўи менен өседи. (70)-теӊлемениӊ шеп 
тәрийипиниӊ мәнислери ушын сызылған графиклери   ҳәм  
иймекликлери менен берилген.  туўры сызығы менен иймеклериниӊ 
кесилисиў ноқатлары (70)-теӊлемениӊ коренлери болып табылады. Демек  
шамасыныӊ мәнислери, яғный оныӊ менен байланыслы болған  энергияныӊ 
мәнислериниӊ спектри дискрет болып шығады. Шуқырдыӊ кеӊлиги  қаншама 
үлкен болса, яғный  туўры сызығы тик болса, онда ол иймекликлери менен 
көп ноқатта кесилиседи. Ҳәр бир кесилисиў ноқаты энергияныӊ белгили бир 
қәддине сәйкес келеди.  шәрти орынланса шуқырда  дана энергия 
қәдди болады. Демек бул жағдайда бөлекшениӊ  дана байланысқан ҳалы жүзеге 
келеди деген сөз.  

Шуқырдыӊ тереӊлиги  киширейгенде  шамасы да, усыған сәйкес 
шуқырдағы энергия қәддилери саны да киширейеди.  шәрти 
орынланғанда, яғный 

 

 
шәрти орынланғанда шуқырда тек бир энергия қәдди қалады. Тереӊлиги шекли 
болған туўры мүйешли потенциал шуқырда еӊ кеминде бир энергия қәддиниӊ, 
яғный бир байланысқан ҳалдыӊ болатуғынлығын атап өтемиз.  

Шуқырдыӊ тереӊлиги шексиз үлкейгенде (яғный  шәрти орынланғанда) 
(70) энергия спектриниӊ шексиз тереӊ потенциал шуқыр ушын алынған (яғный 
дийўаллары шексиз бийик болған) (16)-спектрге өтетуғынлығына аӊсат көз 
жеткериўге болады. 

Биз қарап атырған мәселедеги (69)-толқын функцияларыныӊ сапалық түри  15-
сүўретте келтирилген. Потенциал шуқырдыӊ ишинде толқын функциялары 
синусоида түрине ийе, ал шуқырдан сыртта экспоненциаллық нызам бойынша 
киширейеди. Үлкен энергияға ийе ҳаллар ушын (яғный  айырмасы киши 
болғанда) толқын функциялары шуқырдыӊ шетлеринде үлкен мәнислерге ийе 
болады ҳәм шуқырдан қашықласқанда әстелик пенен киширейеди.  

Енди бөлекшениӊ энергиясы үлкен, яғный  шәрти орынланатуғын 
жағдайды қараймыз. (6) Шредингер теӊлемеси I, II ҳәм III областларда төмендегидей 
шешимлерге ийе болады: 
 

    
    

    

(71) 

 
Бул аӊлатпада  
 

     (72) 

 
(71)-аӊлатпаға сәйкес бул толқын функцияларыныӊ ҳәр қайсысы еки де Бройль 

толқыныныӊ қосындысынан турады: биреўи   бағытында, ал екиншиси оған 
қарама-қарсы бағытта қозғалады. Анықлық ушын бөлекше шуқырға  тыӊ терис 
мәнислери тәрептен жақынласады деп есаплайық (бул бөлекшениӊ шеп тәрептен оӊ 
тәрепке қарай қозғалатуғынлығына сәйкес келеди). Бундай жағдайда  ушын 
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жазылған аӊлатпадағы екинши қосылыўдыӊ болмаўы керек. Себеби бул 
қосылыўшы бөлекшениӊ +∞ тен шуқырға қарай қозғалыўына, яғный оӊ тәрептен 
шеп тәрепке қарай қозғалыўына сәйкес келеди. Демек  коэффициентин нолге теӊ 
деп есаплаў керек. 

 функциясындағы биринши қосылыўшы шуқырға -∞ тен келип түсетуғын 
толқынға, екиншиси шуқырда шағылысқан толқынға сәйкес келеди.  
функциясындағы биринши қосылыўшы  толқыны  шегарасында 
шағылысқан толқынды, екинши қосылыўшы  шегарасында шағылысқан 
толқынды береди.  толқын функциясы болса бир қосылыўшыға ийе ҳәм ол 
өтиўши толқынға сәйкес келеди. Бул мәселеде де келип түсиўши толқынныӊ 
амплитудасын 1 ге теӊ деп есаплаймыз (яғный ).  

 ҳәм  ноқатларында толқын функцияларын ҳәм олардыӊ 
туўындыларын жалғастырыў шәртлери төмендегидей теӊлемелер системаларына 
алып келеди 

 
 

 

 

 
 
Бул алгебралық теӊлемелерди шешиў жолы менен , ,  ҳәм  

коэффициентлерин табамыз. Бул теӊлемелер системасы  менен  
параметрлериниӊ қәлеген мәнисинде шешимге ийе болғанлықтан (яғный энергия  
ниӊ қәлеген мәнислеринде шешимге ийе болғанлықтан) бөлекше үзликсиз энергия 
спектрине ийе болады деген жуўмаққа келемиз.  

Өткен толқынныӊ амплитудасы  ушын төмендегидей аӊлатпа аламыз: 
 

 

 
Бөлекшениӊ шуқырдыӊ үсти менен өтиўи итималлығын характерлейтуғын  

өтиў коэффициенти (37)-аӊлатпаныӊ жәрдеминде есапланады. Келип түсиўши ҳәм 
өткен толқынлар ушын итималлық ағысы тығызлығы векторы (36)-, (37)- ҳәм (70)-
аӊлатпаларға сәйкес 

  

  

 
түрине ийе болады. Солай етип  
 

 (73) 

 
формуласына ийе боламыз. (73)-аӊлатпаға (72)-аӊлатпадан  менен  
шамаларыныӊ мәнислерин қойсақ 
 

 (74) 
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формуласын аламыз. (4/74)-аӊлатпадан өтиў коэффициенти  ныӊ бөлекшениӊ 
энергиясы  менен потенциал шуқырдыӊ тереӊлиги  арасындағы айырмаға 
байланыслы екенлиги көринип тур.  айырмасы улыўма жағдайларда 1 ден 
киши. Бул жағдай ҳәтте  болған ситуацияларда да бөлекшениӊ потенциал 
шуқырдағы шағылысыўыныӊ итималлығыныӊ нолге теӊ емес екенлигин 
аӊғартады. Классикалық физикада пүткиллей жоқ бундай қубылыс бөлекшеде 
толқынлық қәсийетлердиӊ бар болыўы менен түсиндириледи.  

 болғанда өтиў коэффициенти  бирге теӊ болады. Бундай жағдайда  
бөлекше шуқырдыӊ шегараларында шағылыспайды. Бул шәрт  болғанда, 
яғный бөлекшениӊ энергиясы 
 

 (75) 

 
шамаларына теӊ болған жағдайларда орынланады.  

 

5-§. Питкериў қәнигелик жумысында келтирилген квант 
механикасыныӊ мәселелерин Mathematica компьютерлик 

алгебра системасыныӊ жәрдеминде шешиў 
 
Биз төменде питкериў қәнигелик жумысында келтирилген барлық мәселелерди 

шешиў ушын арналған математикалық программаны жазамыз ҳәм бул 
программаныӊ жәрдеминде алынған нәтийжелерди де келтирип өтемиз. Программа 
Mathematica компьютерлик алгебра системасыныӊ 5- ҳәм 6-версиялары ушын 
жазылған. 

 
1-мәселе: Шексиз тереӊ потенциал шуқырдағы бөлекше 

Схемасы:  
Needs["PlotLegends`"] 
Clear["Global`*"]; 
a бөлими. 

eq1= 0==(V-En) [x]-(2 [x])/(2 m); 

eq2=eq1/.V0; 

krule= En(2 k
2
)/(2 m); 

schrod=Solve[eq2/.krule,''[x] ][[1,1]]/.RuleEqual; 

dsol= DSolve[schrod,,x][[1,1]]; 

b бөлими. 

sol1=Reduce[{[0]0,[a]0}/.dsol]; 

En= ; 

ψ[x_,n_] =ψ[x ] /.dsol/.{C[1]→0, k→nπ/a}; 
normEq= 1  Integrate[ψ[x,n]

2
,{x,0,a}]//Simplify[#,Element[n,Integers]]&//Solve[#,C[2]] 
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[[2,1 ]]&; 

ψ[x_,n_] =ψ[x,n]/.normEq//Simplify; 

c бөлими. 

table= Table[Integrate[ψ[x,i]ψ[x,j],{x,0,a}],{i,4},{j,4}]; 
TableForm[table,TableHeadings{Table[ψ[i],{i,4}],Table[ψ[j],{j,4}]}] 

 

 ψ[1] ψ[2] ψ[3] ψ[4] 

ψ[1] 1 0 0 0 

ψ[2] 0 1 0 0 

ψ[3] 0 0 1 0 

ψ[4] 0 0 0 1 

 

Plot[Evaluate[Table[ψ[n,x],{n,4}]/._{a1}],{x,0,1},PlotStyle{{},Dashing[{0.05`}],Dashing[{

0.03`}],Dashing[{0.01`}]},PlotLabelStyle[ψ,FontSize14,FontWeightBold],PlotLegend{"

n=1","n=2","n=3","n=4"},LegendPosition{1,-(1/2)}] 

 

 
 

 
  
2: Тереӊлиги шекли болған потеницал шуқырдағы бөлекше 

Схемасы:  
Clear["Global`*"]; 
a бөлими. 
schrodeq=0==(V-En) ψ[x]-(ℏ2 ψ


[x])/(2 m); 

EWrule={En(kW
2
 ℏ2)/(2 m)+V}; 

ψ[x]/.DSolve[schrodeq,ψ[x],x][[1,1]]/.EWrule//ExpToTrig //Simplify //PowerExpand; 

kWrule= kW V-V0/.En-Wn; 

ψW[x_]=cSym Cos[kW x]+cAsym Sin[kW x]; 

ELRrule={En(kLR
2ℏ2)/(2 m)}; 

ψ[x]/.DSolve[schrodeq,ψ[x],x][[1,1]]/.V0/.ELRrule //Simplify// PowerExpand;  

kLRrule= kLR  /.En-Wn //PowerExpand; 

qLRrule= qLR /; 

ψ[x]/.DSolve[schrodeq,ψ[x],x][[1,1]]/.V0/.ELRrule /.kLRI qLR//Simplify// PowerExpand;  

ψR[x_]= cR E
-qLR x

   ;           (*x>a*) 

ψL[x_]= cL E
+qLR x

 ;      (*x<-a*) 

b бөлими. 
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eq1= {  (ψL[ x]-ψW[ x]==0)  /. {x→ -a},  

        (ψW[ x]-ψR[ x]==0)  /. {x→ +a}, 

        (ψL'[x]-ψW'[x]==0)  /. {x→ -a}, 

        (ψW'[x]-ψR'[x]==0)  /. {x→ +a}  };  

(eq2=eq1/.cAsym0 )//Column; 

eq3=Reduce[{ eq2 , cL0,cR0,kW0,qLR 0, cSym0,Cos[ a kW]0 }//Flatten, {cL,cR}]; 

eq3 //Column; 

symSol= Solve[eq3  ,{cL,cR} ] //Simplify//Flatten   

symEn=Tan[a kW]  qLR/kW; 

eq4=Reduce[{eq1/.cSym0, cL0,cR0,kW0,qLR0,cAsym0,Cos[a kW]0}//Flatten, 

{cL,cR}] ; 

eq4//Column; 

 asymSol= Solve[eq4 ,{cL,cR} ] //Simplify//Flatten; 

asymEn=Tan[a kW] - kW/qLR; 

c бөлими.  

values={a1,m1, ℏ1,V0 { 100, 200, 500,∞ }} ; 

nRule=WnV0-(n
2
 π2

 ℏ2)/(8 a
2
 m); 

kRules={kW }; 

eq5 =symEn/.kRules /.nRule//PowerExpand  

Sign[n]
^
 = +1; 

pt1=Plot[{ArcTan[eq5[[1]]],ArcTan[eq5[[2]]]}/.values//Evaluate,  {n,0,9 }, 

FrameTrue,FrameTicks
{{{1,"n=1"},{3,"n=3"},{5,"n=5"},{7,"n=7"},{9,"n=9"}},{0,0.5,1,1.5}}, 

PlotRange{.4,1.6}  ] 

 
text={ 

   Text[ "V0=∞",  {6,1.5}], 

   Text[ "V0=500", {6,1.3}], 

   Text[ "V0=200", {6,1.1}], 

   Text[ "V0=100", {6,0.8}]}; 

Show[pt1,Graphics[text] ,GridLinesAutomatic] 
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eq6 =asymEn/.kRules /.nRule//PowerExpand  

text={ 

   Text[ "V0=∞",  {7,0}], 

   Text[ "V0=500", {7,-.4}], 

   Text[ "V0=200", {7,-.7}], 

Text[ "V0=100", {7,-.9 }]}; 

Plot[{ArcTan[eq6[[1]]],ArcTan[ eq6[[2]]]} /.values//Evaluate, {n,0.0 ,9}, 

 FrameTrue, FrameTicks{{{2,"n=2"},{4,"n=4"},{6,"n=6"},{8,"n=8"}},{-1.5,-

1,0,0.5,1,1.5}}, 

 PlotRange{-1 , .1},  GridLinesAutomatic, Epilog text  ] 

 

 
 
d бөлими. 
nValues[eq_,potential_,guess_]:= 

(n/.FindRoot[eq/.{m1,a1,1,V0potential}//Evaluate,{n,guess}][[1]]) 

symGuess= {0.9, 2.9, 4.9, 6.9, 8.9}; 

symValues= {nValues[eq5,100,#] 

                      ,nValues[eq5,200,#] 

                      ,nValues[eq5,500,#]}&  /@  symGuess;   

asymGuess={1.9 ,3.9 ,5.9,7.9 }; 

asymValues={nValues[eq6,100,#] 

                      ,nValues[eq6,200,#] 

                      ,nValues[eq6,500,#]}& /@  asymGuess;    

(Partition[Sort[{symValues,asymValues}//Flatten],3]// 

TableForm[#,TableSpacing{0,2},TableHeadings{{"n=1","n=2","n=3","n=4","n=5","n=6","n

=7","n=8","n=9"},{"V0=100","V0=200","V0=500"}}]&) 

 

 V0=100 V0=200 V0=500 

n=1 0.933848 0.952339 0.969335 

n=2 1,86702 1.90442 1.9386 

n=3 2.79876 2.85598  2.90773 

n=4 3.72819  3.80671  3.87664 

n=5 4.65414  4.75628 4.84526 

n=6 5.5749  5.70426  5.8135 

n=7 6.48773  6.65015  6.78128 

n=8 7.38736  7.59322 7.74848 

n=9 8.26041 8.53247  8.71498 

 

Partition[Sort[{symValues,asymValues}//Flatten],3]// TableForm[#, 

n 2 n 4 n 6 n 8
1

0

n 2 n 4 n 6 n 8

1

0V0
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TableSpacing{0,2},TableHeadings{{"n=1","n=2","n=3","n=4","n=5","n=6","n=7","n=8","n=

9"},{"V0=100","V0=200","V0=500"}}   ]& 

 

 V0=100 V0=200 V0=500 

n=1 0.933848 0.952339 0.969335 

n=2 1,86702 1.90442 1.9386 

n=3 2.79876 2.85598  2.90773 

n=4 3.72819  3.80671  3.87664 

n=5 4.65414  4.75628 4.84526 

n=6 5.5749  5.70426  5.8135 

n=7 6.48773  6.65015  6.78128 

n=8 7.38736  7.59322 7.74848 

n=9 8.26041 8.53247  8.71498 

e бөлими. 
symRules={kRules,nRule,symSol,a1,ℏ1,m1,V0100,cSym100,cAsym0}//Flatten; 

Clear[s,a]; 

(* Symmetric*)  

sψ[x_ /;x<-1,n0_]:= (L[x]//.symRules//.{n->n0}); 

sψ[x_ /;-1<=x<1,n0_]:= (W[x]//.symRules//.{n->n0}); 

sψ[x_ /;x>=1,n0_]:= (R[x]//.symRules//.{n->n0}); 

symEnergy= nValues[eq5, 100,#]&/@symGuess;   

plotsym=  

Plot[ sψ[x,#] //.symRules //Evaluate 

        ,{x,-2,2} 

        ,PlotLabel->  NumberForm[#,2] 

        ,Axes->None 

        ,DisplayFunction->Identity ]&  /@  symEnergy; 

GraphicsGrid[{plotsym }] 

 

 
 

asymRules={kRules,nRule,asymSol,a1,ℏ1,m1,V0100,cAsym100,cSym0}//Flatten; 

 (* Asymmetric*)  

aψ[x_ /;x<-1,n0_]:= (ψL[x]//.asymRules//.{n->n0}); 

aψ[x_ /; -1<=x<1,n0_]:= (ψW[x]//.asymRules//.{n->n0}); 

aψ[x_ /;x>=1,n0_]:= (ψR[x]//.asymRules//.{n->n0}); 

asymEnergy=nValues[eq6,100,#]&/@asymGuess ; 

 plotasym=  

  Plot[ a[x,#] //.asymRules //Evaluate 

          ,{x,-2,2} 

          ,PlotLabel->NumberForm[#,2] 

          ,Axes->None 

          ,DisplayFunction->Identity]& /@ asymEnergy;               

               

GraphicsGrid[{plotasym , plotasym }] 
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3-мәселе: Шекли бийикликтеги потенциал дийўалда шағылысатуғын бөлекше. 

Схемасы:  
Needs["PlotLegends`"] 

Clear["Global`*"]; 

a бөлими. 

ψL[x_]= e
ikLx

 + e
-ikLx

 R; 

 kLRule=kL  ; 

     ψR[x_]=e
ikR x

 T; 

kRRule=kR  ; 

boundary={ψL[x] ψR[x], ψL'[x] ψR'[x]}//.x0; 

RTrule=Solve[boundary,{R,T}]//Flatten//Simplify; 

b бөлими. 

  exp_
*
:=exp /.{Complex[a_,b_]Complex[a,-b]}  

(a- i b +e
-iθ)

*
  

Conjugate[a - ib + e
iθ] 

f_:=D[f,# ]&  /@  {x,y,z}   

[x ] 

flux[ψ_]:=ℏ/(2i m) (ψ*  - * ) //Simplify 

ψL[x]//flux//Simplify   

incFlux=flux[ψL[x]] /.{R0}  

Rflux=(incFlux-flux[ψL[x]])//Simplify 

Tflux=flux[ψR[x]] 

{RR,TT}= { Rflux[[1]] /incFlux[[1]], 

           Tflux[[1]] /incFlux[[1]] } 

{RR,TT}={RR,TT}/. RTrule 

RR+TT //Simplify 

values={m1,ℏ1,V01}; 

Plot[{RR,TT,TT+RR}/.RTrule/.kLRule/.kRRule/.values//Evaluate, 

 {En,1,2}, AxesLabel{"E","Coefficient"}, 

 PlotStyle{Dashing[{0.06,0.02}],Dashing[{0.02}],{}}, 

1.9 3.7

5.6 7.4
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 PlotLegend{"RR","TT","TT+RR"}, 

 LegendPosition{1,-1/2}, 

 PlotRange{0,1}] 

 

 
 

c бөлими. 

kRule={kLRule,kRRule}; 

wave[x_,En_]={L[x],R[x]}/.RTrule/.kRule/.values //Simplify ;   

ψ[x_,En_]:=Which[ x0,wave[x,En][[1]],x>0,wave[x,En][[2]]] 

waveplot2D[Energy_]:=Plot[{[x,Energy]//Re,[x,Energy]//Im}, 

  {x,-10,10},  PlotStyle{{},Dashing[{0.02}]},AxesLabel{"x","y"}] 

waveplot2D[1.1] 

 
waveplot2D[0.9] 

 
 

d бөлими 

Plot3D[ψ[x,Energy]//Re,{x,-

10,10},{Energy,.5,1.5},PlotPoints50,AxesLabel{"x","Energy","ψ"}] 
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Plot3D[ψ[x,Energy]//Im,{x,-

10,10},{Energy,.5,1.5},PlotPoints50,AxesLabel{"x","Energy","ψ"}] 

 
e бөлими. 

timePlot[time_,En_]:=Plot[{Exp[-I En time]ψ[x,En]//Re,Exp[-I En time]ψ[x,En]//Im}, 

  {x,-10,10},  PlotStyle{{},{Thickness[0.008]}},  PlotRange{-2,2}]timePlot[1.,0.9] 

 

 
frames=1;  

Energy=0.9; 

timestep=(2)/((frames)Energy); 

Do[ timePlot[n timestep ,Energy] //Print; ,{n,1,frames} ] 
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frames=1; 

Energy=1.1; 

timestep=(2)/((frames)Energy); 

Do[ timePlot[n timestep ,Energy] //Print; ,{n,1,frames} ] 

 

 
 
 
 
 
 

Питкериў қәнигелик жумысы бойынша улыўмалық 
жуўмақлар 

 
1. Питкериў қәнигелик жумысында  стационар ҳаллар ушын Шредингер 

теңлемеси, өткермейтуғын дийўалларға ийе потенциал шуқырдағы бөлекше, 
потенциал табалдырық ҳәм дийўал областындағы бөлекшениӊ қозғалысы, шекли 
тереӊликке ийе потенциал шуқырдағы бөлекше ҳаққында бир өлшемли квант 
механикалық мәселелер талқыланды ҳәм бул мәселелерди еӊ әпиўайы жоллар 
менен шешиў усыллары қарап өтилди. Мәселелерди шешиўде ўақыттан ғәрезсиз 
болған бир, еки ҳәм үш өлшемли Шредингер теӊлемелери пайдаланылды. 

2. Питкериў қәнигелик жумысында келтирилген барлық мәселелерди шешиў 
ушын Mathematica компьютерлик системасы ушын программалар дүзилди ҳәм бул 
программалар тийкарында айқын мәселелер үлкен дәлликте шешилди. Соныӊ 
менен бир қатарда  шекли бийикликтеги потенциал дийўалда шағылысатуғын 
бөлекше ушын энергия операторыныӊ меншикли толқын функцияларын ҳәм 
меншикли мәнислерин есаплаў ушын Mathematica тилинде программа дүзилди. 

3. Питкериў қәнигелик жумысында келтирилген барлық программалар бойынша 
есаплаўлар жүргизилди ҳәм бул есаплаўлардыӊ нәтийжелери әдебиятта бар болған 
мағлыўматлар менен салыстырылды ҳәм олар арасындағы дәл сәйкесликтиӊ бар 
екенлиги көрсетилди. 
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4. Питкериў қәнигелик жумысы квант механикасыныӊ ҳәр қыйлы (бир, еки ҳәм 
үш) өлшемли мәселелерин шешиўге арналған оқыў-методикалық қолланбаныӊ 
орнын ийелеўи мүмкин. 
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